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RESUMO

O estudo de sistemas quanticos no espago com diversas topologias tem sido abordado em
diferentes areas da fisica como, por exemplo, a gravitacao e a fisica da matéria condensada.
A mudanga na topologia em um meio elastico introduzido por um defeito linear tal como uma
desclinagao, deslocacao ou despiracao produz alguns efeitos nas propriedades fisicas do meio.
A influéncia desses defeitos nas quantidades fisicas de uma particula podem ser compreendidas
através de uma abordagem geométrica que esta baseada na correspondéncia, do ponto de vista
matematico, entre a teoria de defeitos em sélidos e a teoria da gravitacdo. Neste trabalho
estudaremos o comportamento de uma particula num sistema quantico com massa variavel
[m(p) = M (1 + pr%p?)] na presenca de uma despiragao num campo magnético uniforme no
cenario da teoria de defeitos em sélidos de Katanaev-Volovich. Analisando a influéncia da
topologia e da distribuicdo de massa nos nivel de Landau, bem como, sua influéncia no

espalhamento quantico nao-relativistico.

Palavras-Chave: Defeitos Topoldgicos, Geometria, Curvatura, Campo Magnético.



ABSTRACT

The study of quantum systems in the space with several topologies has been investigated in
different areas of the physics as, for example, in the gravitation and in the condensed matter
physics. The change in the topology in an elastic medium introduced by a linear defect
as a disclination, dislocation or dispiration produces some effects in the physical properties
of the system. The influence of those defects in the physical quantities can be understood
through a geometric approach that is based on the correspondence, of the mathematical
point of view, between the theory of defects in solids and the theory of the gravitation. In
this work we will study the behavior of a particle in a quantum system with variable mass
[m(p) = M (1 + pA?p?)] in the presence of a dispiration in an uniform magnetic field in the
scenery of the theory of defects in solids of Katanaev-Volovich. We analyze the influence of
the topology and of the mass distribution in the Landau levels, as well as, it influences in the

quantum non-relativistic quantum scattering.

Keywords: Toplogical Defects, Geometry, Curvature, Magnetic Field.



Sumario

Introducao 1
1 A Geometria do Espaco Curvo 5
1.1 Geometria ndo-Euclidiana . . . . . . . ... . ... ... .. L. 5
1.2 Geometriae Cosmologia . . . . . . . . . . . . e 12

1.3 TopolE : .- i i rmEE E AR EES IS ARABT E I BAE 147

2 Defeitos em Matéria Condensada 21
2.1 Teoria Geométricade Defeitos . . . . . . . . . ... ... .. .. ........ 22
22 DS U SO : : ; 5 5055 a5 3L TP R E EF D RBWE L FF A EEE 26
221 Deslocacao . . . . . . . . . e 30

222 Declnnglen : ; : o0 s 55 pwm e s 85 b wwmes s § o mmw s 33

223 DEDOHERG . . . - v o i f i B AEE S S F A NE RS B WA 36

3 Mecanica Quantica 39
31 BguachodeSchrddinger . . . . « v vs v v s s a5 vmwss ey wmew s w . 40
32 Fopalhsmentd . . - . - wnw 655 s B EEHE S B Y I RO E S FE Y S S RS 43
3.2.1 Teoria Classica de Espalhamento . . . . . . . . ... ... ....... 43

3.2.2 Teoria Quantica de Espalhamento: Formalismo de Ondas Espaciais . . 45

4 Sistemas Quanticos com Massa Variando com a Posicao 50



Contelido

4.1 Niveis de Landau na Presenca de uma Despiracao com Massa Variando na

4.2 Espalhamento Quantico nao-relativistico por uma Despiragao com Massa Varidvel 57

Conclusoes e Perspectivas 63
A Funcoes Especiais 65
A.1 Funcoes Hipergeométricas Confluentes . . . . . ... .. ... ......... 65
A2 Funcoes de Bessel . . . . . . . .. . 66
B Amplitude de Espalhamento 68
B.1 Calculo da amplitude de espalhamento f(¢) . . . .. ... ... ... ... .. 68

Referéncias Bibliograficas 71

ii



Lista de Figuras

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6
1.7
1.8
1.9
1.10

1.11

2.1

Representagao grafica do postulado das paralelas. . . . . ... ... ...... 6
Representagao grafica de alguns tipos de geometria do espago. Fonte:
http:/ /www.physics.upenn.edu/ kamien/kamiengroup/. . . . . . . . . . .. .. 8
Triangulo geodésico na esfera. A geodésicas entre dois pontos na esfera sao
0S arcos de grande circulo. Fonte:
http://en.wikipedia.org/wiki/Differential geometry_of surfaces. . . . . . . . .. 9
Representacao geometrica da distancia entre dois pontos em trés dimensoes.
Fonte:http://www.on.br/certificados/ens_dist_2008/site/. . . . . . . .. .. .. 11

Representagoes geometricas da superficie esférica e hiperboléide. Fonte:

http:/ /www.on.br/certificados/ens_dist 2008 /site/. . . . . ... .. ... ... 13
Geometria do Universo plano. . . . . . . . . . . . . .. ... ... 15
Geometria do Universo fechado. . . . . . . ... ... ... .. ... . ..., 15
Geometria do Universoaberto. . . . . . . . ... .. ... ... ... 16
Faixa de Mobius. Fonte: Referéncial42] . . . . . ... ... .. ... ... ... 18
Faixa de Mobius - Orientabilidade. Fonte: Referéncia[42] . . . . . .. ... .. 19
Exemplo de espacos conexo e desconexo. Fonte: Referéncial42] . . . . . .. .. 20

Construcao do espago-tempo em torno de uma corda cosmica. Fonte:

http://www.damtp.cam.ac.uk/research/gr/public. . . . . ... ... ... ... 24

iii



Contetido

2.2 Duplicacao de imagem (lente gravitacional) produzida por uma corda césmica
(circulo com cruz) de uma galaxia ou quisar de fundo. As duas imagens
aparecerao separadas por um angulo pequeno da para o observador. Fonte:
Referéncial8]. . . . . . . . . ...

2.3 (a) Imperfeicoes pontuais num sélido cristalino. (b) Imperfeicdes pontuais
num s6lido eristalino ionico. Uma representacao bidimensional de um sélido
ionico, ilustrando virias das possiveis imperfei¢coes pontuais. Os citions sao
representados por pequenas esferas, e os anions por grandes esferas. Fonte:
http://www.cienciadosmateriais.org/ . . . . .. ... .. ... ... ...

2.4 Foto da textura Schlieren em um cristal liquido liotrépicos, com aumento de
50x pela objetiva, obtida no laboratério de cristal liquido da UEM. . . . . . .

2.5 Imperfeicoes superficiais. Os contornos de graos sao indicados por linhas,
deslocacoes por L, deslocacoes estendidas por L_____ 1 e lacunas por um
quadrado. Fonte: Referéncial55].. . . . . . . . .. .. ..ot on

2.6 Deslocamento, visto de cima, de dois planos atomicos num arranjo cibico
simples. Fonte: http://www.cienciadosmateriais.org/. . . . . . . ... ... ..

2.7 (a) Deslocacao tipo edge. (b) Deslocagao tipo hélice em uma rede quadrada.
Ponte: Réferenciald0]. . . . » vs - s aspamasssanmumensas waen

2.8 (a) Circuito de Burgers sem deslocacao. (b) O vetor de Burgers b na presenca
de deslocacio linear SE. Fonte: Referéncia[50]. . . . ... ... ... ... ..

2.9 (a) Deslocagao lateral. (b) Deslocagao tipo hélice através do processo de

Volterra. Fonte: Referéncia[45] . . . . . . ... ... ... ... .........

2.10 Etapas da geracao de uma desclinacao positiva através do processo de Volterra.

2.11 (a) Criacao de uma desclinagao positiva. Retiando um angulo de 90°. (b)
Desclinacdo negativa em uma rede quadrada. Inserimos um angulo de 90°.

Fouke: Referncialdl] .. . - « o - s s sswss s 98 sowe e 463 HoE®sas

v

24

27

28

29

30

31

31

32

34



Contetido

2.12 Processo de Volterra para desclinacao tipo cunha e hélice. Fonte: Referéncia[50] 35
2.13 (a) Deslocamento tipo hélice bidimensional. (b) Desclinagao bidimensional.

Fonte: Refer@nciafd]. « .« : ¢ « s s s v vwme s es vwwn e s o 37

3.1 Parametro de impacto b e angulo de dispersao 6. Representagao da trajetoria
da particula espalhada por um niicleo puntiforme de massa infinita. Fonte:
Referéncia[61]. . . . . . . . .. .. . 44
3.2 Particulas incidentes numa irea do espalhada num angulo sélido dS2. Fonte:
BelobneinlBll. s s w 9o s 55 s9cmss s s HuBRES 53 PmEE 65354 68 44
3.3 Espalhamento de ondas; uma onda plana incidente gera uma onda esférica

saindo. Fonte: Referéncia[Bl]. . . . . . . . . o v i i v v oo un 45

4.1 Confinamento do campo magnético numa regiao cilindrica. . . . . . . . . . .. 58



Introducao

O esfriamento do Universo, devido 4 expansao, promoveu as condigbes para que algumas
das simetrias de um possivel campo escalar existente se quebrassem espontaneamente(1, 2]. A
cada tipo de simetria que é quebrada, dependendo da natureza desse campo, existe um tipo
de defeito associado a mesma, segundo o mecanismo de Kibble[3]. No contexto cosmolégico,
temos que o Universo primitivo passou por uma série de transicoes de fase, onde as simetrias a
ele associadas foram espontaneamente quebradas devido ao seu esfriamento natural, surgindo,
assim, os defeitos topoldgicos. Defeitos topologicos sao estruturas fisicas formadas em uma
teoria de campos a partir de uma quebra espontanea de simetria de Gauge de um sistema
fisico que apresenta um conjunto de estados de vicuo degenerados[4]. De acordo com os
tipos de simetrias que foram quebradas podem ter sido formado varios tipos de defeitos
topoldgicos, entre os quais podemos citar as paredes de dominio, cordas cosmicas, monopolos
e texturas. Estes objetos tém atraido muita atencdo devido as suas propriedades fisicas
peculiares, geometrias do espaco-tempo e implicagoes astrofisicas e cosmoldgicas[5]-[7]. A
densidade de energia que carregam é muito grande, e est4 relacionada com a escala na qual a
simetria que lhes deu origem foi quebradal8].

Devido as suas energias extremamente altas, defeitos topolégicos no contexto da
cosmologia ainda nao foram detectados, apesar dos grandes avancos dos aceleradores de
particulas. Por outro lado, esta é uma das razoes pelas quais alguns pesquisadores tem
interesse. Se forem encontrados hoje, eles serdo uma ligagao direta com a fisica dos primeiros

momentos do Universo.
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No entanto, os defeitos nao sao exclusivos em cosmologia. A Fisica da Matéria Condensada
possui uma diversidade de sistemas e fenomenos acessiveis 4 experimentos que podem ser
usados como um laboratério para testar hipéteses da teoria da gravitagao e cosmologia[9]. Por
exemplo, os cristais liquidos podem apresentar uma série de defeitos topologicos, tais como
cordas cosmicas e monopolos[10, 11]. Em diversos sistemas fisicos, a quebra de simetria devido
a transicao para uma fase ordenada, permite a existéncia de defeitos topolégicos estaveis que
tem um papel dominante na determinagao de suas propriedades fisicas. A existéncia desses
defeitos é uma consequéncia da periodicidade e rigidez do meio ordenado e sdao os responsiveis
pelo mecanismo que produz a transiciao de fase.

Em matéria condensada podemos observar esses fenomenos via geometrizagao fazendo
analogia com a gravitagao[12]-[16]. Por esse motivo, o uso de ferramentas geométricas e
topoldgicas na Fisica teérica tem aumentado bastante nas iiltimas décadas[12]-[18]. Geometria
e topologia tém um papel importante no estudo de uma grande variedade de fenomenos.
Talvez em nenhuma drea da Fisica seu uso seja tao visivel quanto na gravitagdo, onde o
proprio campo gravitacional é uma entidade geométrica.

A teoria descrita por Katanev e Volovich proporcionou um melhor entendimento das
relagoes que existem entre a teoria dos defeitos e a gravitagao. Esta abordagem geométrica
baseia-se na equivaléncia que existe entre a teoria de defeitos em sélidos e a gravidade
tridimensional com tor¢ao[12]. Efeitos quanticos e cldssicos aparecem devido as condigdes
de contorno especiais que os defeitos impoem sobre estes sistemas. Varias destas técnicas
de geometrizacao podem ser empregadas a uma classe de sistemas da Fisica da Matéria
Condensada. Associados a desordem e a4 quebra de simetria aparecem os defeitos topolégicos
que, em muitos casos, podem ser abordados por métodos geométricos.

De forma qualitativa, os defeitos podem ser compreendidos, na sua formagao, através
dos argumentos de Volterra em seu processo de “cortar e colar”. Tais defeitos sao

classificados quanto a sua dimensao, sendo esses pontuais, lineares ou superficiais. Muitos
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sistemas apresentam estrutura cristalina semelhante aos defeitos topologicos encontrados
em gravitagao. Em redes atomicas cristalinas, por exemplo, defeitos topolégicos na forma
de deslocagoes (defeitos lineares), determinam a maioria das propriedades plasticas dos
solidos, tanto no aspecto dinAmico quanto estdtico. Os estudos de formacido dos defeitos
topoldgicos em matéria condensada, podem eventualmente ajudar na fabricacao de estruturas
e dispositivos. Em vista das possiveis aplicacoes dessas estruturas em nanotecnologia, é
fundamental o aprofundamento do conhecimento nessa area.

Entretanto, existem pesquisas mais recentes que abordam defeitos lineares e pontuais em
sistemas com massa variando com a posigao[19]-[23]. Estudar o comportamento do 4dtomo
em um espaco com topologia tipo ndo plana é importante para sabermos como este tipo de
topologia podera afetar as grandezas fisicas que descrevem este sistema microscopico. Do
ponto de vista dos sélidos, o estudo do comportamento de sistemas atomicos com massa
dependente da posicao pode ser importante para uma compreensio das propriedades de
transporte em sélidos, como por exemplo, o transporte de cargas, propagacdo de ondas
sonoras, etc.

A solucao da equacao de Schrodinger com massa variando com a posi¢ao tem recebido
bastante atencdo em trabalhos encontrados na literatura nos tltimos anos[24]-[33]. A
motivacao para este estudo tem sido as considerdveis aplicagdes em diferentes ramos da Ciéncia
de Materiais e Fisica da Matéria Condensada. Dentre as aplicagoes, podemos mencionar
estados ligados em sistemas quanticos[27], a equacao de Dirac com massa dependente
da posicio no campo de Coulomb[19], propriedades eletronicas de semicondutores[34],
aglomerados de 3He[29], heteroestruturas de semicondutores[30, 31], liquidos quanticos(32]
e problemas em estados sélidos com equagao de Dirac[33].

O nosso objetivo nesta dissertagao foi destinado a analisar a influéncia da topologia
em um sistema quantico com massa variando com a posicio [m(p) = M (1 + pA?p?)] na

presenca de uma despiragao num campo magnético uniforme, sob o ponto de vista da teoria
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geométrica dos defeitos em sélidos de Katanaev e Volovich[12]. Para tanto, estudamos o
problema do espalhamento quantico nao-relativistico, bem como os estados ligados de uma
particula massiva, produzido pelo espaco-tempo de uma despiracao. Por sua vez, a despiracao
corresponde a um defeito linear cuja simetria rotacional e translacional é quebrada. Com a
configuracao da massa efetiva proposta neste trabalho, observamos que, dependendo como
a massa esteja distribuida e o tipo de defeito associado, a degenerescéncia do niveis de
Landau é quebrada de maneiras diferentes. Ja a amplitude de espalhamento sera afetada
pela blindagem, topologia e pelo fato da massa variar com a posigao.

A estrutura desta dissertacio esta organizada da seguinte forma: No primeiro capitulo,
faremos uma breve discussio sobre a geometria do espaco curvo e sua relacao com a
cosmologia. No segundo capitulo, apresentaremos a teoria geométrica dos defeitos em sélidos
proposta por Katanaev e Volovich. Além disso, faremos uma descricao sobre os defeitos
topolégicos lineares em matéria condensada, especificamente deslocacao e desclinagao. No
terceiro capitulo faremos uma breve revisao sobre a mecanica quantica nao-relativistica e
sua generalizacao para o espago-tempo curvo. No quarto capitulo, analizaremos os efeitos
do espaco-tempo gerado por uma despiragao, com um campo magnético uniforme axial
interior, em um sistema quantico com massa variavel. No apéndice apresentamos algumas
funcoes especiais utilizadas neste trabalho, tais como, a func¢ao hipergeométrica confluente e
a funcido de Bessel. Também daremos em mais detalhes dos célculos referente a amplitude de

espalhamento no espago com despiracao.



Capitulo 1

A Geometria do Espaco Curvo

A Geometria Euclidiana funciona muito bem em superficies planas e como sabemos a
soma dos angulos internos de um triangulo dd sempre o valor de 180°. Porém, quando
tracamos o triangulo sobre uma superficie curva isso ja nao é mais verdade. Entao, como
podemos definir situagoes geométricas sobre uma superficie curva? Certamente a geometria
Euclidiana nao é satisfatéria. Foi preciso, entao, estabelecer uma nova geometria que pudesse
resolver essa questio e entre outras. Para desenvolver uma geometria de espaco curvo foi
necessaria a colaboragao de pesquisadores que marcaram a histéria da matematica. Entre
esses nomes estavam Gauss, Bolyai, Lobatchewsky e Riemann[35]. Na relatividade restrita,
como salientado por Minkowski[36], o tempo passava a ser concebido como uma quarta
dimensdo, o que foi absolutamente fundamental e necessirio para a construgao da teoria
da relatividade geral. Na relatividade geral a gravitagao entre os corpos deixa de ser vista
como uma forca fisica para ser considerada uma propriedade geométrica do espaco-tempo.
Neste capitulo fazemos uma abordagem sobre a necessidade de descrever o espago-tempo por

meio da geometria.

1.1 Geometria nao-Euclidiana

A geometria é a parte da matemadtica que trata de curvas, superficies e volumes. Foram

os filésofos gregos os primeiros a sistematizarem e ampliarem o conhecimento da geometria.
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Euclides por volta de 300 a.C., desenvolveu os conceitos e as relagoes existentes na Geometria
Euclidiana com base em cinco proposi¢oes primitivas, conhecidas como axiomas ou postulados.

Os postulados de Euclides sao:
Axioma I: Dados dois pontos, ha um segmento de reta que os une;

Axioma II: Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinitamente para gerar uma

reta;

Axioma III: Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer, pode-se construir um

circulo centrado naquele ponto e com raio igual a distancia dada;
Axioma IV: Todos os angulos retos sao congruentes;

Axioma V: Se uma linha reta cortar duas outras linhas retas de modo que a soma dos dois
angulos internos de um mesmo lado seja menor do que dois angulos retos, entao essas
duas retas, quando suficientemente prolongadas, cruzam-se num ponto do mesmo lado

em que estao os dois angulos retos.

B>
A > <

Figura 1.1: Representagao gréfica do postulado das paralelas.

O quinto postulado é também conhecido como Postulados das Paralelas. Essencialmente,
a distin¢io entre a geometria de Euclides e as geometrias nao-Euclidianas estd no quinto
postulado. Na geometria de Euclides todas as superficies sao planas e linhas paralelas sempre

ficam separadas pela mesma distancia, nunca se encontrando e nem divergindo. As Geometrias



A Geometria do Espaco Curvo

nao-Euclidianas cresceram a partir da investigagao sobre o quinto postulado de Euclides, um
dos axiomas mais estudados em toda a historia da matematica.

Foi somente na primeira metade do século dezenove que os matemadticos chegaram a
conclusao de que o quinto postulado nao era demonstravel a partir dos outros quatro. Isto
ocorreu com a descoberta das chamadas Geometrias nao-Euclidianas. Esta descoberta estd
associada a dois matematicos: Nikolai I. Lobatchewsky (1793-1829) e Johann Bolyai (1802-
1860), que estabeleceram a possibilidade de se estruturar Geometrias diferentes a de Euclides
e a aplicacdo das mesmas a realidade Fisica[37]. Supondo-se que a luz caminha em linha reta,
seria possivel determinar o tipo de geometria do nosso espago interestelar, através de medidas
astronomicas|35)].

H4 um outro desenvolvimento na geometria que ocorre paralelamente ao surgimento
desses trabalhos, que estuda superficies curvas, e que nao esta tentando alterar a Geometria
Euclidiana. Dentro dessa linha de pesquisa, o trabalho de Gauss de Geometria diferencial,’
em 1827, mostra a possibilidade de analisar superficies usando propriedades intrinsecas.

Gauss definiu uma nocao de curvatura para superficies, que mede o quanto uma superficie
S (8 c R?) se afasta, em cada ponto p € S, do seu plano tangente em p[38]. A curvatura
gaussiana ou curvatura de Gauss de um ponto sobre uma superficie é o produto das curvaturas
principais, k; e k2, do ponto dado. E uma medida intrinseca de curvatura, ou seja, seu valor
depende apenas de como as distancias sao medidas na superficie, e nao sobre a forma como

¢é isometricamente incorporado no espago.
Ks‘——-klkg (11-1)

Ao contrario de curvatura de Gauss, a curvatura média é extrinseca e localmente descreve
a curvatura de uma superficie incorporada em algum ambiente do espaco, por exemplo o

espaco Euclidiano. Neste caso, a curvatura média depende como estd imerso no espago. A

1A importancia da Geometria diferencial para a fisica tedrica moderna reside na possibilidade de realizar
o estudo das propriedades comuns a todos esses espagos. Isso poderia permitir encontrar estruturas basicas
semelhantes em dreas muito distintas da fisica.
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curvatura média é igual 4 metade da soma das curvaturas principais, definida da seguinte

forma

(1.1-2)

Figura 1.2: Representacao grafica de alguns tipos de geometria do espaco. Fonte:
http://www.physics.upenn.edu/ kamien/kamiengroup/.

Talvez convenha mencionar que Euler definia as curvaturas principais k; e ky de uma
superficie S considerando as curvaturas k,, de curvaturas obtidas por intersecoes de S com
planos normais a S em p e tomando k; = mazxk, e k2 = mink,[38]. A curvatura de um circulo
¢é definido como sendo o inverso do raio, ou seja, k = -} Se pelo menos uma das curvaturas
principais é zero em todos os pontos, entao a curvatura de Gauss serd 0 e a superficie é uma
superficie reveldvel. A esfera unitdria em S* tem curvatura gaussiana constante igual a 1. O
plano Euclidiano e o cilindro ambos tém curvatura Gaussiana constante igual a 0.

O segundo periodo no desenvolvimento das Geometrias Euclidiana e nao-Euclidiana foi
caracterizado pelas investigacoes do ponto de vista da Geometria diferencial realizado pelo
matematico alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), quando desenvolveu
a teoria geral das variedades®, em 1854, legitimando, de uma maneira muito clara, nao
s6 os varios tipos de Geometrias nao-Euclidianas, mas também as chamadas Geometrias
Reimannianas. A Geometria Riemanniana é uma geometria niao-Euclidiana de espacos de

curvatura constante positiva[l6].

20bjetos geometricos com muiltiplas dimensaes.
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A relagao entre essa nova geometria e o quinto postulado demorou a acontecer, pois a
Geometria diferencial apresentava uma outra forma de estudar o espago. Com o trabalho de
Riemann, a métrica e a curvatura do espago passaram a ser a principal maneira de descrever
o espaco n—dimensional, e a geometria de Euclides era o limite para o caso tridimensional.

A propriedade essencial desse espago tridimensional é que seu volume é finito de modo
que se um ponto se move sobre na mesma dire¢ao ele pode certamente retornar ao ponto
de partida. Como vemos na figura abaixo, em vez das linhas retas da geometria Euclidiana,
na Geometria esférica Riemanniana temos geodésicas. As geodésicas, na Geometria nao-
Euclidiana, tomam o lugar das retas da Geometria de Euclides. Portanto, quando falamos
que a soma dos angulos internos de um triangulo é diferente de 180° estamos nos referindo
a um triangulo geodésico. A geodésica é uma generalizacdo do conceito de menor distancia
entre dois pontos para espacos nao Euclidianos[39]. Deste modo, Riemann foi o primeiro a

indicar a possibilidade de existir um espaco geométrico finito.

Figura 1.3: Triangulo geodésico na esfera. A geodésicas entre dois pontos na esfera sao os arcos
de grande circulo. Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry_of surfaces.

A partir de uma ilustracio bidimensional da geometria sobre a esfera, a nogao de linhas
paralelas, como dada pelo quinto postulado de Euclides, neste caso nao tem qualquer sentido,
pois qualquer arco de um grande circulo, que passa através de um ponto C, nao situado
sobre AB, necessariamente ira interseptar AB e até mesmo em dois pontos. A figura também
mostra que a soma dos angulos de um triangulo formado por trés arcos que se interseptam

de trés grandes circulos é sempre maior do que 180°.

9
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A aplicabilidade da geometria Euclidiana estd intimamente ligada a uma propriedade
do espago conhecida como curvatura. Se a curvatura do espago for nula, sua geometria é
Euclidiana. Se a curvatura do espago for diferente de zero, o espaco é dito curvo, neste caso,
a geometria sera dita Riemanniana.

A noc¢ao de curvatura em uma variadade Riemanniana foi introduzida por Riemann de
uma forma bastante geométrica. Porém, a maneira de calcular a curvatura sé foi feita anos
mais tarde por Christoffel. Em termos dos chamados simbolos de Christoffel ou Conexao

Afim?, o tensor de Riemann é dado por

are,  are
Rg. = py = 3—27: e = I‘f,AI‘;‘V = I‘ﬂ,\l‘;‘p, (1.1-3)

O coeficiente definido por I'¥, = 1g* (%%,5 + 0 %—’:{-) sao denominados coeficientes da
Conexao Afim ou simbolo de Christoffel.

Em todo o seu trabalho, fica evidente a preocupagiao de Riemann com as questdes
fundamentais contidas no desenvolvimento das Geometrias nao-Euclidianas, a saber, as
relacio entre Fisica e Geometria[38]. O escalar de curvatura est4 relacionado com a curvatura
gaussiana por K = %, onde n corresponde a dimensao do espaco.

Em uma Geometria plana, ou Geometria Euclidiana, a distancia entre dois pontos pode

ser facilmente calculada. Se considerarmos, por exemplo, em trés dimensoes, a distancia

infinitesimal entre os dois pontos sera obtida a partir da relagao:

ds* = dz* + dy* + d2*. (1.1-4)

No entanto, embora o nosso mundo didrio seja descrito por trés dimensoes espaciais, do
ponto de visa da matemética, um espago pode ter um niimero qualquer de dimensGes, até

mesmo infinitas dimensoes.

3A nogao de Conexao Afim tem suas origens no estudo da Geometria de Superficies, mas foi somente
com os trabalhos de Cartan na década de 1920 que essa nocao foi sistematizada e suas propriedades gerais
estabelecidas.

10
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Figura 1.4: Representacao geometrica da distancia entre dois pontos em trés dimensoes.
Fonte:http: //www.on.br/certificados/ens_dist_2008 /site/.

Generalizando a Geometria Euclidiana

Vamos entao generalizar as expressoes que nos ensinam como medir a distancia entre
dois pontos, para um nimero qualquer de dimensoes espaciais. Para isso substituiremos as
coordenadas z, y, z por z,, onde n é um indice que pode ser igual a qualquer niimero inteiro
positivo. Assim z sera substituido por x;, y sera escrito como r,, z serd x3, e assim por
diante até atingirmos o niimero equivalente & dimensao do espago que queremos estudar. Em
geral, se queremos dizer que o espago tem um mimero qualquer de dimensoes escrevemos z,,
onde n assume os valores 1, ou 2, ou 3 ou qualquer outro valor inteiro positivo. Isso pode ser
resumido escrevendo-se n = 1,2,3, ...

Podemos entao generalizar a expressao que nos dia a distancia infinitesimal entre dois

pontos em um espaco Euclidiano de dimensao qualquer n escrevendo

ds® = dz} + dz3 + dz3 + ..... + dx?

n?

(1.1-5)

onde,n=1,2,3,4, ...

A expressao ds®, que é chamada de elemento de linha ou métrica, é de importancia vital
nos calculos da teoria da relatividade.

O tratamento do espaco e tempo como sendo duas propriedades fisicas que podem ser

unificadas foi uma criacao do fisico Hermann Minkowski, logo depois da teoria da relatividade

11
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restrita ter sido apresentada por Poincaré e Einstein em 1905. Minkowski mostrou que o
elemento de linha invariante por uma transformagao de Lorentz para um espago-tempo com

4 dimensoes deveria ser escrito como[40)
ds* = Adt* — dr* — dy® — d2° (1.1-6)

ou, equivalentemente,
ds? = —2dt* + dz* + dy® + dz*. (1.1-7)

Essa expressao é conhecida como métrica de Minkowski[36]. Essa denominagio é uma
homenagem a Minkowski que, em setembro de 1908, propos este espago como sendo adequado
para descricao da teoria da relatividade restrita.

O conjunto de sinais (+ — ——) ou (— + ++) que antecedem os termos que formam as
expressoes acima é chamado de assinatura da métrica. Note que ambos os conjuntos de sinais
sao corretos. Os dois elementos de linha descritos acima, com as duas assinaturas de métrica
diferentes, sao validos para descrever o espago-tempo de Minkowski. Ao invés de tratar
separadamente as nocoes de tempo e espago, é o objeto espago-tempo que é geometrizado.
Esta identificagao feita por Minkowski foi extremamente importante para o desenvolvimento

da relatividade geral.

1.2 Geometria e Cosmologia

Como é bem conhecido, a geometria diferencial nao-Euclidiana é o formalismo matematico
bésico utilizado na teoria da relatividade geral assim como o célculo tensorial. No entanto,
antes do desenvolvimento dessa teoria, ji existiam varias tentativas de aplicar as ciéncias
fisicas a alguns resultados da geometria nao-Euclidiana[41]. Na teoria da relatividade
geral, utiliza-se a geometria diferecial como formalismo para trabalhar com as geometrias
nao-Euclidianas (abordagem de Riemann). Quando as geometrias nao-Euclidianas foram
desenvolvidas, nao se utilizava tal abordagem e sim um tratamento cldssico, analogo ao da

geometria Euclidiana classica (abordagem de Bolyai e Lobatchewsky)[35].

12
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Ao contrario da geometria Euclidiana, as geometrias que estamos agora apresentando sao
definidas sobre a superficie de uma esfera ou de um hiperboléide (algo parecido com a sela de

um cavalo). As imagens abaixo mostram essas duas geometrias.

Curvatura Positiva

A+B+C>180° A+ B+C < 180°

Figura 1.5: Representagoes geometricas da superficie esférica e hiperboléide.  Fonte:
http://www.on.br/certificados/ens_dist_2008/site/.

Dizemos que uma superficie esférica tem uma curvatura positiva enquanto que a superficie
de um hiperboléide tem curvatura negativa. Numa superficie com curvatura positiva a soma
dos angulos internos de um triangulo tragado nessa superficie é maior que 180°. No caso de
uma superficie com curvatura negativa a soma desses angulos internos sera menor que 180°.

Existe um niimero muito grande de espagos possiveis e cada um deles tem sua prépria
geometria. O espago Euclideano, por exemplo, é homogéneo e isotrépico. Por homogéneo
queremos dizer que suas propriedades sao as mesmas em qualquer local. Ser isotrépico significa
que suas propriedades nao dependem da direcao em que sao consideradas.

De todos os possiveis espacos nao-Euclideanos existem somente dois que também sao
uniformes (ou seja, homogéneos e isotrépicos) semelhante ao espago Euclideano. O primeiro
tem uma geometria hiperbdlica e foi descoberto a partir dos trabalhos do matematico Gauss,
Lobatchewsky e Bolyai[41]. O segundo tem a geometria esférica e foi descoberto por Riemann.
Em 1854 Riemann aplicou o método de Gauss ao estudo do espago tridimensional geral,
focalizando sua atencao na métrica e nas propriedades de curvatura do espago como vimos

na segao anterior.
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Na relatividade geral a interagio gravitacional é de tal forma que a matéria curva o
espago-tempo, que por sua vez determina as trajetérias das particulas de acordo com sua
estrutura geométrica[39]. As medidas de distancia de objetos localizados no espaco nos
levario, em geral, a decidir se o espaco é curvo ou nao. Nas medidas no cotidiano, e dentro
das precisoes das medidas existentes, verificamos que a geometria do espago é Euclidiana.
Einstein observou, no entanto. que a presenca de massa afeta a curvatura do espago, isto
significa que, rigorosamente, a geometria Euclidiana é vilida apenas como uma aproximacao
para os fenomenos do cotidiano que ocorrem na superficie terrestre.

A geometria do espago é de grande importancia para a cosmologia uma vez que a teoria
relativistica da gravitacdo se apoia inteiramente na idéia de que a geometria do espaco
em qualquer local no Universo estd diretamente relacionada com a intensidade do campo
gravitacional naquele local. Em regides onde o campo gravitacional é muito intenso (como
nas proximidades de um buraco negro), a curvatura do espago deveri se manifestar e,
consequentemente, produzir efeitos fisicos. Quanto mais intenso é o campo gravitacional
mais forte serd a curvatura correspondente.

Poderiamos dizer, baseado exclusivamente nas questoes de geometria discutidas acima,

que, num contexto cosmoldgico, os trés tipos de curvaturas que podem existir, sao:
e Geometria Plana

Baseada nos axiomas da geometria Euclidiana, sua linha geodésica é uma reta. O
Universo descrito nessa geometria deve ter dimensao infinita é conhecido como Universo
Plano. O Universo de curvatura zero corresponde a um Universo que se expande para
sempre, diminuindo sua velocidade a medida que faz isso. Neste caso podemos tomar o espago
como Euclidiano descrito pela métrica (1.1-4). Atuais pesquisas observacionais apontam essa
geometria como a que mais se aproxima da geometria do Universo. Podemos representar esta

geometria conforme a figura abaixo:
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Figura 1.6: Geometria do Universo plano.

e Geometria Esférica

O Universo de curvatura positiva corresponde a um universo que se expandira até wma
certa separacao entre as galdxias e entdo contraird de volta até um espaco zero. Esse tipo
de geometria viola os postulados de Euclides e descreve um Universo Fechado, onde linhas
paralelas no equador se cruzam nos polos e, embora de dimensao finita, esse tipo de Universo
nao tem limites ou barreiras. Neste caso, iremos fazer uma mudanca de coordenadas em
(1.1-4) para coordenadas esféricas que conduz diretamente a z = rsenfl cos ¢, y = rsentlseng
e z =rcosf. Assim, ds® = dr® +r* (d6* + senfd¢d*). Obviamente os componentes da métrica
sao diferentes em relagdo as coordenadas cartesianas, mas todas as propriedades do espaco
permanecem inalteradas.

No caso do Universo fechado podemos fazer uma mudanca de coordenadas r = seny e

escrever a métrica de uma hipersuperficie espacial como
ds* = dx* + sinx* (d6* + sin® 0d¢?) (1.2-8)

que corresponde a métrica da esfera S? ilustrada na Fig.1.7.

Figura 1.7: Geometria do Universo fechado.
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¢ Geometria Hiperbdlica

Quando a geometria do Universo é hiperbdlica, que também é nao-Euclidiana, as
linhas paralelas sempre se distanciam umas das outras, caracterizando um Universo Aberto.
Podemos fazer a mudanca de variavel r = senhy e escrever a métrica que descreve esse espago

na forma

ds* = dx* + senhx® (d6* + sen’8d¢?) . (1.2-9)

Esta métrica representa um espaco 3-D de curvatura constante negativa. Do ponto de vista
global este espaco pode estender-se indefinidamente[40]. Ou seja, Universo de curvatura

negativa corresponde a um Universo que se expandird para sempre.

Figura 1.8: Geometria do Universo aberto.

Na tabela(1.1), representamos um resumo das secoes espaciais

| Geometria | Curvatura | Topologia

Euclidiana R™ R=10 Plano
Esférica S™ R=1 Fechado

Hiperbdlica H" | R=—1 Aberto

Tabela 1.1: A relacao entre Geometria e Topologia dos espagos.

Podemos dizer que ao longo do século XX, foram surgindo aplicagbes na Fisica de
vérios os aspectos da geometria nao-Euclidiana que sdo encontrados, depois, na teoria da
relatividade. Em alguns casos (espagos pluridimensionais, espago-tempo) essas idéias levaram
a conjeturas principalmente qualitativas[41]. Em outros casos (geometrias nao-Euclidianas),

o desenvolvimento levou a aplicacoes quantitativas e novos metédos matematicos. Tudo isso
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mostra que nao houve uma descontinuidade na introducao das geometrias nao-Euclidianas
na fisica do século X X. No entanto, esses desenvolvimentos eram muito mais de natureza
matematica do que fisica. Foi apenas com o desenvolvimento da teoria da relatividade que
surgin, como uma proposta fisica propriamente dita, a utilizacao da geometria nao-Euclidiana

na descrigao dos fenomenos naturais.
1.3 Topologia

A Topologia é ramo da matematica que se interessa pelas propriedades geométricas que
se mantém invariantes sob transformacgoes biunivocas e continuas. Os elementos de estudo da
Topologia sao: os Espacos Topolégicos e as Aplicacoes continuas. O termo “Topologie” foi
introduzido pelo Listing na década 1840, embora Euler ji tenha percebido que na Geometria
ha conceitos para os quais as medidas sejam irrelevantes.

H4 algumas caracteristicas de um objeto que ndo sdo descritiveis pelas suas
“medidas” métricas, como angulos e comprimentos, e que sao preservadas sob deformagoes sem
cortes ou colagens. Para diferencia-las das caracteristicas “métricas”, elas sao denominadas
caracteristicas topolégicas[42]. Exemplos destas caracteristicas sao o mimero de nés numa
curva, o ntimero de “buraco” numa superficie e o mimero de cavidades num sélido.

Embora Jordan, Euler, Gauss e Riemann conseguiram desenvolver algumas importantes
relagoes topologicas, a Topologia s6 se consolidou como uma area de conhecimento no final do
século 19 com os trabalhos de Henri Poincaré e tornou-se mais popular com a sua aplica¢ao
na Teoria de Relatividade e Teoria Quantica[42].

A Topologia pode ser dividida em subdreas, tais como: Topologia geral, Topologia
algébrica e a Topologia diferencial. A Topologia geral define e estuda propriedades dos espagos
topoldgicos, que por sua vez sao estruturas que permitem a formalizacao de conceitos tais como

convergencia, conexidade e continuidade. Além disto, a topologia geral classifica aplicagoes

*do grego topos, forma, e logos, estudo - “estudo das formas”.
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entre espacos topolégicos por meio de termos como continuidade, homeomorfismos e aplicagoes
proprias. Ja a Topologia algébrica estuda as diferentes maneiras em que se pode associar a
um determinado espago topoldgico uma estrutura algébrica. Ja a Topologia diferencial estuda
a topologia de variedades diferencidveis, e quais propriedades definidas em termos analiticos
sao na realidade consequéncias da topologia de uma variedade.

No tempo de Gauss, a nogao de orientacgao de superficie nao estava muita nitida na época,
entre 1862 a 1865, Mdobius e Listing descreveram a construcao de uma superficie de um sé lado
com uso de uma tira de papel - a famosa faixa de Mobius. Eles perceberam que ao deslizar um
objeto sobre a faixa a partir de um ponto a, o objeto volta ao mesmo ponto, porém no “outro
lado”. Este fato os motivou a introduzir o conceito de lados de uma superficie. A primeira
definicdo foi baseada nos vetores normais: uma superficie tem somente um lado quando existe

um caminho fechado ao percorrer o qual os vetores normais mudam de sentido.

——

Figura 1.9: Faixa de Mobius. Fonte: Referéncia[42]

A definicao baseada em vetores normais nos leva a pensar equivocadamente que o fato de
uma superficie ser de dois lados ou de um lado seja uma propriedade dependente do espago de
imersio, como os conceitos de abertos, fechados e interiores. Portanto, outra defini¢ao baseada
em circunferéncias orientdveis é mais adequada. Ao invés de vetores normais, podemos
associar a cada ponto sobre o caminho uma circunferéncia orientdvel.

Observe agora que, ao invés de imersao de vetores normais, existe um caminho sobre a

faixa de Mdbius ao longo do qual o sentido da orientacdo das circunferéncias inverte.
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Figura 1.10: Faixa de Mdbius - Orientabilidade. Fonte: Referéncia[42]

rd

Podemos introduzir agora o conceito de orientabilidade de uma superficie, que é
independente do espaco de imersao. Uma superficie é orientdvel, se as circunferéncias ao longo
de qualquer caminho sao coerentemente orientaveis (todas no mesmo sentido); caso contrario,
dizemos que ela ndo é orientdvel. As superficies orientdveis correspondem as superficies de
dois lados e as nao orientaveis as superficies de um s6 lado.

Por sua vez, um espago topolégico consiste de um conjunto A e uma colecao 7 de partes

de A, denominadas abertos, que satisfaz:
1. @ e A pertencem a 7 ;
2. A intersecdo de quaisquer dois abertos é um aberto pertencente a 7;

3. A unido de quaisquer abertos, podendo ser infinitos abertos, ¢ um aberto pertencente a

T s

7T é denominada a topologia do espaco topoldgico (A,7), ou simﬁlesmente A. Se A é um
conjunto métrico, entao (A, T) é também em wm espaco como de Hausdorff®,

Muitos dos problemas fisicos podem estar de algum modo, ligado a um espago continuo.
Sao exemplos o espago fisico tridimensional, o espago de configuracao e o espago das fases
da Mecanica Analitica[43], o espago de todos os estados de equilibrio termodinamico de nm
sistema fisico, os espacos de Hilbert da mecanica quantica, etc. Estes espacos tém diferentes

propriedades geométricas, mas todos tém qualquer coisa em comum, qualquer coisa que tem

5Um espago de Hausdorff é um espago topolégico no qual quaisquer dois pontos distintos tém vizinhangas
disjuntas. Esta propriedade era uma dos axiomas da definicao original de espago topoldgico dada por Felix
Hausdorff.
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a ver com o fato de todos serem espacos continuos e nao, por exemplo, espacos tipo esponja
(espagos com buracos) ou espagos tipo rede cristalina ou qualquer outro conjunto de pontos
discretos.

Uma aplicacao f : X — Y entre espacos topoligicos X e Y se diz continua se, para
cada A’ C Y aberto, sua imagem inversa f~'(A’) é um aberto em X. Um homeomorfismo
é uma bijecdo continna h : X — Y cuja inversa também é continua. Dizemos que dois
espacos topolégicos sao topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo entre eles e
denominamos as propriedades geométricas preservadas num homeomorfismo por propriedades
topolégicas. Desse modo, podemos dizer que a Topologia trata de Geometria de “continuos”,
ou seja, das propriedades geométricas que sao preservadas através de aplicagoes biunivocas
continuas.

A construcao de um espago topologico é formado pela unido disjunta de dois outros espacos.
Os espacos conexos sao espacgos que niao podem ser obtidos desta maneira. A conexidade é uma
propriedade preservada pelas aplicagoes continuas. Dizemos que um espago é simplesmente
conexo quando qualquer circuito que envolva quaisquer pontos contidos nesse espaco seja

redutivel a um ponto, isso s6 é possivel se o espago nao tem “buracos”em seu interior.

|

{a) Obgeio conexo (b} Objeto desconexo

Figura 1.11: Exemplo de espacos conexo e desconexo. Fonte: Referéncia[42]

Podemos dizer que um espaco é conexo se pode passar de um ponto qualquer deste espaco
para qualquer outro ponto distinto por um movimento continuo, sem sair dele.

A propriedade de um conjunto ser conexo nao depende do espago em que ele esta imerso.
Esta propriedade, formalmente definida pelo Poincaré na coletanea de artigos Analysis situs, é

considerada uma propriedade intrinseca e constitui um dos alicerces da teoria de Topologia[42].
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Capitulo 2

Defeitos em Matéria Condensada

A descoberta feita pelo fisico alemao Max Von Laiie (1879-1960) de que sélidos cristalinos
sio redes de difragbes capazes de difratar os raios-X[44], permitiu grandes avangos no
conhecimento da estrutura de sélidos tornando-se evidente que muitas propriedades dos
materiais (condutividade elétrica, resisténcia mecanica, plasticidade, entre outras) nao podiam
ser explicadas apenas com base numa estrutura ideal que se admitia regular e periodica, em
toda sua extensao. Foi necessario admitir que o conceito de rede ideal, embora 1til para
algumas situacoes, nao correspondia a realidade. Num sélido cristalino real, sempre existe
imperfeigoes ou defeitos, isto é, desvio da periodicidade caracteristica dos materiais com
ordem de longo alcance[44]. No estudo dos defeitos em sélidos podemos classificar estes
quanto a simetria de rotacdo e translacdo, tendo como exemplo, na matéria condensada,
os defeitos topolégicos lineares, tais como, as deslocagoes, desclinagoes e despiragao[13, 45].
Neste capitulo, analisaremos esses tipos de defeitos topolégicos. Além disso, apresentaremos
a teoria geométrica de defeitos, que no cenario da teoria de Katanaev e Volovich, proporciona
um nova abordagem a teoria, fazendo uma conexao com a gravitacao, onde os defeitos sao

incorporados a métrica que descreve o meio.
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2.1 Teoria Geométrica de Defeitos

Muitas teorias e experiéncias foram apresentadas para descrever e observar os defeitos em
solidos. Nos 1ltimos anos uma série de artigos, inspirados pelas idéias pioneiras de Kroner e
Bilby et al., desenvolveu uma teoria geométrica de defeitos[46, 47]. Neste contexto, uma das
teorias que melhor descrevem os sélidos com defeitos topolégicos é baseada numa geometria de
Riemann-Cartan (generalizagao da geometria Riemanniana feita por Cartan), que se relaciona
a sistemas onde a métrica que descreve o meio nao é Euclidiana e onde pode existir torgao.
Neste caso, diz-se que o sélido pode ser visto como uma variedade de Riemann-Cartan.

Nesta formulagao podemos utilizar as técnicas da geometria diferencial para descrever
a tor¢ao induzida pelo defeito em um meio eldstico. Toda esta informagao é contida nas
quantidades geométricas (métrica, tensor de curvatura e etc.) que descreve o meio eldstico
com defeitos. As condigoes de contorno impostas pelo defeito, sao traduzidas por uma métrica
nao-Euclidiana. Em geral, o defeito corresponde a uma singularidade, tangivel na tor¢ao ou
na curvatura (ou ambas as quantidades), ao longo da linha do defeito, onde a curvatura e a
tor¢ao estdao associados aos defeitos topoldgicos, desclinacio e deslocacio, respectivamente,
no meio[12].

Um trabalho que marcou a abordagem através da teoria geométrica de defeitos em sélidos
foi o artigo publicado em 1992 por Katanaev e Volovich[12]. Neste trabalho, vemos uma
nova abordagem para a teoria de defeitos em sélidos que faz um elo com a gravitacio e na
qual os defeitos sdo incorporados a4 métrica que descreve o meio. Existem algumas vantagens
nessa descrigao, pois na teoria da elasticidade o tratamento das equagoes sao relativamente
complicadas em comparacao aquelas da teoria geométrica dos defeitos, proporcionando uma
linguagem adequada para a distribui¢cao continua de defeitos. A abordagem de Katanaev e
Volovich serve para descri¢ao de defeitos topolégicos isolados, bem como também se aplica
as densidades de defeitos. Nesta teoria, a geometria tridimensional do meio é caracterizada

por uma torcdo e curvatura nao nulas, que sao identificadas com densidades de campos dos
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vetores de Burgers e Frank[45].

Assim, a descri¢do na dinamica quéntica (ou cldssica) de particulas (ou quase-particulas)
no meio elastico é reduzido a um problema em um espago curvo com torgao. A influéncia
dos defeitos sobre o movimento dos elétrons e fonons', por exemplo, torna-se razoavelmente
facil de analisar, devido ao fato de que as condicoes de contorno impostas pelos defeitos sao
incorporadas na geometria.

Para geometrizarmos uma teoria fisica é preciso expressi-la em forma geométrica, o que

requer os seguintes regulamentos propostos por Schultz [16].
I- Identificar conceitos de geometria diferencial com certas quantidades fisicas mensuraveis;

II- Especificar como a métrica, curvatura e torcao dos espacos correspondentes sio gerados

por objetos fisicos da teoria;

ITI- Especificar como os objetos fisicos (particulas, defeitos, etc.) se comportam neste espago

matematico.

Sendo assim, com a geometria diferencial podemos fazer essas identificagoes em teoria dos
defeitos, pois no meio continuo usado para a descri¢ao do fenomeno fisico relacionado com os
defeitos, correspondera a uma variedade diferencidvel. As linhas de desclinacao e deslocagao
sao identificadas com a curvatuta e a tor¢ao da variedade, repectivamente. Lembrando que
esta identificagao é valida em trés dimensoes para defeitos estaticos.

A teoria geométrica de defeitos mostra a equivaléncia entre a gravidade tridimensional
com torcao e a teoria do defeitos em solidos[18]. Em uma teoria métrica da gravitacao, o
campo gravitacional estd relacionado frequentemente a um tensor de curvatura de Riemann
nao-nulo. No entanto, a presenca de curvatura localizada pode ter efeitos sobre o movimento

geodésico e o transporte paralelo em regides onde a curvatura se anula. O melhor exemplo

10 estudo dos fonons é importante na Fisica do Estado Sélido por facilitar a compreensao de muitas
propriedades dos sélidos, como por exemplo o calor especifico, a condugao térmica, a condutividade elétrica
e a propagacao do som. Os fonons sao bésons que possuem spin zero.
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conhecido deste efeito nao-local é obitido quando uma particula é transportada ao redor de
uma corda césmica estitica e extremamente fina. Neste caso, a particula nao sera atraida,
pois nao ha campo gravitacional local. O campo gravitacional externo gerado por uma corda
césmica pode ser descrito aproximadamente por uma geometria denominada conica[13]. Em
termos da relatividade, podemos observar através da Fig.2.1, o caminho geodésico de luz

curvado em direcao a corda.

s

==

(\ Raio de luz
e

Figura 2.1: Construcao do espaco-tempo em torno de uma corda césmica. Fonte:
http://www.damtp.cam.ac.uk/research/gr/public.

Devido a seu cardter topoldgico, a corda césmica induz um déficit angular A# (depende
da densidade linear de massa) o qual separa as trajetérias da luz e provoca uma duplicagao

de imagens|8|, ver Fig.2.2.

Figura 2.2: Duplicagao de imagem (lente gravitacional) produzida por uma corda césmica
(circulo com cruz) de uma galixia ou quasar de fundo. As duas imagens aparecerao separadas
por um angulo pequeno da para o observador. Fonte: Referéncia[8].
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Esta situacdo corresponde ao andlogo gravitacional do efeito Aharonov-Bohm
gravitacional[48]. Esses efeitos sdo de origem topdlogica ao invéis de geométrica, onde o
analogo gravitacional pode ser visto como uma manifestacao da topologia nao-trivial do
espaco-tempo.

Nesse caso, o espago que descreve os defeitos é caracterizado por singularidades conicas
no tensor de curvatural49]. A singularidade conica d4 origem a curvatura concentrada,
por exemplo, no eixo de uma desclinagao, que cooresponde a um defeito linear em matéria
condensada, onde possui algumas caracteristicas semelhantes A4 corda césmica. Desta forma,
o meio que contém uma desclinagao é descrito pela curvatura nao-trivial concentrada no eixo
do defeito. A equagoes que definem a distribuicao estatica de defeitos sao covariantes e tém
a mesma forma que as equagoes de modelos de gravidade com tor¢ao dinamica[45).

A teoria geométrica da distribuicao estatica de defeitos também pode ser construida no
plano R?. Para isso, devemos considerar a versio Euclidiana de gravidade bidimensional com
tor¢ao[12]. A construgao geométrica desenvolvida na teoria dos defeitos pode ser invertida,
e podemos considerar a interacao gravitacional de massas no Universo como uma interagao
de defeitos num meio eldstico[45]. Entao, massas pontuais e cordas césmicas correspondem a
defeitos pontuais (vacancias e impurezas) e deslocacoes em uma fatia angular.

Os modelos andlogos em gravitacio apontam fenomenos de matéria condensada que
podem ser descritos em analogia com o formalismo da relatividade geral. Na descri¢ao do
comportamento de raios de luz em meios dielétricos, observou-se que é possivel reescreve-
los como geodésicas de uma métrica parametrizada pelo indice de refragio do material[11].
Dependendo do seu foco principal, muitos dos recentes modelos propostos podem ser
classificados, de maneira geral, em duas categorias: Simular fendmenos gravitacionais
em sistemas de matéria condensada ou aplicar idéias inspiradas por modelos de matéria
condensada em gravitagao. Na préxima secdo faremos algumas descrigoes sobre defeitos

topoldgicos encontrados em sélidos.
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2.2 Defeitos em Solidos

O estudo de defeitos em sélidos comega no inicio do século quando Volterra e Somigliana,
estudando singularidades e solucoes das equacoes da elasticiadade linear, descobriram que
estas singularidades seriam defeitos do material[45].

Normalmente, quando se fala em defeitos em um cristal imagina-se que somente mudancas
nao desejiveis nas caracteristicas do material devem ser esperadas. Por um lado, esta
idéia é correta pois os defeitos podem causar alteragoes pelas quais as caracteristicas de
um material podem ser totalmente alteradas e mesmo controladas pela presenca de defeitos.
Um exemplo disso é a localizagao de parte dos portadores (elétrons ou buracos), diminuindo
a condutividade esperada de um sistema. Esta é uma consequéncia realmente séria quando
se fala na producio de dispositivos eletronicos. A presenca de defeitos provoca a quebra
da propriedade simétrica da periodicidade, introduz fontes de espalhamento e provocam
também a quebra da coeréncia das fun¢oes de onda que descrevem o cristal (fungoes de
Bloch)[44]. Em um metal, onde os elétrons podem ser fortemente espalhados pelos ions
da rede, deveria, em principio, ser um mau condutor. Mas o arranjo periédico de sua
estrutura permite aos elétrons propagarem-se com baixa resisténcia devido ao teorema de
Bloch, segundo o qual uma equacao de onda com potenciais periédicos possui autofuncoes
espacialmente ilimitadas[44, 50]. Porém, os efeitos da desordem nem sempre sdo ruins, os
processos de espalhamento de portadores provocados pela presenca de defeitos contribuiem
para a condutividade de (corrente continua)[51].

Um defeito pode ser originado de diversas maneiras, seja por uma altera¢ao numa regiao
de uma amostra causada por uma modificacido na rede cristalina, seja pela adicao de Atomos
estranhos quando uma amostra passa por um processo de dopagem, por exemplo[51]. O
processo de dopagem de um cristal, bastante conhecido e usado em semicondutores, consiste
basicamente na introdugdo de dtomos estranhos a rede cristalina causando desordem na

estrutura. A introducao de dopantes em um cristal semicondutor pretende criar imperfeicoes
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de modo a aumentar a condutividade elétrica do material.

O estudo destes defeitos, em sélidos, sao de fundamental importancia, pois tais defeitos
irao influir nas propriedades mecanicas e termodinamicas, ja que estes defeitos podem ser
bastante importante, por exemplo, na transicio sélido-liquido[52]. Um sélido ecristalino é
constituido por um arranjo periédico de atomos ou moléculas. Mas, um cristal real nunca é
perfeito, sempre existem imperfeicoes, que chamamos de defeitos[53].

Em geral, os cristais contém defeitos ou imperfeicoes, das quais as que mais interrompem
a regularidade da estrutura sdao as da rede espacial. Como este é um conceito geométrico,
¢é natural classificar geometricamente as imperfeigoes da rede. As imperfei¢oes estaticas sao
classificadas como, lineares, pontuais e superficies conforme a sua geometria.

Uma imperfeicao pontual aparece por causa da auséncia de um Atomo que estaria presente
num cristal perfeito ou a presenga de um atomo de impureza, ou um atomo colocado em lugar
errado (um sitio nao ocupado no cristal perfeito)[44]. Defeitos pontuais como o préprio nome
indica sdo aqueles ocorrem em determinados pontos do sélido cristalino, ou seja, localizam-se

na vinzinhaga um ou poucos atomos, sao particularmente frequentes em sélidos ionicos.

Figura 2.3: (a) Imperfeigoes pontuais num sélido cristalino. (b) Imperfei¢oes pontuais num
solido cristalino ionico. Uma representacao bidimensional de um sélido iomico, ilustrando
vérias das possiveis imperfeicoes pontuais. Os cations sdo representados por pequenas esferas,
e os anions por grandes esferas. Fonte: http://www.cienciadosmateriais.org/

Na Fig.2.3(a) mostram-se as imperfei¢oes pontuais mais comuns num cristal de um

elemento puro; algumas das imperfeigoes pontuais que podem ocorrer num cristal ionico
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sao mostradas na Fig.2.3(b). A auséncia de um 4tomo numa posicio normalmente ocupada
é chamada de lacuna ou vacancia[44]. Além das imperfeigoes estruturais, outras imperfeicoes
pontuais podem ser produzidas pela excitacao de elétrons, em certos atomos, até niveis de
energia superiores. Isto pode ser obtido pelo bombardeamento do cristal com feixe de elétrons
(produzindo-se raios X) e outras formas de radiacao com frequéncia adequada.

Nesse contexto, através dos cristais liquidos podemos simular tanto defeitos pontuais
quanto lineares. Cristais liquidos sao materiais que tém uma estrutura molecular com
caracteristicas intermedidrias entre ordem orientacional e posicional de longo alcance dos
cristais e a desordem tipica dos liquidos e gases[54]. Um sélido apresenta ordem translacional
e posicional de longo alcance, ou seja, as suas moléculas permanecem com posicoes fixas
sempre[44]. A ordem orientacional e posicional dos cristais liquidos é menor que a dos sélidos,
entretanto, ¢ infinitamente maior que a dos liquidos isotrépicos®, que nao apresentam ordem
preferencial. Ha duas grandes classes de cristais liquidos: os liotrépicos e os termotépicos. Os
cristais litropicos sao obtidos pela dispersao de um composto num solvente, por exemplo em
sistemas bioldgicos, tais como lipideo-dgua, lipideo-dgua-proteina, etc[54]. J4 os termotdpicos
sao formados por moléculas londas em geral compotos organicos[54].

Do ponto de vista experimental, podemos observar numa textura tipica da mesofase®

algumas imperfeicoes, ilustrada na figura abaixo:

Figura 2.4: Foto da textura Schlieren em um cristal liquido liotrépicos, com aumento de 50x
pela objetiva, obtida no laboratério de cristal liquido da UEM.

2 A isotropia é a propriedade que caracteriza as substancias que possuem as mesmas propriedades fisicas
independentemente da direcao considerada.
3Qualquer uma das fases de um cristal liquido.
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Nessa textura podemos identificar regioes escuras imersas em regioes claras. Observa-
se que as manchas escuras estao unidas por pequenos pontos ao longo de sua extensao
caracterizando os defeitos pontuais.

Nos defeitos lineares, como os pontuais, sio definidos pelo modo como sua presenca induz
perturbagoes naquilo que, de outro modo, seria uma rede espacial perfeita. Como o préprio
nome indica, a perturbagao em torno de uma imperfeicao linear esta centrada ao longo de
uma linha; entdo, a imperfeicao pode ser considerada como a fronteira entre duas regioes de
uma superficie, que sao em si mesmas perfeitas, havendo, porém, um desajuste.

As imperfeicoes superficiais de natureza estrutural decorrem de uma variacao na sequéncia
dos planos atéomicos que resulta no surgimento de um contorno. Tal mudanca pode ser
tanto na orienta¢ao, quanto na sequéncia dos planos. Contornos de graos sao as imperfeigoes
superficiais que separam cristais de diferentes orientagoes, num agregado policristalino[55].
Como esta ilustrada na Fig.2.5 para um modelo bidimensional, os dtomos do contorno entre
dois graos aleatoriamente orientados nao podem ter um complemento perfeito nos atomos
vizinhos e, em consequéncia, existe uma regiao de transicio onde a agregacio atomica é
imperfeita. Em trés dimensoes, esta transicao ocorre através da superficie que separa os

graos.

Figura 2.5: Imperfeicoes superficiais. Os contornos de graos sao indicados por linhas,
deslocagoes por L, deslocagoes estendidas por L _____ 1 e lacunas por um quadrado. Fonte:
Referéncia[55].
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A natureza imperfeita dos contornos dos graos que permite que eles aparecam destacados
ao microscopio éptico de luz refletiva, pois a luz incidente se dispersa neste meio;
quimicamente, eles sao atacados com maior eficiéncia do que a rede cristalina[55].

Estudaremos defeitos que sao de origem estrutural, nao relacionado com a estrutura

eletronica dos atomos, mais classificados de acordo com sua dimensionalidade espacial.

2.2.1 Deslocagao

As deslocacoes sao defeitos associados a simetria de translacao. Em solidos com rede
cristalina, por exemplo, as deslocacoes surgem devido ao mal-alinhamento de atomos,

correspondendo a uma imperfeicao local no alinhamento das camadas de atomos na rede.

Figura 2.6: Deslocamento, visto de cima, de dois planos atémicos num arranjo ciibico simples.
Fonte: http://www.cienciadosmateriais.org,/.

Na Fig.2.6, observa-se que a rede é perfeita tanto na porcao central, onde os pontos da
rede foram transladados de suas posicoes iniciais, como na porcao externa, em que nao houve
translacao. Somente na fronteira entre as duas regioes a rede ficou distorcida.

A estrutura e o comportamento das deslocagoes sao fundamentais para a compreensao de
muitas das propriedades de materiais de uso na engenharia. Pode-se observar que o tipo de
distorcao produzido pela deslocagao é funcao de sua posicao no circuito. Os principais tipos
de deslocacao sio a deslocacao tipo hélice (screw dislocation) e a deslocacao lateral (edge

dislocation).
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Figura 2.7: (a) Deslocagao tipo edge. (b) Deslocagao tipo hélice em uma rede quadrada.
Fonte: Referéncia[50].

Mas nem sempre é possivel determinar a natureza do defeito. A técnica para classificacao
desses defeitos foi proposta por J.M Burgers[50]. A maneira encontrada por Burgers foi fazer

um caminho, dtomo a atomo, ao longo de algum circuito em volta do defeito.
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Figura 2.8: (a) Circuito de Burgers sem deslocacao. (b) O vetor de Burgers b na presenca de
deslocagao linear SE. Fonte: Referéncia[50].

Pode-se descrever uma deslocagao utilizando-se dois vetores. A direcao da linha de
deslocacao, num ponto qualquer, é descrita pelo vetor unmitdrio { (médulo igual a um
espacamento da rede), que ¢é paralelo a linha, e deve ser continuo ao longo do circuito de
deslocacao, isto é, deve ter sentidos opostos em lados opostos do circuito. O segundo vetor é
o vetor translagao b (mais comumente chamado vetor de Burgers), que indica como e em que
direcao a rede, acima do plano, foi desviada em relacao a rede abaixo do plano.

Note que o vetor de Burgers é exatamente o mesmo em qualquer ponto do circuito,
enquanto que o vetor £ muda continuamente de direcao. O vetor de Burgers de qualquer

deslocacao pode ser determinado, usando-se o fato de que uma série de vetores da rede, que
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formem um circuito fechado numa rede perfeita, nao formara um circuito fechado se envolver
uma deslocacao. Entao, o vetor necessario para fechar o circuito em torno da deslocagao é o
vetor de Burgers da deslocagao.

No circuito formado pela deslocagio nao levam ao mesmo ponto inicial, ver Fig.2.8.
Esta diferenca entre o ponto inicial do circuito e o final gera uma idéia da intensidade
do deslocamento relativo dos planos separados para gerar a deslocagao. O vetor que esta
direcionado do ponto final para o incial é o vetor de Burgers, b.

As deslocagoes podem modificar o espectro da energia de elétrons em movimento, por
exemplo, num campo magnético uniforme como relatado por Kaner, Feldman e Kosevich[17].
Nesses trabalhos, os niveis de Landau, na presenc¢a dos deslocamentos, foram investigados no
contexto da teoria cldssica da elasticidade, via uma perturbagio no Hamiltoniano.

Considerando uma deslocagao tipo hélice infinitamente longa e linear orientada ao longo
do eixo z ou z*, podemos descrever a métrica desse defeito linear, da seguinte forma, em

coordenadas cilindricas, [56]
ds® = g;dz'de’ = dp® + (dz + Bdp)” + pdg?, (2.2-1)

onde 3 = 2 e b é o vetor de Burgers. p>0,0<p <0eoo <2< 0.

Figura 2.9: (a) Deslocagao lateral. (b) Deslocagao tipo hélice através do processo de Volterra.
Fonte: Referéncia[45]
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Esse defeito topolégico tem ligacio com uma propriedade do meio chamada tor¢ao, mas
nenhuma curvatura. A tor¢ao associada a este defeito corresponde a uma singularidade conica
na origem. Na teoria geometrica dos defeitos o vetor de Burgers correspondente a uma

superficie S é definida pela integral do tensor de torgao[45]

b= f/sdz” A d:c"TZ,,, (2.2-2)

O termo dz* A dz” representa o elemento de superficie. A regiao de integracao S para o caso

em que o vetor de Burgers aponta numa certa direcao z° na Fig. 2.9, corresponde a superficie
gerada através do processo de Volterra[45].

A defini¢ao (2.2-2) é invariante com respeito a transformacao de coordenadas gerais de z#

e covariante com respeito a rotagao global. Assim, o tensor de tor¢ao tem interpretacao fisica

direta: é igual A densidade de superficie do vetor de Burgers[45]. O componente diferente de

zero referente ao tensor de tor¢ao T),,,, é dada por[13]

T, = 2w 36%(p)dp A dyp, (2.2-3)

onde 42 é a funcao delta bidimensional no espaco plano. O tensor de torgao é definido da
seguinte forma T% = T'¥, — T%. E evidente que T = —T%, o que expressa a anti-simetria
do tensor de tor¢ao. Geometricamente, o tensor de tor¢ao quantifica a tor¢ao de um espago
tangente em torno de uma curva, quando os vetores tangentes que determinam esse espago
sao transportados paralelamente ao longo da curva.

As deslocacoes em cristais obedecem simetrias da rede cristalina governadas pela sua
invariancia translacional[50]. Dessa forma, observando se o vetor de Burgers é paralelo ou

perpendicular a superficie de corte, podemos classificar a deslocagao se é do tipo hélice ou

edge, ver Fig.2.9.
2.2.2 Desclinagoes

A desclinacao é um tipo de defeito linear cuja a simetria rotacional ¢ quebrada em torno

de um eixo especifico. Uma maneira de representar geometricamente a formagao de defeitos
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lineares é através do chamado processo de Volterra. Este procedimento consiste de um
mecanismo de corte e cola em que, para gerar o defeito, podem ocorrer uma ou mais das
seguintes etapas: insercao ou retirada, deslocamentos ou encurvamentos do material. Nas
desclinacoes quando é retirada uma fatia do material, temos desclinacoes positivas; quando é
adicionado material, temos desclinacoes negativas.

Na Fig.2.10 é representada a visualizacao do processo de Volterra para geracio de uma
desclinagao do tipo cunha, que é um exemplo de desclinagio positiva. Onde, inicialmente
temos um plano, do qual é retirado uma fatia de angulo diedral A e em seguida as extremidades

sao identificadas, gerando um cone.
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Figura 2.10: Etapas da geracao de uma desclinacao positiva através do processo de Volterra.
No caso da desclinagao negativa o angulo inserido é chamado angulo de acréscimo. Esses

tipos de desclinagoes podem ser representadas através de uma rede quadrada tridimensional,

conforme a figura abaixo.

(@) (b)

Figura 2.11: (a) Criagao de uma desclinacao positiva. Retiando um angulo de 90°.
(b) Desclinacao negativa em uma rede quadrada. Inserimos um angulo de 90°. Fonte:
Referéncia[50]

A métrica que descreve um meio com desclinagao, em coordenadas cilindricas, é da forma
ds® = gijdz'dr’ = d2* + dp® + o®p*dy’. (2.2-4)
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Esta métrica é equivalente 4 de Minkowski, porém, com condicao de contorno com
periodicidade de 27ma ao invés de 27 em torno do eixo z, semelhante a secao transversal
da métrica de uma corda césmica [4]. A diferenca estd na variagdo do a. No processo de
criacao da desclinacido esta periodicidade corresponde a remover uma cunha de material,
quando @ < 1, temos uma desclinagdo positiva e a inser¢do de material quando a > 1,
correspondendo a uma desclinagao negativa.

Podemos associar o angulo diedral A ao vetor axial X, que est4 orientado ao longo do
eixo z para o caso da desclinacao em cunha. Este vetor axial é o chamado vetor de Frank
[12]. O angulo diedral A e o parametro a na métrica acima se relacionam via expressao
A = 2n(a — 1) [13]. Esta métrica é localmente plana, mas globalmente o espaco é curvo
devido & singularidade no tensor de Ricci dado por[57]

l—a
«

R=R=2 &% (p), (2.2-5)

onde §%(p) é a funcao delta em duas dimensoes. Da expressao acima, segue que, se 0 < a < 1
(=27 < X < 0), o defeito tem curvatura positiva e se 0 < a < 00 (0 < A < 00) o defeito tem
curvatura negativa. Alguns tipos de micleos de desclinagoes estao representados na figura

abaixo:

twist disclination

Figura 2.12: Processo de Volterra para desclinacao tipo cunha e hélice. Fonte: Referéncia[50]

A direcao de giro do vetor de Frank, na etapa de identificacdo dos planos que formam um
angulo ) entre si, é diferente em cada um dos tipos de desclinagoes. O vetor de Frank e o

tensor de curvatura sao relacionados através da expressao[45]
AY = [ / dz* N dz"R}),. (2.2-6)
s
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A partir da expressao (2.2-6) vemos que o tensor de curvatura representa fisicamente a
densidade superficial do vetor de Frank. Assim, a presenca de desclinagoes em um meio esta
associada ao fato de o espaco em questao ser curvo. O aparecimento de desclinagoes em outros
sistemas de matéria condensada, como é o caso de cristais liquidos, pode ser estudado num
laboratorio para simular fenomenos em cosmologia. Como exemplos temos, a passagem da
luz préximo a corpos massivos ou estudo de cordas césmicas via modelagem por sistemas de

cristais liquidos [11].
2.2.3 Despiracao

Vamos apresentar o elemento de linha que descreve uma despiracao na abordagem
geométrica de defeitos em sdlidos. Este defeito representa uma superposicao de uma
deslocagao tipo hélice alinhado e uma desclina¢ao, ou seja, imaginemos um cilindro de um
material eldstico continuo onde fazemos um corte radial, a partir de seu eixo para fora. O
deslocamento das superficies do corte em relagao uns aos outros e posteriormente colagem,
vao gerar um defeito de linha cujo nicleo coincide com o eixo.

Considerando coordenadas cilindricas, se o deslocamento[14]:
(i) ao longo da dire¢do z, um deslocamento tipo hélice é formado [ver Fig. 2.13(a)];
(ii) ao longo da dire¢do p, um deslocamento edge é formado;

(iii) ao longo da diregao €, o que implica a adi¢do ou remocao de uma cunha de material,

leva a uma desclinagio [ver Fig. 2.3(b)].
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Figura 2.13: (a) Deslocamento tipo hélice bidimensional. (b) Desclinacio bidimensional.
Fonte: Referéncial9)].

A combinacao de (i) e (iii) produz um defeito topolégico denominado Despiracao. Este
defeito possui duas singularidades conicas, uma devido a torgdo e a outra devido a curvatura.
Neste caso, a despiracao corresponte a juncao de dois tipos de defeitos: desclinagao e
deslocacao. Por sua vez, a métrica que descreve um meio com despira¢ao, em coordenadas

cilindricas, é da forma[12]
ds’ = gdz'dz’ = (dz + Bdp)® + o?p*dy® + dp. (2.2-7)

No caso da métrica que aparece na expressao (2.2-7), o vetor de Burgers tem apenas a
componente b, nao-nula. Lembrando que, a intensidade do vetor de Burgers e o parametro
[ estao relacionados através da expresao, b, = 273, que corresponde a distancia no
deslocamento dos dtomos ao redor da discordancia. Ja a é o parametro que define o déficit
angular a = 1+ % Para 3 = 0 a métrica sera semelhante 4 desclina¢io remocio (a < 1) ou
inser¢ao (a > 1) de material.

Em resumo, através da geometria de Riemann-Cartan, podemos identificar o tensor de
torcao com a densidade de superficie das deslocacoes e o tensor da curvatura com a densidade
de superficie das desclinacoes. As relagoes entre as nogoes Fisicas e Geométricas sao resumidas
na tabela 2.1[45].
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Deformacoes Elasticas Rg;, =0|T,, =0
Deslocagao R}, =0|T,, #0
Desclinacao RrR;,#0| T, =0

Deslocacao e desclinagao | R}, #0 | T,, #0

Tabela 2.1: A relacao entre a nocao Fisica e Geométrica na Teoria Geométrica dos Defeitos.

O estudo de curvaturas tem se tornado uma alternativa disponivel para manipula¢ao
de sistemas eletronicos. Isso implica em aplicagoes importantes de sistemas bidimensionais
curvos em sistemas nanoeletromecanicos, como sensores[58|. Além do mais, a possibilidade de
fabricar dispositivos quanticos usando materiais fexiveis cresce com o entendimento do papel
desempenhado pela geometria em determinadas propriedades elétricas desses sistemas. Neste
contexto, os conceitos da mecanica quantica sao indispensaveis para descricao de fenomenos

em sistemas fisicos microscépicos.
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Capitulo 3

Mecanica Quantica

No inicio do século X X foram observados alguns fenomenos de natureza microscépica que
contrariavam o conceito microscopico de particula bem como o conceito de onda. A idéia
de ondas de matéria apresentadas por Luis De Brolie serviu de base para o desenvolvimento
da teoria da mecanica ondulatéria formulada por Erwin Schrodinger que, no ano de 1926,
apresentou uma equacio diferencial de onda capaz de descrever o comportamento de uma
particula descrita por uma fungao de onda.

A maioria dos conhecimentos ja adquiridos sobre os constituintes e a estrutura da matéria
tem sido obtida, principalmente, por meio da fisica espectroscépica e da fisica de colisao de
paticulas[59]. Atualmente, aceleradores de particulas de alta energia permitem a realizacao
de estudos sistematicos sobre processos de colisoes. As evidéncias experimentais envolvendo
processos de colisao levaram os fisicos a acreditar que, em 1ltima instancia, a matéria é
constituida de quarks e leptons[60].

Neste capitulo, apresentaremos a equagao de Schrodinger para as ondas de matérias
que proporcionou o surgimento da mecanica quantica. Além disso, iremos abordar alguns
aspectos da teoria quantica de espalhamento nao-relativistico, sem levar em consideracao a
estrutura das particlas incidentes sobre os centros de espalhamentos. Para uma abordagem

mais detalhada, veja as referéncias[59, 61, 62].
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Na busca da generalizagio da teoria da relatividade restrita, Einstein se valeu de um
principio chamado de principio de covariancia geral'. Podemos definir esse principio da
seguinte maneira[40]: “As equagoes que descrevem as leis da Fisica devem ter a mesma
forma em todos os sistemas de coordenadas”. De acordo com este principio, as leis da
Natureza nao podem depender da nossa escolha de sistema de coordenada uma vez que esta é
completamente arbitraria e, portanto, desprovida de contetido fisico. Este principio é um guia
valioso na obtencao das equacoes que descrevem as leis da Fisica. A maneira mais simples de
incluir este tipo de interagao consiste na generaliza¢ao covariante da equacao de movimento
do sistema. No caso da equacao que descreve um sistema quantico nao-relativistico (equagao
de Schrodinger), devemos trocar a derivada convencional pela derivada covariante V.

A equacao de Schriodinger que descreve o movimento de uma particula num espago curvo
tem sido motivo de discussao desde o inicio da mecanica quantica[65]. Uma caracteristica que
deve ser levada em conta quando a mecanica quantica nao-relativistica é generalizada para
o cendrio da relatividade geral é o fato de que o espago-tempo continuo sera separado em
espaco e tempo. Nessa se¢ao, nao vamos levar em conta nenhum procedimento rigoroso para
fazermos 4 generalizacao da mecanica quantica no espago curvo. O consenso geral é que, na
auséncia de potenciais externos, a equacao de Schrédinger toma a forma covariante[66]

2 ;

—;—mvigw = ih%%, (3.1-5)
onde V? ,, é o operador covariante de Laplace-Beltrami dado por Vi = %8,— (9“/90;), com
i,j =1,2,3 e g = det(g;;) é o determinante da parte espacial do tensor métrico g;;.

Vale salientar que a generalizacao da mecanica quantica associada com a relatividade geral
nao apresenta elementos conflitante, pois, a natureza global da mecanica quantica contida no
formalismo espaco de Hilbert? é compativel com o cariter local da descricio geométrica da

relatividade geral, que por sua vez incorpora aspectos globais.

1O principio de covariancia é uma das principais motivagoes que levaram Einstein a generalizacao da teoria
da relatividade especial.

2Em 1909, David Hilbert definiu um espaco vetorial complexo, conhecido como espago de Hilbert - no qual
todos os vetores tém comprimentos ou normas finitas e sua dimensao é infinita[64].
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3.2 Espalhamento

O primeiro experimento sobre colisdes de particulas foi idealizado e realizado por
Rutherford e seus colaboradores em 1911, quando utilizaram dados sobre o espalhamento de
particulas alfa por finas folhas metilicas para deduzir a existéncia dos nicleos atémicos[59)].
Os resultados das experiéncias envolvendo espalhamento tem nos fornecido muito do
conhecimento que possuimos hoje sobre a estrutura dos dtomos, niicleos, bem como sobre
a natureza das particulas e de suas interacoes.

Os feixes de particulas produzidos por aceleradores de colisio ou origindrios de fontes
radioativas sao usados nas experiéncias como pontas de prova para o estudo da natureza dos
elementos constituintes (moléculas, dtomos, particulas, etc.) de alvos por eles bombardeados.
Nestas experiéncias com espalhamento, as distribui¢oes angular e de energia junto com a
intensidade do feixe de particulas espalhadas fornecem informacoes reveladoras relacionadas
com a interacio entre os elementos do alvo e as particulas do feixe incidente. Os dados obtidos
destas experiéncias sao entdo usados para testar as predicoes feitas por modelos baseados na

mecanica quantica.
3.2.1 Teoria Classica de Espalhamento

Consideremos a trajetéria de uma particula espalhada por um nicleo, que tendo massa
muito maior que a da particula vamos adimitir que permanega em repouso durante o processo
de colisao conforme a Fig.3.1. O pardmetro de impacto b é definido como a distancia
perpendicular entre o vetor velocidade de um projétil e o centro do objeto do qual esta
se aproximando. O angulo de espalhamento # pode ser expresso em termos desse parametro.
Uma vez que a forca agindo entre as particulas é central, o momento angular do sistema

formado pelos dois nicleos se conserva na colisao.
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Figura 3.1: Parametro de impacto b e angulo de dispersao f. Representacao da trajetéria da
particula espalhada por um niicleo puntiforme de massa infinita. Fonte: Referéncia[61].

A expressao para o espalhamento Rutherford, bem como outras semelhantes que ocorrem
na fisica nuclear, sao geralmente expressas em termos do que se chama se¢ao de choque,
ou 4rea efetiva de colisao[61]. Neste caso, podemos representar as particulas incidentes em
um caminho infinitessimal de se¢ao transversal de drea do espalhado em um angulo sélido

infinitessimal df) através da figura abaixo,

do

1
by | M \

?1;;;
ly

Figura 3.2: Particulas incidentes numa drea do espalhada num angulo sélido df). Fonte:
Referéncial[61].
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onde, do e d) estao relacionados a um fator que chamamos de se¢ao de choque diferencial
para o espalhamento
do(6)

D(6) = == = do = D(6)d9. (3.2-6)

Fisicamente, D(f) corresponde a distancia de maior aproximagido numa colisao frontal

(6 = 180°). A secdo de choque total o sera a soma em todas as direcoes do espago, da segao

44



Mecanica Quantica

de choque diferencial[64], ou seja,

= / D(0)d2 = / o(0) = o = fo " i [0' o(6) senBdo. (3.2-7)

Quando as particulas envolvidas num processo de espalhamento sio particulas quanticas,
devemos descrevé-las por fungoes de onda. Na suposicao de que o fluxo de particulas incidentes
seja constante no tempo, as fungoes de onda consideradas sao estaciondrias e obtidas pela

solucao da equacao de onda de Schrodinger independente do tempo[59].

3.2.2 Teoria Quantica de Espalhamento: Formalismo de Ondas
Espaciais

Na teoria quantica de espalhamento, imaginemos uma onda plana incidente, propagando-

se na direcao do eixo z e sendo espalhada por um potencial espalhador V() produzindo uma

onda esférica.

~NY

Figura 3.3: Espalhamento de ondas; uma onda plana incidente gera uma onda esférica saindo.
Fonte: Referéncia[61].

e

A grandes distancias desse potencial espalhador, a forma da funcao de onda () nio é
afetada pela presenca do potencial V(7), localizado na origem[59]. Desse modo, a funcio de
onda espalhada deve ser constituida de duas partes: uma correspondente ao feixe incidente,
9(7)inc © a outra correspondendo ao feixe espalhado pelo alvo, 9)(7)es. Numa condigdo
assintética, temos

Y(Fr—oco = Y(Pine + Y(7)esp- (3.2-8)
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Como o potencial central independe do tempo, podemos escrever a equaciao Schrodinger

da seguinte maneira
-
-ﬁVng(f") +[E - V()] ¥(F) =0. (3.2-9)

Para particulas nao relativisticas, as fungdes de onda esticionarias devem satisfazer a
equaciao de onda de Schrodinger independente do tempo. Assim, fazendo V() — 0 quando

r — 00, a expressao (3.2-9) transforma-se-a em
(9% + k) w7 =0 (3.2-10)

chamada equagido de Helmholtz, onde k* = 3%5‘@ Logo, a solucdo assintética (para grandes
valores de r) da equacao (3.2-10) é dada pela onda incidente e por uma onda esférica devido

ao espalhamento

eikr

(7, 0) = % + f(0) (3.2-11)

—
Em que f(#) é chamado de amplitude de espalhamento. Registra-se que a onda espalhada
tem uma dependéncia de %, pois essa quantidade deve conservar a probabilidade da fungao
de onda |¥(7,0)|*.

Com a onda incidente ao longo do eixo z, o niimero de particulas incidentes por unidade

de volume sera dado por,

njy= lw(z)inclz = 'p‘(z)incd)(z)inc = Ieikz|2 =1 (32-12)

Desse modo, o niimero de particulas espalhadas deve ser proporcional ao produto df)dt e

também ao fluxo de particulas incidentes F = |e““‘|2 v[59]. Usando (3.2-6), podemos escrever
AN = D(6)dutF. (3.2-13)

Observa-se que a equacio acima corresponde ao fluxo espalhado radialmente multiplicado

por r2dS), sendo um elemento de drea, normal a dire¢ao radial, coberta pelo angulo sélido df).

AN = |§(F)esp|” vr2dQdt. (3.2-14)
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Das Egs. (3.2-13) e (3.2-14), observa-se que a secao de choque diferencial é igual a
amplitude de espalhamento
D(8) = % = |£(6)]*. (3.2-15)
Entéao, para determinar a secao de choque de espalhamento, primeiramente é necessario
calcular a fungao de onda estacionaria com wmn comportamento assintotico, representado por
(3.2-11). O método das ondas espaciais é baseado numa expansao da func¢io de onda ¢(7) em
termos de autofungées do momento angular[59]. Essa expansao deve ser feita de tal forma
que na condigao assintotica ele seja consistente com a Eq.(3.2-11). Com essa consideracao,
torna-se possivel obter uma expressao para a amplitude de espalhamento. Dependendo do
tipo de coordenada usada no problema de espalhamento a forma das funcoes de onda em suna
expansao pode ser diferenciada, pois, como sabemos, os problemas de espalhamento sao mais
frequentemente tratados em coordenadas esféricas com o eixo z ao longo da dire¢ao do feixe
e a origem sendo o centro do espalhamento.
Na expansao de ondas parciais da amplitude de espalhamento, f(f) é representado como

uma soma sobre as ondas parciais

o0 as
0) = 2(+1)—P, ), 3.2-16
1®) Z( + 1) 57 Pe(cos ), (3.2-16)
onde Py(cos#) sao os polinomios de Legendre, a; é um nimero complexo denominado
amplitude de onda parcial e £ é o nimero quantico orbital. Em sequéncia, vamos usar a

seguinte relacdao para e*?(z = r cos#) conhecido por férmula de Bauer[67]
o0
e = oot — N "(20 + 1)i jy(kr) Pe(cos §), (3.2-17)
£=0
onde jg(kr) sao as funcoes de Bessel esféricas, cuja expansao assintética kr >> £ de j,(kr) é
dada por[68]
sen (kr —3r) 1

- 2 — e ieﬁit‘l'/2[eikr . e—ikreit'l'], (32‘18)

considerando-se que, e #*/? = (—i)f, e = (—1)f e (—i) =i, a Eq.(3.2-17) torna-se
[ — (=1)te—*]
2ikr

Je(kr) =

chhreon® = (21 4 1)
=0

Py(cosb). (3.2-19)
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Levando-se as expressoes (3.2-16) e (3.2-19) na Eq.(3.2-11), resultara
PR I - g -
Y(70) = 5 t);(ze + 1D)[(1 + ap)e™ — (—1)te ™| Py(cos ). (3.2-20)

Cada termo ¢*"/r indica uma onda esférica emergente, enquanto e *” /r indica uma onda

esférica incidente. Portanto,
'/) = ¢em = 'l’im:- (32'21)

Sabemos que o fluxo das ondas esféricas incidentes é dada por, |e"*"|? = 1. J4 o fluxo das

ondas esféricas emergentes é proporcional a
|See* 2 = |Sef?, Se=1+a,. (3.2-22)

Pelo principio da conservagao do fluxo (nao actiimulo da densidade de probabilidade no infinito

ou na origem), esses dois fluxos devem ser iguais[64].
1Se)2 =1— |8 = 1. (3.2-23)

A expressao acima nos mostra que Sy pode ser representando em termos de um parametro

real &, escolhido de modo que tenhamos
Se = e (3.2-24)

Como o espalhamento pode mudar apenas a fase de cada onda emergente, e nao o seu médulo,
o parametro real §; é denominado de deslocamento de fase (Phase Shift). Assim, usando-se

(3.2-22), a expressao (3.2-16) tomara a seguinte forma
1 oo
= — s ) .2-25
(@) 5Tk t§=0(2£’+ 1)[S¢ — 1] Py(cos ) (3 )
Com o uso de (3.2-24) em (3.2-25), obtemos

£(6) = % i(% + 1)e™ sendy Py(cos 8). (3.2-26)
=0
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Usando a primeira parte da equagao (3.2-18), podemos reescrever a equagio (3.2-17) da

seguinte forma
00

; ; s kr — ¢
s = gremd _ § g 4 1)t 2T 3 p g (3.2:27)
. kr
Assim, usando (3.2-26) e (3.2-27) em (3.2-11), obtemos a forma assintética da fungao de

onda t(7) dada por

kr

— % + 61)
2
- Py(

$(7) = i Haany cos f) (3.2-28)

onde By = (2€ + 1)i‘e™.

Observa-se que a probabilidade de espalhamento de uma particula em um dado angulo, é
determinado pela amplitude de espalhamento ou pelo quadrado do médulo da amplitude de
espalhamento.

Na se¢do 4.2 veremos uma aplicagio do método das ondas parciais® em coordenadas

cilindricas, onde toda a informagéo fisica de interesse est4 na amplitude da onda espalhada.

3A vantagem desse método é que ele é capaz de fornecer uma boa aproximagao para particulas incidentes
com baixa energia, o tratamento por ondas parciais ¢ uma complementacio para a abroximagao de Born.
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Capitulo 4

Sistemas Quanticos com Massa
Variando com a Posicao

A influéncia dos defeitos em matéria condensada nas quantidades fisicas de um sistema
quantico pode ser compreendida através da abordagem geométrica, onde as condigoes de
contorno impostas pelo defeito serao incorporadas & métrica. Esta abordagem geométrica
estd baseada na correspondéncia, do ponto de vista matematico, que existe entre a teoria
de defeitos em silidos e a teoria da gravitagdo. Neste capitulo, analisaremos a influéncia
da topologia sob os estados ligados de uma carga com massa variavel no espago-tempo de
uma despiracao, submetido a um campo magnético uniforme orientado ao longo do eixo z.
Discutiremos ainda o espalhamento quantico nao-relativistico dessa particula que se move em

tal espago-tempo.

4.1 Niveis de Landau na Presenca de uma Despiracao
com Massa Variando na Posicao

Em mecéanica quantica, um nivel de energia é um estado quantico (de um elétron, 4&tomo
ou molécula, por exemplo) cuja energia estd bem definida ao longo do tempo. Na presenca
de um campo magnético devemos considerar dois aspectos: efeito sobre o spin do elétron e
o efeito sobre a carga, que afeta os auto-estados de energia. Considerando um elétron na

presenca de um campo magnético estitico e uniforme, os autovalores de energia dos elétrons
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2k 1
Enk = e =k (n + 5) B, n=0,1,2,.. (4.1-1)

Os autovalores para diferentes n's (niveis quantizados de energia) caracterizam os
chamados niveis de Landau. Comparando a energia dada por (4.1-1) com a energia de um
elétron livre na auséncia de campos magnéticos, ou seja, [%ﬁ:]’ notamos que, uma vez que
nao ha componentes da forga de Lorentz na dire¢ao z, a energia do movimento nessa dire¢ao
nao é afetada pelo campo. Entretanto, a energia do movimento perpendicular ao campo
é quantizada, num fenémeno conhecido como quantizagiao orbital. O conjunto de todos os
estados eletronicos de um dado n é chamado de n-ésimo nivel de Landau.

Devido o acoplamento do campo magnético com uma carga surge uma forca magnética
que da origem a uma aceleragao nula na direcao do campo e centripeta no plano perpendicular
ao mesmo, fazendo com que na auséncia de colisoes, a proje¢ao da 6rbita de um elétron sobre
o plano perpendicular ao campo seja um circulo, que é percorrido com frequéncia angular
we = 2 conhecida como frequéncia ciclotron.

Quando dois ou mais diferentes estados quénticos possuem o mesmo nivel de energia
temos um nivel degenerado. O mimero de estados diferentes em um particular nivel de
energia é chamado nivel de degenerescéncia. A presen¢a de um campo magnético desfaz
essa degeneracdo, uma vez que interage de diferentes maneiras com os elétros de diferentes
nimeros quanticos, modificando ligeiramente suas energias. As orbitas de elétrons se tornam
quantificiveis e exibem niveis discretos de energia. Os niveis de Landau tém sido bastante
estudados nos tltimos anos com o surgimento do efeito Hall quantico[13], pois o estudo
de elétrons e buracos submetidos a campos magnéticos é de grande importancia para a
compreencao desse efeito.

Para estudar as propriedades elétricas dos metais e semicondutores, por exemplo, é

necessario entender como um elétron se comporta no material sob a a¢ao de um campo elétrico

ou magnético externo. Neste caso, observar-se que a rede cristalina altera a dependéncia da
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energia com o momentum, que corresponde a mudar a massa do elétron. Desse modo, o
elétron no cristal age semelhante a um elétron livre porém com um massa efetiva[54].

Sistemas com massa efetiva espacialmente dependentes, sao muito iiteis para estudar as
propriedades fisicas de vdrias microestruturas. Aplicagoes especiais em matéria condensada
sdo encontradas na investigagio de propriedades eletronicas de semicondutores[34],
heteroestruturas de semicondutores[69], etc. Estas aplicacoes estimularam o desenvolvimento
de varios métodos e técnicas para estudar sistemas de massa que dependem da posicao. A
solucdo da equacdo de Schrodinger com massa variavel com a posi¢ao tem atraido a atengao
de muitos pesquisadores[24]-[33]. Recentemente, vérias contribuicdes surgiram para solugoes
da equacao de onda nesses sistemas|19, 20]. A motivagao maior para se estudar esses sistemas
com massas varidveis sao as consideraveis aplicacoes nos diferentes ramos da ciéncia dos
materiais e na Fisica da Matéria Condensada[27]-[32].

Nessa secao estudaremos a influéncia da topologia e da dependéncia da massa nos niveis de
Landau na presenca de uma despiragao sobre o espectro de energia de particulas carregadas
(elétrons ou buracos) na presenca de um campo magnético paralelo a linha de despiragao.

considerando o comportamento da massa sendo da forma

m(p) = M (1+ puX?p?), (4.1-2)

onde, p corresponde a um parametro escalar real, A corresponde ao comprimento de onda de
De Broglie[28] e p a coordenada radial planar (em coordenadas cilindricas).

Para determinar os niveis de Landau vamos considerar a equacao de Schrodinger
independente do tempo (3.1-2) escrita no espago dotado desta métrica, onde incorpora as
condicdes de contorno estabelecidas pelo defeito. O operador Hamiltoniano correspondente
4 uma particula carregada, na presenca de um potencial vetor no espago cuja geometria é
descrita pelo tensor métrico g;;, € dado por

3 = ﬁ (- 24) [vas” (m - 45)] (41-3)
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Considerando uma particula submetida a um campo magnético uniforme da direcao z, o

potencial vetor possui uma tinica componente nao-nula, compativel com a configuracio do
campo B, em um espago conico dado por

Bp.

Alp) = Aglp) = 5

. (4.1-4)

Substituindo (4.1-3) e (4.1-4) em (3.1-2), encontramos a seguinte expressio para equacio

de Schrodinger nesta geometria

B e 19 1 (9 52 N
2m(p) |9p*  pOp  a?p? (399 ) 922
¢ B*p? iBhe [ 8 P -
8m(p)ca’ ¥ 2m(p)ca? (8_90 -8 5) ¥(7) = Ey(7). (4.1-5)

Para resolvermos a equagao de Schrodinger (4.1-5), utilizaremos o método de separacio

de varidveis, ou seja, assumiremos que a autofuncao pode ser escrita da seguinte forma:

¥(p,¢.2) = R(p)B(¢) Z(2), (4.1-6)

consideraremos o seguinte ansatz como solugao das autofungoes:
¥(p, ¢, 2) = R(p)e?e’=*, (4.1-7)

onde, £ (£ =0,£1,+2, ...), é chamado de niimero quantico magnético, pois define a separacao
entre os niveis quando o dtomo é colocado em um campo magnético. k. é o nimero de onda
na direcao z, e sua interpretacio estd ligada ao comportamento espacial da onda.

Substituindo a funciao de onda (4.1-7) na equagdo (4.1-5), obtemos a seguinte equacio

radial
CR(p) , 1dR(p) B’ 1 2 20(5) — 0. (4.1-
i? Tp dp [ (€= Bk:) = rags ~ gaal = Fk:) ] R(p) + 2*R(p) = 0, (4.1-8)

onde 0%(p) = 2L(1 + pr?p?)E — k2.
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Para solucionarmos a equacao acima analisemos o seu comportamento assintético:

I) Para p — 0, temos

CR(p) | 1dR(p) _ (¢— Bk.)*
dp® p dp a?p?

Vamos fazer um ansatz com R(p) = p”, onde v é uma constante. Substituindo-o em (4.1-9),

R(p) = 0. (4.1-9)

obtemos a seguinte solugao

1€6—8k=|
R(p) —p = . (4.1-10)

IT) Para p — oo, teremos

PR(p) [ B>  2MuNE| ,_ .
dp? - [4}12&&2 - 72 ] P Rip) =0. (4.1-11)

Como solucao deste caso, temos
T
R(p) — Cexp [—%p?] , (4.1-12)

1/2
22 2 - -
onde, E = ( 4;%%&2 — 2“}:} = ) , C corresponde a uma constante de normalizagao.

Agora conectando as duas equacoes assintéticas através de uma fungao F(p) que faz a

interpolagdo entre as solugoes assintéticas, teremos,

R(p) = Cexp [-%pz] p e Flp). (4.1-13)

Como (4.1-13) corresponde a uma solucio geral para R(p), a substituimos em (4.1-8) e

encontramos a seguinte equagao para F(p):
d? 2T 2T 2|¢ — Bk.|T
par o)+ [4- 2| S r)+ [o- I - A2 pry -0, @i

onde, definimos os seguintes parametros

2|¢ — Bk, &1 c 2MFE + eB({ — Bk.) _ k2 (4.1-15)

A= o h2 ha?c z

Introduzindo novas coordenadas em (4.1-14) tal que, p = /2, obtemos

d? A Ca |€ — Bk.| L i
IE’E—ZF(:E) + (— - I) F(z) - ( T + + . ) F(z) =0. (4.1-16)

o4



Sistemas Quanticos com Massa Variando com a Posicao

Dessa maneira a equagao (4.1-16) representa uma equacao diferencial hipergeométrica

confluente[68, 70|, ver apéndice A, cuja solucio é dada por,

Ca 1 |-k A
Pr)=R|—=+s+——5—55:%)- 41-
(z) =1 1( F it g 13T (4.1-17)
Em termo da variavel p, teremos
Ca 1 |£ - ﬂkz| 1 ‘f — ﬁkzl
F =t P e e "
(p) = 1[4T+2+ % 5t * |
2B 2MuXE\'? ,
( e ) 2| (4.1-18)
A forma assintética para a funcio hipergeométrica confluente, quando p — oo, é[68]:
@) (=2)"' [ T(®) . .y
Fi(a; b; 5 4.1-1
1Fi(a; b;2) — T(b—a) +l"(a)e 2 ( 9)
20\ 1/2
Em que: a = —i—;’.+%+]'—_—2‘€%ﬂ, b=%+j%k‘| ez = (ﬁ;ﬁ%—-mﬁ"r};) p?. Como

estamos analisando estados ligados, devemos ter que R(p) — 0 quando p — oc. O primeiro
termo de (4.1-19) anula-se pelo fato de termos mma poténcia negativa. O segundo termo s6 sera
nulo se I'(a) — 00, com isso a série converge desde que a = —n, onde (n =0, 1,2, ..)[67, 70].

Logo, a equacao (4.1-18) diverge a menos que,

1 |£— Bk,
Ca 1. Je—gki_ _

—_— 4.1-20
4T 2 2cr ( )

1/2
Desse modo, substituindo (4.1-15) e T = ( 4;22‘__‘312 - 2”232‘2 ) a, em (4.1-20), obtemos

4M2E? 4M _ - " N
= +(hza+ )E+a2—d=o. (4.1-21)
Os termos @, b e d, sao dados por
__eB(t—-Bk) - 32Mpl*a?
= SP\E—PRe) =R g 4.1-22
a e kI e b = ( )
- 4n%e’B? _ 1 |- Bk
- = e 4.1-2
"= Reaz ¢ "=" ¥ 2 o 2a ( 3
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Finalmente, substituindo (4.1-22), (4.1-23) em (4.1-21), obtemos o seguinte resultado para

0 espectro de energia na presenga de uma despiragio com massa variando com a posigao(71]

B - hwpg hea 8MeB
~ 2a | 4eBM

|€—Bk|\?> . M22B? 1 |e—pBk\?|?
(+2+ % ) "M Rea "ttt o

_EBR) _ghe e ( P ﬁkl) }+hzk2 (4.1-24)

2 200

32;1,,\2M( —— (£ — Bk) — 8Mk2—|-32w\2M( - +'£ ﬁk')) x

« eB 2 2ax 2M
onde wg = ;d—i é chamada frequéncia ciclotron adquirida por elétrons que se movem em um
plano na presenca de um campo magnético perpendicular.

Nessa expressao, observar-se que a presenca do defeito quebra a degenerescéncia dos niveis
de energia. Comparado com os casos da desclinacao e deslocacao, a degenerescéncia é mais
fortemente quebrada devido a influéncia de dois parametros a e 3. Além disso, temos uma
modificagao nos niveis de energia devido a massa variavel através do parametro fi.

Note que se tomar a@ = 1, teremos o resultado para deslocagao com massa variavel, ou

seja,

£ o %{%T‘;M [32;1A2M (SMGB(e Bk.) — SMk? + 32u\*M (n+ 5+ i Qﬂk I) )
(red ooy’ obrem (1 e prly')
—(2— Bk.) — h‘,u)\? (n+ 5+ i Qﬂk"") } - %’f— (4.1-25)

No caso # = 0 serd semelhante a uma desclinagao com massa variando com a posi¢ao,

dada por

_ hwp | hea 2y, [ 8MeB 2 2 [UAY
£ = ﬁ{ALeBM [32;1.\M(halzf SME; + 32uX"M n+2+ X

2c
€] M2e2 B2 1 e )2 g
( +2+§_) +64h2c:2{12 n+2+2a

l hea |£] k>
e R e AL i 4.1-2
lﬁeB,u,\ (n—l— + ) }+ SM ( 6)

a 2 2«

56



Sistemas Quanticos com Massa Variando com a Posicio

Como teste de consisténcia, se fizermos u = 0, teremos a expressao correspondente aos

niveis de Landau na presenga de uma despiragao com massa constante(13]

hwg |6 — Pk, (£—-pBk,) 1 h2k?
E="E - =)+ 1-
a (" T % 2 ' 2) " M’ i)
Logo, a funcgao de onda (4.1-7) sera expressa da seguinte forma:
0 1 (M?*w? 2MuX’E 13 €= Bks
— 'kz il c
Y(p,p,2) = Ce™*e"exp [—5 ( a1 ) Flp =
1 |- Bk| (M%?2  2MpXE\"?
F1 i { 1 5 + - z 3 (4ﬁ20‘2: - 2 p2 (41—28)

onde, observamos que a fun¢ao de onda carrega a informagio da despiragio através dos

parametros « e 3, e também da massa varidvel através do parametro pu.

4.2 Espalhamento Quantico nao-relativistico por uma
Despiracao com Massa Variavel

Nesta secdo, investigaremos o espalhamento de uma particula quantica com massa
variando com a posi¢ao nao-relativistica por uma despiracao na presenca de um fluxo
magnético. Seguindo o método das ondas parciais, calcularemos o deslocamento de fase e
a amplitude de espalhamento para este sistema. Como sabemos, algumas das informagoes
mais importantes sobre a interacao entre uma particula teste e um alvo sio dadas pelas
amplitudes de espalhamento f(y), que por sua vez, dependem do angulo de mudanca de fase,
;.

Imaginemos um tubo de campo magnético cilindrico que seja infinito, isso nos da uma
configuragao de campo magnético uniforme em todo o espago, no qual uma particula se
movimenta na presenca de um fluxo magnético ¢ através da superficie z = const., associado
ao potencial vetor dado por

¢ = __2_:_'0'7 p< R1 (42_29)

gerando um campo magnético confinado no micleo do defeito. Estamos assumindo que este

campo magnético estd confinado dentro de uma regiao cercada pelo cilindro. Esta vai ser
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considerada a fim de obter uma visao mais geral das implicagoes do efeito quantico associado

a este cenario.

NS
/

x
Figura 4.1: Confinamento do campo magnético numa regiao cilindrica.

Recentemente, defeito no espago geométrico cilindrico é aplicado ao comportamento do
elétron no sistema que pode ser considerado como um modelo simplificado de um nanotubo
de parede duplaf72]. Ao resolver a equagao Schrodinger na regiao do espago com defeitos
geometricos cilindrico, exploramos a influéncia de defeitos geométricos, sobre o gap de energia
e distribuicao de carga[72]. A abordagem geométrica, pode ser 1til para uma melhor
compreensao qualitativa das propriedades eletronicas dos nanosistemas.

O campo magnético em termos do fluxo pode ser calculado utilizando o gauge coulombiano
V.B =0, onde B=V x A. Logo

s OV (4.2-30)

P

Neste caso a expressao do Hamiltoniano sera dado por
K a\* &
iE = [ (— az) +"5;5]

1
" 2m(p) | ap? pap My
ieh®
+2wm(p)cap2( ) Sm(p)czaﬂ =
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Fazendo o mesmo procedimento da segio anterior, teremos a equacio radial escrita por

pzdi:;gp) +ded,(,P) 4 {sz2 _ [_(_l:’__—gﬁk_J - 'T’] }R(p) =), (4.2-32)

onde definimos, 7 = <% e 0(p) = 2L (1 + puI?p?)E — k2.

A equagao acima é uma equagao diferencial de Bessel, ver apéndice A.2, e tem como

solugao
Re(p) = aedi/a (2p) + beNjwi/a (2p) (4.2-33)

onde, J e N, sao as fungoes de Bessel de 1* e 2* espécies, respectivamente. As constantes a,
e by sao fatores de nomalizagao, e definimos v, = £ — ay — k..

A regido cilindrica' que estamos analisando é infinita. Dessa maneira, o efeito produzido
pelo cilindro é o mesmo para qualquer diregao do eixo z. Nesse caso, o problema se reduz a
uma analise bidimensional do espalhamento. Consequentemente, a solucao geral dada pela

superposicao de todas as fungoes de ondas parciais serd

o0

Y(p,p) = Z [ac-llml/a(ﬂp) + ch|.,,|/¢.(ﬂp)] e”. (4.2-34)

{=-o00

Usamos coordenadas cilindricas sugeridas pela geometria.
As paredes do tubo cilindro sao impenetraveis, portanto as fungoes de ondas desaparecem
em p = R.

Y(p=R,p)=0. (4.2-35)

Usando a condigiao de contorno em (4.2-34), obtemos

Jvelja(S2R)
by = —ap /et (4.2-36)
‘ * Nivel/a(QR)
Substituindo (4.2-36) em (4.2-34), teremos
L) - .
Y(p,p) = f;m {m [J1/a(20) Niwt/a(2R) = Jiugt/a(QR) Nipy/a(20)] } e,
(4.2-37)

1 A propagacio de ondas eletromagnéticas em cilindros metdlicos ocos é importante em muitos dispositivos
praticos. Se as extremidades do cilindro forem superficies, ele é denominado cavidade. Cavidades ressonantes
desempenham um papel crucial em muitos aceleradores de particulas.
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Podemos, entdo representar convenientemente nossa solugio v¥/(p, ), como a soma das

ondas incidentes e espalhadas (metédo das ondas parciais)
Y(p, ) = Yinc(p, ) + Yes(p, 9)-

(4.2-38)

Como 9(p, ) deve satisfazer assintoticamente a equagao de Schrondinger para grandes

valores de p (ou seja, p — 00). A solugao assintitica neste caso sera

Y(p, 9)ps0 — € + \/%f (p)e™™.

(4.2-39)
Em sequéncia, vamos usar o seguinte desenvolvimento para ¢***(z = pcos ¢), dado por

e = 3" il (Qp)es. (4.2-40)
f=—o0

Essa é uma expansao de uma onda plana em uma série de ondas cilindricas, conhecida

como expansao de Jacobi-Anger[67]. A fungao J,(§2p) possui a forma assintética dada por

2 4
Substituindo (4.2-41) em (4.2-40) e seguida em (4.2-39) teremos

VP, P)proo — %\/ ,,gip t;x {7 t) el e ‘/:,-;f (p)e™.  (4.2-42)

Agora fazendo p — oo na Eq.(4.2-37) e usando (A.2-15) e (A.2-16), bem como as formas

2 ¢
Je(2p) 00 — 5 (Qp e “) . (4.2-41)

exponenciais das fungoes trigonométricas, obtemos

‘w(p, ‘P)p—-voo e cim.g_‘ ,mip {M”tf/ﬂ(QR) (ei(ﬂﬂ"‘r—:d%_i) P e—i(ﬂp—‘:'%—%))] eiﬂP
e (00-215-3) _ ~i(n0-25-5) ] 0 (4.9
+ = - a(QR)[ e ? € €% (4.2-43)

. i
onde B = Tmf:(ﬂ_ﬂj' Igualando (4.2-42) com (4.2-43), e comparando os coeficientes de € e
e "% teremos

(___i)l-yﬁf-'-g'-‘il—leiﬂ

TG (4.2-44)

vel/a

60



Sistemas Quanticos com Massa Variando com a Posicao

O termo Hl(vlz)l JaSR) = Jiuyy/a(UR) +iNy, /0 (S2R) é a funcao de Hankel de primeira espécie.

Dessa forma, observamos que a amplitude total de espalhamento pode ser escrita por,

19) = 55 [51(0) = Sale) = ) (4.2-45)
onde,
Sip) = 3 e (4.2-46)
Sa(p) =2n f: d(yp — 2xé) (4.2-47)
£=0
e
S3(p) = z QMG(MI+“W)_ (4.2-48)

oo Hija(R)

No que se segue vamos separar a amplitude total de espalhamento em duas partes, ou
seja, aquela que corresponde A contribui¢ao decorrente das caracteristicas globais do defeito
e da linha de fluxo magnético. Assim, usando (B.1-16) e (4.2-47) teremos a primeira parte da

amplitude de espalhamento dada por

_ 1 3 sen(wp)
+im Z exp [in(ay — Bk.)é(¢ — wp — 27¢)
=0
—d(p +wp — 2xf) — 26(p — 21r£)]} (4.2-49)

onde wp =7 (a™! —1).
Na segunda parte, dado pela expressao (4.2-48), surge também a partir das caracteristicas
globais, os efeitos de blindagem associados a impenetrabilidade do cilindro e os da massa

varidvel. Desse modo, teremos

flp) = -ﬁ S 21—‘?{'%&““@. (4.2-50)

f=—o0 jvl/a
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Para maiores detalhes das expessoes acima, ver apéndice B.

A amplitude de espalhamento dada pelas equagoes (4.2-49) e (4.2-50) descrevem a
combinagao dos efeitos da dispira¢ao, campo magnético e da massa varidvel. Todos sao
de origem global. Observamos que (4.2-48) esta associado & blindagem via o parametro R,
a topologia por meio do parametro v, uma vez que, o mesmo depende de a e e & variagao
de massa através de {2 que depende do parametro u. Ji (4.2-46) e (4.2-47) sao de natureza

topolégica via «, 3 e .
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Conclusoes e Perspectivas

Como jid mencionamos, diferentes tipos de objetos topoldgicos podem ter sido formados
no Universo primitivo por um processo de transicio de fase. Em meio as dificuldades
tedricas e observacionais, um conjunto de idéias para se testar ou simular predi¢oes e novas
propostas em gravitacao foram lancadas nos 1ltimos anos, ao que se denominam modelos
anilogos. Sua caracteristica comum é que muitos sistemas em matéria condensada sao
descritos por equagoes formalmente equivalentes, ou muito parecidas nos devidos limites, as
equagoes de diferentes sistemas gravitacionais. Abre-se assim uma janela para reproduzir, em
laboratério, fenémenos que até o momento tem sido resultados tedricos contundentes, porém
sem verificagdo experimental. Desse modo, podemos perceber a importancia do estudo de
defeitos topologicos em matéria condensada.

Nesta dissertagao, analisamos os efeitos sobre os niveis de Landau num sistema atomico em
uma despiragdo com massa varidvel através da teoria geométrica dos defeitos de Katanaev-
Volovich. Para tal estudo, utilizamos a equagao de Schrodinger. Neste caso, obtivemos
uma expressio para os niveis de energia de uma particula e observamos que, a presenga
do defeito quebra a degenerescéncia dos niveis de energia. Comparado com os casos da
desclinacao e deslocacao, a degenerescéncia é mais fortemente quebrada devido a influéncia
de dois parametros a e B. Além disso, temos uma modificagao nos niveis de energia devido a
massa variavel (veja (4.1-24)). Note que se tomar a = 1, teremos o resultado para deslocagao

e no caso 3 = 0 sera semelhante a uma desclinagdo com massa variando com a posigéo.
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Também no contexto da teoria geométrica dos defeitos em sélidos e no ponto de vista da
mecanica quantica ndo-relativistica, analisamos o espalhamento quantico desta particula por
uma despiracao com fluxo magnético confinado numa regiao cilindrica de um sistema quantico
com massa varidvel. Neste caso, concluimos que a amplitude de espalhamento é afetada pela
blindagem, pela topologia e pelo fato da massa variar com a posicao (veja (4.2-48)).

Temos como perspectivas para extensao desse trabalho, fazermos os seguintes estudos:
Explorar outros modelos de massas varidveis existentes na literatura[20, 33] na presenca
de uma despiragao. Estes sistemas submetidos & diversos potenciais, tais como, oscilador

harmonico, potencial coulombiano, potencial de um dipolo elétrico, entre outros.
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Apéndice A

Funcoes Especiais

Neste apéndice apresentaremos algumas propriedades obedecidas pelas funcoes
Hipergeométricas Confluentes e Bessel, as quais foram usadas para calcularmos os estados

ligados e o espalhamento quantico na presenca e de uma despiracao.

A.1 Funcoes Hipergeométricas Confluentes
A equacio hipergeométrica confluente é definida por[68]

f Taw(2) + (-2 —w(z) —aw(z) =0. (A.1-1)

Esta equaciao tem somente dois pontos singulares: um regular na origem (z — 0) e um
irregular no infinito (z — 00). O ponto singular irregular no infinito é formado pela confluéncia
de dois pontos singulares regulares da equagao hipergeométrica, isto é, pelos pontos 1 e 0o[70].

A solucao da equacao diferencial (A.1-1) chamada funcao hipergeométrica confluente sera

representada por

I'(b) v= TI'(a+n)
w(z) = @) Z T 12" =1 Fi(a;b; 2). (A.1-2)

Em termos de uma série (A.1 —2) é

(a)2z (a)nz

.2 T Gt (A.1-3)

1Fi(a;;2) =1 R HE

onde, (a), =a(a+1)(a+2)...(a+n—-1), (a)o = 1.
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Uma solugdo geral da equagao hipergeométrica confluente é dada por
w(z) = A Fi(a; b;2) + B2 Fi(a — b+ 1;2 - b; 2). (A.1-4)

Comportamento assintético quando [z| — oo:

Filaeie gy~ 2A  T(O)

T6_a) 'T (a)e‘z"_b. (A.1-5)

Em relagao & convergéncia da série hipergeométrica confluente temos|70]
(i) A série converge para todo zseb# —mem =10,1,2,.

(ii) Se b # —m, a = —n, onde m e n sdo nimeros inteiros nao-negativos, a série converge.

A.2 Funcoes de Bessel

A equagao diferencial de Bessel é dada por[68]

sz,,(z) dw,(z)
i " @

+ (2> =) w, =0. (A.2-6)

Esta equagao possui as seguintes solugoes linearmente independentes

o 1 z\ U2k
Jul2) = g(“l)kr(k +OL(k+v+1) (5) (A.27)
(5
No(z) = cosvmld,(z) — J_.,(z) (A.2:8)

As fungdes J,(z) sao chamadas de fungdes de Bessel de primeira espécie, e N, (z) é conhecida
como funcoes de Bessel de segunda espécie ou fungoes de Neumann. Para v nao-inteiro, N, (z),
claramente satisfaz a equacdo de Bessel. No caso para v inteiro, entdo, J,(z) e J_,(z) sdo

solugoes linearmente independentes da equagio (A.2-6), onde representamos por

1 k v+2k
Julz) = Z k'((k i V) (2) (A-29)

J_u(2) = (-1)"J(2) (A.2-10)
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Por consequinte, a solugao mais geral de (A.2-6) para qualquer v pode ser escrita como

wy(z) = AJ,(z) + BN,(z) (A.2-11)
ou na forma
w,(z) = CLHP(2) + C2HP(2). (A.2-12)

Qualquer condigao de contorno que exija que a solugéo seja finita na origem automaticamente
exclui N,(z). Ao contrario, na auséncia de tal requisito, N, (z) deve ser considerada[67].

As fungoes, M e H® sio conhecidas por funcoes de Hankel de primeira e segunda
espécies

HWY(2) = J,(2) +iN,(2) (A.2-13)
HP(z) = J,(z) —iN,(2). (A.2-14)
+if

Isso é exatamente andlogo a considerar e = cos@ + isenfl. Para argumentos reais, HY e

2 sdo conjudados complexos. Poderemos ver melhor a extensao dessa anologia quando sao
consideradas as formas assintéticas.

Os comportamentos assintéticos das fungoes de Bessel para |z| — 0o sio[67]

Liz) — % - [z -2 (u + %)] , (A.2-15)
Ny(z) — gsen [z — (., + é)] , (A2.16)
HO(2) — /= expi [z -z (u + %)] , (A.2-17)
HP () — | = expi [ . (u + %)] . (A2:18)
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Apéndice B

Amplitude de Espalhamento

B.1 Calculo da amplitude de espalhamento f(y)

Fazendo o uso das equagoes (4.2-42) e (4.2-43) comparando os termos % e e ¥ teremos,

oo B 2 =g m : =3 l:i"!‘: :
e_E_:wEV Qp (N"’""‘(QR)e () + i a(QR)e (o )) =

\/WZ “Ha=t) \/gf(w) (B.1-1)

= B 2 —if i . ~i(Lg= i
Zm—z—dﬂ—ﬂp (NMUG(QR)E (%) _ iy, /a(Q2R)e (% )) e =

i $+Hloten i
‘/wﬂpfz littottn) (B.1-2)

- i)h-flp—kil—leixi

(1)
H() (R)

e

Isolando B através da equacao (B.1-2), obtemos

(B.1-3)

Assim, substituindo (B.1-3) em (B.1-1) e colocando €' em evidéncia, teremos

1 - if C_i%(h_t— : l_l_ﬂ) -rif;‘?_h | .
1) =\ =Zm D e HO (QR) e 317" [Niyyy/a(QR) + idj/a(QR)] -1 ¢ .
f=—oc ~

[vel /e T
(B.1-4)
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Amplitude de Espalhamento

Nesse caso usamos, e'¥ = cos @ + isiny, onde (—i) = ¢™*7 e v/i = €'5. O termo Z, que
aparece da equacao anterior, pode ser representado da seguinte maneira,

Ni1/a(2R) + idy,1/a(S2R Ji1/a(2R) — Jiu1/a(AR oo el
[ Nivel/a(2R) + idjuy/a(QR)] + Jiui/al wel/a(S2R) [1 5 ‘/(QR)](B.I-E))

: =
i [Jiwel/a(QR) + Ny /a(QR)] HY (QR)

==
ug/ar
Desse modo, a Eq.(B.1-4), sera expressa por

1 = AT o Jiel/a(2R) it
i) = N (=T s ) ,__ —1%e%. (B.1-6

Do argumento da exponencial em (B.1-6), podemos obter o deslocamento de fase & para

os casos em que, £ > [ay — fk.| e £ < [ay — Bk.], respectivamente, serd

b0 = 3 ltwp + n(ay — k)] (B.1-7)

d¢ = -;— [bwp + 7(ay — Bk.)) + wt (B.1-8)

onde, wp =7 (a™' - 1).

Assim, a expessao (B.1-6) pode ser escrita da seguinte maneira

1 S ot ; JIVI/a(QR) 2iby il
fle) = f‘(I!!«'fc’rzft.o) _ e't"i el2ibe+ily) ) (B.1-9)
V=il ,;m r u(-fl)/a(QR)

"

53

A soma 77 da Eq. (B.1-9) sera separado em dois termos:

z Q2ibetily _ Z ¢ (B.1-10)

eﬁ—oo Eu-ac
o
5 (‘P) Sa(p)

Para resolvermos esta soma, vamos usar o método de regularizagao que consiste em
acresentar ao expoente de Sy(¢) um fator convergente dentro da soma, ou seja, “ie”, de
tal forma a eliminar a divergéncia. Assim, teremos

Sa(p) = Z {eilvtic) | gitle—ia} _ 1

£=0
1 N 1
1 —eiletio ' 1 — e-ilp—ia)’

Sa(p) = (B.1-11)
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As exponenciais podem ser expandidas até primeira ordem. Neste caso, para ¢ << 1,

temos
1 1

A= e T

= 2md(sp). (B.1-12)

Para ¢ # 0 ou periodicidade préxima de 27¢, € pode ser desprezado. Entao, obtemos

Sa(p) =2r i d(p — 2nf). (B.1-13)
=0

Agora ¢ necessario fazer uma regularizagao para que a soma S; seja definida. Neste caso, a

regularizacao é feita de maneira andloga ao caso anterior e usando (B.1-7) e (B.1-8), teremos

Si(p) = 20: exp {i [Eqa —llwp +7 (B: ' 1')] }

f=—o0

+gexp {i [&p = |tlwp +7 (ﬁ: + 7)] } — exp [iw (% - «,)] (B.1-14)

ou simplesmente podemos representar a equagao (B.1-14) da seguinte forma

Si(p) = (Z: {exp [il(p- + ic)] + exp [—il (¢4 — i€)]} — 1) (2 47) (B.1-15)

=0

onde, py = p X wp.

Observar-se que (B.1-15) pode ser escrita por uma parte real e outra imagindria, ou seja,
S:1(p) = Re[S:] + iIm|S;]. (B.1-16)

A parte real é dada por
Re[S;] = iwiexp [im(ay — Bk.)o(¢ — wp — 27€) — 6(p +wp — 2m€)].  (B.1-17)

£=0

Usando algumas identidades trigonométricas, a parte imaginaria serd expressa por

sen(wp)
Im|S;] = — Bk B.1-18
Logo, podemos representar a amplitude de espalhamento total (B.1-9) na forma
1
fly) = [S1() — S2(p) — Sa(¥)] (B.1-19)
—27Q2
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