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RESUMO

Neste trabalho utilizamos o formalismo de primeira ordem para obter solugdes cos-
molégicas em um cenario de mundo brana no qual nosso Universo quadridimensional é
considerado como uma 3-brana imersa em um bulk penta-dimensional. Consideramos o
caso em que a cosmologia é regida por um campo escalar real. Mostramos como podemos
utilizar uma continuagao analitica para estabelecer uma correspondéncia entre cosmologia
de branas e paredes de dominios, que nos permite obter solugées que podem descrever
paredes de dominios de uma maneira simples e direta. Finalmente, destacamos o papel

do correspondente ao parametro de desaceleragao obtido através da continnacgao analitica.



ABSTRACT

In this work we use the first-order framework to get cosmological solutions in a bra-
neworld scenario in which our quadridimensional Universe is considered like a 3-brane
embedded in a five-dimensional bulk. We consider the case in which the cosmology is
governed by a real scalar field. We show how we can use an analytic continuation to sta-
blish a correspondence between brane-cosmology and domain-wall, which allow us to get
solutions that can describe domain-wall in a simple and direct way. Finally, we contrast

the corresponding desaceleration parameter role gotten by analytic continuation.
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Capitulo 1

Introducao

A Cosmologia foi consolidada com o advento da Teoria da Relatividade Geral, elabo-
rada por Albert Einstein. Baseada nesta teoria e apoiando-se em outros postulados como
o principio cosmolégico e o postulado de Weyl, foi possivel se estabelecer modelos que
ficaram conhecidos como modelos do tipo Big Bang, nos quais o Universo teria surgido
de uma singularidade e em seus primordios se encontrava com uma densidade de energia
e temperatura extremamente elevadas |1, 2, 3].

Tais solugoes sdao obtidas a partir das chamadas equagoes de Friedmann, que descrevem
a dindmica do Universo como um todo.

Embora o modelo tipo Big Bang tenha se estabelecido como o Modelo Cosmolagico
Padrao (MCP) devido a enorme concordéncia em descrever boa parte do que conhece-
mos sobre o Universo hoje, juntamente com algumas confirmacgoes de predigoes teoricas
verificadas observacionalmente, sabe-se que o referido modelo possui alguns problemas.

Uma das principais propostas existentes na literatura utilizadas para solucionar vérios
problemas do MCP trata-se de considerar um cendrio onde o Universo passa por uma
fase inflacionaria, onde sofre uma expansao extremamente rapida. Um possivel agente
causador da inflagao pode ser a presenga de um campo escalar.

Outros problemas investigados em Cosmologia se tratam da recente descoberta de que
o Universo se encontra em uma fase de expansao acelerada, o que requer a existéncia

de um novo componente que responda por cerca de 3/4 do contetudo total de energia do



Universo, conhecido como energia escura [2, 3, 4].

Uma das formas de se considerar propriedades da energia escura consiste em admitir
um cendrio onde a dindmica do Universo seja dominada também por um campo escalar
(com propriedades semelhantes ao campo escalar responsavel pela inflacao). Uma impor-
tante dificuldade relacionada a descricao de tais propriedades se deve a um fato intrinseco
da propria cosmologia, que por ser governada pelas equagdes cie Einstein, resultam-se
equagoes diferenciais ndo-lineares em geral de dificeis resolugoes.

Além disso, ao se considerar campos escalares no modelo, outras equacoes devem ser
acrescentadas, aumentando ainda mais tal dificuldade. Por este motivo, investigacoes
acerca da identificacdo das propriedades gerais nas equagdes de movimento na presenca
de campos escalares constitui um tema relevante.

Neste trabalho nos focalizamos no estudo da cosmologia de branas |5, 6] na qual
se considera o nosso Universo quadridimensional como a uma 3-brana imersa em cinco
dimensoes. Como veremos, as equagoes de Friedmann sdo modificadas devido a existéncia
de uma dimensao extra. Mais especificamente, a densidade de energia contribui com a
porgao linear padrao e uma outra quadrética tipica de cosmologia de branas.

Dentro deste contexto, vamos nesta dissertacao explorar um método conhecido como
formalismo de primeira ordem, que permite intercambiar as equagoes de movimento com
as quais temos que lidar para descrever a dinamica do sistema, usualmente de segunda
ordem, por equagoes diferenciais de primeira ordem |7, 8|.

A partir de tal método podemos determinar solugoes cosmoldgicas de uma maneira
alternativa simples e bastante direta. Além disto, consideramos como tal formalismo pode
ser utilizado para determinar solugoes também num contexto de cosmologia de branas e
de paredes de dominio, estabelencendo assim uma correspondéncia entre estes.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2, fazemos uma breve
revisao sobre o Modelo Cosmolégico Padrao, no qual utilizando a métrica de Friedmann—
Robertson-Walker (FRW) e as equagoes de campo de Einstein, determinamos as equagoes

de Friedmann, que fornecem a dinamica do Universo em larga escala; onde abordamos



ainda alguns aspectos relacionados as consequéncias observacionais do modelo. No ca-
pitulo 3, abordamos alguns problemas do MCP e introduzimos um cenério inflacionario
regido por um campo escalar, e mencionamos brevemente problemas recentes discutidos
em Cosmologia. No capitulo 4, mostramos como podemos utilizar o formalismo de pri-
meira ordem para intercambiar as equagoes de movimento para equagoes diferenciais de
primeira ordem, e assim, obter solu¢oes mais facilmente. Mostramos também aplicacoes
de tal formalismo em Cosmologia de Branas, e como através de uma continuacao anali-
tica, podemos estabeler uma correspondéncia entre estas tltimas solugoes e paredes de

dominios.



Capitulo 2

Cosmologia

Neste capitulo abordamos a cosmologia em seus aspectos mais basicos. Discutimos
0s pressupostos tedricos nos quais ela estd baseada, a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) e como obter as equagoes de Friedmann, com as quais podemos determinar
a dinamica do Universo. Expomos algumas solugoes de tais equagoes, que sao conhecidas

como modelos FRW, e discutimos um pouco sobre as bases observacionais da cosmologia.

2.1 Pressupostos Basicos da Cosmologia

A Cosmologia Moderna estd baseada em trés pressupostos tedricos, a saber, a Teoria
da Relatividade Geral, o principio cosmologico e o postulado de Weyl.

Pelo fato da cosmologia se tratar do estudo da dindmica da estrutura do Universo como
um todo, torna-se conveniente, a priori, considerar o estudo da estrutura de tal sistema
em larga escala. Nesta escala apenas a interagio gravitacional se mostra relevante, e por
isso, justifica-se a utilizagao da teoria da relatividade geral.

O segundo postulado no qual a cosmologia moderna se baseia ¢ conhecido como princi-
pio cosmologico, o qual admite que o Universo é homogéneo e isotropico em larga escalal.

Nao obstante, ao se afirmar que o Universo é homogéneo e isotropico, poder-se-ia

ensar que estamnos alirmando gue o espaco-ie o possui tais pr 1ed: S. 1 ntanto,
p q t fi do g spago-tempo possui tais propriedades. No entanto

L Afirmar que o Universoe ¢ homogéneo significa dizer que cle ¢ 0 mesmo em gualguer lugar; ja afirmar
que cle é isotropico significa dizer que ele parcee o mesmo independentemente da direciao em que se olhe.

4



0 que se verifica observacionalmente ¢ que o Universo é homogéneo e isotrépico apenas
espacialmente, e evolui no tempo [4].

A partir disto, podemos enunciar o principio cosmolégico de uma maneira mais precisa:
Existe um tempo césmico® t, no qual ao se tomar t = cte, o espago se apresenta como
hipersuperficies homogéneas e isotropicas.

Desta forma, o principio cosmolégico requer que o espago-tempo possa ser “fatiado” ou
“folheado” em hipersuperficies espaciais que sdo esfericamente simétricas sobre qualquer
ponto destas [9] (veja a figura [2.1]).

O terceiro pressuposto da Cosmologia Moderna é conhecido como postulado de Weyl.
Em esséncia, este postulado considera que um fluido permeia o espaco-tempo e que as
galaxias se movem nele como “particulas fundamentais”. Tal postulado requer que as
geodésicas® destas “particulas” sejam ortogonais a uma familia de hipersuperficies espaciais

9] (veja a figura [2.2]). Isto permite que tal substrato possa ser descrito como um fluido

WA

Isometry mapping /
one por to another
S e =t
i
{ / /77
T B e R
| ;" i oot ¥ -" /
i il 1
o 5 J‘l
t—u—-__il,‘_f
Figura 2.1: Hipersu- Figura 2.2: Geodésicas das
perficies espaciais em “particulas” do sustrato
diferentes intantes perpendiculares a uma fa-
milia de hipersuperficies
espaciais

perfeito.
Apesar do movimento das galaxias nao seguirem este movimento exatamente, o pos-

tulado de Weyl reflete aproximadamente a situacao atual do nosso universo.

20 tempo cosmico pode ser entendido como o tempo proprio de observadores que véem o Universo
homogéneo e isotrépico.

3Grosso modo, podemos entender geodésica como sendo a curva de menor comprimento que une dois
pontos.



2.2 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

De acordo com a teoria da relatividade geral o espaco-tempo pode ser entendido como
uma variedade Riemanniana’, quadridimensional, com curvatura e localmente lorentzi-
ana® [10].

O objeto geométrico central da variedade Riemanniana é o tensor métrico, Guw, que é
fungao do ponto na variedade. Todas as propriedades geométricas de wma Variedade sio
determinadas a partir dele: norma, paralelismo e curvatura [10]; com isto se justifica a
importancia de se conhecer a métrica de um espago.

Apoiando-se nos trés pressupostos basicos mencionados no item anterior, pode-se mos-
trar que a métrica® que descreve o espaco-tempo em larga escala é dada por™:

dr?

L .
ds® = —dt* + a*(t) (m

+7? (a’.(92 + sin? Gdapz)) (2.2.1)

onde k é a constante de curvatura, que pode assumir os valores —1, 0 ou +1, e a(t) é uma

fungao do tempo que age como coeficiente da parte espacial da métrica, que é chamada

de fator de escala. Tal métrica é chamada de métrica de Friedmann-Robertson-Walker.
Para cada valor especifico da constante de curvatura a geometria do espago assume

uma forma:

—1 = geometria hiperbélica
= 0 = geometria plana (2.2.2)
+1 = geometria esférica

Como esté ilustrado nas figuras [2.3], [2.4] e [2.5].

2.3 A DinAmica do Universo

Uma vez conhecida a métrica FRW podemos perceber claramente que, independente-

mente da curvatura k, existe apenas uma fungéo do tempo (fator de escala) que determina

1Uma nocao de variedade abrange a idéia de um espaco que pode ser curvo e ter uma topologia
complicada, mas que em regides locais ele se assemelha a um espacgo euclidiano, onde sao validas as
nocoes basicas usadas neste espago na analise de conjuntos, fungoes e coordenadas [11].

5Que localmente obedece as transformagdes de Lorentz.

SRessaltamos aqui que o termo descrito pela equacio (2.2.1) é, na verdade, o elemento de linha. No
entanto, por abuso de linguagem, tal termo as vezes é referido como sendo a prépria métrica, isto pode
ser justificado pelo fato de que o elemento de linha ¢ escrito em termo dos elementos da métrica.

"Para uma deducio desta métrica consulte o apéndice A.
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Figura 2.3: Espago hi- Figura 2.4: Espaco plano Figura 2.5: Espacgo esfé-

perbélico rico

a evolugao dos modelos, agindo como coeficiente da parte espacial da métrica [12].
Devido a relevancia desta func¢ao, procuraremos agora estabelecer equacdes que nos

permitam determinar sua evolugdo, e conseqiientemente, a evolu¢ao dos modelos. Para

isso, além da propria métrica FRW, nos utilizaremos das equagoes de campo de Einstein

em sua forma mais geral, isto €, com o termo cosmologico (Ag,,,)®

1
R,uu el 'z'gy.uR + -/\gw/ — BTFGTMU (233)

onde R,, e R sdo o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente (os quais
estao associados ao tensor de Riemann R, que descreve a curvatura do espago), T, é
o tensor energia-momentum, que descreve a distribuicdo de energia do Universo, G é a
constante gravitacional Newtoniana e A é a constante cosmologica.

Podemos ainda reescrever tal equagao simulando o termo cosmolégico por meio de um

tensor energia-momentum de um fluido perfeito. Com isto temos

1 A
R,‘.‘.V - EgﬂuR = 8rG (T;w + T}E,,)) (234)
onde Tﬁﬁ) = —ﬁgw = —pPAGuw, sendo p, a densidade de energia da constante cosmolé-

gica.

A partir de agora escreveremos entao a equacao de Einstein da seguinte forma
1 E
R;w - Eg;wR = Sﬂ'GrT;w (230)

admitindo que o tensor energia-momentum 7}, inclui o termo cosmolégico.

SEste termo foi inicialmente introduzido por Einstein em sua equaciio para que ele pudesse obter uma
solugdo que descrevesse um universo estacionario.



Do mesmo modo que as equagoes de Maxwell revelam como os campos elétrico e
magnético respondem & cargas e correntes, a equacao de campo de Einstein nos mostra
como a métrica responde a distribui¢ao de energia e momentum. Tal equacio foi uma
enorme contribuigdo de FEinstein, uma vez que ela possui um tensor T, que cumpre
um papel de fonte da energia [12]|. Quanto aos tipos de fontes, destacam-se trés como
principais: Matéria, Radia¢do (ou matéria ultra-relativistica) e Constante Cosmolégica.

Tais fontes podem ser descritas como fluidos perfeitos. O tensor energia-momentum

que descreve um fluido perfeito pode ser escrito na seguinte forma covariante
T = (p+p) UU, + Py (2.3.6)

onde U, é o campo de quadri-velocidade do fluido, p ¢ a densidade de energia e p a pressao
do fluido.
Sabemos que num sistema de coordenadas co-moveis’, as componentes da quadri-

velocidade assumem os seguintes valores
U= 1,00, 6) (2.3.7)

ou U, = (-1,0,0,0). Com isto, o tensor energia-momentum torna-se

p 0 0 0
0
T,, = 2.3.8)
u 0 gup (2.3.8)
0
onde os indices i e j variam de 1 & 3, e cuja correspondente trago dado por
I'=T}=-p+3p (2.3.9)

Por outro lado, ao multiplicarmos a equagdo de Einstein (2.3.5) pela métrica inversa,

g"¥, obtemos o seguinte resultado
R = —8nGT (2.3.10)

Substituindo-o na prépria equacdo de Einstein, obtemos uma equacao para o tensor

de Ricci em termos do tensor energia-momentum e seu trago

1
R = 8nG(Thp — igw,T) (2.3.11)

9Ver apéndice A.



Por outro lado, pode-se determinar as componentes do tensor de Ricci utilizando a
métrica FRW para calcular o tensor de Riemann (através da equacgio (A.7)) e tomar a
contracao neste ultimo em rela¢ao ao primeiro e terceiro indices. A partir de tal procedi-

mento se obtém as seguintes componentes nao nulas do tensor de Ricci

B —32 (2.3.12a)
i v .9
Ri="3 (aii + 24° + 2k) (2.3.12b)

onde i =1,2,3.
Comparando agora a equacao (2.3.11) com os respectivos indices 00 e i7 com as equa-

goes (2.3.12), obtemos

. i

Ry = “3% =8rG (Tm e 59{)0T) (2.3.13a)
i ; 1

R; = i—z (aa + 2% + gk) = 8nGG (T:n = 59“"?) (2313b)

Sustituindo os devidos valores das componentes do tensor energia-momentum e seu

traco, obtemos respectivamente as equagoes

dnG

2 e T 5 5 (2.3.14a)
a 3

&, N B

a a 2k

-+ (E) +—5 = 4nG (p+p) (2.3.14b)

Agora, das cquacoes (2.3.14), obtemos finalmente a chamada equagio de Friedmann

(E)z _&G _k (2.3.15)

a 3 a?

Com isto, determinamos uma equagao que nos permite obter a histéria completa da
evolugao do fator escala, e consequentemente, determinar a dindmica do universo.

Para resolvermos tal equacgdo precisamos conhecer o comportamento da densidade
de energia em relacdo ao fator de escala. Para isso, consideramos a componente zero

da equacao da conservacao da energia, dada pela derivada covariante do tensor energia-



momentum

V. I =0 (2.3.16a)
BT + DTy =TTy =0 (2.3.16b)
= 8sp — 3% (p+p) =0 (2.3.16c)

Além disso, sabemos que as fontes de energia consideradas podem ser tratadas como
fluidos ideais. Os fluidos, por sua vez, se diferenciam por suas equacoes de estado. Mas

no caso de tais fontes, as equagoes de estado se reduzem a seguinte forma:
pP=uwp (2.3.17)

onde w é uma constante para cada tipo de fluido:

(a) Para a matéria: w=0 = p=0

(b) Para a radiagao eletromagnética (matéria ultra-relativistica): w = % = p= %p
(c) Para a constante cosmologica: w = -1 = p=—p
Temos assim uma equagio de estado para cada tipo de fluido.
Substituindo entdo a eq. (2.3.17) na eq. (2.3.16) obtemos
L= B (41 (2.3.18)
1] a
¢ finalmente integrando-a, temos:
p= poa—3(1+u). (2319)

onde admitimos ag = 1 em t.
Desta forma, podemos conceber o comportamento da densidade de energia de cada
tipo de fonte de acordo com o fator de escala:
(a) Para a matéria: w =0 = pp = popa™>
(b) Para a radiagdo eletromagnética (matéria ultra-relativistica): w =3 = pg =
Pona"4
(c) Para a constante cosmologica: w = -1 = pp = pos = '&—LC

Com as funcoes acima podemos obter o grifico exposto na figura 2.6, o qual nos
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Figura 2.6: Comportamento da densidade de energia de cada uma das fontes de acordo
com a evolugdo do fator de escala

permite concluir que a evolugao do universo pode ser divida em trés eras distintas
(a) A era dominada pela radiacao;
(b) A era dominada pela matéria;
(¢) A era dominada pela constante cosmologica;
Agora que conhecemos o comportamento das densidades de energia das diferentes

fontes, podemos reescrever a equacao de Friedmann como

o\ 2
a 8rG k
. e e 23
(a> P (2.3.20)
a 871'(}' k
() = e e+ Pt Pa)——g (23.21)
a a?
Cxn2
a\~ _ 8nG o _q, A k
(a) =3 (pOMO + pora + %) ) (2.3.22)

Podemos ainda reescrever esta tltima equacao simulando a curvatura k como sendo

também uma densidade de energia de modo que tal equagio se torna:

. %

a 8r G 4 A 3k

8 o 9393
(a) 3 (p oma ™+ pord™" + g SWGGQ) SR

ou ainda

. 2
@ . A k Sﬂ'G Pon 87TG POR
(_) B L U L (2.3.24)

Podemos entao perceber que as solugaes dadas pela equacao de Friedmann dependerao
do valor assumido pela constante de curvatura & (=1 ou 0 ou 1) e do sinal da constante

Cosmolégica A.
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Segue-se na tabela (2.1) uma colegao de graficos referentes as solugdes da equacio
(2.3.24) que mostram todas as possibilidades.

Tabela 2.1: Modelos de Friedmann

| | : A>0 la A=D Ja A<0 |
k=0 : - /_\;
ﬂA>AC mAzAc rj%>A>0 ) )
7
E=+1 S : T t :

Eles estao divididos em trés classes maiores, de acordo com os valores assumidos pela
constante de curvatura, & = —1,0, +1, e subdivididos em 3, 3, e 8 sub-casos, respectiva-
mente, dependendo do sinal ou valor de A.

Segue-se entao uma breve descricao sobre cada um dos modelos.

(1) k= =1, A > 0. Este & um modelo que se expande indefinidamente, mas que possui
‘um kink’ onde a taxa de expansao diminui por um periodo e volta a subir posteriormente
aproximando-se assintoticamente da fungdo exponencial exp[(A/ 3)!/2t]. Inicialmente a
taxa de expansio varia com %3,

(2) k= =1, A = 0. Este ¢ um modelo que se expande indefinidamente sem kink e
varia assintoticamente com .

(3) k = —1, A < 0. Neste caso a constante cosmolégica produz um efeito atrativo
e eventualmente para a expansdo e forca o modelo a colapsar, levando-o a um evento
chamado big crunch. Este modelo ¢ as vezes chamado de modelo oscilante devido ao fato
de existir a possibilidade de que ele oscile indefinidamente com um ciclo seguido de outro.

(4) k=0, A > 0. Este modelo possui caracteristicas idénticas ao modelo (1).
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(5) k=0, A = 0. Este modelo é chamado de Einstein-de Sitter onde a o t¥/3.

(6) k=0, A < 0. Este & um modelo oscilante.

Para os casos em que & > 0, ha mais possibilidades devido a existéncia de um valor
critico positivo da constante cosmolégica A, e um valor critico associado ao fator de escala
a.. Temos entao:

(7) k >0, A > A.. Este é o modelo de Lemaitre e é semelhante aos modelos (1) e (4).
No entanto, quando A assume valores proximos a A, um kink mais pronunciado surge, o
que descreve uma espécie de descanso da expansao nesse periodo.

(8) k> 0, A = A.. Ha trés possibilidades neste sub-caso, que dependerio do valor da
constante de integracao.

(8-a) Este & o modelo Estatico de Einstein no qual a atracao gravitacional é exatamente
contrabalanceada pela repulsao cdsmica ocasionada pela constante cosmolédgica, sendo
portanto o fator de escala constante.

(8b) Este & um modelo que assintoticamente se aproxima do universo estatico de
Einstein.

(8—) Este & o modelo de Eddington-Lemaitre no qual ao se regressar de volta no
tempo o modelo se aproxima assintoticamente do universo estatico de Einstein. E um
modelo que se expande assintoticamente se aproximando de fungio exp[(A/3)Y2].

(9) k > 0, A, > A > 0. Neste caso ha duas possibilidades que dependerao da constante
de integracao.

(9-a) Um modelo oscilante.

(9-b) Este modelo possui uma fase inicial de contracéo seguido por uma fase de ex-
pansao na qual o fator de escala permanece sempre positivo. E simétrico em relacio a
seu ponto de minimo com R o exp|(A/3)'/%t] para t — oo e R oc exp[(A/3)1/%(—t)] para
t — —o0.

(10) & > 0, A = 0. Um modelo oscilante.

(11) k>0, A < 0. Um modelo oscilante.

Um fator importante que deve ser notado na maioria dos modelos acima é que o fator
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de escala se comporta de modo que quandot = 0 = a -+ 0. Para um fator de escala
nulo, a métrica nao é bem definida. Com isto, podemos dizer que em tais modelos o
Universo surgiu de uma singularidade. Modelos com essa caracteristica sio chamados de
modelos do tipo Big Bang.

Concluimos entdo que a equagdo de Friedmann ndo conduz a apenas uma solucio,
mas a varias solucoes. Devemos entdo, confrontar predigoes especificas de fendmenos de
cada modelo com os dados observacionais obtidos a partir de experimentos/observacoes
confidveis. Baseado no resultado das observagoes é que se sabe se determinado modelo

deve ser abandonado, revisado ou estendido para acomodar os dados.

2.4 Consequéncias Observacionais

As evidéncias observacionais das propriedades do Universo em que vivemos provém
de alguns parametros cosmologicos. Deste modo é necessario conhecé-los para se ajustar
quantitativamente o modelo ao mundo real, ou eventualmente para evitar discrepancias

entre estes dois.
2.4.1 Parametros observaveis
Define-se o parAmetro de Hubble como

H(t) = % (2.4.25)

onde H~! tem dimensao de tempo. Este € um parametro observével cujo valor atual H,
pode ser medido a partir da lei de Hubble (que serd mostrada no item a seguir). Segundo

dados atuais do WMAP™ pode-se afirmar que
Hy* ={13,78 40, 19 = 1 (2.4.26)

em numeros de anos.

10A Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) & uma sonda da NASA feita com o propésito
de estudar o espago profundo e medir as diferengas de temperatura que se observam na radiagao cosmica
de fundo em microondas.
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Define-se densidade critica como sendo a densidade que o universo teria se fosse espa-

cialmente plano, tomando & = 0 na equacao de Friedmann, obtemos

BH"

Pe = 7

(2.4.27)

Com isto vemos que se conhecemos o parimetro de Hubble podemos determinar a

densidade critica atual, que é dada por
pe = 0,95 x 107*#¢g/em? (2.4.28)

valor este equivalente a 6 protons por metro cabico.

Uma vez definida a densidade critica, podemos definir o pardmetro de densidade

Q=L (2.4.29)

Disto temos que

£ > po = 1>1 = k=+1
£ = o = 1=1 = k=0 (2.4.30)
p < po = <l = k=-1

Um outro paradmetro de muita importéncia é o chamado parametro de desaceleracao,

definido por

ifa :
qg=-23 (2.4.31)

onde para ¢ > (0 temos uma aceleraciao negativa, ou seja, o universo se encontra em

expansao desacelerada, e para ¢ < 0 o universo se encontra numa expansio aceleradal3,

10, 12.

2.4.2 O redshift e a leli de Hubble

O redshift corresponde a uma alteragao na forma como a frequéncia das ondas de luz
é observada em funcao da velocidade relativa entre a fonte emissora e o receptor.

Devido a invaridncia da velocidade da luz no vicuo e admitindo um emissor e um
receptor em repouso relativo, um raio de luz é captado como uma cor padrao em fungao

de sua frequéncia. Se houver uma aproximacao relativa entre o emissor (fonte de luz)
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e o receptor, este tltimo observa um desvio para frequéncias mais elevadas (desvio para

o azul). Ja se houver um afastamento relativo, o receptor observador perceberid um

desvio para frequéncias mais baixas (desvio para o vermelho ou redshit). No contexto

cosmologico, o redshift ocorre devido & expansdo do Universo |2, 4, 9, 12].

Podemos utilizar o redshift para determinar o valor do fator de escala. Para isso,

consideremos um sinal luminoso radial emitido por um observador P e recebido por um

observador O (ver figura 2.7).

{£..8)

0's world-tine -
Figura 2.7: Sinal luminoso pro- Figura 2.8: Sinais lumino-
veniente de um emissor P e re- S0S sucessivos provenientes
cebido por um obervador O de um emissor P e recebi-

dos por um observador O

Consideremos também que o raio luminoso segue uma geodésica nula e que é radial;

com isto temos que
ds* =d0 =dp=0

Substituindo estes valores na métrica FRW obtemos

dt dr

a(t) (1-— k:rz)l/2

que integrando, nos da

Wi = [ —m = 1)
LEQ_ Au—mwﬂ_o(ywmm“ :

onde adotamos o sinal negativo por convengao e onde ainda

arcsin(ry), k=41
f(T]) = T1, k=0
arcsinh(ry), k= -1
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é a distancia co-movel entre o emissor e o receptor.

Consideremos agora dois raios luminosos sucessivos emitidos de P nos instantes ¢; e
t1 + dty, e recebidos por O em tj e tg + dtg, respectivamente (ver figura 2.8).

Admitindo que O e P continuam sendo co-méveis e que o fator de escala a(t) nio sofre

uma variacao apreciavel nos intervalos dtg e dt;, podemos deduzir que

to+dtg dt to t
[ i
n+su alt) noa(t)
to+dtg dt t14+48t dt
f A / . (2.4.37)
to a(‘t) i1 a(t)
oto atq

ate)  alty) (2.4.38)

Agora, suponhamos que d6{; é o periodo de oscilacdo de um pulso medido pelo obser-
vador P e dty é o periodo de oscilagao de um pulso medido pelo observador O. Com isto

temos

a(t
pa (tg) = Vla(fl) = = --(--1-)*1/1 (2439)
a (to)
onde vy é a frequéncia do pulso observado e v é a frequéncia do pulso emitido.
Notemos que para um Universo em expansao a(ly) > a(t;), e portanto se deve observar

1y < 11, ou seja, um desvio espectral para o vermelho (por isso o nome redshift).

Define-se entao o fator de Redshift como

= (2.4.40)

Tomando a(ty) = 1 como sendo o fator de escala nos dias de hoje e a(t;) = a(t) como

sendo o fator de escala em um instante qualquer do Universo, podemos escrever

1

=
142

(2.4.41)

Através desta equagdo podemos determinar o fator de escala do Universo, bastando
para isso conhecer o valor do redshift correspondente a radiacao emitida em uma deter-

minada época.



Para o caso em que os observadores P e O podem ser considerados ‘préximos’, pode-
se dizer que o intervalo entre o instante de emissdao e o instante de recepcdo 4t é bem
pequeno, de modo que temos {5 = ¢; + 0t. A partir disto podemos reescrever a equacao

(2.4.40) como

P Gﬂ(to) ~ Cl-(to) e B fl(to) -1
e a(to—dot)  alte) — alto)dt (1 a(to)&) (2.4.42)

onde expadimos o denominador em série de Taylor até o termo de primeira ordem.
Expandindo agora o ultimo membro da equagio anterior e considerando novamente

até o termo de primeira ordem, obtemos

a(to)
1+221+ ot 2.4.43
allo) B
que nos leva a
z2= H(tp)dt (2.4.44)

onde H(ty) = a(tg)/a(ty) é o parametro de Hubble.

Da equac@o (2.4.34) temos que

oo dt 5t
-/to—dt @ = f(TO) == m = f(?’o) (2_4‘45)

0 que nos permite reescrever a equagao (2.4.44) como se segue
22 Hto)a(t)f(r) (2.4.46)
ou ainda
z = H(ty)d, (2.4.47)

onde d, = a(t)f(r) é chamada de distdncia propria, que nada mais é que a disténcia
co-mével corrigida pelo fator de escala.
Pode-se interpretar z como uma velocidade de recessio (devido ao resultado do efeito

Doppler). Ao se fazer isto obtemos uma relagao similar a lei de Hubble, dada por

v = Hyd, (2.4.48)
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que nos diz que a velocidade de recessdo observada é diretamente proporcional as distan-
clas.
Hubble descobriu esta relacao estudando a luz emitida pelas galdxias mais préximas,

o que lhe permitiu estabelecer o diagrama (2.9).

wekoridadle fHemis;
%
T

3 5

htancis et e anoeuz

Figura 2.9: Dados obtidos por Hubble que lhe permitiram concluir que o universo estava
enm expansao

No entanto, a lei de Hubble é satisfeita apenas para galidxias que nao estdo muito
distantes, ou seja, apenas para ‘disténcias pequenas’. Quando o redshift nao é muito
pequeno, nés temos que repensar cuidadosamente o que entendemos por ‘distancia’ em
cosmologia, pois a distancia fisica instatanea (distancia prépria) é uma construcao con-
veniente, mas nao em si observavel, ja que observagoes sempre se referem a eventos sobre

nosso cone de luz passado, e nao em nossa hipersuperficie espacial atual [4].

2.4.3 Radiacao Césmica de Fundo

Uma previsao importante obtida com base em modelos do tipo Big Bang ¢ a existéncia
de uma radiagao eletromagnética distribuida homogénea e isotropicamente. Esta radia-
¢do, usualmente chamada de Radiagdo Coésmica de Fundo (CMB - Cosmic Microwave
background) foi prevista em 1948 por George Gamow, Ralph Alpher e Robert Herman e
confirmada por Arno Penzias e Robert Woodrow Wilson em 1965 |[3].

Medidas obtidas pelo satélite COBE (Cosmic Background Explorer) em 1989 indicam
que a relacao entre a intensidade da radiagdo césmica de fundo com respeito a frequéncia,

apresentam uma incrivel concordancia com a distribuicao de um corpo negro, que é dada
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por

h w3
ﬂ-QCS eﬁw/k‘.ﬂT ]

w(w)dw = (2.4.49)

onde 1 é a constante de Planck, w € a frequéncia, ¢ a velocidade da luz, kj; é a constante
de Boltzmann e T' a temperatura.
O melhor ajuste da curva da distribuigdo do corpo negro com relagao a distribuicio

da CBM se da para uma temperatura igual a 2, 725K (veja a figura [2.10]).

=3

10 emseciom’steroradianoie

Frequéncia

Figura 2.10: Concordancia entre a distribuigao do espectro da radiaciao de um corpo negro
e a radiacao cosmica de fundo obtida pelo satélite COBE.

Sabendo que a densidade total de energia da radiacao ¢ dada por

PR = /0 w(w)dw = 15(:3.713T (2.4.50)

T ox — (2.4.51)

o que nos permite concluir que quando a — 0 = T — <.

A partir disto podemos estabelecer uma idéia de como era o Universo primordial. Dai
a justificativa do modelo ser chamado de hot Big Bang. Este cenério satisfaz as condigoes
necessarias para o processo de formacao de elementos (chamado nucleossintese) prevista
pela fisica nuclear.

Pode-se entao estabelecer o quadro de que o Universo primordial é constituido de

uma mistura de particulas elementares ultra-relativisticas que a medida que o Universo
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se expande, diminuindo sua temperatura, podem formar estados ligados. Neste cenario,
temos que o universo serd inicialmente dominado pela radiacido e posteriormente pela
matéria.

Considerando a razao entre as densidades de radiacdo e matéria, obtemos:

PR _ PHEO (99) = L8 (3 ¢ 2) (2.4.52)

Py Pmo N @ PMO
Para o momento em que as densidades de matéria e radiagao contribuem igualmente

para a densidade de energia do universo, temos

1+ Zigualdade — M (2453)

FRO
Utilizando os valores atualmente observados da densidade de radiagdo e de matéria
(incluindo méteria escura) obtemos o valor zjguaigace = 3600. A partir de estudos da
termodindmica do Universo primordial se pode mostrar que a temperatura do universo

em expansao esta relacionado ao fator de escala por [1]
T=Ty(1+4+2) (2.4.54)

onde Ty = 2, 75 K.

Com isto, para um redshift da ordem de 3600 temos T = 9800K. Esta é entdo a
temperatura na qual ocorre a fransicio da era da radiagdo para a era da matéria. No
entanto, a esta temperatura fétons e elétrons continuam interagindo via espalhamento
Thomson. Mas com a diminui¢ao da temperatura ocorre o processo de captura dos elétrons
livres pelos micleos ionizados (processo chamado de recombinagio) e com isto os fétons
nao sao mais espalhados ¢ desacoplam definitivamente da matéria.

Este ultimo espalhamento ocorreu em z = 1100 quando a temperatura do universo era
de 3000/, e & usualmente referido como superficie do tltimo espalhamento. Esta radiagao

primitiva é justamente a radiac¢ao cosmica de fundo.
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Capitulo 3

Inflacao

Neste capitulo abordaremos alguns problemas caracteristicos do Modelo Cosmolégico
Padrao e mostraremos como uma inser¢ao de um mecanismo inflacionirio pode resolver
tais problemas. Abordaremos principalmente um cenéario inflacionario causado devido a

predominancia da energia potencial de um campo escalar e desenvolveremos sua dinamica.

3.1 Inflagao

Devido as confirmagoes das previsoes tedricas estabelecidas pelo modelo do Big Bang,
desenvolvido a partir de solugdes encontradas da equagdo de Friedmann, tal modelo ga-
nhou credibilidade de modo que passou a ser considerado como o Modelo Cosmolégico
Padrao (MCP). Apesar da concordancia de tais previsdes com as evidéncias observa-
cionais, o referido modelo encontra dificuldades em explicar algumas caracteristicas do
Universo.

Tais dificuldades sao usualmente referidas como problemas do modelo. A titulo de
ilustracao, abordaremos dois destes problemas, a saber, o problema do horizonte e o

problema da planaridade.
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3.1.1 Problemas previstos pelo Modelo Cosmologico Padrao

Considere um evento P que acontece em um determinado ponto do espago-tempo.
Define-se horizonte de particulas em relagio ao ponto P como a regiao que contém eventos
que podem ter influenciado o evento P. Afim de calcular a distancia de tal horizonte (raio)
considere um raio de luz que se propaga radialmente. De acordo com a equagdo (2.2.1)
temos que a distancia co-moével de um féton que viaja entre os instantes t; =0 e t, = tp

de uma posigdo O & uma posicio P sera dada por!

e dt
AXP—/O (-L(T) (3.1.1)

Para obtermos a distancia fisica em um instante £ qualquer simplesmente multiplica-

mos por a(t), de modo que, para nosso caso, temos

0 —ate) [ (312)
dhor(t) = altp / — B.12
o alt)
Sendo a(t) uma fun¢do monotoénica, temos que
da . a I
da = —dt = da = adt = da = —adt = da = Hadt = dt = —da (3.1.3)
dt a aH
e com isto
al(tp) 1
(f,«,or(tp) == a(l',p)/(; ﬁda (314)

Calculemos entdo o horizonte de particulas num universo dominado pela matéria.

Neste caso temos que

n) 3/2 "
H = Hy (?) (3.1.5)
o que nos leva a
3/2 ‘_
dhm.(fp) = QHl;l (3—‘{3) = QH[}_l (1 + Zp)_dﬂ (316)
0

Este é entao o raio de um horizonte de particulas num universo dominado pela matéria.

Pode-se mostrar que o horizonte de particulas num universo dominado pela radiagao é

LOnde aqui y denota uma nova coordenada radial que pode ser obtida de modo que dy = dr/v/1 — kr2.
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menor; e com isto, podemos estabelecer um limite superior para o horizonte de particulas
em qualquer época. Para a época da recombinacao, quando t = ¢*, a = a(t*) e 2* = 1200,
temos que
i . ap 3/2 " L
dhor () < 2H; L (?) = 9H71 {1 + zp) 2 (3.1.7)
De forma andloga, podemos estimar o raio da Superficie do Ultimo Espalhamento

(Last Scattering Surface - LSS). Para isto, tomamos tp = t*. Segue-se entao

. o gt 0 da
B = gltlpmn =olt) | e =
a(t')Axor =alt) | e (3.18)

Como a partir de t* a expansido € dominada pela matéria, temos que

3/2
e, (@) (3.1.9)

a

Substituindo tal expressdo na equagao (3.1.8) e efetuando-se a integral, obtém-se

L=2H'(1+2)" [1-(1+2)7] (3.1.10)

L=2H (142971 (3.1.11)

onde usamos o fato de que z* = 1200.

Pode-se mostrar que ao se levar em conta a constante cosmologica A, obtém-se
L>2H7 (142971 (3.1.12)

e com isto se pode estabelecer um limite inferior para o raio da LSS.
Deste modo, pode-se estabelecer uma estimativa da razdo entre o horizonte de par-

ticulas na época da recombinagao e o raio da superficie do ultimo espalhamento, que é

dada por
Thor () 2H7' (14 2) 2
(.‘wr(t ) < Q ]( 3+ ) = (3113)
L 28, (1 4 27)
que nos da
d‘hor'(t') < (1 + Z*)*I/Q (3114)
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lembrando que z* = 1200, podemos estimar que

L Boiain:

Tomando o cubo desta inequagao, obtemos finalmente

L : 1 2 i 4
(dhw(t*)) > (g x 10 ) > 4 x 10 (3.1.16)

que nos diz que num volume interior a superficie do ultimo espalhamento ha aproxima-

damente 4 x 10" regides sem relacio causal.

A partir desta constatagdo prevista pelo modelo surge o seguinte problema: Como
podem fétons provenientes de regioes sem conexao causal se encontrarem a mesma tem-
peratura (fato este, observado através da radiagao cosmica de fundo)? Este é o chamado
problema do horizonte.

Outro problema que surge no modelo é o chamado problema da planaridade. Para

entendé-lo considere a equagio de Friedmann

3% = %p——i—; (3.1.17)
1 = %gp—-}% (3.1.18)
1 = Q—H—i:a—g (3.1.19)

U = Q—1=H§a2 (3.1.20)

Do estudo da termodinamica do Universo primordial, pode-se mostrar que [1] a tem-
peratura do universo em expansio esté relacionado ao fator de escala por 7' = Ty(1+z) =
To/a, que implica que a o< T~'. Por outro lado, sabe-se que do instante em que a tempe-
ratura caiu de 10K até aproximadamente ao que se encontra hoje, H tem evoluido com
H = Hy(ag/a)*?, e portanto, Qo a = O xx T [2].

Deste modo, numa temperatura de 10*K, por exemplo, o parametro de curvatura €0
nio poderia ter sido maior que 10*. Pode-se mostrar que na era da radiacio, onde a taxa
de expansio ¢ H = Hy(ag/a)?, temos que Qx x T2, Isto nos diz que para temperaturas

maiores que 10'K o pardmetro de curvatura assumird valores ainda mais proximos de
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zero, o que indica que a curvatura no infcio do universo deveria ser muito pequena, e
portanto, o espaco aproximadamente plano.

De fato, nao ha razio que impeca que a curvatura tenha sido muito pequena no
universo primordial; no entanto, o valor do parametro de curvatura €} = 0 é um ponto
instavel no Universo primordial dominado por radiagao/matéria, de modo que se tal valor
sofresse algum desvio, este teria que aumentar com o tempo [13, 14]. Por que entdo se
observa € = 0 hoje? Este é o chamado problema da planaridade.

Na tentativa de resolver estes e outros problemas, passou-se a considerar um modelo no
qual o Universo teria passado por uma era inflacionaria, onde teria aumentado de tamanho
rapidamente. Tais idé¢ias foram inicialmente incitadas por A. Guth, que percebeu que a

inflagdo poderia solucionar problemas do Modelo Cosmologico Padrio |15].

3.1.2 Solugoes dos problemas a partir de um mecanismo de infla-
cao
Vejamos inicialmente como a introducdo de um mecanismo de inflacdo pode resolver
os problemas citados na se¢ao anterior. Abordamos inicialmente a solugdo do problema
da planaridade.
Considere que o Universo tenha comegado com um periodo de inflagao durante o qual

a(t) cresce exponencialmente de acordo com um grande fator ¢V

, € posteriormente passa
pelo perfodo de dominio de radiagdo, matéria e energia de vacuo. Se |k|/a*H? tinha o
valor da ordem da unidade no comego da inflacao, e no instante ¢; no fim da inflagao

Birr b _oN =
|k|/a7H} tinha o valor da ordem de e~V onde a; e H; sio o fator escala e a taxa de

expansao no intante t;, entao hoje se deve ter

27172
’ onr [ @
] = b1/a3t3 = 2 (221 (3.121)

Deste modo, o problema da planaridade é evitado se a expansao durante a inflagao

tem um limite inferior dado por

s Bl 3122
. - (.CL[}HQ) ( o )
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Para avaliar isto suponhamos que a;H; = ayHy, onde a; e H; sio, respectivamente,
o fator de escala e a taxa de expansao no inicio da era dominada pela radiacio-matéria.

Pode-se expressar a taxa de expansao para tal era como

- E\/E_ﬁo_ (9_39.)3 I (EE_QY (3.1.23)

onde apg = apQr/ e Heg = V2QuHo(a/apo)¥? sdo o fator de escala e a taxa de
expansao quando a distribui¢do de energia da radiacéo e da matéria sao iguais. Admitindo

que a = a; << agg, temos

HEQ ApQ 4
H=a | == 3.1.24
\/§ ( (¢4} ) ( )

Usando a equagao acima para eliminar a; na equagao (3.1.22), obtem-se tal inequagio

em termos de pardmetros que podem ser estimados. Com, isto temos

Qiraza 7 [H H , ok (o]

N MAEQ 1 1/4 1 P1 £1

R == O =t 12
- >( ap ) Ho 1” HQ ( R[)()chit) 0,0S?hEL’ (3 5)

onde p; é a densidade de energia no infcio da era da radiac@o e pg . € a densidade critica
atual, estimada no valor de [3,00 x 10-%eV]" h?.

Para sabermos o quanto o Universo pode ter se expandido no periodo inflacionario
precisamos ter alguma idéia da densidade de energia no fim da inflagao. O sucesso da
teoria da nucleossintese cosmologica exige que p; nao pode ser menor que [1MeV]*. Neste
caso, a equacao acima, considerando h = 0,7, requer que o universo tenha se expandido
durante a inflagao por um fator onde N’ = 17. Por outro lado, espera-se que p; nao seja
maior que a densidade de energia de Planck, dada por [1,22 x 10%eV]*. De acordo com
a eq. (3.1.25). Isto requer que o universo tenha se expandido durante a inflagao por um

fator onde N/ = 68. Assim temos

p = [1AMeV]' = a(ty) > €'a(t;) (3.1.26)

m 2 [1,22x 10%V]" = a(t;) > eBalts) (3.1.27)

Deste modo, se considerarmos que a era da radiacdo foi precedida por um perfodo

suficiente de inflagao, este tltimo poderia ser responséavel por uma expansiao exponencial
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que teria deixado a geometria do universo praticamente plana, como se é constatado hoje

(ver figura 3.1).

1 1
e s 2 R T T T
¥ S i ., ¥ AR SRS D T AN T WS, SN YR,
1 T P S Y A R N R R .
1 ? T /RS, RSt G s, Y
ﬁ:’,_ T ' A R S NN .
¥ P S T Y YR R Y
7 S | P I [ T T Y,

Figura 3.1: Representacio de uma era inflacionaria que teria ocasionado a planaridade
do Universo

Consideremos agora a solugao do problema do horizonte. Vimos entdo que a distancia

propria do horizonte de particulas na superficie do ultimo espalhamento é dada por

dlis) = k) / R s / i (3.1.28)

b a(t) o 0*H
onde t; é o instante inicial da era inflacionaria.

Vimos que o limite superior para um horizonte de particulas é alcancado quando
consideramos um Universo dominado pela matéria, e que mesmo assim tal distancia é
bem menor que o raio da Ultima Superficie de Espalhamento.

Consideremos entdao que a integral acima seja dominada por uma era de inflacao de

modo que durante tal inflagdo o fator de escala a(t) cresce exponencialmente 4 uma taxa

H; dada por
aff) = aft el — ggelHr=ts] (3.1.29)

onde {; é o instante inicial da inflagao, t; & o instante final da inflacao e a; = a(t;). Sendo
N = Hj (t; — t;) o ntimero de dobras da expansao durante a inflagio.

Com isto, a eq. (3.1.28) passa a ser dada por

dnlts) = ZE'E [V —1] (3.1.30)
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Para que o problema do horizonte seja resolvido, temos que considerar que eV >> 1, de
modo que o termo —1 possa ser desprezado na equagdo acima. Uma outra consideracao
que se tem que fazer para que o problema do horizonte seja resolvido é admitir que
dg(ty) > L, onde L é a distancia da superficie do tltimo espalhamento, que de acordo

com a equagao (3.1.11) é

a(t;_,)

-
Hyag

(3.1.31)

Deste modo, a condicao necessaria para que o problema seja resolvido é dada por

N > CUH[
€
agHy

(3.1.32)

Se supormos novamente que H;a; = a; H; e repetirmos as consideragoes mencionadas
no problema da planaridade, obtemos que a condigdo necessiaria para que o problema do

horizonte seja resolvido requer que, se

p1 = [IMeV]* = a(t;) > ealt:) (3.1.33)

p = [1,22x10%V]! = a(t;) > Ba(t;) (3.1.34)

Deste modo, admitindo-se que o universo passou por uma era de inflacdo, podemos
justificar a homogeneidade da temperatura da Radiagdo Césmica de Fundo argumentando
que no periodo inflaciondrio a parte do universo que nos observamos estava confinada
numa regiao pequena e que houve tempo suficiente para que qualquer coisa neste espago

fosse homogeneizada.

3.1.3 Inflagao devido a um campo escalar

De acordo com a segdo anterior vemos como a introdugao de uma era inflacionaria
pode solucionar problemas caracteristicos do Modelo Cosmolégico Padrao. No entanto,
nada fol mencionado a respeito da causa da suposta inflacao do Universo.

Desde que se foram verificadas as vantagens da introducao de um mecanismo in-
flacionario no Modelo Cosmolégico, diversos tipos de cenarios (inflacionérios) tem sido

propostos. Uma das formas de se obter tal cenario é considerar que o universo teria sido

29



dominado por uma energia que diminuia lentamente em relagdo a taxa de expansio do
universo. Pode-se entdo mostrar que a energia potencial de um campo escalar é capaz de
satisfazer esta caracteristica.

Vamos entao assumir que tal campo tenha existido no Universo primordial e investigar
sua dindmica.

Sabe-se que a dinamica de um campo pode ser determinada a partir de uma densidade

lagrangeana, que para este caso, sera dada por
1 it 2 .
£ = 50,600 - V(©) (3.135)
O tensor energia-momentum para tal campo escalar é dado por
i

PiTES Q;wﬁ == 8;L¢ay¢ (3136)

Com isto, podemos calcular as componentes T3 e T} que estéo relacionadas a densidade

e a pressdo respectivamente. Desta forma obtemos

: i

p= §¢2 +V (3.1.37)
1.4

p= §¢2 —¥ (3.1.38)

De acordo com a equacao da conservacio da energia (2.3.16), temos
b6+3Ho+V'(¢)=0 (3.1.39)

e V' denota dV/dp e H é a taxa de expansdo durante o periodo no qual a energia do

. 9
campo escalar domina, dado por”

H = SZG G@? 5 V) (3.1.40)

Derivando a equacao acima e usando a equagdo (3.1.39) encontramos uma relagio

bastante til para H, dada por

H = —47G¢? (3.1.41)

2 Aqui devemos lembrar que o termo de curvatura é desprezivel diante do termo de densidade de energia
do campo.
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Por outro lado, para que a inflagdo ocorra é necessario que H seja aproximadamente

constante® durante um certo periodo de tempo. Com isto, temos que ter

|[6H| << H (3.1.42)
sendo 0H = H6t e 6t = 1/H, podemos reescrever tal condicao como

|H| << H? (3.1.43)

Usando a equagdes (3.1.40) e (3.1.41) obtemos que ¢? << H? e ainda que

87G
3

H? = V(o) (3.1.44)

Com isto, podemos reescrever tal condi¢ao como segue
#* << V(9) (3.1.45)
que nos diz que a energia potencial do campo escalar ¢ muito maior que a sua energia
cinética.
Outra caracteristica que o campo deve assumir para uma expansdo exponencial é a de

que a aceleracdo ¢ deve ser pequena durante o tempo caracteristico da expansio. Para

isso, temos que ter

66| << 9| (3.1.46)
sendo c)(,b ¢61‘ <f)/ H . podemos reescrever tal condigao como:

6| << H|g| (3.1.47)
com isto, podemos desprezar o termo ¢ na equagao (3.1.39) de modo que obtemos:

Q.ﬁg _I’Y’((p) by V’((}b) (3148)

3H V247GV ($)

Desta forma, pode-se exprimir a condigao (3.1.43) em termos do potencial do campo.

Para isso, calculemos a razao |H|/H?*:

"] _ [ Mc ] 1 (V')
247GV q& ¢
- — e —we (V(d)) ) (3.1.49)

#]sso é necessario para que a solugao do fator de escala a(t) seja do tipo exponencial.
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Definindo o parametro ¢ = |H|/H? obtemos que a condicio (3.1.43) é equivalente a:

1 (V)
Por outro lado, temos que tomando a derivada da equagao (3.1.48) obtemos
i Ve V@) (H
== — 3E - 3 2] (3.1.51)

Através da desigualdade ¢ = |H|/H? << 1 podemos perceber que o tltimo termo do

segundo membro pode ser desprezado em relacio ao primeiro, de modo que

- V”(@)
°= o

V() (3.1.52)

Por outro lado, da condicio |¢| << H|g| = |¢| << |V'(¢)/3| obtemos que

"

vV (¢)
e <<1 (3.1.53)
ou ainda
V'(9) 1 |V'(9)
Ve vz v | << AL

Com isto chegamos a coclusao de que para que haja uma inflagao, é necessario que os

parametros
1L (V@)Y
_ 1 |V .

sejam simultaneamente satisfeitos. Isto, por sua vez, exige que exista um potencial que
satisfaca as condigoes acima.

Alem dos méritos relacionados a explicacdo de alguns problemas do Modelo Cosmo-
l6gico Padrao, a inflacho tem se destacado também por apresentar um mecanismo para
explicar a existéncia de perturbacoes de densidade que dariam origem a estruturas em

grande escala [16].

32

| UFCG/BIRLIOTECA/BC]



3.2  Outros problemas em Cosmologia

Outros problemas que se tem explorado recentemente em cosmologia sao os problemas
relacionados & matéria e energia escura.

O problema da matéria escura estd relacionado a observacdes estranhas obtidas a
partir do estudo de curvas de rotagdo de galaxias espirais desde a década de 80 [16].
Pode-se mostrar que a curva de rotagdo de uma galdxia espiral deve variar em funcao da
posicao do elemento de massa com a distancia até o centro. De acordo com a segunda lei
de Newton, a relacao entre a energia potencial gravitacional e a energia cinética de um

elemento de matéria a uma disténcia  do centro da galéxia, é dada por

GM: ?
—— - =m— (3.2.57)

Através desta expressao, podemos determinar a relagio entre a massa M de um objeto
e a velocidade v do corpo de massa m que o circunda

vir

M= (3.2.58)

Esta equacao indica que a velocidade deve aumentar proporcionalmente & massa e cair
rapidamente a zero fora dos limites do objeto, como indica a curva A na figura [3.2].

No entanto, o que se observa na realidade é que tal velocidade nao cai rapidamente,
mas sim, tende a velocidade de toda a galixia a medida que o raio cresce, como se observa

na curva B na figura [3.2].

>

&=

v

S

]

= 8
A

Distance

Figura 3.2: Curvas de Rotacao de Galaxias Espirais

Para se justificar tal resultado supde-se que existe uma quantidade muito maior de
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matéria que somente sofre a acao da gravidade e nao emite nenhum tipo de radiacao
eletromagnética. Justifica-se a partir disto o nome de matéria escura.
Os limites observacionais indicam o seguinte resultado para a matéria bariénica (ma-

téria ordindria que encontramos no nosso dia-a-dia) em conjunto com a matéria escura
Qa0 = 0,29+0,04 (3.2.59)

Por outro lado, resultados do WMAP indicam que Qy = 1,02 =+ 0,02, que indica que
vivemos num universo plano com uma densidade préxima ao valor da densidade critica.
Como vemos, o resultado obtido pela matéria (levando-se em conta a matéria escura)
difere enormemente do valor esperado para (.

Para se resolver este outro problema é necessario que haja algum tipo de energia escura
que domine a dinamica atual do universo, ou seja, um novo componente cosmico. Além
disto, outra descoberta recente indica que o universo estd sofrendo um expansao acelerada.

Com isto, a partir das equacgdes de Friedmann, vemos que para que a aceleracido do
fator de escala seja positivo, o componente césmico dever ser caracterizado por exercer

uma pressao negativa. Ou seja

.. 1
E:_‘l";G (b+3) >0 = p<—zp (3.2.60)
a

Deste modo, podemos concluir que a constante cosmolégica pode ser considerada
a uma candidata a energia escura, ja que sua equacgao de estado satisfaz a condigao
acima. QOutro candidato a energia escura pode ser a energia potencial de um campo
escalar dinamico, com caracteristicas semelhantes ao campo escalar abordado no modelo
inflacionario.

Matéria e energia escuras representam hoje um dos maiores desafios cientificos para
a Fisica. A solugdo para esses enigmas deve passar por um grande esforco experimental,

observacional e também teérico |16].
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Capitulo 4

Cosmologia de branas e o formalismo
de primeira ordem

Neste capitulo introduzimos um procedimento para resolver equacoes de movimento
para modelos cosmolégicos conduzidos por campos escalares reais através de equagoes
diferenciais de primeira ordem. Para ilustrar o poder do método, resolvemos o caso
de um modelo cosmoldgico com geometria plana. Comentamos também sobre possiveis
generalizacoes do formalismo, e mostramos como utilizd-lo para um caso de cosmologia
de branas. Além disto, mostramos como utilizar um outro procedimento, conhecido como
continuagao analitica, para obter solugtes que descrevemn paredes de dominios a partir das
solugoes cosmolodgicas obtidas com o uso do formalismo de primeira ordem, estabelecendo

assim, uma correspondéncia entre cosmologia de branas e paredes de dominio.

4.1 Formalismo de Primeira ordem

Uma abordagem bastante utilizada para descrever cendrios cosmologicos consiste em
considerar modelos do tipo Friedmann-Robertson-Walker (FRW) descritos por campos
escalares reais regidos por uma dindmica padrao e que preencham o universo como um
fluido globalmente isotrdpico, como em modelos de quintesséncia |7, 8].

Modelos deste tipo sao descritos pela acao padrao

S = / d*z\/—¢g (%R L, <‘),,,o)> (4.1.1)



onde g é o determinante da métrica, R ¢ o escalar de curvatura, ¢ descreve um campo real
escalar e onde usamos ainda 47G = 1. Usando o elemento de linha dado pela equacio
(2.2.1) e o tensor energia-momentum dado por T# = (—p,p,p,p), juntamente com a

equacdo de Einstein (2.3.5), obtemos as seguintes equacoes

H?=2p/3 — k/a® (4.1.2a)

i/a=—(p+3p)/3 (4.1.2b)

que nada mais sao que as equacoes de Friedmann obtidas no capitulo 2.
Por outro lado, a equacao de movimento do campo escalar pode ser obtida através da
lagrangiana £(¢, d,¢), cuja forma padrao é

L= éb‘#d)(')"rf; ~ V(o) (4.1.3)

Sendo o tensor energia-momentum do campo escalar descrito pela lagrangiana acima

dado por [17]

aLr
T‘;uv = 9;4:;[: = 2@ (414)
temos que
T}w == gjwﬁ = 8;1.¢au¢ (415)

que por sua vez, nos permite determinar a densidade de energia e pressao do Universo

cComo
0 1 12
p= T8 =P +V (4.1.6a)
. A

Uma vez que estas grandezas sdo determinadas, podemos utilizar a equagao da con-

servacao da energia (2.3.16¢) para determinar a equagao de movimento do campo
d+3HO+V, =0 (4.1.7)

onde V,, denota dV/dg.
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Utilizando esta ultima equagdo podemos reescrever a equagdo de Friedmann e sua

respectiva derivada como

4 F1 k
H?> =2 [ —¢* - I
3<2, +V) . (4.1.8a)
. iy K
H=—¢ + (4.1.8b)

O conjunto de equagdes (4.1.7) e (4.1.8) constituem as equagdes com as quais temos
que lidar para resolver o problema especificado por um potencial V. Tal potencial pode

ser escrito como

3 o

1. k
H+ o (4.1.9)

Deste ponto de vista, desde que a = a(t) e ¢ = ¢(t), temos que H = H(t). Com isto,
a partir da equacao acima devemos admitir que o potencial é uma fun¢ao do tempo.

Uma importante dificuldade relacionada a descrigao das propriedades da energia escura
neste cenério se deve a um fato intrinseco da prépria cosmologia, que por ser governada
pelas equacoes de Einstein, mesmo utilizando postulados importantes tal como o principio
cosmologico, do qual se obtém as equagoes de Friedmann, resultam-se ainda equacoes
diferencias nao-lineares em geral de dificeis resolucoes.

Além disto, ao se considerar campos escalares presentes no modelo, outras equagoes
devem ser acrescentadas, as equagoes de movimento para os diversos graus de liberdade
introduzidos pelos campos escalares, aumentando ainda mais a referida dificuldade. Por
tais motivos, investigacoes acerca da identificacao das propriedades gerais nas equagoes
de movimento na presenca de campos escalares constitui um tema de bastante relevancia.

Tém-se considerado recentemente investigagoes |7, 8, 18| que apresentam um método
que permite intercambiar as equagoes de movimento de modelos cosmolégicos do tipo
FRW conduzidos por campos escalares com dindmica padrao para equagoes diferenciais
de primeira ordem.

O ponto chave deste método consiste em considerar o potencial V' nao como uma
funcio do tempo ¢, como é esbogado no procedimento padréo e visto pela equagao (4.1.9),

mas sim como uma func¢io do campo ¢, como pode ser constatado a partir da equagao de
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movimento do campo (4.1.7). Esta consideracdo nos permite postular que a evolugio do
Universo regida por um campo escalar real pode ser determinada por uma funcao explicita
do campo o.

Deste modo, para manter uma equivaléncia entre este ponto de vista e o anterior,
temos que considerar o parametro de Hubble como uma funcio do campo escalar. Para
isso, introduzimos uma nova fungao W = W(é), da qual se pode entender a dependéncia
temporal do parametro de Hubble com o tempo como uma fungdo de Wig(t)], e entao
€SCTevenos

H=W(¢) (4.1.10)

Para ilustrar tal metodologia, consideremos por simplicidade o caso de um Universo

geometricamente plano, isto é, onde k = 0. Neste caso, as equagoes (4.1.8) passam a ser

dadas por
1wy
Hfe _dfa W 4.1.11
7 +3 (4.1.11a)
H=—¢ (4.1.11b)

Derivando a equacdo (4.1.10) em relagdo ao tempo, obtemos H = I/V¢,q5, e usando a

equagao (4.1.11b) podemos escrever
b= —W, (4.1.12)

que ¢ uma equagao diferencial de primeira ordem; a qual fundamenta o formalismo.
Deste modo, as equagoes (4.1.10) e (4.1.12) nos permitem escrever o potencial como

3.0 1
V= 5W2 - ﬁwj (4.1.13)

Pode-se notar que para o potencial acima, as solugoes das equacgoes de primeira ordem
(4.1.10) e (4.1.12) também resolvem o conjunto de equacoes (4.1.7) e (4.1.8), e deste modo,
podemos escolher lidar com as equagoes de primeira ordem para resolver o problema
especificado por um potencial V().

Podemos ainda escrever o pardmetro de desaceleracao, definido por



na seguinte forma

W\
=14+ 4.1.15
o=-1+ (32) (@115
que nos permite obter tal parametro de forma bastante simples e direta.

O procedimento eshocado acima nos permite obter a evolucao do parametro de Hubble

resolvendo um conjunto de equacbes a partir de uma fungao W. Generalizacoes deste

procedimento para o caso em que k # 0 podem ser encontradas nas referéncias |7, 8, 18].

4.2 Formalismo de primeira ordem em cosmologia de
branas

O formalismo de primeira ordem tem se mostrado bastante satisfatorio, pois genera-
lizagoes bem sucedidas tem se apresentado em diversos aspectos. Além de generalizar tal
formalismo de modo a abranger casos mais gerais de geometrias ndo-planas em uma cos-
mologia regida por campos escalares, pode-se extendé-lo para uma dinadmica taquidnica,
assim como também para modelos de N campos |7, 8|.

Além disso, pode-se utilizar tal formalismo de modo que ele comporte outros possiveis
componentes do Universo além da energia escura, como a matéria ndo-relativistica, que
pode ser do tipo bariénica ou de natureza escura [18].

Investigagoes recentes tém mostrado também a possibilidade de utilizar o formalismo
de primeira ordem no cenério de mundo brana [19]. Neste contexto, pode-se utilizar tal
formalismo de forma andloga a secao anterior com a equacao de Friedmann modificada
que aparece no estudo de cosmologia de branas [5, 6|.

Vamos nesta se¢ao, abordar este ltimo caso com o intuito de obter possiveis solugoes
a partir do uso do formalismo de primeira ordem.

A referida equacao de Friedmann modificada possibilita o estudo da evolugao cosmo-
logica de uma 3-brana regida por um campo escalar real, imersa num espago ambiente

(bulk) 5-dimensional com constante cosmologica As. Tal equagdo é dada por

;-;2 ,‘{“.1 i k \
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onde pp € a densidade de energia do bulk, p, é a densidade de energia na brana, k é
a constante de curvatura e C é uma constante. Note que densidade de energia agora
contribui quadraticamente, o que difere da cosmologia formulada em quatro dimensdes.
Isto se deve ao fato das condigées de jungées impostas na posigao da brana imersa em
cinco dimensdes [5].

Para o caso em que a brana possui uma densidade de energia dada por p, = p+o onde
p € a densidade de energia proveniente da matéria ordinaria e o a tensdo na brana; sendo
ainda a tinica contribui¢ao para a densidade de energia do bulk proveniente da constante
cosmologica de modo que pp = As/k2, temos que a equacgio (4.2.16) pode ser reescrita
como

; F As K ki K C k
9 5 5 2 5 3 .2
o (6 +§60)+T§JP+E’Q+E—% (4'2'17)

Tal equagao ¢ valida para um cenario Randall-Sundrum IT com uma brana com tensao
positiva imersa em um espaco-tempo AdS 5-dimensional.

Neste referido cenério se assume que o chamado ajuste fino ocorre entre a tensio da
brana e a constante cosmolégica, de modo que o termo quadritico na tensdo se cancela
com o termo cosmolégico do bulk, tornando assim o termo entre parénteses da equacgao
(4.2.17) nulo. Com isto, se considerarmos o parametro livre C também nulo, podemos

escrever a equacao de Friedmann como

2 o k
H? =7 (1 %) — s 421
a 3 20 a? ( 8)
onde k3 = 87G = kic/6 =2 e As = —0?k2/6.

Podemos perceber que a equacao anterior é bastante semelhante a equacio de Fri-
edmann (2.3.20), diferindo por um termo quadrético na densidade, que surge devido a
efeitos induzidos sobre a brana pela presenca da constante cosmolégica no bulk. Tal termo
se mostra relevante num regime onde a densidade de energia é muito maior que a tensao
brana de modo que p?/o >> 1; onde por outro lado, num regime em que p®/o << 1 se
recupera o modelo cosmolégico quadridimensional.

Deste modo, de forma aniloga ao que foi abordado no capitulo 2, temos diversos

cenarios que dependerdo dos valores assumidos pela constante cosmologica A na brana
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(A<0, A=0 ou A >0) e dasua constante de curvatura k (=1, 0 ou 1); mas que
estarao relacionados agora aos possiveis valores assumidos pela tensao ¢ na brana.

Um exemplo de cenério interessante que pode surgir neste contexto é quando conside-
ramos um regime em que a.‘densidade de energia é dominada pela constante cosmolégica

de modo que p = — A

sendo ainda |A| /20 >> 1. Neste regime pode-se ver que mesmo
em wmn cenario em que a constante cosmologica seja negativa e o valor assumido pela
constante de curvatura k£ seja nulo, obtém-se ainda um regime inflacionario. Por outro
lado, para o caso em que |A| /20 << 1 recaimos novamente no modelo cosmologico qua-
dridimensional. Neste caso, ao considerarmos um cendrio com uma constante cosmolégica
negativa (A < 0), podemos obter um regime inflacionario apenas se restringirmos o valor
da constante de curvatura a um valor negativo (k = —1). Como veremos na proxima se-
¢ao, numa cosmologia regida por campos escalares, esses cenarios cosmologicos se tornam

mais evidentes.

4.2.1 Cenario inflacionario na brana devido a um campo escalar

Vamos admitir que a cosmologia na brana é conduzida por um campo escalar com

uma densidade lagrangeana dada por

Al s
£ = 50,006~ V(9) (4.2.19)

onde = 0,1,2,3. A partir desta equagao juntamente com a do tensor energia-momentum
dado por (4.1.5) obtém-se a densidade de energia e a pressiao do campo escalar na forma
padréo

i

p= 5@752 i (4.2.20a)
p= %é’z = (4.2.20Db)

Utilizando as equagoes (4.2.20) e a equacdo da conservagao da energia

p+3H (p+p) =0 (4.2.21)
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obtém-se a equacao que governa a dindmica do campo escalar
p+3Hp+ V=0 (4.2.22)

Afim de encontrarmos uma equagao de primeira ordem cuja solugio satisfaga a equagao

anterior, notemos que a partir das equagdes (4.2.20) e (4.2.21) podemos escrever
p=—3H¢? (4.2.23)

Agora, fazendo a consideracio de que p = p(¢), de modo que p = p’(@)g;), onde

3

p' = dp/do, e usando (4.2.23) obtém-se

_r'(9)
3H

¢ = (4.2.24)

Utilizando o mesmo procedimento da segao anterior, introduzimos uma fungao W =

W(¢) tal que H = W(¢). Isto nos permite reescrever a equacgao (4.2.18) na forma
o+ 20p—3cW?2=0 (4.2.25)
Esta & uma equacao algébrica de 2° grau, cuja solucio é dada por

I
pr=—0+oy/1+ (4.2.26)
o

onde adotaremos o sinal ‘+’ de modo que a condi¢ido de positividade da energia seja

satisfeita.

Derivando a equagao anterior em relagao a ¢ obtemos

3W W,

3W?2
Vit

Com isto, podemos reescrever a equagao (4.2.23) como uma equagao diferencial de

(@) = (4.2.27)

primeira ordem

¢=__J@;— (4.2.28)

}1+§IV_2

Por outro lado, sabemos que

H:W@—% (4.2.29)

42



¢ também uma equacio de primeira ordem.

Podemos entao verificar que tais equagdes (4.2.28) e (4.2.29) satisfazem as equacdes
(4.2.16) e (4.2.22). Com isto, podemos utilizd-las para resolver o problema especificado
por um potencial V(¢).

O potencial referido pode ser determinado substituindo-se as equagoes (4.2.28) e
(4.2.25) na equagao (4.2.20a), resultando em

awz 1 I/V;f
o _§1+§L"E

Vip) =—0c+oy/1+ (4.2.30)

enquanto isso, o parametro de desaceleracao se apresenta como

1 W,\?
=]+ —— . 4231
' T+ 3020 (W ) (4231)
Para uma elevada tensao na brana o, de modo que W? Jo << 1, podemos expandir a

expressdo (4.2.30) numa série de poténcias de tal forma que obtemos

WE

0 We—+... (4.2.32)
g

Vig) = EWQ - %

3
72y =
Wy + 5

A partir da equacao acima podemos ver que o potencial para o caso de uma cos-
mologia plana obtida na secao anterior é recuperada se considerarmos apenas os termos

quadraticos, de modo que obtemos

3 1
V(g) = 5W2 - §W§ (4.2.33)

O mesmo se aplica ao parametro de desaceleracio, isto &, no regime W?2/o << 1, ao

expandirmos a expressio (4.2.31) recobramos o parémetro obtido para uma cosmologia

plana
13W? A
= s e o O 4.2.
: H(l L )(W) (4.2.34)
W\ 2
g —1+ (W@ﬁ) (4.2.35)

Por outro lado, para o caso em que a tensdo da brana o é pequena, de modo que

W?2/o >> 1, o potencial assume a forma

V(g) = g\/g W (4.2.36)
43

(B

| URCG/BIRLIOTECA/BC]



enquanto a equagao de primeira ordem do campo escalar pode ser escrita como

b _ \/;W (4.2.37)

e o parametro de desaceleragio é dado por

. [EW

Um resultado interessante pode ser obtido ao substituirmos as equagdes (4.2.36) e
(4.2.37) na equagdo de segunda ordem (4.2.22). Ao fazé-lo, obtemos diretamente que
6 =0. Isto reproduz justamente o regime slow roll para um campo inflaton mencionado
no capitulo 2.

Uma vez que qﬁ = (), temos que ter ¢ = constante. Isto por sua vez, nos permite
determinar a fungao W (o), o campo escalar &(t), o fator de escala ag(t) e o parametro de

desacelaragao, respectivamente dados por

W(¢) = Voexp (ag) (4.2.39)

P(t) = —/Za(t - to) (4.2.40)

ao(t) = agexp [—5%\/393{1) (—a?/3(t — tg))] (4.2.41)

g=-1+2%/Zexp (a®\/Z(t - to)) (4.2.42)

onde o e V} sdo constantes, de modo que Vi’ /o >> 1 & consistente com o regime W2 /o >>

s

Com isto, vemos que V7 /o conecta os regimes assintéticos do potencial dado por

V2 _ P R 9
V(g) = —o + 0\/ 14+ 20 oep(20g) — =10 ‘;‘Vf"p( o) (4.2.43)
& 21+ =L exp(2a¢)

de modo que quando Vi# /o cresce, o potencial escalar dado pela expressdo acima se apro-

xima da forma dada por (4.2.36) e quando V# /o diminui, o potencial escalar se aproxima
da forma (4.2.33).

O cendrio cosmoldgico apresentado acima se mostra interessante pelo fato de que Vi /o
pode variar de acordo com a inflacao da brana, de modo que da equagao (4.2.43) podemos
obter os limites assintéticos de um mesmo potencial escalar que governa a evolugao da

brana em ambos os regimes de alta e baixa energia.

44



4.2.2 Exemplos de solugoes cosmologicas

Diante do procedimento desenvolvido na se¢do anterior, vamos agora, considerar alguns
exemplos de solugoes exatas que se aplicam ao regime geral, isto é, de baixas e altas
energias.

Para isto, consideremos como primeiro exemplo o caso em que a funcio W(g) =

v o/3sinh ¢. Deste modo, a equagdo (4.2.28) pode ser facilmente integrada, fornecendo

¢=-vgu—%) (4.2.44)

Usando a equagao anterior juntamente com (4.2.29), podemos determinar o fator de

a solucao

escala ag(t) na brana
ag = exp [— cosh (\/0/3(75 - t()))] (4.2.45)

enquanto que o parametro de desaceleragdo (4.2.31) passa a ser dado por

1 cosh ¢ ‘
g |cosh ¢| (sinhgb) (Al

A partir grafico obtido da equacido (4.2.45) podemos verificar que quando a tensdo

é elevada (i.e., no regime da cosmologia padrao), a inflacao ocorre apenas tardiamente.
Por outro lado, quando a tensao é pequena, a inflacao ocorre nos instantes primordias do
Universo, estabelecendo assim um regime nao-convencional, como se pode perceber pela
figura [4.1] Devemos notar que o fim da inflagao ocorre no instante g, e que o universo
desacelera para t > tq.

Um comportamento semelhante é percebido no grafico obtido pela expressao (4.2.46),
onde o parametro de desaceleragao sofre um rapido crescimento/descrescimento no periodo
de inflacdo/desaceleracao do universo, como se pode perceber da figura [4.2]".

Consideremos agora o exemplo em que W(¢) = /o /3 tan(¢). Neste caso, as solugdes

das equagoes (4.2.28), (4.2.29) e (4.2.31) sao dadas por

¢=¥M®n(oﬁﬁ~mﬂ (4.2.47)

!Pode-se perceber nesta figura que os valores escolhidos para a tensio ¢ na brana sio diferentes dos
valores escolhidos para figura anterior; tal escolha foi motivada com intuito de se obter um grafico com
uma melhor visualizagao.
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0,34

0,24

0,14

Figura 4.1: O fator de escala ag para
o = 1/5 (linha vermelha) e para
o = 30 (linha verde). Valores de
o altos (baixos) favorecem uma in-
flagao tardia (primitiva). Note que
o fim da inflagao é estabelecido em
to = 10

T : % T 1
5 R 15 0

[-+=+~ g = 1000000 a=3000000 ]

Figura 4.2: O pardmetro de desa-
celecdo ¢ para ¢ = 1/5000000 (li-
nha vermelha) e para o = 3000000
(linha verde), onde valores de o al-
tos (baixos) favorecem uma inflacao
tardia (primitiva) e o fim da inflagao
é estabelecido em ty = 10.

e
apt = exp [ﬂ:\/—%(t +16)2 + IJ (4.2.48)
e
1 sec? ¢\
=1 4.2.49
g N |sec @ (tanqb) ( )
respectivamente.

A partir da equagiao (4.2.47) vemos que o campo possui um comportamento singular.
Para o fator de escala se tem agora dois cenarios possiveis de expansdo ‘limitada’ agy(t)
¢ ag_(t), onde temos uma infla¢ao iniciando (ag_) ou terminando (ag. ) em ¢y, = 10, como
se vé nas figuras [4.3] e [4.4].

Apesar dos dois possiveis cenarios para o fator de escala, vemos pelo grifico da ex-
pressao (4.2.49) que ha uma tnica possibilidade para o parametro de desaceleragao — ver

figura [4.5].
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Figura 4.3: O fator de es-
cala ag_ para o = 1/30 (li-
nha verde) e para ¢ = 3/5
(linha vermelha). Valores
de o altos (baixos) favo-

recem uma inflagao tardia

(primitiva). Note que o
inicio da inflacao é estabe-
lecido em {5 = 10

Figura 4.4: O fator de es-
cala ag4 para o = 1/30 (li-
nha verde) e para o = 3/5
(linha vermelha). Valores
de o altos (baixos) favo-
recem uma inflagao tardia
(primitiva). Note que o fim
da inflagao é estabelecido
em tg = 10

' R

gy o= 113

Figura 4.5: O parame-
tro de desacele¢ao g para
o = 3/5 (linha vermelha)
e para ¢ = 1/15 (linha
verde).

4.3 Correspondéncia entre cosmologia de branas e pa-
redes de dominio

Do ponto de vista do modelo cosmolégico vigente, o Universo surgiu de uma singula-
ridade e em sua fase primordial sua densidade e temperatura se encontravam em valores
extremamente elevados. Este modelo suporta a idéia basica das Teorias de Grande Uni-
ficagdo (Great Unification Theories - GUTS), cujo proposito consiste em integrar em um

unico modelo as interagoes fraca, eletromagnética e forte.
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Nestas teorias, tais interagOes estdo relacionadas entre si através de simetrias. O
esfriamento do Universo, devido a expanséo, promove condi¢des para que algumas destas
simetrias sejam quebradas, dando origem assim ao que é chamado de defeitos topolaogicos.
De acordo com os tipos de simetrias que sdo quebradas podem se formar vérios tipos
destes defeitos, os quais sao a corda césmica, parede de dominio, monopélo e textura [3|.

Dentre estes defeitos topologicos estamos interessados particularmente em paredes de
dominio. Este tipo de defeito é formado a partir de uma quebra espontéanea de uma
simetria discreta. Pode-se entender paredes de dominio como superficies que interpolam
regioes separadas, tendo cada uma destas regides diferentes valores esperados do vacuo
de algum campo escalar [20)].

Tais paredes de dominio induzem uma métrica no espago-tempo. Esta métrica, por
sua vez, pode ser determinada resolvendo-se as equagoes de campo de Einstein usando
algumas restri¢oes simétricas consistentes com as propriedades do espago-tempo induzido
pelas paredes.

O elemento de linha num espaco-tempo descrito por esta métrica é dado por
ds® = A(w) {—dt* + dw® + 5*(t) [(1 — kr®) " dr® + r’d¢?] } (4.3.50)

onde as funcoes A(w) e S(t) podem ser calculadas a partir das equagoes de Einstein.
Neste trabalho, estamos particularmente interessados em paredes de dominio planas

(k = 0) e estédticas. Neste caso, a métrica (4.3.50) se reduz a forma
ds® = A(w) {—dt* + dw’® + dr® + r’d¢”} (4.3.51)
ou ainda, em coordenadas cartesianas
ds® = A(w) {—dt* + dw® + da® + d2*} (4.3.52)

Podemos ainda reescrever a métrica acima através da seguinte mudanga de coordena-
das

YE / A(w)*dw (4.3.53)
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de modo que sendo y = y(w) e w = w(y), e entdo reescrevemos A?(w) = a(y). Desta
forma, em termos destas novas coordenadas, obtemos a métrica que descreve uma parede

de dominio plana em uma forma ligeiramente diferente
ds® = dy? + a®(y) (—dt® + dz® + dz?) (4.3.54)

Comparando-se esta tltima expressdo com a métrica que descreve um espaco-tempo

de um Universo em expansao, dada por
ds® = —dt* + a*(t) (dy® + da® + d2?) (4.3.55)

podemos ver que é possivel estabelecer uma correspondéncia entre elas, de forma bastante
direta, fazendo uma simples substitui¢do nas coordenadas, de modo que t — iy e y — it.

Uma vez que é possivel partir de uma métrica bem estabelecida num modelo cosmolo-
gico e obtermos uma métrica que descreve um espaco-tempo induzido por uma parede de
dominios mediante uma simples substituicido de coordenadas, poderiamos nos questionar
se é possivel obter solucgoes que descrevam paredes de dominios a partir de solucdes cosmo-
légicas, e vice-versa, mediante um processo de substitui¢ao de coordenadas semelhante.

A resposta para tal indagacao ¢ positiva, e o referido processo que permite estabelecer
tal correspondéncia é conhecido como continuagao analitica |20, 21].

Deste modo, podemos através deste processo, utilizar todo o desenvolvimento esta-
belecido na segao anterior para obter solucoes que descrevam paredes de dominios que
vivem numa 3-brana, e assim, consolidar uma correspondéncia entre cosmologia de branas
e paredes de dominios.

Para isso, consideramos a seguinte correspondéncia

W — iW, (4.3.56)
H - iH, (4.3.57)
t— iy, (4.3.58)
y — it, (4.3.59)

onde H = ag' /ag = -W.
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Sendo assim, aplicando a continuagao analitica nas equacoes de primeira ordem (4.2.28)

e (4.2.29) obtemos

e b (4.3.60)

- M (4.3.61)

Qg
Estas sao equacdes diferenciais de primeira ordem com as quais podemos ter solucoes
do tipo parede de dominio.

Temos ainda que o potencial escalar é dado por

. [ 3wz 1 W?
Vig) = —o+oyfl—— +§17;ﬁ (4.3.62)

e o parametro de desaceleracao ¢é

= 2
i 1 W,

a

Num regime de baixas energias, onde W?/¢ << 1, expandindo o potencial (4.3.62)

numa série de poténcias obtemos

o

IR

les 3.
§W§ - §WQ (4.3.64)

e o parametro de desaceleracao se torna
W\’
ot ] e | =2 (4.3.65)
w
Ao se comparar as soluctes obtidas através do processo de continuacao analitica com
as solugoes cosmoldgicas na brana, percebe-se que numa correspondéncia deste tipo, as
fungdes W e W estéo relacionadas por W2 «— —W? e W3 +— —Ifiqu. Além disto, no
regime de baixas energias, onde W?/o << 1 ou W?/o << 1, os potenciais dados por
(4.2.33) e (4.3.64) estdo relacionados por V(¢) «— —V(#) na brana.
No entanto, isto nao se verifica no regime geral, conforme pode ser visto a partir
das equagoes (4.2.30) e (4.3.62). Para que uma tal correspondéncia seja satisfeita, além

da continuacdo analitica, seria necessario também fazer a identificacao ¢ — —a, que
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requereria uma outra brana. Com isto, tal correspondéncia se mostra possivel apenas
considerando branas com tensoes opostas.

Diante disto, como temos um potencial que abrange ambos os regimes de baixas e
altas energias, temos que langar mao de argumentos para considerar a aplicabilidade de
tal potencial no regime geral. Deste modo, vamos considerar o seguinte raciocinio: num
regime de altas energias, uma grande quantidade de branas (o) e anti-branas (—ag) é
favorecida, de modo que a correspondéncia para um par (—o, o) deve ser dada para um
potencial exato V(#) em uma brana e —V(¢) em outra.

A medida que o regime de altas energias passa para um regime de baixas energias,
devido a tendéncia das branas e anti-branas se aniquilarem, pode ocorrer uma assimetria
no nimero destas de modo que a correspondéncia é favorecida em uma tunica brana o
(ou —a), passando tal correspondéncia a ser dada conforme a identificagao do potencial
nao-exato no regime de baixas energias através das equagdes (4.2.33) e (4.3.64).

Por outro lado, para paredes de dominio, pode-se ver a partir da equacao (4.3.62) que

Iﬁ/’ < 4/0/3. Deste modo, temos que em um vicuo ﬁ/qg = (), o potencial deve assumir

valores V(gye) < 0 (espago-tempo AdS,) ou V(dya) = 0 (espaco-tempo M) [6]. Com
esta restricdo, podemos reduzir a possibilidade de escolhas de W para um menor conjunto
de fungoes. Na préxima segao, abordaremos alguns exemplos onde as fungoes escolhidas
sao fungoes que podem ser integradas analiticamente.

Tal restricao sobre a escolha de W pode ainda ser utilizada como guia na obtencao de
uma restri¢do que permita reduzir também o conjunto de fungées a serem utilizados para

se obter solugoes cosmolégicas.

4.3.1 Exemplos de paredes de dominios

Vejamos agora alguns exemplos de como obter solugoes do tipo paredes de dominio
utilizando o formalismo de primeira ordem juntamente com o processo de continuagio
analitica.

Consideremos agora uma mesma funcao utilizada para obter solugoes cosmolégicas
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de modo que W(¢) = /o /3sin¢. Substituindo tal funcao nas equagoes diferenciais de

primeira ordem (4.3.60) e (4.3.61) e integrando-as, obtemos facilmente as solugdes:

¢= \/g(y ) (4.3.66)

e fator de empenamento (“warp factor”) para a parede de dominios

ao(y) = exp [cos \/g(y - yo)} (4.3.67)

Além disto, temos que o correspondente ao “parametro de desaceleracao” ¢ dado por

 oot? (/3 (y - )
|cos(/3(y — wo))|

Os gréficos das solugoes (4.3.67) e (4.3.68) podem ser visualisados nas figuras [4.6] e

j=-1 (4.3.68)

[4.7].
i ¢ 5 10 ks P B
Figura 4.6: Fator de em- Figura 4.7: Parémetro de
penamento para W = desaceleragdo para o caso
v/o/3singeo=1 em que W = /o /3sing e
oc=1

Devemos notar da figura [4.6] que tal solugdo representa um grupo de paredes de
dominio aproximadamente centradas em torno de yo = 10,20,.... Desta forma, vemos
como a geometria do espago-tempo se comporta na presenga do grupo de paredes de
dominios.

Por outro lado, da figura [4.7], temos o comportamento do parametro de desaceleracao
g, a partir do qual podemos obter uma estimativa do afastamento do regime AdS.

Consideremos agora o exemplo em que W(¢) = /o /3 tanh(¢). Neste caso, as solucoes

das equagoes (4.3.60) e (4.3.61) sdo dadas por

@ = Zfarcsinh (m(y — yg)) , (4.3.69)
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age = exp [i %(y — )%+ 1] ; (4.3.70)

enquanto o parametro de desaceleracao passa a ser dado como

dir = —1 — 2sech? (iarcsinh (\/g(y - yg))> (4.3.71)

Na equagao (4.3.69) as solugoes kink—anti-kink aparecemn de forma que ambas conec-
tam o mesmo vacuo. No entanto, a geometria das solugdes descritas pela equagio (4.3.70)
possuem diferentes comportamentos assintoticos. Nela, temos que a solugdo ag, diverge

enquanto que a solugdo ag_ nao diverge.

025
020 4
013 : -2

0,10 4

008 =
5 [} 3 1 15 B i
Figura 4.8: Fator de em- Figura 4.9: Parmetro de
penamento para W = desaceleracao para W =

vo/3tanhgeo=1 vo/3tanhdeo =1

Deste modo, segue nas figuras [4.8] e [4.9] a exposigao grafica das solugoes nao diver-

gentes, ou seja, para ap_ € q_.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho mostramos como o formalismo de primeira ordem pode ser utilizado de
modo que possibilite o intercdmbio de equagdes com as quais temos que lidar para obter
solucoes de um sistema, que em geral sao equagoes diferenciais de segunda ordem, por
equagoes diferenciais de primeira ordem.

Utilizamos tal procedimento para obter solugoes cosmolégicas para o caso de uma 3-
brana imersa num espacgo ambiente 5-dimensional num caso particular em que a constante
de curvatura & é nula através da equacao de Friedmann modificada. Tais solugoes foram
obtidas especificando-se uma fungiao W (o).

Mostramos que as solugoes obtidas no cenario de uma cosmologia de branas recai
numa forma convencional descrita por modelos do tipo FRW para um regime de baixas
energias, onde W?/o << 1.

Obtivemos ent@o solugoes que podem descrever um regime inflacionario tanto nos
primoérdios do Universo, como em tempos atuais, de acordo com a tensao na brana. Mos-
tramos como podemos obter solugoes que descrevem paredes de dominio que ‘vivem’ em
uma 3-brana de um modo simples e direto utilizando o processo de continuacdo anali-
tica, estabelecendo assim, uma correspondéncia entre cosmologia de branas e paredes de
dominios.

Nas solugoes de paredes de dominios destacamos o papel do correspondente ao par-

metro de desaceleracéo obtido através da continuagao analitica, o qual nos permite obter
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uma estimativa direta do afastamento de um regime AdS. Quando estamos localizados
sobre uma das paredes nao sentimos seus efeitos gravitacionais e a geometria do espaco-
tempo induzida pela parede é do tipo Minkowiski; e a medida que nos afastamos da parede
passamos a experimentar um vacuo do tipo AdS.

Como perspectivas futuras, temos como meta estudar com mais profundidade as im-
plicagoes cosmologicas das nossas solugoes aqui obtidas, bem como explorar o fenémeno

da correspondéncia entre paredes de dominios e solugoes cosmolégicas.
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Apéndice A

A métrica de
Friedmann-Robertson-Walker

Para obtermos a métrica de Robertson-Walker, considera-se um dado deslocamento
infinitesimal (também chamado de elemento de linha) na variedade, dz#, define-se entio

o intervalo de espaco-tempo
ds® = g, drtdz” (A.1)

que nada mais é que a norma daquele vetor deslocamento.

Por outro lado, o postulado de Weyl requer que as geodésicas do substrato sejam orto-
gonais a uma familia de hipersuperficies espaciais. Com isto, podemos introduzir coorde-
nadas (¢, z!, 22, 2%) tais que estas hipersuperficies espaciais sio dadas por ¢ = constante e
as coordenadas (7!, x%, 2®) sdo constantes ao longo das geodésicas. Tais coordenadas sao
chamadas de co-mdueis |9).

A condicao de ortogonalidade significa que t pode ser escolhido de modo que o elemento

de linha possa ser escrito da seguinte forma
ds? = —dt* + hgpda®dx® (A.2)
onde os indices ¢ e b variam de 1 a 3 e
B =Bl 2™ (A.3)

De acordo com o principio cosmologico, sabemos que nenhum ponto ou direcao devem

ser privilegiados, de modo que a homogeneidade e a isotropia do espago sejam preservadas
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enquanto este evolui. A partir disto podemos coneluir que a dependéncia temporal do
termo hqp, = ha(t, z) deve se dar através de um fator comum, de modo que as distancias
correspondentes & pequenos deslocamentos possam ser as mesmas em todos os instantes.

Portanto, podemos reescrever h,, como

has(t, ) = [S(£)]*va(2?) (A4)

Sendo assim, apoiados no postulado de Weyl, no principio cosmoldgico, e na teoria da

relatividade geral, podemos reescrever a métrica do espago-tempo como
ds® = —dt* + [S(t))*yapdxdz® (A.5)
ou
ds® = —dt* + [S(t)]*dl? (A.6)

onde dl? = ypdz®dz®.

Como se pode perceber do item anterior, para conhecermos a métrica do espago-tempo
precisamos determinar a métrica do espago tridimensional homogéneo e isotrépico. Para
isso, temos que fazer uso do que ja conhecemos acerca de tal espago. E o que sabemos a
respeito deste é que ele é homogéneo e isotropico e possui curvatura.

A curvatura é uma propriedade geométrica do espaco, e como tal, pode ser determinada
a partir da métrica. A curvatura de um espago é quantificada através de um tensor

chamado tensor de curvatura ou tensor de Riemann, dado por

A o
Rf,w, = LIV o BUFfM + Fﬁafpp + FﬁAT#p (A.7)
onde
gl 1 ap
I v = ig (a,ugup = augp,u. i+ 8,0911#) (AS)

sdo os coeficientes da conexao de Christoffel (que estao associados a nogao de paralelismo
numa variedade).

Contraindo-se o tensor de Riemann nos indices p e p, obtemos o tensor de Ricci:
—
Ry = R, (A.9)

o7



Por outro lado, ao admitirmos que o espago é homogéneo e isotrépico, podemos escolher
um ponto qualquer O para servir de origem para um sistema de coordenadas; e em
conseqiiencia da isotropia, sabemos que a métrica possui simetria esférica em torno de
tal ponto O. Com isto, pode-se mostrar que existe um sistema de coordenadas adaptado
a simetria no qual a métrica do espaco tridimensional homogéneo e isotrépico pode ser

escrita da seguinte forma
di? = dr? 4 r2(d6® + sin® 0do?) (A.10)

Deste modo, precisamos apenas determinar e*(") para conhecermos completamente a
métrica.

Entéo, substituindo esta métrica na equagao (A.8) (com os indices variando de 1 a 3)
e seu resultado na equagio (A.7) e tomando a contragdo do primeiro e terceiro indices,

obtemos as seguintes componentes nao nulas do tensor de Ricci:

At
Ru = "?:' (Alla)
Roy =1+ %'re_’\a,_)\ =g (A.11b)
R33 = Sill2 HRQ‘Z (A].].C)

Por outro lado, uma das utilidades da homogeneidade e isotropia é que eles implicam
que o espaco ¢ maximamente simétrico. Entendemos que um espaco ¢ maximalmente
simétrico quando ele possui seu niimero maximo possivel de vetores de Killing! linearmente

independentes. Pode-se provar entdo, que em um espago maximamente simétrico, o tensor

de Riemann pode ser escrito como

Rpayu == C(gﬂ,ugav == gpvgn,u) (A]'?)

onde, C' = R/[n(n —1)] & chamado de constante de curvatura; sendo n o nimero da
dimensio do espaco em questao e R o escalar de curvatura (obtido a partir da contragao

do tensor de Ricci).

Podemos entender um Vetor de Killing como sendo um tipo de vetor ao longo do qual a métrica nao
muda.



Reescrevendo o tensor de Riemann para o espaco tridimensional homogéneo e isotré-

pico, temos
Rijre = Clvikvit — vivik) (A.13)

onde os respectivos indices variam de 1 a 3.

Multiplicando pela métrica inversa *:

V¥ Ry = Cly ™y it — ¥ Vi) (A.14a)
R?A:z = Ry = C(3vu — ) (A.14b)
Rj =205 (A.14c)

Agora, calculando as componentes Ry e Ras:

Ry; = 2C exp™™ (A.15a)
Rgg = 20?"2 (A.l5b)

Podemos formar o seguinte sistema de equacoes:

Or A

20N = (A.16a)
r
2Cr? = (1 - %Te*’\ﬁr)\ - e"’\) (A.16b)
Resolvendo-o obtemos:
1
R ATT
‘ 1— G2 ( )

Substituindo tal resultado na eq. (A.10) obtemos métrica do espago tridimensional ho-

mogeéneo e isotropico

2

8.
% T 1-Cr?

+ r2(d6* + sin® 0d¢?) (A.18)

Podemos ainda reescrever tal métrica em outro sistema de coordenadas através da seguinte

transformacao:
ro= oY (A.19)
dr' = |C|"*dr (A.20)
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e com isto temos:

e A dr'? i S S
dl” = C\T fam T (d¢? + sin® fds?) (A.21)
onde
¢ +1, C=>0

k_ﬁ_{—l, &eed (A.22)

Desta forma, fazendo novamente a mudancga de notagio r' — r, podemos escrever:
d2 = (éj (T%zﬁ + r? (d6? + sin® quﬁz)) ., para C#0 (A.23)

1?:;2 + 72 (dQQ + sin? quﬁz), para C =0 '

Uma vez determinada esta métrica do espago tridimensional, podemos utiliza-la para

escrever a propria métrica do espago-tempo. Assim temos

1 _dr? w2 2 ) 2 :
45 = —ap 4 (5P ® Z(I_W +1 (df? +5in* 6dg?) ), para C#0 A5
s+ 1% (d0? + sin® 0dg?) | para C =0
Definindo
_ [ S@®/|C|M?,  para C#0
a(t) = { S(t), para C =0 (4.25)
podemos escrever:
2 2 2 dr® 2 (902 | o2 2
ds’ = —dt’ + [a@)]" | =z +7 (d6? + sin” 8dg?) (A.26)

que é a chamada meétrica de Friedmann-Robertson-Walker, sendo & a constante de curva-

tura, cujos valores assumidos s@ao —1 ou 0 ou +1, e a(t) é o fator de escala.
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