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Resumo

Este trabalho apresenta o Desenvolvimento de uma Metodologia para Resolucao de
Problemas do “Tipo Determine”, usando como processo de solugao a Skolemizagao.
O esbogo da metodologia esta dividido em duas etapas. Na primeira etapa temos a
caracterizacao do problema, onde a partir do enunciado do problema verificamos se o
objetivo deste é buscar resultados, que é a caracteristica principal dos problemas da
classe “tipo determine”. Na segunda etapa trabalhamos a resolucao do problema pro-
priamente dita, descrevemos o problema estruturalmente, fazemos uma especificagao
formal do problema e, como tltimo passo, usamos como processo de solucao a Skolem-
izagdo, chegando uma funcgao solugao para o problema, tornando mais simples o pro-
cesso de resolugao de um problema da classe. Para o desenvolvimento deste trabalho,
foram utilizados os elementos da Teoria Geral de Problemas (TGP) e as técnicas de
Skolemizagio baseada na Logica de Primeira Ordem. Finalmente todo o mecanismo
proposto permite que seja dado um passo fundamental no caminho de desenvolvimento

de uma metodologia que resolva problemas de uma classe relativamente ampla.
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Abstract

This work presents the Development of a Methodology for Solving “Determine Type”
Problems, using Skolemization process as solution. The methodology draft is divided
in two steps. On first step there is the problem caracterization, where regarding the
problem definition, we verify if its target is seaching for results, principal caracteristc
of problems a “Determine Type”. On the second step we work on solving the problem,
structurally describe it, formally describe it, and as the last task Skolemization solution
process, find a function for the problem what makes even more simple the solution of
such problem. General Problem Theory (GPT) and Skolemization technics based on
the First Order Logic were used for developing this work. At the end, the proposed
mechanism leads as to a fundamental step towards the development of a methodology

which is able to solve problems of a rather big class.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacgao

Normalmente é dificil imaginar um momento em que a noc¢ao de problema e solugao nao
esteja ligada ao homem, e isto se dd porque ele tem consciéncia das suas necessidades,
ou seja, dos problemas a resolver e da sua capacidade de criar solugoes ou estratégias

para resolugao destes.

A partir dal, surge entao um sistema composto pelo problema, o solucionador e
a solucao. Para analisar tal sistema é preciso compreender cada uma dessas partes e

conhecer as relagoes existentes entre elas.

Ao nos depararmos com um problema em nenhum momento fazemos uma reflexao
sobre este e sua resolugao. Isto acontece porque ha um grande inconveniente de na-
tureza metodoldgica quando ¢é feita uma inferéncia a respeito da solubilidade de uma

classe de problemas.

Em [Lop8l1], na Teoria Geral de Problemas (TGP), tem-se um formalismo das
nocoes basicas de problemas e suas solugoes, e também algumas relagoes entre proble-
mas e solucoes, o que permite definir formalmente alguns métodos para resolver classes

relativamente amplas de problemas.

Em [Alm90], é apresentado um estudo das classes para as quais os dominios de dados
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e de resultados de seus problemas sao estruturas relacionais do mesmo tipo e também
outras classes onde todos os seus problemas sao descritos através de um conjunto de
problemas basicos, de modo que, um problema qualquer da classe ¢ obtido operando-
se sobre os problemas basicos, por meio de um determinado conjunto de operagoes.
A solubilidade para este caso, acontece quando solucionamos os problemas da classe,

”combinando-se” as solu¢es dos problemas bésicos.

Neste trabalho tentaremos mostrar uma fundamentacao tedrica acerca de uma
técnica de resolucao para a classe de problemas do “tipo determine” através do es-

tudo da especificagao, tendo como base a TGP.

O objetivo principal deste estudo é desenvolver uma metodologia de resolu¢ao para
a classe de problemas do “tipo determine” a partir de uma especificagao contendo maior
clareza e organizagao, levando o solucionador a encontrar uma solugao do problema de
forma mais rdpida. Isso farda com que o processo de resolugao de tais problemas se

torne mais simples e eficiente.

O desenvolvimento de uma metodologia de resolugdo para a classe de problemas do
“tipo determine”, serd feito utilizando as técnicas da Skolemizag¢io baseada no logica
de primeira ordem. Logo, a resolucdo para esta classe de problemas sera descrita via

tratamento logico.

Acreditamos com este trabalho poder contribuir para o desenvolvimento da Teoria
Geral de Problemas, através de uma analise formal da especificacdo da classe de prob-
lemas do “tipo determine” e o desenvolvimento de uma metodologia de resolugao para

esta classe de problemas.

1.2 Apresentacao

O presente trabalho esta disposto em oito capitulos, dos quais este é o primeiro. O
leitor com um conhecimento a priori da Teoria Geral de Problemas, pode sem perda de
continuidade, passar para o capitulo trés e seguir para os demais. Porém, os mesmos

devem ser lidos de forma sequencial.
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No capitulo 2, introduzimos as nogoes basicas de ’algebra universal, os elementos
da l'ogica de primeira ordem, as nogoes de tipos abstratos de dados e os elementos da

Teoria Geral de Problemas e das estruturas relacionais empregadas nesta dissertacao.

No capitulo 3, apresentamos os métodos de solucoes de problemas. Mostramos que
a reducao de um problema a outro tem como objetivo reduzir as dificuldades para
a obtencdo da solucdo e tratamos a decomposi¢io como uma estratégia geral para

resolver problemas.

No capitulo 4, apresentamos uma anélise sintatica da intencionalidade de um prob-
lema, permitindo assim, decompor estruturalmente um problema em diversos subprob-
lemas dos quais se conhece formalmente sua intengao e se tem uma idéia vaga e informal

do resto dos componentes da estrutura.

No capitulo 5, caracterizamos a classe de problemas do “tipo determine”, definindo
o que vem a ser um problema desta classe e como se apresenta formalmente a sua
intengao. E utilizamos a Skolemiza¢do como uma forma de se obter simbolos funcionais

mais simples no processo de resolugao de problemas da classe.

No capitulo 6, utilizamos os resultados do capitulo 5, para fornecer o desenvolvi-
mento de uma metodologia de especificagao de problemas do “tipo determine” e, para
isto, usamos técnicas de especificagao algébrica de tipos abstratos de dados, as quais

supomos de conhecimento do leitor.

No capitulo 7, construimos o eshoco da metodologia de resolucao para a classe de
problemas do “tipo determine”, mostrando as etapas da anélise do problema, partindo

da apresentagao de enunciado até chegar no processo de solugido chamado Skolemizagao.

No capitulo 8, fazemos as consideragoes finais, apontamos também algumas linhas
de pesquisa para futuros trabalhos que permitam dar uma continuidade ao que foi feito

nesta dissertacao.



Capitulo 2

Elementos da Teoria Geral de
Problemas (TGP)

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é o estudo das nocées preliminares de Algebra Universal, Ele-
mentos da Logica de Primeira Ordem, Nogoes sobre Tipos Abstratos de Dados (TAD),
Elementos da Teoria Geral de Problemas, que servem para ajudar no entendimento

dos outros capitulos que aparecem neste trabalho.

As nogoes apresentadas aqui nao serao textos de leitura independente, pois os resul-
tados que aparecem sao de breve explanagao e por isso, nao sao mostradas as respectivas
demonstragoes. Com isso, fica atribuido ao leitor um pouco de conhecimento prévio
a respeito desses assuntos, de maneira que esta visualizagao sirva apenas como uma

revisao.

2.2 Nocgoes de Algebra Universal

Nesta secao partimos do ponto em que o leitor tem um certo conhecimento da Teoria

Elementar dos Conjuntos. Os simbolos €, U, N, = e C indicarao a Pertinéncia, a Unido,

4
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a Intersecdo, a Complementacdo e a relagio de Contido. Para simbolizar o conjunto

vazio usaremos @ e U para o conjunto universo.

Definigao 2.2.1 [Lop81]: Sejam A; e A, dois conjuntos néo vazios. O produto carte-

siano Ay X A, é definido como segue:
Aix Az ={z|JaTb(a€ Ay AbE Ay A z = (a,b))}
Se A; = Ay = A denotamos por A? o produto A; x Aj.

Definigao 2.2.2 [Lop81] : Uma relagio n-dria R entre A;, Az, As, ..., A, é qualquer
subconjunto A; x Ay X ... X A,, isto é, R é uma relacdo n-dria, se e somente se, Va €

R= a(iﬂl,(ﬂg, ...,.’En_l) ElCL'n ($1,$2, ,[L'n) € Al X Az X X An N = (331,(32, ,Sl?n)
Definigao 2.2.3 [Lop81] : Seja R uma relagao binaria. Entao

dom R = {a | 3b (a,b) € R} - dominio de R
ImR ={b| 3a (a,b) € R} - imagem de R
R ={(b,a) | (a,b) € R } - inversa de R

R|A ={(a,b)]| (a,b) ERAaE A} - restricdo de R com respeito a A’

Definicao 2.2.4 [Lop81] : Uma relagio bindria R sobre A é dita uma relagdo de

o A . e ; :
equivaléncia, se e somente se, sdo satisfeitas ds propriedades abaixo:

o Va € A (a,a) € R (reflexividade)
o Va,be A (a,b) € R = (b,a) € R (simétrica)

o Ya,b,c€ A (a,b) € R A (b,c) € R => (a,c) € R (transitividade)
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Definigao 2.2.5 [Lop81] : Uma relagio bindria R sobre A é dita uma relacio de
ordem parcial sobre A, se e somente se, sio satisfeitas as propriedades 1 e 3 acima e

malis a seguinte:

e Va,b€ A (a,b) € R A(b,a) € R => a = b (antisimétrica)

Definicao 2.2.6 [Lop81]: Uma relacao entre Ay e Ay, é dita uma aplicacdo de A; em

Asq, se e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

o Vo € A; Jy € A; (z,y) € R (totalidade)
o Vz e A Jy,z € Ay (z,y) € RA(z,2) € R = y = z (univocidade)

e Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos de fun¢io de A em B, denotado por
f:A— B, auma regra que a cada elemento de A associa um inico elemento

de B, de tal modo que: Y& € A Jy € B tal que f(z) = y.

o Uma fungao de A em B é dita injeliva, se e somente se, Vz,y € A f(z) = f(y)
= x = y; € dita sobrejetiva, se e somente se, Vy € B 3z € A f(z) = y. Uma

fungdo que é simultaneamente injetiva e sobrejetiva € dita bijetiva.

Definigao 2.2.7 [Lop81] : Sejam f : A — B, g : B — C eh : A — C trés
fung¢ées. A funcdo h é dita a composta de f e g, se e somente se, Vo € A h(z) = g(f(z)).
Denota-se por h =go f.

Uma relagio de equivaléncia sobre um conjunto A é definida como uma relagao
entre pares de elementos de A. Se ¢,y € A, entao escrevemos xRy € A se z estiver

relacionado com y, e ¢ Ay se & nao estiver relacionado com y.

Definigéo 2.2.8 [Lop81] : Uma estrutura relacional A é um par < A, R > onde A
é um conjunto nao vazio chamado base e R é uma familia finita de relagdes sobre A.
Uma &lgebra é uma estrutura relacional, onde a igualdade (=) estd em R e todas as

demais relacées de R sao aplicacées sobre A.
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Consideremos B C A, a estrutura B =< B, R > é chamada de subestrutura de
A. Deve-se observar que numa subestrutura as operacdes sao mantidas sobre um

subdominio da estrutura original.

Se < é uma relacao de ordem sobre o conjunto A, dizemos que < ordena

A, ou que < ordena parcialmente A, ou que é uma ordem sobre A.

Exemplo 2.2.0.1 : Dizemos que o par < A, <> € um sistema ordenado ou um sitema
parcialmente ordenado. Dizemos também que A € um conjunto ordenado pela ordem
<. Se para todo a,b € A temos a < b ou b < a o sistema parcialmente ordenado A €

chamado de caminho ou sistema totalmente ordenado.

Definicao 2.2.9 [Lop81] : Um reticulado é uma &dlgebra A = (A,=,A,V), onde =

@,
€

é a igualdade em A, A e V sao operag¢oes bindrias sobre A, chamadas e “ou”

satisfazendo as seguintes condigoes:

l.Yee AaNa=aeaVa=a
2. Va,be AaNb=bAaeaVb=bVa
3. Ya,b,ce A(aANb)Ac=aA(bAc)e(aVb)Ve=aV (bVec)

4. Ya,be AaAN(aVb)=aeaV(aAb)=a

Um reticulado (A, <) diz-se completo se todo subconjunto nao vazio e majorado

admitir um supremo e um infimo.

Definigao 2.2.10 [Lop81] : Um reticulado (A, <) diz-se distribulivo se satisfaz ds

seguintes condigoes:

1. Ya,b,c € A, tem-se quea A (bVc) < (aAb)V (aAc).

2. Ya,b,c € A, tem-se queaV (bAc)> (aVb)A(aV ).
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Definigao 2.2.11 [Lop81] : Uma dlgebra booleana é uma estrutura tipo A = (A, =
AV, ,0,1), onde’ é uma operagdo unaria sobre A e, 0 e 1 operacées nuldrias sobre A

(constantes de A) satisfazendo ds propriedades abaixo:

1. (A,=,A,V) é um reticulado distributivo
2 Vae AOVa=aelAa=a

3 YacAaVa =leahd =0

Uma questao muito importante e polémica na teoria dos conjuntos, é o Axioma da
Escolha , que afirma que, dado qualquer conjunto de conjuntos mutuamente disjuntos,
nao-vazios, existe pelo menos um conjunto que contém um e um sé elemento em comum

com cada um dos conjuntos nao-vazios (axioma devido a Zermelo).

2.3 Elementos da Logica de Primeira Ordem

Esta secao apresenta os principais conceitos da Léogica de Primeira Ordem. Esta logica
pode ser vista como um sistema formal apropriado a defini¢do de teorias do universo

de discurso da Mateméatica.

Definigao 2.3.1 [Cas87] : Um alfabeto de primeira ordem A consiste de:
simbolos logicos:
()
¢ TRV, ===}
onde:
A = conjuncao
V = disjuncéo

- = negacao
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—> = implicagao
<= = bi-implicagao
: { V (universal), 3 (existencial) }

¥ ¥ = iy}

simbolos ndo logicos:
C ={e,ca,...} (simbolos constantes)
F ={f1, f2,...} (simbolos funcionais)

P = {p1,p2, ...} (simbolos predicativos)

onde para cada simbolo de F e P é associado um nimero n € N n > 1 chamado

aridade. Sendo que, a aridade dos simbolos constantes € igual a zero.

Definiremos a seguir uma sintaxe da linguagem de primeira ordem.

Definigao 2.3.2 [Cas87] : O conjunto dos termos de primeira ordem sobre um alfa-
beto de primeira ordem A é o menor conjunto satisfazendo as seguintes condigoes:

1. toda varidvel em A é um termo sobre A;

2. toda constante em A é um termo sobre A;

3. se tq,...,1, sdo termos sobre A e f é um simbolo funcional n-drio de A, entdo
7 ? 2

f(t1,...,t,) também € um termo sobre A.

Definigao 2.3.3 [Cas87] : O conjunto das formulas sobre um alfabeto de primeira

ordem A é o menor conjunto satisfazendo as seguintes condigées:

1. se ty,...,t, sdo termos sobre A e p é um simbolo relacional n-drio de A, entdo

p(t1, ..., t,) é uma férmula sobre A, denominada férmula atémica.
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2. se t ety sdo termos sobre A e = é um simbolo de A, entdo (1, = t;) é uma

férmula sobre A, também denominada férmula atémica.

3. se a e 3 sdo férmulas sobre A, entdo (—a), (aAf), (aVp), (a = B), (a <= B)

também sao formulas sobre A.

4. se a € uma férmula sobre A e ¥ é uma varidvel de A, entdo Yz (a) e 3z (a)

também sao férmulas sobre A.

Definigao 2.3.4 [Cas87] : A linguagem de primeira ordem L sobre um alfabeto de
primeira ordem A é um terno (Pr,Fr,,Cr), onde P, C P, F, C F,Cr, CC.

Definicao 2.3.5 [Cas87] :

e Em uma férmula da forma Ve 8 ou Ja 3, B € o escopo do quantificador Vz ou de

dz e z é a varidvel do quantificador.

o Uma ocorréncia de uma variavel © em uma férmula a é ligada em «, se a
ocorréncia se dd em uma subférmula de a da forma Vz () ou da forma 3z

(B). Caso contrério, a ocorréncia de x é livre.

Definigao 2.3.6 [Peq77] : Seja o uma férmula e * uma varidvel, dizemos que uma

certa ocorréncia de x em « é livre em «, se e somente se:

1. @« é uma férmula atémica, ou

2. a édaforma (BA7Y), (BVY), (8 = 7) ou (f <= 7), e a ocorréncia considerada

de * em « é uma ocorréncia livre de x em 8 ou v, ou
3. a@ é da forma —f3 e a ocorréncia de ¢ é uma ocorréncia livre em f3, ou

4. o é da forma Yy B ou Jy B , e a considerada ocorréncia de x é uma ocorréncia

livre em 3, e y e x sdo varidveis distintas.
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Definigao 2.3.7 [Peq77] : Uma estrutura é uma tripla € = (D, R, ¢), onde:
D — é um conjunto ndo-vazio chamado de universo ou dominio da estrutura &.
R — é uma familia de relacbes R C D’ ,1 < j < o0

¢ — é uma familia de fungées ¢ : D! — D, j > 0.

Definigdo 2.3.8 [Peq77] : Seja £ uma linguagem com notagdo (Pr,Fr,CL) e D um

conjunto nao-vazio, uma interpretagio I de L em D é uma estrutura T = (D, R, ¢).

1. Para cada p € Py, define-se uma relagio p* CD" e R = {p* | p € Pr}
2. Para cada f € Fy, define-se uma fungdo f: D" — D ,e ¢ = {f* | f € FL}

3. Para cada a € Cy, seleciona-se um particular elemento a* € D.

Definigao 2.3.9 [Peq77] : Seja £ uma linguagem de primeira ordem e I uma inter-
pretagdo para L com universo D. Uma funcdo valorizacdo para L sobre I € qualquer
fungao s que associa a cada variavel de L um elemento de D, denotado por s : Vi, — D,

onde:

VL € o conjunto das varidveis de L e s tem como extensao ao conjunto 7, dos termos

de L, a seguinte funcao: s = 7;, — D, tal que:
§(:t:) = .s(:v)
#e)l=1"
3(f(t1y--estn)) = FF(3(t1), s B(t)-

A funcao s chama-se funcao semantica de avaliacao de £ em Z. Vamos denotar s

a substituicdo em s de = por ¢ observando que:

Definigao 2.3.10 : Uma interpretacio I satisfaz a uma férmula o, com avaliagao s,

denotada por T |=* a, como segue abaixo:
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sa=t=t, T (t1=1t;) ssetf =1

o a=r(ty,ts...,tn) T E° r(ts,t2,...,1,) sse $(t1), .y s(tn) €77

a=(~8) T (-B) sse T |£° 3

a=(BANIE (Bry)sselBelly
a=(BVy) TE (BVy) sseT* foul b
ca=—)IE (B—)sselE Boul =y

e a=(Vz ) I (Vo f)sseVde DT = 3

a=z ) IE* Bz ph) sseddeDIE: ]

Definigao 2.3.11 : Sejam £ uma linguagem e T uma interpretagio de L:

o Uma formula o é dita valida se e somente se, para qualquer avaliacdo s tem-se

T =* a. Denotado por I = a.

e Uma formula « é dita verdadeira se e somente se « é vidlida para qualquer inter-

pretacdo . Denotado por = a.

Definigao 2.3.12 : Uma interpretagao I é denominada um modelo para um conjunto

I de sentenca de L, se para todoa € I', T |= a.

Definigao 2.3.13 : Uma férmula o € L é uma consequéncia l6gica de um conjunto
' de formula de L, denotado por I' = a, se e somente se, para qualquer avaliacdo s
tem-se T =° I entdo T =° a.

Definigao 2.3.14 : Uma teoria de uma linguagem L é qualquer conjunto T de sen-

tencas de L fechado sob consequéncia logica.
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Definigao 2.3.15 : Um sistema dedutivo de primeira ordem S é uma tripla & =
(L, A, R), onde:

L é uma linguagem de primeira ordem,
A é um conjunto de férmulas especiais chamadas ariomas,

R é um conjunto de regras operacionais chamadas de inferéncia.

Se (o, ag, ..., ar, ary1) € R, onde R é uma regra de inferéncia, dizemos que a1, g, ..., &,

sao premissas de a,4q1 € que 41 é uma conclusdo de oy, oy, ..., a;.

Definicao 2.3.16 : Uma férmula « é um teorema de um conjunto de férmulas P em
A, denotado por P &= A, se e somente se existir uma sequéncia (ap, ..., a,) de férmulas

de L tal que o, = « e, para todo i < n, um dos casos abaixo é satisfeito:

1. @; é um axioma de A ou «; ocorre em P;

2. existem j,k < i tais que «; pode ser obtida por Modus Ponens de a; e ay.

Definigao 2.3.17 : Seja o uma formula de L. Uma prova ou deducdo de o, a partir

de um conjunto P de férmulas de L, é uma sequéncia oy, aq, ..., &, tal que:

1. a, =«

2. a; € vUA ou «; é obtida por alguma regra de inferéncia das férmulas o, , &y, ...y @i,

ondel < 4§ < nei;< i

Definicao 2.3.18 :

1. Dada uma féormula «, com variaveis livres xy, ..., z,, o fecho universal de o é a

férmula Va,..Va, (a) e o fecho ezistencial de « é a férmula 3z4...3z, (a).
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2. Uma férmula a é uma conjungdo se e somente se, a3 A as A ... A a,.

3. Uma formula « é uma disjuncdo se e somente se, for da forma a1 V as V ... V ay,.

Definigao 2.3.19 [Peq77] : Seja £ uma linguagem e o uma férmula. Dizemos que o é
uma forma normal conjuntiva (f.n.c.) se a é da forma (ay A (ag A(... Ao Aay)...)))
onde cada a; é da forma (a;, V (e, V(...((ei, _ Vi, )...)), e cada «;; é uma formula
atomica ou a negagao de uma formula atémica. Dizemos também que cada «;; é um
literal e que cada «; é uma clausula. Assim uma f.n.c. é uma conjungao de clausulas
e uma clausula é uma disjuncao de literais. Uma cldusula que ndo contém literal é

chamada cldusula vazia.

Definigao 2.3.20 [Peq77] : Seja L uma linguagem e o uma férmula. Dizemos que «
estd na forma normal prenezx, se e somente se a € livre de quantificadores ou o é da

forma Qx;,Q2:,...Qxx;i, 3, onde 3 é livre de quantificadores e cada (); € ¥ ou 3.

Definigao 2.3.21 [Peq77] : Seja o uma férmula na forma normal prenex e L uma
linguagem, sendo o € L. A Skolemizagio de o, denotada por Skl(a), é a wif obtida
pelo procedimento recursivo visto abaixo:

e Se a é 3y 3, entao Skl(a) = Skl(f;), onde a é a primeira constante nova.

e Se a é Vz;, Vu,,... Vz;, Iy B, entdo Skl(a) = Vz; Vaz;, ... Vz,, Skl(ﬁg(“’"“"““))

onde f é o primeiro simbolo funcional novo.

e Se nenhum quantificador existencial ocorre em a, entdo Skl(a) = .

2.4 Nocoes Sobre Tipos Abstratos de Dados

Um tipo de dado consiste basicamente de um ou mais dominios de objetos munidos de
operagoes e relagoes. Por exemplo, o tipo de dados dos nimeros naturais tem como

dominio o conjunto N dos naturais, como operagoes soma e produto e relagio de menor.
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Quando trabalhamos em um nivel proximo ao problema implica numa abstracao
de dados. Tal nivel desempenha para os dados, de certa forma, papel analogo ao que
procedimentos desempenham para o fluxo de controle. Devemos classificar abstracoes
de dados nao por suas similaridades de estrutura de representacao, mas sim por seu
comportamento exibido. A uma tal abstracao denominamos tipo abstrato de dados
(TAD), e o adjetivo abstrato enfatiza o fato de que estamos nos concentrando no

comportamento dos objetos, e nos abstraimos dos destalhes de sua representagao.

Veremos a idéia de Tipos Abstratos de Dados do ponto de vista estrutural, pois se

torna mais adequada para especificacao de problemas.

As estruturas relacionais para linguagens de primeira ordem sao utilizadas para
especificar tipos de dados. Os tipos abstratos de dados sao especificados através de
estruturas iniciais de uma classe de estrutura de mesmo tipo. A inicialidade é baseada
na idéia de estruturas nomedveis ou atingiveis e modelos minimos. Uma estrutura para
uma linguagem L é definida da seguinte forma 7 = (D, P,F,C), cujas componentes

estao definidas em 2.3.8.

Dizemos que uma estrutura é atingivel quando seu dominio é constituido somente
pelos termos constantes de £, isto é, pelas constantes de £ e por todos os termos obtidos
das constantes por aplicagao das fungoes f € F. A importancia dessas estruturas ¢

justificada por algumas propriedades utilizadas no estudo de TAD, vistas abaixo:

e SeZ = (D,P,F,C) é uma estrutura atingivel para £ e Z' é uma outra estrutura
também para linguagem L, entao existem, no maximo, um homomorfismo de 7

t ”’ . . ! ” . ”
em I e que sera sobrejetivo, se e somente se, T ¢é também atingivel.

e Se T é uma estrutura atingivel para £ e = é uma congruéncia em I, entao a

estrutura obtida pela classificacao de 7 através de =, (Z/ =), é também atingivel.

e Se 7 é uma estrutura atingivel sobre £, entio existe uma interpretagao de Her-
brand tnica H(Z) tal que Z é isomorfa a H(Z)/Ker(¢), onde ¢ é o tnico homo-
morfismo de H(Z) em I e Ker(¢) é o niicleo de ¢.

. ’ . ! ~ U (e ~ A
e Se duas estruturas atingiveis Z e Z sao iniciais na mesma classe, entao elas sao

isomorfas.
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A especificaciao pode ser vista como uma maneira de procurar propriedades do tipo
7 e expressa-las através de sentencas axiomaticas com validade verificada no modelo
interpretativo Z da linguagem e correspondentes. Se esse modelo ¢ inicial o conjunto

de axiomas € bastante para caracterizar o tipo.

Exemplo 2.4.0.2 : Seja a estrutura N' = (N, @, S) dos naturais com zero e sucessor,

onde uma axiomalizacdo possivel € a sequinte:

o Vz (S(z) #0)

® o
<  <C
8
—_
?_QQC'Z
a
"-._/O
“H.
s
L
g
e
Il
0
=
—

]
<C
8
—_
2
Lo
5]
e
ur

[
<C
=]
>

S
—
8
S
s
]
—

Observamos que mesmo N sendo uma estrutura que satisfaz aos axiomas mostrados
acima, ela nao é tnica, pois qualquer outra estrutura que seja uma copia de N seguida
de cépias de inteiros, também satisfaz. Com isso, ha uma evidéncia da limitagao
referida do poder da caracterizagio do método, que pode ser contornada, eventual-
mente, através da intersecio de todas essas estruturas, visando a obtengido do modelo

minimeo.

2.5 Elementos da Teoria Geral de Problemas

2.5.1 Introducao

Desde os primeiros tempos o homem tem enfrentado e resolvido problemas, tentando
assim chegar a uma metodologia que lhe permita solucionar qualquer problema pare-

cido.
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Descartes (1596-1650), com seu método analitico, quando introduziu as coorde-
nadas cartesianas na geometria, fez & primeira formalizagdo matematica da questio de
resolucdo de problemas, reconhecendo a possibilidade de um estudo sobre solubilidade
de um problema, independente dos recursos utilizados na solu¢do. Outros grandes
pensadores como Lelbnitz (1646-1716), também contribuiram com a questao do es-
tabelecimento de uma metodologia de resolugio de problemas. Kolmogoroff em 1932,

descreveu uma sintaxe da logica intuicionista, dando a ela uma semantica de problemas

[LAS5].

Encontrar um método seguro e completo para resolver qualquer tipo de problema,
ou pelo menos uma classe de problemas que seja relativamente ampla e distingtivel, é
uma idéia que ainda se encontra em aberto. A Teoria Geral de Problemas (T'GP) foi
desenvolvida com a intencao de se tentar formalizar o conceito, que era intuitivo, de
problemas desvinculando-o de qualquer contexto, estudando as relagoes entre proble-
mas e fazendo uma analise e critica das solugdes, o que leva aos primeiros passos nesta

diregdo.

Nesta secdo, veremos alguns conceitos e elementos basicos da TGP [Lop81] que

servem de apoio aos outros capitulos que se desenvolveram neste trabalho.

2.5.2 Elementos Basicos

A Teoria Geral de Problemas (TGP) propde, a partir de uma analise critica de nogdes
usuais, definir precisamente o conceito de problema como uma estrutura matematica,
onde suas solugdes sdo fungoes. Fazendo isso, cria-se um ambiente adequado para se
examinar rigorosamente os questionamentos relacionados a problemas, como por exem-
plo, solubilidade, métodos de transformagao (homomorfismos, isomorfismos, analogias,

etc.}, resolugbes de problemas, etc..

A majoria dos enfoques dados a problemas sao voltados para as seguintes questoes:
“Qual é o problema?” e “Como resolvé-lo?”. A TGP trata das questdes menos usual-
mente abordadas, tais como: “O que é um problema?” e “O que é uma solugao?”, com

uma postura mals de analise e critica.
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A formulacdo adotada pela TGP, tenta mostrar os elementos que sido observados
intuitivamente, captando alguns elementos estruturais, os quais distinguem invariavel-

mente o que se conhece como “tipo problema”, como por exemplo:

“Transformar um numero hexadecimal em um nimero binéario correspon-

dente.”

A partir do enunciado pode-se distinguir trés elementos basicos: o conjunto dos
numeros hexadecimais (conjunto dos dados do problema). O conjunto dos nimeros
bindrios (conjunto dos resultados) e a intengao de transformar um elemento no outro,
que podemos expressar assim: dado um numero hexadecimal ¢ e um numero binario

y entdo, (z,y) € intencao, se e somente se , y é a representacao binaria de z.

A figura abaixo mostra uma estrutura que capta os elementos essenciais a abstracao
de problemas, onde os dados serao representados por D, os resultados por R e a intengao

por r.

Figura 2.1: Estrutura Abstrata de um pré-problema

O dominio de dados (D) e o dominio de resultados (R), representam a parte sub-
stantiva do pré-problema definido a seguir, enquanto que a intengao, representa a parte

subjetiva deste.

Entao, podemos formalizar a definicdo de pré-problema como mostrado abaixo:
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Definigao 2.5.1 [Lop81]: Um pré-problema P, é uma estrutura do tipo P = (D, R, ),
onde D e R sdo conjuntos nao-vazios, chamados de dominio dos dados e dominio dos
resultados respectivamente, e r é um predicado intencional, cuja interpretacio é um

subconjunto de D x R.

Exemplo 2.5.2.1 : Seja P wm problema de “Achar o maior elemento de uma sequéncia

de numeros naturais.”

Uma estruturagao para P, pode ser feita através da interpretacao abaizo:
P = (Seq,N', Maior),

onde,

Seq = conjunto das sequéncias de nimeros naturais
N = conjunto dos nimeros naturais

(s,n) € Maior <= n €s AVs € Seq, n > s

tal que,

> € relagao bindria de ordem “maior ou igual” usual no conjunto dos nimeros

naturais, com s € Seq en € N.

Observando o exemplo mostrado acima vemos que a defini¢ao de pré-problema é
muito ampla e envolve elementos nao relevantes ao problema (quais as seqiiéncias que
interessam? Qualquer solugao serve?). Notamos que nao sao necessarias a utilizagao
de seqiiéncias infinitas e com isso vemos que a solu¢ao nao sera qualquer uma. Isso nos
leva a perceber que é preciso um enriquecimento da parte intencional do problema, a
qual tem a responsabilidade de dar sentido ao problema. A elaboragao de uma definigao

mais completa é vista a seguir:

Definigao 2.5.2 [Lop81] : Um problema é uma estrutura do tipo P = (D, R, d,r, A),
onde D e R sdo conjuntos ndo vazios, denominados respectivamente como dominio dos

dados e dominio dos resultados, d C D é um predicado unario sobre D que denota a
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restri¢do sobre os dados, r C D x R um predicado bindrio sobre D x R, que denota a
forma como se relacionam os dados com os resultados, e A C RP um predicado undrio

sobre RP que denota o predicado de admissibilidade.

As componentes [ e R representam a parte substantiva do problema, enquanto que
d, r e A representam a parte intencional e sdo chamados predicado dos dados fonte,

predicado intencional e predicado de admissibilidade, respectivamente.
Exemplo 2.5.2.2 :
Seja o problema de ordenagao de uma seqiéncia de nimeros inteiros.

Uma estruturagao para o problema € a sequinte:
P = (Seq, Seq, Seq,Ord, Alg)

onde:

Seq = conjunto das seqiéncias de nimeros inteiros

Seq = conjunto das seqiiéncias finitas de nimeros inteiros

(s,8) € Ord = ordenada(s’) A mesma(s,s')

Alg = fungées algoritmicas

tal que,

ordenada - ¢ um predicado que diz se s' € uma seqiiéncia de Seq ordenada.
mesma - € um predicado que indica que s e s possuem os mesmos elementos.

Definigao 2.5.3 [Lop81] : Seja P um problema, uma solu¢do para P é uma fungao

143

de D em R, tal que a € A eVa € d (z,a(z)) € r. Indica-se que “ resolve P” ou “ é

uma solugdo para P” por a ||— P.



Elementos da Teoria Geral de Problemas (TGP) 21

Definigao 2.5.4 [Lop81] : Uma instincia de um problema P é um problema P, =
(D,R,(t),r, A), tal que t € d.

A partir da definigao acima, podemos concluir que qualquer solugao para o problema
P também é solugao para qualquer uma instancia sua. Dizendo de outra maneira,

temos:
SevVtedal||-P,=al||-P

Ao definirmos solugao de problemas, vemos a necessidade de pensarmos na criagao

de uma defini¢ao do espaco das solugoes de um problema.

Definigao 2.5.5 [Lop81] : O Espago de Solugées de um Problema P denotado por
>.(P), é dado pelo seguinte conjunto:

S(P)={a€RP|a]|- P}

A seguir veremos uma analise do comportamento do espago das solugdes de um

problema.

Proposicao 2.5.1 [Lop81] : Sejam P = (D,R,d,r,A), P, = (D,R,d;,r,A) e P, =
(D, R,dy,r, A) trés problemas. Entdo as seguintes implicagées sao validas:

1. dCdi = ¥(P) CX(h)

2. d=diUdy = T(P) = Z(P) N E(F)

3. d=dNdy = Y (P) =X (P)UL(P)

Sed =@, entaoo 3 (P) = Desed= D, entdaoo Y (P)é o menor espago de solucdes
de P. Portanto, podemos verificar intuitivamente a proposi¢ao 1 e em decorréncia as

proposicoes 2 e 3.
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Proposigao 2.5.2 : Sejam P = (D, R,d,r,A), P, = (D,R,d,r1,A) e P, = (D, R,d,ry, A)
trés problemas. Entdo as seguintes implicacoes sao vilidas:

L r Cr = 5(P)C T(P)

4 P U= TP =Y (B)UT.5)

3. r=riNra= Y(P) = X(P) N T(P,)

Ser =@, entdo (P) =@ comd = D eser = D x R, temos que Y (P) = A.
Assim, intuitivamente verificamos a proposicao 1, e em decorréncia as proposicoes 2 e

3.

Proposicio 2.5.3 : Sejam P = (D, R,d,r,A), P ={(D,R,d,r, A1) e P, = (D,R,d,r, As)

trés problemas. Entao as seguintes implicagoes sao validas:
1 AC A4 = X(P) C S(R)

3. A=A N A, = X(P) = (P N 5(P)

Decorrem imediatamente das defini¢oes de C, U, N da teoria dos conjuntos.

2.5.3 Relagoes e Transformacgoes de Problemas

Geralmente é conveniente transformar um problema em outro que tem alguma relagao
com o problema em estudo. Esta relagao existente entre o problema original e o prob-
lema relacionado é vista sob dois aspectos: o aspecto estrutural, o qual busca relagoes
entre os espagos das solugoes, que leva a um estudo das propriedades que sao preser-
vadas através das transformacoes estruturais; e o aspecto comportamental, que busca
analogias ou semelhangas com o problema original, que vai depender da experiéncia do

solucionador.
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Homomorfismos entre Problemas

Um homomorfismo entre problemas, é uma relagao obtida através de duas funcoes
definidas entre os conjuntos bases (dominio de dados e dominio de resultados) corre-
spondentes dos problemas, e que preservam a parte intencional do primeiro. Formal-

mente temos:

Definicdo 2.5.6 [Lop81] : Sejam P = (D,R,d,r,A) e P' = (D', R',d,r',A") dois
problemas. Um Homomorfismo H = (¢,%) de P em P' é um par de fun¢des ¢ e 1),
com¢p: D — D etp: R— R, tal que:

1.VzeD,zed= d(z)ed

f/

2. VzeD,Vy € R (z,y) er = (4(z),%(y)) €T

3. Yac RP eVbe R” ,bop=thoa=>(a€A=>bec A

Denotaremos por P == P’ para indicar que P é homomorfo a P'. A figura 2.2

mostra um esquema de um homomorfismo entre dois problemas.

Figura 2.2: Homomorfismo entre Problemas

Definigao 2.5.7 [Lop81] : Um homomorfismo ‘H é dito:
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1. forte em relagio a dseVa €d [p(z) €d <=z € d ]
2. forte em relagdo a rse Vo € D ¥y € R [ (¢(z),¥(y)) € r = (z,y) €7 |

3. forte em relagio a A sebod =poa = (be A' = a € AVad € A tal que
a/d=d'/d)

4. forte se é forte em relacao ad, r e A

5. estrutural se Va € A 3b € A tal quebogp =1 oa

Subproblemas

O estudo de homomorfismo nos conduz ao conceito de subproblema. Tal conceito tem
um sentido de refletir a idéia de particularizacao. A particularizacao da solucao de um
problema tanto pode ser uma solucao de um dos seus subproblemas como uma solugao

do proprio problema.

Definigio 2.5.8 [Lop81] : Um problema P' = (D', R ,d,r',A’) é um subproblema
de um problema P = (D,R,d,r, A), que denotaremos por P < P se, e somente
se, D' C D, R C R easinsercéesi : D' — D ej : R — R, constituem um

homomorfismo de P’ em P.

A seguir veremos uma proposicao que estabelece condigbes necessarias e suficientes

para verificar se um problema P’ é um subproblema de um problema P.

Proposigio 2.5.4 [Alm90] : Sejam P e P' dois problemas P' < P se, e somente se,
D'CD,RCR dCd,rCreA={becRP/b(D')CR eb/D' € A} CA.

PROVA: Veja [AIm90]



Elementos da Teoria Geral de Problemas (TGP) 25

Isomorfismo entre Problemas

Definigao 2.5.9 [Lop81]: Um isomorfismo entre dois problemas P e P', é um homo-

! . . . ~
morfismo de P em P, que satisfaz as seguintes condigoes:

1. O homomorfismo (¢,v) de P em P’ é forte, e

2. ¢ e sdo funcoes bijetivas

Do ponto vista estrutural e de solubilidade, dois problemas isomorfos sao indis-
tingliiveis. Assim, obter efetivamente uma solu¢ao para um problema significa, na

pratica, obter uma solucao para todos os problemas de sua classe de isomorfismo.

Analogias e Semelhangas entre Problemas

Intuitivamente dois problemas sio analogos ou similares se possuem a mesma inten-
cionalidade (d, r e A), porém com interpretacoes diferentes. A seguir formalizaremos

esse conceito.

Definigéo 2.5.10 [Lop8§1] : Sejam P e P' dois problemas. E sejam a : d — d,
B:r—r evy:A—s A trés fungées. O terno (a,3,7) é dito uma analogia de P em
P', com denotacao P =" P', se e somente se, existe uma fungo ¢ : R — R, tal

que as propriedades abaixo sdo satisfeitas:

1. Vae A, 3be A, tal que b=~a e sex € d = b(a(z)) = ¢(a(z));

‘o

2. Ve e D,Vy € R, (z,y) € r = B(z,y) = (a(z),¥(y)) €.

Para estabelecer as condigdes necessérias e suficientes que garantem que uma analo-

gia entre problemas preserva solubilidade, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.5.1 [Lop81] : Se (e, 3,7) € uma analogia de P em P', e a é sobrejetiva,

entdo P solivel implica P' solivel.

PROVA: Veja [Lop81]
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Operagoes sobre Problemas

Definigdo 2.5.11 [Lop81] : Sejam P = (D,R,d,r,A) e P = (D',R,d,r', A"} dois

problemas, tal que:

1. A Peombinacio de P e P' é o problema Px P’ = (DXD', RxR ,dxd ,rxr, AXA'),

onde “x” é a operacao do produto cartesiano natural entre conjuntos.

2. Se P e P' sao tais que D' = I, eitan, & Peompesas d6 £ tof P’, é o problema
PoP= (D, R.,dror Ao A), onde r or é a composicdo usual entre relagées,

eAoA={hoh:D— R/heAeh € A'}.

3. de g P, I} = R, 8 Pgensnciacas a6 P € o problenia P# = (D % N,D,d x
N,r#,  A#) onde (z,0,y) € r* <=z =y, (z,n + 1,y) € r* & (z,n,2) € r¥
e(z,y) er, A* = {f*/f € A} e f#(2,0) = z, f*(z,n + 1) = f(f#(z,n)).

Em [Lop81] podem ser encontradas outras operacdes tais como: Pyuniaos Pintersecios

Piteraca'.aa Psoma1 etc.



Capitulo 3

Métodos de Solucao de Problemas

3.1 Introducao

No decorrer da histéria, o homem tem se defrontado com vérios problemas , e estes tem
sido resolvidos de diversas maneiras, utilizando os mais variados métodos e critérios

para chegar a sua solugao.

E muito dificil tratar a questao problema sem que haja o desejo de se estabelecer

metodologias seguras e completas que influenciem na sua resolucao.

Neste capitulo sdao apresentados dois métodos que visam diretamente a solucao de

problemas: a Reducdo e a Decomposicao.

3.2 Reducao de Problemas

A idéia de reducgao de um problema a outro tem a finalidade de reduzir as dificuldades
para obtencao de solugao. Muitas vezes ela ocorre com nomes diferentes: analogia,

particularizagao, generalizacao, etc.[Pol78].

Intuitivamente, dois problemas sao analogos ou similares, se eles possuem a mesma

parte intencional, mas com conotacoes diferentes. Isto é, em nao se podendo resolver

2r



M¢étodos de Solucao de Problemas 28

um problema, operamos uma transformagao do seu dominio fonte para o dominio fonte
de outro problema que podemos resolver. Determinamos uma solugio deste e operamos
uma transformagao do codominio de solugdes do segundo problema para o codominio de

solugoes do problema inicial, esperando dessa maneira, encontrar a solugao do problema
dado.

Por exemplo, “ordenar sequéncias de naturais, sem repeticoes” e “ordenar sequen-
cias de inteiros, sem repeticoes”, sdo dois problemas diferentes que possuem a mesma

parte intencional.

Uma redugao pode ser vista como uma transformaciao de problemas ou como um

método de resolugao de problemas, dependendo dos seguintes casos:

e Se na impossibilidade de resolver um dado problema, quando o reduzimos a outro
na tentativa de solucionar o segundo, possivelmente mais simples, entao, para este

caso, podemos dizer que reducgao é uma transformacgao de problemas.

e Se a reducao é feita a um problema que conhecemos sua solugao, podemos dizer

que a reducao ¢ um método de resolucao de problemas.
Expressando formalmente teremos:

Definigao 3.2.1 [Lop81]: Uma R de um problema P para outro P’, consiste
de duas fungées Ins e Ret, onde Ins : D — D' e Ret : R — R tais que Yz € D
Vy' € R (Ins(z),y’) € r = (z, Ret(y')) € .

Se R é tal que para todo a' € A’ temos que Retoa' o Ins € A, entio R é chamada

de uma

Se R é tal que para todo x em d Ins(z) € d, entio R é chamada de

A idéia de redugao pode ser ilustrada na figura 3.1.

Uma condicao suficiente para que uma boa redugao conduza a solubilidade de P,

# -~ r ’, .
através de uma solugao de P, é dada pelo teorema abaixo.
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Ins

ret

Figura 3.1: Redug¢do de Problemas

Teorema 3.2.1 [Lop81] : Seja R uma boa reducdo de P em P’ tal que Vf € d
Ins(f) € d entio | - P = |- P.

PROVA: Sejam ¢ € Y(P') e f € d. Pela condicio do estabelecido para Ins
temos que Ins(f) € d. Como a ||— P’ entdo a € A e (Ins(f),da (ins(f))) € r.
Desde que R = (Ins, Ret) é uma boa redugio temos (f, Ret(a'(Ins(f)))) € r com
Ret.a'.Ins(f)) € A,logo a = Retoa oIns ||— P.e

Um estudo mais aprofundado dos resultados sobre preservacao de solubilidade, ex-

isténcia de homomorfismo, etc., podem ser encontrados em [Lop81].

3.3 Decomposicao de Problemas

Uma das estratégias de solu¢ao que tem uma maior divulgacao, tem sido aquela baseada
no velho ditado da cultura popular “dividir para conquistar”. Isso acontece porque este
método pode ser aplicado nos mais variados campos da sociedade humana como, por
exemplo: politica (Ex: O ditador que divide a oposicao com tolices, para manter-se no

poder.), administragao (Ex: A divisao de uma empresa em departamentos e se¢des.),
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saiide (Ex: Ha médicos especialistas em determinadas dreas do corpo humano.), com-

putagdo (Ex: Os estilos de programagao modular, recursiva, top-down, etc.), etc.

A idéia de decomposigao utilizada na Teoria Geral de Problemas pode ser mostrada
do seguinte modo: os elementos do predicado fonte de um problema sao partidos
repetidamente através de uma funcao de particao part até chegarem a uma forma
simples. Operam-se solugoes diretas sobre esses elementos simples, encontrando-se
os elementos correspondentes no codominio de solugao e constroem-se, através de uma
funcao recombinagao, os elementos do codominio de solugao correspondentes aos
elementos do predicado fonte. Deve-se ter o cuidado de que a fungao resultante dessa

associacao, satisfaga o predicado de admissibilidade do problema.

Existem duas maneiras de se decompor um problema: uma Local e a outra Estru-

tural.

3.3.1 Decomposigao Local

Este tipo de decomposigao baseia-se na idéia de recursividade. E recursividade para
o caso de problemas, é a propriedade que tem alguns deles de estarem compostos
de diversas partes com propriedades de se converterem em totalidades, ou seja, em
problemas independentes. Porém mantendo a mesma estrutura do problema, pelo
qual estas também podem ser decompostas. Para que haja uma resolugao desse tipo,
sera necessario determinar um limite na recursividade, e para isso é preciso distinguir
um subconjunto das possiveis partes do problema recursivo que sejam suficientemente
simples, para aplicar diretamente uma solucdo. Entao recombinam-se os resultados
assim obtidos para chegar no resultado do problema original. Deve-se ter o cuidado de

que a condi¢ao de admissibilidade seja satisfeita.

Formalmente teremos a seguinte definigao:

Definigdo 3.3.1 [Bed87] : Seja P = (D, R,d,r, A} um problema. Uma decomposigao
D de P consiste de:

e uma funcao unaria :D— D
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e uma funcao unaria tRxD—R
e uma funcao unaria :D— R
e um predicado unario =
Seja h a fungao canénica associada & decomposiciao D, definida por:
hz) = { direta(z), se x € sumples
recomb(h(part(z)),x), senao
Como a fungao h é recursiva, entao para que seja uma solugéo para P (h |- P),

deve-se ter o cuidado de que h seja uma funcao total que satisfaca r. O teorema abaixo

nos mostra condi¢oes necessarias e suficientes para que a fungao h seja uma solugao

para P.

Teorema 3.3.1 [Bed87]: Sejam P um problema, e D uma decomposicao local sobre P

representada pela quadrupla D = {part,recomb,direta, simples}. A fungdo canonica
h € uma solugao para P (h ||— P), sse h € A e:
1. A relagdo << sobre D,
T<<y<= k>0 parti(y) =z ANy & , é uma ordem bem fundada,

2. Yz € simples = (z,direta(z)) € r,

3. Vee D,z & = [(part(z), h(part(z))) € r => (x,recomb (h(part(z)),
z)) €T ]

PROVA: Deve-se provar que Yz € d, (z,h(z)) € r. Como D é um conjunto bem-

fundado, entao d C D também é bem-fundado. Tem-se dois casos:

1. Se x € simples, entdo por 2 tem-se que (z,direta(z)) € r. Logo, pela definicao

de h, para elementos de simples, tem-se que (z, h(x)) € r.
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2. Se = ¢ simples, por 3 tem-se que (z,recomb(h(part(z)),z)) € r. Logo, pela

defini¢do de h para elementos que nao sio de simples, tem-se que (z, h(z)) € r.

Logo Vz € d, (z,h(z)) € r, e portanto h ||— P.

Por outro lado, se h || P, ou seja, Vo € d (2, h(z)) € r, tem-se que provar que a

decomposigao D junto com sua fungao candnica satisfazem 1, 2 e 3. Com este objetivo,

tem-se que:

1. Para h ser solugao de P, a fungdo part deve necessariamente cumprir com a
relagdo << sobre D, isto é,

& <<y < 3k >0 part*(y) = 2 Ay & simples

caso contrario h nao pararia, pois € definido recursivamente através de part. Uma

vez que isto é constatado, [0J85] demonstra que << é uma ordem bem-fundada.
Assim, 1 fica provado.

2. Como (z,h(z)) € r, entdo Yo € simples (z,h(z)) € r, isto é, (z,direta(z)) € r.
Portanto 2 é satisfeita.

3. EVz ¢ simples, também se tem que (2, h(z)) € r, isto €, (z, recomb(h(part(z)), z))
€ r, e como por 1 se tem que, quando k = 1, part(z) << z, entdo (z,h(z)) € r
= (part(z), h(z)) € r. Logo, 3 é satisfeita.

Portanto, h ||— P <= 1, 2, 3 sdo satisfeitos.e

Geralmente, no uso da decomposic¢ao para solucionar um problema, se faz necessario
a utilizagao da funcao part varias vezes, com isso, a intuigao de decomposigao torna-se

mais nitida. A seguir veremos uma defini¢ao que considera estes elementos:

Definigao 3.3.2 [Bed87] : Seja P um problema. Uma decomposi¢cio N-dria , D,,
sobre P consiste de:

e N fungées undrias part;:D — D, com i= 1,...,N
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o Uma fungao (N + 1)-dria recombyy: RN XD — R
e Uma fungao undria :D— R

e Uma relagao undria C B

Seja h a funcao canonica associada a decomposicao D, definida abaixo:

h(z) direta(z), se & € simples
€T =
recomby 1 (h(parti(z)), ..., h(partn(z)),z), sendo

Mesmo com a aparéncia de ser um tipo de decomposicao mais geral do que a
primeira, ambas sao equivalentes (demonstrado em [Lop8l1]). O teorema a seguir
mostra as condi¢oes necessarias e suficientes através das quais a funcao canénica da

decomposicao D" constitui uma solucao.

Teorema 3.3.2 [Bed87] : Sejam P um problema e D, uma decomposi¢do N-aria sobre
o problema P, representada por D" = {part,, ..., part,,recomb, 1, direta, simples}. A

fungao candnica h é uma solugao para P (h |- P), sse h € A e:

e A relacao << sobre D

& <<y <= Jpart;o..o0part,(y) = x Ay € simples é uma ordem

bem-fundada.

o Vo € D x € simples = (z,direta(z)) € r

o Vi = 1,....N (part,(z), h(part(z))) € r = (x,recombyy1 (h(part,(z)),...,
h(party(z)),z)) € r.

PROVA: Analoga a do teorema 3.3.1
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3.3.2 Decomposicao Estrutural

Na secao anterior discutimos problemas que siao simples do ponto de vista estrutu-
ral.Porém, frequentemente, é comum nos defrontarmos com problemas estruturalmente

complexos, que podem ser vistos como varios problemas que se relacionam entre si, de

diversas maneiras constituindo o problema em estudo.

Em [Bed87], tem-se que a partir da defini¢ao estrutural de um problema, se determi-
narao as condigoes sobre as quais é permitido decompor o problema e como se compor
a solugao deste problema, sendo conhecidas as solucoes dos subproblemas. E é definido
também os diversos tipos de decomposicao estrutural, cada uma tentando abranger
uma determinada familia de problemas, a partir das operagoes dada em [Lop81] para

construgio de problemas.

Decomposigao Combinacional de Problemas

Muitas vezes, é comum encontrar problemas nos quais se quer fazer duas coisas difer-
entes. Neste caso, decompomos estes em dois problemas, em que suas respectivas

solugoes realizem separadamente essas duas coisas.

Definigao 3.3.3 [Bed87] : Um problema P é Decomponivel Combinacionalmente nos
problemas P; e P,, denotado por P = P, x P,, se as componentes de P sao D =
D' x Dy x Dy,onde D =D xD; e Dy =D xD,, R=Ry x Ry, d=d xd| xd,
comd, =d xd, edy =d xdy, r =1 %1y onde ((z,2],25), (y1,¥2)) €r =
(z',2y),1) €1 A ((2',25),y2) €72, e A= Ay X Ay = {(a1 X a3) € Ry x RY *PixPa
a; € Ay Nay € Az}

Decompor um problema combinacionalmente nao é garantia para sua solubilidade,
pois deve-se ter certeza que os subproblemas surgidos desta decomposi¢ao, sejam

soluveis. O seguinte teorema nos mostra isto:

Teorema 3.3.3 [Bed87]: Se P =P, X Py, entao |- P < |- AN | — P..
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PROVA: Seja a € Y(P), logo V(z,z1,22) € d ((z,21,22,a(z,z1,2,)) € 7, € pela
definicdo de A, se tem que a = a1 X ay, com a; € A e a; € A; e, portanto, (Ems &)
(a1(z, 1), a2(z, 22))) € 1, e ((z,21),a1(z,21)) € 71 € ((z,22), az(x,23)) € r3. Logo aq
|— Py eas |- P.

Caso contrario, se a; € 3_(P,) e az € }_(P,), se cumpre que ((z, 1), a1(z,21)) € ry,
e ((@,22),az(x,2;)) € ry e pela prépria definicao do r se tem ((z, z1, x2), a1, 21), as(z, 2))

€ r, e portanto, || — P. e

Decomposigao Somativa de Problemas

A decomposigao somativa é comum em problemas nos quais se quer fazer uma ou outra

coisa, dependendo de uma condi¢ao ou sem haver distingao. Tal tipo de problema sera

chamado de problema soma.

Definigao 3.3.4 [Bed87] : Um problema P é Decomponivel Somativamente nos prob-
lemas P, e P, denotado por P = P, + P,, se as componentes de P sdao: D = D, U D,,
R=RURy,d=dUdy,r=Cy xrUCy xry e A= {a € RP tal que a/d, — d,
€ Ay/dy —dy N afdy—dy € Ayfdy—dy A afdiNdy € (Ar/dy NdaU Az/dy Ndy)}. Onde
C, e C, sdo condigées sobre os dados que se refletem em d; e d,, respectivamente, e

para uma j qualquer, a € AJ,;/D;- = d; C d; e Ja; € A; tal queVz € d; a(z) = a;(x).

O teorema abaixo formaliza a praticidade desta decomposi¢ao ao considerar aspec-
tos de solubilidade.

Teorema 3.3.4 [Bed87]: Se P =P, + Py, entao | — P < | — P A || — Ps.

PROVA: Seja a € 3(P), entdo Vo € d = d; U dz (z,a(z)) € r, se z € d;, entdo
(z,a(z)) € r, logo (z,a/dy(z)) € r, e , portanto, || — P;. Analogamente, para P se
tem que (x,a/ds(x)) € ry e portanto, || — P,.

Por outro lado, se ay ||— P; e ay ||— P2, entdo pode-se construir uma solugao para

P como mostrado abaixo:
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a(z), sez €d;
a(z) =1 ay(z), sexz €dy—d;
H(y), sex € D —(dyUd,)

onde:

H(y) € R,ecomodyUdy =d, (D—d)Ud= D, dyN(dy —dy) =D, entido a estd
bem definida. E como Vz € d; (z,a:1(z)) € r, e Va € d3 — d; (z,a2(x)) € r, entdo Va
€ d (z,a(z)) € r, e portanto a |— P.e

Decomposigao em Cadeia de Problemas

A maioria dos problemas sao trataveis por esse tipo de decomposigao, pois geralmente
quando nos deparamos com problemas grandes ou com uma certa complexidade, deve-

mos encara-los por etapas, analisando primeiro as mais faceis de serem solucionadas.

Do ponto de vista matematico, a decomposi¢ao em cadeia possui semelhanga com

a operacao de composicao de fungoes.

Definigao 3.3.5 [Bed87]: Um problema P é Decomponivel Encadeadamente nos prob-
lemas P, e P, denotado por P = Pyo P, , se D; = R, e as componentes de P sdo
D=Dy,R=Ry,d=dye(z,y) €r< Ay € Dy =Ry/(z,y) €Eri A(y,y) Ery, €
Ay0 Ay C A, isto é,Vay; € Ay eVa; € Ay a=az0a; € A.

Podemos nos deparar com um problema P, decomponivel encadeadamente , no qual
duas solugoes de P ou de P,, levam a saidas diferentes para uma mesma entrada, com
isso nao ha nenhuma garantia que a composicao destas solugoes, de forma independente,

com uma qualquer do outro problema satisfagam P.

Uma defini¢ao para problemas que forne¢am um unico valor de saida, para qualquer

solugao e servindo também para estabelecer a condicao de suficiéncia, é dada abaixo:
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Definicao 3.3.6 [Bed87] : Um problema P é Identicamente Sohivel a uma problema
P', sse suas solucées sio equivalentes, isto é, Yay,a; € Y(P) a; = aq, isto é , Yz € d

ai(z) = az(z).

Ou seja, um problema é identicamente solivel sse (z,y) € re(z,y') €r <=y =1y .
Assim, para cada dado de entrada sé existe um tnico resultado possivel tal que o

resultado satisfaga a intencao do problema.

O teorema abaixo mostra as condigoes necessarias e suficientes e, através delas
podemos garantir uma maneira segura de compor a solu¢ao de um dado problema, que

foi decomposto encadeadamente utilizando as solugoes de seus subproblemas.

Teorema 3.3.5 [Bed87] : Seja P = P, 0 Py, tal que P, e P; sao problemas identica-
mente soliveis, e Va; € Y.(P,), a Imag(ay/dy) C dz. Se ay |— P,, entao a = ay 0 ay
|- P.

PROVA: Tem-se que Yz € d; (z,a1(z)) € r1, Vo € dy a1(z) € dy e pelas hipdteses
de serem identicamente soliveis Iy" # ay(z)/(z,y") € r1. Logo (a1(z), az(a(z))) € 72
e Jy" # as(ai(z))/(ar(x),y") € ro. Assim, pela definicio de r em 3.3.5, se tem que

y = a1(x) e y = az(as(x)), e entdo (x,y) € r, isto é, (x,az(a1(x))) € r. Portanto,

a=azoa ||— P. e

Decomposigao Sequencial de Problemas

Normalmente é muito facil nos depararmos com problemas em que precisamos fazer
algo repetidamente, para uma quantidade variavel de dados. O que leva a ter que

repetir varias vezes um mesmo processo para diferentes dados.

Definigao 3.3.7 [Bed87] : Um problema Pt = (D%, Rt dt rT, AT), é Decomponivel
Sequencialmente no problema P = (D, R,d,r, A), se D*, Rt e dt sdo conjuntos de
potenciais dos respectivos D, R e d, e ((z1,...,aN), (Y1,--,ym)) ErT <= N =M e
(zi,y:) €Er,com1 <i < N,e At =at/a € A ea*(2,...,zn) = (a(z1), ..., a(zN)).
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Quando decompomos sequencialmente um problema num outro problema, verifi-

camos que sempre € possivel compor uma solucao para ele, através da solugao do outro
problema.



Capitulo 4

Analise Sintatica da

Intencionalidade de um Problema

4.1 Introducao

No decorrer do tempo, muitas abordagens tém surgido com o interesse de encontrar
uma metodologia segura que possa resolver qualquer tipo de problema dentro de uma
mesma classe. Varias tentativas ja foram feitas no intuito de se estabelecer uma légica

para solucionar problemas que sirva de base a estas metodologias [LA85].

De acordo com [Lop81], um problema pode ser visto como uma estrutura que pode,
usualmente, ser complexa, onde sao definidas algumas técnicas para decomposigao de

tal problema em varios outros mais simples estruturalmente.

Na estrutura P = (D, R,d,r, A), o r representa a esséncia do problema em si,
isto €, descreve a intencao deste. Entao, podemos dizer que a intencionalidade de um
problema € o que se quer resolver, e nao depende do universo de discurso no qual estd

inserido.

Segundo [Bed87], uma andlise da sintaxe do predicado intencional de um problema
permitira que se busque quais sao as condigoes necessarias e suficientes para que, a

partir da composicao sintatica do r, se quebre o problema em varios problemas com sua

39
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inteng¢ao mais simples, e como se pode construir uma solugao do problema baseada nas
solugbes deste. A figura abaixo mostra a idéia de r ser composto de varios predicados

que correspondem a intengao de algum outro problema.

L

P
I/\h (S\g

Figura 4.1: Esquema de Composi¢io do r de um problema

A intencionalidade de um problema é definida de diversas maneiras. Uma das
formas de definicao de r, é utilizar uma sentenca de linguagem de primeira ordem,
e uma padronizacao adequada seria defini-la numa forma normal disjuntiva [Cas87],

onde uma sintaxe para r tem a seguinte forma: (z,y) € r <= L, onde:

<= é um simbolo metalinguistico de definigao. L é uma férmula que se apresenta

como uma disjuncao de conjungoes. Uma estruturagao geral para a sintaxe da defini¢ao

da intencionalidade é vista a seguir:

(z,y) €Er < L1 V..V L,,onde n,m,....m € N

L1 =L11/\.../\L1m .o LnILﬂI/\.../\anf
onde:
Ly, ..., L, sao férmulas atomicas em alguma linguagem de primeira ordem.

O z e y da estrutura geral de r pode representar uma variavel simples ou uma
.z . ! .
estrutura de variaveis. Portanto, se uma subestrutura z de z for considerada como
’ A - ~ ’ , .’
um termo numa férmula atémica L;;, entao = € uma variavel de entrada em L;;.
. . ' ’ A .
Similarmente, se y uma subestrutura de y e for um termo numa férmula atéomica L;;,

~ L) - 4
entdo y € uma variavel de saida em L;;.

A composigao da intengao de um problema vista acima, vai indicar o caminho a ser

percorrido para decompor um problema em subproblemas.
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4.2 r Como uma Disjuncao de Conjuncoes

Sabemos que uma disjungao preserva a independéncia de seus predicados. Assim,
quando tivermos o r na forma (z,y) € r <= L, V...V L,, poderemos decompor P nos
problemas Py, ..., P,. O que nido implica que estes problemas apresentem a intencio
da forma (z;,y;) € r; <= L;, isto porque, muitas vezes na composi¢ao de L;, tem

restrigoes sobre os dados que se refletirdo ao decompor P, na definigio de d; (restrigio

dos dados).

Definicao 4.2.1 [Bed87] : Seja P um problema, cuja intengao tem a forma (z,y) €
r<= L,V..VL, OndeVi=1,..,n, L; é uma sentenca conjuntiva. Uma Decom-
posigao Disjuntiva para P, sao os problemas P, ..., P,, denotada por P = P,V ...V P,,
talgue D = Dy ..UD, , R=RU..UR,d=diU..Udy, eVii= 1,..n
(zi,y;) € r; <= L, com L; sendo igual a L; sem as férmulas atémicas que contém sé
varidveis de entrada, e A = {a € RP tal que Vi, i = 1,...,n ald; — d; € A;/d; — d:- A
a/d;Nd; € (Ai/d; Nd; V(Ai/d; N d.)}, onde d; = UL, dj — di, Ai = T, (A4;) — Ay, e

i=1 F=1
a€ Aj/d;' = d;- C d; tal que Va € d; a(z) = a;(z).

Exemplo 4.2.0.1 [Bed87]: Calcular a drea € o perimetro de um hexdgono regular

ou de uma circunferéncia, sequndo seja o caso, sendo conhecido o raio da figura

geométrica.

Figura 4.2: Circunferéncia e hexdgono regular com seus respectivos raios

Veremos a sequir uma estruturagdo para o problema proposto:

P=(FxRAxPF xR,rA)
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onde:
F - E o conjunto dos nomes codificados das figuras geométricas.

R,A e P - Pertencem ao conjunto dos reais positivos, que denotam o comprimento

do raio em cm, a drea da figura em cm? € o perimetro em cm.
/
F' = {CF, HR}

((fig,ra),(a,p)) € r <> FIG(fig,"HR') N AHR(ra,a) AN PHR(ra,p) V
FIG(fig,'CF") AN ACF(ra,a) A PCF(ra,p).

onde:

FIG(fig,z) - diz se x € cidigo fig correspondente a uma figura.

AHR(ra,a) - € um predicado que diz se a drea de um hexdgono regular, de raio ra,
€ i

PHR(ra,p) - € um predicado que diz se o perimetro de um hexdgono regular, de
raio ra, € p.

ACF(ra,a) - € um predicado que diz se a drea de uma circunferéncia, de raio ra,
€ a.

PCF(ra,p) - € um predicado que diz se o perimetro de uma circunferéncia, de raio
ra, € p.

Ay - sem restrigoes.

A especificagio do predicado intencional € composto por uma disjun¢ao de con-
Jjungoes, o que permite aplicar uma decomposi¢ao disjuntiva, quebrando o problema
nos subproblemas P, e P,, isto €, P = P,V P, os quais sdo vistos estruturalmente a

sequir:

P,={(FxRAxP,{HR} x R,r,A;) e
P,=(F xR,Ax P,{CF} x R',ry, A3)

onde:
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((fig,ra),(a,p)) € ry <= AHR(ra,a) A PHR(ra,p)
((fig,ra),(a,p)) € ry <= ACF(ra,a) AN PCF(ra,p)
Ay e Ay - sem restrigoes.

A decomposi¢io de um problema P em seu primeiro nivel, possibilitard a construcdo
da solugio de P a partir das solugées dos subproblemas. Desse modo, uma solugdo para

este problema seria a sequinte fungdo:

ar(fig,ra), se(fig,ra) € {HR} x R
g(fig,ra) = { ax(fig,ra), se(fig,ra)€ {CF} xR
(0, 0), se (fig,ra) € (F x R— ({HR} x R U{CF} x R))

onde:

aq ||—" P1 € 4o ”— Pg.

Esta forma de construgao de uma solucao para P indica que , sempre que se
tem a solucao dos subproblemas gerados na decomposi¢ao disjuntiva do problema,
se pode compor uma solugao para este. O teorema a seguir expressa formalmente esta

afirmacao.

Teorema 4.2.1 [Bed87]: Seja P um problema cuja intengao é (z,y) € r <= L1 V...V
L, que é decomponivel disjuntivamente nos problemas Py, ..., P,. Se || — Py, ...,|| — P,

entdo || — P.

PROVA: Sejam ay, ..., a, as respectivas solugoes de Pi,..., P,. Entao uma solugao

para P é a fungao a definida como segue:
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ai(z), sex € dy

ax(z), sex € (dy —dy)

a(z) = { an(z), sex € (dy — (dn_y U...Udy))
Y1s se @.& (D] —(d1UUdn))

[ s sex € (D, —(d1U...Udy,))

onde:

Y155 Y, sao elementos quaisquer de Ry, ..., R, respectivamente.

A reciproca do teorema acima niao é verdadeira, pois pode-se ter o caso de P =
P,V Py, em que d = dy = d,, onde a; ||— Py, e também a; ||— P, sem haver necessidade

de P; ser soluvel. Portanto, P, nao é solivel e P é solivel.

4.3 7 Como uma Conjuncao de Formulas Atomicas

Nesta segao estudaremos a composigao da intengao dos problemas cujos r tem a seguinte
forma: (z,y) € ri <= Lia A...A Lin, onde Ly, ..., L;, sao férmulas atémicas de alguma

linguagem de primeira ordem, tal que todo L;; tem, pelo menos, uma variavel de saida.
Definigao 4.3.1 [Bed87] : Sejam L, ..., Ly formulas atémicas de uma sentenca con-
juntiva formada a partir destas. Estas formulas sao chamadas de formulas atomicas

encadeadas, se VL;, L; , com1 <1 ,j < k:

1. L; e L; estao encadeadas diretamente, isto é, tem uma mesma variavel, ou
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2. L; e L; estao encadeadas indiretamente pelas férmulas L;y1, Liya, sengdor—ay D

pertencentes a Ly, ..., Ly, tal que :

o [; esteja encadeada diretamente com L;yq;

e Para qualquer L; € Lijq, ..., Li_y, L; esteja encadeado também diretamente

!
com Liy,;

o L;_; esteja encadeado diretamente com L;.

A principio, o operador légico A nao preserva a independéncia entre os predica-
dos, isto por que, usualmente, um predicado amarra-se a outro, ou seja, quando ha

ocorréncia de duas ou mais formulas atomicas estarem encadeadas por variaveis de

saida.

Exemplo 4.3.0.2 : Ordenar uma sequéncia de nimeros naturais.

Uma estruturagao para o problema é:
P = (Seq, Seq, Seq',r, A)

onde:

Seq: Conjunto de sequéncias de naturais.

Seq': Conjunto de sequéncias de naturais de comprimento finito.
(8,8) € r <= boa(s') A mesmaf(s,s)

onde:

- ~ . . . !
boa diz que s € uma sequéncia ordenada e mesma indica que s e s tem os mesmos

elementos.

A: Sem restrigoes.

. ~ s ) . ’

Os predicados boa e mesma estao amarrados pela variavel s, isto é, todas as
formulas estao amarradas num sé6 grupo. Porém, quando isto nao acontece, um primeiro
passo seria decompor o problema de acordo com os grupos de encadeamento que

aparecam na especificacao do 7.
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Definigao 4.3.2 [Bed87] : Seja um problema, cuja intengdo tenha a seguinte forma:
(z,y) € r <= LiA...A Ly, onde Ly, ..., L, sido férmulas atémicas. Uma Decomposicio
Conjuntiva em Grupos de Cadeias para P sao os problemas P, ..., Py, onde: (z;,y;) €
ri<= LuN..ALj,i=1,..,k, tal que L;y,..., L;; estdo amarradas emy, e A L;j41 €

({L1, s L} —{Lir, ..., Lij}) tal que {Li, ..., Lij, Lij+1} também estejam amarradas em
y, para algum 1 < j < (n — K).

f:l Ly =Ly, L0}, € nf=1L:' = 0}
onde: L; = {Li, ..., Li;}

Exemplo 4.3.0.3 [Bed87]: Calcular para um prisma reto de base hexagonal regular,
a area da base, a area da superficie externa e o volume, onde se conhece a medida em

em, da altura e do raio da base, como mostra a figura abaizo:

Figura 4.3: Prisma Reto de Base Hexagonal Regular

Uma estruturagao para o problema € vista a seguir:

P={(AxB,ABx AE x V,A" x B',r, A)
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onde:

o A e B: Conjunto dos reais positivos, que representam a medida do raio da base

e da altura do prisma, em cm.

AB e AE: Conjunto dos reais positivos, que representam a drea da base e da

superficie externa do prisma, em em?.

V: Conjunto dos reais positivos, que representam o volume do prisma, em cm®

! ! i # 548 . . .
o A e B : Conjunto dos reais positivos com limite superior.

o ((a,b),(z,y,2)) € r < AHR(a,z) A AR(a,b,y) N\VPH(z,b,z2)
onde:
- AHR(a,z) - € um predicado que diz se drea de um hexdgono reqular de raio
a € z.

- AR(a,b,y) - € um predicado que diz se o volume de um retangulo, cujos os

lados sdo a e b, €y.

VPH(z,b,z) - € um predicado que diz se o volume de um prisma reto de

base hexagonal, com a sendo a area da base e b sua altura, € z.

o A, - sem restricoes.

Na definicao da intengao, percebemos a existéncia de dois grupos de encadeamentos:
um que corresponde a primeira e terceira formula, no qual existe uma dependéncia da

ultima com relagao a primeira, e o outro é um encadeamento simples correspondente

somente a segunda formula.

Uma Decomposigio Disjuntiva em Grupos de Encadeamento para P, pode ser ex-

pressa pelos problemas P; e P, representados estruturalmente abaixo:

PL=(AxB,ABxV,A' x B',r;,A;) e
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P, =(Ax B,AE,A x B',r;, A,)

onde:

((a,d),(z,2)) € 1 &= AHR(a,z) NVPH(z,b,z)
((a,b),y) € ry <= AR(a,b,y)

A1 e Ay : Sem restrigoes.

Em se tratando de dois grupos de encadeamentos, pode-se, entao, construir uma
solugao para o problema, a partir dos subproblemas P; e P,, aplicando um rearranjo
sobre o produto cartesiano das duas solugdes, as quais dariam o resultado desejado.

Sejam as funcoes a; ||— P; e ay ||— P, abaixo definidas:
ai(a,b) = (3a¢*V/3/2,3a*b/3/2)
as(a,b) = 6ab

Seja a fungio a'(a,b) = ay(a,b) x ay(a,b), que faz a combinacio das duas solucdes,

e seja a funcao g: ABxV x AE — AB x AFE x V, definida por:
9(z,2,y) = (,y,2)

Como as fungoes a; e aj satisfazem as formulas atémicas que compdem a intencao,

e a fungdo g da ordem adequada, entio ((a,b),go a'(a,b)) € r. Portanto, goa’ ||— P.

A construgao de uma solugao usando esta forma, induz o teorema de solubilidade

visto a seguir:

Teorema 4.3.1 [Bed87] : Seja P um problema, cuja intengdo tem a forma (z,y) €
r <= [y A...A L,, onde existem k grupos de encadeamentos emy. Se P, ..., P, é uma

Decomposi¢cio Conjuntiva para Grupos de Cadeias em P e se || — Py, ...,|| — P, entdo

|- P.
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PROVA: Sejam ay, ..., a; solugdes dos respectivos P, ..., P.. Como cada uma destas
solugoes satisfaz um grupo de férmulas atémicas de {L4,..., L,}, e em conjunto satis-
fazem todas, entdo a(z) = a1(21) X ... X ag(zy), onde 4, ..., z) sdo subestruturas de z,
satisfazendo Ly, ..., L, em r, pois estas dao o resultado numa outra ordem. Logo, se

g: Ry x..x Ry — R, é uma fun¢ido que muda a ordem de seus parametros, tem-se

quegoa ||— P.

Os problemas resultantes quando da aplicagdo de uma decomposi¢ao em grupos
de cadeias, tem sua inten¢ao composta de férmulas atémicas amarradas. Mas, ao
decompor este em subproblemas, chega-se ao fenémeno chamado “encadeamento de

roblemas”. Para problemas deste tipo, se procede do seguinte modo:
P p g

1. O problema que apresenta a intencao na forma de uma sentenga conjuntiva de
férmulas atomicas, que é o menor subconjunto das férmulas que estdo amarradas,

e que seja identicamente solivel, sera considerado como base de encadeamento.

2. As variaveis de saidas das férmulas atomicas que formam os problemas gerados
no item acima, serao considerados como entradas nas formulas restantes, que
formarao conjuntamente a intencao de um problema que vai ser encadeado com

o problema base do encadeamento.

3. Se o problema do item 2, ainda tem férmulas amarradas na intengao, entao se
podera fazer um outro nivel de analise , seguindo este mesmo procedimento ou

aplicando mais uma vez uma decomposi¢ao em grupos de cadeias, se necessario.
Veremos entao uma formalizacao da defini¢ao para a decomposi¢ao conjuntiva:

Definigao 4.3.3 [Bed87] : Seja P um problema, cuja intengao tem a forma (z,y) €
r <= Li A...N\L,, onde Lq,..., L, sdo férmulas atomicas que estdo encadeadas por

variaveis de saidas. Uma Decomposi¢io Conjuntiva em Cadeia para P sao os problemas
P, e P,, onde:

1. P, é um problema identicamente sohivel que tem sua forma (z1,y1) € r1 <
L“, ...,L]j, Oﬂde{Lﬂ/\.../\Lz‘j} Q {Ll,...,Ln}, al(ml) = ag(.’lﬂl). E /B {Llrlﬁ ""Llfjr
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} com j' < j, tal que se P, seja um problema identicamente sohivel e cuja inteng¢ao

Seja’ ($13y1) €EM — {Ll'l""!Ll'j' }

2. As variaveis de saida dos Lyy,...,L1j, sdo consideradas como de entrada nas

férmulas restantes, isto é, em {La, ..., L,»} = {L1, ..., Ls} — {La, ..., Li;}.

O problema P, tem como intencao (z2,y2) € r9 <= Ly A ... A Lyj'.

Observagoes:

e O problema P, ainda pode ser decomposto conjuntivamente, e assim teremos m

g . . ~
niveis de decomposigao.

e P, é o menor problema em P soluvel identicamente, e embora possa ter mais de
uma formula atomica em sua intencdo, nao pode ser decomposto, por que nao se
tem nenhuma forma geral que permita a qualquer solugao de cada subproblema

surgido, combina-la para obter a solugao requerida.

e Como as variaveis de saida de r; sao consideradas como entradas em r,, entao

Ry N R; = @, e existe uma fungdo ¢ : By x R, — R, tal que g é um rearranjo.

Teorema 4.3.2 [Bed87] : Seja P um problema, cuja intencdo tem a forma (z,y) €
r<= L1 A..ALy,, onde Lq,..., L, estao amarradas. Se P, e P, é uma decomposi¢ao

conjuntiva em cadeia para P e || — P, e | — P,, entéo || — P.

PROVA: Seja a; e a; as respectivas solugoes de P; e P,. Seja a funcdo a(z) =
a1(x1) X az(z2,y1), onde z; e x4 sao subestruturas de z, enquanto y; é uma subestrutura
de a;(z;). Como as fungoes a; e az dao resultados parciais de y em qualquer ordem,
nao se pode dizer que a € A, mas se pode aplicar um rearranjo sobre esta fungao de
tal maneira que se dé a ordem necessitada. Logo, a funcao ¢ : Ry X Ry — R, muda
unicamente a ordem de suas entradas, e como go a € A e a satisfaz cada um dos L;,

entao goa ||— P.
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4.4 Conclusao

Apresentamos neste capitulo, uma analise da sintaxe do predicado intencional de um
problema, definido numa forma normal disjuntiva. Para tanto, foi necessario o estudo
das diferentes situacdes que ocorriam ao definir a intencio, as condicdes sobre as quais
se podia decompor o problema, e em quais subproblemas se podia decompor e como
construir uma solugao deste baseado nas solugdes dos subproblemas assim surgidos. A
arvore abaixo, mostra os diferentes niveis de decomposigao que sio geradas quando é
feita uma analise desta natureza.

<« Problema em analise

(N
AN

Decomposicao disjuntiva

Plj Py1 - ;
Decomposicao
Conjuntiva
l)111 l)112 k1 Pk2 < Decomposicao em cadeia
Bv.1 M1
Decomposicao
Conjuntiva
B Pyz B vz

Figura 4.4: Arvore de decomposi¢ao derivada de uma andlise sintatica de um problema

Assim, num primeiro nivel, temos a decomposicao disjuntiva. Portanto, é possivel
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aplicar uma decomposigao conjuntiva aos subproblemas que dela sio resultantes. Esta
decomposigao é feita até que se obtenha problemas indivisiveis, seja porque sua in-
tencao ¢ definida por uma férmula atémica ou porque é determinada por uma cadeia
destas, que estido amarradas de tal forma que qualquer quebra da intencdo do prob-
lema geraria somente problemas que tivessem duas solugoes que déem como resultados

valores diferentes para um mesmo valor de entrada.

Os trés tipos de decomposicao ilustrados na figura quebra o problema estrutu-
ralmente. No entanto, pode-se determinar morfismo entre problemas que sdo de-
componiveis via analise da intencionalidade, com problemas decomponiveis estrutu-

ralmente.



Capitulo 5

A Classe de Problemas do “Tipo

Determine”

5.1 Introducao

Na maioria das vezes, quando tentamos resolver problemas, usamos métodos de solucoes
utilizados em outros problemas anteriormente. Isto acontece, devido a certas carac-
teristicas comuns existentes entre eles. Se houver um agrupamento entre esses proble-

mas, possivelmente poderao constituir uma “classe”.

O objetivo deste capitulo é o estudo de uma classe especifica de problemas, mais
precisamente a classe de problemas “tipo determine”. Metodologicamente, o que va-
mos estudar é de grande importancia, pois a partir de um problema, aplicando trans-
formacgoes estruturais entre problemas da mesma classe, poderemos inferir sobre a

solubilidade dos problemas da classe e mostrar solugoes para esses problemas.

5.2 Paradigmas de Classes de Problemas

De acordo com [Lop81], um questionamento de grande importancia na TGP é sobre

a existéncia de problemas que possam ser considerados iniciais (paradigmas) em suas

53
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respectivas classes, no sentido de que as solubilidades dos problemas de uma determi-
nada classe possam ser inferidas, utilizando-se a solubilidade de um dado problema,
chamado “problema inicial”. Tais paradigmas devem ter a propriedade de permitir o
acesso a qualquer outro problema da classe onde estdo inseridos, por um tnico cam-

inho. Deste modo, podemos estabelecer metodologias seguras de soluciao de problemas
especials.

Para o estudo de paradigmas de classes de problemas é necessario a busca de relacdes
entre o paradigma e um problema qualquer da classe. Essas relacoes sao feitas entre o
espago de solugoes do problema paradigma e o espago de solugoes de um problema qual-
quer da classe. Isto nos leva a preservacao de propriedades através de transformacoes
estruturais. Usaremos homomorfismos entre problemas, pois esses preservam as estru-
turas dos paradigmas das classes e sdao caminhos eficientes para que possamos inferir

sobre a solubilidade de problemas da classe, via solugdes de paradigmas.

E interessante caracterizar os paradigmas de classes de maneira que, seus problemas
tenham a parte substantiva vista como estruturas relacionais. Para definirmos essas

classes de problemas, sera necessaria a caracterizacao de problemas do mesmo tipo.

Definigdo 5.2.1 [Alm90] : Sejam P e P’ dois problemas cujos componentes D e R
dePeD eR deP' sio estruturas relacionais. Diremos que P e P’ sdo problemas do

mesmo tipo se, e somente se, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

/ I ~ .
e DeD, ReR sao estruturas correspondentemente do mesmo tipo;

e Existe uma semelhanca 3 de P e P'.

A exigéncia de uma semelhanga entre dois problemas do mesmo tipo é de funda-
mental importancia, pois podemos ter dois problemas, em que seus componentes da
parte substantiva sdao estruturas do mesmo tipo porém, as partes intencionais sao total-

mente diferentes. Isto implica, a nao possibilidade de dois problemas quaisquer serem

do mesmo tipo.
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Definigao 5.2.2 [Alm90] : Ao conjunto de todos os problemas do tipo de um problema

P, chamaremos de classe de problemas do tipo de P, que denotaremos por:

CP)={P|P =P}

Denotaremos por P’ = P, quando os problemas P e P’ forem do mesmo tipo.

Definicao 5.2.3 [Alm90] : Sejam P um problema e C(P) a classe de problemas do
tipo de P. Diremos que P é um paradigma (estrutural) de C(P) se, e somente se, para

todo P’ € C(P), existe um tinico homomorfismo total de P em P'.

Teorema 5.2.1 [Alm90] : Sejam P um problema e C(P) a classe de problemas do
tipo de P. Suponha que P tem as seguintes propriedades:

1. As componentes D e R de P , sdo estruturas iniciais nas suas respectivas classes;

2. Se P' é um problema qualquer de C(P)e ¢ : D — D' e : R — R, sdo
homomorfismos entre as respectivas estruturas, entao, (¢,) é um homomorfismo

de P em P .
Entao P é um paradigma de C(P).

PROVA: Seja P um problema de uma classe C(P) tal que, as componentes D e
R de P sao estruturas iniciais em suas respectivas classes. Sejam P um problema
qualquer de C(P) e H = (¢,%) um homomorfismo entre P e P’ tal que, ¢ : D — D’
et : R — R siao homomorfismo entre as respectivas estruturas. Devemos mostrar

que H é o tinico homomorfismo total entre P e P'.

1. 'H é um homomorfismo total por hipdtese;
2. 'H é tunico.

Seja H = (¢,%') outro homomorfismo entre os problemas P e P’ tal que, as funcées
q’)’ e 1,[)' sao homomorfismos entre as estruturas D e D', Re R', respectivamente. Como,
por hipdtese, D e R sao estruturas iniciais, ¢ e ¥ sao os unicos homomorfismos entre as
respectivas estruturas. Assim, podemos concluir que ¢ = ¢ e 1 = v'. Logo, H = H.

Isto mostra que o homomorfismo entre P e um problema qualquer da classe é tinico.
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5.3 O que é um Problema do “Tipo Determine”

A visualizagao da classe de problemas do “tipo determine” tem uma razoavel facilidade
de compreensao, porém , isso s6 acontece se forem considerados os questionamentos

sugeridos por [Pol78] e seguindo os métodos de solugao existentes na Teoria Geral de
Problemas (TGP) [Lop81].

De acordo com [Pol78], as partes principais de um problema do “tipo determine”
sao: a incoégnita, os dados e a condicionante. Devemos conhecé-las profundamente.
Para isso, fazem-se necessarias algumas indagacoes e sugestoes: Qual é a incdgnita?
Quais sao os dados? Qual é a condicionante? Separe as varias partes da condicionante.
Procure a relagao entre os dados e a incognita. Procure pensar num problema conhecido

que tenha a mesma incégnita ou outra semelhante.

Intuitivamente, sabemos que um problema do “tipo determine” se caracteriza pela
busca de um resultado desconhecido, e que tal resultado é uma decorréncia da manip-
ulacao dos dados fornecidos. Isto é, a questao que envolve um problema desta classe
é determinar um certo objeto, o resultado do problema , satisfazendo a condicao do

problema a qual relaciona o resultado com os dados do problema.

Os problemas de determinagao podem ser praticos ou tedricos, abstratos ou con-
cretos. Nos problemas praticos (Ex.: engenharia - problema de barragem) temos uma
grande quantidade de dados e condicionantes. O que nao acontece com os problemas
tedricos (Ex.: matematicos) bem formulados, onde todos os dados e todas as condicio-

nantes sao essenciais e tém de ser levados em conta.

A incognita pode ser de todo tipo imaginavel, por exemplo:

Em um problema de construcao geométrica a incdgnita é a figura (triangulo,

losango, etc.)

Quando resolvemos uma equagao algébrica, a incégnita é um nimero, ou

seja, uma raiz daquela equagao.

Existem dois métodos que visam diretamente as solugées de problemas: Reducao
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e Decomposigdo. Para o estudo da solugao de problemas do “tipo determine”, tra-
balharemos, na maioria das vezes, com o método da Decomposi¢io Estrutural, pois
€ comum, nesta classe existirem problemas de relativa complexidade, e fica mais fcil
encara-lo por etapas, ou seja, soluciona-los aos poucos, primeiro uma parte e com esse

resultado solucionar a outra parte, até obter a solucao do problema todo.

Ao analisarmos a intencao de um problema da classe “tipo determine”, além das
féormulas atomicas, percebemos claramente a presenca de quantificadores universais e
existenciais, retratando assim a necessidade de se fazer uma descrigio légica para o

estudo desta classe de problemas.

No estudo da intencionalidade feita no capitulo 4, nao foi considerado os quantifi-
cadores universais e existenciais na defini¢ao da intengao de um problema, houve entao

um pouco de perda da naturalidade na definigao e um aumento do grau de dificuldade

de solucao dos problemas indivisiveis.

Segundo [LAS85|, quando descrevemos problemas via légica, na verdade estamos
tratando-os como entidades distintas sintaticamente e consequentemente légicas dis-
tintas (sistemas formais distintos). Um modo de fazer um tratamento légico sobre
um esquema de solugao é a possivel realizacao do processo de Skolemiza¢do. Assim,
uma logica de solucao tratara de solugbes como esquemas (funcionais) abstratos, que
estarao posteriormente sujeitos a realizagoes, isto é, dado um esquema de solugao e um
problema, esse esquema é realizavel nesse problema se ele pode ser interpretado como

uma certa funcao do conjunto de dados no conjunto de resultados desse problema.

“Skolemizar significa eliminar quantificadores existenciais. Isto é, uma férmula que
contém uma variavel quantificada em termos existenciais afirma que existe um valor
que pode ser substituido pela variavel e que faz com que a formula seja verdadeira.
Podemos eliminar o quantificador substituindo a variavel por uma referéncia a uma
fungao que produza o valor desejado. Uma vez que nao sabemos necessariamente como

produzir o valor, precisamos criar um novo nome de fungao para cada substituigao”

[RK93].

Assim, a eliminacio do quantificador existencial de uma dada sentenga 6 ocorre da

seguinte forma:
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Seja § uma férmula corrente. Cria-se uma nova férmula substituindo a

subférmula de 6 da forma 3y () por Ski(p)[y/f(z1...z,)], onde xy...2, sdo

variaveis livres de Jy (@) e f é qualquer simbolo funcional n-ario que nio
ocorre em f e f € RP.

Na Teoria Geral de Problemas temos que, uma solugao para um problema seria as-
sociar um determinado dado, restrito ao dominio de dados, a um elemento do dominio
de resultados, e isso aconteceria satisfazendo uma inten¢iao do problema. Para a classe
dos problemas “tipo determine”, teremos no processo de aperfeicoamento (refinamento)
da intengao a possivel necessidade da Skolemizac¢do. Logicamente falando, nesse aper-

feicoamento chega-se a uma etapa em que temos uma férmula do seguinte modo:

(VeJzp(c,z) — (c,z) €71)

Na sentenca Ve 3z ¢(c, z), ¢ representa todos os dados fornecidos do problema, e
z representa o resultado que devera ser encontrado a partir dos dados ¢ fornecidos,
satisfazendo as condicionantes do problema. A presenca do quantificador existencial
na sentenga acima, cujo escopo € x, € uma caracteristica importante para os problemas

do “tipo determine”, pois indica que existe um resultado para o problema.

Sendo a questao colocada desta maneira, encontrar z significa eliminar o quantifi-
cador existencial, o que aponta para a necessidade de se skolemizar a sentenga (Ve Iz
©(c,z)), isto é, z devera ser substituido por uma funcao de ¢ devidamente escolhida e
que seja admissivel, e a sentenca (Ve 3z ¢(c,z)) deverd continuar valida. Porém, es-
tamos tratando com problemas, e isto implica que devemos mostrar a sentenga acima

dentro da estrutura de problema definida na TGP [Lop81].

Definigao 5.3.1 : Um problema P = (D, R,d,r, A) é um problema “tipo determine”
se existe ¢ tal que, (V¢ € D 3z € R p(c,z) — (¢,z) € 1).

Na defini¢ao acima, a identificacao de um problema como sendo do “tipo determine”

somente podera ser dada a partir da exibicao de ¢. Se ¢ for exibida, entao P é do
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“tipo determine”, se ¢ ndo for exibida nada se podera dizer a respeito de P ser ou
nao do “tipo determine”. Desse modo, a classe de problemas do “tipo determine”
se caracteriza como sendo recursivamente enumeravel. Portanto, a resolu¢io de um

problema do "tipo determine” deverd abranger duas questoes fundamentais:

1. Exibigao de ¢ nos moldes da defini¢ao.

2. Skolemizar a sentenca (Ve 3z ¢(c,z)) e verificar se a Skolemizagao é admissivel.

A idéia intuitiva de problema do “tipo determine” é preservada na defini¢ao 5.3.1

pela presenca do quantificador existencial ligada ao resultado a ser encontrado.

Teorema 5.3.1 : Seja P = (D, R,d,r, A) um problema. Se existe ¢ tal que Ve € d
(e, Skl(¢(c))) € r entdo P é um problema do “tipo determine”.

PROVA: Seja a tal que Ve € d r(c, Skl(a(c))). Se Ve € dr(e, Ski(a(c))), entao Ve 3z
r(e,z). Logo (Ve 3 r(c,z) — (¢,z) € 7). Dai, de acordo com a definigio de problema

do “tipo determine” podemos tomar ¢(c,z) = r(c,z). E assim, (¢, Ski(¢(c))) €Er. o

Corolério 5.3.1 : Se P é um problema “tipo determine” e ¢ é tal que Skil(yp) € A
entdo Skl(yp) ||— P.

PROVA: Pela definigao de solugao de problema temos que para a fungao a satisfazer
a intencionalidade de um problema P qualquer, ela deve ser admissivel, isto é, a € A
e Ve € d (¢,a(c)) € r. Fazendo @ = Ski(y), entdo Ski(p) |- P. e

5.3.1 Exemplos

Exemplo 5.3.1.1 :

Determinar as raizes da equagio do 22 grau az® 4+ bx + ¢ =0, com a # 0,

no dominio dos reais.
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Intuitivamente, o problema enunciado € do “tipo determine” porque estamos bus-

cando um resultado, neste caso, as raizes da equacio do 22 grau.

Uma estruturagdo para o problema € a sequinte:
P=(D,R,d,r, A)

D =mR3

R=TR

d= {(ag,a1,as) | a —4agaz > 0 }
((a0,a1,a2),2) € 7 <= aoax® + a1z + a3 =0
A={f|f:D— R A Adm(f)}

onde:

Adm(f) = propriedade de [ ser algoritmica e ser descrita por radicais.

A partir da estruturag¢ao apresentada acima para o problema, vamos descrevé-lo
formalmente nos moldes da definigio 5.3.1. Para simplificar o processo de resolugio

do problema, usaremos a sequinte notagdo: ag = a, a; = b e a; = c.

(Ve e DYbe DVece D 3y € R (P*z],y)) — (P[z],y) €T

De acordo com a defini¢io 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibicio de p. Como foi dito anteriormente com relagio a v, a mesma deverd
conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, um candidato natural

para @ € a sentenga abairo:

(Va € DVYbe DVee D 3y € R ¢((a,b,c,y)) — (P[a],y) €T

A presenga do quantificador existencial na sentenga que define o problema como
sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-
cisaremos fazer a Skolemizagdo da sentenga. Neste caso, o processo de Skolemizag¢do

serd o caminho para chegarmos na solugio do problema, uma vez que pelo coroldrio
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3.3.1 temos que, se a fung¢io Skl(¢) € admissivel, entdo ela € solu¢io para o problema.

Assim, o estudo do processo da Skolemizagao € feito sobre a sentenca acima:

Seja (Va € DVYbe DVee D 3y € R ¢((a,b,e,y)) — (a,b,c,y) =0 uma formula
0 . Na subformula de 6, 3y € R ¢((a,b,c,y), tomemos ¢((a,b,c,y) = B, passando a
subformula de 0 a ser 3y € R (8). Agora, cria-se wma nova férmula substituindo Jy
€ R (B) por SKI(3)[y/f(a,b,c)], onde a,b,c sdo varidveis livres de y € R(B) e f €

qualquer simbolo funcional n-drio que nio ocorre em 0 e f € RP.

O novo simbolo funcional f introduzido na formula 0 ¢ chamado de fungio de

Skolem e o processo de substitui¢io de y por f(a,b,c) € chamado de Skolemizagdo.

Nesse exemplo, usaremos a demonstra¢ao da formula de Bhaskara no processo de

Skolemizagdo, verificando wma série de passos:

1. Dividir a equagdo ax* + bz +c=0 (a # 0) por a:

4tz +£=0

(S

Passar o % para o segundo membro:
N .|
z” + g s g
3. Completar o trinémio quadrado perfeito:

24 b BB e
% +a$+4a2_4a2 a

4. Fatorar o primeiro membro:

b b=
(.’L‘ + ﬂ)? . ‘miac

5. Extrair a raiz quadrada (supondo b* — dac > 0)

b b2—4
T =TV o

6. Isolar o x:
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b2 —4ac
402

7. Definir os valores de x:

b+ b% — 4dac

T = —

2a
[
b— v/b? — 4dac
Ty = —

Assim, veremos que a fungdo de Skolem para o problema ¢ dada da seguinte formas:
fl(a,b, C) =1 = < My —dae ga—diac ou

fQ(aab,C) = Tp = _b——\/g i—%c

Portanto, temos que as fungoes fi1(a,b,¢) e fy(a,b,c) sao algoritmicas e satisfazem
r para todos os elementos de d. Entdo fi(a,b,c) e fa(a,b,c) sio as solugées para P,

isto é! ((f1(a,b, c) ”_ P) € (ffl(aab’ C) ”"' P))

Exemplo 5.3.1.2 :

Calcular o volume de um paralelepipedo, do qual se conhece sua largura (z),

sua altura (y) e sew comprimento (z).

Podemos visualizar estruturalmente o problema P = (Dx Dx D,V,d xd xd ,r, A):
onde:

D = Conjunto das medidas em R (¢m)

V' = Conjunto das medidas em R> (em?)

d = Conjunto das medidas finitas em R (em)
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Figura 5.1: Paralelepipedo de largura (x), altura (y) e comprimento (z)

((z,y,2),v) € r < v = volume do paralelepipedo

A = Sem restri¢ies

De acordo com a definicio 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibicao de . Como foi dito anteriormente com relagio a ¢, a mesma deverd

conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, um candidato natural

para @ € a sentenga abaizo:
(Ve DVye DVze D Fv eV o((z,y,2),v))) — ((z,y,2),v) €T

A presenga do quantificador ezxistencial na sentenga que define o problema como
sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-
cisaremos fazer a Skolemizagao da sentenga. De acordo com o coroldrio 5.53.1, teremos

que encontrar uma fung¢do que seja admissivel e que dados x, y, z, ela retorne o volume

do paralelepipedo.

Seja (Vx € DYy € DVz € D Jv € V ¢((z,y,2),v))) — ((z,y,2),v) € r uma
formula p. Na subformula de p da forma v € V p((2,y,2),v)) = a passando a
subformula de p a Jv € V (a). Agora, cria-se uma nova formula substituindo v
€V (a) por Skl(a)[v/f(z,y,z)],onde z,y,z sdo varidveis livres de Jv € V (a) e f €

qualquer simbolo funcional n-drio que ndo ocorre em p e f € RP.

Assim, a fun¢do de Skolem procurada € dada da seguinte forma:

f(z,y,2) =z.y.2
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Portanto, temos que a fun¢do f(z,y,z) satisfaz r para todos os elementos de d, ou
seja, V(z,y,z) € d ((z,y, 2), f(z,y,2)) € r, entdo f(z,y,z) € uma solugdo para P, isto
é: f(-'f,y,z) ”_ o

Exemplo 5.3.1.3 :[Bed87]

Calcular o volume e a superficie da parte externa de wm cilindro, sendo

conhecido o raio da base(a) e sua altura(h) como mostra a figura abaizo:

Figura 5.2: Cilindro de raio (a) e altura (h)

Podemos visualizar o problema estruturalmente do sequinte modo:
P={(DxD,Vx8,d xd,r,A)

onde:

D = Conjunto das medidas em R (cm)
V' = Conjunto das medidas em R® (ecm?)
S = Conjunto das medidas em R* (cm?)

d = Conjunto das medidas finitas em R (em)
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((a,h),(v,5)) € r <= vol((a,h),v) A sup(v,s)

A = Sem restrigoes

De acordo com a defini¢ao 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibicao de . Como foi dito anteriormente com relagio a », a mesma deverd

conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, um candidato natural

para @ € a sentenga abairo:

(Va Vh Jv 3s ¢((a, k), (v,5)) — ((a, k), (v,5))) € 7

Para facilitar a resolugio do problema, vamos trabalhar por etapas: 1- calcular o
volume de um cilindro dados seu raio e sua altura. 2- caleular a superficie de um

cilindro do qual se conhece o seu volume. FEntdo uma interpretagio estrutural para o

problema seria:
P, =(D x D,V,d xd,ry,A)

onde:

D = Conjunto das medidas em R (em)

V = Conjunto das medidas em R? (cm?)

d = Conjunto das medidas finitas em R (cm)
((a,h),v) € ry <= vol((a,h),v)

Ay = Sem restrigoes

De acordo com a definigio 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibicao de . Como foi dito anteriormente com relagio a p, a mesma deverd
conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, um candidato natural

para @ € a sentenga abairo:
(Vae DVYh e D Fv €V ¢((a,h),v))) — ((a,h),v) €r

A presenga do quantificador existencial na sentenc¢a que define o problema como
sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-

cisaremos fazer a Skolemizagio da sentenga. de acordo com o coroldrio 5.3.1 teremos
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que encontrar uma fungao que seja admissivel e que dados a, h, ela retorne o volume

do cilindro.

Seja (Va € D Vh € D Fv € V ¢((a,h),v))) — ((a,h),v) € ry uma férmula
a. Na subformula de o da forma v € V o((a,h),v)) = 0, passando a subférmula
de 0 a Jv € V (0). Agora, cria-se uma nova férmula substituindo Iv € V (8), por
Skl(0) = [v/gi(a,h)], onde a,h sio varidveis livres de v € V (0) e g € qualquer

simbolo funcional n-drio que ndo ocorre em o e g; € RP.

Assim, a fungdo de Skolem procurada € dada da sequinte forma:
gila,h) = w.a*h

Portanto, temos que a fung¢io gi(a,h) € algoritmica e satisfaz r para todos os ele-
mentos de d , ou seja, ¥(a,h) € d' ((a,h),q1(a,h)) € r1, entdo g(a,h) € uma solugdo
para Py, isto €, g1(a,h) ||— P;.

Fs = (V.S ’U',T‘Q,A2>

onde:

V' = Conjunto das medidas em R*® (em®)

S = Conjunto das medidas em R* (cm?)

v = Conjunto das medidas finitas em R? (cm?)
(v,8) € 1y <= sup(v, s)

Ay = Sem restrigoes

De acordo com a definigio 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibicio de p. Como foi dito anteriormente com relagio a ¢, a mesma deverd
conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, um candidato natural

para ¢ € a sentenc¢a abaizo:

(Vo eV 3s € S p((v,8))) — (v,s) € ry
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A presenga do quantificador existencial na senteng¢a que define o problema como
sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-
cisaremos fazer a Skolemizagdo da sentenga. Teremos que encontrar uma fun¢io que

seja admissivel e que dado v, ela retorne a superficie do cilindro.

Seja (Vv € V 3s € S ¢((v,8))) — (v,8) € 12 uma férmula 3. Na subférmula de
B da forma 3s € S p(v,s) = a, passando a subformula de B a 3s € S (). Agora,
cria-se uma nova formula substituindo 3s € S (o), por Skl(a) = [s/g2(v)], onde v
€ uma varidvel livre de 3s € S (a) e g2 € qualquer simbolo funcional n-drio que nio

ocorre em 3 e g, € RP.

Assim, a fung¢ao de Skolem procurada é dada da sequinte forma:

g2(v) = 2v/a

Portanto, temos que a fung¢io g;(v) satisfaz ro para todos os elementos de v', ou

seja, Yo € v ((v),92(v)) € ra, entdo go(v) € uma solugio para Py, isto €, go(v) ||— P

Assim, temos que as fungées g, e g, sao as respectivas solugoes de Py e Py, € como

P =P, oP; entio g = g1 0 g € wma solugao para P, isto €, g 0g; ||— P.
Exemplo 5.3.1.4 : O Problema do Caizeiro Viajante

Um vendedor tem uma lista de cidades que precisa visitar exatamente uma
vez. Hd estradas diretas entre cada par de cidades da lista. Encontre a rota
que o vendedor deverd sequir para que a viagem seja a menor possivel, e
que comece e termine em uma mesma cidade, que poderd ser qualquer uma

da lista.
Estruturalmente, podemos analisar o problema assim:

P = (D,R,d,r,A)
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onde:

D = Congunto de listas de cidades (L)

R = Conjunto das rotas entre as cidades.

d = Conjunto de n cidades interligadas entre si (I,)

(leyre) € r <= mesma(ci,¢,) A menor(r,) A tnica(c;)

A = Fungoes algoritmicas.

De acordo com a definigio 5.3.1, um problema do “tipo determine” € caracterizado
pela exibigio de ¢. Como foi dilo anteriormente com relagio a @, a mesma deverd

conter os elementos da intencionalidade do problema. Assim, wm candidato natural

para @ € a senten¢a abaizo:
(Vl. € D 3r. € R p(leyre))) — (leyre) €7

A presenga do quantificador existencial na senteng¢a que define o problema como
sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-
cisaremos fazer a Skolemizag¢do da sentenga. De acordo com o coroldrio 5.53.1, teremos
que encontrar uma funcdo que seja admissivel e que dado um conjunto de n cidades

interligadas entre si, ela retorne uma rota.

Seja (Y. € D 3r. € R o(l.,1.))) — (leyre) € 7 wuma formula p. Na subformula de
p da forma Ir. € R @(l.,r.)) = w, passando a subformula de p a Ir. € R (w). Agora,
cria-se uma nova formula substituindo 3r. € R (w) por Skl(w)[r./a(l.)], onde l. € uma
varidvel livre de Ir. € R (w) e a € qualquer simbolo funcional n-drio que ndo ocorre
em p ea€ RP.

Assim, a fung¢do de Skolem procurada € dada da seguinte forma:
el = ry

Portanto, temos que a fungdo a(l.) € algoritmica (a(l.) € A) e satisfaz r para todos
os elementos de d, ou seja, Vi, € d (l.,a(l.)) € r, entdo a(l.) € uma solugdo para P

(a(le) [|= P).
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Analisando os exemplos acima, observamos que nos problemas do “tipo determine”
a caracteristica fundamental é buscar qual é o resultado para o problema no dominio
dos resultados usando como solu¢ao, o processo da Skolemizagdo e tal solucio é uma
fungao admissivel. Vejamos entao, um contra-exemplo, no qual conhecemos o resultado
que estamos buscando, pertencente ao dominio dos resultados, e procuramos o caminho

de como chegar a este resultado.

5.3.2 Contra-exemplo

Exemplo 5.3.2.1 : O problema da Torre de Hanoi, nos termos abaixzo, nio ¢ um

problema do “tipo determine”.

O problema requer trés pinos, sendo que no primeiro ha uma série de n
discos concéntricos, cada qual menor em diametro que o disco imediata-
mente abaizo dele. O sequndo e terceiro pinos estdo inicialmente vazios. O
objetivo € determinar a seqiéncia de movimentos necessdrios para mover

todos os discos do pino 1 para o pino 3.

~
=,

Figura 5.3: Esquema da Torre de Hanoi

REGRAS:

e Somente um disco pode ser movido por vez;
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o Em nenhum momento um disco maior pode ser colocado sobre um menor;

o Um disco pode ser movido de um pino para qualquer outro pino.

De acordo com o enunciado do problema, sabemos qual € o resultado, o que temos
que encontrar € um caminho que, obedecendo as regras, possamos chegar até o resul-
tado desejado. A solugio admissivel € um conjunto de movimentos que aplicados a

configuragao inicial chegard a uma configuracao final.

Uma estruturagao para o problema € a seguinte:
P=(D,R,d,r,A)

onde:
D = R =d = Conjunto de configuragoes para trés pinos e n discos

(Confine, Confiim) € r se, e somente se, Yn € D Con fi,. = (21..-24,0,0) 3(Cy, Ca,s ..., Cp)
€ A tal que, Cpo...0 C3 0 Cy(zp...71,0,0) = (0,0,z1...2,) = Confrim

A = Conjunto de fung¢ées algoritmicas

Para chegar a uma configuragdo final deve-se fazer uma andlise das operagéoes de
mover um disco de um pino para outro pino, analisar também quando uma configuragio

€ considerada boa e a partir dat encontrar um caminho que serd a solugdo do problema.
Primeiro veremos como mover um disco de wm pino para outro pino:
S 5= 1z
A solugdo € trivial. Apenas transfere um disco do pino 1 para o pino 3.

oe niE 1z

A solugdo serd:

1. Mover n — 1 discos do pino 1 para o pino 2
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2. Mover o disco 1 do pino 1 para o pino 3

3. Mover n — 1 discos do pino 2 para o pino 3

As operagoes necessdrias para mover n discos sdo:

o Ay = (24...%4,0,0) = (2, 1. Tip=1,0)
L ] A2 = (0., JEI...CEn_l,CCn)
L AS = (:El---:rn—% Ln—1, wn)

o Ay =[21.. 859, 0,85-1%:)

A5 = (0, Z, 1132...33“)

[ ] AG = (0,0,.’1}1...3371)

A andlise das configuragoes € feita da sequinte forma:

Cot fine = [£1..85,0,0)
Confry, = (0, 0,24...2,)

onde:
T1...T, sao discos ordenados erescentemente de 1 para n.

Para que uma configuracio seja considerada boa precisamos observar se a ordem

de tamanho dos discos em cada pino € decresecente:

o tam(z;) < tam(xiy1) e
o tam(y;) < tam(yjs1) e

o tam(z) < tam(zgy4)
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SeVi(1<i<n)Vi(1Lj<mVk(l <k<t)(Conf=(21..2:%541...25,

Y1 YiYi+1--Ymy Z1---2kZk41---21)) entao Conf € boa

A solugao procurada para o problema ¢ um caminho (C,) que serd percorrido para

mover os n discos do pino 1 para o pino 3. Assim,

Cpe..0Cy0Ci(Confin.) = Confsim e
Vg(1<q<p)Ci=AVAV..V A

Neste problema o caminho C, encontrado € o que conduz ao resultado jd conhecido.
Nos exemplos anteriores, o resultado ndo € conhecido, devendo portanto ser determi-

nado.



Capitulo 6

Especificagao de Problemas “Tipo

Determine”

6.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a questao da especificagio de problemas do “tipo deter-
mine”. Para isso, iniciaremos apresentando uma metodologia de especificacao de prob-

lemas em geral e em seguida de problemas do “tipo determine”.

Na maioria das vezes, um problema ¢é enunciado utilizando-se uma linguagem sem
muita precisao, ou seja, ¢ dada uma descri¢ao informal de um problema em linguagem
natural e com isso, nos deparamos com eventuais caracteristicas, que tornam pouco

preciso o enunciado do problema. Algumas dessas caracteristicas mais comuns sao:

1. Presenca de elementos no enunciado, que nao dao informagées importantes a

qualquer caracteristica do problema;

2. Existéncia de uma (ou mais) caracteristica do problema, que nao foi abordada

por elemento do enunciado;

3. Presenca de elementos no enunciado, que correspondem, nao a uma caracteristica

do problema, e sim, a uma possivel solucgao;

73
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4. Presenga de dois ou mais elementos no enunciado, que definem uma caracteristica

do problema, de uma forma incompativel (contradigoes);

5. Presenca de elementos no enunciado, que possibilitam a defini¢do de uma carac-

teristica do problema de, pelo menos, duas maneiras distintas (ambigiiidades);

6. Presenca de elementos no enunciado, que definem uma caracteristica de um prob-
lema, de uma maneira tal que, uma possivel solugao nao possa ser realisticamente

validada, com respeito a essa caracteristica.

A partir dessas caracteristicas pode-se ter certeza que, descrever um problema em
linguagem natural leva a certas armadilhas. O papel do especificador é principalmente,
transformar o enunciado numa especificacao, isto é, o especificador deve identificar as
dificuldades. Esse fato torna importante a especificagao formal pois, a mesma ajudara
ao especificador a ndao cometer possiveis enganos, como também, ira complementar a

descrigao informal do problema.

Baseado nesses argumentos, introduziremos na segao (6.2) as seguintes questoes:

* O que é uma especificagao?
* Para que serve uma especificagao?
* Como é feita uma especificacao?
Com a explanacao de tais questoes tem-se uma abordagem geral da necessidade de

especificagao formal de problemas de classes diversas.

6.2 Especificagao de Problemas

6.2.1 O que é uma Especificagao de Problemas?

Especificar um problema é descrevé-lo claramente, sem ambigiiidades e acima de tudo

corretamente. Normalmente quando nos deparamos com uma descricao precisa da
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realidade, vemos que é dificil o entendimento. Juntamente com essa dificuldade, alguns
pressupostos contextuais, em geral tomados quando do enunciado do problema, devermn

aparecer explicitamente na especificagao.

Nao obstante as dificuldades, podemos especificar um problema através de técnicas
utilizadas para especificagao de tipos abstratos de dados. Essas técnicas geralmente
dependem da experiéncia do especificador. E ele, com a sua visdo macroscopica da
realidade na qual esta inserida o problema, que tenta identificar nessa “realidade”
comportamentos que possam conduzir a interpretagoes factuais de modelos conheci-
dos, expondo ambigiliidades e contradigoes, objetivando descrever as caracteristicas do

problema, de uma forma precisa e rigorosa.

Em se tratando de especificagao de problemas, o procedimento acontece da seguinte

forma:

- Um primeiro estagio, é responder, de maneira informal, as seguintes questoes
[Pol78]:

e Quais sao os dados? [descri¢ao de D]

e Quais sdo os resultados? [descrigdo de R]

e Qual é a intengdo do problema? ( Qual é a relagao entre dados e resultados ou

quais sao as condigoes do problema?) [descricao de 7]

- Depois de respondidas essas perguntas, de acordo com [Lop81], devemos responder,
adicionalmente, segundo o contexto em que estd inserido o problema, as seguintes

perguntas:
e Quais sdo as restrigoes sobre os dados? (Quais sdo os dados relevantes no prob-
lema?) [descricao de d]

e Quais sdo as maneiras aceitaveis de relacionar dados com resultados? (Como sao

as solugoes?) [descricao de A]
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Ao se responder tais questdes, na verdade, estd se dando uma estruturacio do

problema, ainda que informal.

Uma vez estruturado informalmente o problema, inicia-se entao a fase de especi-
ficagao propriamente dita. Assim, um problema P sera especificado através da especi-

ficagao de seus componentes estruturais (D, R, d,r, A) .

6.2.2 Para que serve uma Especificagao de Problemas?

Especificar um problema é transformar uma descrigao informal e pouco clara em uma
descrigao precisa e formal. Para isto, se faz necessario um estudo aprofundado a respeito

do problema através de uma descrigao formal e esta sera a ponte de transformacao.

Quando queremos resolver um problema que esta na linguagem natural (nivel ab-
strato) devemos descrevé-lo até chegar numa linguagem em que haja uma ligagao entre
a realidade e o solucionador (o homem e/ou maquina), e esta linguagem é a especi-
ficagao. Esta descricao acontece num nivel formal através da interpretagao dos compo-
nentes do problema. A interpretacao parte de uma estrutura genérica até chegar numa

estrutura especifica.

Com essa visdo, tem-se um sentido minimal, pois a intengao do solucionador é
chegar num modelo minimo para aquele problema, através da transformagao do nivel
abstrato para um nivel concreto, com um sentido mais rico e consequentemente, de

menor nimero possivel de modelos para aquele problema.

6.2.3 Como ¢ feita uma Especificagao de Problemas?

Numa especificacao de problemas sdo necessarias trés etapas, quais sejam:
e Concretizacao ou Modelacao do Problema

Consiste em estabelecer uma interpretacgao factual ¢ da estrutura abstrata do prob-
lema P = (D, R,d,r, A) . Isto é, definir p = P — M.
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onde:
M é um modelo para a estrutura P, ou seja, M sera chamado de problema concreto.

Nessa etapa, podemos dizer que, de um modo geral, a passagem da estrutura ab-

strata P para uma especifica M, obedece a figura 6.1 [Bun76]:

S E)= af

0 (P)= L,

0 (P)= M,

¢ (P)= o,
Figura 6.1: Esquema de passagem da estrutura abstrata P para uma especifica M

onde:

Cada M; (i=1,...,n) é um modelo para P, ou seja, M; é a imagem de

alguma interpretagao ¢;, que satisfaz a definicao de problema.
e Especificar o Problema Concreto M

Utiliza-se para isto as técnicas de especificagao de tipos abstratos de dados. Ou seja,
exibe a especificagao de cada componente do problema, o que corresponde a especi-
ficar as interpretagoes (D), ¢(R), ¢(d), ¢(r), p(A). Observe que as duas primeiras

interpretacoes ¢(D) e ¢(R) sio tipos de dados e como tais, possuem suas linguagens
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subjacentes, isto é, podem se apresentar como dominios de estruturas complexas, cu-
jos componentes sao transparentes a nivel de estrutura abstrata do problema. Dessa
forma, elas podem ser especificadas usando-se uma estratégia de especificagao via de-
scrigdo axiomatica, algébrica, etc.. A parte intencional do problema abstrato (d,r, A)

deve ser descrita utilizando a mesma linguagem que foi usada na especificagao da parte
substantiva (D e R).

’

E uma escolha do solucionador (especificador), que tipo de estratégia de especi-
ficagao usar, observando os seus recursos técnicos e teéricos, bem como, a adequagio

da descrigao do problema especifico.
e Representacao dos Tipos Envolvidos no Problema

A representagao dos tipos envolvidos é feita utilizando-se uma linguagem mais for-
mal, por exemplo: uma linguagem de primeira ordem, uma linguagem de programacao
como PASCAL, C, C++, etc., com a qual se representarao os simbolos das estruturas

embutidas no problema.

Esta etapa é conduzida de modo que as solugées a € A sejam algoritmicas (como
forma de descrever fungoes) e na maneira dos exemplos utilizados na Teoria Geral
de Problemas , as solugoes sao tratadas como funcoes de D em R, devemos encara-
las como maneiras de relacionar elementos de DD com elementos de R de um modo
razoavelmente seguro. Isso deve ficar claro se pensarmos que sendo a € A uma funcao
(relagdo), a nivel de terceira etapa da especificagdo poderiamos representar a mesma
fungao @ das maneiras mais diversas ( na mesma linguagem) com os recursos mais

variados (linguagens diferentes).

A avaliacao que fazemos no espago de solugoes, e nesse nivel sao transparentes as
estruturas D e R, é feita segundo as propriedades funcionais das solugoes, como por
exemplo, algo que reflita que uma solugao computavel é mais desejavel que uma nao
computavel, uma solugao explicita é mais desejavel que uma implicita, uma metodolo-
gia é melhor que uma heuristica, um programa sem recursdo € mais aceitavel que
um com recursao, uma funcao continuamente diferenciavel é mais desejavel que uma

continua, etc.
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Existe o fato de A possuir dois “status” diferentes: na estrutura P = (D, R, d,r, A),
onde A é um predicado (de segunda ordem) de admissibilidade, isto é, um predicado
para fungoes de D e R, enquanto M é interpretado como um conjunto de funcoes
(relagdes). Embora d e r também estejam sujeitos a essa observacio, ela estd voltada
para o componente A devido ao fato de que, eventualmente, poderiamos confundir
A como sendo mais um conjunto base para a estrutura abstrata P (tipo problema).
Isso significaria um condicionante prévio muito forte na definicio de problema, com
perda de generalidade que se refletiria nas nog¢oes de solubilidade e transformacoes de

problemas (homomorfismos, analogias, etc.).

Um problema abstrato P = (D, R, d,r, A), pode ser visto como um tipo abstrato
de dados (TAD). A definigao abaixo confere este fato:

Definigao 6.2.1 [0J85] : Um problema abstrato P, é um TAD, cuja linguagem tém

. ’
os seguintes simbolos:

D, para um sort de dados;

R, para um sort de resultados;

d, para o simbolo predicado undrio sobre o sort D;
e r, para o simbolo predicado binario sobre o sort D;

A, para o simbolo predicado undrio, de segunda ordem sobre D — R.

Podemos observar que, as realizagdes de um problema abstrato sao os problemas
concretos correspondentes e também que, a linguagem que descreve os sorts D e R,
parte substantiva do problema, deve ser utilizada para descrever d,r, A, a parte in-
tencional do problema. A especificagdo de d, r e A normalmente é feita através do

enriquecimento dos TAD’s D e R.

Existem trés maneiras de se entender um TAD:
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1. Por defini¢oes de sorts;
2. Por definigoes procedurais (por exemplo: programas);

3. Por definigoes nao procedurais (por exemplo: formulas logicas)
Exemplo 6.2.3.1 [Alm90]:

FEspecifica¢io de um problema de ordenagdo de seqiiéncias finitas de natu-

rais.
Deve-se responder, informalmente, as sequintes perguntas:

o Quais sio os dados? [Seqiéncias de nimeros naturais].
o Quais sdo os resultados? [Seqiéncias de nimeros naturais].

o Qual a relagio entre dados e resultados? [Dado uma seqiéncia de nimeros nat-

urais, o resultado € esta seqiéncia ordenadaj.

o Quais sio os dados relevantes ao problema? [As seqiiéncias finitas de nimeros

naturais].

o Quais sio as formas admissiveis de associar dados a resultados? [As formas

algoritmicas].

Apos responder as questoes a respeito da estrutura do problema abstrato, inicia-
se a especificagio propriamente dita. Para isso, € necessdario uma modelagao para o

problema.

Sejam M um modelo para P e ¢ : P — M, tais que:

#(D) = SEQ(N)
w(R) = SEQ(N)
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o(d) = SEQ(N)
o(r) = ord
©(A) = Alg

Observe que, estaremos usando a mesma simbologia, tanto para a estrutura como
para o seu conjunto base correspondente, para o caso da parte substantiva do problema

(D, R) serem estruturas relacionais.

6.3 Especificacao de Problemas do “Tipo Deter-

mine”’

Na especificagao de problema do “tipo determine” utilizaremos a Skolemiza¢do como
processo de solucao para chegarmos a uma funcao (funcao de Skolem) que dara o
resultado do problema em questao. Porém, isso ndo acontece com todos os problemas
da classe, depende da maneira de como € especificado o predicado de admissibilidade,
pois, de acordo com o corolario 5.3.1 a fungao Skolem sé sera solugao para o problema

se ela for admissivel.

Nesta secao sera mostrado como é feita uma especificagao de problemas “tipo de-
termine” , para isto serao apresentados alguns exemplos e o desenvolvimento da es-

pecificacao destes.
Exemplo 6.3.0.2 [LB88]: Um Problema da Teoria dos Nimeros

Uma das questoes distinguidas na Teoria dos Numeros sao as equagoes

diofantinas e um resultado particular destas questoes € o seguinte:

TEOR. 1 [Sidki75]: Existem inteiros T, € xy tais que a3 — x5 = n se e somente

se n = a.b, para inteiros a e b da mesma paridade.
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Seja L. a linguagem de primeira ordem sobre os inteiros, L,=(=, par,+,—,.), cujos
simbolos predicativos e funcionais tem o significado usual. Entdo o TEOR.1 pode ser

expressado pela sequinte sentenca desta linguagem:

Vn(3z 32y | i+ (—23) = n <= FaTb | a.b = nA((par(a)Apar(b))V (impar(a) Aimpar(b)))
(6.1)
OBS: A soma de dois nimeros pares ou dois nimeros impares € sempre um par,

e a soma de dois numeros de paridades diferentes € sempre um impar, entdo pode-se
abreviar a sentenga acima como abairo:
Vn(32132, | 23 + (—22) =< FaTb | a.b = n A par(a + b)) (6.2)

A partir dai vemos que o teorema sugere que se solucione o sequinte problema:

e “Determinar as solugées inteiras da equagdo x3 — x3 = n, para um inteiro n na

forman = a.b, com a e b de mesma paridade”.

Assim, podemos descrever o problema pela sequinte sentenga:

yn(ﬂaﬂb | a.b=n A par(a + b)}——) Jz,3z, | 2} + (—23) =n)

= 8

il

(6.3)

E entio o problema fica reduzido ao problema de eliminar os quantificadores ex-

istenciais da sentenca, o que em outras palavras, significa fazer a Skolemizagio da

sentenca.

Pela definigcio de problema esta situagdo pode ser associada a uma estrutura do tipo

P =(D,R,d,r, A), cuja interpretagdo para este caso € dada por:
1) =%
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R=Z % Z

Onde a linguagem subjacente a D e a R sdo descritas nos diagramas abaizo, re-

spectivamente:

par, impar, parduplo

Figura 6.2: L(D) = (>, par,impar, parduplo,=, —,+, /)

O -
Figura 6.3: L(R) = (=)
Supondo que dentro do contexto em que se encontra o problema, haja o desejo

que as solugdes sejam fungées algoritmicas, onde ser algoritmica implica satisfazer a

propriedade Alg abaizo:

Alg(a) <= 3P (Vz (2[Ply «— y = a(z)))

onde:
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P= € uma formula bem formada de uma linguagem de programacdo.

z[Ply= significa que para uma entrada x no programa P, este dd como saida o

valor y.
Logo:
L(P)=L(D)U L(R) U Alg

par, impar, parduplo
O

Portanto, pode-se fazer a descrigio de d, r ¢ A de P, nesta linguagem.
n€d<=n>0A (impar(n)V (parduplo(n))
(n, (z1,22)) € r « JaIb(n = a.b A par(a + b) A 27 + (—23) = a.b)

a€ A<= Alg(a)
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Em L(P) os simbolos funcionais tem o significado usual. Para fazer mais precisa

esta primeira especificagio devemos descrever cada simbolo predicativo através deles.

Assim, temos:
> ¢ um predicado bindrio com o significado tradicional.
parduplo(z) <= Ty | z = 4.y
par{z) <= Jy | z =249
impar(z) < Jy |z =2y +1

O problema entio esta suficientemente especificado, o que significa que sabemos

exatamente o que queremos resolver.

Logo, podemos iniciar a etapa de solucionar o problema. O caminho sugerido aqui

€ verificar a possibilidade de quebrd-lo.

Como a sentenga (6.3) € uma implicagao, tem-se que [ decorre de o, ou seja, se
existem inteiros a e b que satisfazem «, entao existem inteiros xy e xy que satisfazem f3.

O problema entdo pode ser visto como o encadeamento do problema P, com o problema
Py.

onde:

P, = “Encontrar inteiros a € b que satisfazem a”.

P; = “Dados dois inteiros a e b, encontrar inteiros x, e x5 que satisfazem 3, onde
B ’ :

n =a.b”

Entao, temos:
P=1F61,
onde P, € um problema estruturado do segquinte modo:

-P::x: (Dcxa Rcr-. dasra:Aa)
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onde:
B, =0
By =3 % %
s =4

(n,(a,b)) € ro <= par(a+b)An=ua.b
Ay= Her(A,RP-)

A defini¢ao de solugao de problema diz que uma fun¢ao admissivel € uma solugao,
se ela satisfaz para todo elemento de d, o predicado intencional r,. Neste caso, os
elementos de d, sdo numeros inteiros positivos impares ou “parduplo”. Para o primeiro

caso existiria uma solugdo trivial, que € definir a e b como sendo 1 e n, respectivamente.
OBS: Um niumero impar mais 1 € sempre um par, e l.n=n.
Portanto, satisfaz r,.

Assim, tem-se a sequinte solugdo parcial:
ai(n) = (1,n) ¥n = 0 A impar(n)

Quando se tem o caso de ser inteiro positivo que seja “parduplo”, pode ser dividido
por 2 com a sequran¢a de que sempre a soma de 2 com a metade de n dd sempre um

numero par. Assim, chega-se a sequinte solug¢ao parcial:
ai(n) = (2,n/2) ¥n > 0 A parduplo(n)

Como temos a solu¢do para o caso de impares e de pares duplos, entao podemos

construir a solu¢ao de P,. Logo,

Seja a fung¢do ay : D, — R, definida abaizo:

ax(n) = (l,n),  se impar (n)
' (2,n/2), sendo
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A fungdo a, € totlal e esta bem definida, pelo que € algoritmica e portanto a, € A,.
E como jd mostrou-se que satisfaz r, para todos os elementos de d,, isto €, ¥n € d,,

(n,ai(n)) € ro, entio ay ||— P,.

Uma estruturacao para o subproblema Py, que faz parte da decomposi¢io em cadeia

aplicada a P, € a sequinte:

Pz = (Dg, Rp, dg, g, Ap)

onde:
Ds=dg= R
Rs=R

((a,d), (21,22)) € rg & 23 + (—22) = a.b

Ap = Her(A,RS")

Seja as : Dg — Rg , tal que az(a,b) = (21, x2).

- Se supomos ay |— Pg, entio ((a,b),as(a,b)) € rg. E ((a,b),az(a,b)) € rg se e
somente se ((a,b),as(z1,22)) € r5. E ((a,b),az(21,22)) € rp se e somente se a? +
(—2%) = a.b. Se 2% + (—z%) = a.b se e somente se (1 + x3).(z1 + (—22) = a.b. Se
(z1 4+ x2).(z1 + (—22) = a.b, podemos ter z1 + 2o =a ezy +(—22) =b. Exi+22=1a0

e ¢y + (—x2) = b se e somente se vy = a+ b/2 e 2y + x9 = b se e somente se

Ty =a+ (—b)/2.

Portanto, uma solug¢ao para Pz € a fungdo az : Dg — Ry , definida como:
az(a,b) = ((a+b)/2,(a + (-b))/2)

Observe que ay € uma fungao total e bem definida, pelo que € uma fun¢ao algoritmica

logo pode-se dizer que ay € efetivamente uma solugdo para Py (aqy |— Pg).

Com isso, temos que as fungoes ay € ap sao as respectivas solugoes de P, € Pg, €
como P = Pz o P,, entio o TEOR.1 nos garanle que a fung¢do a = aj 0 a; € uma

solugdo para P, isto é, a =asoay |— P = PsoP,.
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Logo,

a(n) = { (T +n)/2,(1+ (=n))/2), se impar (n)
(44 n)/4, (4 + (=n))/4), sendo

€ uma solugdo para o problema dado.
Exemplo 6.3.0.3 :

Determinar a diagonal de um paralelepipedo retingulo do qual sao conheci-

dos o comprimento, a largura e a altura, como mostra a figura abaizo:

b
Figura 6.5: Visualiza¢do da diagonal do paralelepipedo

- Podemos expressar o problema pela sequinte sentenca:

Jy|va+8?=y) — 3z |y +c? =2)

B
(6.4)
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E entio o problema fica reduzido ao problema de eliminar os quantificadores ex-

istenciais da senten¢a, o que em outras palavras, significa fazer a Skolemizagio da

sentenca.

Uma estrutura para este problema € como segue:
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cm.

cm.
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P=(D x D Rd xd,r,As)

onde:

D = € um conjunto de medidas em R (conj. dos reais) que tem como unidade o

R = € um conjunto de medidas em R (conj. dos reais) que tem como unidade o

- As linguagens subjacentes a D e a R sdo apresentadas nas figuras a sequir:

Figura 6.7: L(R) = (=)
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- Supondo que se deseja que as solugdes sejam eventuais fungoes algoritmicas,

sabendo-se que ser algoritmica implica em satisfazer a propriedade Alg, descrito abaizo:
Alg(a) < AP (Vz (2[Plw «— w = a(2)))

onde:
P = € uma formula bem formada de uma linguagem de programagdo.

z[Plw = significa que para o conjunto de entradas z no programa P, este dd como

saida o valor w.

- Dessa forma, a linguagem subjacente ao problema P ¢€:
L(P)= L(D) U L(R) U Alg

- Pode-se entio fazer uma descrigao de d', r, e Ay de P, nesta linguagem.
d=D

Y(a,b,c) € D Y(y,z) € R ((a,b,c) ed — Jy € R Iz € R ((a,b,¢),(y,z)) €T
raizq € Ag < Alg(raizq)

Nesse ponto chega-se a conclusio que o problema estd suficientemente especificado.

Inicia-se entio a etapa de solugdo do problema.

Primeiramente, deve-se verificar a possibilidade de quebra do problema P em sub-

problemas.

Na sentenga 6.4 temos uma implicagao, e isso sugere que v decorre de 3, ou seja,

se existe um nimero real y que satisfaz a B, entdo existe um nimero real T que satisfaz
a”y.
De acordo com o que foi mencionado acima, o problema pode ser visto como o

encadeamento do problema Pz com o problema P, (P = P, o0 Pg).
onde:

Ps= “Determinar a hipotenusa y do triangulo retangulo com lados a e b”.
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Figura 6.8: L(P) = L(D) U L(R) U Alg

P, = “Determinar a hipotenusa x do triangulo com lados y e c”.

A estruturagdao para o subproblema Ps € feita do sequinte modo:
Pg = (Dg, Ry, dg, 7, Adp)

onde:
Dg=D=RxR
Rs=TR
s=d
((a,b),y) €Erp <= Va® + 02 =y
Ady = Her(Ad, R3?)

L)
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- Seja a fungio raiz; : Dg — Rp, definida como abaizo:
raizy(a,b) = Va®+ b =y

Pelo que raizy € algoritmica, entdo raizy € Adg. Logo, raiz; satisfaz rg, isto €,

((a,b),raiz(a,b)) € rg, entio raizy |- Py (raiz; € solugio para Pg).

-Uma estruturagdao para o subproblema P, € a sequinte:

P, = (D.,,R,Y,d;,r.y, Ad.)

onde:
D,=d,
R,=R

([gye)ym) Emy > WY+ ef =2
Ad, = Her(Ad, RPv)

Seja a fungio raizy : D, — R.,, definida tal que raizy(y,c) = /y> + ¢ = z. Se
raize € algoritmica, € uma fungdo total e bem definida, entdo raizy satisfaz r., isto €,

((y,¢),raiz(y,c)) € r,. Logo, raiz, € uma solugio para P, (raiz; ||— P,).

Portanto, raiz, e raizy sao solugées para Py e P,, respectivamente, e como P =
P, o Ps , entdo o teorema 3.3.5 garante que a fun¢do raiz = raiz, o rarz; € solugdo
¥ B s

para P, ou seja, raiz = raizyoraiz; ||[— P = P, o0 Ps.

Logo,
raiz(a, b, c) = raizy(raiz;(a, b, c))

: s y . . -
€ uma solugdo para o problema P, a qual € garantida pelo mecanismo de construcdo

das fungées recursivas de acordo com [Lop81].
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Exemplo 6.3.0.4 Determinar a velocidade v, conhecendo-se a forga f, a
massa m e a distancia s. Considerando-se que a velocidade inicial (vg) €

igual a zero e a distancia inicial (so) também € igual a zero.

Este problema poderia ser descrito pela sequinte sentenca:

Va(3fdm | f/m=a— v |S =wvo.l + 1/2a.t* Av = a.t)
n 1
(6.5)

-Assim, teremos que eliminar os quantificadores existenciais da sentenga, ou seja,

faremos a Skolemizagao.

-Primeiro veremos que o problema pode ser visualizado estruturalmente do seguinte

modo:
P =(F,V, f,vel, A)

- A interpretagao para P serd:
F=7R
V=RRueR

As linguagens subjacentes a F' e V' sdo deseritas abaizo:

Figura 6.9: L(F) = (=,+,.,|)
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Ll

O =
Figura 6.10: L(V) = (=)

- Supondo que o problema estd inserido num contexto onde se deseja que as suas
solugoes sejam funcoes algoritmicas, e para ser algoritmica implicard em satisfazer a

propriedade Alg abaizo:

Alg(g) <= IP(Vw(w[Ply +— y = g(w))) (6.6)

onde:

P= € wma formula bem formada.

w[Ply= significa que para uma entrada w no programa P, este dd como saida o

valor w.

Logo, a linguagem subjacente para o problema P serd:
L(P)=L(F)UL(V)U Alg

- Assim, pode-se descrever as componentes f, vel ¢ A nesta linguagem.

F=R

Y(f,m,s) € D ¥Y(a,v) € R ((f,m,s) €d — Fa € R v € R ((f,m,s),(a,v)) Er
g€ A Alg(g)

- Portanto, o problema estd suficientemente especificado, o que significa que sabemos
a que ponto queremos chegar.Ou seja, verificar se exviste a possibilidade de quebrar o

problema P.
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Figura 6.11: L(P) = L(F)U L(V)U Alg
- Pelo fato da existéncia de uma implicagio na sentenga 6.5, isso sugere que 0
decorre de 1.

- O problema P entdo pode ser visto como o encadeamento do problema P, com o

problema Fy.

onde:

P, = “Determinar a aceleragio a, dados a for¢a f e a massa m.”

Py = “Determinar a velocidade v, a partir da solugio de Py e com a distancia s
dada.”

- Assim temos que P = Pyo P,.

- E P, € estruturado da seguinte maneira:
Py = (Fy, Vi, [, vely, An)

onde:
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F, =R (com unidades em N e kg)

Vi =R xR (com unidades em m/s?)
fn = [ (satisfazendo a equagdo f = m.a)
((f,m),a) € vely, <= Ja (a = f/m)

A, = Her(A,V,[")

- Seja a fungao g, : F,, — V,,, definida como seque:
9 (f:m) =

g1 sendo algoritmica, entdo g, € A, e g satisfaz vel,, ou seja, ((f,m),q(f,m)) €
vel,. Logo, g1 ||— P,.

- Uma estruturacdo para o subproblema Py € dada abaizo:

PE = (FQ’ 1/91f91U6197A9)

onde:
Fg=fo=V,
Vo=V

((a,s),v) € vely <= v (S = vo.t + 1/2a.t*) A (v = a.t)
Ag = Her(A, V%)
-Seja a fungdo go : Fy — Vp, definida como seque:
g2(a,8) =v
- Se supomos que gy ||— Py, entdo ((a,s), g2(a,s)) € vely se e somente se ((a,s),v) €
vels.

- Sendo gz uma fungdo algoritmica, entdo g € Ay, € gy satisfaz a vely. Logo, gy €

efetivamente solugio para Py (g2 ||— Ps)-

- Portanto, temos que as fungoes g, € g2 sdo as respectivas solugoes para P, e Py,

e como P = Pz o0 P,, entao a fungdo g = g1 0 go € uma solugao para P, ou seja,
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g=g0g |- P=PFoP,

Logo,

g(f; m,.s) = 92(gl(f7 m))
€ uma solug¢ao para o problema dado.

Exemplo 6.3.0.5 :

Determinar as raizes da equagio do 22 grau az® + ba +c¢ =0, com a # 0,

no dominio dos reais.

Podemos descrever o problema pela sequinte sentencga:
Va VoVedy | ay®  +by+¢c=0

Para eliminarmos o quantificador existencial da sentenga, isto €, fazermos a Skolem-

izagao da sentenga, precisaremos de uma visualizagao estrutural do problema:
P={D. R.d,rA)

onde:

D = {P"[z] = (ap,a1,...,a,), a; € R, A P*"[y] = aoy™ + a1y™ ' +... + a,°, a; € R.
ap #0 A z =y}

R=R

Onde a linguagem subjacente a D e R sdo descritas nos diagramas 6.12 e 6.13,

respectivamente.

- Supondo que o problema estd inserido num contexto onde se deseja que as suas
solugoes sejam fungoes algoritmicas, e para ser algoritmica implicara em satisfazer a

propriedade Alg abaizo:
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Polindémios

Figura 6.12: L(D) = (=,+,.)

Figura 6.13: L(R) = (=)

Alg(h) <= IP(Vy(y[P)z «— z = h(y)))

onde:

P= € uma férmula bem formada.

98

(6.7)

y[P)z= significa que para wma entrada y no programa P, este dd como saida o valor

Logo, a linguagem subjacente para o problema P serd:

L(P) = L£(D) U L(R) U Alg

Portanto, pode-se fazer a descrigio der, d e A de P, nesta linguagem.

d= {P?*z] = (a0, a1,az2) € a} — 4agas >0 }

(PEle],y) € r &= Pi(y) =10



Especifica¢do de Problemas “Tipo Determine” 99

Polindomios

Figura 6.14: L(P) = L£(D) U L(R) U Alg

A={f|f:D— R A Adm(f)}
onde:
Adm(f) = propriedade de [ ser algoritmica e ser descrita sem radicais.

A partir da estruturagio apresentada acima para o problema, vamos descrevé-lo
formalmente nos moldes da defini¢io 5.3.1. Para simplificar o processo de resolugdao

do problema, usaremos a segquinte notagao: ag = a, ay = b e a; = c.

(Va € DVbe DVee D 3y € Rg((a,b,c,y)) — (a,b,e,5) =0

A presen¢a do quantificador existencial na senteng¢a que define o problema como
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sendo do “tipo determine”, nos indica que para chegarmos ao resultado procurado pre-
cisaremos fazer a Skolemizacio da sentenga. Neste caso, o processo de Skolemizagdio
serd o caminho para chegarmos na solu¢io do problema, uma vez que pelo coroldrio

5.3.1 temos que, se a fungio Skl(y) € admissivel, entdo ela € solu¢io para o problema.

Nesse caso, o processo da Skolemizagdo ndo servird como solugio para o problema,
pois a fungdo de Skolem encontrada no exemplo 5.3.1.1 para o polinémio dado possui
radicais. Na Teoria de Galois [BM77] € provado que uma equagdo € solivel por radi-
cais se, e somente se, o grupo de automorfismos associado a ela € solivel num sentido
puramente da teoria dos grupos (0s automorfismos em questio sio aqueles que per-
tencem ao corpo de extensao gerado por todas as raizes da equagdo, que deizam fizados
todos os coeficientes da equagio). Ainda segundo Galois, existe uma equagdo de quinta
ordem que ndo € solivel por radicais. Entdao, podemos concluir que qualquer equagdo

polinomial de grau n < 4 com coeficientes reais ou complexos so € solivel por radicais.
Exemplo 6.3.0.6 : Um Problema Pratico de Engenharia

Construgao de uma barragem sobre um rio [Pol78].

Quais sio os dados?

e Dados topogrdficos relativos as bactas do rio e dos seus tributdrios;

o Dados geoldgicos essenciais aos estudos da solidez das fundagoes , da estanquei-

dade da barragem e dos materiais de contrugao disponiveis;

e Dados climatolégicos e hidroldgicos referentes a precipitagio anual e a altura das

cheias;

e Dados econdémicos relativos ao valor das terras que serdo inundadas, dos custos

dos materiais e da mao-de-obra, ete.

o Dados a respeito da investigagio da localiza¢io da barragem:
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Eztensdo apropriada de Investigagdo; Reconhecimento; Investigagoes
preliminares; Investigagdes finais; Escolha do local; Topografia - Ma-
peamento dereo; Método de projecao derea; Equipamento mailtiplo; Con-
trole do solo para mapeamento multiplo; Custos comparativos para ma-
peamento multiplo; Utilizagdo de mapas topogrdficos dereos; Mapas de
localizagao; Investigagoes geologicas; Erxploragio superficial; Métodos
de Ezxploragao de superficie; Resistividade elétrica e Métodos Sismicos

de Exploragdo, ete.
o A escolha do tipo de barragem:

Barragens de concreto de gravidade solida; Barragens de concreto de
gravidade profunda; Barragens de concreto arqueado; Dique (aterro);

Barragens de madeira; Barragens de ago, etc.
e Preparagdo e proteg¢io da fundagdo:
Tratamento das fundagoes rochosas:

Verificar a superficie final; Tratamento de defeitos; Vazamento através
da fundagdo rochosa; Rebocar; Consolidar reboco; Drenagem da fundagdo;

Protegao da base para a fundagdo rochosa.
Tratamento de fundagoes de terra:

Suportar resisténcia da fundagao de terra; Suportar estacas; A rede de

fluzo; Infiltragio direta nas fundagoes de terra.
Qual € a incdgnita?

o A localizagdo exata da barragem;
e As dimensdes e forma geométrica;

o (s materiais a utilizar na construgdo, etc.
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Qual € a condicionante?

o Para um empreendimento tdo amplo € necessdrio atender a muitas condigées

economicas e afetar o menos possivel outras;
o A barragem deverd proporcionar energia elétrica;
e Fornecer dgua para irrigagio e para abastecimento de certas localidades;
o Contribuir para o controle de inundagées;

o Deverd causar o minimo de prejuizos & navegagio, a pesqueiros de importincia

economica ou a beleza da paisagem;

o Deverd custar o minimo possivel e ser construida no prazo mais curto possivel.

Para resolver tal problema é necessario um certo conjunto de conhecimentos pre-
viamente adquiridos. O engenheiro tem a sua disposi¢ao uma série de conhecimentos
altamente especializados, tais como: uma teoria da resisténcia dos materiais, a sua
propria experiéncia profissional e a acumulada dos livros técnicos, deve ter conceitos
precisos, qualitativos e cientificos da pressao dos fluidos e das tensoes e deformacgoes
que se desenvolvem nos corpos sélidos. Além disso, o engenheiro utiliza também o que
ele sabe acerca da erosao causada pela agua corrente, do transporte dos sedimentos,

etc.

Tomando como base o exemplo acima, vemos que os conhecimentos necessarios e
os conceitos utilizados sao mais complexos e menos nitidamente definidos nos proble-
mas praticos do que nos problemas tedricos. Esta é a diferenga mais importante. A
motiva¢ao fundamental e os processos de solugao parecem ser os mesmos para os dois
tipos de problemas. Porém, existe a impressao de que os problemas praticos exigem

uma maior experiéncia do solucionador.

Nos problemas praticos, temos sempre um grande nimero de dados e condicio-
nantes. Devemos considerar tanto quanto for possivel, mas muitas vezes somos for¢ados

a desprezar alguns destes. No caso do projeto de uma grande barragem por exemplo,
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leva-se em consideracao o interesse piblico e importantes interesses econémicos, porém

coloca-se de lado pequenas pretensoes e reclamagoes.

Utilizou todos os dados que poderiam contribuir consideravelmente para a

solugao?

Utilizou todas as condicionantes que poderiam influenciar muito na solugao?

Estas sao as principais indagacoes que devemos fazer quando tratamos com prob-
lemas praticos. Muitas vezes hd um grande excesso de dados que nao tem qualquer

importancia para a forma final da solugao.

No caso de problemas praticos de engenharia, como no exemplo acima, o engenheiro
nao pode contar apenas com o bom senso, principalmente quando estiver tratando com
um projeto novo e audacioso; ele tem que calcular a resisténcia da barragem projetada,
prever quantitativamente as tensoes e as deformacoes que se desenvolverao no seu
interior. Para isso, ele tem que utilizar a teoria da elasticidade. Em tal utilizacao ele
necessitara de muita matematica, com isso vemos entao que um problema pratico de

engenharia conduz a um problema teorico.
Exemplo 6.3.0.7 : Um Problema Prdtico
Determine uma maneira de construir um edificio num tempo curto e com
um custo minimo. Tem-se os dados geologicos, topogrificos, tipos de mate-
riais disponiveis e custo destes.
Fazendo uma primeira andlise do problema, temos a s sequintes questoes:

Quais sio os dados?

e Dados geologicos relativos ao terreno;

o Dados topogrdficos relativos ao terreno;
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o Dados a respeito da solidez da fundagdo;
o Dados sobre materiais de construgdo disponiveis;
o Dados a respeito da mao-de-obra;

o Dados a respeito do custo dos materiais.
Qual € a incognita?

o Localizag¢ao exata da construcio do edificio;

o Suas dimensades;

o Forma geomélrica (Arquitetonica);

o Tipos de materiais a serem utilizados na construgdo;
e Quantidade de material necessdria para a construgdo;

o Quantidade de projetos necessdrios.
Qual € a condicionante?

e O edificio deverd proporcionar novas moradias;

o Deve ser construido num prazo mais curto possivel;

o O custo deve ser minimo;

o O material utilizado deve ser da melhor qualidade;

o Deve haver controle do expurgo do material;

o Deve obedecer as normas citadas pela prefeitura da cidade;

o Tem que obedecer os padrées de qualidade exigidos;

A localizagio nao deve ser prejudicial a outras construgoes.
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Ao analisarmos um problema pratico vemos que este é uma abstragao de um prob-
lema ocorrendo na pratica. Sao diferentes dos problemas puramente matematicos em
diversos aspectos. Quando resolvemos um problema tedrico, partimos de conceitos
claros razoavelmente ordenados em nossa mente, mas ao resolvermos um problema

pratico, muitas vezes partimos de idéias obscuras, o que faz com que a clarificacao dos

conceitos se torne uma parte importante.



Capitulo 7

Esboco de uma Metodologia de
Resolucao para Problemas do

“Tipo Determine”

7.1 Introducao

O conceito de classe de problemas é visto como sendo um conjunto de problemas com
uma determinada caracteristica comum a todos eles. Para a classe dos problemas do

"tipo determine” a caracteristica comum € a busca de resultados.

A questao “Qual é a classe desse problema?” leva a uma outra “O que pode ser
feito dentro dessa classe de problemas?”. Responder tais questdes pode ser proveitoso,
pois s6 assim distingiiimos problemas de varios tipos, e isso pode sugerir o tipo de
solucao.

Na classe de problemas do “tipo determine” descrevemos o estudo da sua inten-
cionalidade através da logica de primeira ordem. Consideramos os quantificadores
universais e existenciais, e vimos que podemos fazer um tratamento via légica usando,

como processo de solugao, a Skolemizagao.

106
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7.2 Apresentacao do Esbogco da Metodologia

Etapa 1
Enunciado do Busca de
Problema Resultados
L Caracterizacao do Problema
Efapa 2
Descricao do Processo de
Problema Exibicao da Solucao
P=<D,R,d, 1, A> formula (Skolemizacao)
Resolucao do Problema

Figura 7.1: Representagio das etapas que envolvem o mecanismo de resolu¢do de prob-

lema do “tipo determine”

O método exposto neste trabalho consiste na analise da resolu¢ao dos problemas do

“tipo determine” a partir das seguintes etapas:

7.2.1 Apresentagao do Enunciado

Nesta etapa verificamos se o objetivo do problema é buscar resultados - caracteristica
principal dos problemas da classe “tipo determine”. Para isso, primeiramente faze-
mos uma analise dos componentes estruturais do problema, respondendo as seguintes

questoes:
P={D Rdr,A)

1. Quais sao os dados? (D)
2. Quais sao os resultados? (R)

3. Quais as restri¢oes sobre os dados? (d)

H~

. Qual a intengao do problema? (r)
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5. Como sao as solugoes? (A)

De acordo com a estruturacao apresentada para o problema devemos descreveé-la
nos moldes da defini¢ao 5.3.1, e observar a existéncia de uma sentenca da seguinte
forma: (Ve € D 32 € R ¢(c,z)) — (c,z) € r. Se tal sentenca existe, entao foi
possivel fazer a exibicao de ¢, logo concluimos que realmente se trata de um problema

do “tipo determine”.

7.2.2 Verificagao da Solugao Adequada

Quando constatamos que realmente o problema em estudo é do “tipo determine”,
usamos entao este fato para fazermos a argumentagao que a Skolemizagio é um bom
caminho para chegarmos até a solugao do problema, uma vez que pelo corolario 5.3.1

temos que se a fungao Skolem é admissivel entao ela é solugao para o problema.

Na sentenca (Ve 3z ¢(c,z)), ¢ representa todos os dados fornecidos do problema,
e = representa o resultado que devera ser encontrado a partir dos dados ¢ fornecidos,
satisfazendo as condicionantes do problema. A presenca do quantificador existencial
na sentenca acima, cujo escopo é x, é uma caracteristica importante para os problemas

do “tipo determine”, pois indica que existe um resultado para o problema.

Sendo a questao colocada desta maneira, encontrar z significa eliminar o quantifi-
cador existencial, o que aponta para a necessidade de se skolemizar a sentenca (V¢ 3z
@(c,x)), isto é, @ deverd ser substituido por uma funcao de ¢ devidamente escolhida e

que seja admissivel, e a sentenca (Ve 3z ¢(c, z)) devera continuar valida.

7.2.3 Especificagao do Problema

Nesta etapa ja temos uma descri¢ao do problema através de uma sentenca 6, na qual
existe a presenca dos quantificadores universais e existenciais e a férmula ¢. O problema
entdo, fica reduzido a eliminacdo dos quantificadores existenciais da sentenga 6. A

especificagao acontece obedecendo os seguintes passos:
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1. Definigao da parte substantiva do problema, isto é, dos conjuntos D e R da

estrutura.
2. Definigao da linguagem de dados L(D) e de resultados L(R) para o problema.

3. Definigao da propriedade Alg, quando dentro do contexto em que se encontra
o problema, haja o desejo que as solucoes sejam funcoes algoritmicas, onde ser

algoritmica implica satisfazer a propriedade Alg abaixo:
Alg(a) <= 3P (Vz (z[Ply «— y = a(z)))

onde:
P= é uma férmula bem formada de uma linguagem de programacao.

z[P]y= significa que para uma entrada z no programa P, este dd como saida o

valor y.

4. Defini¢ao da linguagem do problema L(P):
L(P)=L(D)UL(R)U Alg

Em L(P) os simbolos funcionais tem o significado usual. Para fazer mais precisa

a especificacao deve-se descrever cada simbolo predicativo através deles.
5. Defini¢ao da parte intencional do problema, d,r, A, na linguagem do problema

L(P).

Finalizadas as etapas acima, o problema deve esta suficientemente especificado. Ou
seja, sabe-se exatamente o que se quer resolver. Inicia-se entao a etapa de solucionar

o problema.

7.2.4 Processo de Solugao - Skolemizacgao

Para o estudo da especificacao dos problemas do “tipo determine”, precisamos verificar

se ha necessidade de usar o método de decomposigdo estrutural pois, muitas vezes nos
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deparamos com problemas de relativa complexidade. Assim, poderemos encarar o prob-
lema por etapas (subproblemas), solucionar uma primeira parte e com esse resultado

solucionar a outra parte, até obter a solugao do problema todo.

De acordo com [Bed87], na defini¢ao estrutural de um problema, sdo determinadas
as condigoes sobre as quais € permitido decompor o problema e como se compor a

solucao deste problema, sendo conhecidas as solugoes dos subproblemas.

A definicao de solugao de problema diz que uma funcao admissivel é uma solugao,
se ela satisfaz para todo elemento de d o predicado intencional r. Pelo corolario 5.3.1
temos que uma funcao de Skolem é uma solugao para o problema se ela é admissivel.
Assim, a eliminagao do quantificador existencial da sentenga (Ve 3z ¢(¢, 2)) ocorre da

seguinte forma:

Seja (Ve 3z ¢(c,z)) uma férmula corrente . Cria-se uma nova férmula
substituindo a subférmula de 8 da forma 3z ¢(c,z) por Ski(y)[z/f(c)],
onde ¢ é uma variavel livre de 3z (¢, z) e f é qualquer simbolo funcional

n-ario que nio ocorre em f e f € RP.

Os novos simbolos funcionais introduzidos na férmula sao chamados de fungoes de
Skolem e o processo de substituicao é chamado de Skolemizag¢do. Porém, a fungao de
Skolem nem sempre seré a solugao para o problema do “tipo determine”. E em algumas
situacoes a funcao pode nao satisfazer ao predicado de admissibilidade, como foi o caso
do problema do exemplo 6.3.0.5 , onde as fungées admissiveis sao algoritmicas e sem
radicais, e as fungoes de Skolem encontradas no exemplo 5.3.1.1, para uma equagao de

segundo grau, sao algoritmicas e possuem radicais.



Capitulo 8
Conclusao

Neste capitulo, fazemos algumas consideracoes finais sobre a dissertacao, bem como as

perspectivas futuras de dar continuidade ao que aqui foi feito.

Este trabalho foi construido com o objetivo de apresentar o desenvolvimento de uma
metodologia de resolugao para problemas da classe “tipo determine”. Vimos a defini¢ao
de um problema da classe, os passos para especificacao de alguns exemplos desta e o
esbogo da metodologia para resolugao de problemas do “tipo determine”, utilizando,
muitas vezes, a decomposi¢ao estrutural, a qual permite que se quebre um problema
em varios subproblemas estruturalmente mais simples. Isto tornou mais nitida a idéia
de ser a decomposicao uma estratégia segura para uma abordagem de problemas de

classes diversas.

A presente dissertagao da continuidade aos diversos trabalhos desenvolvidos por
[Lop81], [Bed87], [LB88], procurando consolidar a Teoria Geral de Problemas como
uma teoria que trate de problemas independente de um contexto especifico e, al’em

disso, formalize as relacoes entre estes e dé uma analise critica das solugoes.

Em [Bed87], foi feita uma analise sintatica do predicado intencional, descrito numa
forma normal disjuntiva para uma légica proposicional. No entanto, quando fizemos o
estudo da classe de problemas do “tipo determine”, elevamos o estudo para definigoes

numa linguagem de primeira ordem, incluindo os quantificadores universal e existencial.
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Na especificacao de problemas do “tipo determine”, no estudo do predicado in-
tencional, trabalhamos com a eliminagio de quantificadores existenciais através da
Skolemizagao, chegando a uma fungao solugao para o problema, tornando mais simples
o processo de resolugao de um problema da classe. Assim, demos um passo fundamental
no caminho do desenvolvimento de uma metodologia que permita resolver problemas

de uma classe relativamente ampla.

Sera objeto de estudo para trabalho futuro tentarmos especificar formalmente os
problemas praticos presentes nesta classe, ja que em tais problemas temos sempre um
grande numero de dados e condicionantes, e muitas vezes somos forcados a desprezar
alguns desses dados e condicionantes, e isso acaba nos levando a uma incerteza da uti-
lizagao de todos os dados e condicionantes que poderiam contribuir consideravelmente
para a solucao do problema. Além disso, nos problemas praticos as idéias de resolucao

sao obscuras e é importante evidenciar os conceitos necessarios para sua solugao.

Uma questao fundamental de trabalho futuro é definir e caracterizar as subclasses
que compoem a classe de problemas do “tipo determine”, mostrando como se da a

identificacao de ¢ em cada subclasse.

Um outro objeto importante de trabalho futuro é fazer uma comparagao formal
da classe de problemas “tipo determine” com diferentes classes de problemas. Isso
nos daria condigoes de identificar as principais caracteristicas presentes em cada classe
comparada, assim poderiamos chegar a uma metodologia de resolugdo para classes

diversas.

Com o presente trabalho contribuimos para o desenvolvimento da Teoria Geral
de problemas [Lop81], permitindo um melhor entendimento da questao problema de

torna-la uma teoria mais rica para analise e critica de problemas e solugoes.
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