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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma aplicacao das equagoes diferenciais Parciais no
modelo de fluxo de trafego ao longo de uma rodovia modelado pela equagao diferencial
quasi-linear de primeira ordem

ou ou

onde u ¢é a densidade de carros por unidade de comprimento. A técnica utilizada para
obtencao de solucao foi o método das caracteristicas.

Palavras-chave: Cauchy. caracteristicas. choque.



Abstract

We present an application of partial differential equations in the traffic flow

model along a highway modeled by quasi-linear differential equation of first order

ou ou
E—I—c(l—Qu)a—x:O,

where wu is the car density per unit length. The technique used to obtain solution was
the method of characteristics.

Keywords: Cauchy. characteristics. shock.
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Introducao

A matematica sempre esteve presente na vida humana, seja num simples ato
de contar até coisas mais complexas como modelar fendomenos naturais. Ela evoluiu
muito no decorrer dos séculos e com isso muitas de suas areas vieram tomando grande
destaque ao longo dos tempos. Dentre elas o estudo das equacgoes diferenciais parciais
(EDP), que vem despertando grande interesse nos estudantes de matematica.

As equacoes diferenciais parciais sao responsaveis por modelar muitos fenomenos
que ocorrem na Otica, Eletricidade, Ondulatéria, Magnetismo, Mecanica, Fluidos, Bio-
logia, dentre outros. Mais do que isso, muitas leis famosas como: Leis de Newton para o
resfriamento dos corpos, Equagoes de Maxwell, Equacoes de Navier-Stokes e Equacoes
da Mecanica Quantica de Schrodinger, também sao escritas por equacoes diferenciais
parciais.

Modelar um fenoémeno é o mesmo que descrevé-lo matematicamente, frequente-
mente por meio de uma fungdo ou uma equagao, para que possamos entende-lo e fa-
zermos jugamento sobre o mesmo. Apesar de que nem todos os exemplos de equacoes
diferenciais parciais supracitados venham da modelagem de fendmenos reais, mas essa
ainda vem sendo a grande importancia das Equagoes Diferenciais nos tltimos tempos.

Apresentaremos aqui uma modelagem matemaética para o fluxo do trafego de
carros ao longo de uma rodovia, onde tal fenomeno sera modelado por uma equacao
diferencial parcial de primeira ordem quasi-linear. Uma solugao para este modelo fisico
¢ chamado na literatura por ondas de choques.

Para cumprir os objetivos, descritos acima, dividimos este trabalho em trés
capitulos: No primeiro capitulo faremos uma breve introdugao das equacoes diferenci-
ais ordinarias (EDO), classificando-as quanto ao tipo, ordem e linearidade. No segundo

capitulo abordaremos as equacoes diferenciais parciais de primeira ordem classificando-
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as da mesma forma como foi feita para EDQO’s. Estudamos um método de resolucao
tanto para algumas equagoes lineares e quasi-lineares. Este método é chamado na lite-
ratura como o método das caracteristicas. No terceiro capitulo, estudamos a formacao
de choques atraves das EDP’s quasi-lineares e por tltimo modelamos o problema do
fluxo de trafego ao longo de uma rodovia. FKEsta modelagem consiste de uma EDP

quasi-linear sujeita uma condi¢ao inicial continua.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

1.1 Conceitos Basicos

Revisaremos aqui alguns conceitos de equagoes diferenciais ordinérias. Tais con-
ceitos terao grande importancia na hora de resolvemos algumas equacoes diferenciais
parciais de primeira ordem. Para um estudo mais aprofundado consulte [1], [2] e [6].

Aprendemos ao longo dos cursos de calculo que se tivermos uma funcao y = f(z),

definida em um certo intevalo, poderiamos calcular sua derivada

dy
%_f(a:)a

onde z é a variavel independente e y a varidavel que dependendo de x. Funcoes como
essas podem ter sua derivada calculada usando uma regra apropiada para derivadas.

~ 2 . . ,
Temos como exemplo, a fungdo y = €*, onde sua derivada no intervalo (—oo, c0) é
dy __ z2 dy __
7. = 2xe™ ou 22 = 2xy.
Equacgoes como essas e outras, que envolvem diferenciais ou derivadas de uma ou mais

variaveis dependentes em relagao a uma ou mais variaveis independentes, sao chamadas

de equagao diferencial (ED).

1.2 Classificagao das Equacoes Diferenciais

As ED’s podem ser classificadas quanto ao seu tipo, ordem e linearidade.

Classificagao de uma equagao diferencial por tipo

11
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Quanto ao tipo, se uma equacao contém somente derivadas ordinarias de uma
ou mais variaveis dependente com relagao a uma unica variavel independente ela sera
classificada como equagao diferencial ordindria (EDO). Caso contrério, ela serd
chamada de equagao diferencial parcial (EDP).

Sao exemplos de equacoes diferenciais FD’s:
1) j—i + 5y =¢e"
2) 4 4 siny =0

da?

3) du_d’u_x

de ~ dv
ou __ v

Jdu ou
5) x5 + Y5 =u

Pu _ Pu _ 9u
6) 0x2 ~— Ot? 26t

As equagoes 1, 2 e 3 sao exemplos de equagoes diferenciais ordinarias, e as equagoes 4,

5 e 6 sao exemplos de equacoes diferenciais parciais.

Classificagao de uma equacao diferencial por ordem
Uma equagao diferencial, seja ela uma EDO ou uma EDP, tera como sua ordem
a ordem da sua maior derivada.

Exemplos:
1) 4&;% +y =2 (EDO de primeira ordem.)

2) Ly 4 5(2)3 — 4y = 2 (EDO de segunda ordem.)

dz?

3) 1‘% — (%)4 +y =0 (EDO de terceira ordem.)

Uma equacao diferencial ordindria é uma equagao que envolve as derivadas or-
dinarias de uma funcao incégnita com relacao a uma tnica varidavel independente x.
Dessa forma, uma EDO de n-ésima ordem pode ser representada simbolicamente por

dy d™y
<x7 y? d{L" ) dxn) O?
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onde F : R"*2 — R é uma funcao arbitrdria.

Classificagao de uma equacgao diferencial como sendo Linear ou Nao-Linear:

Se uma equacao diferencial pode ser escrita na forma

d™y A"ty dy B .
an(x)% + an—l(ﬂf)W +ee al(x)% +ao(r)y = g();

isto é, a variavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau e cada co-
eficiente depende apenas da variavel independente z, ela é dita linear. Caso contrario,
é classificada como nao-linear.

Exemplo de equacoes lineares e nao-lineares
1) (y — x)dx + 4xdy = 0 (EDO linear de primeira ordem.)

2) y" — 2y +y =0 (EDO linear de segunda ordem.)

3) % + a:j—i — 5y = e (Edo linear de terceira ordem.)

4) (1 —y)y' + 2y = €e* (EDO nao-linear de primeira ordem.)

5) %{ + 1% = 0 (EDO nao-linear de quarta ordem.)

1.3 Solucao de uma Equacao Diferencial

Por definicao, qualquer funcao f definida em algum intervalo talque quando su-
bstituida na equacao diferencial reduza a uma identidade sera considerada solugao da

equagao neste intervalo. Logo, uma solugao para a EDO

F('xayaylu'“?y(n)) =0

é uma funcao f, com pelo menos n derivadas, que a satisfaz em todo x pertecente a
algum intervalo.

Assim como as integrais que possuem uma familia de anti-derivadas, as equacoes
diferenciais ordindrias podem possuir uma familia de solugoes. Se f(z) for uma solugao
de uma EDO em um certo intervalo I, qualquer fungao que diferenciar de f(z) apenas

por uma constante arbitraria também sera solucao, e essas solugoes sao chamadas de
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solucao geral da equacao diferencial ordinaria. Para cada constante arbitraria tere-
mos uma solugao particular da equagao diferencial ordinaria no intervalo I.

Veja os exemplos:

1. A equagdo f(x) = e ® é uma solugao particular de y' + y = 0. De fato, pois
como f'(zr) = —e™*, temos:

y+y=0

—e " 4+e =0
0=0

2. f(x) = Asenx + Bcosxr é uma solucao geral para y” +y = 0, onde A e B sao
constantes arbitrarias. Verdade, pois como f'(x) = Acosx — Bsenzx, entao f"(z) =
—Asenx — Bceosz, temos:

y'+y=0

(—Asenx — Beosx) + (Asenx + Bcosz) = 0

—(Asenz + Bcosz) + (Asenx + Bcosz) =0

0=20

Problema de Valor Inicial
Uma equagao diferencial pode estar sujeita a uma condigao inicial para que pos-

samos determinar sua solucao, como por exemplo: encontrar a solugao da equacao
Yy = f(x,y), sendo que y(xg) = yo, ou seja,
y = f(z,y)
y(xo) = yo
O problema anterior e denominado problema de valor inicial e sua solugao ¢é qual-
quer fungao ¢(z), tal que ¢'(z) = f(x, P(x)) ao mesmo tempo em que ¢(xg) = Y.
Para uma equacao diferencial de ordem n, o problema de valor incial consiste no

seguinte

e Resolva: a, ()2 + an_l(x)% +tar(2) 2+ ag(2)y = g(x)
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.. n— n—1
e Sujeito a: y(zo) = Yo,y (z0) = o, oy (o) = y((] ),
onde Yo, Y, ...,yén_l) sao constantes arbitrarias, é chamado de problema de valor
inicial. Os valores y(zo) = vo, ¥ (z0) = b, ..., y"" Y (20) = yénil) sao as condigoes
iniciais.
Teorema 1 (Existéncia e Unicidade). Sejam an(x),ap-1(x),...;a1(x),a0(x) e g(z)
continuas em um intervalo I com a,(z) # 0 Vo € I. Se x = xy € algum ponto de

1, entao existe uma unica solugao y(x) neste intervalo para o problema de valor inicial

descrito acima.

Demosntracao: veja [6].

1.4 EDO Linear de Primeira Ordem

Vimos que uma equacao linear de ordem n pode ser representada pela férmula

geral
d”y dnfly dy
an(0) 52+ () e an(0) 5+ aof)y = 9(a).
Quando n = 1, obtemos a equacao
d
a1(w) 22 + ao(z)y = g(a), (L.1)

a qual é denominada, por definicao, equagao linear de primeira ordem.

A equagao (1.1) pode ser simplificada e escrita na forma

d
=+ pla)y = f(2), (12)
se a dividimos por a;(x) e, em seguida, fazemos ngi; = p(z) e fl((”;)) = f(z). Vere-

mos, mais adiante, um método de resolugao da equagao do tipo escrita em (1.1). Este
método nos possibilitard encontrar uma solugao para (1.2) em um intervalo I onde as

fungoes p(z) e f(x) sejam continuas.

Variaveis Separaveis
; ~~ dy —
Antes de mostrarmos o método, observe que se na equacao 3£ + p(x)y = f(x)

tivermos p(x) = 0, obteremos a equacao

dy
dr f(x) (1.3)
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que com o auxilio da diferencial podemos escrevée-la como sendo

dy = f(z)dz.

Como f(x) é continua, podemos resolver a EDO integrando ambos os lados da equagao;

encontrando assim sua solucao

v= [ $@)s = Fa)+ e

onde F(z) é uma antiderivada de f(x) em algum intevalo I.
Uma equagao diferencial de primeira ordem que pode ser escrita na forma
dy
— = f(x)h
5 = f(@)h(y)
¢ chamada de separavel ou de variaveis separaveis e pode ser resolvida por inte-
gracao direta, como foi feito no caso anterior. Note que a equacao escrita como (1.3)

também é uma equagao separavel, onde h(y) = 1.

Método do Fator Integrante para Equacgao Linear de Primeira Ordem
Anuciaremos um teorema que nos ajudara a encontrar a funcdao desconhecida p
de uma EDO linear de primeira ordem. A demonstracao do mesmo podera ser visto

em [1].

Teorema 2. Suponha que M(x,y) e N(x,y) sejam fungoes continuas e que suas
derivada parciais sio continuas em um retangulo R : {(x,y) € R* | a <z < f,7 <
y < 0}. Entao, a equacao M(x,y) + N(z,y)y’ = 0, é uma equagao diferencial exata

em R se, e somente se,
M, (z,y) = Ny(z,y), V(x,y) € R. (1.4)

Isto €, existe uma funcao (x,y) satisfazendo as equagoes, Y, (x,y) = M(z,y) e P, (z,y) =
N(z,y),

se, e somente se, M(x,y) e N(x,y) satisfazem a equagao (1.5).

Voltando para o caso da equagao escrita em (1.2), ou seja, a equagao

Lt plw)y = 1), (15)
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para encontrarmos sua solucao devemos usar o método do fator integrante. Tal
método consiste em encontrarmos uma funcao p(z) que quando multiplicamos a equagao
(1.5) por ela a tornard uma equagao exata.

Voltando ao método do Fator Integrante, primeiro, multiplicando (1.5) por u(x),
obtemos

dy

u(l’)% + p(x)p(x)y = plx) f(x), (1.6)

que com o auxilio da diferencial pode ser escrita como

p(z)dy + p(@)p(x)yde = p(z) f(z)dx (1.7)

ou
p(x)dy + p(x)[p(z)y — f(x)]dr = 0. (1.8)
Pelo Teorema 2, o lado esquerdo da equagao (1.8) serd uma equagao exata se

So@) [Py~ £(0)] = le) (1.9

ou

p(z)p(x) — 0 = p'(z)

du _
dr

Esta ltima equagao é separavel e podemos encontrar p(z) integrando ambos os lados

[ foon

In|p| = /p(x)dx +C.

pp().

da igualdade, ou seja,

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros da igualdade acima, obtemos
N(x) _ j:efp(a:)dw-i-C’

,U(.T) _ eCefp(z)d:(:

e assim,

p(x) = Crel @4z, (1.10)
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C

pois e é uma constante.

Como a equagao (1.6) nao se altera se a multiplicarmos por uma constante, entao,

podemos tomar C'; = 1 e obtemos

u(z) = el P@)de (1.11)

Observe que a funcdo p(z), a qual é o nosso fator integrante para a equagao linear, é

continua, diferenciavel e diferente de 0 para todo x pertencente a I. Agora, substituindo

)4z na equacdo (1.7), obtemos

u(z) por el #l
ef p(w)dmdy + ef p(ac)da:p(x)ydl. — ef p(x)dxf(l‘)dl',

a qual é uma equacao exata.
O lado esquerdo da equacao anterior é a derivada do produto de duas funcgoes, sendo

assim, ela pode ser escrita como

d[efp(x)dry] — efp(w)dfﬂf(x)dx' (1.12)

Podemos determinar a solu¢ao da equagao linear de primeira ordem dy/dx + p(x)y =

f(z) integrando (1.12). Isto é,

/ e P@sy) / e PO f (0o

[/ P)ey] = el P f(z)da + c.

Assim,

_ fefp(x)dxf(x)dx

e p(a)da +¢

ou

y = e J @) / efp(z)dxf(x)dx + Qe J Ptz
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1.5 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Sendo 2 um aberto pertecente ao R, com [ um intervalode Re f: I xQ — R"

uma funcao continua, a forma geral de um sistema de equacoes diferenciais é

¥(@) = A()y(z) + b(z) (113)
sendo
y1(x) aj(z) ... a(x) by(x)
y(z) = 5 , Alz) = oo o b(z) = :
Yn () an1(z) ... Gpp(x) b, (x)

onde 7/(x) denota a derivada do vetor coluna y(x) em relacdo a varidvel = e com
A(x) e b(z) definidas para todo x no intervalo I = (a,b).
A solugao do sistema (1.13) é uma funcdo = : I — R", derivavel e que o satisfaz.

As equacoes lineares da forma
y"(@) + ana(2)y" V(@) + -+ an(@)y (2) + ao(2)y(z) = f(=)

sao casos particulares de sistemas. Assim fazendo y;(z) = y(z), e

=Y
Yy = Y3
y;z = —Ap-1Yn — - — @1Y2 — QoY1 + f(l')

obtendo assim, um sistema da forma (1.13) onde

0 1 0 0 - .
0
0 0 1 0
0
Alr) = ;o br) =
0 0 0 1
f(z)
—Qpg —a; —a2 ... —Ap—1 - -

Para obter a soluc¢ao geral do problema (1.13) basta encontrar a solu¢ao para o pro-

blema de valor inicial

yo € R" (1.14)
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Supondo que as fungdes que compbdem as matrizes A(x) e b(x) sejam continuas

de x no intervalo I, conseguimos a existéncia e unicidade para o problema (1.14).

e Quando b(x) =0, o sistema (1.13) é homogéneo

e Quando A(x) = A, ndo depende de z, temos um sistema de coeficientes constantes

y'(x) = Ay(z) + b().



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais

Neste capitulo estudaremos conceitos basicos das equagoes diferenciais parciais de
primeira ordem. Este estudo é de fundamental importancia na resolucao do problema
de trafego de fluxo ao longo de uma rodovia modelado por uma equacao diferencial

parcial de primeira ordem (E.D.P.P.O.). Para um estudo mais detalhado ver [5] e [7].

Equacoes Diferenciais Parciais de Primeira Or-
dem

Seja u = u(x,y) uma fungdo de duas varidveis independentes. Uma E.D.P.P.O.
¢ uma equacao que contém as variaveis independentes x, y a variavel dependente ou

fungao desconhecida u e suas derivadas u, = 9%, u, = g_;j

F(x,y,u,uy,uy,) =0, (2.1)

onde F' é uma funcao dada.

Um conjunto © do espaco euclidiano R? é chamado um dominio se é aberto e
conexo. Denotemos por C'(€2) o espago das fungdes continuas em Q e C*'(Q) o espago
das funcgoes cujas a derivadas de primeira ordem sao fungoes continuas.

Uma solugao da equacao (2.1) no dominio  C R? é uma funcao v = u(z,y)

pertencente C*(€2) tal que satisfaz duas condigoes:

e Para todo ponto (z,y) € {2 o ponto (z,y, u, uy, u,) estd no dominio da funcao F;

e Quando u = u(x,y) é substituida em (2.1) o resultado da equagao é uma identi-

21



CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS 22

dade em z, y para todo (z,y) € Q.

Alguns exemplos:

1) uy + u, = 0 (Equagao do transporte)

2) zuy + yu, = u?

3) u, + uu, = 0 (Equagao de onda de choque)
)

4) u? +u = 1 (Equagao eikonal)

2.1 Classificacao das EDP de Primeira Ordem

A classificacao das E.D.P.P.O. esta de acordo com a funcao F'. Uma equacao da

forma

a(z, y)ug + b(z, y)uy, + c(z, y)u = d(x,y) (2.2)

é chamada linear. Aqui a funcao F' é linear em u com todos os coeficientes dependendo
somente das varidveis x e y independentes. A equagao (1) do exemplo acima é uma

equagao linear. Uma equacao da forma

Az, y)us + Bz, y)uy = Ca,y, u) (2:3)

¢ chamada semi-linear. Note que os coeficientes de u, e u, sao unicamente fungoes das
variaveis independentes. A equacdo (2) é uma equacao semi-linear. Uma equagao da

forma

A(l‘,y,U)Ux + B(x,y,u)uy = C’(m,y,u) (24)

é chamada quasi-linear. Aqui a funcao F' é uma funcao linear nas derivadas u, e
u, com os coeficientes A, B, C' dependendo das varidveis independentes x e y, bem
como de u desconhecida. A equagao (3) é uma equagdo quasi-linear. Por fim, uma
equacao que nao cabe nenhuma das classificagoes acima é chamada de nao-linear, por
exemplo a equacao (4). Nas E.D.P.P.O. lineares (2.2) dizemos que é homogénea quando

d(z,y) = 0, caso contrério ¢ dita ndo homogénea.
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2.2 Condicoes de Contorno e Iniciais

A equacao diferencial parcial sujeita a determinadas condigoes, sob a forma de
condigbes iniciais ou de contorno é conhecido como um problema de valor inicial (PVI)
ou problema do valor contorno (PVC). As condigoes iniciais, também conhecidos como
condigoes de Cauchy, sao os valores da funcao desconhecida u e de um numero apro-
priado de suas derivadas no ponto inicial, enquanto que as condi¢oes de contorno sao
os valores na fronteira 0€2 do dominio 2. Os trés tipos mais importantes de condicoes

de contorno sao:

e Condicoes de Dirichlet sao os valores de u em cada ponto da fronteira 0f2;

e Condicoes Neumann sao os valores da derivada normal de u em cada ponto da

fronteira 0€2;

e Condicoes de contorno mistos sao os valores de uma combinacao linear de u e

sua derivada normal em cada ponto da fronteira 0f).

2.3 O Problema de Cauchy: Equacoes Lineares

Considere o seguinte problema

a(z,y)u, +b(z,y)u, =0, (z,y) €,
u(o(t),pt)) = f(t), tel

onde Q um dominio e y(t) = (o(t), p(t)) é uma parametrizagdo de uma curva qualquer

(2.5)

em (), chamada curva inicial do problema. Este tipo de problema é chamado um
problema de Cauchy.
Definicao 2.1: As curvas caracteristicas da equacao de primeira ordem linear
homogénea
a(z,y)uy + b(x,y)u, =0,
com coeficientes a, b € C*() sao as curvas C(s) = (z(s), y(s)), solugoes do sistema de

equagoes diferenciais ordinarias

(2.6)
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Proposicao 2.1: Uma solucao u para a equacao de primeira ordem linear ho-
mogeéenea
a(z,y)u, + b(z,y)u, =0,
¢ constante ao longo de uma curva se e somente se ela € uma curva caracteristica da
equacao.
Demonstragao: De fato, se C(s) = (z(s),y(s)) é uma solu¢ao do sistema de

equagoes diferenciais acima, entdo, pela regra da cadeia (Apéndice),

d d , /
SulC(s)) = —ulx(s), y(s)) = 2'(s)us(2(s), y(s)) + y'(s)uy(x(s), y(s)) 27)
= a(x(s),y(s))ux(x(s), y(s)) + b(x(s), y(s))uy((s), y(s)) = 0.
e portanto u é constante ao longo da curva C.
Reciprocamente, seja C(s) = (z(s),y(s)) uma curva parametrizada em 2 e

suponha que ela seja uma curva de nivel de u. Entao ao longo desta curva temos

gu(C(s)) =0.

Pela regra da cadeia,

d%“(C(S)) = 2'(s)ua(2(s), y(s))+y (s)uy(x(s), y(s)) = (¢'(s),4/(s))-Vu(z(s), y(s)) = 0,

ou seja, o vetor gradiente Vu(z(s),y(s)) é perpendicular a curva C' em cada ponto
(x(s),y(s)). Mas u ser solu¢ao da equagao de primeira ordem homogénea é equivalente

a dizer que o vetor (a(z,y),b(z,y)) também é perpendicular ao vetor Vu(z,y)

a(r, y)u(r,y) + b(z, y)uy(z,y) = (a(z,y),b(z,y)) - Vu(z,y) = 0.

Assim, se u é uma solucao da equagdo homogénea, os vetores (2'(s),y'(s)) e

(a(z(s),y(s)),b(x(s),y(s))) sdo paralelos, logo existe uma funcao real A(s) tal que

Por uma mudancga da parametrizacao das curvas caracteristicas (mudando o vetor

tangente (2'(s),y/(s)), podemos tomar A(s) = 1.
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Exemplo 2.1: Vamos obter as curvas caracteristicas planas do problema de

Cauchy

3u, — 4u, = 27,
u(z,2r) = s2%, v € R

As curvas caracteristicas sao dadas pelo sistema de EDO’s

2'(s) = 3,
y'(s) = —4.

Logo, as curvas caracteristicas deste problema é dada por 4x + 3y = ¢, onde
ceR.

Dado que o comportamento das curvas caracteristicas longe da curva inicial pode
ser complexo, nao esperamos estabelecer resultados globais de existéncia de solucoes
(ou seja, uma solucao definida em todo o dominio); a existéncia de uma solugao global
dependera tanto da organizacao das curvas caracteristicas, como da escolha de uma
curva inicial adequada. Assim, o teorema a seguir estabelece a existéncia de uma

solugao apenas localmente.

Teorema 3 (Existéncia e Unicidade). Sejam © C R? aberto, I C R um intervalo
aberto, v uma curva suave em (2 parametrizada por y(t) = (o(t), p(t)), t € I, f € C1(Q)
e a,b,c € CY(Q). Suponha que a(x,y)* + b(x,y)* # 0, V(z,y) € Q, e

a(a(t), p(t)) bla(t), p(t))
a'(t) p(t)

Entao o problema (2.5) tem uma tnica solucao de classe C! em uma vizinhanga

#0, Vtel.

da curva () em €.

Demonstragao: ver [5].

Exemplo 2.2: Vamos resolver o problema de Cauchy
uy — 4du, = x2,
u(z,3z) = §2%, v € R.

Pelo exemplo anterior temos
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x(s,t) =3s+t, x(0,t)=t
y(s,t) = —4s+ 2, y(0,t) =3t

Vamos analisar a transversalidade

Ts Ty 3 1 25
Ys Yt —4 %

Assim obter uma solucao para o problema é resolver o problema de valor inicial

vs(s,t) = (35 +t)?
v(0,t) = §t*.
Desta forma temos que v(s,t) = %(35 + t)%, ou seja, a solugao do problema de
Cauchy ¢ dada por u(z,y) = %IS.

Exemplo 2.3: Encontre a solu¢ao do problema de Cauchy

2y, + u, = ye*
u(zx,0) = e”.

Vamos resolver o sistema de EDO’s associado ao problema

zs(s,t) =2y, x(0,t) =t
ys(s,t) =1, y(0,t) =0.

Obtemos,
x(s,t) = s* +t
y(s,t) = s.
Calculando,
Ts Ty 2s 1
= =—-1#£0.
Ys Ut 1 0

Desta forma podemos inverter as variaveis e resolver o problema e valor inicial

vs(s, ) = ses’Ht

vs(0,t) = €.

1
A solugao do PVI é dado por v(s,t) = 5652+t + €' como podemos inverter as
variaveis, isto é, v(s,t) = u(x,y) entdo a solugdo do problema de Cauchy é u(x,y) =

1 9
—e* - e"TY .

2
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2.4 O Problema de Cauchy: Equacoes Quasi-lineares

A resolucao de problemas de Cauchy para equactes quasi-lineares é bastante
semelhante ao caso linear; a diferenca é que no caso linear precisamos trabalhar com
curvas em R3.

Definicao 2.2: As curvas caracteristicas da equacgao de primeira ordem quasi-

linear

a(z,y,w)u, + b(x,y, w)u, = c(z,y,u),

¢ uma curva suave que admite a parametrizagao

C:telw (a(s),B(s),n(s)) € R?,

I um intervalo aberto, tal que

(s)) (2.8)

(o(t), p(t)) e
(a(a(t), p(t), (1)), alo (), p(t),&(1)))

nunca sao paralelos qualquer que seja t € I. Como no caso linear, é possivel mostrar
que, se I' é uma curva regular, existe uma tunica solucao classica para o problema de
Cauchy para a condic@o inicial u(o(t), p(t)) = &(t), t € I, em uma regiao aberta do
plano contendo a curva inicial y(t) = (o(¢), p(t)), t € I. A solucao é obtida integrando-
se ao longo das curvas caracteristicas que intersectam a curva I'; isso corresponde a

resolver o sistema

e tomar u(x,y) = v(s,t).

Exemplo 2.4: Encontre a solugao do seguinte problema de Cauchy
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—yu, + zu, = u? + 1

u(x,0) = -2, >0

O sistema de EDQO’s para o problema é

ve=0v2+1, v(0,t)=—t* t>0.
As duas primeiras equagoes nos da z? + y*> = k, k € R. Utilizando suas condigoes
iniciais obtemos z? + y*> = t. Da tltima EDO temos arctgv(s,t) = s + ¢, ou ainda,

v(s,t) = tg (s + ¢). Utilizando a condigao inicial obtemos que ¢ = arctg (—t%). Assim

_ tg(s) =1
v(s,t) = T—tg ()2

Sabendo que v(s,t) = u(x,y) e t = 2% + y* obtemos

 arete (&) + ulzy)
= o ([ e

Donde segue,
(2% + 9%)° + u(=,y) — (2 +42)?

(o) = L@ y) (@ +y?)?
N R e
1 —u(z,y)(2* +y*)?

)

(z* +y%)"

realizando manipulacoes algébricas tem-se

B (372 +y2)2
R

Exemplo 2.5: Encontre a solu¢ao do problema de Cauchy
LUy — Yu, = u?
u(z,1)=1,z€R

O sistema de EDQ’s para o problema é
zs=uz, x(0,t) =t,

Ys = —VY, y(ovt) = 17

vs =02 v(0,t) = 1.
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A resolucao deste sistema é dado por

x(s,t) = e’t,
y(s,t) = e,
(s.0) = —
v(s,t) =
’ —s+1
Calculando,
Ty Xy e’t s
= =1#0.
Ys Yt —e* 0

Logo podemos fazer uma mudanca de varidvel

t =y,
s=—Iny,
donde segue que a solug¢ao do problema de Cauchy u(z,y) = TR com Iny # —1,
ny
s (s 1) = —
ois v(s,t) = .
P —s+1

O método de resolucao dos exemplos é conhecido como o Método das Carac-
teristicas. Consiste em transformar uma EDP em uma EDO e como sabemos que ao
longo das curvas caracteristicas a EDP é constante entao integramos ao longo de uma
curva caracteristica. Mas, nem sempre isto é possivel, as vezes o determinante jaco-
biano da mudanca de variaveis é nulo impossibilitando a mudanca de variavel. E, até
mesmo o determinante é nao nulo o Teorema garante a existéncia, mas a solugao nao

¢ dada explicitamente.



Capitulo 3

Ondas de Choque

Iniciamos este capitulo fazendo uma observacao sobre a notacao que iremos ado-
tar. No capitulo anterior utilizamos a variavel ¢ para indicar o parametro da curva
inicial, agora utilizaremos como a variavel temporal, pois, faremos uma aplicacao fisica
sobre o fluxo de trafego ao longo de uma rodovia.

Considere o Problema de Cauchy

u + f(u)uy, =0, (z,t) € R x Rt
(3.1)
u(z,0) = ug(x),
onde uy : R — R uma funcao dada. Para obtermos uma solucao deste problema
faremos o mesmo tratamento que foi feito na capitulo anterior. Para isso, consideremos

f(u) = k onde k é uma constante real. O sistema de EDO’s fica

zs =k, x(0,2)==z2
t,=1, (0,2)=0.

Logo a solucao deste sistema é dado por

x(s,z) =ks+z

t(s,z) =s.

Calculando o jacobiano da mudanga de variaveis

= —1#0.

Portanto, a transformagao possui inversa, isto ¢,

30
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z(x,t) = x — kt
s(z,t) =t.
Assim, a curva caracteristica passando por (z,0) é a reta x — kt = z ou x = kt + z de
inclinacao k£ com relagao ao eixo of.
Agora suponha u(x,t) uma solugao classica do problema de Cauchy. Considere

u(z,t) sobre a reta caracteristica por (z,0), isto é,

u(z,t) = u(z(s), t(s)).
Derivando com relagao ao parametro s da reta caracteristica obtemos

d oudx Oudt
E[U(-’L’(S),t(s))] = o oo = ke U = 0.

Isto implica que u(x(s),t(s)) é constante ao longo da curva caracteristica. Logo,

u(z(s),t(s)) = u(z(0),t(0)) = u(z,0) = up(2).

Portanto, nas varidveis (x,t) temos que a solugao do problema de Cauchy

u(z,t) = uo(x — kt).

3.1 Formacao de Choques

Vamos considerar o problema de Cauchy para a equacao de Burger

2

ut+<%) —0, (z,{) € R x R*

u(z,0) = uo(z),
onde up : R — R de classe C*(R).

(3.2)

Suponha que u(z,y) é uma solucdo cldssica deste problema de valor inicial. De-
terminamos uma férmula para ela. Como u € C*(R x RT) entdo escrevemos a EDP

da seguinte forma

u + uuy, = 0. (3.3)

Vamos encontrar as curvas caracteristicas planas passando pelo ponto
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zs = u(x(s)t(s)), z(0,z) ==z
ty =1, £(0,2) = 0.

Como vimos anteriormente u(x,t) ao longo das caracteristicas é constante entao

u(z(s), y(s)) = uo(2).

Assim, o sistema de EDO’s que define as caracteristicas por (z,0) é dado por

xs =up(2), z(0,2) =z
ty=1, t(0,2) =0.

A solucao para o sistema é

z(s) = up(2)s + ¢1 x(s,2) =up(z)s + 2z
=
t(s) =s+co t(s,z) =s
Calculando o jacobiano da mudanga de varidveis

a(x,t): Ts Tz | uo(z) ug(z)s +1 = —(uf(2)s + 1).

Ns.z) |1, 1 0

Isto implica

O(z,t)
’ 0 < u 1#£0.
8(8,2) ?é u0(2)8+ ;é
Sendo s > 0, ha duas possibilidades:
, . O(x,t) A ,
e Se uy(z) > 0 entao ) # 0. Logo é possivel encontrar a inversa;
1 O(x,t
e Se uy(z) < 0, entdo existe s = ——— tal que (2,0 = 0. Dessa forma nao é
—up(2) (s, 2)

possivel encontrar a inversa da mudanca de variavel.

Observacao: De qualquer forma as curvas caracteristicas sao retas de inclinacao
up(z) em relagao ao eixo of

Entao se existir z; < 2o com ug(z1) > up(22) entdo as retas caracteristicas por
(21,0) e (22,0) se encontrarao em qualquer ponto t; > 0.

Portanto, u(z1,t1) nao estd bem definido, pois u(xy,t1) = up(z1) e u(xy,t;) =

Ug (22)7 mas
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t

Uo(zl)

Figura 3.1: Inclinacao das curvas caracteristicas.

U,Q(Zl) 7é Uo(ZQ).

Dizemos que a solugdo tem um ”choque”no ponto (x1,t;) ou dizemos que a solugao
¢ uma onda de choque em (z1,%;). No entanto, se uy(z) > 0, Vo € R o método das

caracteristicas funciona e a solucao é dada implicitamente por
u(z,t) = up(2) = ug(x — up(2)t) = up(x — u(x, t)t).
Exemplo: 3.1 Considere o problema de Cauchy

u +uu, =0, (z,t) € R x RT
u(z,0) = up(x),

onde
1, z2<0
u(z) =4 1—2 0<z<1
0, z>1

Claramente ug é continua.

Pelo tratamento feito anteriormente as curvas caracteristicas sao dadas pelas

expressoes
x(s,2) = ug(z)s + z

t(s,z) =s
Vamos obter as expressoes explicitas das curvas caracteristicas e logo apds esbogaremos

em um unico grafico. Para isso dividiremos em trés casos:

o 2 <0;
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uo(2)

Figura 3.2: Grafico da funcao wug
e 0 <2< 1,
o z>1.

Para z < 0; temos ug(z) = 1. Tomando z = —1 temos por (I) a curva (z,t) =
(s —1,s) ou ainda, x =t — 1. Tomando z = 0 temos por (I) a curva z = t.

Para 0 < z < 1 temos ug(z) = 1 — z. Tomando z = 3 temos por (I) a curva
(z,t) = (3s+ 1,5) ou ainda, = 3¢ + 1. Tomando z = 1 temos por (I) a curva z = 1.

Para z > 1 temos ug(z) = 0. Tomando z = 2 temos por (I) a curva (z,t) =

(354 3, ) ou ainda, z = 2. Tomando z = 2 temos por (I) a curva z = 2.

! y

/
e

Nao ha solugéo.

Figura 3.3: Curvas caracteristicas planas

Portanto, para t < 1 (antes do choque) a solugao é dada por
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up(z) =1, 2 <0
u(z,t) = u(z)=1—2, 0<2<1
up(2) =0, z>1
Invertendo obtemos

1, x <t
l—=x x—t

Jt) = —, 0< <1
u(@, ) 1—¢ 1t

0, r>1>1.

3.2 Fluxo de Trafego ao Longo de uma Rodovia

O modelo matematico estudado aqui tera como base a ideia de que o movimento
individual dos carros ao longo de uma estrada ou rodovia se comporta de maneira
semelhante fluxo de um fluido continuo. Dessa forma, imaginemos que os carros fluem
na diregao positiva ao longo do eixo = disposto na rodovia e que a fungao p = p(z,t)
representa no tempo t a densidade do trafego de automoveis no ponto x da estrada
(carros por unidade de comprimento), enquanto a taxa de fluxo em que os carros passam
ao lado do ponto x no tempo t e representado por ¢ = ¢(z,t) (carros por unidade de

tempo). Observe a ilustragao (Figura 3.3)

p = p(x,t) = densidade dos carros

X1 Xz X

t=tempo, X = comprimento de um segmento da rodovia

Figura 3.4: Tlustracao do modelo

Obtemos uma relacao entre p e ¢ sob as condigoes que os carros nao entram ou
saem da rodovia em qualquer um dos seus pontos e as fungoes p(x,t) e g(x,t) sdo

funcoes de classe C! de z e t.
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O numero total de carros no segmento da rodovia é dado

/12 p(z, t)dz, (3.4)

sendo [xq,x9] com zy > z1, qualquer segmento da rodovia. Dessa forma a taxa de
variacao do nimero de carros no segmento ¢ dada por

d [* 2 0p

7 5 p(z, t)dx = /xl a(:c, t)dx.
Derivamos sobre o sinal de integral pois a funcao p é de classe C!; isto deve-se a Regra
de Leibniz (Apéndice). Como ¢(x1,t) — q(x2,t) mede a taxa de carros por unidade de
tempo que entram no segmento x; e a taxa de carros por unidade de tempo que saem

do segmento em x5, temos

T2 ap

a(m,t)dw = q(z1,t) — q(z2,1).

1

Usando o Teorema Fundamental do Cdlculo, o lado esquerdo da equacao anterior fica

:2 %(:p,t)dx =— :2 %(m, t)dx
ou
/:2 [% (x,t) + %(w, t)] dx = 0. (3.5)
Como (3.5) é vélida para toldo segmento e sendo o integrante uma funcao continua,
tem-se
% + % =0. (3.6)

Com base em consideracoes tedricas e dados experimentais, por hipotese, ¢ depende da

densidade de trafego p, ou seja,

ou

q=G(p) (3.7)
para alguma funcao GG. A hipdtese feita acima parece satisfatoria, ja que a velocidade de
um veiculo é controlada pela densidade de veiculos que estao em seu intorno. Sabemos

que existe uma relagao entre p e ¢. A relacao que usaremos aqui é originada de dados

experimentais, dada por

q=cp (1 - ;%) ; (3.8)
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onde p; representa a densidade méxima de carros na estrada (carros por unidade de
comprimento) e ¢ a velocidade média dos carros; viajando insentos de interferéncias de
outros carros. Observe que se p = 0 ou p = p; teremos ¢ = 0. Agora, substituindo a

equacao (3.8) em (3.6), obtemos

que é 0 mesmo que

Primeiro dividindo a equacao anterior por p;

Op ( Qp) op
+cl|ll—— =0
otp p1/) Oxpy

agora subtituindo u = > (densidade normalizada), obteremos

ou ou
— 1—2u)— =0. 3.10
5 + ¢ u) e (3.10)
Se a densidade inicial normalizada é dada por
u(z,0) = f(z), (3.11)

entao, a solugao do problema de valor inicial

v tc(1—2u)%4 =0

(3.12)
u(z,0) = f(x)
¢ implicitamente definida, para t suficiente pequeno, pela equacao
u= f(z—ct(l —2u)). (3.13)

Se f € O, a solucao existe de classe C! e é dada implicitamente como (3.13), desde
que

1—2ctf'(x—ct(l—2u)) >0 (3.14)

Se f'(x) < 0 para todo z, a condigado (3.14) é satisfeita para todo ¢ > 0. Isso leva a
(esperado) conclusao de que se, a densidade inicial do carro é constante ou decrescente

na direcao do fluxo de trafego, um choque nao acontece e o trafego continua a fluir
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sem problemas. No entanto, se a densidade inicial do carro estd a aumentar ao longo

do qualquer comprimento da estrada, um choque, eventualmente, se desenvolve como

o seguinte exemplo ilustra.

Seja a densidade inicial do carro dado pela fungao

%, se x <0,
fl@) =9 5+ (Hw, se 0<a<],
%, se x> 1,

f(=x)

3/4 0

1/3

Figura 3.5: Grafico da fungao densidade inicial

(3.15)
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Note que f(x) nao possui derivadas em x = 0 e = 1, logo o problema nao
possui solucao cldssica, pois para isso f(z) teria que ser uma funcao de C'' para todo
x. Neste caso, um salto nos dados iniciais do problema tem como consequéncia um
salto na derivada da solucdo do mesmo através de uma reta em 0(z,t). A solucdo
continua sendo definida implicitamente pela equagao (3.13). Usaremos o fato de que
a solugao é constante ao longo de certas retas no plano (x,t) para avaliar a solugao.
Substituiremos em nossos célculos ¢ por ct, uma vez que a variavel de tempo ¢ sempre
vem multiplicada pela velocidade livre c.

1

Se 1o < 0, entdo u = ug = f(x9) = 3 ao longo da reta x — ct(1 — 2up) = g, ou

1
u=gz ao longo das retas ct = 3(x — xg),x9 < 0. (3.16)

3

Se 29 > 1, entao u = uy = f(z0) = §

ao longo da reta x — ct(1 — 2uy), ou

3

u = ao longo das retas ct=—2(x —xg),T0 > 1. (3.17)

Se 0 < zo < 1, entdo u = ug = f(zo) = 5 + ($)2o ao longo da reta x — ct[l — 2(3) +
()] = w0, OU

1 5 6 -
u==+(=)rg ao longo das retas ctz—(f xO),Oéxogl. (3.18)

3712 5\ 2 -

1
3

ao longo da reta ct = 3z; enquanto para g = 1, u = 3

Observe que para xog = 0, u = i

ao longo da reta ¢t = —2(x —1). Estas duas retas se cruzam no ponto (z,ct) = (£,2) e

com isso ocorre o que chamamos de choque. Veja a figura (3.6). Como todas as retas

(3.18) passam pelo ponto (z,ct) = (2, 2) conforme a figura (3.6), as retas ¢t = 3z e
ct = —2(x — 1) dividem a parte superior do plano (z, ct) em quatro regides. Na regiao

da “esquerda’u = %7 e na regiao da “direita’u = %; enquanto na regiao “triangular”de

vértices (0,0), (1,0) e (2,2), u ¢ obtido pela equagao (3.18), ou seja,

1 5 6x — 2ct 5 6x — 2ct
u=z+—= <

R R 0< et <
37T 126-5ct’ S126-5a S SIS

. (3.19)

(S8 ey

Assim, na regiao aonde ocorreu o “choque”a solucao possui uma descontinuidade
e salto; os valores da solugao nao podem ser calculados através de andlise. Os graficos

abaixo mostram o grafico da solugao u versus x para alguns valores de ct.
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ct

u=1/3

Figura 3.6: Intersercao das curvas caracteristicas

Apesar de nao ser um campo facil, o estudo das Equacoes Diferenciais Parcias
é bastante eficaz na modelagem de fenomenos fisicos. Mostramos de uma forma in-
trodutoria a aplicacao de uma Equacao Diferencial Parcial Quasi-linear de Primeira
Ordem no Fluxo de Tréfego de Veiculos ao Longo de uma Rodovia. E mesmo que ao
longo deste trabalho tenhamos citado a explessao ”solucao classica”, vimos que nem
sempre ¢é possivel encontra-la. O fenémeno citado aqui foi modelado através de uma
EDP que nao possuia solucao clédssica, pois a mesma dependia da funcao densidade
inicial; a qual nao era diferenciavel. Vimos também que na aplicacao do problema
fisico, se a densidade inicial dos carros fosse constante ou decrescente na direcao que
esta ocorrendo o fluxo de trafego, nao ocorreria o choque entre veiculos e fluxo ocorre-
ria de maneira continua. Caso a densidade inicial dos carros sejam crescente, ocorrera
choques e a solucao do problema nao serd mais vista analiticamente apds um periodo

de tempo.
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ct
6/5 u
4/5 3/4
u=1/3 u=3/4
2/5 ct=0
1/3
0 2/5 1 x 0
u u
3/4 3/4
ct=2/5 ct=4/5
1/3 1/3
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u
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|
1/3
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Figura 3.7: grafico da solugao u versus x para alguns valores de ct




Apeéendice

Resultados utilizados

Teorema Fundamental do Calculo
Primeira Parte: Seja f uma fungao continua num intervalo fechado [a, b], se uma
fungao G : [a,b] — R for definida por G(x) = fab f(t)dt,Vz € [a,b], entdo G é uma

antiderivada de f, isto é,

Sequnda Parte: Seja f uma func¢do continua num intervalo fechado [a,b], se F' é

uma antiderivada de f em [a, b], entao

/bf(l’)dl’ = F(b) — F(a).

Demonstracao ver [3] ou [4]

Funcao de Duas Variaveis a Valores Reais

Por definicao, uma funcao de duas variaveis reais a valores reais ¢ uma funcao
f:Q — R, com Q um subconjunto de R?, que leva a cada par (x,y) € £ um tnico
nimero w = (z,y) € R. Assim, sendo indicado por Dy = © o dominio da fungdo f, a
imagem de f sera

Imf ={f(z,y) € R|(z,y) € Dy}.

Teorema: (Regra da Cadeia para Derivada de uma Fung¢ao Composta)
Sejam f : Q C R? — R, Q aberto, e g : I — R?, tais que g(t) € Q para todo t no
intervalo I. Nestas condicoes, se g for diferenciavel em ty e f em xg = g(ty), entdo a

composta F(t) = f(g(t)) serd diferencidvel em ¢ e vale a regra da cadeia
F'(to) = V f(g(to)) - ¢'(to).

42
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Demonstracao ver [3].
Vetor Gradiente
Seja z = f(x,y) uma fungdo que admite derivadas parciais no ponto (xg,yo),

entao para calcular o gradiente de f nesse ponto basta resolver

v f(zo,90) = <%($07y0)a %(anyO)) )

onde V f(zo,yo) ¢ um vetor perpendicular a uma curva C' tangente ao gréafico de f no

ponto (o, Yo)-
Proposicao (regra de Leibniz):
Seja f(x,t) uma fungao real definida num retangulo R = [a,b]x[c,d] € R? in-
Of (z,t)

tegravel em x para cada valor real de ¢ e =7~ a sua derivada parcial continua em x e

t no mesmo retangulo, entao

d [? e,
E/; f(x,t)dx:/a f(;t’t)dx.

Ver [3].
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