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Resumo

O presente trabalho baseia-se no o uso do material concreto pentaminds como estratégia
didatica no processo de ensino e aprendizagem dos conceitos de areas e perimetros e
outros conceitos da geometria. A metodologia desenvolvida para dar suporte e en-
foque teodrico tem fundamentagao em analise de revisao bibliografica sobre o ensino
e aprendizagem com uso dos pentaminds e do material diddtico com facilitador no
ensino de conceitos matematicos direcionados a temas que compoem a geometria e a
algebra. Nosso objetivo é a partir dos estudos realizados, elaborar uma sequéncia de
ensino em que os pentaminds sejam utilizados como recurso para o ensino de conceitos
geométricos nas salas de Matematica. Analisar a possibilidade do uso dos pentaminés
no ensino de area e perimetro. Assim propomos ao professor sugestoes de atividades
no desenvolva do trabalho como estratégias de

Keywords: Pentamind, Material Concreto, Area e Perimetro, Poliminés.



Abstract

This work is based on the use of pentominoes concrete material as a didactic strategy in
teaching and learning process of concepts about area and perimeters and other concepts
about geometry. The methodology was developed to support and theoretical approach,
it has a foundation in analysis of literature review on teaching and learning with the
use of pentominoes and teaching materials with facilitator in teaching mathematical
concepts directed at themes that make up the geometry and algebra. Our goal is from
the studies carried out preparing a teaching sequence in which the pentominoes are
used as a resource for teaching geometric concepts in mathematics rooms. Examine
the possibility of using pentominoes in the area and perimeter of education. So we
suggest to the teacher that develops activities in the job as learning strategies.

Keywords: Pentamino, Concrete Material, area and perimeter.
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Introducao

O processo de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos por muitas ve-
zes nao se faz bem sucedido, os alunos nao apresentam conhecimentos satisfatério e
tao pouco compreensao e gosto pelo estudo da disciplina de matematica. Em razao
dessa problematica, realizamos um estudo sobre a possibilidade de desenvolvimento de
conceitos de area e perimetro, assim como outros da geometria como congruéncia e
simetria, por meio do pentamind, uma peca dos poliminds. Para tanto, organizamos
nosso trabalho em cinco capitulos e ao longo desses, serao abordados conceitos e ati-
vidades que visam fundamentar a pratica de ensino que compoem a geometria, mais
particularmente conceitos de area e perimetro, e de outros da geometria, por meio dos
pentaminos.

No primeiro capitulo abordamos os aspectos historicos, ressaltando a importancia
do material concreto no ensino de matematica e o seu uso em sala de aula para a com-
pressao de alguns contetidos de matematica. Apresentamos também a origem dos
poliminds, explanando a sua criacao, seu desenvolvimento e suas implicagoes no ensino
do contetido de perimetro e drea.

No segundo capitulo apresentamos os poliminds que com suas subdivisoes que
podem ser classificados como: monomind, domind, trimind, tetramind, pentaminds e
hexaminds.

No terceiro capitulo apresentamos algumas de atividades com o uso dos penta-
minés como sugestao de trabalho. Sao quatro atividades abordando o uso das pegas
dos pentaminds com intuito de auxiliar o professor no desenvolvimento de conceitos
geométricos, de forma ludica.

A confeccao dos pentaminds é apresentada no quarto capitulo, onde apresentare-

mos o software Geogebra e um tutorial para a criacao de pentaminds por meio dessa
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ferramenta.

Finalizando, no quinto capitulo destacamos os conceitos matematicos e suas de-
finicoes, com o conceito de area, perimetro, semelhanca, congruéncia, isometria e si-
metria.

As consideracoes finais nos possibilitou acreditar que o uso dos pentaminds, as-
sim como de outros materias concretos, no ensino de conceitos geométricos favorece o

desenvolvimento do pensamento geométrico.



Capitulo 1

Aspectos Historicos

1.1 O material concreto no ensino de Matematica

Estudos e trabalhos em educacao matematica defendem o uso dos materiais con-
creto no processo de ensino e aprendizagem como uma metodologia interativa, um
recurso didatico para o ensino dos conteidos de matematica. Utilizando materias ma-
nipulaveis no desenvolvimento de alguns contetidos da matematica o aluno é inserido
num processo de ensino atrativo e dinamico.

O uso do material concreto de matematica possibilita que o professor desenvolva
estratégias de aprendizagem com raciocino logico-matematico que favorece a compre-
ensao de situagoes-problemas até mesmo do dia-a-dia.

Lorenzato (2006) define material didatico concreto, como “qualquer instrumento
util ao processo de ensino e aprendizagem” (LORENZATO, 2006, p. 18). Além disso,
o autor acrescenta que facilita a percepcao das aplicagoes nos conteidos ministrados

pelos professor. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), expoe que:

“[...] constituem uma forma interessante de propor problemas,
pois permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo
e, favorecem a criatividade na elaboracao de estratégias de
resolucao e busca de solucoes. Propiciam a simulacao de si-
tuagoes-problema que exigem solugoes vivas e imediatas, o que

estimula o planejamento das agoes.” (BRASIL, 1998: p.46).

12



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 13

Utilizando com materiais manipulativos no ensino da matemaética podemos que-
brar alguns paradigmas em relacoes a matematica e o desenvolvimento de conceitos
matematicos. Consideramos utilizarmos uma metodologia em que o aluno possa apren-
der matematica de forma lidica, por meio de estratégias diversificados e com o uso de
material manipulavel possa resolver situacoes-problemas que modelam seu cotidiano,
o aluno pode ser motivado a desenvolver conceitos.

Consideramos que a utilizagao de materiais manipulativos nas aulas sugere uma
abordagem no procedimento da aprendizagem de forma contextualizada para concei-
tualizar os conteidos Matematicos escolares. Segundo Souza (1996): “Na intervengao,
o procedimento adotado interfere no processo, com o objetivo de compreendé-lo, expli-
cita-lo ou corrigi-lo”.

Diante do exposto, consideramos os poliminés como material manipulavel, dessa
forma, apresentamos algumas informacoes que consideramos relevantes sobre sua a

origem, a de drea e perimentro.

1.2 A origem dos poliminds

Os poliminds sao figuras conexa, constituida por justaposicao de quadrados iguais,
de modo que cada quadrado possui pelo menos uma aresta coincidindo com uma aresta
de outro quadrado. Adiante exploraremos mais essa a tematica.

O estudo dos Poliminés foi discutido pelo Russo Solomon W. Golomb — ma-
teméatico chefe do laboratério de Jato Propulsao do Instituto de Tecnologia da Ca-
liférnia,— em que fazia parte do Clube de Matemaética da Universidade de Hardvard.
No ano de 1907, Hery Ernest Dudeney fez sua primeira publicacao sobre os Pentaminds.
Ele foi um dos maiores inventores do quebra-cabega e publicou a obra Canterbury Puzz-
les. Nos anos de 1930 e 1940 os poliminés foram apresentado nas literaturas sobre o
titulo “Problemas de Dissecacao”, ao invés de “Poliminés” que foi destaque na revista
britanica de quebra-cabecas Fairy Chess Review . Na coluna de Martin Gardner, no
Jornal Scientific American, do ano de 1957 os poliminds foram divulgado, surgindo

assim grupos de estudos.
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1.3 Area e perimetro

As primeiras nogoes intuitivas que o homem fez sobre a Geometria partiu dos
povos antigos. De acordo com Eves (1992) provavelmente a Geometria originou-se
de observagoes simples que possibilitaram reconhecer configuragoes fisicas, comparar
formas e tamanhos. Entre as civilizagoes antigas ja existia percepgoes da Geometria
com as figuras (formas) e tamanhos de terrenos.

Boyer (1996), relata que Herédoto subestimava a idade da geometria e acreditava
que ela tenha surgido da necessidade pratica de fazer novas medidas de terra apds as
inundacoes no vale do rio Nilo. Assim, a necessidade de fazer novas demarcagoes de
terras apods as cheias do Nilo fez com que aparecessem os “mensuradores”: povos que se
dedicavam ao estudo de técnicas para remarcar os terrenos de modo igual como eram
demarcados antes de uma cheia.

Assim, a partir da divisao de terras feitas pelos povos antigos e as delimitagoes
de lotes acabou surgindo a nocao intuitiva de Geometria Plana. Segundo Eves (1992),
a necessidade de delimitar a terra levou a nocao de algumas figuras geométricas, tais
como retangulos, quadrados e triangulos, mas a geometria no sentido mais amplo surgiu
em tempos mais antigos que a arte de escrever.

Partindo dessas ideais, podemos concluir que o conceito de area e perimetro tem
surgimento relacionado com as divisoes das medidas de terra dos povos antigos com o
desejo de aproximagoes exatas.

Dessa forma, e diante da importancia desses conceitos faz-se necessario que os
alunos da Educacao Basica desenvolvam conceitos de area e perimetro com compre-

ensao.

1.4 O uso dos poliminés no ensino de perimetro e
area

O desafio para o aluno o desenvolver o pensamento geométrico, e grande diante
da complexidade dos conceitos e propriedades da geométricas, como por exemplo, os
de perimetro e drea. Muitos dos contetidos da geometria presentes nos livros didaticos

de matematica, acabam nao sendo trabalhados em sala de aula. Alguns professores
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preferem abordar aritmética e algebra, deixando geometria para depois. Por isso,
muitas vezes, os alunos assimilam mais as técnicas de aritmética e desenvolvem o
pensamento algébrico, mas nao conseguem relacionar-los a problemas de geometria.

O uso dos poliminds, como recurso contextualizador e lidico no ensino e aprendi-
zagem da matematica, pode ser um recurso importante para resolver tal problemética.
Acreditamos assim que por meio da construcao de figuras e situagdes problemas com
poliminds é possivel explorar os conceitos de area e perimetro, a partir de uma meto-
dologia investigativa de problematizacoes.

Diante do exposto, queremos enfatizar que a possibilidade de introduzir conceitos
de area e perimetro usando os poliminds favorece o desenvolvimento do pensamento
geométrico. Além disso, que a aprendizagem é facilitada quando o aluno esta inserido
em um ambiente concreto-manipulavel, pois ele pode observar e entender conceitos
visiveis em num primeiro momento para que depois, possa fazer comparacoes e silogis-
mos; e por fim, possa fazer conclusoes em ambientes mais complexos como os algébricos,

tomando por base o que aprendeu em um ambiente concreto-manipulavel.



Capitulo 2

Os Poliminos

2.1 Poliminos

Um poliminé é uma figura geométrica conexa, formada por justaposi¢ao de qua-
drados iguais, de modo que cada quadrado possui pelo menos uma aresta coincidindo
com uma aresta de outro quadrado.

Uma rotagao nao transforma um poliminé em outro e a forma como classificamos

um poliminé depende do ntimero de quadrados que o formam, como:

Monominé (1):

E formado por apenas um quadrado. Dessa forma, existe apenas um monomind.

Figura 2.1: Elaborada pelo autor
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Dominé (2):

17

E formado por dois quadrados dispostos lado a lado. Como nao contamos a

rotacao como sendo outra forma, temos apenas uma forma de domino.

Figura 2.2: Elaborada pelo autor

Triminé (3):

E formando por trés quadrados. Neste caso, podemos ter dois triminds distintos.

Figura 2.3: Elaborada pelo autor
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Tetraminé (4):

E formado por quatro quadrados. Ha cinco tetraminds distintos.

Figura 2.4: Elaborada pelo autor

Pentaminé (5):

E formando por cinco quadrados, totalizando doze possibilidades de pentaminds.

.........................

-----------------

Figura 2.5: Elaborada pelo autor
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(6)
E formando por seis quadrados. Existem trinta e cinco hexaminéds distintos.

inoé

Hexam

’

’

7

0s, eneaminos,

- - 1--T--

Figura 2.6: Elaborada pelo autor

os ...

,
,
_
| | | I I | 1 | | I I | 1 | | 1 I I 1
i [ [ I I i [ | Y R

E assim, sucessivamente, podemos compor os heptaminds, octomin

decamin

inos

2.2 Pentam

como material facilitador

0s

Sendo a proposta deste trabalho usar os pentamin

no ensino dos conceitos matematicos de perimetro e area apresentamos aqui uma pro-

dos pentaminds visando facilitar a comunicagao no momento das

ao

posta de nomeg

atividades, estabelecemos uma nomenclatura especifica para cada uma das doze pegas

do pentaminé de acordo com a semelhanca com as letras do alfabeto:
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_________

F | L
Figura 2.7: F-Pentaminé Figura 2.8: L- Pentamind.
5
-RlECZ-:O i ___I | ____i—_-
Figura 2.9: Pentaminé Reto Figura 2.10: P- Pentaminé.
""""" N | | T
Figura 2.11: N- Pentaminé Figura 2.12: T- Pentamind.

IToda as figuras dessa pagina foram elaboradas pelo autor desse trabalho

20
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V- Pentamind.

Figura 2.14:

Figura 2.13: U- Pentamind

||||||||||||||||

||||||

Figura 2.16: X- Pentamind.

Figura 2.15: W- Pentamind.

|||||||||||||||||||||||

Figura 2.18: Z- Pentaminé.

Figura 2.17: Y- Pentamind.

2Toda as figuras dessa pagina foram elaboradas pelo autor desse trabalho
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Atividades com os polimonods

Conforme mencionamos podemos trabalharmos com os polimindés no ambiente

escolar como ferramenta didatica no ensino e aprendizagem de Matematica com alunos

do Ensino Fundamental, e também com os do Ensino Médio, caso o professor considere.

O trabalho pertinente algumas consideragoes com os poliminés sao destacados pelo

professor Lorenzato, o qual cita que:

Os Poliminés possibilitam o estudo de questoes relacionadas a
Geometria, a Aritmética,e a Analise Combinatéria. Também
desenvolve a percepcao espacial, o raciocinio logico, a genera-
lizacao e o senso estético. Seu emprego é eficiente na compre-
ensao e na exploracao de conceitos de semelhanca, simetria,
perimetro e area. O material favorece ainda o desenvolvi-
mento dos processos de classificacao, ordenacao e descoberta
de padroes. A construcao das diversas formas possiveis para
cada tipo de poliminés conduz o aluno de um critério inicial de
tentativas aleatérias para um critério. [LORENZATO, 1998
p.53]

Lembremos que o planejamento sempre precede a execucao de uma boa aula de

Matematica. Assim, antes de executar uma aula usando os poliminds, é indispensavel

a realizacao de um planejamento no qual o professor possa:

22
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1— Organizar as etapas das atividade;

2— Verificar o tempo necesséario para que o aluno possa pensar e executar os passos

da atividade;

3— Identificar e inserir os conceitos matematicos na atividade obedecendo ao nivel

cognitivo dos alunos envolvidos;
4— Confeccionar possiveis materiais (impressoes e outros);
5- Pensar nas possiveis discurssoes com os alunos sobre o conceito de area e perimetro,

dentre outros procedimentos.

O professor também pode, no desenvolvimento das atividades com os poliminds,
contemplar outros conceitos matematicos, com ressaltado por Lorenzato (1998). Ele
também nao pode esquecer que cada sala de aula tem uma identidade tnica, assim
uma atividade pode ser bem executada numa sala de aula A e nao ocorrer tao bem
numa sala de aula B. Isso faz parte do processo de ensino.

Diante dessas consideracoes elaboramos algumas atividades que podem ser de-
senvolvidas em sala de aula. Essas atividades foram desenvolvidas pelo autor principal
deste trabalho a partir de reflexoes e estudos realizados e vivenciados no Programa de

Bolsa de Iniciagao a Docéncia (PIBID).

3.1 Atividade 1: Confeccao e analise dos penta-
minos

Tempo sugerido: 90 minutos.

Material: Projetor de multimidia, slides, papel quadriculado, régua, canetas.

Contetudos a serem explorados: Rotacoes de figuras; Simetria; Congruéncia.

Objetivos:

o Confeccionar os petaminds no geogebra;
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o Analisar se os pentaminé sao congruentes a figura obtida apds uma rotacao de

180° em torno de uma reta;
o Analisar as pecas dos pentaminds que possuem eixos de simetria.

Roteiro: Com o auxilio de projetor de multimidia e slides, o professor poder iniciar
a aula explicando o que sao poliminés, detalhando algumas pecas como monomind,
domind, triminé e tetraminé. Além disso, questionar se quando uma pega é rotacionado
em torno de um ponto ou de uma reta ela gera outra pegas? por exemplo: na figura

3.1 e3.2, as pecas A e A’ sao na verdade uma tnica?. E as B e B'.

—~ —

A B

Figura 3.1: Elaborado pelo autor

Figura 3.2: Elaborado pelo autor

Vale ressaltar que A e A’ sao congruentes, independente da rotacao feita. Ja B e
B’ sdo congruentes quando a rotacao é em torno de um ponto, mas nao sao congruentes
quando a rotagao ¢ feita em torno de uma reta como podemos ver na figura 3.1.

Apos as explicagoes do professor, cada aluno tem o desafio de confeccionar em
papel quadriculado ou no geogebra as pecas que compoem os pentaminds. E impor-
tante que os alunos concluiam quantas sao as pecas dos pentaminds. Nesse processo,
analisar as possiveis variagoes do formato das pecas e as rotagoes. Assim, o aluno deve
apresentar como produto final as doze pecas dos pentaminds desenhadas.

Apos esta etapa de confecgao, o professor pode fazer questionamentos aos alunos

quanto a congruéncia como a figura obtida a partir da rotacao de 180° dos pentaminds
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em torno de uma reta.

O professor pode propor discussoes apresentando o conceito de simetria. Ele pode
sugerir que os alunos identifiquem os pentaminds que possuem eixo de simetria e trace
estas retas.

Como sugestao para melhor organizacao no processo de aprendizagem, o professor

pode fazer uso do quadrado a seguir

" : Quantos eixos de
Pentamind As duas figuras . .
o, . . ~ simetria este
Pentaminé Rotacionado em | a esquerda sao s
Pentamino
torno de uma reta congruentes?
apresenta?
()o
( )Sim ()1
__________________________________________________________ ; ()2
( ) Nao ()3
()4
()0
{( )Sim ( )1
.......................................................... () N&o ()2
()3
()4
()o
{ )Sim ( )1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, () N&o ()2
()3
()4
()o
{ )Sim ( )1
__________________________________________________________ ( )N&o ()2
()3
()4

Figura 3.3: Elaborado pelo autor
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3.2 Atividade 2: Conceituando perimetro com pen-
taminos
Tempo sugerido: 45 minutos.
Material: Pecas dos Pentaminds, papel quadriculado.
Conteldos a serem explorados: Perimetro (defini¢ao e contagem).
Objetivos:
o Conceituar perimetro de figuras planas;
o Exemplificar o calculo de perimetro usando os Pentaminds;

o Analisar a variacdo do perimetro em relacao a variacao da medida do lado dos

quadrados que compoem os Pentaminds;

Roteiro: O professor pode iniciar a aula conversando com os alunos sobre o conceito
de perimetro e apresentando a definigao de perimetro usando a figura 3.2, onde a regiao
poligonal azul esta tracada sobre uma malha quadricular medindo 1. (considere cada

quadrado dessa malha com lado)

Figura 3.4: Elaborado pelo autor

Contando os lados dos quadrados unitarios que formam o contorno da regiao poli-
gonal azul, obteremos o seu perimetro, que é igual & 36 unidades de comprimento. Para
reforcar a ideia inicial de perimetro, pode ser sugerido aos alunos contar o perimetro

de cada uma das 12 figuras dos pentaminds, considerando que cada quadrado que
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compoem os pentaminds tem lado unitario. Para organizar esse processo e possibilitar

que os alunos desenvolvam conceitos sobre perimetro, a tabela a seguir pode auxilia-lo:

Pentamino Perimetro Pentaminé Perimetro

F - Pentamino U - Pentaminé
L - Pentaminé V - Pentaminé
Pentaminé Reto W - Pentaminé
P - Pentaminé X - Pentaminé
N - Pentaminé Y - Pentaminé
T - Pentaminé Z - Pentaminé

Tabela 3.1: Elaborado pelo autor

Em seguida, o professor pode sugerir aos alunos que construam figuras usando
varias pecas dos pentaminds e calculem o perimetro de cada uma. Além disso, é
interessante que eles facam o esbogo dessas figuras em papel quadriculado. O aluno
pode compreender que o perimetro é o comprimento do contorno da figura. Como, o

exemplo, a figura abaixo:

————————————————

7777777777777777777777

,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.5: Elaborado pelo autor

Neste ponto, o professor pode observar se cada aluno calcula o perimetro correta-
mente, neste caso sendo 26 unidades de comprimento, ou se ele conta o perimetro como
38 unidades de comprimento. Este segundo resultado pode ser um indicativo de que o
aluno estd adicionando os lados que formam o espaco no meio da figura ao contorno;
assim ele nao compreendeu bem o conceito de perimetro. Neste momento o professor

deve intervir para que esse equivoco seja superado.
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O professor também pode sugerir aos que alunos construam outras figuras forma-
das com vérias pecas de pentaminés e calculem o perimetro destas figuras, desta vez,
considerando que cada quadrado que compoe os pentaminds tenha lados diferentes de
um, por exemplo quatro unidades de comprimento. A sugestao de registrar na tabela as
medida dos perimetros mudando o comprimento do quadrado da malha possibilita ao
aluno observar que comparando com o pentaminé de quadrados unitarios, o perimetro

do pentaminé formado por quadrados de lado k ¢é igual ao produto do perimetro do

pentaminé de quadrados unitdrios com p, isto é, neste exemplo P =4 - p.

Pentamino

Se cada quadrado
da malha tem lado
igual a 1, qual o
perimetro do
Pentaming?

Se cada quadrado
da malha tem lado
igual a 2, qual o
perimetro do
Pentamino?

Se cada quadrado
da malha tem lado
igual a 3, qual o
perimetro do
Pentaming?

*****************************

______________________________

_____________________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

-----------------------------

Essa atividade nos remete as consideracao de Lorenzato (1998) de que os estudos

de poliminés possibilitam o estudo de diversos conceitos matemaéticos, como os de

algebra, por exemplo

Figura 3.6: Elaborado pelo autor
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3.3 Atividade 3: Pentaminds e area de retangulos

Tempo sugerido: 90 minutos.
Material: Pecas dos pentaminés.

Conteudos a serem explorados: Area de figuras formadas por quadrados iguais,

area de retangulos.
Objetivos:

o Conceituar area do retangulo;
o Exemplificar a contagem de area usando os pentaminds;
o Analisar a variacao da drea de uma figura em relacao a variacao da medida do

lado dos quadrados que compoem os Pentaminos.

Roteiro: O professor pode iniciar com uma conversa sobre o conceito de area e na
sequéncia apresentar a definicdo de unidade de drea (quadrado unitario) e apresentar

a contagem da area de algumas figuras, como por exemplo:

,,,,,,,,,,,,

_____________________________________________________________________

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

- Area=20 Area = 28

Figura 3.7: Elaborado pelo autor

Para ampliar a ideia do calculo de area de uma figura por contagem de quadrados
unitdrios, apresentamos alguns desafios envolvendo area e pentaminds.O professor pode
pedir que cada aluno forme uma figura usando os doze pentaminds e diga qual a area
desta figura, em seguida, perguntar se a area muda caso ele forme outra figura usando
as mesmas pecas.

Para generalizarmos a area de um retangulo como o produto da base pela altura,a

sugestao é que professor peca aos alunos que construam os trés retangulos 3.8 e preen-
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cham a tabela, 3.9: dimensoes do retangulo seria interessante se os alunos percebessem

a generalizacao, antes mesmo do professor apresenta a férmula.

Figura 3.8: Elaborado pelo autor

Dimensdes do retangulo .
- Area
Comprimento Largura
10 6
5
8 5

Figura 3.9: Elaborado pelo autor

Nessa atividade também, pode-se trabalhar situagoes de calcular a area de figuras

em malha quadriculada, mas onde os quadrados nao sejam unitarios. Por exemplo,

pedir ao aluno para analisar os casos abaixo e intervir, para que ele faca algumas

generalizacao.

Situacao 1: Qual a area de das pecgas dos pentaminds se considerarmos que cada

quadrado da malha tem lado igual a 27 E se for igual a 37 E se o lado for igual a %?

(veja figura 3.10)
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----------------------------

Figura 3.10: Elaborado pelo autor

Situacgao 2: Monte uma figura usando as pecas dos pentaminés 3.11 e diga qual a sua

area, considerando que cada lado do quadrado da malha tem lado igual a 4.

Figura 3.11: Elaborado pelo autor

Um observagao interessante é a relagao entre a medida do lado dos quadrados na
malha e drea de um pentaminé quando comparamos area do pentaminé de quadrados
unitarios e a area do pentaminé formado por quadrados de lados K .Um fato interes-
sante que o professor deve observar é se o aluno nao esta compreendendo de maneira
equivocada essa relagao, isto ¢, entendendo que a area de lado k ¢é igual ao produto da
area do pentaminé de quadrados unitarios.

Para promover uma aula mais dinamica pode-se também propor a interacao entre

os alunos quem consegue preencher os quadrados brancos de cada plataforma abaixo,
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usando as doze pecas dos pentaminds e sem sobrepo-las:

Figura 3.12: Elaborado pelo autor

3.4 Atividade 4: Semelhanca

Tempo sugerido: 90 minutos.
Material: Pecas dos Pentaminds.

Contetidos a serem explorados: Semelhanca de figuras planas, ampliacao e redugao

de figuras.
Objetivos:

o Definir e exemplificar semelhanca de figuras;

o Ampliar e reduzir figuras com os pentaminés (duplicagao e triplicacao).

Roteiro: Essa atividade é apenas uma introducao a ideia de ampliagao e reducao

de figuras e por envolver a resolucao de quebra-cabecas pode ser considerada lidica.
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Para explorar o conceito de semelhanca, o professor pode apresentar a ideia de
ampliar e reduzir uma figura proporcionalmente. Além disso, o significado da constante
de proporcionalidade (dobrar, triplicar, etc.). Os exemplos abaixo figura 3.13 onde
expresso uma ampliacdo (ou redugdo) com constante de proporcionalidade igual a 2
(ou 3, no caso da redugao).

Na figura 3.14, as imagens nao sao semelhantes, pois a razao entre os lados cor-
respondentes nao é constante. Esta ideia é a principal que o aluno precisa compreender

sobre semelhanca, ou seja, s6 ha semelhanca quando se mantém de proporcionalidade

entre os lados correspondentes é constante; caso contrario, nao ha semelhanca.

4

N“plia(;go

3

2\/8

Redu(}'éo

Figura 3.13: Elaborado pelo autor

Figura 3.14: Elaborado pelo autor

As imagens da figura 3.14 nao sao semelhantes, pois & = 3, = & = = %7 <= %

, isto é, a razao entre os lados correspondentes nao é constante.

@
o
Wi
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A partir disso, o professor pode sugerir aos alunos que resolvam os desafios lidicos

apresentado a seguir onde hé duplicacao e triplicagao de figuras:

Desafio 1: Construir o 7" usando os Pentaminés Z, V', P, Reto.

or, T

Figura 3.15: Elaborado pelo autor

Desafio 2: Construir o 7" usando os Pentaminés W, U, N, X, L, Y,V P, Reto.

ol

Figura 3.16: Elaborado pelo autor

Desafio 3: Construir o U usando os Pentaminés L, N, P, V.

Desafio 4: Construir o P usando os Pentaminés Z, W, U, L, T, F, Y, N Reto.
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Figura 3.17: Elaborado pelo autor

|

B T T T e T
il e e b S o e B B

—cocollocooolbonedsocosdocashbaoo
e e

Figura 3.18: Elaborado pelo autor

Outra possibilidade a partir desses desafios é sugerir que os alunos investiguem

se é possivel duplicar ou triplicar outras pecas dos pentaminoés.



Capitulo 4

A Confeccao dos Pentaminds no

Geogebra

4.1 O Geogebra

Todas as atividades apresentadas anteriormente podem ser desenvolvido
com o software Geogebra que é um programa livre e de facil acesso, desenvolvido por
Markus Hohenwarter, docente da Universidade de Salzburg, disponivel gratuitamente
no site www.geogebra.at. Este software reuni os conteidos e conceitos da Geometria,
Algebra e Célculo e dinamizando o ensino de Matematica nos diferentes anos e niveis

de ensino e pode ser utilizado para a confeccao dos poliminés.

4.2 A Confecgao dos Pentaminds

Na sequéncia apresentamos um tutorial para confeccao dos pentaminds no geoge-
bra. Destacamos que todas as figuras apresentadas foram elaborada pelo autor desse

trabalho.

1 - Etapa

Abrir o programa Geogebra.

36
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@ GeoGebra = A
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
S lsl@lle . -2 wlllsd
| |50 % B8 = o] [ 74 NV 5 1 05
» Janela ge Algebra x| [ » Janeta de visuaizagio =
B
E
4
3
4
2
i
o
% 5 1 T ! T 3 5 3 3
™
2
Enfrada: =

Figura 4.1: Elaborado pelo autor

2 - Etapa

Feche a janela algébrica como na figura 2.

4] GeoGebra Sk

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra = [x [ v Janela de Visuaiizagio %
Fechar #

s

4

Entrada; (z}

Figura 4.2: Elaborado pelo autor

3 - Etapa

37

Com o cursor va em exibir ou esconder os eixos, de acordo com as figuras 4.3 e

4.4, clique esconder os eixos.
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o GeoGebra
Arquivo Editar Exinir Opes Femamentas Janela Ajuda

LA elo]4lNb< =] +]

"L e-

-oEEE o

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DO O]l e L] 0]

GeoGebra

8
Exibir ou esconder 65 eixos

Entrada: (3]

Entrada

Figura 4.3: Elaborado pelo autor Figura 4.4: Elaborado pelo autor

4 - Etapa

Coloque em exibir malha de acordo com as figuras 4.5 e 4.6.

e GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

DRENEEENDE D o

Exibir ou esconder a malha

GeoGebra

-cEE ©

’//.",I‘>®,©4xABC71_:2'$’V

@

Enlrada: =2 St

Figura 4.5: Elaborado pelo autor Figura 4.6: Elaborado pelo autor

5 - Etapa

Em opgoes, va em pontos sobre a malha e fixe a malha de acordo com a figura

4.7.
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o GeoGebra = 19
Arquivo Editar Exibit| Opgi

Feramentas Janela Ajuda

‘ s sciicBes Aladbricas iy « o
‘ o _,/lc Pontos Sobre a Malha » | Modo Automitico '3“_, D 4
" L[Ee- s
- l o | FixaraMaina |
A% Rotular — .
Desabilitar

[Al Tamanho da Fonte »

B Idioma »

L Avangado

[®] Gravar Configuragbes

Restaurar Configuraio Padida
&

Entrada | @

Figura 4.7: Elaborado pelo autor

6 - Etapa
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Escolha opcao, rotular e click em modo automatico, de acordo com a imagem 4.8.

| e GeoGebra - g

|{erramentas Janela Ajuda

Arquivo Editar Exibir

1 Descrighes Algsbricas HR e @ o
] ; AN
L Pontos Sobre a Malha viie | ) 9 =
T e~ Arredandamento 4]
|A Rotular |'J Wodo Automatica

= Fara 10605 05 UDJEI0S Novas
[ Al Tamanho da Fonte

& idoma ,  Menos para os Objetos Novas

Apenas para 0s Pontos Novos
44 mancado

[®] Gravar Configuragbes
Restaurar Configurago Padrdo

Enfrada ()

Figura 4.8: Elaborado pelo autor

7 - Etapa

Em poligono, selecione o poligono rigido e crie as pecgas dos pentaminds, como

nas figuras 4.9 e 4.10. Depois das pecas criadas, coloque em exibir malha de acordo

com as figuras 4.5 e 4.6.
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o] GeoGebra - colEN (@ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

OOl LN ecll=l]

- anw

Arquivo Editar Exibir Opcles entas Janela Ajuda

cERNCED ool | BLALALE

- L@‘C' = A I Poiigono ) ) ) A

1 » Poligano Regular

:\ Paligena Rigido

f,‘.- Paligono Semideformével

Entrada: = Entrada

Figura 4.9: Elaborado pelo autor

8 - Etapa

Como o mouse, click em cima da pecas criadas e em propriedades da imagem.

194 GeoGebra = 5

Arquivo Editar Exibir Opges_Esramentas lanela Ajuda

kv -Av;/v.)
“LEe-1O-

@v @7 -i; x AB(v 4:{ .%.v ;‘-‘r&

- oA

Quadrilatero polt: Poligono A, B,C,D |
[*] ebir oojeto
A+ ExibirR6tulo
& Habilitar Rastro

4. Apagar

[%] Renomear ‘

Enbada] I,,f Propriedades

Figura 4.11: Elaborado pelo autor

9 - Etapa

Em propriedades basicas desmarque a opc¢ao exibir objeto.

Figura 4.10: Elaborado pelo autor
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(4] Preferéncias
- — & o
AEEMS
H F;Um: Basico | Cor | Estila | Algeora | Avancado | Programagio
]
oc Nome: A
oD valor: |i-1,4)
= Quadrildtero
@ poit Legenda:
= segmento
@ a
Exibir Objeto
@b ™ J
@ c
@4 [ Exibir Rétulo: | Nome

[] Exibir Rastro
[] Fixar Objeto

[] Definir coma Objeto Auwxiliar

Figura 4.12: Elaborado pelo autor

10 - Etapa

Com curso do mouse marque o ponto de Rotagao em torno de um ponto.

&) GeoGebra - DEEE

Arguivo_Editar Exibir Opgcles Janela Ajuda

'A//? Sl lc] [ E N = = s
i

I | mover

| R Rotago em Tomo de um Ponto | |
/

o &

2[5 Gravar para a Planiina e CAlculos

Pl

Entrada;

Figura 4.13: Elaborado pelo autor

11 - Etapa

Ao selecionar mover clique em cima do ponto e é s rotacionar.
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< GeoGebra = B
Aronivn_ Editar Exibir Opgles Janela Ajuda

== m m m m — B
A lo]all N =] <] +
T Hlc M- - -

Entrada: | @

Figura 4.14: Elaborado pelo autor

12 - Etapa

Em Estilo dos pontos podemos escolher os melhores pontos para as pecas dos

pentaminds.

o GeoGebra - o EENE
Arquivo Editar Exibir Opcles Janela Ajuda

= =l = g1 ey ol = ) o
| [ P RY 13 o] [ 2 AN
ClEe W

:
;__——-’

Entrada: | @

Figura 4.15: Elaborado pelo autor



Capitulo 5

Definicoes e Conceitos Matematicos

Levando em conta que o ensino da matematica nao é tarefa facil, pois mesmo
dinamizando o processo o professor nao pode deixar de lado o rigor dos conceitos ma-
tematicos. Dessas forma apresentamos aqui alguns conceitos e defini¢coes abordados no
decorrer deste trabalho baseando-se em Dolce e Pompeo (2005), Lima(2009) e Rezendes
(2008),

5.1 Area

A unidade de area

Adotamos como unidade de area o quadrado cujo lado mede uma unidade

de comprimento, que chamaremos de quadrado unitario.

Figura 5.1: Elaborado pelo autor

Se o lado do quadrado for 1em |, entao, a unidade de area sera chamada de

centimetro quadrado e representada por cm?. Naturalmente que para cada unidade

43



CAPITULO 5. DEFINICOES E CONCEITOS MATEMATICOS 44

de comprimento existe uma unidade de drea correspondente. Assim, o metro quadrado
(m?), o milimetro quadrado (mm?) e o quilometro quadrado (km?) que sao unidades
de area utilizadas quando forem conveniente para figuras que se deseja medir.
Podemos dizer assim, que area de uma figura exprime quantas vezes essa
figura contém a unidade de area. Isto é possivel de perceber, por exemplo, quando de-

sejamos conhecer a drea de uma retangulo cujos lados medem 5cm e 3cm, por exemplo

- 1  __

'

1

1

a4

1

1

1

1

|
——--

1

1

1

1

———da

1

1

1

1

'
-

1

1

1

1

a4

|

1

1

1

1
—————

1

1

1

1

'

Figura 5.2: Elaborado pelo autor

Neste caso, medindo 5¢m e 3em os lados do retangulo, a unidade de area
cabe 15 vezes no retangulo e, por isso, sua drea ¢ de 15 centimetros quadrados (15¢m?).
Dessa forma, é possivel observar que se as medidas dos lados de um retangulo sao

numeros inteiros a e b, a sua area, denotada por S, é o produto desses ntimeros:
S =ab

Em particular — sendo o quadrado um retangulo de lados iguais — se a

medida do lado de um quadrado é um nimero inteiro n, entao sua 4rea é igual a n?.

Area = n?

Area de superficies planas

Definigao 5.1. Area de uma superficie limitada € um nimero real positivo associado
a superficie de forma tal que:
1. As superficies equivalentes estao associada dreas iguais (nimeros iguais) e

reciprocamente:

A~ B < (Area de A = Area de B)
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2. A uma soma de superficies estd associada uma drea (nimero) que é a soma

das dreas das superficies parcelas:
(C = A+ B) = (Area de C = Area de A+ Area de B)

3. Se uma soma superficie estd contida em outra, entdo sua drea é menor (ou

igual) que a drea da outra:

B C A = Area B < Area A

Figura 5.3: Elaborado pelo autor

Razao entre retangulos

Teorema 5.1. A razao entre dois retangulos de bases congruentes (ou alturas congru-

entes) € igual a razao entre suas alturas (ou bases).

Demonstracao: O teorema consiste em mostrar que:

Hipotese Tese
Rl(b7 hl) Rl hl
= — =,
Ry(b, ha) Ry  ho

1° caso: hy e hy sao comensurdveis

Sendo hy e hy comensurdveis, entao existe um submaultiplo de hy e de hs, isto €,

(5.1)

LERE e P
h2:q‘x h2 q
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- b -
X - b >
x . I
x X b X o
R1 R2
Figura 5.4: Elaborado pelo autor
Construindo os retangulos X (b, x)
S N R (5.2)
q

Rg = qX R2
Pelas igualdades em 5.1 e 5.2, concluimos que

Ry h

Ry  hy

2° caso: hy e hy sao incomensurdveis

R,
1 1 y R2
Y Y
m+1 hl
Y Y Y Y
m Y " Y
b b

Figura 5.5: Elaborado pelo autor

Sendo hy e hy incomensurdveis, entao nao existe segmento submaultiplo comum

de hl € hg.

Tomemos um segmento y submaltiplo de hy (y “cabe” um certo nimero inteiro n

de vezes em hsy, isto é, hy = ny).
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Por serem hy e hy tncomensurdveis, marcando sucessivamente y em hy, temos

que, para um certo nimero inteiro m de vezes:
m < h; < (m + 1) Y

Operando com as relacoes acima, vem:

my<h <m+1lwy . m hy m+1
ny=hy=ny n ha n
Construindo os retangulos Y (b,y) temos:
mY<R1<(m+1)Y = m Ry m+1
nY =Ry =n.Y n By m

Ora, sendo y submaultiplo de hs, pode variar; dividindo y aumentamos n e nestas

condicoes:
m m+1
— e
n n

formam um par de classe contiguas que definem um unico numero real que é Z—; pela
~ / Ry ~
expressao 5.3 e é B pela expressao 5.4.
Como esse niumero € unico, entao:
Ry hy

- A ]
Ry o

Teorema 5.2. A razao entre dois retangulos quaisquer € igual ao produto da razdao

entre bases pela razao entre alturas.

Demonstra¢ao: Queremos mostrar que

Hipotese Tese
Rl(b17h1)
R b h
= {&-bH

RQ(bQ) h2)

Construamos um retangulo auziliar R(by, he). Aplicando duas vezes o teorema

5.1, vem

h1
- h_2 multiplicando R1 . b1 hl
b

Ry by by

Jlx =T
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h2 R2 R
by : by
Ry

hy

by

Figura 5.6: Elaborado pelo autor

Areas de Poligonos

A palavra Poligono é oriunda do grego e significa: Poligono = Poli (muitos)
+ gono (angulos). Os Poligonos sao figuras em que sua regiao plana é fechada por
segmentos de retas nao colineares, o nimero de lados de um poligono coincide com o

nimero de angulos.

Retangulo

Dado o retangulo R(b, h) e fixado o quadrado Q(1, 1) como unitério, temos:

Area do retangulo:

R(B, h)
b.h) = Apr =
Bb.h) = 4r =50
S RN S W -
R, 1
é 1
b

Figura 5.7: Elaborado pelo autor

Pelo teorema 5.1 temos,

= Ar = (medida de b) - (medida de h)

—_
b~
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que sera representado simplesmente por
Ar = b- h

Quadrado

Dado um quadrado de lado a Q(a,a), temos que:

Ag =a.a= Ag = a*

___________________________________

Figura 5.8: Elaborado pelo autor

O quadrado é um retangulo de lados iguais.

5.2 Perimetro

Perimetro é o tamanho do contorno de uma figura plana para obtermos o niimero
real como sendo a soma dos comprimentos das medidas dos lados que formam o con-

torno desta figura.

Exemplo 5.1. O perimetro deste pentigono é:

3em + 3em + 2em + 2em + 2em = 12em
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3 em 3 ecm

2cm 2cm

2cm

Figura 5.9: Elaborado pelo autor
5.3 Semelhanca

Seja F' e F' figuras, do plano ou do espaco, e 7 um numero real positivo.
Diz-se que F' e F’ sao semelhantes, com razao de semelhanca r, quando existe uma
correspondéncia biunivoca o : F' — F’, entre os pontos de F' e os pontos de F’, com a
seguinte propriedades:

Se X, Y sao pontos quaisquer de F' e X' = 0(X), Y/ = o(Y') sao seus correspon-
destes em F’ entdo X'Y' =r . XY .

A correspondéncia biunivoca o : ' — F’, com esta propriedade de multiplicar as
distancia pelo fator constante r, chama-se uma semelhanca de razao r entre ' e F’.
Se X' = o(X) diz-se que os pontos X e X’ sao homologos.

Evidentemente, toda figura é semelhante a si propria, pois a funcao identidade
o : F — F' é uma semelhanca de razao 1. Isto é, semelhanca entre figuras possui a
propriedade reflexiva.

Também, se F' é semelhante a F’, entdo I’ é semelhante a F pois, dada uma
semelhanca o : F' — F’ de razao r, a funcao inversa c~! : I’ — F’ é uma semelhanca
de razao 1/r

Tem-se ainda a propriedade da transitividade: se F' é semelhante a F' e ' é
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Y

Figura 5.10: Elaborado pelo autor

semelhante a I, entdo F' é semelhante a F”. Com efeito,se 0 : F' — F' eo : F' — F’
sao semelhancas de razoes r e r’ respectivamente, entao a funcao composta o-o : F' —
F" é uma semelhanca de razao r.r’ .

Uma semelhanga de razao 1 chama-se uma isometria. Portanto, uma isometria
o : F' — F’ é uma correspondéncia biunivoca tal que para quaisquer pontos X,Y, a
distancia de X' = o(X) a Y’ = o(Y) é igual a distancia de XaY".

Quando existe uma isometria entre as figuras F e F’, dizemos que F e F’ sao

congruentes.

Exemplo 5.2. Um exemplo simples de figuras semelhantes € dado por dois segmentos
de retas arbitrdrias AB e CD. Se CD = r-AB, podemos definir uma semelhanca
o : AB — CD de razdio r. Fazendo corresponder a cada ponto X do segmento AB o
ponto A’ de CD tal que CX' = r- AX.

Para mostrar que o é realmente uma semelhanca, tomemos arbitrariamente os
pontos X, Y em AB. Suponhamos a nota¢ao escolhida de modo que X esteja A e Y.

Entao, pela definicao de o, seque-se que X' estd entre C e Y. Logo,

XY =CY' -CX =r-AY —r AX =1 (AY = AX) =r- XY

Exemplo 5.3. Outro ezemplo simples de semelhanca pode ser dado mostrando-se que
duas semi-retas quaisquer S e S' sao figuras semelhantes. Como efeito, seja O e O’
as origens de S e S" respectivamente. Dado qualquer nimero positivo r, definiremos
uma semelhanca o : S — S’, de razao r, fazendo corresponder a cada pontos X em
S o ponto X' = o(X)emS' tal que O'X' = r - OX. A wverificacdo de que o é uma

semelhanca se faz como acima. Analogamente, duas restas quaisquer sao semelhantes.
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Uma semelhaga entre os segmentos AB e CD.
Se o ponto X estd duas proéoximo de B do que de A,

Seu homéligo X' dista duas vezes mais de C do que de D

Figura 5.11: Elaborado pelo autor

Propriedades das Semelhancas.
Lema 5.1. Toda semelhanc¢a transforma pontos colineares em pontos colineares.

Demonstracao:
Seja o : F' — F' uma semelhanca de razao r. Dados trés pontos A, B,C em I
tais que C pertence ao segmento de reta AB, mostraremos que C' = o(C') pertence

ao segmento A'B’, onde A" = o(A)eB’ = o(B). Com efeito, temos AC'+ CB = AB.

Logo,

AC'+C'B'=r-CB=7r-(AC+CB)=r-AB= AP

e dai concluimos que C' pertence a A'B’.

FI
F
o
—
\ \ ‘
Q
Figura 5.12: Elaborado pelo autor

Teorema 5.3. Uma semelhanca o : F'— F', de razao r, transforma:
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1)Todo segmento de reta contido em F' num segmento de reta contido em F’
2) Um circulo de raio a contido em F' num circulo de raio r - o contido em F’
3) Pontos interiores de F' em pontos interiores de F'

4) Pontos do contorno de F' em pontos do contorno de F'.

5) Vértices de F' em vértices de F' (se F' e F' forem poligonos).

Demonstracao:

1) Dado o segmento de reta AB contido em F, seja A" = o(A) e B' = o(B).
Para todo ponto C em AB, seu homdlogo C' = o(C) pertence a A'B’ em virtude do
lema 5.1. Reciprocamente, dado qualquer ponto C' em A'B’, temos C' = o(C), onde
C = o7 1(C"). Como o' é uma semelhanga, seque-se do lema 5.1 que C pertence a
AB. Assim, a semelhanca o estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
dos segmentos de reta AB e A'B’.

2) O circulo de centro O e raio a, suposto contido em F, é a reuniao dos seg-
mentos de reta OX tais que OX = «. Sua imagem por o é a reunido dos segmentos
O'X', como O'X’, com O' = o(0), tais que O'X' = r -, portanto é o circulo de

centro O’ e raio r - «v.

&
&

Figura 5.13: Elaborado pelo autor

3) Um ponto X dize-se interior a figura F' quando € centro de algum circulo
inteiramente contido em F. Seu homdlogo X' = o(X) €, pelo que vimos acima, o
centro de um circulo de raio r - a contido em F'. Portanto, X' é ponto interior a F’.

4) Diz-se que um ponto X pertence ao contorno da figura F' quando X pertence
a F mas nao é ponto interior de F', ou seja, nenhum circulo de centro X pode estar

inteiramente contido em F. Neste caso, X' = o(X) deve pertencer ao contorno de
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F'; pois, se X' estivesse no interior de F' entdo, em virtude de 3), Xo='(X') também
estaria no interior de F'.

5) Suponhamos agora que F' e F' sejam poligonos e que X seja um vértice de F.
Em particular, X estd no contorno de F' logo, por 4), seu homdlogo X' = o(X) estd
no contorno de F'. Se nao fosse vértice, o ponto X' pertenceria ao lado A’B’ de F’,
sendo diferente de A" = o0(A) e de B’ = o(B). Entdio X nao seria vértice do lado AB
de F', como X # A e X # B, logo X nao seria vértice de F'.

Se o : F — F' é uma semelhanca que transforma o segmento de reta AB,
contido em F, no segmento A'B’, contido em F’, entao estes segmentos se dizem

homdalogos.

5.4 Congruéncia

Definicao 5.2.

1. Dois segmentos sao congruentes se possuem a mesma medida ou compri-
mento.

2. Dois &ngulos sao congruentes quando possuem a mesma medida.

3. De modo intuitivo, duas figuras planas sao congruentes se uma delas puder
ser deslocada, sem que sejam modificadas sua forma e suas medidas, até que passe a
coincidir com a outra. Se duas figuras Iy e Fy forem congruentes, isso serd denotado

por Fy = F5.

As duas figuras abaixo sao exemplos de figuras congruentes.

Figura 5.14: Elaborado pelo autor

Duas circunferéncias que possuem raios diferentes sao exemplos de figuras nao

congruentes
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Pode-se observar, dessa forma, que a congruéncia entre figuras planas satisfaz as

propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva.

5.5 Isometrias

No estudo dos conceitos de isometria abordaremos alguns conceitos sobre trans-
formacao no plano no qual desenvolveremos solucoes para determinadas situacoes
geométricas. Consideremos o problema a seguir.

Problema A: O retangulo ABC'D representa uma mesa de bilhar, e os pontos P e )

srepresentam duas bolas. Desenhar a trajetoria da bola P, que deve atingir a bola @)

depois de choca-se sucessivamente e ordenadamente com os lados AD, AB,CD e BC.

Lembrando que essa trajetéria é o menor caminho por ela percorrido.

[ > o)
’
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k \ F,
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A Y \ )
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\
\\ \ ,/
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» \ e
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Figura 5.15: Elaborado pelo autor

Podemos resolver este problema com os conceitos e defini¢oes de isometria.
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Transformagoes no Plano

Definicao 5.3. Definimos uma Transformacao T no plano I como uma fungao bijetora
T : 11 — 11, isto é, um funcao tal que:
a) A ponto distintos P e @ de 11, T associa imagens T(P) e T(Q) de 11;
b) Para cada ponto 'Y de 11, existe um nico ponto X em 11 tal que Y = T(X).
Seja F uma figura contida em I1. A imagem de F' pela transformacao T é definida

como T'(F) = {T(P)|P € F}.

Definicao 5.4. Isometrias sao transformacgoes no plano que preservam distancias.
Isto ¢, se T : 11 — II € uma isometria, para qualquer par de pontos A e B de Il vale a

relagao d(T(A),T(B)) = d(A, B), ou simplesmente , T(A)T(B) = AB.

Figura 5.16: Elaborado pelo autor

Teorema 5.4. Uma isometria T : o« — « possui as sequintes propriedades:
a) T leva pontos colineares em pontos colineares. Além disso, se A, B e C' sdo
pontos tais que B estd entre A e C, entdao T'(B) estd entre T(A) e T(C).
Como consequéncia, temos que T leva retas em retas e leva angulos em angulos.
b) T preserva medidas de angulos, ou seja, para qualquer angulo 0, mT/(E) = mé.
Em particular, T leva retas perpendiculares em retas perpendiculares.
c) T preserva paralelismo entre retas, isto €, se r e s sao retas paralelas, entdo

T(r) e T(s) também sdo retas paralelas.

Demonstraccao:

a) Consideremos os pontos colineares A, B e C, tais que A — B — C e sejam
A',B" e C" suas imagens pela isometria T ':

Se A", B" ¢ C" nao fossem colineares, entao determinariamos um triangulo, o
triangulo A’B'C". Pelo teorema da desiguladade triangular, obteriamos a relagio A'C’ <

A'B'+B'C". O que contradiria a hipétese A—B—C, que € equivalente AC = AB+BC'.



CAPITULO 5. DEFINICOES E CONCEITOS MATEMATICOS 57

Figura 5.17: Elaborado pelo autor

Logo, temos
A'B'+ B'C' = A'C' (5.5)

Portanto A’, B e C" sao colineares.

Vamos provar que A", B" e C" sao tais que A’ — B’ — (.

Suponhamos que B’ nao estivesse entre A’ e C'. Entao teriamos B'— A" — C" ou
A-C -D.

Se valesse B' — A" — C", entao teriamos B'A'+ A'C" = B'C'. Mas, por 5.5 temos
A'B"+ B'C" = AC'. Disso resulta A’B'+ (A'B'+ AC") = B'C’, ou seja, 2A'B' = 0,
e portanto A" e B' coincidiram, contrariando a hipdtese.

Para o caso A — C" — B' a demonstragdao € andloga. Portanto B’ estd entre A’ e
.

b) Consideremos o angulo 0 com vértice O e sua imagem 6 = T(6) um dngulo
com vértice O’

Escolhemos pontos A e B, um cada lado de 0, tal que OA = OB. E claro que:
se A" e B’ sao as imagens de A e B pela isometria T, temos OA" = OB'. Ainda pela
definicao, temos A'B" = AB. Logo, pelo caso L.L.L, os triangulos AOB e A'O’'B’ sao
congruentes, sendo congruentes portanto os angulos 6 e 6'.

c¢) Consideremos as retas paralelas v e s e suas imagens ' =T(r) e s = T(s)

Suponhamos por absurdo, que as retas ' e s’ sejam concorrentes no ponto O, com
O =T(A) =T(B), onde A e B sao pontos distintos do plano. Logo, v’ e s’ sao retas

paralelas [
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Figura 5.18: Elaborado pelo autor

Figura 5.19: Elaborado pelo autor

As propriedades acima nos levam a apresentar a seguinte definicao de congruéncia

entre duas figuras planas.

Definicao 5.5. Duas figuras F' e G no plano euclidiano 11 sao congruentes se existe

uma isometria T : 11 — 11 tal que G é imagem de F' por essa isometria.

Defini¢ao 5.6. A identidade I : 11 — 11, tal que I(A) = A para qualquer ponto A de

II, € uma isometria.

Translacao

Definicao 5.7. Sejam A e B pontos distintos do plano «. A translagao T : o — «
¢ a isometria no plano a que leva um ponto X de a no ponto Tap(X) = X' tal que
ABX'X € um paralelogramo, se A, B e X ndao sao colineares. Se A, B e X sao
colineares, entdo Tag € tal que X X' estd na reta AB e os segmentos AX' e BX tém

0 mesmo ponto médio.
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Figura 5.20: Elaborado pelo autor

Observacao 5.1. O sentido de X para X', que é o mesmo que o de A para B; e que

também no caso nao-colinear, AX' e BX' tém o mesmo ponto médio M.

Observagao 5.2. Dados os pontos A e B, podemos considerar também a translacao
Tag : @ — « definida da mesma maneira que Tag, mas levando em conta o sentido

oposto ao sentido de T'xp.

1
1 ~ .
[ —— O ———— [ P — e " ~ ~
1

A M B Y

B ——

Figura 5.21: Elaborado pelo autor

Neste caso, M € ponto médio dos segmentos BX' e AX; e o paralelogramo €

ABXX'.

Rotacao

Na definicao de rotagao vamos necessitar da nocao de angulo orientado, isto é,
um angulo no qual estao bem determinado seu lado inicial, que é chamando origem do

angulo, e seu lado final, a extremidade.
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Como exemplo, consideremos dado o angulo BAC, da figura abaixo, onde foi
escolhida a semi-reta AB para ser seu lado inicial, e a semi-reta AC, para o lado final.
Dizemos que este angulo esta orientado de A—B> para 1@ e o denotamos por (ﬁ , B)
Este angulo é agora considerando diferente do angulo orientado (@ , f@)

C

\ (3B, AC) ) (AC,4B)

A B

A B

Figura 5.22: Elaborado pelo autor

Consideremos angulo orientados com medida positiva,ou simplesmente angulos
positivos, aqueles orientados no sentindo anti-horéario. E os negativos, aqueles orienta-

dos no sentido horario.

Definigcao 5.8. Seja O um ponto do plano e 8 um nimero real —180 < 6 < 180. A
rotagao de centro O e angulo 0 € a isometria Doy : o — «, que deiza fixzo o ponto
O e leva o ponto X de a, X # O, no ponto X' = Npy(X), tal que OX = OX' e a
medida do angulo oreintado (O—X), 07’) ¢ igual a 0, se @ £ 0 e 0 # 180. Além disso,
OX' = 0X, sendo O o ponto médio de X X', se § =180; e X' = X se § = 0.

X'=A0,0(X) !

-
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~

1
1
1
1
N \
0 ” \\‘
1 : .-
1 0 »”
- -
S e

Figura 5.23: Elaborado pelo autor
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Vamos executar a rotagao N 75 do segmento AB dado ao redor do ponto O dado

Figura 5.24: Elaborado pelo autor

o segmento A'B' é a imagem pela rotagao Ngoqs do segmento AB.
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Vamos executar a rotagao Ngo 120 da semicircunferéncia dada ao redor do ponto

O dado.

120

Figura 5.25: Elaborado pelo autor

Em particular, se 0 = 180 Aoy € chamado de meio-giro, ou reflexiao em relagao
ao ponto fizo o.c. Ela esta associada a cada ponto P do plano 11 o ponto P =

Ngo1soa(py, tal que O € o ponto médio do segmento PP’

Figura 5.26: Elaborado pelo autor

Vamos executar a rotacao do triangulo ABC ao redor do ponto A e no sentido

anti-horario
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Figura 5.27: Elaborado pelo autor

Se ezecutarmos rotagoes Nago, Dai20, Daiso, Da—120 € Da_eo do triangulo

ABC, obteremos a figura a sequir.

Figura 5.28: Elaborado pelo autor

Podemos observar que B, D, F, H, JeL sao pontos da mesma circunferéncia C (A, AB)

e C,E,G,I,KeM estio em C(A, AC)

Esta figura final constitui um exemplo de figura que possui simetria 8 —rotacional

no caso # = 60, o que definimos a seguir.
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Definicao 5.9. Uma figura tem simetria de rotacao de um angulo 6, ou tem simetria
0 — rotacional, quando coinciede com sua imagem pela rotacdo do angulo 6 ao redor

do seu centro.

Observamos que uma figura possui simetria 8 —rotacional se, e somente se, possui
simentria # — rotacional. Nao importando o sentido da rotagao, vamos tomar sempre
6 em valor absuluto.

Um exemeplo de figura que possui simetria de rotacao é o paralelograma, que nao

possui simetria de reflexao, mas possui simetria 180-rotacional.

Figura 5.29: Elaborado pelo autor

outro exemplo:

O quadrado, que possui simetria de 90-rotacional (é também180-rotacional)

Q¢

Figura 5.30: Elaborado pelo autor

O pentagono regular possui simetria 72-rotacional e também 144-rotacional.
O triangulo equilatero possui simétria de 120-rotacional
Generalizando, qualquer poligno regular de n-lados possui € — rotacional onde

0 = 2% 4 um ntmero inteiro positivo, sendo i = 0...2 para n par,ous =0..., %1
n 2 ’ 172
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Figura 5.31: Elaborado pelo autor

| S

Figura 5.32: Elaborado pelo autor

para n fmpar.

5.6 Simetria

Definicao 5.10. Consideremos uma reta r. A isometria dada pela transformacao,
que leva cada ponto P do plano em seu simétrico P’ em relacao a reta r, é chamado
reflexao na reta r, ou simetria de reflexao na reta r, a qual vamos indicar por R,.. A

reta v € chamada eizo de reflexao de R,

Vejamos graficamente o simétrico P’ de uma ponto P nao pertencente a uma reta
r, em relacao a essa reta.
Para isso, basta tracamos a reta s, perpendicular a r e passando por P. E

tomarmos P’ em s tal que P'Q)’ = PQ, onde Q = proj,P.
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Observemos que a reta r é a mediatriz PP’.

éP

Figura 5.33: Elaborado pelo autor

Propriedade da Reflexao em Reta

Para as propriedades valem:

a) R.(P) = P se, e somente se, P é ponto de r;

b) Se s é uma reta perpendicular a r, entao R,.(s) = s;

¢) R.(R.(P))= P para todo ponto P do plano;

d) A transformagao inversa de um reflexdo numa reta r é uma reflexdo nessa
mesma reta.

Existem figuras U que podem ser vistas como a uniao de uma figura F' com sua
imagem F’, pela reflexdo numa reta r que intersecciona essa figura. Dizemos, entao
que essa figura U = FUF’ é uma figura simétrica em relagao a reta r ou também,
que U possui simetria de reflexdo ou simetria axial. Neste caso, dizemos que a reflexao
R, é uma simetria axial interna e r é o eixo de simetria interna, ou simplesmente eixo

de simetria da figura U, o qual é denotado pela letra e.

Exemplo 5.4. Um exemplo é o triangulo isosceles ABC', cujo eixo de simetria é a

mediatriz da base BC, do triangulo.

Exemplo 5.5. Outras figuras geométricas admitem um ou mais eixos de simetria in-
terna:

a) Segmento de Reta: Um segmento AB possui sua mediatriz como eizo de
simetria interna.

b) Angulo: Um angulo possui a reta suporte de sua bissetriz como eixo de

simetria interna.
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Figura 5.34: Elaborado pelo autor

Figura 5.35: Elaborado pelo autor

Figura 5.36: Elaborado pelo autor

c) Trapézio Isésceles: Assim como o triangulo isdsceles, o trapézio isdsceles
também possui como eixo de simetria interna a mediatriz de suas bases.
d) Losango e Retangulo: O losango e o retingulo, que sao tipos de paralelo-

gramos, possuem dois eiros de simetria: e, € ey, como pode-se ver nas figuras abaixo:
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Figura 5.37: Elaborado pelo autor

€2
€2

(53] e

Figura 5.38: Elaborado pelo autor

e) Quadrado: O quadrado é simétrico em relagao a quatro eixos de simetria:

as retas suporte de suas diagonais e as mediatrizes de seus lados.

€3

Figura 5.39: Elaborado pelo autor

f) Triangulo Equilatero: O tridangulo equildtero é simétrico em relagdo a trés



CAPITULO 5. DEFINICOES E CONCEITOS MATEMATICOS 69

eiros: as retas suporte de suas medianas.

€3

/B CK

€1

Figura 5.40: Elaborado pelo autor

g) A circunferéncia: A circunferéncia é simétrica em rela¢ao a reta suporte de

qualquer um dos seus diametros, isto €, possui infinitos eixos de simetria.

Exemplo 5.6. Um paralelogramo, excluido as possibilidades dele ser retangulo ou lo-

sango, nao possui eixo de simetria.

Figura 5.41: Elaborado pelo autor

Observacao 5.3. Podemos generalizar que qualquer poligono regular de n — lados

possut n eiros de simetria.



Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

Estudos e trabalhos apresentados na Educagao Matematica como de PASSOS(2006);
LORENZATO(2006); KALEFF(2006); TURRIONI, PEREZ (2006), REGO, REGO(2006) defendem o uso de
materiais didaticos no ensino e na aprendizagem da Matematica como um bom recurso
no desenvolvimento de conceitos e conteudos, uma vez que o aluno se envolve com a
construcao do préprio conhimento. Dessa forma, consideramos os pentaminds como
um material didatico que insere o aluno num processo de ensino atrativo e dinamico.

Enfatizamos que as possibilidades ao introduzir geometricamente e algebrica-
mente conceitos de areas e perimetro por meio petaminds é bastante produtiva, pois
o aluno, em um ambiente no qual se utiliza material manipulavel pode aprender con-
ceitos visiveis, num primeiro momento, e depois, possa fazer comparacoes e silogismos;
até passar a elaborar conclusoes em ambientes algébricos, tomando como base o que
aprendeu em um ambiente manipulavel.

Consideremos que o trabalho com os pentaminds pode romper o esteredtipo
de que a Matematica é apenas um conjunto de férmulas expostas no quadro. Se-
gundo, Serrazina “ [...Ja construc¢ao de conceitos matematicos é um processo longo que
requer o envolvimento ativo do aluno que vai progredindo do concreto para o abs-
trato”.(SERRAZINA, 1990, p. 1). Diante dessas consideragoes, que atividades na qual
possa ter uma aprendizagem matemaética lidica, desenvolva estratégias para resolver
problemas que modelam seu cotidiano.

Defendemos que a utilizacao desses materiais em sala de aula requer uma abor-

dagem no procedimento da aprendizagem de forma contextualizada para explorar os
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conteidos de matematica. Segundo Souza (1996): “Na intervengao, o procedimento
adotado interfere no processo, com o objetivo de compreendé-lo, explicita-lo ou corrigi-
lo”. (SOUZA, 1996: p.114)

Dessa forma, cabe ao professor desenvolver atividades com os poliminés que con-
templem outros conceitos matemaéticos além dos conceitos da geometria. A sala de
aula pode ser um laboratério de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos onde
o aluno possa experimentar e descobrir com o auxilio de materiais didaticos a apro-
ximagoes entre a disciplina e o seu cotidiano. Esse fato é destacado por Grossnickle e

Bruekner (1965).

“Se por outro lado, a sala de aula for um laboratorio
de aprendizagem onde as criangas vao experimentar des-
cobrir significados e processos para essas experiéncias ou
atividade de aprendizagem, materiais adequados sao ne-

cessarios” (ROSSNICKLE; BRUEKNER, 1965: p. 87).

Neste sentido, acreditamos que o uso dos poliminds no processo de ensino de area e
perimetro possibilita ao aluno que formalize e construa o conhecimento significativo nao
apenas desses conteudos especificos, mas também quanto aos de geometria e aritmética.

Além, disso, que é possivel também explorar a histéria da matematica ao trabalho
apresentado.

Por fim, ressaltamos que o desenvolvimento de tais atividade em sala de aula pos-
sam confirmar, ou nao, as consideracoes apresentadas neste trabalho, podendo assim,

ser objeto de novas investigagoes.
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