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RESUMO

FARIAS, Suetony do Nascimento, Secagem de Sélidos Esferoidais Usando o Método de
Galerkin, Campina Grande: Pds-Graduagdo em Engenharia Mecdnica, Universidade
Federal da Paraiba, 2002. 60 p. Disserta¢do (Mestrado).

Uma solugiio analitica da equag@o de difusdo transiente, bascada na teoria da difusdo
liquida, para descrever a transferéncia de massa dentro de esferéides considerando cocficiente
de difusdo ¢ condigdo de contorno constantes na fronteira do solido, ¢ apresentada. A equagdo
de difusdo, no sistema dec coordenadas cilindricas, usada para um caso bidimensional, foi
resolvida usando o método de Galerkin. Resultados da distribuigdo de umidade ¢ do teor de
umidade médio ao longo do tempo para varios esferdides sdo apresentados e analisados.

Palavras Chave:

Secagem, Solugdo formal, Galerkin Method, Elipséide, Esferoide.
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ABSTRACT

FARIAS, Suetony do Nascimento, Drying of spheroidal solids using Galerkin method,
Campina Grande: Pos-Graduagdo em Engenharia Mecanica, Universidade Federal da
Paraiba, 2002. 60 p. Dissertagdo (Mestrado).

An analytical solution of the transient diffusion equation based on the liquid diffusion
theory to describe mass transfer inside the spheroids by considering constants diffusion
coeflicient and equilibrium boundary condition at the surface of the solid is presented. The
diffusion equation in the cylindrical coordinates system applied for two-dimensional case was
solved using the Galerkin Method. Results of the moisture content distribution and average
moisture content during drying process to many spheroids are presented and analyzed.

Key Words:

Drying, Exact solution, Galerkin method, Ellipsoid, Spheroid.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A secagem ¢ um complexo processo que envolve a transferéncia simultinea de calor, -
massa ¢ quantidade de movimento linear, sendo que, o transporte de umidade, do interior
para a superficie do material, pode ocorrer na forma de liquido e/ou vapor, dependendo do

tipo de produto e do percentual de umidade presente.

Na tentativa de melhor clucidar um processo de secagem, vdrias tcorias sobrc a
sccagem de sélidos foram propostas ¢ varios modelos matemiticos foram desenvolvidos,
sendo quase todos os modelos sido bascados na teoria da difusdo liquida. No cntanto outras

teorias também tém sido usadas, por exemplo, as teorias de Fortes ¢ Okos e de Luikov.

Solugdes analiticas ¢/ou numéricas da equagio de difusdo, para diversas geometrias,
condigdes de contorno e coeficientes difusivos constante ou variavel sdo encontradas na

literatura, no entanto existem poucos estudos cientificos aplicados a geometrias arbitrarias.

Ao se considerar geometrias uni ¢ bidimensionais para descrever processos de

secagem de solidos com forma arbitraria, algumas discrepancias, na cinética de secagem e



distribuigdo do teor de umidade, bem como na temperatura no interior do sélido sdo
encontradas, quando comparadas com resultados experimentais. Isto ocorre tendo em vista
os modelos matematicos ndo representarem ficlmente a geometria do corpo. Neste
contexto, ¢ importante considerar o fator forma do corpo no desenvolvimento dos modelos
matematicos, de tal forma a descrever o fenomeno fisico, de forma mais real, e elevar o
nivel de confianga do modelo proposto. Ao considerar a influéncia de tal pardmetro,

espera-se que os desvios entre os resultados tedricos e experimentais sejam minimizados.

O presente trabalho, tem como objetivos:

e Apresentar uma solugdio analitica para o problema de difusdo transiente em

solidos com geometria elipsoidal, baseadas na teoria da difusdo liquida;

e Simular a distribuigido do teor de umidade no interior de solidos com geometria

elipsoidal e suas respectivas cinéticas de secagem.

Diante do exposto, este trabalho € bastante versatil. O modelo apresentado além de
ser bidimensional e aplicado a geometrias das mais variadas formas, pode ser ainda
aplicado diretamente em fendmenos de secagem, umidificagio, aquecimento ¢

resfriamento de solidos.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

2.1 Considerag¢oes preliminares de secagem

Na industria quimica, um dos processos mais importantes utilizados no proccssamento
de alimentos e na estocagem de grios é o processo de secagem. Este processo consiste na
separagdio parcial da parte liquida (geralmente a dgua) da sélida de um determinado material. O
processo de secagem também pode ser explicado como um processo de transferéncia de calor
e massa, que por meio de evaporagdio gera a remogdo de parte da umidade contida no interior

do produto (Fortes, 1982).

Em relagfio a outras técnicas de separagdo, a secagem sc diferencia devido a retirada das
moléculas que, neste caso, ¢ obtida por uma movimentagio do liquido, provocada por uma
diferenca de pressio parcial do vapor d’agua entre a superficie do produto a ser secado ¢ o ar
que o envolve. No caso dos alimentos, a remogdo de dgua do material imido ¢ realizada até

um nivel onde a deterioragio provocada por microorganismos possa ser minimizada.

O processo de secagem deve ocorrer de maneira controlada, para que ela possa ocorrer

de maneira uniforme, evitando elevados gradientes de umidade ¢ temperatura no interior do

3



material que podem provocar a perda da qualidade do produto. Sabendo-se que os cleitos da
secagem alteram as propriedades fisicas ¢ quimicas do produto e estas por sua vez afetam o
processo de transferéncia de calor ¢ massa ¢ fundamental conhecer os seus efeitos € o controle

dos mesmos.

2.2 Teoria e migracio de umidade

Os mecanismos de transporte de umidade no interior dos solidos ainda nido cstdo bem
definidos pelos estudiosos. Por exemplo, Steffe e Singh (1980) consideram o transporte de
umidade como uma combinagdo dos movimentos de umidade por difusdo de liquido ¢ de

vapor, enquanto que Brooker et al (1992) considera apenas os movimentos por difuséo liquida.

Na literatura, os seguintes mecanismos de transportes de umidade no interior dos sélidos
sdo apresentados (Fortes ¢ Okos, 1980; Strumillo e Kudra, 1986; Brooker et al, 1992; Lima,
1995; Nascimento, 2002).

e transporte por difusdo liquida devido a gradientes de concentragio de umidade;

e transporte por difusdo de vapor devido a gradientes de concentragio de umidade e
de pressdo parcial do vapor (causados por gradientes de temperatura);

e transporte por efusdo (escoamento Knudsen). Ocorre quando o caminho livre médio
das moléculas de vapor ¢ da mesma ordem de grandeza do didmetro dos poros. E
importante para condigdes de alto vacuo, como por exemplo, secagem por
criogenia;

e transporte de vapor por termodifusdo devido a gradientes de temperatura;

e transporte de liquido por forgas capilares;

e transporte de liquido por pressiio osmotica;

e transporte de liquido devido a gravidade;

e transporte de liquido ¢ de vapor, devido a diferenga de pressio total, causada por

pressio externa, contragdo, alta temperatura e capilaridade;

e transporte por difusdo superficial.



Embora aqui ndo se tenha detalhado cada um dos mecanismos de transporte de umidade

listados acima, informagdes adicionais podem ser encontradas nas referéncias citadas.

2.3 Teoria de secagem

As scguintes teorias para a transferéncia de calor e massa em solidos porosos tém sido

amplamente sugeridos na literatura.

e Teoria da difusdo liquida;

e Teoria da capilaridade;

e Teoria da condensagdo — vaporizagio;
e Teoria de Krischer;

e Tcoria de Luikov;

e Teoria de Phillip — De Vries;

e Teoria de Fortes e Okos.

2.3.1 Teoria da difusio liquida

A difusdo de agua liquida € considerada por vérios autores como o principal mecanismo
de secagem de grdos. Esta teoria tem sido aplicada para diversos materiais, considerando o
coeficiente de difusdo como sendo constante ou depende da temperatura e/ou do teor de
umidade (Alsina e Brasileiro, 1997; Janior e Coirncross, 1998; Azzouz et al. 1998; Gouveia et

al., 1999; Schlunder e Wagner, 1998).

Segundo Queiroz (1994), o modelo de difusdo liquida apresenta bons resultados para a
analise de secagem em grdos, frutos e cereais devido a peculiaridade destes produtos ndo
apresentarem um periodo de taxa constante nas suas curvas caracteristicas de secagem,

permitindo que o processo seja totalmente controlado pelas condigdes internas do material.

A auséncia do periodo de taxa constante de secagem ¢ observada, por exemplo, no
processo de secagem do quiabo fresco Shivhare et al. (2000). Luccas (1996) reporta que no

periodo de secagem decrescente, os processos difusivos de dgua do interior do material para a



sua superficie, controlam a operagiio dc sccagem. Para produtos bioldgicos, nota-se que os
pesquisadores tém preferéncia pelos modelos de difusio liquida (Steffe ¢ Singh, 1980; Suarez e

Viollaz, 1991; Queiroz ¢ Ncbra, 2001).

A teoria de difusdo liguida cstabelece que a difusdo de umidade no interior do sélido ¢
devido a um gradicnte de concentragio no sélido ¢ tem como modelo matemdtico a equagdo
de Fick, considerando que o fluxo de umidade no interior do sélido ¢ gerado por um gradiente

de concentrago. A seguinte cquagdo ¢ valida :

M :
—ét——_.VA(DVM) (2.1)

No entanto, scgundo Hougen ct al, citados por Fortes ¢ Okos (1980}, a difusio liquida
vista com o Unico mecanismo de movimento da umidade tem sido sujeito a severas criticas. As
discrepincias entre resultados cxperimentais e tedricos podem e devem ser sempre
minimizadas. Estas discrepéncias, em geral, sio oriundas da aplicagiio do modelo de difusio
liquida considerando o coeficiente de difusdo constante ao longo do processo de sccagem,

condigdes de contorno inadequadas, ndo encolhiniento do produto, entre outras.

O encolhimento d¢ materiais durantec a secagem ¢ um fenémeno fisico que ocorre
simultaneamente com a perda de umidade do produto em decorréncia da difusdo de umidade.
Este fendmeno pode produzir um efeito consideravel no cocficiente de difusio de massa, ¢
consequentemente na taxa de secagem. Informagdes sobre este eleito podem ser cncontrados

em Keey (1992) e Lima (1999).

No processo de secagem, muitas vezes, a partir de um determinado instante do processo,
o transporte de calor ¢ massa podem ou niio ocorrer simultancamente. O transporte de calor
pode ser mais rapido quc o transporte dc massa, fazendo assim com que o produto cntre
rapidamente em equilibrio térmico com o ar de secagem ¢ a partir daf somente a transferéncia

de massa devido a gradientes, que nio seja de temperatura, deve ser considerado.
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Em geral o cocficiente de difusfio ¢ considerado constante, ou dependente da
temperatura e/ou do teor de umidade do sdlido. A Tabela 2.1 apresenta um sumdrio de vérios

modclos paramétricos reportado na literatura (Nascimento, 2002).

Tabela 2.1 - Modelos paramétricos empiricos expressando o coeficiente de difusio

conio funcdo da temperatura e/ou do teor de umidade do meio poroso

NUMERO MODELO PARAMETRICO
1
A A, +A.cxpl-A M
D(M.T) ~ A, cxp(— H} cxp|:— s F s‘;xp( 6 )}
3 iths
2
D(M,T) =A, exp[(A  Tos — cxp[ ]
3 D(M’T) (A A T:l:\)(‘\p[( abs M]
4
D(M,T)=(A, +A T‘bs)[um Y
5 D(M) = (A, +A M)
6 A, }
D(T) =A, cxp[— R.T,

FONTE: Nascimento (2002).

2.3.2 Teoria da capilaridade

A teoria capilar sc refere ao fluxo de um liquido através dos intersticios ¢ sobre a
superficie de um solido, como sendo devido ds atragdes moleculares entre o liquido ¢ o sélido.
Esta teoria ¢ baseada no conceito do potencial capilar, que pode ser definido como a diferenga

de pressdo cntre a dgua ¢ o ar na interface dgua-ar presente em um capilar.

O potencial capilar € assumido ser proporcional ao gradiente de concentragio da
umidade para condi¢des isotérmicas. No entanto, segundo Fortes ¢ Okos (1980), Ceaglske ¢
Hougen destacaram quc na sccagem de solidos granulares, o fluxo de agua ¢ completamente
determinado por forgas capilares, sendo independentes da concentragiio de agua. Foi mostrado
através de experimento que o fluxo de umidade pode até esta na diregdo de incremento da
umidade. Para processos de sccagem de alimentos, a teoria do fluxo capilar tem sido aceila

principalmente para os estagios da secagem em alta umidade.



2.3.3 Teoria da condensagio-cvaporagio

A teoria de condensagiio - cvaporaglio afirma que a dgua, num meio poroso, nigra
inteiramente na fase gasosa. Segundo Fortes e Okos (1980), o modclo teodrico da
condensaciio—evaporagiio foi motivado pelos trabathos de Henry, quando da tentativa de
compreensdo da umidade existente em fardos de algoddo. Esta teoria considera a difuséo
simultidnca de calor ¢ massa, ¢ que o solido ¢ constituido por redes continuas de poros.
Considera ainda, que as equagdes que governam o fluxo de umidade no material sio derivadas
de um apropriado balango de calor ¢ massa. O balango dec massa admite que o movimento ¢ de
vapor através do s6lido, e o balango de energia ¢ feito considerando o fluxo de calor através da

condugio adicionando-se o calor envolvido na adsor¢do e/ou absor¢iio de umidade pelo sélido.

Embora muitos trabalhos posteriores ao de Henry tenham limitado o fluxo de umidade
através do solido somente na fase de vapor, sua tcoria ndo se limitou ao vapor como Unica
substincia difusiva. Fol verificado que em um material poroso insaturado, tal como o solo, ha
escoamento quando a dgua move-se devido a um gradiente de temperatura. Porém, quando ha

gradiente de pressdo, ocorre fluxo de dgua inteiramente na fase liquida.

2.3.4 Teoria de Krischer

Na teoria de Krischer, citado por Fortes ¢ Okos (1980), ¢ assumido que durante a
secagem, o fluxo de umidade pode se dar no estado liquido, por capilaridade, ou no estado de
vapor devido a um gradicnte dc concentragdo dc vapor. Esta tcoria leva cm conta a
transferéncia de¢ calor e massa simultinea, e, pode ser aplicada em uma variedade de meios
porosos. O trabalho de Krischer serve como base para teorias mais complexas como a de

Berger ¢ Pei, e tem sido aplicada para a andlisc em variados tipos de alimentos.
2.3.5 Teoria de Luikov

A teoria de Luikov ¢ bascada na Termodinamica dos processos irreversivels assumindo a
validade das relages reciprocas de Onsager, o principio de Curic ¢ a existéncia de um
cquilibric termodindmico local no interior do produto. Luikov (1966), bascando-sc em
trabalhos prévios de Prigogine (1947), DeGroot (1951), Luikov e Mikhailov (1965) e
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considerando os varios fluxos envolvidos em uma mistura de ar, vapor, liquido e solido, partiu
dos principios da termodindmica de ndo-equilibrio ¢ propds a utilizagfio de um modclo para
descrever o processo de sccagem de produtos capilares porosos baseado nos mccanismos de
difusio, efusiio, convecgdo de vapor ¢ difusfio ¢ conveegiio de dgua no interior do meio
poroso. O processo ¢ descrito por um sistema de cquagdes diferenciais parciais acopladas para
a temperatura, umidade e em casos de intensa secagem, também pressdo. As equagdes que
descrevem o modclo de Luikov sugerem que o transporle molecular de vapor d’agua, ar ¢

liguido acontecem simultancamente.
2.3.6 Tcoria de Philip ¢ De Vries

A teoria de Philip ¢ De Vries considera que em matcriais porosos, a dgua s¢ move
através da difusdo de vapor e por capilaridade. Geralmente, o fluxo de vapor ¢ considerado
dependente da sua concentragdo ¢ dos gradientes de temperaturas no solido ¢ o fluxo de
umidade na fase liquida ¢ devido a efeitos de capilaridade e pode se dar em condigdes
isotérmicas ou ndo. A teoria de Philip ¢ De Vrics também considera o fluxo de umidade devido
a potenciais gravitacionais. Em geral, pode-se dizer que a difusividade liquida ¢ um fator
importante para condigdes em que estio presentes altos teores de umidade, enquanto que a

difusividade de vapor € importante para condi¢des de baixo valor do teor de umidade.

2.3.7 Teoria de Fortes ¢ Okos

!
Bascando a sua teoria nos conceitos termodindmicos de processos irreversiveis, Fortes ¢

Okos (1981a), propuseram um modelo, que desconsidera o fendmeno de cncolhimento ¢

cfeitos de pressio total, e assume:

» cxisténeia de equilibrio local entre as fases solida, liquida ¢ vapor;
¢ validade da equagio de Gibbs para condi¢des de no-equilibrio;

» validade das leis fenomenoldgicas lincares;

¢ validade das relagdes fundamentais de Onsager;

¢ solido continuo ¢ isotrépico;

* a agua migra nas fases liquida e vapor;



e arazio de transferéncia de calor e massa ¢ mais lenta que a razio de mudanca de fase;

¢ validade do principio de Curie.

Segundo Fortes ¢ Okos (1981a), a principal diferenga entre a sua tcoria ¢ as teorias
anteriores ¢ que a forga motriz para a transferéncia isotérmica, tanto do liquido quanto do
vapor, ¢ um gradiente do teor de umidade de equilibrio ¢ ndo do teor de umidade, sendo isto
devido a hipotese de equilibrio local. A forga motriz, para a transferéncia de liquido e vapor, ¢
o gradiente do potencial quimico, que por sua vez ¢ fungio da temperatura, da umidade
relativa e do teor de umidade de equilibrio. Neste modelo, ¢ postulado que a dgua em meios
capilares porosos pode até mover-se no sentido contrario ao gradiente do teor de umidade,

mas sempre na diregdo do gradiente do teor de umidade de equilibrio.

2.4 Cinética de secagem ¢ aquecimento do solido

A Figura 2.1a-c (Junior et al, 1999) mostra as trés ctapas de secagem que pode ser
dividido o processo de desidratagdo. As respectivas curvas sdo: a) curva da redugdo do teor de
umidade do material; b) curva da taxa de secagem; c) curva da variagdo de temperatura do

s6lido ao longo do periodo de secagem.

O inicio da secagem é representado pelo periodo onde o teor de umidade ¢ o inicial
(M), com elevagdo da temperatura e da pressdo de vapor de dgua. Neste instante a taxa de
secagem ¢ crescente, isso ocorre devido a umidade relativa do ar na camada limite ser menor
que 100%, acontecendo a chamada acomodagdo (Reeds, 1991). Tais elevagdes acontecem até
o ponto onde ocorre a equivaléncia entre a transferéncia de calor e massa, ou scja, o periodo

de taxa constante.
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Figura 2.1 - Cinética e aquecimento do sélido durante o processo de secagem. Fonte:

(Adaptado de Junior et al, 1999).

No periodo de taxa de secagem constante, a agua evaporada ¢ agua livre. A taxa de
secagem sera constante enquanto houver umidade superficial para acompanhar o processo de
evaporagdo. A temperatura do sélido é a temperatura de bulbo-umido do ar. A taxa de
evaporagdo e a evaporagdo superficial neste periodo sdo constantes, e € notado que a massa de
agua evaporada ¢ proporcional a diferenga entre a pressdo de vapor do liquido na superficie do
s6lido a temperatura de evaporagdo (Pw) e a pressdo de vapor do liquido no ar ambiente ao
redor do s6lido (Pa), ocorrendo a secagem se Pw > Pa (Reeds, 1991). Quando o sélido atinge

um teor de umidade no qual a temperatura comega a se elevar, tem-se o chamado ponto de
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teor de umidade critica, que indica o fim do periodo de taxa de secagem constante e o inicio do

periodo de taxa decrescente.

No periodo de taxa decrescente, a taxa de secagem, a transferéncia de calor ¢ a
transferéncia de massa diminuem. A temperatura do produto aumenta até atingir a temperatura
do ar de secagem, ou a temperatura de bulbo seco. O solido chega a ponto de umidade de
equilibrio quando a taxa de secagem atinge valores proximos de zero, ou seja, atinge o menor

teor de umidade no processo de secagem com o sélido nas condigdes a que estd submetido.

A transferéncia de massa ¢ influenciada por condigcdes externas, no periodo de taxa
constante, e € influenciada por mecanismos externos ¢ internos de transporte de umidade, no
periodo de taxa decrescente. Nesse caso, 0 mecanismo de transporte de umidade ¢ dependente
da relagido entre o coeficiente de difusdo de massa ¢ o coeficiente de transferéncia convectiva

de massa.

2.5 Coeficiente e propriedades de transporte no processo de secagem

O projeto de equipamentos utilizados para realizar a secagem de solidos, assim como o
proprio processo de secagem, requerem constantes dados sobre as propriedades fisico-
quimicas das substincias a screm tratadas. Os solidos tais como frutas e vegetais sio
particularmente sensiveis a tensdes térmicas ou mecdnicas, requerendo equipamentos de
processamento especializados, para que possiveis danos causados na qualidade final do

alimento possam ser minimizados.

A condutividade térmica ¢ a difusividade de umidade sio propriedades do material que
em geral dependem do teor de umidade, da temperatura e da estrutura fisica do material. Os
coeficientes de transporte convectivos de calor ¢ massa na superficic de contorno entre o
material ¢ o agente de secagem dependem das condi¢des do agente, tais como, temperatura,
umidade absoluta, velocidade ¢ da geometria do sélido que esta sendo secado ou umedecido.
Desta forma, o processo de secagem depende ao mesmo tempo das propriedades de transporte
no interior do material, das condi¢des do ar de secagem ¢ do tipo de condigdes de contorno

entre a superficie do corpo e o ar que o envolve.

12



2.6 Transporte de calor e/ou massa em sélidos

Solugdes analiticas ou numéricas da equagdo de difusdo, com coeficiente de difusdo
constante ou varidvel e condi¢des de contorno constante (equilibrio) ou do tipo convectivo,
para varias geometrias (paralelepipedo, cilindro e esfera), podem ser encontradas em Carslaw e
Jaeger (1959); Luikov e Mikhailov (1965); Luikov (1968); Skelland (1974); Crank (1992);
Gebhart (1993). Para corpos de forma cliptica podem ser citados Niven (1880); Normiton e
Blackwell (1964); Haji-Sheikh e Sparrow (1966); Haji-Sheikh e Sparrow (1967); Smith et al.
(1967); Smith et al. (1968); Smith ¢ Nelson (1969); Zienkiewicz ¢ Parekh (1970); Sokhansanj
(1980); Wrobel e Brebbia (1981); Payne et al (1986); Elvira (1990); Haghighi et al (1990); Lu
e Siebenmorgen (1992); Keteraals et al. (1992a-b); Sarker ct al (1994); Lima ct al. (1999);

Lima e Nebra (1999), além de outras.

Niven (1880) apresenta uma solugdo analitica para problemas de difusio em esferdides,
considerando condigdes de temperatura constante na superficie. Ele utilizou poucos termos da

série mais ndo apresenta resultados numéricos.

Payne et al. (1986) apresenta uma solugio da equagdo de difusio em uma fronteira
irregular usando o método de Galerkin e condi¢do de equilibrio na superficie. O método foi
usado para fornecer a distribui¢do de temperatura no centro de esferdides. Os resultados
numéricos obtidos sdo comparados com os dados analiticos reportados por Haji-Sheikh ¢

Sparrow (1966) mostrando excelente concordéncia.

Haghighi et al. (1990) apresentam uma formulagio utilizando o método de clementos
finitos para resolver o problema de transferéncia de calor e massa em corpos com simetria
axial. O modelo foi usado para simular o processo de secagem de grios de cevada. Os
resultados do modelo ajustaram-se¢ bem aos dados experimentais. Procedimentos similares
foram utilizados por Sokhansanj (1980) e Sarker et al. (1994) para simular processo de

secagem de grios de arroz. Em todos os casos foi assumida condi¢do de contorno convectiva.

Hasatani ¢ Itaya (1992), desenvolveram uma metodologia numérica para descrever a
transferéncia simultdnea de calor e massa em materiais ceramicos argilosos com forma de
paralelepipedo, considerando condi¢des de contorno convectiva na superficie do sélido. Os

13



autores usaram a teoria da difusio liquida, aplicada a um f)roblcma tridimensional transiente.
Os resultados demonstram uma boa concordancia entre os resultados experimentais ¢
numéricos. O efeito da temperatura no processo de deformagio também foi analisado,
evidenciando que maiores niveis destas, aumentam sensivelmente a deformagdo do material
durante o processo de desidratagio do mesmo. E reportado também, que existe maiores niveis
de tensdes trativas na superficic do produto, sobretudo nos vértices do paralelepipedo

estudado.

Lu ¢ Siebenmorgen (1992), utilizam o método de elementos finitos em coordenadas
polares apresentando um modelamento para descrever a absor¢do de umidade em grdos de
arroz, assumindo condigdes de equilibrio na superficie. Os resultados obtidos numericamente

sdo comparados com os dados experimentais e excelente concordancia foi obtida.

Keteraals et al (1992a), desenvolveram um estudo numérico uni e bidimensional, com o
objetivo de analisar a influencia do encolhimento na cinética de secagem e tensdes internas, em
um material cerdmico argiloso. Assumiram diferentes tipos de consideragdes: encolhimento:
unidirecional, encolhimento isotrépico e sem encolhimento. Concluiu-se que a taxa de secagem
¢ influenciada pelo tipo de encolhimento, sendo maior para um encolhimento unidimensional, e
que as tensdes que podem provocar trincas e deformagdes, crescem com o aumento dos niveis

de encolhimento.

Keteraals et al (1992b), desenvolveram um modelo numérico utilizando a teoria da
difusio liquida para analisar o transporte de umidade em materiais ceramicos argilosos. O
objetivo do trabalho foi analisar o efeito da variagdo do coeficiente de difusdo com o teor de
umidade. Os resultados demonstram um decréscimo do coeficiente de difusdo durante a
secagem. Outros trabalhos mais recentes também podem ser citados, por exemplo, Nascimento

et al. (2000a), Nascimento et al. (2000b), Nascimento et al (2001) e Nascimento (2002).
Lima et al. (1999) apresentaram uma solugdo analitica da equagdo de difusdo similar a

apresentada por Haji-Sheikh e Sparrow (1966), sendo que desta vez a solu¢do € mais geral,

uma vez que incorpora o calculo do valor médio da grandeza de interesse (teor de umidade).
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Lima (1999) apresentou um estudo numérico/analitico da difusdo de calor e massa em
esferoides prolatos, considerando propriedades constantes ou variaveis, condi¢des de contorno
constante ou do tipo convectiva, com ou sem encolhimento, via técnicas de volumes finitos ¢
separagdo de varidveis. Os modelos apresentados sdo gerais e independente da natureza do

solido (frutas, cereais, etc), no entanto, o autor deu énfase a secagem de banana.

Além destes estudos, podem scr citados ainda os trabalhos de Keltner (1973), Sheen ¢
Hayakawa (1992), Coutelieris et al. (1995), Feng e Michaclides (1997), Alassar (1999),
Igathinathane e Chattopadhyay (2000), Carmo (2000), Carmo e Lima (2000a ¢ 2000b), Lima e
Nebra (2000a e 2000b), Oliveira e Lima (2001), Oliveira (2001), Lima et al. (2001), Carmo e

Lima (2001) que trabalharam com geometrias e tipos de materiais diversos.
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CAPITULO 3

MODELAGEM TEORICA

Os resultados obtidos através de solugdes analiticas ou numéricas de uma cquagio
diferencial que representa um problema fisico, dependem de fatores tais como: habilidade do
pesquisador em claborar as equagdes ¢ as condigdes de contornos adequadas para cada caso
em particular, dos métodos utilizados e de outros fatores que dizem respeito ao processo de

resolucdo do problema.

O presente trabalho apresenta um modelo matematico bascado no método de Galerkin ¢
demonstra o comportamento do teor de umidade de um produto com geometria de um

esferéide. Esta andlise pode variar de um esferéide oblato (a < b) a um esferéide prolato

(a > b) passando pela forma de uma cslbra(a = b) (Figura 3.2).

A partir das condigdes de contornos aplicadas na superficic do corpo, pode-se obter
resultados com respeito a cinética da secagem do produto ¢ também resultados quanto aos

perfis do teor de umidade no interior do mesmo, durante o processo de secagem.

As simulagdes de processos fisicos geralmente sdo [eitas a partir da solugdo de uma ou
mais equagOes diferenciais que descrevem o problema. A principio, a solugdo ¢ obtida
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conhecendo-se as condi¢des iniciais ¢ de contorno das grandezas fisicas que definem o

processo.

Quanto mais o modelo matematico utilizado se aproxima da realidade,

serd a descrigdo matematica do fendmeno.
3.1 A equacio da difusio

A equagdo geral da difusdo ¢ dada por:
—a(gt(b) =v.[ovo)+ o

ou ainda em coordenadas cilindricas, para o caso bidimensional:

+__
ot ror ar oz

) 1 2/(020), 81020 .

As condigdes iniciais e de contorno sdo dadas por:

® = d(r,z) para’=0

O =], na superficie do solido para >0
aib:o ; em r=0, paratodo ¢

oz

ob

—=0 em z=0; paratodo ¢
or

Definindo os seguintes parametros adimensionais:

g AY
F=—; z¥=—; V*:~T; ¥
a a”

mais complexa

3.1)

(3.2)

(3.3a)

(3.3b)

(3.3¢)

(3.3d)

(3.4a-¢)
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considerando o coeficiente de transporte ¢ & constantes, sem geragdo da grandeza @, ¢

tem-se a seguinte equagdo de difusdo na forma adimensional seré:

op*

e

Vip* (3.5)

Nas equagdes (3.4a-¢), onde “a” ¢ uma dimensio caracteristica do solido.

A solugdo da equagdo (3.5) pode ser escrita da seguinte forma (Payne et al, 1986):
* * * N *
(D*(r JZ 4t )=ZCHW“(r"‘,z”‘)c_}'"l (3.6)
n=|

onde v, € o n-ésimo autovalor (independente da posi¢do) ¢ C, ¢ uma constante a ser

determinada. Por conveniéncia, assume-se que o solido tem dimensdes finitas.

Utilizando-se o método integral baseado em Galerkin (Método GBI) (Beck et al, 1992),
a fungio  (r*,z*) ¢ selecionada de forma que as condigdes de contorno homogéneas sdo
satisfeitas ¢ que a equagdo (3.6) seja a solugdo da equagdo (3.5). Esta ultima condi¢do ¢
satisfeita substituindo-se a equagdo (3.6) na equagiio (3.5). Entdo, apds a substitui¢do € uma
série de manipulagdes algébricas, pode-se escrever:

/

2 i -
Vi, (%, z%) +y,y, (*,2%)=0 (3.7)
Assim sendo, a equagdo de difusdo agora scrd um problema de autovalor ¢ a fungdo
y,, (r*,z*) ¢ a autofungdo.
A fungdo W, (r',z*) ¢ obtida pela combinagio linear de um conjunto de fungdes. Seus
membros sdo linearmente independentes, de maneira que a condigdo de contorno imposta seja
T

!

satisfeita. Esta fungéio é dada por: ‘
N

of
oS
LPn(r*,z‘)= idnjfj(r‘,z*) (3.8)
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onde f i(r*,z*) ¢ um elemento de um conjunto de fungdes de base ¢ d,; sdo constantes a

serem determinadas.

A fungdo f ; € chamada fungdo de Galerkin e € obtida pela multiplicag@o de uma fungdo

(p(r',z') por um elemento de um conjunto completo de fungdes. A fungio (p(r*,z*) é
selecionada para que a condigéio de contorno homogénea seja satisfeita. A fungdo f; com j

variando de 1 até N constituem um conjunto de fungdes de base.

O método para selecionar fungdes de base para condigdes de contorno de 1 espéeic
(condi¢do de equilibrio na fronteira do corpo) ¢ dado na literatura (Kantorovich ¢ Krylov;

Ozisik; Hagi-Sheikh e Mashena; citados por Beck et al, 1992).

Se uma regido tem uma fronteira especificada por M superficies, ©1,Q2,P3,..,Pp >

como ilustrado na Figura 3.1, o primeiro membro do conjunto de fungdes de base sera:

(3.9)

o
Figura 3.1 - Configuragdo generalizada de um sélido para definir fungdes de base.

19



Cada subseqiiente membro do conjunto de fungdes de base ¢ obtido multiplicando-se
f; (r) por um elemento de um conjunto completo de autofungdes. Por exemplo, em

coordenadas cartesianas:

£, [r)=xt, ) (3.10a)

()= vt ) (3.10b)

e assim por diante.

Cada fungdo de base deve tender para zero na fronteira do solido. Algumas, mas ndo

todas as fungdes de base podem ser zero em algum ponto no interior do solido.

Usando o procedimento de Galerkin, que consiste em multiplicar ambos os lados da

equagdo (3.7) por f; dV" e integrar o resultado sob o volume do sélido, obtém-se:

‘[fiVZ‘IjﬁdV* +Yn [fi¥,dV =0 (3.11)
v v

Substituindo, a equagdo (3.8) na equagdo (3.11) ¢ dividindo-se pelo volume do sélido,
obtem-se:

N '
Z jfv fidv’ v jffdv (3.12)

v

em que i=1,2,...,N. Na forma matricial pode-se reescrever a equagdo (3.12) por:

(A+y,BH, =0 (3.13)

onde A ¢ B sdo matrizes quadradas de N x N elementos. Os elementos das matrizes AcB

sdo dados por:
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ay=—r [fV?dV" (3.14a)
S Vo
1 *
by =—¢ [fif;dV (3.14b)
AN

Os coeficientes d,;,d,5,....d,y na cquagio (3.8) sdo clementos do vetor d, na

equagdo (3.13). Observa-se que a matriz B ¢ simétrica, isto ¢, by = by . A matriz A também

¢ simétrica.
~
Desde que:
b b agi o
IgiV-(F vgj}ﬂ/:jr fj| —|dS+ [T*Vg; - Vg;dV (3.15)
v S on v

e que o primeiro termo do lado direito da equagdo (3.15) ¢ zero, para condigdes de contorno
de 1? espécie, tem-se por comparagdo que:

1
E3
v

aj=—5 |[Vfi- ViV (3.16)

v

Desde que as equagdes linecares originada da equagido (3.13) sdo homogéneas,
Y157 2s-YN Podem ser obtidas de tal forma que o determinante da matriz (K + yﬁ) seja igual

a Zero.

Determinando-se os autovalores y,,, os valores dos cocficientes d,; correspondendo a

nj
um valor v, podem ser obtidos. Novamente, devido a que as equagdes simultineas resultante
da cquagdo (3.13) serem homogéneas, um dos coeficientes d,; pode ser arbitrariamente

selecionado igual a 1, sem qualquer perda de generalidade. Portanto, para um dado y,, um

sistema de N-1 equagdes deve ser resolvido para obtengdo de d,,d,5,....d -



Para obten¢do dos coeficientes C, da equagdo (3.6) utiliza-se a condigdo inicial dada

pela equacdo (3.3a). Entdo, quando t = 0, tem-se, a partir da equagdo (3.6) que:

* * * N * *
o'tz )=y ¥, ) (3.17)
n=|
Multiplicando ambos os membros da equagido (3.17) por f; dV* ¢ intcgrando sob o
- volume do sélido obtem-se:

£.C, ¥, (r*,z" )jv‘ (3.18)

i
1

M=z

_ffi(D* (r',z'}lV* =
v AR

O resultado da equagdo (3.18) sera um conjunto de N equagdes algébricas lineares que

permite a determinagdo de C,;,C,,...,C,,, 0 que completa a solu¢do do problema.

O valor médio da grandeza ®” ¢ dado por (Whitaker, 1980) :

(3.19)

¥k ol

onde V* ¢ o volume do solido em estudo.

Neste trabalho a metodologia GBI ¢ usada para resolver o problema de transporte de |

massa no interior de solidos esferoidais (prolatos, oblatos e esferas). Neste caso, ®=M,
r'*=Dea=1.A Figura 3.2 ilustra um elipsoide de revolugao.
O contorno do so6lido é definido por:
2 2 2
e ) (3.20)
a a b
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Figura 3.2 - Elips6ide de revolugdo e suas caracteristicas.

2

Desde que r? =x’+ y2 , pode-se escrever:

Sendo assim, as seguintes condi¢des inicial e de contorno sdo obtidas:

M(r,z,t =0)=M, =cte

(3.21)

(3.22a)

(3.22b)

(3.22¢)

(3.23)

23



e as condigdes inicial e de contorno na forma adimensional assumem a forma:

M (21 =0)=1 (3.24a)
M*(r" =1z =§\/1—(r*)2,t*] =0 (3.24b)

oM *
oz *

oM *

Uz o =0 em z=0¢ r=0, para todo ¢ (3.24¢)

Por outro lado, o clemento diferencial de volume e o gradiente escritos em coordenadas

cilindricas sdo dados por;

Grad( )=V( )=§( )?+_§Z( )i (3.25a)

dV =rdrd0dz (3.25b)

Entdo, o volume total do sélido (metade de um elipsoide) ilustrado na Figura 3.2, sera:

2
v=[" [ E’\Fr; rdzdrdo (3.26a)

ou ainda:
b « 2
V= E" E La“’"(’ F st artdo (3.26b)
O resultado destas integrais na forma dimensional sera:

v =§na2b (3.27)
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As fungdes de base f; sdo dadas por:

2 2
£;(r,2)= [1 —- %Jr(f"q}zq (3.28)
d

ou ainda, na forma adimensional por:

b2

O LA, 629

Sendo p = 0,2,4,..., NP e q = 0,2,4,...,p. Neste trabalho utilizou-se 10 fun¢des de base,
que corresponde a NP = 6. Estas fungdes de base ndo sdo ortogonais, no entanto Payne et al

(1986) mostram que as fungdes W, ’s sdo ortogonais.

3.2 Calculo de dreas e volume de esferoides

Para o calculo da area de um esferdide prolato, pode-se utilizar a seguinte equagdo:

e 1G]
BRIGR

Para um esferdide oblato, tem-sé que:

S = 4mabs

(3.30)

S=4mabl— + r (3.31)
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O volume de um esferéide (prolato, oblato ou esfera) ¢ dado por:
V=%na2b (3.32)

As equagdes (3.30) - (3.32) foram usadas para verificar o efeito da forma dos sélidos na

cinética de secagem destes solidos.

Para obten¢do dos resultados, um programa computacional, codificado no ambicnte
Mathematica ®, foi implementado. No Anexo A encontra-se o fluxograma de execu¢do do
programa. No Anexo B, o programa computacional, ¢ no Anexo C alguns resultados

numéricos.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSOES

O trabalho apresentado nessa disserta¢@o teve alguns de seus resultados comparados
com trabalhos ja existentes na literatura para poder-se validar a metodologia e os resultados

obtidos.

A Figura 4.1 apresenta resultados do teor de umidade adimensional em fungdo do

niimero de Fourier no centro do esferdide (r*=0,z*=0) obtidas neste trabalho comparados
com resultados reportados por Payne et al. (1986) para um esferéide de razdio de aspecto
b/a=2,00 (esfer6ide prolato) e para um esferdide de razio de aspecto b/a =0,50 (esferoide
oblato) e também com resultados reportados por Luikov (1968) para uma esferdide de razio
de aspecto b/a=1,00 (esfera). Analisando a Figura 4.1, pode-se perceber a perfeita

concordancia nos trés casos apresentados, comprovando assim, que este trabalho apresenta

resultados coerentes.
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Figura 4.1 - Comparagdo entre os resultados do teor de umidade no centro de trés esferdides,

obtidos neste trabalho e aqueles reportados na literatura.

Utilizando o modelo apresentado neste trabalho pode-se tragar o comportamento do teor
de umidade médio adimensional dentro do esferdide em fungdo do nimero de Fourier. A
Figura 4.2 ilustra o teor de umidade médio adimensional para razdes de aspectos que variam

de b/a=0,25 a b/a=5,00.

Analisando a Figura 4.2, pode-se observar que para uma razdo de aspecto b/a =0,25, o
teor de umidade médio adimensional dentro do esferéide decresce bem mais rapido do que
para uma razio de aspecto de b/a =5,00, ou seja, quanto menor for a razio de aspecto do
esferoide, mais rapido o teor de umidade médio decresce, isso quer dizer que o processo de
secagem deste solido sera mais rapido. Portanto, pode-se concluir que a razdo de aspecto do
esferdide influéncia diretamente no seu processo de secagem. Este fato estd ligado diretamente
a relagdo area/volume (S/V). Para uma melhor compreensdo, a Tabela 4.1 apresenta a area,
volume e relagdo S/V para vérios esferdides. Numa anélise detalhada, pode-se concluir que
quanto maior for a relagdo area/volume, mais rapida serd a secagem, para um numero de

Fourier fixado.
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Figura 4.2 - Teor de umidade médio adimensional em fun¢do do niimero de Fourier para vérias

Tabela 4.1 — Area, volume e relagfio drea/volume de esferéides para vérias razoes de aspectos.

Dt/a?

razdes de aspectos.

a b \' S S/V
1,00 5,00 20,9440 50,1425 2,3965
Prolato 1,00 2,00 8.3776 21,4784 2,5638
1,00 1,50 6,2832 16,9182 2,6926
Esfera 1,00 1,00 4,1888 12,5664 3,0000
1,00 0,75 3,1416 10,5331 3,3528
Oblato 1,00 0,50 2,0944 8,6719 4,1405
1,00 0,25 1,0471 7,1201 6.7992

Resultados similares também foram observados em outros trabalhos com esferdides
oblatos, (Carmo, 2000) e com esferdides prolatos, (Lima, 1999), assim como em outras formas
geométricas, como em formas de paralelepipedos, (Nascimento, 2002). Essa caracteristica é
observada ndo s6 no processo de secagem, mais também para processos de aquecimento,
resfriamento e umidifica¢do de sélidos.
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A Figura 4.3 apresenta o tecor de umidade adimensional no centro do esferdide em
fun¢fio do numero de Fourier, para varias razbes de aspectos. Analisando a figura, nota-se que
o teor de umidade adimensional no centro do esferoide tem o mesmo comportamento do teor
de umidade médio adimensional apresentado na figura anterior, isto é, decresce com o tempo

de processo e que, quanto menor a razfo de aspecto mais rapido € a perda de massa do solido.

Observa-se ainda nas Figuras 4.2 ¢ 4.3, que para uma razio de aspecto de (0,25, o teor de
umidade decresce rapidamente para uma pequena variagdo do nimero de Fourier. Enquanto
que para uma razio de aspecto de 5,00, o teor de umidade decresce mais suavemente para esta

mesma variagdo do numero de Fourier.

Além disso, observando-se a Figura 4.3, constata-se que, com o numero de Fourier de
0,20 e razdo de aspecto de 0,50, o teor de umidade adimensional ¢ de aproximadamente 0,05,
enquanto que para uma razdo de aspecto de 5,00, e com o mesmo numero de Fourier, o teor
de umidade ¢ de aproximadamente de 0,50. Esses exemplos demonstram a influéncia direta
que a razdo de aspecto do esferéide tem sobre o teor de umidade dentro do mesmo.

|

Verifica-se ainda que no centro do esferdide, o comportamento das curvas € mais suave,
em relagdo ao comportamento das curvas do teor de umidade médio adimensional. Pode-se
concluir que, no centro do esferdide € o local onde ocorrem os menores gradientes de umidade
durante o processo de secagem, para uma mesma razio de aspecto e um mesmo nimero de

Fourier.

A Figura 4.4 ilustra o comportamento do teor de umidade adimensional em fungéo da
coordenada radial r* para varios nimeros de Fourier em z* =0, para um esferodide com

razdo de aspecto b/a=0,5. Analisando a figura, percebe-se que o teor de umidade

adimensional diminui com o aumento do nimero de Fourier.
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Figura 4.3 - Teor de umidade adimensional no centro do esferéide em fung¢éo do

numero de Fourier para varias razdes de aspectos.

Ainda analisando a Figura 4.4 pode-se observar que o teor de umidade adimensional
também depende da coordenada radial r*. Tomando como referéncia a curva para o nimero
de Fourier t* = 0,05 e r* = 0. o valor do teor de umidade adimensional ¢ de aproximadamente
0,68 e para a coordenada r*=08, o valor do teor de umidade adimensional é de
aproximadamente 0,18. E notado que o teor de umidade decresce com o aumento da
coordenada r* para o mesmo nimero de Fourier t*, ou seja, quanto mais proximo da
superficie do esferdide. menor serd o teor de umidade adimensional. Esse resultado mostra que
os gradientes de umidade sdo menores, proximo ao centro do esferdide, e bastante elevado

proximo a superficie, principalmente para tempos curtos.
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Figura 4.4 - Teor de umidade adimensional em fun¢do da coordenada radial r* para varios

nameros de Fourier em z* = para uma razdo de aspecto b/a=0.5.

A Figura 4.5 apresenta o comportamento do teor de umidade adimensional em fungdo da
coordenada radial z* para varios nimeros de Fourier, em r*=0, para um esferéide com
razdo de aspecto b/a=0,5. Observa-se que as curvas tém o mesmo comportamento das
curvas da Figura 4.4, ou seja, demonstra a dependéncia do teor de umidade da coordenada
longitudinal z*, em qualquer nimero de Fourier t*. Entretanto, nota-se que para o caso
apresentado na Figura 4.4, as curvas apresentam um comportamento mais suave, com a
varia¢do da coordenada radial, indicando assim que os gradientes de umidade sdo maiores na
dire¢do da coordenada z* em relagdo a direcdo da coordenada r*, com razdo de aspecto

b/a=05.
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Figura 4.5 - Teor de umidade adimensional em fun¢do da coordenada radial z* para varios

nimeros de Fourier em r*=0 para uma razo de aspecto b/a =0,5.

A Figura 4.6 apresenta o comportamento do teor de umidade adimensional em fungdo da
coordenada radial r* para vérios numeros de Fourier em z* = 0, para um esferéide com razdo
de aspecto b/a=1,5 (esferéide prolato). Analisando o grafico, percebe-se que, assim como
para um esferdide oblato, o teor de umidade adimensional depende do nimero de Fourier e da

coordenada r*, como esperado. Tomando como base a coordenada r* = 0,2, para o nimero
de Fourier t*=0,02, o valor aproximado do teor de umidade adimensional é de 1.0, ja para
*=0,02 e para o nimero de Fourier t* =0,20, o valor aproximado do teor de umidade
adimensional € de 0,39, ou seja, quanto maior for o nimero de Fourier menor sera o teor de
umidade adimensional. Agora tomando-se como referéncia o numero de Fourier t*=0,10,
para a coordenada r* =0,2, o teor de umidade adimensional apresenta o valor aproximado de
0,78 e para a coordenada r*=08, o teor de umidade adimensional apresenta o valor
aproximado de 0,38, ou seja, quanto maior a coordenada radial r* menor serd o teor de

umidade adimensional. Esses exemplos mostram que independente da razdo de aspecto b/a, o

33



teor de umidade depende diretamente da coordenada radial r* assim como do nimero de

Fourier.

Nota-se que nas Figuras 4.4 e 4.6 para tempos curtos, ou seja, para o nimero de Fourier
de 0,01, ocorreram pequenas oscilagdes matematicas, que ndo comprometeram os resultados,
que podem ser atenuadas aumentando-se o nimero de fungdes de base. Payne et al (1986)
reportam uma comparagdo dos valores de (1 - M*) com varios nimeros de fungdes de base
para elipsoides com razdes de aspecto b/a = 0,5 e b/a = 1,5, onde se observa claramente este

efeito.

LEGENDA

z*=0
4 t*=0.01
—— *=0.02
—k—— t*=0.05
—a&— *=0.10
—&— t*=0.15
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0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.6 - Teor de umidade adimensional em fun¢@o da coordenada radial r* para varios

ntimeros de Fourier em z* = 0 para uma razio de aspecto b/a=15.
A Figura 4.7, apresenta o teor de umidade adimensional em fun¢do da coordenada

longitudinal z* para varios nimeros de Fourier, em r*=0, para uma razio de aspecto

b/a =1,5 (esferdide prolato).
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Assim como na Figura 4.6, a dependéncia do teor umidade adimensional com o numero
de Fourier e a coordenada longitudinal fica evidente. Nota-se que quanto maior for o nimero
de Fourier menor sera o teor de umidade adimensional para a mesma coordenada r* e/ou z*
e que quanto maior for a coordenada radial z* menor serd o teor de umidade adimensional

para 0 mesmo numero de Fourier e a mesma razdo de aspecto b/a.

LEGENDA
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—¢—— t*=0.02
—k— t*=0.05
—&—— t*=0.10
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Figura 4.7 - Teor de umidade adimensional em fungdo da coordenada radial z* para varios

numeros de Fourier em r*=( para uma razdo de aspecto b/a =1.5.

A Figura 4.8, apresenta a distribui¢do do teor de umidade adimensional dentro de um

esferdide oblato com razdo de aspecto b/a=0,5 em fungdio das coordenadas cilindricas

(r*,z "') para o numero de Fourier t*=0,05.

Analisando a Figura 4.8, pode-se notar que a distribuigdo do teor de umidade apresenta
elevados gradientes de umidade, principalmente no eixo z* e nas proximidades da superficie
do solido, como ja pdde ser percebido na Figura 4.4. As linhas de iso-concentragdo, sdo
apresentadas em formas de linhas elipticas tendendo a acompanhar a forma do esferdide

oblato. E observado um fenémeno que ocorre na extremidade do esferdide, nas proximidades
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da coordenada r* =1.00, o teor de umidade adimensional é muito baixo. Isto quer dizer que, a

secagem ocorre rapidamente nessa regido, gerando altos gradientes de umidade. Sendo assim,
esta regifio ¢ mais propicia a sofrer efeitos termo-mecénicos, tais como trincas, deformagdes e
podendo chegar até a ruptura do solido, efeitos estes que comprometem a qualidade do
produto pds-secagem. Virios autores também reportam este efeito de ponta, por exemplo,

Carmo (2000), Oliveira (2001) e Nascimento (2002).

0.00 . .
0.00 0.10 0.20 030 040 050 0.60 0.70 0.80 090 1.00

r*
Figura 4.8 - Distribuigdo do teor de umidade adimensional com b/a = 0,5 em fungéo das

coordenadas cilindricas para t* =0,05.

A Figura 4.9 apresenta a distribui¢io do teor de umidade adimensional dentro de um

esferdide oblato com razio de aspecto b/a=0)5 (esferdide oblato) em fungdo das

coordenadas cilindricas (r*,z*) para o nimero de Fourier igual a 0,10. A analise da figura
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demonstra que a distribuigio do teor de umidade adimensional apresenta gradientes de
umidade baixos, ou seja, a distribui¢do do teor de umidade adimensional ja se apresenta quase
que por igual dentro do esferdide. Também se nota as formas elipticas das linhas de iso-

concentragdo dentro do esferdide.

Comparando-se as Figuras 4.8 e 4.9, verifica-se que maiores gradientes de umidade
ocorrem em baixos numeros de Fourier, tendendo a zero no final do processo, quando entdo o

solido atinge seu teor de umidade de equilibrio.
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0.00 0.10 0.20 0.30 040 0.50 0.60 0.70 0.80 090 1.00

r*
Figura 4.9 - Distribuigéo do teor de umidade adimensional com b/a = 0,5 em fungdo das

coordenadas cilindricas para t*=0,10.

As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam a distribuicdo do teor de umidade adimensional

dentro de um esferdide com razio de aspecto b/a =1,0 (esfera) em fun¢do das coordenadas

espaciais para os nameros de Fourier t*=0.05; t*=0.10 e t*=0.20 , respectivamente.

Analisando a Figura 4.10, nota-se que ocorrem altos gradientes de umidade dentro do
esferoide, ou seja, enquanto que na regido proximo da superficie do esferdide o produto esta
praticamente seco no seu centro ele estd muito umido. As linhas de iso-concentragdo se
apresentam em formas circulares, acompanhando a forma do esferdide. Nota-se também que
nessa forma esférica ndo aparece nenhuma regido que apresente o fendmeno de efeito de

ponta.
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Figura 4.10 - Distribuigdo do teor de umidade adimensional com b/a = 1,0 em fungdo das

coordenadas cilindricas para t* =0,05.
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Figura 4.11 - Distribuigdo do teor de umidade adimensional com b/a = 1,0 em fungéo das

coordenadas cilindricas para t*=0,10.
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A Figura 4.11, apresenta gradientes de umidade menores que no caso anterior, ou seja,

para um numero de Fourier de 0,05, e bem menores ainda para um t*=0,20 (Figura 4.12).

Isto indica que o fluxo de umidade ocorre do centro do sélido para a superficie do mesmo.

0.00 : R i
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

ri
Figura 4.12 - Distribui¢fio do teor de umidade adimensional com b/a =1,0 em fun¢do das
coordenadas cilindricas para t* =0,20 .

As Figuras 4.13 a 4.15, apresentam a distribuigdo do teor de umidade adimensional
dentro de esferdide em fungdo das coordenadas cilindricas (r*,z*) com razio de aspecto

b/a =15 (esferéide prolato) para t*=0.05; t*=0.10 e t*=0.20, respectivamente.

A analise da Figura 4.13 mostra que para t* =0.05 ocorrem altos gradientes de umidade
dentro do esferdide. Percebe-se que as linhas de iso-concentragdo possuem formas elipticas

que acompanham a forma do esferdide prolato.
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Figura 4.13 - Distribuigdo do teor de umidade adimensional com b/a = 1,5 em fungdo das

coordenadas cilindricas para o t*=0,05.

Analisando a Figura 4.14, percebe-se que a distribuicdo do teor de umidade adimensional

dentro do esferdide para t*=0,10, apresenta gradientes de umidade menores que os

apresentados para t*=0,05 (Figura 4.13).

Em contraste, para t*=0,20 (Figura 4.15), tem-se baixos gradientes de umidade. O

fenomeno do efeito de ponta é notado novamente, nos trés casos citados, nas proximidades da
coordenada z*=1.5, principalmente para o caso com o numero de Fourier de 0,05. Este efeito

¢ mais acentuado que no caso do esferdide oblato com razdo de aspecto 0.5.
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Fazendo-se um comparativo entre as Figuras 4.8 - 4.15, pode-se perceber como ja
demonstrado na Tabela 4.1, que a relagdo area/volume influéncia diretamente na cinética da

secagem. Quanto maior for a relagdo drea/volume do sélido, mais rapida se dara a secagem.

0.10

0.00
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

r'k
Figura 4.14 - Distribuigdo do teor de umidade adimensional com b/a =1,5 em fungdo das
coordenadas cilindricas para t*=0,10.

As regides onde aparecem altos gradientes de umidade representam as regides de maior
perda de agua e estas regides também apresentam altos gradientes de temperatura, nas quais,
sdo mais propicias a existéncias de choques térmicos e conseqiientemente trincas, fraturas e

deformagdes, que comprometem a qualidade do produto.
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Figura 4.15 - Distribuigéo do teor de umidade adimensional com b/a =15 em fungdo das
coordenadas cilindricas para t*=0,20.

—_—

42



CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 Conclusdes

De acordo com a andlise dos dados obtidos com a simulagiio do processo de sccagem em

corpos com geometria elipsoidal, pode-se concluir de maneira geral que:

. A modelagem matematica utilizada para a obtengdo da solugdo analitica do
problema foi adequada. De maneira semelhante, a solu¢do pode ser utilizada
para descrever outros fenOmenos transientes, tais como: umidificagdo,
resfriamento e/ou aquecimento;

. O método integral basecado em Galerkin (Método GBI) mostrou-sc eficiente
para solugdo da equacgdo de difusdo no sistema de coordenadas cilindricas;

. A partir da solugdo encontrada para as condigdes de contornos aplicadas, ¢
possivel obter a distribuigdo da grandeza estudada dentro do sélido
esferoidal, que pode assumir formas, que variam de um disco circular até¢ um
cilindro infinito, passando por esfera, assim como os perfis do teor de

umidade no interior do mesmo, durante o processo de secagem;
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O teor de umidade médio adimensional dentro de um esferdide, assim como
o teor de umidade adimensional no centro e em qualquer ponto no interior
do mesmo, decresce com o aumento do nimero de Fourier, para qualquer
razdo dc aspecto b/a;

A forma e/ou a razdo de aspecto do esferdide influéncia diretamente no seu
processo de secagem, e este fato estd ligado diretamente a relagdo
arca/volume, ou scja, quanto menor for a relagdo drca/volume, mais rapido
ocorrerd o processo de secagem, para um mesmo numero de Fourier fixado;
Os menores gradientes de umidade durante o processo de secagem ocorrem
préoximo do centro do esferdide e bastante elevado proximo a superficie,
principalmente para tempos curtos, para qualquer razio de aspecto;

O teor de umidade adimensional depende das coordenadas radial e

longitudinal (r*, z *), quanto mais proximo da superficie do esferdide, menor

sera o teor de umidade adimensional;

As linhas de iso-concentragdo dentro do esferdide tende a acompanhar a
mesma forma da superficic do sélido esferdidal. Este fato ¢ devido a
condi¢do de contorno utilizada;

Os esferdides oblatos ¢ prolatos apresentam um fenémeno chamado de efeito
de ponta, onde apresentam uma regido com altos gradientes de umidade
sendo mais expressivo para os eferdides prolatos;

O fluxo de umidade dentro do esferoide ocorre do centro do sélido para a

superficie do mesmo.

5.1 Sugestdes para futuros trabalhos

Estudar o fendomeno de difusdo em corpos esferoidais considerando os
efeitos convectivos;

Estudar o fenémeno de difusdo em corpos esferoidais considerando o

coeficiente de transporte I'® varigvel ao longo do processo de secagem;
Validar experimentalmente os modelos apresentados neste trabalho;
Aplicar a solugdo apresentada nesta pesquisa, a secagem de produtos

biologicos (frutos, grios ¢ etc).
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ANEXOS A — Fluxograma do cédigo computacional
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ANEXOS B —Codigo computacional

58



Clear[a, b, r, z, t, y, ttt];

<< Calculus VectorAnalysis®
SetCoordinates[Cylindrical(r, t, z]]
Cylindrical([r, t, z]

max = 6;

£=Array[0 &, (rmaxsrmax}] ;
k= D;

Do

Dof

k=k+1;

friki] = (1-r%2-2%2/b*2) T (i-3) »2"];

#430,4,217 » T4, 0, misx, 23] 7 '

Ah= Array(0 &, (k, k}];/
BB = Array[0 &, (k, k}];
CC=Array[0 &, (k, k}]1;
EE = Array(0 &, (k, k3] ;
MatrixForm [ £])

Do

Do[

AA[[4, 3]] = Simplify(
Integrate(
Integrate(
DotProduct[ Grad[ £[[i]] ], Grad[ £[[j]11] 1=z, {2, 0, b*Sagrt[(1-r"2/a"2)]1}], (x, 0, a}]
2#Pi/ (2#Pi/ 3*a*2xDb)];
AA[[4, 311 = -PA[[4, 11/
BB[[i, 1] = Simplify[

Integrate(
Integrate(
E[[41] *£1[J11 *x, {2, 0, brSqrt[(1-r*2/a*2)]}], {x, 0, a}] *2*Pi/ (2*Pi/3*a"2+b)];
Print["i=", i, " "o "3=", 3" ", "Aij=", AA[[4, 311, " ", "Bij=", BB[[i, J]111;

(3,1, k13, (4, 1, Kk, 1))

a=1;

b=20s4;
OC=AA+y=HB;
MatrixForm[AA] // N
MatrixForm[BB] // N
MatrixForm[CC] // N



If [rmax < 6,
Det[CC] // N;
yauxl = NSolve[Det[CC] = 0,y1// N;
yan2 =y /. yand;
1
If[rmaxz 6,
y=0;
yaw = Array[0 &, {k}];
eps=10"(-15) ;
dy = 0.0001;
itexmax = 10000000;
iter=0;
p==-1;
kkk=0;
while[iter < itermax &6 kkk s 10,
iter = iter+1;
erxo = Det[CC] // N;
If[Sign[erro] = P,
kkk = kkk+1;
Print[errcant, " ", £, " ",exro, " ", ¥l
yaw2 [ [kkk]] = (-erroant) / (erro - erroant) * (y- yant) + yant;
p=-P/
17
errcant = erro;
yant = y;
y=y+dy/
1:
1;
yawn

d‘n-m[o“. {k, k}1;

Do

y=yao([1]]/
OCaunx = Array[0 &, (k-1,k}];
d= Array(dd, (k}]/

ddd = Array(dd, {k}];

EE = Arzay[0 &, (k~-1}1/
Do[
Do[
Ccauncf [i, 311 =CCL{i, 311/
drri] =1;
i, 1, k=-1}1;
, (3,1, k7
MatrixFoon [CCauxx] ;
MatrixForm(d] ;
MatrixForm[ EE] ;
ddann = Solve[ {CCmz¢.d = EE} , Table[dd[i] , {1, 2, k1
Do
ddd([[i]] = dd[i] /. ddamc;

A3, 2,k
ddd = Join[ddd] ;

Dol
dn[[i,1]] =1/
dn[[i,3]] =ddd[[], 11]/

{3, 2, kH S

’ {i! 1' k}]
Print[ "dn=" MatrixForm[dn] ] ;
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psin=Array[0&, (k, k}];
psinaux = Array[0 &, (k, k}];
kk=0;

Do[

kk=kik+1;

psin[[kk]] = Sum[dn[ [kk, J1] «£[[31], (3, 1, k}];
psinaux( [kk]] = psin[[kk]];

i (1, 1: k)]

an= Array[con, {(k}];
tt= 0;
teta= Sum[cn[[i]] » psin[[i]] » Exp[-yawmx2[ [1]] »tt], {1, 1, k}]

Do[
intl = Integrate]
Integrate[tetax £[[1]] *r
+ (2, 0, bxSqgrt[(1-x"2/a"2)]}]
,{r,0,a)] *2«Pi;
int2 = Integrate|
Integrate[l=£[[i]] *x
; {2, 0, b*Sgrt[ (1-x*2/a"2)]}]
,{r, 0, a}] »2%Pi// N;

Print[intl == int2] ;
» {1, 1, k]
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auxk? = Tale[0, (i, 1, 131
chnaux? = Salve[

{2»Pi (0.23006145561740873* cen[1] ~ 0.14611828046384268 » ccn [ 2] + 0.12557994788251936~ ocn[3] -
0.0109561 26644776958 cxn{4] - 0.04787186733467629 » [ 5] + 0.01665574431312162» o[ 6] +
0.007850463731434515~ axn[ 7] + 0.0011.52384148017026 » occn[ 8] - 0.0043438762704616095 » oen[ 9] -
0.0019686612858512552 » con[10]) == 4.1B87902047863905,

2« Piw (0,05068832917796343« ocn[1] ~ 0.021965874930570405+ on (2] + 0.010627070205176573« cen[ 3] -
0.026741998252332408 * oo 4] - 0.019940416467033206 » ccn [ 5] + 0.03113313051530294 o[ 6] +
0.014396764287044509 « on (7] + 0.006520950695241915 » ccn[8] - 0.006472391169762391 + con[ 9] -
0.005159165765351177 * ccn[10]) == 1.15679720136754,

2+ Piw (0.3220277878316259~ ocn(1) - 1.2725606662963081 « con(2] + 1.957336716264888 « con([ 3} -
0.0007982426359415514 « oon[4] - 0.9000515162132008 » can (5] + 0.10701367197122762* cxxni( 6] +
0.06630273896257381 » can 7] - 0.0303685982174763 » o[ 8] - 0.0541528139714728* om[ 9] -
0.005081780854765485 oon[10]) = 14.959965017094254,

2= Pi« (0.01837077260248036»om} 1] - 0.005011940891790632 » oon([2] + 0,00104797823822295« o (3] -
0.0148066216576169» on[4] -0.009802012352017 » con[5] + 0.01261183152692435« ocan{ 6] +
0.014001032731628204 » con[ 7] + 0.009206155171843112 » aen[8] - 0.003965478142645232+ ocn[ 9] ~
0.007283130745761341 » cen[10] ) = 0.5315098672744623,

2xPiw (0.06371236447470124« cenll) - 0.21667013278655893» am[ 2] + 0.19371238427045662+ oon[3] -
0.023357174523789707 » con[ 4] - 0.07110440666336076 « con[5) + 0.222458330008914408 » can[ 6] +
0.06145053323431858 » con[ 7] - 0.01576569834310285 » oon[B] - 0.08372479586627171« cen[9] -
0.010514714154396474» om[10]) = 3.3244366704653894,

2+ Pix (1.2460638102413095+ conl] - 8.58261122099779» [ 2] + 27, 6138256673687 » oni3)] +
0.,2026047368398701 » oon[4) ~19.075294335326753 » o[ 5] + 0.334191955922436556« con[ 6] +
1.058811864739314« an[7) - 0.6037332089427453 » con (8] - 0.5994277709212066 * o[ 9) -
0.0332663375639564 » an[10] } == 124.66637514245211,

2% Pi« (0.00847146340525614 » oni 1] - 0. 0012075529826401552 » con[2] - 0.000010075877928051005 » cen (3] -
0.008318353012708456« oon[ 4] - 0.00507598915146466 » con[ 5] + 0.0049851584831 751014 « o[ 6] +
0.010630669010376228~ can( 7] + 0.007244536965465418 » oon[ 8] - 0.000531621.5204376978 « cen( 9] -
0.0082369688270601.90 » o [107) == 0.290132654B763794,

2« Pie (0.020965836239919364 * o[ 1) - 0.06174130951003834+« an[ 2] + 0.02661356585459554 « e[ 3] -
0.012384760467707062» cn(4) - 0.025492765136839145 » oon[ 5] + 0.096903927808B6449  on[6] +
0.022365162315015702 » o[ 7) + 0.008010449976347422 « o[ 0] - 0.07026165414284202  con[9) -
0.012447099561242587» on(10] ) == 1.20808606196874144,

2% Piw (0.2217414592533733 «» omn[1] - 1.3682683531938156« aon[2] + 3.024244061753864»cn( 3] -
0.03747745911709753» an[ 4] -0.7066470545585964 » ocon(5) + 1.3989019230687885« can (6] +
0.82673993342289  can{ 7] - 0.4271129920485385 » oon[ 8] - 0.7701089349877399+« cxn[ 9] -
0.055822919689785346 « aan{10] ) == 22.66661366226402,

2« Piw (7.552020412672337+ omi[ 1] - 68.02480777810855« an[2] + 364 .41561956420313» can(3) +
4.614057210154126 * o[ 4] - 400. 6666741581051 » o[ 5] - 6.298360288737215~ cani6] +
17.711793761261482 » con[ 7] - 10.553058261671291 » con[ D] - 7.6675127607300335« cn[ 9] -
(.3136608720617514 » cen[10]) = 1416.6633538915012) ,

{oen([l], o=ni2], em(3], cn[4], conl5] , cenl6], om[7], en(8], cnm{91, om(10]}]

Dol
hhhh = ocn{j] /. cnaux2[[1]];
an[[3]] = hhhh;
i {j: 1, k}Ir'

on
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temp = Array[0&, {(k+1, k+1}];

graftemp = Array[0 &, {(k+1, k+1}];

graftmed = Array[0 &, (100}];

cont = 0;

Dol

If[t=0.00025]] t=0.0005]]| t=0.001||t=0.0015]| t=0.0020|] t=0.0025[| £t=0.003 ]|
£=0.0035|| t=0.005||t=0.01]]t=0.02]]t=0.05|]t=0.1]|t=0.15]|t=0.2]|
t=0.25]1t=0.3||t=0.35||t=0.4||t=0.45||t=0.5]]t=0.6]1t=0.7||t=0.8]]
t=0.9]|| £=1.0,
r=-dr;

der=a/ (k);

Do

r=r+dr;

dz= (bxSgrt[l-xr*2/a”2])/ (k);
z=-dz;

Do[

z=z+dz;

If[z<= bxSgrt[l-r*2/a"2],

temp[[i, J]) = Sum[cn[[ii]] » psin[[ii]] » Exp[-yaux2[[ii]] «t], {ii, 1, k}];
graftemp([i, J]] = {F, 2, temp([[i, J]11};

temp[[i, J1] = 2;
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s {3, 1, k+1}];

ocont = cont+ 1;
Clear(r, z] ;
tmed = Integrate[
Integrate[Sum[cn[[ii]] » psinaux[[ii]] « Bxp[-yauwx2[[ii]]«t], {ii, 1, k}] *x
, {z, 0, baSgrt[(1-x72/a"2)]1}]
,{r,0,a}]*x2+«Pi/ (2+Pixa”2+b/ 3);

mt{"m"’ t' n Il' "Mo___ll’ m' " “' "t(s) ="' tl‘ (1.22*10A_5) ’ " ||’ ||b,a-_-"|' bl a];
Print["M (kg/kg)", MatrixForm[graftemp // N]] ;
Pr:i..nt[" ll];

17

, {t, 0, 1., .00025}]



ANEXOS C - Resultados numéricos dos coeficientes ajj, bij, A, d,,

e C, para um esferdide com razio de aspecto b/a=5,0
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a=1.0

b=5.0
A
-1.632 -0.466286 -5.82857 -0.207238 -1.29524 -48.5714 -0.113039 -0.47099 -8.83117 -551.948
-0.466286 -0.410413 -1.29524 -0.260802 -0.932756 -8.83117 -0.17186 -0.501543 -5.38129 -84.9151 |
-5.82857 -1.29524 -51.1111 -0.470996 -9.29293 -586.58 -0.217383 -2.85936 -90.2431 -7929.57 !
-0.207238 -0.260802 -0.470996 -0.205959 -0.501543 -2.71728 -0.155493 -0.343266 -2.50771 -22.644 r
-1.29524 -0.932756 -9.29293 .0.501543 -5.52337 -90.2431 -0.286434 -2.56455 -46.2648 -1057.28
-48.5714 -8.83117 -586.58 -2.71728 -90.2431 -8096.07 -1.08691 -24.0648 -1079.48 -123106. )
-0.113039 -0.17186 -0.217383 -0.155493 -0.286434 -1.08691 -0.129015 -0.228665 -1.26368 -7.99201
-0.470996 -0.501543 -2.85936 -0.343266 -2.56455 -24.0648 -0.228665 -1.54115 -18.9405 -248.771
-8.83117 -5.38129 -90.2431 ' -2.50771 -46.2648 -1079.48 -1.26368 -1B8.9405 -482.524 -14483.1
-551.948 -84.9151 -7929.57 -22.644 -1057.28 -123106. -7.99201 -248.771 -14483.1 -2.03427x 106
B
( 0.228571 0.0507937 0.634921 0.0184704 0.11544 4.329 0.00852481  0.03552 0.666001 41.625
0.0507937 0.0184704 0.11544 0.00852481 0.03552 0.66600L 0.00454656 0.014208 0.1776 5.55001
0.634921 0.11544 4.329 0.03552 0.666001 41.625 0.014208 0.1776 5.55001 485.625
0.0184704 0.00852481 0.03552 0.00454656 (0.014208 0.1776 0.00267445 0.00668612 0.0626824 1.30588
0.11544 0.03552 0.666001 0.014208 0.1776 5.55001 0.00668612 0.0626824 1.30588 57.1324
4.329 0. 666001 41.625 0.1776 5.55001 485.625 0.0626824 1.30588 57.1324 6427 .4
0.00852481 0.00454656 0.014208 0.00267445 0.00668612 0.0626824 0.00168913 0.00351901 0.0263926 0.412384
0.03552 0.014208 0.1776 0.00668612 0.0626824 1.30588 0.00351901 0.0263926 0.412384 12.0279
0.666001 0.1776 5.55001 0.0626824 1.30588 57.1324 0.0263926 0.412384 12.0279 676.568
41.625 5.55001 485.625 1.30588 57.1324 6427.4 0.412384 12.0279 676.568 93028.1
n
{6.30122, 8.79151, 13.9972, 31.8379, 33.9911, 42.2285, 81.7334, 83.0999, 160.22, 286.186}
dn _
1 -0.450766 -0.178643 0.0767779 0.0643214 0.0113073 -0.00599857 -0.00695315 -0.00241965 -0.000242579
1 -0.379354 -1.08297 0.0266384 0.419789 0.112503 0.00485203 -0.0424934 -0.0253061 -0.00305188]
1 0.00605824 -1.77572 -0.137322 0.234992 0.350364 -0.00308658 0.105388 -0.0607245 -0.0127492 |
1 -6.38074 -0.215782 6.37716 1.12068 0.0113656 -2.01623 -0.604568 -0.0430813 -0.0000731994 |
e 1 -1.52646 -1.31268 3.70158 -2.08618 0.369739 -1.4738 0.118429 0.230139 -0.022087
1 -4.40382 -1.42654 -0.308087 6.98775 0.145587 2.37623 -3.70366 -0.363419 -0.00401305
1 -17.6646 0.256895 48.4538 0.798601 -0.0837807 -28.2517 -4.09406 0.215911 0.00308177 |
1 -12.6129 -0.403326 31.8983 1.89519 0.0637848 -20.5334 -0.697538 -0.192486 -0.00209516
1 -8.60049 -1.19045 2.7319 11.8184 0.109182 17.8369 =17:3223 -0.534696 -0.00256027 |
1 -20.7837 -0.165272 B81.556 2.15923 0.00875976 -79.3027 -4.0564 -0.0545249 -0.000150359 )
Cn

{2.13121, -0.734714, 0.279142, -1.27436, -0.13684, 0.347574, 0.627741, 0.220556, -0.24755, - 0.704943)
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