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RESUMO

Neste trabalho realiza um estudo sobre as cônicas com o objetivo de apresentar a propriedade
refletora utilizando os bilhares cônicos, por ser uma aplicação direta dessa propriedade, pos-
sibilitando uma melhor interpretação da mesma, pois ao entrar em movimento a trajetória da
bola ira descrever um ponto sobre a mesa do bilhar, que ao atingir a tabela será refletida para
a caçapa. Essa propriedade de reflexão, contida nos bilhares cônicos, ocorre pelo fato de que
o ângulo de incidência, ou seja, o ângulo de chegada quando a bola atinge a tabela, é igual
ao ângulo de reflexão. Para cada bilhar ocorre de maneira diferente. No bilhar elíptico se a
bola estiver localizada em uma marcação feita sobre a mesa, ao taca-la em qualquer ponto da
tabela, com força suficiente, a mesma tocará apenas uma vez na tabela e será refletida para a
caçapa do bilhar. Caso a bola não esteja sobre a marcação ao taca-la, com força suficiente, em
direção a mesma a bola tocará apenas uma vez na tabela e será refletida para a caçapa. No bilhar
hiperbólico, independentemente da posição, ao tacar a bola em direção a uma marcação feita na
tabela, a mesma atingirá apenas uma vez a tabela e será refletida para a caçapa do bilhar. No
bilhar parabólico, também independentemente da posição da bola, ao taca-la paralelamente ao
eixo de simetria, ou seja, taca-la reta em qualquer ponto da tabela, tocará apenas uma vez na
mesma e será refletida para a caçapa. Demonstra-se essa propriedade de reflexão utilizando
definições de cada curva, deduzindo a equação canônica das mesmas, derivando implicitamente
cada equação deduzida, obtendo o coeficiente angular das retas tangente e normal de cada cônica,
utilizando a Tangente Trigonométrica dos Ângulos, Teorema do Ângulo Externo, Coeficientes
Angulares e Manipulações Algébricas.

Palavras-chave: Cônicas, Propriedade de Reflexão, Bilhares Cônicos.



ABSTRACT

In this work, a study is carried out on the conics with the objective of presenting the reflective
property using the conical billiards, since it is a direct application of this property, allowing a
better interpretation of the same, because when moving the ball trajectory will describe a point
about the billiard table, which upon reaching the table will be reflected to the pocket. This
reflection property, contained in the conical billiards, is due to the fact that the angle of incidence,
ie the angle of arrival when the ball reaches the table, is equal to the angle of reflection. For
each billiard it occurs differently. In elliptical billiards if the ball is located on a marking made
on the table, to draw it anywhere on the table with enough force, it will only play once in the
table and will be reflected to the billiard pocket. If the ball is not over the mark, with sufficient
force, towards it the ball will play only once in the table and will be reflected to the pocket.
In hyperbolic billiards, regardless of the position, when you hit the ball towards a mark made
on the table, it will hit only once the table and will be reflected to the billiard deck. In the
parabolic billiard, also regardless of the position of the ball, to stick it parallel to the axis of
symmetry, that is, to pick it straight at any point in the table, it will touch only once in the same
and will be reflected to the pocket. This property of reflection is demonstrated using definitions
of each curve, deducing the canonical equation of the same, deriving implicitly each deduced
equation, obtaining the angular coefficient of the tangent and normal lines of each conic, using
Angular Trigonometric Tangent, External Angle Theorem , Angular Coefficients and Algebraic
Manipulations.

Keywords: Conics, Property of Reflection, Conics Billiard.
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INTRODUÇÃO

A matemática foi e vem sendo desenvolvida mediante as necessidades do ser humano em

solucionar determinados problemas, no caso das cônicas não foi diferente, com os avanços nos

estudos as propriedades das cônicas obtiveram aplicações. Ganhou notoriedade nas áreas como

astronomia, problemas físicos e arquitetônicos.

As cônicas possuem a propriedade de reflexão, cujas aplicações são encontradas em

diversas áreas. Podendo citar a propriedade refletora da elipse empregada em aparelhos de

iluminação em consultórios dentários, por meio da propriedade o equipamento tem a capacidade

de concentrar fachos de luz em um único ponto. A propriedade refletora da parábola abrange

diversas áreas, suas aplicações são encontradas nas antenas parabólicas, faróis de veículos entre

outras. A propriedade de reflexão da hipérbole combinada com a propriedade de reflexão da

parábola propicia a construção de telescópios de reflexão.

De acordo com Lorenzato (2006) material didático é “qualquer instrumento útil ao

processo de ensino e aprendizagem”. Então tabuleiros, cartas, tangram, jogos, lápis, bilhares

cônicos e quadro de acordo com a definição do autor são considerados materiais didáticos. Neste

trabalho será apresentada a propriedade de reflexão das cônicas, utilizando os bilhares cônicos

como material didático.

O bilhar é qualquer jogo desenvolvido em um mesa utilizando tacos e bolas. No caso

do bilhar cônico o diferencial está no formato da mesa de jogo, pois foram construídos sobre

o esboço de uma elipse, de uma parábola e de uma hipérbole o qual é jogado com apenas uma

bola de cada vez.

A utilização dos bilhares cônicos como recurso didático pode favorecer o ensino/aprendi-

zagem de definições e propriedades de uma forma lúdica possibilitando ao estudante adquirir

conhecimentos matemáticos por meio de um processo alternativo. Esta forma de ensino permite

que os alunos construam um pensamento crítico sobre o assunto abordado.

Ainda segundo Lorenzato (2006), os materiais didáticos podem desempenhar múltiplas

funções, dependendo do objetivo almejado, seja ele, expor um assunto, motivar os alunos,

auxiliar a memorização de resultados ou apresentar uma propriedade.

Será apresentada a propriedade refletora das cônicas por meio dos bilhares cônicos com

a finalidade de facilitar a interpretação da mesma, pois a bola irá representar um ponto que

descreverá uma trajetória sobre a mesa, ao atingir a tabela do bilhar, a bola será refletida com o

ângulo de reflexão igual ao ângulo de incidência. Com isso, será refletida em direção à um ponto

denominado foco.

O trabalho é constituído por uma pesquisa bibliográfica e está dividido em quatro ca-
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pítulos. No primeiro Capítulo, apresenta alguns resultados básicos a respeito de coeficientes

angulares, tangente trigonométrica, derivada implícita e as deduções das equações canônicas

das curvas. No segundo Capítulo, demonstra-se a propriedade de reflexão da elipse por meio

do bilhar elíptico e aborda algumas aplicações além do bilhar. No terceiro Capítulo, através

do bilhar hiperbólico demonstra-se a propriedade de reflexão da hipérbole e aborda algumas

aplicações. No quarto Capítulo, utilizando o bilhar parabólico, também demonstra a propriedade

de reflexão da parábola e algumas aplicações.
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1 ELIPSE, HIPÉRBOLE E PARÁBOLA

Este Capítulo apresenta alguns resultados básicos a respeito de coeficientes angulares,

tangente trigonométrica, derivada implícita e as deduções das equações canônicas das curvas

estudadas.

Utiliza-se as letras maiúsculas, A,B,C, para representar os pontos do plano, as letras

minúsculas, r, s, . . . , para representar as retas e para os ângulos as letras gregas α, β, ϕ.

O símbolo N designa triângulo. O ângulo é a reunião de duas semirretas de mesma

origem, sendo AB̂C usado para denotar o ângulo formado no ponto B e, a notação m(AB̂C)

usada para representar a medida do ângulo.

O segmento AB é constituído por dois pontos (A e B) e por todos os pontos que encontra-

se entre eles e, denotado por AB. Sendo a notação m(AB) usada para representar a medida do

AB.

1.1 Resultados Básicos

O Teorema do Ângulo externo faz-se necessário para o entendimento dos próximos

capítulos, enunciado como sendo:

Teorema 1.1 (Ângulo Externo) A medida de um ângulo externo de um triângulo é igual a

soma das medidas dos dois ângulos internos que não lhe são adjacentes.

Demonstração. Considera-se o NABC,

Figura 1 – NABC.

Fonte: Autoria própria.

Marca-se um ponto D na semirreta definida pelo segmento BC de tal maneira que o

ponto C fique entre os pontos B e D, como mostra a Figura (2).
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Figura 2 – O ponto D na semirreta definida pelo segmento BC.

Fonte: Autoria própria.

A partir do ponto C traça-se uma reta r paralela ao AB e marca um ponto P na reta r,

Figura (3).

Figura 3 – Reta r paralela ao segmento AB.

Fonte: Autoria própria.

Por construção tem-se:

m(AĈD) = m(AĈP ) +m(PĈD). (1.1)

Note que, os ângulos AĈP e Â são alternos internos, pois a semirreta definida pelo

segmento AB e a reta r são paralelas e interceptam outra semirreta transversal que é definida

pelo segmento AC. Portanto,

m( AĈP ) = m(Â). (1.2)

Por outro lado os ângulo PĈD e B̂ são correspondentes, pois o segmento AB é paralelo

a reta r e é interceptada por uma semirreta transversal definida pelo segmento BD. Logo,

m(PĈD) = m(B̂). (1.3)

Substituindo (1.2) e (1.3) em (1.1),

m(AĈD) = m(Â) +m(B̂). (1.4)
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Assim a medida do ângulo externo AĈD é igual a soma das medidas dos dois ângulos

internos que não lhe são adjacentes, respectivamente AB̂C e BÂC.

Iniciando o conceito de coeficiente angular de uma reta chegando até a interpretação

geométrica da derivada de uma função, que será posteriormente definida.

Sejam s uma reta, não-vertical, P1 = (x1, y1) e P2 = (x2, y2) dois pontos quaisquer de s,

com P1 6= P2, os números △x = x2 − x1 e △y = y2 − y1 são chamados de acréscimo de x e y,

respectivamente.

Em outras palavras, x2 = △x + x1 e y2 = △y + y1 são os acréscimos que levam do

ponto P1 ao ponto P2, Figura (4).

Figura 4 – Os pontos P1 e P2 da reta s.

Fonte: Autoria própria.

Existe uma relação entre as coordenadas dos pontos que expressa a inclinação da reta s,

a qual é dada pela definição a seguir.

Definição 1.1 O coeficiente angular de uma reta é dado pela seguinte razão

m =
y2 − y1

x2 − x1

ou

m =
△y

△x
.

O resultado de m expressa o quanto a reta s está inclinada em relação ao eixo x e pode

ser chamada também de declive ou declividade.



Capítulo 1. ELIPSE, HIPÉRBOLE e PARÁBOLA 6

A escolha, seja ela do ponto P1 para o ponto P2, ou do ponto P2 para o ponto P1, é

irrelevante para o número m. Ou seja,

m =
y2 − y1

x2 − x1

=
y1 − y2

x1 − x2

.

Por outro lado, com base na figura (4), pode-se deduzir que a inclinação de uma reta

também pode ser obtida pela tangente trigonométrica do ângulo α. Então:

tan(α) =
y2 − y1

x2 − x1

ou

tan(α) = m.

Dados dois pontos quaisquer sobre uma reta, por meio das coordenadas dos mesmos

obtêm-se o coeficiente angular m. Considerando P = (x1, y1) um ponto particular e Q = (x, y)

um ponto genérico da reta, e escrevendo,

y − y1 = m(x− x1),

tem-se a equação da reta de coeficiente angular m, que passa pelo ponto P .

Agora ao invés de uma reta considere uma curva. Como os pontos não acompanham

uma linha reta, então valores de m diferem, pois a inclinação varia de acordo com o contorno

da curva. Sendo f uma função contínua no intervalo aberto I e sobre o gráfico da mesma dois

pontos, P1 = (x1, f(x1)) e P2 = (x2, f(x2)), como mostra a Figura (5).

Figura 5 – Os pontos P1 e P2 sobre o gráfico da função.

Fonte: Autoria própria.

Seja s a reta que passa por P1 e P2, o coeficiente angular da reta definida por esses dois

pontos é dada por:

m =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
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também podemos escrever como a tangente trigonométrica de α. Ou seja,

tan(α) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

ou ainda,

tan(α) = m.

Considere o ponto P1 fixo e o ponto P2 aproximando-se de P1, obtendo sucessivas

posições, s1, s2, s3, . . . , como mostra na Figura (6).

Figura 6 – Sucessivas posições da reta s.

Fonte: Autoria própria.

Induzir o ponto P2 aproximar-se do ponto P1, consiste em tomar o número x2 cada vez

mais próximo de x1, denotado por mt, escrevendo como sendo,

mt = lim
x2−→x1

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

, desde que exista

com △x = x2 − x1, tem-se:

mt = lim
△x−→0

f(x1 +△x)− f(x1)

△x
,

note que, quando △x tende a 0, então tan(α) tende a tan(β). Portanto:

tan(β) = lim
△x−→0

f(x1 +△x)− f(x1)

△x
.

Assim, o declive da reta s secante aproxima-se de uma posição limite mt que é igual

a tan(β), dada pela reta t, na medida que o ponto P2 tende ao ponto P1. Com isso, segue a

seguinte definição:

Definição 1.2 A reta que passa pelo ponto P1 e tem coeficiente angular mt é chamado reta

tangente ao gráfico de f no ponto (x1, f(x1)).
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Definida a reta t, tangente ao gráfico da função f em P1, a reta n perpendicular à t nesse

ponto é chamada reta normal, Figura (7).

Figura 7 – Reta n normal.

Fonte: Autoria própria.

Realiza-se a seguinte definição, para a derivada de uma função.

Definição 1.3 Sejam f uma função definida em um intervalo aberto I e x1 ∈ I . O limite

lim
x2−→x1

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

,

quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em x1 e indicaremos por f ′(x1). Portanto

f ′(x1) = lim
x2−→x1

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.

A derivada de f , em x1, é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto

de abscissa x1. Finalizado os assuntos envolvendo funções que podem ser descritas por uma

variável, usualmente y, que depende explicitamente de outra variável, normalmente x, ou seja

y = f(x),

no entanto em algumas ocasiões é mais conveniente definir y de maneira implícita, então segue a

seguinte definição.

Definição 1.4 Uma função contínua em um intervalo aberto é dita ser implícita numa equação

onde figurem as variáveis x e y, contando que ao substituir o y por f(x), a equação resultante

seja verdadeira para todos os valores de x no domínio de f .

Quando y = f(x), a inclinação da reta tangente ao gráfico no ponto (x1, f(x1)) é a

derivada f ′(x1), que indicaremos por mt. Ou seja,

mt = f ′(x1),
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ou, sob uma notação distinta,

mt =
dy

dx
.

Com y = f(x), pode-se encontrar
dy

dx
, derivando a função f , onde escreve-se como

sendo,
dy

dx
= f ′(x) ou apenas como

dy

dx
= y′.

Quando y está definido por meio de uma equação implícita, pode-se calcular a derivada

da função definida implicitamente sem a necessidade de explicitá-la, usando a Regra da Cadeia.

Considerando y = f(x), onde a expressão para f(x) não é conhecida, derivando ambos os

membros da equação em relação a x. Obtendo a resolução da equação isolando y′. Seguindo o

mesmo raciocínio, considerando x = g(y) chega a x′.

Enfatizado o conceito de coeficiente angular e derivada, segue com assuntos referentes a

ângulos formados por duas retas. Apresentando o seguinte lema:

Lema 1.1 Sejam mr, ms os coeficientes angulares das retas r e s, respectivamente. As retas r e

s são perpendiculares entre si se o produto de mr e ms for igual a −1. Ou seja,

mrms = −1.

Demonstração. r e s duas retas no plano, formando ângulos ϕ e β, respectivamente. α é o

ângulo formado pela interseção das retas, Figura (8).

Figura 8 – Retas perpendiculares.

Fonte: Autoria própria.

Pelo Teorema do Ângulo Externo, tem-se:

β = ϕ+ α

ou ainda,

β − α = ϕ,

aplicando a tangente em ambos os membros da expressão,

tan(ϕ) = tan(β − α),
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reescrevendo segue,

tan(ϕ) =
sin(β − α)

cos(β − α)
.

Tome α =
(π

2

)

,

tan(ϕ) =
sin

(

β −
π

2

)

cos
(

β −
π

2

) .

Desenvolvendo o seno e o cosseno da diferença, temos:

tan(ϕ) =
sin(β) cos

(π

2

)

− sin
(π

2

)

cos(β)

cos(β) cos
(π

2

)

+ sin(β) sin
(π

2

) ,

sabendo sin
(π

2

)

= 1 e cos
(π

2

)

= 0. Então,

tan(ϕ) = −
cos(β)

sin(β)
,

com algumas manipulações algébricas,

tan(ϕ) = −
1

tan(β)
,

multiplicando ambos os lados da expressão anterior por tan(β), tem-se:

tan(β) tan(ϕ) = −1.

Como a tangente trigonométrica do ângulo, formada pela reta e o eixo x, é o coeficiente

angular das respectivas retas, então escreve como sendo:

msmr = −1.

Apresenta-se também um lema de extrema importância para as demonstrações nos

próximos capítulos:

Lema 1.2 Sejam duas retas r , s, não verticais, de coeficientes angulares mr e ms, respectiva-

mente, formam entre si um ângulo agudo de medida α, então:

tan(α) =

∣

∣

∣

∣

ms −mr

1 + (msmr)

∣

∣

∣

∣

.
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Demonstração.

Tome duas retas r e s, com ϕ o ângulo formado pela reta r e o eixo x, β o ângulo formado

pela reta s e o eixo x, e α o ângulo formado pela interseção dessas duas retas. Figura (9).

Figura 9 – Retas r e s.

Fonte: Autoria própria.

Pelo Teorema do Ângulo Externo, tem-se:

β = ϕ+ α

da expressão anterior, segue:

β − ϕ = α,

ou ainda,

tan(α) = tan(β − ϕ)

chegando,

tan(α) =
tan(β)− tan(ϕ)

1 + [tan(β) tan(ϕ)]
.

Como o coeficiente angular pode ser escrito como a tangente trigonométrica do ângulo,

segue que:

tan(β) = ms e tan(ϕ) = mr,

reescrevendo como sendo,

tan(α) =
ms −mr

1 + (msmr)
.

Por outro lado.
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Figura 10 – Retas r e s.

Fonte: Autoria própria.

Mais uma vez pelo Teorema do Ângulo Externo, tem-se:

ϕ = β + α

obtendo,

α = ϕ− β.

segue que:

tan(α) = tan(ϕ− β),

chegando a:

tan(α) =
tan(ϕ)− tan(β)

1 + [tan(ϕ) tan(β)]
.

Como o coeficiente angular pode ser escrito como a tangente trigonométrica do ângulo,

ou seja,

tan(ϕ) = mr e tan(β) = ms,

reescrevendo,

tan(α) =
mr −ms

1 + (mrms)

ou ainda,

tan(α) = −
ms −mr

1 + (msmr)
.

Logo, em qualquer situação tem-se:

tan(α) =

∣

∣

∣

∣

ms −mr

1 + (msmr)

∣

∣

∣

∣

.

Portanto, a expressão anterior nos fornece um ângulo agudo α, formado pelas retas r e s.

A propriedade que pretende-se demonstrar está presente nas curvas obtidas por meio

de secções com um plano no cone. Considere um cone circular de duas folhas, que estende-se

indefinidamente em ambas as direções.
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Uma geratriz do cone é uma reta que encontra-se sobre o mesmo, o conjunto de todas

essas geratrizes contém um ponto v em comum, denominado vértice, Figura (11).

Figura 11 – Cone.

Fonte: Autoria própria.

Por meio de um cone circular duplo, variando o ângulo entre agudo, reto ou obtuso, do

plano de secção obtém-se curvas distintas.

Considere β o ângulo formado pela entre geratriz e a base do cone e seja α o ângulo

formado pelo plano secante e a base do cone, Figura (12).

Figura 12 – Ângulo formado pela interseção.

Fonte: Autoria própria.

De acordo com a variação da inclinação do plano de secção tem-se,
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Figura 13 – Variação da inclinação do plano de secção.

Fonte: Autoria própria.

a parábola com α = β, hipérbole com α > β e elipse com α < β.

1.2 Elipse

Definição 1.5 Sejam F1, F2 pontos do plano e r um número real positivo, com d(F1, F2) < r.

O conjunto de todos os pontos P do plano, tais que

d(F1, P ) + d(P, F2) = r

é chamado de elipse de focos F1, F2 e Eixo Maior r.

Se P , P1, P2, . . . , são pontos da elipse, então

Figura 14 – Pontos da elipse.

Fonte: Autoria própria.

d(P, F1) + d(P, F2) = d(P1, F1) + d(P1, F2) = d(P2, F1) + d(P2, F2) = r. (1.5)
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Os elementos da elipse são:

Figura 15 – Elementos da elipse.

Fonte: Autoria própria.

1. Os pontos A1, A2 e B1, B2, são os vértices;

2. O segmento com extremidade A1 e A2 é o eixo maior;

3. O segmento com extremidade B1 e B2 é o eixo menor;

4. O ponto C gerado pela interseção dos eixos da elipse é o centro;

5. Os pontos F1 e F2 situados no eixo maior, dispostos equidistantes dos vértices e do centro

da elipse, são os focos.

Antes de deduzir a equação canônica da curva, mostra-se que a distância do centro da

elipse ao vértice A é igual a uma constante a, com a > 0, e a medida do segmento B1F2 também

é igual a a, ou seja, m(B1F2) = a.

Pela definição da elipse, segue que:

d(A1, A2) = 2a, com a > 0

reescrevendo d(A1, A2), como sendo:

d(A1, A2) = d(F1, A2) + d(F2, A2)

assim,

d(F1, A2) + d(F2, A2) = 2a. (1.6)

Também reescrevendo d(F1, A2). Ou seja,

d(F1, A2) = 2d(C, F2) + d(F2, A2), (1.7)
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substituindo (1.6) em (1.7), obtemos

2d(C, F2) + d(F2, A2) + d(F2, A2) = 2a

somando os termos iguais, segue que:

2d(F2, A2) + 2d(C, F2) = 2a, (1.8)

dividindo (1.8) por 2, tem-se:

d(C, F2) + d(F2, A2) = a. (1.9)

Note pela figura (15), que:

d(C, F2) + d(F2, A2) = d(C,A2) (1.10)

substituindo (1.10) em (1.9). Então,

d(C,A2) = a. (1.11)

Agora mostrará que, m(B1F2) = a. Pela definição tem-se,

d(F1, B1) + d(B1, F2) = 2a. (1.12)

Figura 16 – NB1CF1 e o NB1CF2.

Fonte: Autoria própria.

Pelo fato dos focos serem equidistantes e os NB1CF1 e NB1CF2 compartilharem o

mesmo segmento, B1C, então os triângulos são congruentes. Então,

d(F1, B1) = d(B1, F2). (1.13)

Substituindo (1.13) em (1.12):

d(B1, F2) + d(B1, F2) = 2a,
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somando os termos em comum. Ou seja,

2d(B1, F2) = 2a

dividindo ambos os membros da igualdade por 2, tem-se:

d(B1, F2) = a.

Portanto, a medida do segmento B1F2 é igual a a, com a > 0.

1.2.1 Equação Canônica da Elipse

Para obter a equação canônica da curva, é conveniente considerar a elipse no plano xy,

de tal maneira que seu centro C coincida com a origem do sistema xy e os focos F1 e F2 estejam

localizados nas partes positiva e negativa do eixo x, ou seja, F1 = (−c, 0) e F2 = (c, 0).

Pela definição, se P = (x, y) pertence a elipse, então:

d(P, F1) + d(P, F2) = 2a. (1.14)

As distâncias entre o ponto P e os focos F1 e F2 são:

d(P, F1) =
√

(x− (−c))2 + (y − 0)2 e d(P, F2) =
√

(x− c)2 + (y − 0)2 (1.15)

substituindo (1.15) em (1.14), segue que:

√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a

ou ainda,
√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2.

Elevando ambos os membros da expressão anterior ao quadrado.
(

√

(x+ c)2 + y2
)2

=
(

2a−
√

(x− c)2 + y2
)2

,

tem-se:

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2.

Desenvolvendo o quadrado da soma e o quadrado da diferença, obtendo:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2 + y2,

chegando a,

4xc = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2.

Dividindo ambos os membros da equação por 4, tem-se:

xc = a2 − a
√

(x− c)2 + y2



Capítulo 1. ELIPSE, HIPÉRBOLE e PARÁBOLA 18

da expressão anterior, obtêm-se que:

xc− a2 = −a
√

(x− c)2 + y2.

Elevando mais uma vez, ambos os membros da equação ao quadrado.

(

xc− a2
)2

=
(

−a
√

(x− c)2 + y2
)2

,

segue que:

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2[(x− c)2 + y2].

Desenvolvendo o quadrado da diferença.

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2(x2 − 2xc+ c2 + y2),

pela propriedade distributiva da multiplicação, segue que:

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2x2 − 2a2xc+ a2c2 + a2y2

ou ainda,

x2c2 + a4 = a2x2 + a2c2 + a2y2.

Com algumas manipulações algébricas, chegando a:

a4 − a2c2 = a2x2 − x2c2 + a2y2

reescrevendo, tem-se:

a2(a2 − c2) = x2(a2 − c2) + a2y2.

Usando o Teorema de Pitágoras no NCB1F2, como a > c, então:

a2 − c2 = b2,

substituindo na expressão anterior, obtendo:

a2b2 = x2b2 + a2y2.

Dividindo por a2b2, segue que:

a2b2

a2b2
=

x2b2

a2b2
+

a2y2

a2b2
.

Donde concluí-se que:
x2

a2
+

y2

b2
= 1, (1.16)

é a equação canônica da elipse nas condições iniciais. Analogamente encontra-se a equação da

elipse, cujo eixo maior esteja localizado sobre o eixo das ordenadas y e o centro na origem no

plano xy, chegando a:
x2

b2
+

y2

a2
= 1.

Não iremos trabalhar os casos de translação de eixos, pois não é o foco desse estudo.
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1.2.2 Coeficiente Angular das Retas Tangente e Normal à Elipse

Com algumas condições iniciais, consegue obter a equação canônica da elipse, na forma:

x2

a2
+

y2

b2
= 1, com a > 0 e b > 0,

partindo dessa equação encontra-se o coeficiente angular da reta tangente no ponto P = (x, y),

por meio da derivada implícita.

Derivando a equação (1.16), em relação a x ambos os membros da equação. Ou seja,

d

dx

(

x2

a2
+

y2

b2

)

=
d

dx
(1),

a derivada da soma é a soma das derivadas, então:

d

dx

(

x2

a2

)

+
d

dx

(

y2

b2

)

= 0.

Lembrando que y é uma função de x usando a Regra da Cadeia, estamos levando em

consideração que o público alvo já possua conhecimento dessa regra de derivação, dessa forma.

d

dx

(

x2

a2

)

+
d

dy

(

y2

b2

)

dy

dx
= 0,

seque que,
2x

a2
+

2y

b2
dy

dx
= 0

ou ainda,
2y

b2
dy

dx
= −

2x

a2
.

Multiplicando a expressão anterior por
b2

2y
, tem-se:

dy

dx
=

(

−
2x

a2

)(

b2

2y

)

,

onde segue que:
dy

dx
= −

2xb2

2ya2
,

simplificando,
dy

dx
= −

b2x

a2y
.

O coeficiente angular da reta t, tangente ao gráfico no ponto P , é:

mt = −
b2x

a2y
. (1.17)

Pelos resultados já trabalhados. a equação da reta t, tangente à elipse no ponto P , pode

ser obtida por:

y − y1 = m(x− x1),
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substituindo o resultado (1.17), tem-se:

y − y1 = −
b2x

a2y
(x− x1),

multiplicando ambos os membros da equação anterior por a2y, obtendo:

a2y(y − y1) = −b2x(x− x1)

aplicando a propriedade distributiva,

a2y2 − a2yy1 = −b2x2 + b2xx1,

adicionando a2yy1 + b2x2 em ambos os membros, tem-se:

a2y2 + b2x2 = a2y1y + b2xx1.

Dividindo ambos os lados por a2b2, segue,

y2

b2
+

x2

a2
=

y1y

b2
+

xx1

a2
.

Como,
y2

b2
+

x2

a2
= 1.

Concluí-se que:
y1y

b2
+

xx1

a2
= 1. (1.18)

Obtendo assim a equação da reta t, tangente à elipse no ponto P . Utilizando o coeficiente

angular da reta t obtêm o coeficiente angular da reta n, normal à elipse no ponto P . Como a reta

n é perpendicular a reta t, então:

mn = −
1

mt

.

Por (1.17), segue:

mn = −
1

(

−
b2x

a2y

) ,

após algumas manipulações algébricas, chega a:

mn =
a2y

b2x
. (1.19)

Com o resultado (1.19), obtêm a equação da reta n, utilizando.

y − y1 = m(x− x1),

segue,

y − y1 =
a2y

b2x
(x− x1).
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Multiplicando ambos os membros por b2x, tem-se:

b2x(y − y1) = a2y(x− x1),

aplicando a propriedade distributiva da multiplicação, chega a:

b2xy − b2xy1 = a2yx− a2yx1.

Com algumas manipulações algébricas, reescrever como sendo:

−b2xy1 + a2yx1 = a2xy − b2xy,

donde, concluí-se que a equação da reta n é,

a2yx1 − b2xy1 = xy(a2 − b2). (1.20)

Concluído os assuntos preliminares da elipse, seguiremos com o conteúdo relacionados à

hipérbole.

1.3 Hipérbole

Definição 1.6 Sejam F1, F2 pontos do plano e r um número real positivo com d(F1, F2) > r. O

conjunto de todos os pontos P do plano, tais que:

|d(F1, P )− d(P, F2)| = r

é chamado de hipérbole de focos F1, F2 e Eixo Maior r.

Se P1, P2, P3, . . . , são pontos da hipérbole, então

Figura 17 – Pontos da hipérbole.

Fonte: Autoria própria.
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|d(F1, P1)− d(P1, F2)| = |d(F1, P2)− d(P2, F2)| = |d(F1, P3)− d(P3, F2)| = r. (1.21)

Os elementos da hipérbole são:

Figura 18 – Elementos da hipérbole.

Fonte: Autoria própria.

1. Os pontos A1 e A2 são os vértices;

2. O ponto 0 é o centro e ponto médio do segmento A1A2 ;

3. Os pontos F1 e F2 situados no eixo maior. Estão dispostos equidistantes dos vértices e do

centro da hipérbole são os Focos;

4. Os segmentos A10 e 0A2 são os semieixo real.

1.3.1 Equação Canônica da Hipérbole

Para a dedução da equação canônica da curva, considerou-se a hipérbole no plano xy

de tal madeira que o eixo x é a reta que contém os focos, F1 e F2, e o eixo y como sendo a reta

perpendicular que passa pelo ponto médio dos focos. Dessa maneira escreve-se F1 e F2, como

sendo F1 = (−c, 0) e F2 = (c, 0), onde 2c é a distância entre os focos.

Partindo da definição dada para a curva, ou seja,

|d(P, F1)− d(P, F2)| = 2a. (1.22)

Note que:

d(P, F1) =
√

(x− (−c))2 + (y − 0)2 e d(P, F2) =
√

(x− c)2 + (y − 0)2. (1.23)

Substituindo (1.23) em (1.22), chegando:
∣

∣

∣

√

(x− (−c))2 + (y − 0)2 −
√

(x− c)2 + (y − 0)2
∣

∣

∣
= 2a.
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Pela propriedade do módulo, tem-se:

√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = ±2a,

elevando ambos os lados ao quadrado,

(

√

(x+ c)2 + y2
)2

=
(

±2a+
√

(x− c)2 + y2
)2

segue que,

(x+ c)2 + y2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2,

desenvolvendo o quadrado da soma e o quadrado da diferença. Chegando a:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2 + y2

simplificando,

4xc = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2,

dividindo ambos os membros da equação por 4, chegando:

xc = a2 ± a
√

(x− c)2 + y2,

da expressão anterior, tem-se:

xc− a2 = ±a
√

(x− c)2 + y2,

elevando mais uma vez ao quadrado ambos os lados,

(

xc− a2
)2

=
(

±a
√

(x− c)2 + y2
)2

,

desenvolvendo o quadrado da diferença, segue:

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2[(x− c)2 + y2],

desenvolvendo mais uma vez, o quadrado da diferença, tem-se:

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2(x2 − 2xc+ c2 + y2)

ou ainda,

x2c2 − 2a2xc+ a4 = a2x2 − 2a2xc+ a2c2 + a2y2,

simplificando, então:

x2c2 + a4 = a2x2 + a2c2 + a2y2.

Com algumas manipulações algébricas,

x2c2 − a2x2 − a2y2 = a2c2 − a4
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reescrevendo como sendo,

x2(c2 − a2)− a2y2 = a2(c2 − a2).

Como c > a. Então usando o Teorema de Pitágoras,

c2 − a2 = b2

substituindo na expressão anterior,

x2b2 − a2y2 = a2b2,

dividindo ambos os lados por (a2b2), ou seja,

x2b2

a2b2
−

a2y2

a2b2
=

a2b2

a2b2
.

Donde conclui-se que:
x2

a2
−

y2

b2
= 1. (1.24)

Portanto essa é a equação canônica da hipérbole nas condições iniciais. Analogamente

encontra-se a equação da hipérbole, cujo eixo focal esteja localizado sobre o eixo das ordenadas

y e o centro na origem do plano xy, chegando à:

−
x2

b2
+

y2

a2
= 1,

os casos de translação de eixos não foi realizado, pois não é o foco desse estudo.

1.3.2 Coeficiente Angular das Retas Tangente e Normal à Hipérbole

Com algumas condições iniciais deduz-se equação canônica da hipérbole, na forma:

x2

a2
−

y2

b2
= 1, com a > 0 e b > 0.

partindo dessa equação encontra-se o coeficiente angular da reta tangente no ponto P = (x, y)

por meio da derivada implícita.

Derivando em relação a x, ambos os membros da equação. Ou seja,

d

dx

(

x2

a2
−

y2

b2

)

=
d

dx
(1),

a derivada da diferença é a diferença das derivadas, então:

d

dx

(

x2

a2

)

−
d

dx

(

y2

b2

)

= 0.



Capítulo 1. ELIPSE, HIPÉRBOLE e PARÁBOLA 25

Usando a regra da cadeia e lembrando que y é uma função na variável x, temos:

d

dx

(

x2

a2

)

−
d

dy

(

y2

b2

)

dy

dx
= 0,

segue que,
2x

a2
−

2y

b2
dy

dx
= 0

ou ainda,

−
2y

b2
dy

dx
= −

2x

a2
.

Multiplicando a expressão anterior por −
b2

2y
, tem-se:

dy

dx
=

2b2x

2a2y
,

simplificando,
dy

dx
=

b2x

a2y
.

Donde conclui que o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico no ponto P é:

mt =
b2x

a2y
. (1.25)

Com o coeficiente angular da reta t tangente no ponto P , obtêm o coeficiente angular da

reta n normal no ponto P . Tem-se que as retas são perpendiculares, então:

mnmt = −1

ou ainda,

mn = −
1

mt

.

Substituindo mt =
b2x

a2y
na expressão anterior, ou seja,

mn = −
1

(

b2x

a2

) .

Logo,

mn = −
a2y

b2x
(1.26)

é o coeficiente angular da retas n, normal a hipérbole.
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1.3.3 Assíntotas

Considere retas que passam pelo centro da hipérbole. Os vértices A1 e A2 pertencentes

ao eixo focal e os pontos B1 e B2 pertencentes ao eixo não focal, ambos da hipérbole, são pontos

médios dos lados de um retângulo cujas diagonais passam pelo centro da hipérbole, ou seja, na

origem do plano xy. Como mostra a Figura (19).

Figura 19 – Hipérbole.

Fonte: Autoria própria.

Essas diagonais são chamadas de assíntotas da hipérbole, no qual obtêm-se as equações

da seguinte maneira:

Note que o coeficiente angular da reta r1 é

m1 =
b

a

e da reta r2 é

m2 = −
b

a
.

As equações das respectivas retas, sabendo que C = (0, 0) é da forma:

y − 0 = m1(x− 0).

Substituindo m1 =
b

a
, na expressão anterior, tem-se:

y =
b

a
x.

Por outro lado,

y − 0 = m2(x− 0).

Substituindo m2 = −
b

a
, na expressão anterior, obtêm:

y = −
b

a
x.

Portanto, a equação das assíntotas são r1 =
b

a
x e r2 = −

b

a
x.
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1.4 Parábola

Definição 1.7 Seja d uma reta e F um ponto do plano não pertencente a d, o conjunto de todos

os pontos P do plano, tal que

d(F, P ) = d(P, d)

é chamado de parábola de foco F e diretriz d.

Se P1, P2, P3, . . . , são pontos da parábola, então

Figura 20 – Pontos da parábola.

Fonte: Autoria própria.

d(P1, D1) = d(P1, F ), d(P2, D2) = d(P2, F ), d(P3, D3) = d(P3, F ). (1.27)

Os elementos da parábola são:

Figura 21 – Elementos da parábola.

Fonte: Autoria própria.
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1. O ponto V é o vértice da curva;

2. O ponto F é o foco;

3. A reta d é a reta diretriz;

4. A reta e, perpendicular à reta d é o eixo da parábola ou eixo simétrico.

1.4.1 Equação Canônica da Parábola

Considerando no plano xy o eixo de simetria da parábola coincidindo com o eixo x

e o vértice da curva com a origem 0 do plano xy. Com isso, escreve-se o foco da parábola

como sendo o ponto F = (p, 0), p > 0, e pela definição da parábola a reta diretriz e o foco são

equidistantes, assim escrevendo a equação da reta diretriz na forma d = −p.

Considere um ponto Q = (x, y) pertencente a parábola e um outro ponto G = (−p, y) a

projeção ortogonal do ponto Q sobre a reta d, diretriz.

Figura 22 – Pontos Q = (x, y) e G = (−p, y).

Fonte: Autoria própria.

A distância entre os pontos F = (p, 0) e Q = (x, y), denotados por d(F,Q), é igual a

distancia entre os pontos Q = (x, y) e G = (−p, y), denotado por d(Q,G), então

d(F,Q) = d(Q,G). (1.28)

Reescrevendo (1.28), tem-se:

√

(p− x)2 + (0− y)2 =
√

(x− (−p))2 + (y − y)2 (1.29)

elevando ambos os membros da equação (1.29) ao quadrado, segue que,

(

√

(p− x)2 + (0− y)2
)2

=
(

√

(x− (−p))2 + (y − y)2
)2
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chegando a,

(p− x)2 + y2 = (x+ p)2.

Desenvolvendo o quadrado da soma e o quadrado da diferença, ou seja,

p2 − 2px+ x2 + y2 = x2 + 2px+ p2,

após algumas manipulações algébricas segue,

y2 = 2px+ 2px.

Donde conclui que:

y2 = 4px, (1.30)

é a equação canônica da parábola, nas condições iniciais.

Analogamente encontra-se a equação da parábola, cujo eixo de simetria coincida com o

eixo y e o vértice da parábola esteja localizado na origem do plano xy. Chegando à

x2 = 4py. (1.31)

Não iremos trabalhar os casos de translação de eixos, pois não é o foco desse estudo.

1.4.2 Coeficiente Angular das Retas Tangente e Normal à Parábola

Com algumas condições iniciais obtêm a equação canônica da parábola, na forma:

y2 = 4px,

partindo dessa equação encontra o coeficiente angular da reta tangente a parábola no ponto P ,

por meio da derivada implícita.

Derivando, em relação a x, ambos os membros da equação, ou seja:

d

dx

(

y2
)

=
d

dx
(4px) .

Como y é uma função de x, então tem-se:

d

dy

(

y2
) dy

dx
=

d

dx
(4px) ,

segue que,

2y
dy

dx
= 4p,

dividindo ambos os membros por 2y, obtendo:

dy

dx
=

4p

2y
,
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ou ainda,
dy

dx
=

2p

y
. (1.32)

Donde concluí, de acordo com as condições iniciais, que o coeficiente angular da reta

tangente ao gráfico no ponto P é

mt =
2p

y
. (1.33)

O coeficiente angular da reta tangente à parábola no ponto P , possibilita obter a o

coeficiente angular da reta n no ponto P . As retas são perpendiculares, então.

mnmt = −1

ou ainda,

mn = −
1

mt

.

Substituindo mt =

(

2p

y

)

na expressão anterior, ou seja,

mn = −
1

(

2p

y

) .

Após algumas manipulações, chegando:

mn = −
y

2p
. (1.34)
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2 BILHAR ELÍPTICO

O bilhar elíptico diferencia dos demais bilhares comuns por possuir tabela única (À tabela

é uma borracha nas bordas internas da mesa, entre a madeira e o tecido. É assim que a bola é

rebatida formando ângulos precisos), construída sobre o esboço de uma elipse, possui apenas

uma caçapa (À caçapa é uma aberturas da mesa do bilhar por onde entra a bola), localizada em

um dos focos, e uma marcação feita na mesa exatamente no outro foco da curva Figura (23).

Figura 23 – Bilhar Elíptico.

Fonte: Autoria própria.

A bola ao entrar em movimento descreve uma trajetória sobre a mesa até atingir a tabela

do bilhar, no qual será refletida com o ângulo de reflexão igual ao ângulo de incidência. Com

isso, será refletida para a caçapa do bilhar.

2.1 Demonstração Algébrica

A demonstração da propriedade de reflexão, contida no bilhar elíptico, segue direto do

seguinte lema:

Lema 2.1 Seja P um ponto qualquer de uma elipse e os F1P e PF2 raios focais dessa curva,

denominados r1 e r2 respectivamente. A reta n, normal no ponto P , é bissetriz do ângulo F1P̂F2.

Demonstração.

Sejam α1 o ângulo formado pela reta n e o F1P , α2 o ângulo formado pela reta n e o

PF2 e a reta t tangente a elipse no ponto P . Devemos levar em consideração dois casos.



Capítulo 2. BILHAR ELÍPTICO 32

1o Caso: Considere o ponto P coincidindo com o vértice da elipse. Devido a simetria que

à curva possui, mostrando em um dos vértices, de modo análogo, mostra os demais. Tomaremos

como base a Figura (24).

Figura 24 – O ponto P no vértice.

Fonte: Autoria própria.

Note que a reta t, tangente a elipse no ponto P , é paralela ao eixo focal (Eixo x do plano

xy, que contém os focos da curva) e a reta n coincide com o eixo menor da elipse. Como os focos

F1 e F2 são equidistantes, ou seja, m(F1C) = m(CF2) e os NF1PC e NCPF2 compartilham o

mesmo segmento CP . Então os triângulos são congruentes. Logo,

α1 ≡ α2.

2o Caso: Considere agora o ponto P não coincidindo com os vértices da curva e mais

uma vez, devido a simetria, de modo análogo mostra para qualquer ponto P pertencente a elipse.

Figura 25 – O ponto P pertencente a elipse.

Fonte: Autoria própria.
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Como a reta n e a reta t são perpendiculares, então de acordo com a Figura (25), temos:

α1 + α′

1
= 90◦

e

α2 + α′

2
= 90◦,

donde concluir-se que α1 < 90◦ e α2 < 90◦. Utiliza-se o Lema (1.2) para mostrar que α1 ≡ α2.

Considerando o eixo das abscissas x a reta que passa pelos focos e o eixo das ordenadas

y a reta que passa pelo ponto médio dos focos. Com isso, definir-se os focos F1 e F2 como sendo,

F1 = (−c, 0) e F2 = (c, 0), onde 2c é a distância entre os focos.

m1 é o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos F1 e P , e m2 é o coeficiente

angular da reta definida pelos pontos P e F2.

Tem-se:

F1 = (−c, 0) e P = (x, y),

o coeficiente angular da reta que passa por esses dois pontos é,

m1 =
y − 0

x− (−c)
,

chegando à:

m1 =
y

x+ c
. (2.1)

Por outro lado, os pontos:

P = (x, y) e F2 = (c, 0),

o coeficiente angular da reta definida por P e F2 é,

m2 =
y − 0

x− c

ou seja,

m2 =
y

x− c
. (2.2)
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Figura 26 – Tangente trigonométrica do ângulo.

Fonte: Autoria própria.

Pelos resultados anteriores, o coeficiente angular também pode ser escrito como a tangente

trigonométrica do ângulo formado pela reta e o eixo x. Portanto,

tan(β1) =
y

x+ c
(2.3)

e

tan(β2) =
y

x− c
. (2.4)

Para obter os coeficientes angulares m1 e m2, foi usado as mesmas condições utilizadas

para obter o coeficiente angular mn, na seção (1.2). Portanto, escreve o coeficiente angular da

reta n como sendo à tangente trigonométrica do ângulo θ, então

tan(θ) =
a2y

b2x
. (2.5)

Figura 27 – NQPF2.

Fonte: Autoria própria.
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Utilizando o Teorema do Ângulo Externo no NQPF2, tem-se:

β2 = θ + α2,

pela expressão anterior,

α2 = β2 − θ.

Aplicando a tangente em ambos os lados da expressão,

tan(α2) = tan(β2 − θ),

a igualdade permanece verdade, utilizando o Lema (1.2). Tem-se:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

tan(β2)− tan(θ)

1 + [tan(β2) tan(θ)]

∣

∣

∣

∣

substituindo tan(β2) =
y

x− c
e tan(θ) =

a2y

b2x
, segue:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y

x− c
−

a2y

b2x

1 +

(

y

x− c

)(

a2y

b2x

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

realizando a multiplicação contida no denominador da expressão anterior, chega-se,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y

x− c
−

a2y

b2x

1 +
a2y2

b2x2 − b2xc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

realizando a operação do m.m.c.,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2xy − a2yx+ a2yc

b2x2 − b2xc
b2x2 − b2xc+ a2y2

b2x2 − b2xc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com algumas manipulações algébricas, tem-se:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

(b2xy − a2yx+ a2yc)(b2x2 − b2xc)

(b2x2 − b2xc)(b2x2 − b2xc+ a2y2)

∣

∣

∣

∣

,

segue que,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

b2xy − a2yx+ a2yc

b2x2 − b2xc+ a2y2

∣

∣

∣

∣

.

Como o ponto P pertence a curva, então:

b2x2 + a2y2 = a2b2,
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substituindo,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

b2xy − a2yx+ a2yc

a2b2 − b2xc

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo a expressão anterior,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

(b2 − a2)xy + a2yc

a2b2 − b2xc

∣

∣

∣

∣

.

Tem-se:

a2 > b2

então,

b2 − a2 = −c2

logo,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

−c2xy + a2yc

a2b2 − b2xc

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo a expressão anterior, tem-se:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

cy(−cx+ a2)

b2(a2 − xc)

∣

∣

∣

∣

,

simplificamos, chega-se:

tan(α2) =
∣

∣

∣

cy

b2

∣

∣

∣
.

Figura 28 – NF1PQ.

Fonte: Autoria própria.

Mais uma vez pelo Teorema do Ângulo Externo, obtêm-se:

θ = β1 + α1
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ou ainda,

α1 = θ − β1.

Utilizando novamente o Lema (1.2), segue:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

tan(θ)− tan(β1)

1 + [tan(θ) tan(β1)]

∣

∣

∣

∣

,

substituindo tan(θ) =
a2y

b2x
e tan(β1) =

y

x+ c
, tem-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2y

b2x
−

y

x+ c

1 +

(

a2y

b2x

)(

y

x+ c

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

efetuando a multiplicação contida no denominador,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2y

b2x
−

y

x+ c

1 +
a2y2

b2x2 + b2xc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

realizando operações com m.m.c.,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2yx+ a2yc− yb2x

b2x2 + b2xc
b2x2 + b2xc+ a2y2

b2x2 + b2xc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com algumas manipulações algébricas, chega-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

(a2yx+ a2yc− yb2x)(b2x2 + b2xc)

(b2x2 + b2xc)(b2x2 + b2xc+ a2y2)

∣

∣

∣

∣

,

segue que:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

a2yx+ a2yc− yb2x

b2x2 + b2xc+ a2y2

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo obtêm-se,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

(a2 − b2)yx+ a2yc

b2x2 + b2xc+ a2y2

∣

∣

∣

∣

,

como a > b, segue que a2 − b2 = c2. Substituindo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

c2yx+ a2yc

b2x2 + b2xc+ a2y2

∣

∣

∣

∣

.

Como o ponto P pertence a elipse, segue que:

b2x2 + a2y2 = a2b2,

substituindo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

c2yx+ a2yc

a2b2 + b2xc

∣

∣

∣

∣

,
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reescrevendo como sendo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

yc(cx+ a2)

b2(a2 + xc)

∣

∣

∣

∣

,

simplificamos chega-se a:

tan(α1) =
∣

∣

∣

yc

b2

∣

∣

∣
. (2.6)

Pelo Lema (1.2) os ângulos, formado pela interseção das retas são agudos então, são

positivos e não são simétricos, conclui-se que α1 e α2 são congruentes, ou seja, o ângulo de

reflexão é igual ao ângulo de incidência.

Ao posicionar a bola na marcação contida na mesa, representando o foco da curva,

realizando a tacada, à mesma entrará em movimento. Descrevendo uma trajetória sobre a mesa

do bilhar e, ao atingir a tabela será refletida com ângulo de reflexão igual ao ângulo de incidência.

Ou seja, irá convergir para a caçapa do bilhar.

2.2 Aplicação da Propriedade de Reflexão da Elipse

A propriedade demonstrada tem várias aplicações, nas quais muitas delas estão presentes

no cotidiano da população. Pode-se exemplificar com um espelho côncavo no formato de um

elipsoide, se uma lâmpada estiver situada em um dos focos do espelho, então os fachos de luz

irão convergir para o outro foco após incidir no espelho, como mostra a figura (29). O refletor

odontológico, tem como desígnio a concentração de luz em uma determinada distância, para que

os fachos de luz não cause desconforto para o tratamento dentário do paciente.

Figura 29 – Refletor odontológico.

Fonte: ODONTCLEA.
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Outra aplicação é na propagação de uma fonte sonora, que ao posicionar em um dos

focos o som se refletirá nas paredes do elipsoide, convergindo para o outro foco.

Figura 30 – Galeria de sussurro.

Fonte: O GLOGO.



40

3 BILHAR HIPERBÓLICO

O bilhar hiperbólico possui tabela única, construída sobre o esboço de um dos ramos da

hipérbole, uma marcação feita na tabela, demarcando um dos focos, e uma caçapa localizada no

outro foco da curva.

Figura 31 – Bilhar Hiperbólico.

Fonte: Autoria própria.

A bola ao entrar em movimento, em direção a marcação, descreve uma trajetória sobre

a mesa até atingir a tabela do bilhar, no qual será refletida com o ângulo de reflexão igual ao

ângulo de incidência. Com isso, será refletida para a caçapa do bilhar.

3.1 Demonstração Algébrica

A demonstração da propriedade de reflexão, contida no Bilhar Hiperbólico, segue direto

do seguinte lema:

Lema 3.1 Seja P um ponto qualquer da hipérbole e os F1P e PF2 raios focais dessa curva,

denotados por r1 e r2, respectivamente. A reta t, tangente à hipérbole no ponto P , é bissetriz do

ângulo F1P̂F2.

Demonstração.

Seja t a reta tangente a hipérbole no ponto P , α1 o ângulo formado pela reta t e o F1P e,

α2 o ângulo formado pela reta t e o PF2.
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Figura 32 – Reta t tangente.

Fonte: Autoria própria.

Considere ainda hipérbole no plano xy, de tal maneira que o eixo das abscissas x será a

reta que contém os focos e o eixo das ordenadas y a reta que passa pelo ponto médio dos focos.

Com isso escreve-se F1 e F2, como sendo F1 = (−c, 0) e F2 = (c, 0).

Seja m1, que é o coeficiente angular da reta r1, e m2, o coeficiente angular da reta r2.

Tem-se:

F1 = (−c, 0) e P = (x, y),

o coeficiente angular da reta que passa por esses dois pontos é:

m1 =
y − 0

x− (−c)

ou seja,

m1 =
y

x+ c
. (3.1)

Por outro lado,

P = (x, y) e F2 = (c, 0),

o coeficiente angular da reta definida por esses dois pontos é:

m2 =
y − 0

x− c
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então,

m2 =
y

x− c
. (3.2)

Figura 33 – Tangente trigonométrica do ângulo.

Fonte: Autoria própria.

Podendo escrever os coeficientes angulares das retas como a tangente trigonométrica dos

ângulos, formado por elas, então:

tan(β1) =
y

x+ c

e

tan(β2) =
y

x− c
.

Para obter m1 e m2 foi utilizado as mesmas condições utilizadas na seção (1.3), que

foram definidas para calcular o coeficiente angular da reta t tangente à hipérbole. Portanto, a

tangente trigonométrica do ângulo formado pela reta t é:

tan(θ) =
b2x

a2y
.
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Figura 34 – NF1PG.

Fonte: Autoria própria.

Utilizando Teorema do Ângulo Externo no NF1PG (figura 34), tem-se:

θ = β1 + α1 (3.3)

ou ainda,

α1 = θ − β1,

utilizando o Lema (1.2),

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

tan(θ)− tan(β1)

1 + [tan(θ) tan(β1)]

∣

∣

∣

∣

,

substituindo tan(θ) =
b2x

a2y
e tan(β1) =

y

x+ c
, segue:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2x

a2y
−

y

x+ c

1 +

(

b2x

a2y

)(

y

x+ c

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

efetuando a multiplicação contida no denominador. Chegando,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2x

a2y
−

y

x+ c

1 +
b2xy

a2yx+ a2yc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,
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com algumas operações com m.m.c.,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b2x2 + b2xc− y2a2

a2yx+ a2yc

a2yx+ a2yc+ b2xy

a2yx+ a2yc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com algumas manipulações algébricas, tem-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

(b2x2 + b2xc− y2a2)(a2yx+ a2yc)

(a2yx+ a2yc)(a2yx+ a2yc+ b2xy)

∣

∣

∣

∣

,

segue que,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

b2x2 + b2xc− y2a2

a2yx+ a2yc+ b2xy

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

b2x2 − y2a2 + b2xc

xy(a2 + b2) + a2yc

∣

∣

∣

∣

.

Tem-se que:

a2 + b2 = c2

substituindo, segue que:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

b2x2 − y2a2 + b2xc

xyc2 + a2yc

∣

∣

∣

∣

,

como o ponto P pertence a hipérbole, então:

b2x2 − y2a2 = a2b2,

substituindo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

a2b2 + b2xc

xyc2 + a2yc

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

b2(a2 + xc)

cy(xc+ a2)

∣

∣

∣

∣

,

simplificando, ou seja:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

b2

cy

∣

∣

∣

∣

. (3.4)
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Figura 35 – NGPF2.

Fonte: Autoria própria.

Utilizando mais uma vez o Teorema do Ângulo Externo, então:

β2 = θ + α2

ou ainda,

α2 = β2 − θ.

utilizando novamente o Lema (1.2), segue:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

tan(β2)− tan(θ)

1 + [tan(β2) tan(θ)]

∣

∣

∣

∣

,

tem-se tan(β2) =
y

x− c
e tan(θ) =

b2x

a2y
, substituindo na expressão anterior, ou seja:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y

x− c
−

b2x

a2y

1 +

(

y

x− c

)(

b2x

a2y

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

realizando a multiplicação contida no denominador da expressão anterior, chegando:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y

x− c
−

b2x

a2y

1 +
b2xy

a2yx− a2yc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,
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realizando a operação do m.m.c.,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y2a2 − b2x2 + b2xc

a2yx− a2yc

a2yx− a2yc+ b2xy

a2yx− a2yc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com algumas manipulações algébricas,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

(y2a2 − b2x2 + b2xc)(a2yx− a2yc)

(a2yx− a2yc)(a2yx− a2yc+ b2xy)

∣

∣

∣

∣

,

simplificando, tem-se:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

y2a2 − b2x2 + b2xc

a2yx− a2yc+ b2xy

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

y2a2 − b2x2 + b2xc

xy(a2 + b2)− a2yc

∣

∣

∣

∣

. (3.5)

Como o ponto P pertence a hipérbole, então:

y2a2 − x2b2 = −a2b2,

sabendo que:

a2 + b2 = c2,

substituímos ambos na expressão (3.5), chegando:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

−a2b2 + b2xc

xyc2 − a2yc

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

b2(−a2 + xc)

yc(xc− a2)

∣

∣

∣

∣

,

simplificando, tem-se:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

b2

yc

∣

∣

∣

∣

. (3.6)

Mais uma vez pelo Lema (1.2) os ângulos, formado pela interseção das retas são agudos

então, são positivos e não são simétricos pode-se deduzir que α1 e α2 são iguais, ou seja, o

ângulo de reflexão é igual ao ângulo de incidência.

Realizando a tacada, na bola, em direção a uma marcação localizada na tabela, que

representa o foco da curva, ao atingir à mesma a bola será refletida com ângulo de reflexão igual

ao ângulo de incidência, convergindo para a caçapa do bilhar.
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3.2 Aplicação da Propriedade de Reflexão da Hipérbole

A propriedade de reflexão da hipérbole é aplicada na construção de telescópios de

reflexão, que consiste basicamente na combinação da propriedade de reflexão da parábola e a

propriedade de reflexão da hipérbole. A combinação de dois espelhos, um grande parabólico e

outro menor hiperbólico, posicionados de maneira que os eixos sejam coincidentes e os focos do

paraboloide e do hiperboloide também sejam coincidentes, no momento que os feixes de luz

incide no espelho parabólico eles irão convergir para o foco. Como o foco do paraboloide e do

hiperboloide são coincidentes, os feixes de luz refletem no espelho hiperbólico e convergem para

o outro foco do hiperboloide, no qual está posicionado uma lente-ocular que finalmente chega

aos olhos do observador, como podemos observar na figura (36).

Figura 36 – Telescópios de reflexão.

Fonte: AMINO.
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4 BILHAR PARABÓLICO

O Bilhar Parabólico também possui tabela única, construída sobre o esboço de uma

parábola, e uma caçapa, localizada no foco da curva, como mostra a figura (37). O jogo é

realizado com uma bola de cada vez.

Figura 37 – Bilhar Parabólico

Fonte: Autoria própria.

A parábola se caracteriza por ser uma curva com apenas um foco e por possuir a proprie-

dade que todo raio partindo do seu foco ao incidir sobre a superfície parabólica refletirá raios

paralelo ao seu eixo.

O bilhar parabólico irá realizar o caminho inverso, ou seja, se uma bola for lançada

paralelamente ao eixo de simetria da parábola ao incidir na tabela, ela será refletida e passará

pelo foco da parábola.

4.1 Demonstração Algébrica

A demonstração da propriedade de reflexão, contida no Bilhar Parabólico, segue direto

do seguinte lema:

Lema 4.1 Seja n a reta normal à parábola no ponto P e r uma reta, que contém o ponto P e é

paralela ao eixo de simetria. A reta n é bissetriz do ângulo formado pela reta r e o PF .

Demonstração.

Sejam α1 e α2 os ângulos formados pela retas n,normal a parábola no ponto P , e pela

reta t, tangente a parábola no ponto P .
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1o Caso. O ponto P coincidindo com o vértice da parábola, como mostra a figura (38).

Figura 38 – O ponto P coincidindo com o vértice da parábola.

Fonte: Autoria própria.

Note pela Figura (38), que a reta t e o eixo y são coincidentes e a reta n coincide com o

eixo de simetria da parábola. Pelo fato das retas serem perpendiculares, concluir-se que α1 e α2

são congruentes.

2o Caso. Consideremos que o ponto P não coincida com os vértices da parábola, devido

a simetria da curva vale para qualquer ponto P pertencente à parábola.

Figura 39 – O ponto P diferente do vértice da parábola.

Fonte: Autoria própria.
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Mais uma vez, pelo fato das retas n e t serem perpendiculares, tem-se:

α1 + α′

1
= 90◦

e

α2 + α′

2
= 90◦,

então,α1 < 90◦ e α2 < 90◦. Utiliza-se o Lema (1.2) para mostrar que α1 ≡ α2.

Considere a parábola no plano xy, de tal maneira que o eixo de simetria da parábola

coincida com o eixo x e o vértice da curva com a origem do plano xy. Assim, o foco da parábola

como sendo F = (p, 0).

Figura 40 – Reta n.

Fonte: Autoria própria.

m1 é o coeficiente angular da reta definida pelos pontos P = (x, y) e F = (p, 0). Então:

m1 =
y − 0

x− p

ou seja,

m1 =
y

x− p
. (4.1)

Note que o coeficiente angular da reta r2 é nula, em relação ao eixo x, denotado por:

m2 = 0. (4.2)
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Figura 41 – Tangente trigonométrica do ângulo.

Fonte: Autoria própria.

O coeficiente angular pode ser escrito como a tangente trigonométrica do ângulo, então

tan(β1) =
y

x− p
,

e o coeficiente angular da reta r2 é nulo, em relação ao eixo x, denota-se apenas como 0.

Para obter os coeficientes angulares m1 e m2 foi levado em consideração algumas

condições iniciais, que foram as mesmas utilizadas na seção (1.4) para obter o coeficiente angular

da reta n. Então, também escreve como a tangente trigonométrica do ângulo, ou seja:

tan(θ) = −
y

2p
. (4.3)

Figura 42 – NFPG.

Fonte: Autoria própria.
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Note pelo triângulo NFPG,

θ = β1 + α1

ou ainda,

α1 = θ − β1, (4.4)

pelo Lema (1.2), tem-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

tan(θ)− tan(β1)

1 + [tan(θ) tan(β1)]

∣

∣

∣

∣

,

sabendo que tan(θ) = −
y

2p
e tan(β1) =

y

x− p
substituindo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
y

2p
−

y

x− p

1 +

(

−
y

2p

)(

y

x− p

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

efetuando a multiplicação contida no denominador, chegando:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
y

2p
−

y

x− p

1−

(

y2

2px− 2p2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

realizando operações com m.m.c.,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−yx+ yp− 2py

2px− 2p2

2px− 2p2 − y2

2px− 2p2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

com algumas manipulações algébricas, chega-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

(−yx+ yp− 2py)(2px− 2p2)

(2px− 2p2)(2px− 2p2 − y2)

∣

∣

∣

∣

,

ou ainda,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

−yx+ yp− 2py

2px− 2p2 − y2

∣

∣

∣

∣

,

reescrevendo,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

−yx− yp

2px− 2p2 − y2

∣

∣

∣

∣

.

Sabendo que y2 = 4px, tem-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

−yx− yp

2px− 2p2 − 4px

∣

∣

∣

∣

,

então,

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

−yx− yp

−2px− 2p2

∣

∣

∣

∣

,
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reescrevendo, tem-se:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

y(−x− p)

2p(−x− p)

∣

∣

∣

∣

,

simplificando, chegando:

tan(α1) =

∣

∣

∣

∣

y

2p

∣

∣

∣

∣

. (4.5)

Por outro lado a reta r2, cujo coeficiente angular é nulo, e tan(θ) = −
y

2p
.

Figura 43 – Reta r2.

Fonte: Autoria própria.

Pelo Lema (1.2), tem-se que:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

0− tan(θ)

1 + [0 tan(θ)]

∣

∣

∣

∣

,

substituindo tan(θ), segue que:

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0−

(

−
y

2p

)

1 +

(

0

(

−
y

2p

))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

ou seja,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

y

2p

)

1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

ou ainda,

tan(α2) =

∣

∣

∣

∣

y

2p

∣

∣

∣

∣

. (4.6)
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Portanto, também pelo Lema (1.2) os ângulos, formado pela interseção das retas são

agudo então, são positivos e não são simétricos podemos deduzir que α1 e α2 são iguais, ou seja,

o ângulo de reflexão é igual ao ângulo de incidência.

Realizando a tacada na bola, de modo que a mesma descreva uma trajetória paralela ao

eixo da parábola, ao incidir em um ponto da superfície parabólica será refletida com ângulo de

reflexão igual ao ângulo de incidência. Convergindo para a caçapa da bilhar.

4.2 Aplicação da Propriedade de Reflexão da Parábola

A propriedade de reflexão da parábola é amplamente utilizada, tanto para captação de

sinal como na reflexão de luz. Essa propriedade é aplicada em faróis de carro, motos entre outros.

Ao considerar uma superfície espelhada côncava no formato de um paraboloide e posicionar uma

lâmpada exatamente no foco do paraboloide os feixes de luz ao incidir na superfície espelhada

refletirá raios paralelos ao eixo de simetria.

Figura 44 – Propriedade de reflexão da parábola.

Fonte: LLUAUTO.

Reciprocamente, se um feixe de sinal lançados paralelos ao eixo de simetria da parábola

ao incidir sobre a superfície parabólica todos irão convergir para o foco F . Essa aplicação está

presente nas antenas parabólicas, pois os feixes de sinais recebidos são concentrados em um

único ponto, que é o foco da parábola, onde se encontra o receptor dos sinais de televisão, Figura

(45).
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Figura 45 – Antena parabólica.

Fonte: GEOCITIES.ws.
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CONCLUSÃO

Neste trabalho as cônicas foram apresentadas centralizadas no plano xy e a reta focal

sobre o eixo x, pois dessa forma apresentou-se os bilhares cônicos como recursos didáticos para

o ensino da propriedade refletora das cônicas, os demais casos envolvendo translação e rotação

dos eixos não foram abordados, mas podem ser estudados de maneira análoga.

Para demonstrar a propriedade de reflexão contida no bilhar elíptico, no bilhar hiperbólico

e no bilhar parabólico utilizou-se a Tangente Trigonométrica dos Ângulos (formados pelos

raios focais e eixo focal da curva), o Teorema do Ângulo Externo, manipulações algébricas e

coeficientes angulares, com o objetivo de mostrar que o ângulo de incidência é igual ao ângulo

de reflexão.

No bilhar elíptico a bola partindo da marcação feita sobre a mesa do bilhar exatamente

no foco da curva, ou passando por ela quando realizada a tacada na bola com força suficiente em

direção a tabela, tocará apenas uma vez em qualquer ponto da mesma e, será lançada em direção

a caçapa do bilhar que está localizada no outro foco da curva.

No bilhar hiperbólico a bola em qualquer posição na mesa do bilhar, tacada com força

suficiente em direção a uma marcação feita na tabela, exatamente no foco da curva, tocará apenas

uma vez na mesma e será lançada em direção ao outro foco da curva onde está localizada a

caçapa do bilhar.

No bilhar parabólico a bola em qualquer posição na mesa do bilhar, tacada em direção a

tabela, de modo que descreva uma trajetória paralela ao eixo de simetria da curva e com força

suficiente, tocará apenas uma vez na mesma e será lançada em direção a caçapa do bilhar que

está localizada no único foco da curva.

Contudo os Bilhares Cônicos é uma aplicação direta da propriedade de reflexão das

cônicas, o que reforça positivamente o objetivo do estudo, proporcionando uma metodologia de

ensino atrativa para os alunos, podendo ser aplicada e verificada a eficácia da mesma.
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