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RESUMO

Esta monografia apresenta, inicialmente, um breve histdrico sobre o surgimento das equagdes
diferenciais ordindrias (EDQO), algumas contribuicdes que alguns estudiosos deram ao longo
do tempo, para o surgimento e aprimoramento das equacgdes diferenciais que conhecemos
atualmente. Tem como objetivo, estudar as equacdes diferenciais sob o ponto de vista das
aplicagdes. Em seguida, apresenta as equacgdes diferenciais quanto a seu tipo, ordem e
linearidade. Posteriormente, exibe um pouco sobre a transformada de Laplace e sua
praticidade na resolucdo de equacgdes diferenciais ordindrias, em particular, das equacgdes
diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes e dos problemas de valor inicial,
que sdo frequentes nas dreas de engenharia e fisica. Logo, depois, explana a aplicacdo das

equagoes diferenciais ordindrias nos circuitos elétricos.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. FracOes parciais. Circuitos elétricos.



ABSTRACT

This monograph presents, initially, a brief history about the emergence of ordinary differential
equations (ODE), some contributions that some scholars gave over time, for the emergence
and improvement of the differential equations that we know today. It aims to study the
differential equations from the point of view of applications. Then, it presents the differential
equations as to their type, order and linearity. Later, it shows a little about the Laplace
transform and its practicality in solving ordinary differential equations, in particular, linear
ordinary differential equations with constant coefficients and initial value problems, which are
frequent in the engineering and physical areas. Then, explain the application of the ordinary

differential equations in the electric circuits.

Keywords: Laplace Transform. Partial fractions. Electric Circuits.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de conclusao de curso foi desenvolvido por meio de uma pesquisa em
materiais bibliograficos tais como livros e arquivos digitais. Procurou-se desenvolver um

estudo sobre as equacgdes diferenciais ordindrias, aplicada nos circuitos elétricos.

Sendo assim, esse estudo teve como finalidade, descrever alguns circuitos elétricos, em
especial, circuitos RC, RL, LC e RLC, com o intuito de observar e analisar a queda de tensao
em cada componente do circuito, a fim de relacionar as quedas de tensdes com a segunda lei
de Kirchhoff, com o objetivo de encontrar equagdes diferenciais ordindrias e a partir de sua

resolucdo, chegar a solucao desejada.

As equacdes diferenciais estdo presentes em diversas areas, seja na fisica, na quimica,

biologia, economia, matemaética, nas engenharias, etc.

As equagdes diferenciais sdo expressdes matemdticas utilizadas para modelar situacdes do
cotidiano com o objetivo de compreender, prevenir e prever os fendmenos que nos cercam e
que nos surpreendem, deixando-nos curiosos e preocupados, as vezes, com algum
acontecimento que venha ser prejudicial para a populacdo, sendo necessario decidir se

devemos interferir ou ndo em seu processo de desenvolvimento.

A modelagem ou a deducdo de problemas encontrados em algumas dreas é expressa a
partir de equagdes diferenciais ordindrias ou através de equagdes diferenciais parciais. A
aplicacdo do conhecimento matemdtico é muito importante na hora de solucionar alguma

situagc@o que venha ocorrer no cotidiano.

No capitulo 2, apresentamos um breve histérico sobre o surgimento das equacdes
diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordem e sobre alguns estudiosos que
contribuiram de forma significativa no desenvolvimento das equacdes diferencias que

conhecemos atualmente.

No capitulo 3, apresentamos as definicdes, a classificacdo das equagdes diferenciais,
quanto ao seu tipo, quanto a sua ordem e quanto a sua linearidade, solu¢do geral e solucao

particular, sempre utilizando exemplos para facilitar a compreensdo dos leitores.
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No capitulo 4, abordamos sobre a transformada de Laplace, suas definicdes, teoremas,
vantagens em relacdo a outros métodos e sobre sua utilidade como ferramenta, na resolugdo
da EDO. Esse método é muito prético, uma vez que fornece a solu¢do do problema desejado
diretamente, sem precisar encontrar a solucdo geral. Esse método € utilizado na resolugdo de
equacgoes diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordem, em particular, das equagdes

diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes e dos problemas de valor inicial.

Os conceitos sdo apresentados com exemplos e algumas solugdes para que o leitor possa
compreender da forma mais simples possivel. A resolucdo de alguns exemplos é fundamental

para que o leitor possa compreender como funciona o método da transformada de Laplace.

No capitulo 5, apresentamos a transformada inversa de Laplace, suas definicdes, teoremas e

fracdes parciais. Em seguida, apresentamos alguns exemplos e resolugdes.

No capitulo 6, abordamos sobre a primeira lei de Ohm e sobre segunda lei de Kirchhoff, sobre os
circuitos elétricos em série e seus componentes. Abordamos, também, sobre a combinacdo desses
dispositivos, podendo ser formado alguns circuitos como circuito RC, circuito RL, circuito LC e

circuitos RLC.

No capitulo 7, definimos alguns conceitos, deduzimos algumas equagdes diferenciais
ordindrias de primeira e segunda ordem a partir dos circuitos simples, em serie, nos quais
estardo classificados como circuitos RL, circuitos RC, circuitos RLC e aplicamos essas

deducdes na resolucdo desses circuitos elétricos.

Com 1isso, podemos analisar o comportamento das fung¢des da carga e da corrente
graficamente e obter alguma informagdo que seja relevante. Por fim, abordarmos a resolugdo

de alguns problemas de valores iniciais.
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Objetivo Geral

Estudar as equagdes diferenciais ordindrias sob o ponto de vista das aplicagdes, com
particular referéncia aos circuitos elétricos, descrevendo uma pesquisa sobre os circuitos
elétricos, seus componentes, suas fungdes e deduzir algumas equagdes diferenciais ordindrias
a partir dos circuitos elétricos com a ideia de analisar o comportamento da funcdo em cada

circuito.

Objetivos especificos

» Utilizar a transformada de Laplace como ferramenta na resolugao da EDO;
Descrever a representacdo de um circuito elétrico;

Apresentacdo dos componentes bdsicos de um circuito;

Explanar a combinacdo entre esses componentes;

Relacionar as quedas de tensdes nos componentes com a segunda lei de Kirchhoff;
Deduzir as equacdes diferenciais ordindrias;

Aplicar as dedugdes na resolugdo de um circuito especifico;

vV V.V V V VYV V

Analisar o comportamento da fun¢do em cada circuito;
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2 HISTORICO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS.

Segundo BOYCE (2006, p 15-16) o surgimento das equagdes diferenciais ordindrias deu
inicio com o desenvolvimento do célculo, durante o século XVII, através de Leibniz (1646-
1716) e através de Isaac Newton (1646-1727), na tentativa de desenvolver uma linguagem e
uma nota¢do adequada. O desenvolvimento do cdlculo proporcionou aos seus estudiosos,
adquirir, ao longo dos anos, conhecimentos que foram de extrema importancia na criagdo e

elaboragdo de notacdo para a derivada, dando surgimento para as equagdes diferenciais.

De acordo com BOYCE E DIPRIMA (2015, p 53-54-55) alguns mateméticos deram suas
contribuicdes para a evolucdo das equagdes diferencias ordindrias. Isaac Newton nasceu no
dia de natal de 1642, forneceu a base para a aplicagdo das equagdes diferenciais, através do
desenvolvimento do calculo. Realizou pesquisas no campo da Optica, e dedicou-se ao estudo

da 4lgebra e a teoria das equagdes, durante anos.

Leibniz nasceu em 1646, muito jovem jia dominava bastante o conhecimento de
matematica, basicamente, chegou aos resultados dos calculos independentemente,

desenvolvendo o teorema fundamental do calculo, deduzindo a regra de diferenciacao.

Os irmaos Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johan Bernoulli (1667-1748), contribuiram com
o desenvolvimento de métodos para a resolucdo de equacOes diferenciais, o estudo da
catendria, coordenadas polares, a equacdao de Bernoulli e expansdo no campo de suas

aplicagdes, enriqueceram amplamente o célculo.

Leonhard Euler, (1707-1783), foi o matemético mais produtivo de sua época, chegando
ultrapassar mais de 886 trabalhos durantes toda sua vida, seus trabalhos, incluiam-se em todos
os ramos da matematica e da aplicacdo. Euler utilizou a ideia de fator integrante na resolucao
de equacdes diferenciais, conceituou a diferenga entre as equacdes diferenciais homogéneas e

niao homogénea.

Joseph-Louis Lagrange aplicou o calculo diferencial a teoria da probabilidade,
contribuindo com as relagdes diferenciais elementares, mostrando que a solu¢do geral de uma

equacdo linear homogénea de ordem n, € uma combinacdo linear de n solu¢des independentes.

Pierre — Simon de Laplace, (1749-1827), teve destaque no campo da mecanica celeste.
Seu método, a transformada de Laplace, permite solucionar uma equacdo diferencial ordinéria

de coeficientes constantes por meio da resolucdo de uma equagio algébrica.
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3 REFERENCIAL TEORICO.

As equagdes diferenciais sdo modelos matemdticos importantes e fundamentais para
representar situacdes reais. A matemdtica procura expor situacdes do nosso cotidiano por
meio de simbologia matematica. Utiliza-se o termo aplicacdo matematica, ao fato de procurar
representar as atividades por meio de conceitos, para compreensdo de atividades do mundo

em que vivemos.

Segundo (BOYCE E DIPRIMA, 2015), muitos dos principios, ou leis, que regem o
comportamento do mundo fisico sdo proposi¢cdes, ou relagdes, envolvendo a taxa segundo a
qual as coisas acontecem. Expressas em linguagem matemadtica, as relagdes sdo equagdes e as

taxas sao derivadas. Sendo assim, equacgdes contendo derivadas sdo equacdes diferenciais.

De acordo com (BASSANEZI, 2015) € por essa multiplicidade de aplicacdes que o
estudo de equacdes diferenciais se faz tdo importante. Ela representa a dualidade do rigor
matematico, com todas as suas definicdes, conceitos e a sua pratica, com o estabelecimento de
modelos que tendem a se aproximar do real. Assim, além de fazerem parte de alguns cursos
de ciéncias exatas, elas servem como ferramenta de estudo em outras areas buscando analise

das suas proprias experiéncias.

As equacgOes diferenciais estdo presentes em diversas dreas, seja na fisica, na quimica,
biologia, economia, matemdtica e nas engenharias etc. As equacdes diferenciais sao
expressOes matemdticas que sdo utilizadas para modelar situagdes do cotidiano com o
objetivo de compreender, prevenir e prever os fendmenos que nos cercam € que nos
surpreendem deixando-nos curiosos e preocupados, as vezes, com algum acontecimento que
venha ser prejudicial para a populacdo, sendo necessario, decidir, as vezes, a interferir ou nao

em seu processo de desenvolvimento.

Segundo (BOYCE E DIPRIMA, 2015), uma equacdo diferencial que descreve algum
processo fisico é chamada, muitas vezes, de modelo matemdtico do processo. As equacdes
surgiram na ansia de se descrever fendmenos naturais, € comum pensarmos em sua aplicagcdao

direta na fisica.

De acordo com (BASSANEZI, 2006), as equagdes diferenciais sdo objetos de intensas
atividades que envolvem tanto pesquisa cientifica quanto tecnoldgica justamente por

apresentarem além de uma matematica rigorosa, uma diversidade quanto as suas aplicagdes.
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Ainda de acordo com (BASSANEZI, 2006), utiliza-se o termo aplicacdo matemadtica, ao
fato de tentar representar as atividades por meio de conceitos, para compreensao de atividades
do mundo em que vivemos. Desta forma, a Matemadtica aplicada moderna pode ser
considerada a arte de aplicar a matematica a situacdes problemas, utilizando como recurso a

modelagem matematica.

A modelagem ou a deducdo de problemas encontrados em algumas dreas € expressa a
partir de equagdes diferenciais ordindrias ou através de equacdes diferenciais parciais. A
aplicagdo do conhecimento da matematica € muito importante na hora de solucionar alguma

situagcdo que venha ocorrer no cotidiano.

De acordo com (BOYCE E DIPRIMA, 2015) Para aplicar as equagdes diferenciais nos

diversos campos em que sdo uteis, € preciso primeiro formular a equacgdo diferencial

apropriada que descreve, ou modelar, o problema em questao.

A modelagem matemdtica consiste na arte de
transformar problemas da realidade e resolvé-los,
interpretando suas solu¢des na linguagem do
mundo real. (BASSANEZI, 2002, p. 16).

A finalidade de modelar uma situagdo real é conseguir a taxa de variagdo com o tempo
das grandezas que descrevem o problema. Determinando uma equagdo diferencial que possa
definir o processo em questdo, utilizando a equacdo diferencial na tentativa de conseguir
informacdes necessdrias com o intuito de prever o seu comportamento.

Segundo (D’AMBROSIO, 1986) a modelagem ¢ um processo muito rico de encarar
situacdes e culmina com a solugdo efetiva do problema real e ndo com a simples resolucao
formal de um problema artificial.

A modelagem matemdtica é uma arte, de formular,
resolver e elaborar expressdes que valham ndo
apenas para uma solucdo particular, mas também

sirvam, posteriormente, como suporte para outras
aplicacdes e teorias (BIEMBENGUT,HEIN, 2007,

p. 13).

Desta forma, os estudos das equagdes diferenciais sdo de grande valor para a
compreensdo de problemas reais do cotidiano, exibindo aplicacdes em diversas dreas do

conhecimento, em particular, nas areas das exatas.
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3.1 Equacao diferencial.

As equagdes diferenciais sdo equacdes cuja incognita é uma funcdo que aparece nas
equagdes sob a forma de derivada. As equacdes podem ser classificadas quanto ao tipo,

quanto a ordem e quanto a sua linearidade.

3.2 C(lassificacao quanto ao tipo.

As equacdes diferenciais dividem-se em dois tipos: em equagdes diferenciais ordindrias e
em equacdes diferenciais parciais. Uma equacgdo diferencial ordinaria (EDO), contem apenas
fungdes de uma varidvel e derivada da mesma varidvel. Uma equacdo diferencial parcial

(EDP), contem fun¢des com mais de uma varidvel e suas derivadas parciais.

DEFINICAO: Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO) sdo equagdes que contem somente
derivada ordindria de uma ou mais varidveis dependente, em relacio a uma udnica varidvel
independente.

Exemplo:
d?x dx
e +a pTS +kx=0
onde t, € a varidvel independente e x € a varidvel dependente.

DEFINICAO: Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) sdo equacdes que envolvem as derivadas
parciais de uma ou mais varidveis dependentes e duas ou mais varidveis independentes.

Exemplo:
du Odu
x dy

onde, x e y sdo as varidveis independentes e u a dependente.

3.3 Classificacao quanto a ordem.

Uma equacdo diferencial pode ser de primeira, segunda e n ordem, dependendo da

derivada de maior ordem que apareca na equacdo. Denotamos como segue:

19,29, ..., n — ésima ordem
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Exemplos:
y —10y =0 (equacao diferencial de primeira ordem)
y' —y +10y =0 (equacdo diferencial de segunda ordem)

De modo geral, uma equacdo diferencial ordindria de ordem n com x independente e y

dependente, pode ser escrita na forma, como segue:

dy dny

f(X,y,&, ,En)—o

3.4 Classificacdo quanto a linearidade.

As equacdes diferenciais classificam-se em linear e ndo linear.

DEFINICAO: As incégnitas e suas derivadas aparecem em uma soma em que cada parcela é
um produto de alguma derivada das incégnitas com uma fung¢do que ndo depende das

incégnitas.
Exemplo:

d?x dx

F+a5+kx =0

onde t € uma varidvel independente e x € a varidvel dependente.
Uma equagdo diferencial ordindria linear de ordem n pode ser escrita na forma como
segue:
a@Pra @ V4eta @ 4a y=r@ O
n

it =l gxn-1 1 ax

Propriedades:

» A varidvel dependente y e todas suas derivadas sdo de 1° grau
» Cada coeficiente depende apenas de uma varidavel independente x
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DEFINICAO: sio as equacdes diferenciais que ndo podem ser colocadas na forma (I)

Exemplo:

e Ty =0

¢ uma EDO nio linear, devido o termo y3.

3.5 Soluc¢iao de uma Equacao Diferencial Ordinaria.

DEFINICAO: A solugdo geral de uma equacdo diferencial ordindria de ordem n, em um

7z

intervalo I, é uma familia de solucdes y(t), no intervalo I, dependendo de n constantes
arbitrarias, tais que, qualquer solu¢do particular, pode ser obtida da solu¢@o geral, atribuindo

valores as constantes.

DEFINICAO: Uma solugiio particular de uma equaciio diferencial ordindria de ordem n, em
um intervalo I, € uma funcio y(t), definida no intervalo I, tal que, suas derivadas de ordem

até n sdo definidas no intervalo [ e satisfaz a equagdo nesse intervalo.

Exemplo: Encontrando a solugdo geral da equacdo diferencial ordindria.

dy
) _ a3t
il (@)

Resoluciao:
Integrando (a), em ambos os lados e usando a regra da cadeia.

Temos:

dy
— = 3t
i [ e3t,

Isto implica,

y =1 et (solugdo geral)
3

Para obter uma soluc¢do particular, basta, atribuir valores a constante c.

Exemplos:



1

y =
3

1

y =-

3

e3t 4+ 10. (solucdo particular)

e3t + 50. (solugdo particular)

22
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4 TRANSFORMADA DE LAPLACE

O método da transformada de Laplace é uma importante ferramenta para a resoluciao de
equacgoes diferenciais, em particular, das equacgdes diferenciais ordindrias, lineares com
coeficientes constantes e dos problemas de valores iniciais, que sd@o bastante frequentes na
drea de engenharia. O procedimento inicial para a obtencdo da solu¢do de um problema

consiste, praticamente, em trés etapas.
12 etapa: A equacio diferencial ordindria € transformada em uma equagao algébrica.
22 etapa: A equacio € resolvida por manipulagdo algébrica.

3% etapa: A solucdo da equagdo diferencial ordindria € transformada de volta, resultando na

resolucdo do problema dado ou modelado.
O método da Transformada de Laplace tem algumas vantagens, em relacdo a outros métodos.

» Os problemas sdo resolvidos mais diretamente, sem precisar determinar uma solucio
geral.

> E possivel resolver uma EDO ndo homogénea sem ter que resolver, antes, sua EDO
homogénea correspondente.

» Em suas aplica¢Oes costuma-se interpreta-las como transformacdes de dominio tempo,

denotado pela varidvel t, para o dominio de frequéncia, denotado pela variavel s.

DEFINICAO: Seja f(t) uma fungio em [0, ). A transformada de Laplace é a funcdo F(s),
definida pela integral.

fo e~stf(dt (1)

Serd uma transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

O resultado serd uma funcio de s. O dominio de F(s) sdo todos os valores de s para os
quais a integral em (1) existe. A transformada de Laplace de f ¢ indicada por F e L{F}. A

integral (1) é uma integral improépria.

Assim,

fwe—st f(Odt - lim [ :—Sf f(Odt
0 b—oo g
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Denomina-se integral impropria de f no intervalo [a, o), se o limite existir e for

finito, neste caso, a integral converge, caso contrario, se o limite ndo existir, a integral sera

divergente.

Exemplo: Analisando se a integral imprdpria € convergente ou divergente.

® dx

1 %3
Resolucao:
A partir da defini¢ao.

Segue,

o b
J %=limfb§=limfx—3dx
1X3 b—o0 1X3 b—oo 4

Aplicando os limites superiores e inferiores.

Obtemos:
2
lim X~ | b
b—soo —2 1
— b
T lim[x2—x7] |
2 booo 1
-1 y 1]
__ lim —
2 boowo 2 ?
-1
— lim [—1]
2 b
— 1
(-D=-
2 2
Logo, converge.
Exemplo:
* d b dx b
J _=1lim [ _ =limIn|x| |
b—o 1

1 X by X
Aplicando os limites superiores e inferiores,

Obtemos:

lim [In|x| — In|x]] |
b—oo



lim [In|b| — In|1][]

b—oo

lim [In|b| — 0] = o0

b—o0

Logo, € divergente.

Agora, iremos calcular algumas transformadas de Laplace com o objetivo de utilizar os

resultados, a partir de uma tabela.

Exemplo: Determinando a transformada de Laplace da fun¢ao constante f(t) = 1, para

t=0.

Resoluciao:

Usando a definicao da transformada de Laplace, temos:

oo b
__p—St
F(s) = [ e=st f()dt = lim [ e=st 1dt=lim —¢__ | P

b—oo too S 0
0 0

Aplicando os limites superiores e inferiores.
Temos:

—sb —sb —s0
. —e S p . —e e
lim | = lim (

b— o S 0 b—oo S S

Como e~sb — 0, para s > 0 quando b— co.

Obtemos,
—e~sb 1 1
lim & +)= _
b—oo s s s
Quando s < 0 a integral (I), diverge.
Jewstf(®dt (D
0

Exemplo: Determinando a transformada de Laplace da fungéo f(t) = e® sendo @ uma

constante.

Resolucao:

Usando a definicao da transformada.



Temos:
F(s) = [ estf(t)dt = [ e—stextdt = [ e~G—0t dt
0 0 :
b
lim (f e—G—obdt) = lim g~ (s—®b | b
b=co bowo s—a 0

0
Aplicando os limites superiores e inferiores.

Temos:

_e—(s—a)b _e—(s—a).O _e—(s—a)b 1

b—oo s—a s—a b §s—q s—a
Se s < a, a integral diverge, portanto, o dominio de F(s) € todo s > a.
Segue,

1 1
lim (0 + ) = lim =
t—oo S—a toos—a S—a

Exemplo: Determinando a transformada de Laplace da fungéo f(t) =t, parat = 0.

Resoluciao:

Usando a defini¢do de transforma.

Temos:
[e'e) co t
F(s) = [ e—stf(t)dt = [ e—sttdt = lim ([ e—sttdt)
t—oo
0 0 0

Calculando a integral, por partes.

Temos:

—st

u=t; du=dt; dv= e-stdtev =
S
Segue:

J udv =uv — [ vdu

Substituindo os valores correspondentes.

26
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Temos:
_e_st _e—St
[ e—sttdt =t ( — dt
s ) J s
4ot 1
= ( te” Y+ _ Jestdt
s s
Logo,

b __+p—St —st
[e=sttdt =1lim ( 2t — € ap) |b

Aplicando os limites superiores e inferiores.

Temos:

—bpe—sb 1 —Qe—s0 1
lim (; ¢ lesh— ( c _ — . e=s0))
b—oo S SZ S SZ

Para s > 0, a integral converge e e=s> = 0 quando b — co.

Assim,
1 1
lim,=_, paras >0
t—oo S S

Exemplo: Determinando a transformada de Laplace da fungdo f: [0, c0) — R dada por

f(t) =trparan=0,1,2,3 ..

Resolucao:
F(s) = [ e=stf(t)dt = [ e-sttndt = lim ([ e—sttndt) Q)
t—>oo
0 0 0

Integrando (i), por partes.

Temos:

_, st
u=tydu=ntvidt;dv=estdt;v= ¢

S

Assim,
[ udv =uv — [ vdu (i)

De (i),



—st

S (=

[ e=sttn = lim (t»
t—oo

) ntn—1dt)

Considerando t" (

S
seguida, Aplicando os limites superiores e inferiores, em (I) e (II), separadamente.

De (I),
Segue,

e—sttn b _bne—sb One—so
lim |T=C"

tooo S 0 S S

Pois, e~sb cresce mais rapido que b, para s > 0.
Analisando (II).

Temos:
7_lf e—sttn—l dt
S

A partir da defini¢do da transformada de Laplace, podemos notar que:

n
L{tr} = _ L{t1}
s

pois, [ e=sttn=1dt = L{t"-1} paran= 1,2,3 ...

Fazendo a analise da transformada de f(t) = t e depois comparando com f(t) = t™

Temos:
n
L{tr} = _L{t=1} (%)
S

Paran=1, 2, 3.... Em (¥).

Temos:
1 1. 1 1
L{t'} =_ L{t"} = 13{1} = = _
s s ss )
2. 1 2.1
L{t?} = ﬁ{tl} = _
s s s2 s3
3.2 3.2.1
L{t3} = L{tz} =
S s 53 g4

Lt n=" L{tg} _ 42 43.2.1
s s st s5

28

_ ,—St _,—St
¢ Ye(— [ ¢ (nt"~1)dt ) como (I) e (II), respectivamente. Em
S



5 543.2.1
oy =L =2 _54321
s sb 56

Logo, podemos concluir que:

n!
L{tn} =
STl+1

Exemplo: Determinando a transformada de Laplace de f(t) = sen(at), onde a é uma

constante diferente de zero.
Resoluciao:

A partir da defini¢do da transformada de Laplace.

Temos:
F(s) = L{sen(at)} = [ e=st f(t)dt = [ e~st sen(at)dt
0 0
b
lim (f e—stsen(at)dt) €))

b—oo

0
Integrando por partes (*)

Segue,

__p—St
u = sen(at); du = cos(at) . adt; dv=e-stdte v = €

Assim,
Judv=u.v— [ vdu

Substituindo seus respectivos valores
Obtemos:

—e —st

S g

[e—stsen(at) =sen(at)( S

cos(at) adt

OO B aconGatyie ()

S S

29
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_ —st
Considerando ( sen(at)e ) e (a f_e—Sf cos(at) dt) como (I) e (I) respetivamente. Em
S S
seguida, Integrando, novamente (II), por partes.

Temos:

_e—St

u =cos(at); du= —asen(at)dt; dv=estdtev=
Segue,
fudv=u.v— [ vdu

_e—St

a a —est
;f e—stcos(at) dt = . (cos(at) (S—) —f (—asen(at))dt)

S

=?cos(at) e—st — —Zfe—Stsen(at)dt (110
s

Somando (I) e (IIT) em (1).
Obtemos:

—sen(at)e=st  —a a?
———— + (—-cos(at) e=st) — — [ e—stsen(at)dt
S 52 52

Segue, que:

—sen(at)e=st  —a a?

[ e=stsen(at)dt = + (—-cos(at) e=st) — — [ e~stsen(at)dt
s s

Deixando os termos em comum do mesmo lado.
Temos:

a? —sen(at)e=st  —a
[ e—stsen(at)dt + S—zf e~stsen(at)dt = —————— + (—-cos(at)e~")
s s

Colocando a integral comum, em evidéncia.

a? —sen(at)e—st — acos(at) e~st
[e-stsen(at)dt(1+ —)=——"—""+ )
S s 52
—sen(at)e—st — acos(at) e—st
+
[ e=stsen(at)dt = S , s°

a.
(1+7)
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—sen(at)e—st (— acos(at) e—st

4
e—stsen(at)d = ST
f (at)dt dt + S“F+ a*
s? + a?
52 s?

A partir da divisdo de fragdes.

Temos:

—sen(at)est s2 ) —acos(at)e—st 2

+ ( ) .S

[ e=stsen(at)dt = .
s s+ a? 52 s+ a?

_Sen(at)e—st. S a COS(at) e—St

—st —
[ e=stsen(at)dt dt E T

b

1 b
lim [ e=st sen(at)dt = lim ( (—sen(at)e=sts — a cos(at) e~st)) | (iiQ)

b—oo b §Z + g2 0
0

Aplicando o limite superior e inferior em (iii).

Segue,
lim (%((—sen(ab)e—sb. s —a cos(ab) e—sb) —(—sen(a0)e—s0. s
— a cos(a0)) e—sY))
Dai,
e—sb — ( para s > 0 quando b— 0. Como e—sP cresce mais rapido que sen(ab).

Considerando (—sen(ab)e—sbs — a cos(ab) e—sP) e (—sen(a0)e=s0. s — a cos(a0)) e—s0)

como (iv) e (v), respectivamente.

Segue, de (iv).

1
lim (—sen(ab)e—sb. s — a cos(ab) e=sb) =0
b-w 2 + a2

Segue, de (v).

lim ! (—sen(a0)e—s0s — a cos(a0) e—s9)
b—ow §2 + g2

Logo, o limite em (vi), sera:

1 a
2 a2 (=a)

0 =
s2 +a?
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Exemplo: Determinando a transformada de Laplace de f(t) = cos(at),com a # 0. A

partir definicdo da transforma de Laplace.

Temos:
f(s) =[{cos(at)} = [ e=st f(t)dt = [ et cos(at)dt
0 0
b
lim (f e—st cos(at)dt) (vii)

b—oo

0

Integrando (vii) por partes.

Segue,
sen(at)
u = et du=—se-stdt; dv = cos(at)dtev =
a
Assim,
[ udv =u.v— [ vdu (viii)
Substituindo seus respectivos valores em (viii).
Temos:
sen(at sen(at
[ e=st cos(at) dt = (e=st) @t _ f (at) (—se—st)dt
a a

e-stsen(at) s
=— +_[sen(at)e—stdt. (1)
a a

—st
Considerando, (© Sen(at)) e (S_ [ sen(at) e=stdt ) como (I) e (II), respectivamente. Em
a a
seguida, Integrando novamente (II), por partes.
Temos:
—cos(at)

u=-e-st; du = —sestdt; dv=sen(at)dtev=
a

Segue,

Judv=uv— [ vdu



—cos(at) _ — cos(at) (—se-stydt

[ sen(at)e—stdt = (e—st)
a a

= (M) —ifcos(at)e—“dt an
a a

Substituindo (I) e (II’) em (1).

Obtemos:
—s —p—St S
e-stsen(at) +_s( e—st cos(at) _5 [ cos(at)e-stdt)
a a a a
Segue, que
—st s —e~stcos(at S
[ e=stcos(at)dt = eTsen(at) +—( (@t —_ J cos(at)e~stdt)
a a a a

se—stcos(at) 2

e—stsen(at
(at) — —zf e—st cos(at)dt)
a

[ e=stcos(at)dt = ————— _
a a?
Deixando os termos em comum, do mesmo lado.
Temos:
s2 e—stsen(at) se~stcos(at)
[ e=stcos(at)dt + — [e—stcos(at)dt) = ———8MM_ —
a? a a?

Colocando a integral comum, em evidéncia.
52 e-stsen(at) se=stcos(at)
[e=stcos(at)dt.(1+2) = -
a? a a?

estsen(at)  se-st cos(at)

[ e Stcos(at)dt = a =2 a?
1+2
e—stsen(at)  se—stcos(at)
[ e=stcos(at)dt = = — 2
a2+ s2 a2+ 52
a? a?

A partir da divisdo de fracdes.

Temos:

33

)

e—stsen(at) ( a? Y — Cfe_“ cos(at)) ( a’

[ e=stcos(at)dt =
a a?+ s? a? a’+s?
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e-stsen(at).a Se~stcos(at)

a?+ s? a*+s?

[ e=stcos(at)dt =

[ e=stcos(at)dt =

T (e—stsen(at). a — se—st cos(at)) (2)
a’+s

Aplicando o limite superior e inferior.

Segue, de (2) e de (**)

b
1 b
lim (J e—stcos(at)dt) = lim (e—stsen(at)a — se—st cos(at)) |
b—co a?+ s? b-oo 0
0
1

s24q2

lim,_,., (e~stsen(ab)a — se=sb cos(ab) —(e~s9sen(a0)a — se~s° cos(a0)))

Como, e=sb - 0 Para s > 0. Quando b — o

Isto implica,

lim (e—sbsen(ab)a — se=sb cos(ab) =0
a?+ s% booo

pois, e—st cresce mais rapido que cos(at) e sen(ab)

Além disso,

lim (— e—s%en(a0).a — se=s% cos(a0))

a?+ s2p-w
1
=a4<2+52 0+5s)
1 S

S
a? + s2 a’+ s?

4.1 Linearidade da transformada.

TEOREMA: Sejam f, g e h funcdes cuja transformada de Laplace existam para s > a e
considere que ¢ seja uma constante.

Entdo, para s > a.

() Lf +g}=L{f} + L{g}
(l)  L{ch} = cL{h}

Demonstracao (I)
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A partir da defini¢c@o, da transformada de Laplace.

Temos:

[oe]

L+ gy = [ et [f(©) + g(®)]dt

0

= [e-st f(t)dt + [ e=st g(t)dt
0 0
= L{f} + L{g}

Demonstracao: (II)

[ee]

L{ch} = [ e=st[ch(t)]dt
0

[oe]

=c [ e=st h(t)dt
0

= cL{h}

4.2 Continuidade por Parte.

DEFINICAO: Uma funcdo f(t) é dita ser continua por partes em um intervalo [a, b] se f(t) é
continua em cada ponto de [a, b], exceto talvez em um nimero finito de pontos nos quais
f(t) tem uma descontinuidade do tipo salto.

Uma fung@o f(t) € dita ser continua por partes em [a, 00), se f(t) € continua por partes em
[a, N] paratodo N > a

Exemplo: Analisando se a fun¢@o € continua por partes.

t 0<t< 1
f(t) ={2 1<t< 2
(t—2)22<t<3

Figura 1: Grafico da func¢do continua por parte.
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Fonte: Autor
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A partir do grafico de f(t), vemos que f(t) é continua nos intervalos ]0, 1[, ]1,2[, ]2, 3].

Podemos notar que, nos pontos t = 1, 2, a fun¢do tem descontinuidade do tipo salto. Pois os

limites laterais existem como nimeros finitos e distintos. Portanto, f(t) € continua por partes

no intervalo [0, 3].

Uma funcio f(t) em [a, b] € dita ter descontinuidade do tipo salto em um t pertencente a

(a, b), se f(t) for descontinua em t, mas os limites laterais existem como nimeros finitos e

distintos.

Exemplo: Verificando se a func¢do tem descontinuidade do tipo salto.

|¢l
f) = T t#0
Calculando os limites laterais no ponto t = 0.
Temos,
. t . t
lim uz 1e lim u=—1
t-0+ t t—-0— t

Logo, temos limites distintos e finitos. Portanto, a funcao tem descontinuidade do tipo
salto. No ponto t =0

Figura 2: Gréfico da fun¢do com descontinuidade do tipo salto.



Fonte: Autor

Exemplo:
t 0<t<1
fH)=1{3, 1<t<3
5 3<t<5

Verificando se a fun¢do € descontinua do tipo salto.
Resoluciao:
Figura 3: Grafico da fun¢do com descontinuidade do tipo salto.

B

Fonte: Autor

1
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Calculando os limites laterais, quando ¢t — 1.

Temos:

lim 3=3e limt =1
t-1+ t-1-

Calculando os limites laterais, quando t — 3.
Temos:

lim 5=5e lim 3=3
t—-3+ t—3—

Logo, os limites laterais existem como nimeros finitos e distintos. Portanto, a fun¢do tem

descontinuidade do tipo salto.

4.3 Ordem Exponencial.

DEFINICAO: Uma funcio f(t) é considerada de ordem exponencial a se houver constantes
positivas T e M, tais que: |f(t)| < MextVt>T

Exemplo: Verificando se a funcio f(t) =t € de ordem exponencial.

A partir da defini¢do.
Temos:
If ()] < Meat
If(O] < 1ett
[t] < et

Através do gréfico, podemos perceber que a funcio f(t) = et cresce mais rdpido que o
grafico da funcido f(t) = t.

Figura 4: Gréfico da fun¢ao de ordem exponencial.
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Fonte: Autor

Logo, f(t) = t é de ordem exponencial.

Exemplo: Seja f(t) = et’ para M = a = 1. Vamos verificar se a fun¢do € de ordem

exponencial.
A partir da defini¢do.
Temos:
[f(t)| < Meot
|et2| < lelt
2
le" | <e'

Figura 5: Gréfico da fun¢@o que ndo € de ordem exponencial.
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is th

Fonte: Autor

A partir do grafico, podemos analisar que, a fungdo f¢ ¥ e, * cresce mais répido que a
funcdo f(t) = et. Logo, ndo é de ordem exponencial.

4.4 Condicao para a Existéncia da Transformada.

TEOREMA: Se f(t) € continua por partes em [0, c0) e de ordem exponencial «,

Entdo, L{F} existe para s > a

Demonstracao.

Inicialmente, vamos analisar se a integral converge para s > 0

[ee]

[ e=st f(t)dt

0
Dividindo a integral em dois intervalos, ou seja, em duas integrais.
Temos:

oo b oo

[ e=st f()dt = [ est fF(t)dt + [ e=st f(t)dt

0 0 b
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. . . . . b .
Analisando as duas integrais. Vamos considerara integral | e~st f(t)dt e a integral
0

J‘oo e=st f(t)dt como (I) e (I), respectivamente.
b

De (1),

Temos que a integral é continua por partes em [0, o), ji que a fungdo f(t) € continua por
partes em [0, b], parab > 0. Logo, a partir da defini¢cdo de continuidade por partes, estd bem

definida.
Analisando (II),

Como a fung¢do f(t) é de ordem exponencial a entdo existem constantes positivas T e M,

tais que, |f(t) | < Me*tVt>T.
Temos:
|f ()] < Meet
Multiplicando ambos os lados da desigualdade por e—st.
Temos:

e=|f(0)] < Mewte~s
e=st|f(t)| <Me=G-0t V ' >Tes >a (1)

Se t' > T, vamos usar o teste de comparacao para integrais improprias para mostrar que

[ee]

[ e=st f(t)dt

t

Converge.
Considerando a integral jt°° Me=G-0t dt  como (III) e calculando a integral.

Temos:

J Me=G-0tgr =M [ e=-0tge

t' t'

Usando a defini¢do de integrais improprias
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o)

Mlim [ e-G-9tdt =M lim
b0 bso a—s t
t’

e—(s—a)t b

Temos:
Aplicando os limites.
Temos:

_ Me—(s—a)t b Me—(s—a)b Me—(s—oc)t'
lim — | m ( — )

b»o o —S t' boow a—s a—s

—(s—a)b —(s—a)t
Considerando Me e Me como (i) e (i1), respectivamente.
a—s a—s

Para s > a, temos que (i), tende a zero. Quando b —

Vejamos:

Me=(s~a)t M
a—s  eC-Oig—g

- 0paras> «

Pois, e(s—0b — co, Quando b — o

De (ii), Quando b — oo, temos

_Me—(s—a)t’ M
_)

a—s oCaig 5 )
Logo,
M
—(s—a)t — .
[ Me dt e (5—a) s>a
t’
Como

. M
lim _
t'-s00 e—(s—a)t'(s —_ a)

Para s > a. Segue do teste de comparagdo que:

[ele]

[ e—stf()dt

t

Converge para s > «
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Portanto, as duas integrais (I) e (II), existem. Logo, a transformada de Laplace L{F}
existe para s > a.

Demonstraciao da propriedade de primeira ordem
A partir da defini¢do, da transformada de Laplace.

Temos:

o 2]

LI ()} = [ e=stf (H)dt ()

0

Integrando (*), por partes.
u=-est du=-—-sestdt; dv=f(t)dtev= f(t)

Assim,
Judv=u.v— [ vdu

Substituindo os valores na integral.

Temos:

[ e=stf'()dt=est f(£) — [ f(t) (—sest)dt

=e=st f(t) +s [ f(t) e-stdt

Aplicando o limite separadamente.
Temos:

lim (e=5= f(0) — e=50 f(0)) + s [ e~stf(t)dt

b— oo

0
Dai,
e=sb — (0, para s > 0, quando b — o

Segue, da defini¢ao.

(o]

F(s) = [ e=stf(t)dt.

0

Logo,



—f(0) +sF(s) (V)
E a transformada de Laplace da derivada f'(t).
Demonstracao da propriedade da EDO de segunda ordem.
A partir da defini¢do, da transformada de Laplace.

Temos:

oo

LI} =[ e=stf"(Ddt (%)

0

Integrando (**), por parte.

u=est; du=-—sestdt; dv=f'(t)dtev=f(t)

Assim,
Judv=uv— [ vdu

Substituindo os valores na integral.

Temos:

[ e=stf'(®)dt = e=st (D) — [ f© (—se~st)dt

=e=stf'(t)+s [ f'(t) estdt

Aplicando o limite, separadamente.

Temos:

lim (e~ f/(b) = e=0 f'(0)) + [ e=stf'(t)dt
0

Dai,

e—s® — 0, Para s > 0, Quando b — o

Segue, da defini¢ao.
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[oe]

LI (O} = [ estf'(B)dt

0
Utilizando o resultado de (IV).
Temos:
L")} = —f'(0) + s(sF(s) — £(0))
=—f"(0) + s2F(s) — sf(0)
= s2F(s) = sf(0) —f'(0)

E a transformada de Laplace, da derivada f”(t). Logo, temos todos os resultados
necessdrios, na tabela abaixo, para auxiliar na resolu¢do de algumas transformadas.

TABELA DAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

1 1/
eat 1/5 _a
e n!/sn+1
sen(at) a
s? + a?
cos(at) S
s +a?

e f(t) f(s—a)
f® F(s)
f'® sF(s) — f(0)
f'® s2F(s) — sf(0) — f'(0)
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S5 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.

DEFINICAO 4. Dada & funcio F(s), se houver uma fun¢io f(t) que seja continua em [0, oo)
e satisfaca L-1{f} = F, dizemos que f(t) €é a transformada de Laplace inversa de F(s) e
empregamos a notacdo f = L-{F}.

5.1 Linearidade da transformada inversa.

TEOREMA7. Suponha que L-1{F}, L~{G} e L~1{H} existam e sejam continuas em [0, o0 ),
e considere que ¢ seja qualquer constante.

Entao:

D L-YF + G} = L~YF} + LG}
(I L YcH}=cL{H}

Demonstracao (I)

A partir da defini¢do da transformada de Laplace

oo

L-YF + G} = L1 [ e~st[f(t) + g(t)]dt

(o] 0 [ee]
(L1 [ estf()dt} + L1 [ e—stg(t)dt}
0 0
L1 [T e-stf(t)dt + L1 [~ e~stg(t)dt
0 0

L-YF} + L-YG}.
Demonstracao (IV).

A partir da defini¢do da transformada de Laplace.

(0]

L~ cH} = L1 {f e~stcH(t)dt}
0

cL1{[ e~stH(t)dt}
0

cL-1{H}.
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5.2 Fracoes Parciais.

Para encontrar a transformada de Laplace é importante observar a forma que ela se

encontra, para que seja possivel aplicar o caso correspondente para cada situacdo. Se ela se
_P®

Q)

encontrar da forma como segue, F(s) , onde P(s) e Q(s) sdo polindmios com

coeficientes reais, sendo o grau de P(s) menor que o grau de Q(s), usaremos as fracdes
parciais para apresentar F(s), através de fracdes parciais simples, quando for conhecida a

transformada. Assim, utilizaremos trés casos sobre as fra¢des parciais.

5.3 192caso: Fatores Lineares Distintos no Denominador.

Quando a transformada conter fatores lineares distintos no denominador, denotado por
Q(s) e puder ser fatorada para a forma de um produto de fatores lineares e distintos. Isto &,
Q(s) = (s — r)(s — r2) ... (s — ), onde os r's sdo todos os ndmeros reais distintos. Entéo,

podemos expressar a expansao de todas as fragdes parciais, da forma como segue:

P(s) A N
F(s) = = ! + Az 4ot A

Q(s) s—r1 s—rnr S—Tn

onde, esses A’s sdo numeros reais.

Exemplo: Calculando a transformada inversa abaixo.

L_l {52—25+8} (1)

Inicialmente, encontraremos as raizes de sz — 6s + 8.
A= b? — 4ac

A= (—6)2 —4.1.8

A= 36 — 32
A=4
_—b++VA
= 2a
6+ 2
x:—:4'
2
6—2
x’:—=2
2

Reescrevendo, s2 — 65 + 8 na forma de um produto de fatores.
Temos:



ax? —bx+c=a(x—x1)(x — x2)
s2—65s+8=(x—4)(x —2) ()

Substituindo (i), em (1).

Temos:
1
LY ¢
s-06-2!
Segue,
_1 1 —[-1 A " B *
£ {(5—4)(5—2)} ¢ (s—4) (5—2)} ©)
A partir do 1° caso de fracdes parciais.
Temos:
1 A B

(s—4)(s—2) - (s—4)+(s—2)
Multiplicando ambos os lados por (s — 4)(s — 2).
Obtemos:
1=(s—2)A+(s—4)B

Para encontrar A e B, atribuimos valores a s, desde que esse valor venha cancelar um

termo.
Para s = 2.
Obtemos:
1=2-2)A+2-4)B
1=(0)A+ (—-2)B
1=(-2)B
B =1
2
Para s = 4.

Obtemos:



1=(4-2)A+ (4 —-4)B

¢ 1=(2)A+ 0B1
= (2)A
1
A=_
2
1 1
Temosque A=_eB =—_
2 2

Substituindo A e B em (*).

Temos:

1 A B }:L—l{l/Z +_1/2}:L_1{1/2
£ {(5—4) * (s-2) (=4 (s-2) (s—4)

Usando as propriedades de linearidade.

Temos:

1 1 1 1
—L1 —=r! 3
2 {(s — 4)} 2" {(s — 2)} )

A partir da tabela das transformadas.

Temos:

f(s—a) =ef(t)

com o deslocamento.

Analisando as transformadas sem o deslocamento.

Temos:
£ B=1=7 (0
E com o deslocamento.

Temos:

-1 1 — ea’t t) = e4t. 1 — e4t
L {—(3_4)} f®

_

(s=2)
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A transformada de Laplace com o deslocamento € o produto entre a funcdo f(t), sem o
deslocamento com a exponencial da funcdo deslocamento. Seguindo a mesma ideia,

Analisaremos a transformadas sem o deslocamento.

Temos:
£t 3=1=f(©
E com o deslocamento.

Temos:

Ss—

L_l{ 1 )} =eatf(t) = ezt. 1 e ezt

Substituindo as transformadas inversa em 3.

Temos:
g 1o
2
et 2t
2 2

Que ¢ a transformada inversa de Laplace.

54 292caso: Fatores Lineares Repetidos no Denominador.
Seja (s — r), um fator de Q(s) no denominador e supondo que (s — r)™ seja a poténcia
mais alta de (s — r), que divide Q(s). Entéo, a partir de ? (Z)—(godemos escrever em temos de
S

fragdes parciais. Onde r € um numero real e m = 2.

Assim,

Am

Qs (1) (s-1)? (s—r)m

FO)="Y=*_ | m q.q

Onde os A’s sao numeros reais.

Exemplo: calculando a transformada inversa de Laplace, Abaixo.
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-1 s2+9s+ 2 .
{(s —1)?(s+ 3)} ©

Segue,

(s—1)%(s+3) (s-1)  (s=1)%  (s+3)

L‘1{52+95+2 y=c-1{" IR B )

A partir do 2° caso de fracdes parciais.
Temos:

249542 A B C
(s—1)2(s+3) (s-1) (s—1)2 = (s+3)

(**)
Multiplicando ambos os lados por (s — 1)2(s + 3).
Obtemos:

2495+ 2=(s—1(s+3)A+(s+3)B+ (s —1)2C (**)

Para encontrar A e B e C atribuimos valores a s, desde que esse valor venha cancelar

algum(s) termo ou formar um sistema.

Assim, paras =1
Temos:
s24+9s+2=(s—1)(s+3)A+(s+3)B+(s—1)C
12494+2=01-1D)A+3)A+(1+3)B+(1-1)C
12=(1+3)B

12 = (4)B

De modo, semelhante.
Paras=-3

Obtemos:

(=3)2+9(=3)+2=(-3-1)(=3+3)A+ (=3 +3)B+ (=3 — 1)
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9—-27+2=(—-4)(0)A+ (0)B + (—4)%C
—16 =16C
C=-1
Por fim, para encontrar A.
Paras = 0.
024+9.0+2=(0-1)(O+3)A+(0+3)B+(0—-1)%C
2=(-1)B)A+ 3B+ (—1)2C
2=-3A+3B+C

Substituindo os valores encontrados de C e de B.
Temos:

2=-3A+33-1

—8+2=-3A
—6
A=__
-3
A=2

Substituindo os valores encontrados de A, B e C em (¥%).
Obtemos:

5249542 A B C 2 3 -1
G-D2(s+3)  (s=1) T (s—1)2 t (5+3)  (s—1) + (s—1)2 t (s+3)

Agora, determinando a transformada inversa de Laplace.
De (*).

Temos:

LAy B+ S y=rorg o4 P o
(s-1)  (s-12?  (s+3) (s-1) (s-12 (s+3)

Aplicando a propriedade de linearidade.

Obtemos:
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207 {3t (L J— L {1y
(s—1) (s—1)° (s+3)

(***)

A partir da tabela das transformadas.
Temos que:
f(s —a) =e*f(t)
Com o deslocamento.
Analisando as transformadas sem o deslocamento.

Temos:

1 g =1= £

£ (B=1=f®

e com o deslocamento.

Temos:
L1 (Si 1)} = extf(t) = et. 1 = et
L1 {(5_11)2} = eatf(t) = et. t = tet
L1 {(Si3)} =eutf(t)=e3t1=e3t

A transformada de Laplace do deslocamento € o produto entre a exponencial com a

funcdo f(t), sem o deslocamento.

Substituindo as transformadas inversas em (**%*),
Temos:
2et + 3tet — e—3t

que € a transformada inversa de Laplace.



5.5 32caso: Termos quadraticos sem fatores repetidos.

Neste caso, temos a cada fator linear da forma (s + r) que aparece n vezes no

denominador, igual no 29 caso, juntamente com um fator quadrético irredutivel, hsz—"‘-L.zOnde é

sé+r

possivel expandir para a forma de fra¢des parciais, decomposta como segue:

F(S)z P(S) — A1 + A2 ot An n Bs + C
Q(s) (s+r) (s+r)? (s+r)m™ s24r?

Exemplo: Calculando a transformada inversa abaixo.

1 —38=2 1
L7 Gapayk D
Resolucao:

Segue,

L_1{352 }= ,Cl{ +B+C+D 1, (%)
s3(s2+4) 23 244

A partir do 3° caso de fracdes parciais.

Temos:

C_+ D5+E. (**)

s3 s2+4

35—2 A

s3(s2+4) s +

U)N-LUJ

Multiplicando ambos os lados por s3(sZ + 4).
Obtemos:
3s —2==5%(s2+4)A+5s(s2+4)B+ (s2+4)C+ s3(Ds +E). )

Para encontrar A, B, C, D, e E atribuimos valores a S, desde que esse valor venha

cancelar algum(s) termo ou formar um sistema.

Aplicando a distributividade em (1).
Obtemos:
3s — 2 = (s*A + 4s2A) + (s3B + 4sB) + (s2C + 4C) + (Ds* + Es3)
3s — 2 =s*A + 4s2A + s3B + 4sB + s2C + 4C + Ds* + Es3

Somando os temos com a mesma potencia e colocando os termos s em evidencia.



Obtemos:

3s—2=s*%(A+D)+5s3(B+E)+s2(4A+C) +s(4B) + 4C

Segue que: P(s) = 3s — 2, onde s tem poténcia 1

Isto implica,

s*(A+ D)+ s3(B+E)+s2(4A+C)+s(4B) + 4C =3s — 2

Entao,

s4(0) + s3(0) + s2(0) + s(4B) +4C=3s—2
Assim,

A+D=0; B+E =0, 4A4+C=0; 4B=3 e 4C =-2
Dai, podemos encontrar os valores para A, B, C, D e E

Temos:

— ->C=

4

4C=-2->C=

o |
| L

3
4B=3 ->B=-

1
1 > 1
4A+C =0-44— =0-A4A= - =
4

2

3 -3
B+E=O_>Z+E=O_)E=_

4
1 1
A+D=0-5+D=0-D = —¢

Substituindo os valores encontrados de A, B, C, D, e E em (*%)

-1 -3
3s—2 /8 /4 ( /2) (C /g)s+( /4)
53(52+4) Tzt + s%+4

Encontrando a transformada inversa de Laplace

De (¥).

Temos:

-1 { 3s-2

}= 1:1{ +2 4 2+
s3(s%+4)

52 s3 s2+4
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1 3 -1 -1 -3
L_l{_/_g_‘l' _{i_{_( c/32)_|_ (« /8)5;( /4))}
s4+4

Aplicando as propriedades de linearidade.

Temos:

11 3 11 1 4, 2 1
[,1 _ N
G+t @-x &5t

-1 S

{52+4

3
Joo £ () (o)

Analisando as transformadas sem o deslocamento, a partir da tabela das transformadas.

Temos:
-1 1
LG =1=f®
LB =t=f(®)

-1 2_ 2 —
L=t 2=f®

L1 Ssz+4 = cos(at) = cos(2t)

1{ } = sen(at) = sen(2t)
Substituindo as transformadas inversa, encontradas em (**%),

Temos:

1,3 —1p2 —lcos(2e) —Zsen(20)
8 4 4 8 8

Portanto,

1 3t t2 cos(2t) sen(2t)

8 4 4 8 8

€ a transformada inversa de Laplace.
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6 INTRODUCAO AOS CIRCUITOS ELETRICOS.

Um circuito elétrico € a ligacdo de dispositivos elétricos, interligados por meio de um fio,
onde devem conter resistores, indutores, capacitores, fontes de tensdo, interruptores, entre
outros componentes, de modo que esses componentes formem pelo menos um caminho

fechado para as corrente elétricas.

Figura 6: Representacdo de um circuito elétrico.

Fonte do corronts
= Capacitor

T ) Rosistor - \x. .

e |I|1'|=|E:|:m real do componente
R e Fy
— A - { /
Fonta da Ter e __—__ W i L *
/ | Inclutor

[Simbalogia parn cireuitas f———————

Fonte: disponivel em: https://eletronicaqui.com/2016/04/circuito-eletrico/

Figura 7: Simbologia dos componentes de um circuito elétrico.

3 oot B v VO O

Reslstor Capaclior Indutor Baterla Fonte de Fonte de

tensdo corrente
Fonte: disponivel em: https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-

topic/circuit-elements/a/ee-circuit-terminology

6.1 Alguns componentes de um circuito.

Resistor: E um dispositivo com a finalidade de limitar a passagem de corrente elétrica
em um circuito. Ele oferece uma resisténcia elétrica, ou seja, ele dificulta a passagem de

energia elétrica.


https://eletronicaqui.com/2016/04/circuito-eletrico/
https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/circuit-elements/a/ee-circuit-terminology
https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/circuit-elements/a/ee-circuit-terminology
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Figura 8: Resistor.

Fonte: Disponivel em: https://www.arduinobelem.com.br/produto/kit-resistor-1-4w-x20-unidades/
https://www.eletropecas.com/Produto/resistor-de-fio-5Sw-15-k

Indutor: E um dispositivo que serve para armazena energia através de um campo

magnético, também serve para impedir variacdes na corrente elétrica.

Figura 9: Indutor.

rE =L
Indibar (F

Linhax e Moo doe
[ENT LT IO LI LT T BT E

Fonte: Disponivel em: http://www.portaleletricista.com.br/indutor-armazenador-de-energia/
https://www.electronica-pt.com/bobina

Capacitor: E um dispositivo que serve para armazenar cargas elétricas.

Figura 10: Capacitor.

Fonte: Disponivel em: https://www.mundodaeletrica.com.br/como-funcionam-os-
capacitores/https://www.instructables.com/lesson/Capacitors-2/



https://www.arduinobelem.com.br/produto/kit-resistor-1-4w-x20-unidades/
https://www.eletropecas.com/Produto/resistor-de-fio-5w-15-k
http://www.portaleletricista.com.br/indutor-armazenador-de-energia/
https://www.electronica-pt.com/bobina
https://www.mundodaeletrica.com.br/como-funcionam-os-capacitores/
https://www.mundodaeletrica.com.br/como-funcionam-os-capacitores/
https://www.mundodaeletrica.com.br/como-funcionam-os-capacitores/
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Fonte de tensdo: E um dispositivo que gera uma forca eletromotriz entre seus terminais,

ou seja, gera uma quantidade de energia para movimentar uma carga.

Figura 11: Fonte de tensao.

Fonte: disponivel em: https://aventa.com.br/novidades/quanto-custa-um-gerador-de-energia
https://marianaplorenzo.com/tag/substancias-das-pilhas/

Interruptor: E um dispositivo, utilizado para abrir ou fechar circuitos elétricos.

Figura 13: Interruptor.

Fonte: disponivel em: http://www.nauticexpo.com/pt/produto-fabricante/interruptor-circuito-
eletrico-attwood-27464-528.html/https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/circuito-
eletrico.htm

6.2 Existem trés componentes basicos de um circuito analégico.

Resistor (R), capacitor (C) e o indutor (L). Eles podem ser combinados em quatro

circuitos. O circuito (RC), (RL), (LC) e (RLC).


https://aventa.com.br/novidades/quanto-custa-um-gerador-de-energia
https://marianaplorenzo.com/tag/substancias-das-pilhas/
http://www.nauticexpo.com/pt/produto-fabricante/interruptor-circuito-eletrico-attwood-27464-528.html
http://www.nauticexpo.com/pt/produto-fabricante/interruptor-circuito-eletrico-attwood-27464-528.html
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/circuito-eletrico.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/circuito-eletrico.htm
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Circuito (RC): resume-se em um resistor e em um capacitor, podendo esses dispositivos

estar ligados em série ou em paralelos, onde o circuito é alimentado por uma fonte de tensdo.

Figura 14: Circuito RC.

t=0 - Held)
B _ 2{t) A
AW ——
R
Vg C — () @ C =— | upft)

Fonte: Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-
topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-rc-step-response
https://wiki.ifsc.edu.br/mediawiki/index.php/AULA_6_- Circuitos_2 - Engenharia

Circuito (RL): resume-se em um resistor e em um indutor, podendo esses dispositivos

estar ligados em série ou em paralelo, onde o circuito € alimentado por uma fonte de tensdo.

Figura 15: Circuito RL.

R

AN R
v{t}(‘!’) i) Q L

—

Fonte: Disponivel em: https://www.maxwell.vrac.puc-rio.br/26174/introducao.html
http://fisicabr.org/eletromag/fis26.html

Circuito (L.C): resume-se em um indutor € em um capacitor, podendo esses dispositivos

estar ligados em série ou em paralelo, podendo ser alimentado por uma fonte de tensdo.

Figura 16: Circuito LC.

Fonte: Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-

topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-lc-natural-response



https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-rc-step-response
https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-rc-step-response
https://wiki.ifsc.edu.br/mediawiki/index.php/AULA_6_-_Circuitos_2_-_Engenharia
https://www.maxwell.vrac.puc-rio.br/26174/introducao.html
http://fisicabr.org/eletromag/fis26.html
https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-lc-natural-response
https://pt.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-circuit-analysis-topic/ee-natural-and-forced-response/a/ee-lc-natural-response
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https://sites.google.com/site/ea7ahg/antena/bobinas-y-trampas/circuitos-Ic

Circuito (RLC): resume-se em um resistor, em um indutor e em um capacitor. Podendo

esses dispositivos estar ligados em série ou em paralelo, podendo ser alimentado por uma
fonte de tensao.

Figura 17: Circuito RLC.

o =
VAAA R
R |
éi%-_ c l’ () — e
"‘ “\_I,.
L vo—

z
Fonte: Disponivel em: https://medium.com/@marcoshuck/resolviendo-circuitos-rlc-a535e44c5b32
http://pbx-brasil.com/outrasDisciplinas/FisIV/Notas/larea/aulal106/aulal06.html

6.3 Circuito elétrico em série

Circuito em série: E o circuito onde todos os elementos se encontram interligado em
série com a fonte de energia. No circuito em série a corrente elétrica € a mesma em todos os

pontos do circuito e a tensao € dividida proporcionalmente.

Figura 18: Circuito em série.

—AA

R’_ 3 . I\X _r =il v e
A, AN, ( = R

Fonte: Disponivel em: https://www.ebah.com.br/content/ABAAAg5-UAl/relatorio-2-medicao-erro-resist-
eq /https://www.ebah.com.br/content/ABAAABRVQAD/relat5-cicuito-serie-paralelo-misto-final

12 Lei de Ohm: a intensidade da corrente elétrica em um circuito € diretamente

proporcional a tensdo aplicada e inversamente proporcional a sua resisténcia.

Utiliza-se a 1° lei de Ohm para encontrar os valores da tensdo (v), da corrente (I) e da

resisténcia (R) em um circuito elétrico. Para encontrar o valor desejado € s6 conhecer dois

valores entre os trés valores da lei de Ohm.


https://sites.google.com/site/ea7ahg/antena/bobinas-y-trampas/circuitos-lc
https://medium.com/%40marcoshuck/resolviendo-circuitos-rlc-a535e44c5b32
http://pbx-brasil.com/outrasDisciplinas/FisIV/Notas/Iarea/aula106/aula106.html
https://www.ebah.com.br/content/ABAAAg5-UAI/relatorio-2-medicao-erro-resist-eq
https://www.ebah.com.br/content/ABAAAg5-UAI/relatorio-2-medicao-erro-resist-eq
https://www.ebah.com.br/content/ABAAAg5-UAI/relatorio-2-medicao-erro-resist-eq
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; V =RI

onde as unidades das grandezas sio apresentados por:
Volts (V) — tensdo
Ampere (A) — corrente

Ohm (Q) —resisténcia

2° Lei de Kirchhoff.
A soma de todas as tensOes geradas, menos a soma de todas as tensdes consumidas em

uma malha € igual a zero.

Capacitancia: € uma grandeza fisica que vai relacionar a quantidade de carga adquirida

por um capacitor com seu potencial elétrico.

c=2
%4
onde,

C= capacitancia

Q= carga— sdo particulas elementares que compde 0 4&tomo

V=tensao

Indutancia: € o fluxo criado por uma bobina de N espiras com uma determinada

corrente que percorre esse circuito elétrico

L=

onde,

L= indutancia

N= numero de espira
@|[B]= fluxo de cada espira

I=corrente

Resisténcia elétrica é a capacidade de um corpo qualquer se opor a passagem de uma

corrente elétrica.
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7 APLICACAO DA EDO NOS CIRCUITOS ELETRICOS

Inicialmente, vamos definir alguns conceitos que serdo de extrema importincia para que
seja possivel, a partir da segunda lei de Kirchhoff, exibir algum modelo matemaético, na
tentativa de descrever ou simular a realidade, tendo como um dos objetivos explicar
matematicamente alguma situag¢do do cotidiano.

Dando continuidade, vamos definir alguns conceitos.

Queda de tensdo no indutor € denotador por:

VL =1L di
= b ()

onde,
VL = Queda de tensao no indutor
L= indutancia

di o .
—= Variacao da corrente em um intervalo de tempo
dt

Queda de tensd@o no capacitor é denotada por:

- Q (1D
ve=c

onde,

VC= Queda de tensao no capacitor
C= Capacitancia

Q= Carga

Queda de tensdo no resistor é denotada por:

VR = RI (11D
onde,

VR= Queda de tensao no resistor.
R= Resisténcia

I= Corrente



7.1 Deducio das equacoes diferenciais ordinarias

Segue, da 22 lei de Kirchhof f (leis das tensdes ou lei das malhas).

Diz que: a soma de todas as tensdes geradas, menos a soma de todas as tensdes
consumidas em uma malha € igual a zero.

Assim, a partir da 22 lei de Kirchhoff.
Temos:
VR+VL = E(t) (1v)
onde, VR e VL sao as tensdes consumida e E(t) é a tensdo gerada.
Substituindo (I) e (III) em (IV).

Temos:
RI +L di =E(t)
dt

Dividindo ambos os lados por L.

Temos:

LT L L
di RI E(¢)
dt L L
., R E(t
[ +—1 _E®
L L

Logo, temos uma EDO de 1 ordem para circuito RL.
Segue, da 22 lei de Kirchhoff.

VR+VC = E(t) W)
onde, VR e VC sdo as tensdes consumida e E(t) é a tensdao gerada.
Substituindo (II) e (III) em (V).

Temos:



VR +VC = E(b)
Lo=E®
R1+E =

1
RY 4 Z0=E@
dt C

Dividindo ambos os lados por R.

1
Rdo L6 E@
R dt R R

dt CR R
1 EQ®
CrRT R

Logo, temos uma EDO de 12 ordem para circuito RC. Dando continuidade, a partir da
22 lei de Kirchhoff.

Temos:
VC+ VL =E(t) wn
onde, VC e VL sdo as tensdes consumida e E(t) € a tensao gerada.

Substituindo (I) e (II) em (VI).

Temos:
Q+L di =0
c dt

1 dl

— Q+L—=0 Vil

C dt Vin)
Dai,

_dQ )

I = E (1)
onde,
I= corrente

Q=carga



aQ N i

—=variagdo da carga em um intervalo de tempo.
dt

Assim,

Derivando em ambos os lados (i)

Temos:
dl  d2Q
dt— de? (i)
Substituindo (ii) em (VII).
Obtemos:
1 d2Q
C Q+L = 0
Dividindo ambos os lados por L.
1 Ld2Q 0
[TARD Yo
Q dxQ 0
ctam T
azQ Q
—_t—=
dt>  CL
Logo, temos uma EDO de 29 ordem para circuito LC. Finalmente, a partir da
22 lei de Kirchhoff.
Segue,

VL+VR+VC = E(t) (VI
Onde, VR, VC e VL sao as tensdes consumida e E(t) é a tensdo gerada.
Substituindo (I), (II), e (III) em (VIII).

Temos:

L4 Lo=E® (iid)
— +RI+-0Q= iii
dt C

Substituindo (i) e (ii) em (iii).

Temos:
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dzQ dQ 1
LW-FRd—t-FEQ:E(t)

LQ" +RQ' +§ = E(D)

Dividindo ambos os lados por L.

Obtemos:
L R E(t
—Q,,+—Q,+£= ()
L L LC L
R
0+ g+l _E®
L LC L

Logo, temos uma EDO de 29 ordem para circuito RLC.

7.2 Aplicacao

De agora em diante, vamos aplicar as dedu¢des das equacdes diferenciais ordindrias,
para solucionar algumas situagdes envolvendo os circuitos elétricos, RC, RL, LC e RLC em
série.

Exemplo:

Circuito RL.

Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série, na qual a indutancia é de

1 C oA,
—henry e aresisténcia é de 10 ohms.
2

a) Determine a corrente I, sabendo que a corrente inicial € zero.
b) O que acontece quando o tempo tende ao infinito.

Resolucao.
Da deducio (*).

P E(t
L L

Substituindo os valores dados na equagao.

Temos:
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. 10 . 12
1/2 1/2
[+ 20l=24

Temos uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem. Aplicando a transformada
de Laplace.

Temos:
L{I' + 201}=L{24}
Utilizando a linearidade da transformada de Laplace, para resolver a EDO de 12 ordem.
Temos:
L{I'} + L{201}= L£{24}
A partir da tabela, das transformadas de Laplace.

Temos:

24
sF(s) — f(0) + 20F(s) = —
S

Para t = 0, temos I(0) = f(0) = 0.

Assim,

24
sF(s) — 0 + 20F(s) = —
s

Colocando F(s) em evidencia.

24
F(s)(s+20) = —
s

24

F(s)= s(s + 20)

Usando a transformada inversa de Laplace.

LUF()y= L1 {2 3= (24 _°
s(s+20) s (s+20)

()

Por fragdes parciais.

Temos:
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24 A B
to— ®

s(s + 20) - s  (s+20)

Multiplicando ambos os lados de (i), por s(s + 20).

Obtemos:
24 =(s+ 20)A +sB (ii)

Para encontrar os valores de A e B, atribuimos valores a S de forma que cancele A ou B.

Para s = —20.
Temos:
24 =(—20+20)A — 20B
24 =-20B
_ 24
=20
6
B=—_
5
Para s = 0.
Temos:

24=(0+20)A+0B

24 =204

A=

vl o

Substituindo os valores de A e B em (*).

Temos:
vy P y=pt (B O
L {§+(s+20) s (s+20)}’

A partir da propriedade de linearidade.

Segue,

— 1
PR o8 > {or20y) (D)
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Analisando a transformada inversa de Laplace sem o deslocamento. A partir da tabela da

transformada de Laplace.

Temos:

L g =1=f(
Com o deslocamento,

temos:

L_l { 1 }: eatf(t) — e—ZOtl — e—ZOt.
(s+20)

Substituindo as transformadas inversas encontradas em (iii).

Obtemos:
6 6e—ZOt
=573
6 — 620t
="

que € a corrente procurada.
b) calculando o limite.

Temos:

6 —20¢
limC-%"y="5
t-o 5 5

Portanto, a corrente tende a &, quando o tempo tende ao infinito.
5

Analisando o comportamento do grafico abaixo. Percebemos que a fun¢do tende a um

comportamento continuo.
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Figura 20: Gréfico da corrente em func¢do do tempo.

Fonte: Autor
Exemplo:
Circuito RL.

Uma forca eletromotriz de 30 volts € aplicada a um circuito em serie, no qual a indutincia
¢ de 0,5 henry e a resisténcia é de 50 ohm.

a) Encontre a corrente em fun¢do do tempo, sabendo que I(0) =0
b) Determine a corrente quando o tempo tende ao infinito

Resolucao.

Da deducgao (*).

Substituindo os valores dados na equagao.

Temos:
I+ 50 = 30
05 0,5
I'+ 100/ =60

Logo, temos uma equagao diferencial de primeira ordem. Aplicando a transformada de
Laplace.

Temos:

L{I' + 1001} = £{60}
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Utilizando a linearidade da transformada de Laplace, para resolver a EDO de 12 ordem.
Temos:

L{I'} + £{1001} = L{60}
A partir da tabela da transformada de Laplace.

Temos:
SF(s) — f(0) + 100F(s) = @
S

Para t = 0, temos I(0) = f(0) = 0.

Assim,

60
sF(s) — 0+ 100F(s) = —
S

Colocando F(s) em evidéncia.
60
F(s)(s +100) = —
s

60

F() =5+ 100)

Usando a transformada inversa de Laplace.

B

60 A
LAFE)= L {— =L gy (*)
s(s+100) S (s+100)
Por fragGes parciais
Temos:
60 A B

==t

s(s + 100) s (s+100)
Multiplicando ambos os lados de (i), por s(s + 100).

60 = (s+ 100)A + sB (ii)

Para encontrar os valores de A e B, atribuimos valores a S de forma que cancele A ou B.
Para s = —100.

Temos:
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60 = (—100 + 100)A — 100B
60 =—-100B

60

Para s = 0.

Temos:
60=(0+100)A+ OB

60 =1004

3

A= —
5

Substituindo os valores de A e B em (*).

Temos:
o, Py (o s
= {s + (s+100) s (s+100
Pela propriedade de linearidade.
Segue,
3 11 3_1 1

; {;} o S_L { (S+100)} (1)

Analisando a transformada inversa de Laplace sem o deslocamento. A partir da tabela das
transformadas de Laplace.

Temos:
-1 1
L g=1=r0

Com o deslocamento,

Temos:

— 1 B B
£ {(s+100)% e f(t) = e~100t1 = 100t
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Substituindo as transformadas inversas encontradas em (1).

Obtemos:
3 e—100t
(H)=-7——
O=z z
3 — 3e—100t
(t) =———7
="
Que € a corrente procurada.
b) calculando o limite.
Temos:
3 100t
lim(-— 3¢ )= 3
t—c0 5 5

Portanto a corrente tende a 3. Analisando, o comportamento do grafico abaixo.
5

Percebemos que a funcio tende a um comportamento continuo.

Figura 21: Grafico da corrente em fun¢do do tempo.

Fonte: Autor
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Exemplo:
Circuito RC.

Uma forga eletromotriz de 100 volts € aplicada a um circuito em série, com resisténcia de
200 ohm, capacitancia de 0,0001 farad

a) Determine a carga Q(t) no capacitor, sabendo que Q(0) = 0.
b) Encontre I(t).

Resolucao.

A partir da dedugao (**)

CHRY= R
Substituindo os valores de C, R e E(t).
Obtemos:
, 1 100
@+ 200,70+ ¢ 700
) 1 100
C+7179 700
1
Q' +50Q = —
2
Logo, temos uma equagao diferencial de primeira ordem. Aplicando a transformada de
Laplace.
Temos:

1
L{Q +50Q3 =£{ 4
Utilizando a linearidade da transformada de Laplace, para resolver a EDO de 12 ordem.

Temos:
Q) +£{ 500} =L {3}

A partir da tabela da transformada de Laplace.

Temos:



1
sF(s) — f(0) + 50F(s) = TZ

Para t = 0, temos Q(0) = f(0) = 0.

Assim,
1
sF(s) — 0+ 50F(s) = —
2s
Colocando F(s) em evidencia.

F(s)(s +50) = !

2s
1
F(s)= —
2s(s +50)
Usando a transformada inversa de Laplace.
LR+ L1 { L =1 ¢4 2y
2s(s+50) 2s  (s+50)
Por fragdes parciais.
Temos:
1 A B
ek =N O
2s(s +50) 2s  (s+50)
Multiplicando ambos os lados de (i), por 2s(s + 50).
1=(s+50)A + 2sB (i)

76

(*)

Para encontrar os valores de A e B, atribuimos valores a S de forma que cancele A ou B.

Para s = —50.
Temos:
1=(-50+50)A—100B
1=-100B

-1
B=—
100

Para s = 0.



Temos:

1=(0+50)A+ 0B

1=504
1
A= —
50

Substituindo os valores de A e B em (*).

Temos:

A B 4 1 -1
1 {20+ =L"1 (/50 /100
L {25 (s+50)} { 2s + (s+50)}

Usando a propriedade de linearidade.

Segue,
RPN e WLy v Y S
50 25 100 (s+50)
1 .1 1 L 1
— L - — i
100 {j 100L {(s+50)} (i)

Analisando a transformada inversa de Laplace sem o deslocamento. A partir da tabela
das transformadas de Laplace.

Temos:
Com o deslocamento,

Temos:

L_l { 1 }: eatf(t) — e—50t1 — e—50t
(s+50)

Substituindo as transformadas inversas encontradas em (iv).

Obtemos:

1 1
Q(t) = —— ——e—50¢
100 100

que € a carga procurada.
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Figura 22: Gréfico da carga em funcdo do tempo.

S ——— .

Fonte: Autor

Analisando, o comportamento do grifico acima. Percebemos que a func¢éo tende a um
comportamento continuo.

Segue,

I

_Q
=1 (%)

Entéao, derivando Q.

Temos:
Q'(t) !
=— ____e-50t(—5(
100¢(=30)

50
I(t) = ___ e—50t

100
1
I(t) = _e50
2
—50¢t
=<
2

que € a funcao da corrente.
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Figura 23: Gréfico da corrente em fun¢do do tempo.

Fonte: Autor

Exemplo.
Circuito RLC.

Considere um circuito elétrico em serie com uma fonte de tensdo de 600 volts, um
indutor de 4 henry, um capacitor de 0,01 farad e um resistor de 32 ohm.

a) Encontre o valor da carga, da corrente, para um tempo qualquer.

b) Calcule a queda de tensao no indutor, no capacitor € no resistor, para um tempo
qualquer.

c) Calcule os itens anteriores para t=0.

d) Mostre que o circuito elétrico satisfaz a lei das malhas.

Resolucio.
A partir da dedugdo (****)

Temos:

o +Xg el _E®

L LC L

Substituindo os valores de C, R, L e E(t).

Obtemos:

79



1 Q_600
4000D)° 4

0" + 32Q' +
4
Q"+ 8Q + 250 =150

Logo, temos uma equagao diferencial ordinéria de segunda ordem. Aplicando a

transforma de Laplace.

Temos:

L{Q" + 8Q + 25Q} = £{150} (D

Utilizando a linearidade da transformada de Laplace, para resolver a EDO de 22 ordem.

Obtemos:
L{Q"} + £{8Q"} + £{25Q} = £{150} (D
A partir da tabela das transformadas de Laplace.

Temos:

150
s2F(s) = f(0) — f'(0) + 8(sF(s) — f(0)) + 25F(s) = __
S

Para t = 0, temos Q(0) = i(0) = f(0) = 0.
Dai,
dq

I=__=Q)=f'(0)=0
dt

Assim,

150
S2F(s) + 8(sF(s)) + 25F(s) = ___
s

Colocando F(s) em evidéncia.

Temos:

150
F(s)(s2+8s+25)= ___

s
150

Fls) = s(s? + 8s + 25)

Usando a transformada inversa de Laplace.
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L1 {F(s)}=L"1{ Bs+C

Por fracdes parciais.

Temos:

150 A Bs+C

s(s?+ 8s + 25) - §+ (s®+ 8s+ 25) @

Multiplicando ambos os lados de (i), por s(s% + 8s + 25)

150 = (s2+8s+ 25)A + s(Bs + () (i)

Para encontrar os valores de 4, B e C atribuimos valores a S de forma que cancele A, B

ou C, ou gere um sistema.

Para s = 0.
Temos:
150 = (02 + 8(0) + 25)A + 0(Bs + ()
150 = (25)A
_ 150
25

A=6
Paras = 1.
Temos:

150 = (s24+8s+ 25)A+ s(Bs+ C)
150=(124+8+25)A+ 1(B1+ 0)
150 =(34)A+ (B+ ()
Substituindo o valor de A.
Temos:
150=(34)6 + (B+ ()
150=204+ (B+ ()

(B + C) = 150 — 204

_ -1 ¢A
s(sz+85+25)} =L s t (s2+8s+25)

()
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(B+C(C)=-54
Para s = —1.
150 =(s2+8s+ 25)A+s(Bs+ C
150 =((-1)2—-8+4+25A—-1(B(-1)+ 0)
150=18(6) + (B—-0)
150=108+ (B —-0)

(B—-C)=150-108

(B—-C) =42
Dai, temos um sistema.
{(B —C) =442 3)
(B+C) =-54 (4)
Resolvendo o sistema.
Temos:
2B =-12
B =-6
Substituindo B em (4).
Temos:
(B+C)=-54
(-6+C)=-54
C =-54+6
C =-—48

Substituindo os valores de A, B, e C em (i).
6 —6s — 48
§+(sz + 8s + 25)

6 6s + 48
s (sZ+8s+25)

(5)

Simplificando, obtemos:



6  —6(s+8)

s+(52+8s+25)

Resolvendo (s2 + 8s + 25).
Completando o quadrado.
s24+8s+16—-16+25=(s2+8s+16) — 16 + 25

(s2+8s+16)+9

(s+4)2+9 (i1)
Substituindo (ii) em (5).
Temos:
6 —6(s+8)
) = st xozr9
6 —6(s + 8)

W= s

6 —6(s+4+4)

$)= -
e s-l-(s+4)2+32
6 (s+4) 4
Qs)=_—6(_""" + )
s (s+4)2+3%  (s+4)2+3°
6 +4 4
Q) =_ — 6 y—6( )
s (s+4)2+3° (s+4)2+3°
6 +4 3
Qs)=_ —6(_ )5 )
s (s+4)2+3° (s+4)2+32
1 +4 3
Q) =6_—6(_ P ) —8( ) (6
s (s+4)2+3° (s+4)2+3°

Calculando a transformada inversa de Laplace. A partir da tabela das transformadas.

Temos:
LY @=1=1(®

L_l (s+4) 7
{(s+4)2+32 7

Analisando (7), pela tabela das transformadas, sem o deslocamento.

Temos:
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L1 { 7 = cos(at)= cos(3t)=f(t)

Analisando (7), pela tabela das transformadas, com o deslocamento.

(s+4)
(s+4)2+3

L7 {—"Z = f(s — a) = extf(t) = e~*cos(3t)

Calculando a ultima transformada em (6).

6L-1 (Y y=24r1¢ p=sLt (>, (g
(s+4)2+3° (s+4)2+32 (s+4)2+32

Analisando (7), a partir da tabela das transformadas, sem o deslocamento.

Temos:

>} = sen(at)= sen(3t)=f(t)
Analisando (7), a partir da tabela das transformadas, com o deslocamento.

L1 s —a) = euf(t) = e~*sen(3t
(e =[5~ @) = ef (D) = e-¥sen(30)
A transformada com o deslocamento: é o produto da e? por f(t)sem o deslocamento.

Substituindo as transformadas inversas encontradas em (ii).
Obtemos:
(s+4) 3

Q(s) =6 — 6( ) —8( )

s (s+4)2+3° (s+4)2+3°

Q(s) =6 — 6 e~#cos(3t) — Be~#tsen(3t)

¢ a carga procurada.
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Figura 24: Gréfico da carga em funcdo do tempo.

Fonte: Autor

b) Derivando Q(t), obtemos: I(t).
Q(t)=0- 6[(6(_40, cos(3t) + e=4(cons(3t))") — 8(e(—4f),sen(3t) + e~ (sen(3t))’]
I(t) = —6[(—4e—*t cos(3t) + e~4(—sen(3t))3) — 8(—4e~*tsen(3t) + e~*cos(3t)'3]
I(t) = (24e~* cos(3t) + 18e~*(sen(3t))) + (32e~*sen(3t) — 24e~*cos(3t)]
I(t) = 18e~*tsen(3t) + 32e~*sen(3t)
I(t) = 50e—*sen(3t)
que € a corrente em fun¢do do tempo.

Figura 25: Grafico da corrente em fun¢ao do tempo.

-

Fonte: Autor



¢). Calculando a queda de tensao no indutor.
Temos:

VL—Lﬁ (@)
T dt @

Derivando I(t).

Temos:
di , ,
Frin 50[e~*'sen(3t) + e~*(sen(3t))’]
di
i 50[—4e—*sen(3t) + e~*tcos(3t)3]
di
Frin —200e~*sen(3t) + 150e—*cos(3t)

Substituindo os valores de L e de Z_iem (a).
t
Obtemos:
VL = 4[—200e—*tsen(3t) + 150e—*cos(3t)]

VL = —800e—*sen(3t) + 600e—*cos(3t)

Figura 26: Gréfico da queda de tensdo no indutor.

[

Fonte: Autor

Calculando a queda de tensdo no capacitor.
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Temos:

Lo ®)
VC_E

Substituindo, € = 0,01 e Q em (b).

Obtemos:

1
Ve = m( 6 — 6 e~*tcos(3t) — 8e~*sen(3t))

VC =100( 6 — 6 e~*cos(3t) — 8e~4sen(3t))

VC =600 — 600 e~*cos(3t) — 800e—*sen(3t)

Figura 27: Grafico da queda de tensdo no capacitor.

L]

Fonte: Autor

Calculando a queda de tensdo no resistor.
VR =RI
VR =32[50e~*sen(3t)]

VR =1600e—*sen(3t)
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Figura 28: Gréfico da queda de tensdo no resistor.

i

Fonte: Autor
Calculando VC,VL e VR para t = 0.
Temos:
VL = —800e~*tsen(3t) + 600e—*cos(3t)
VL = 600v
VC = (600 — 600 e~*cos(3t) — 800e—*sen(3t))
VC =600 — (600)
Ve =0
VR =1600e—*tsen(3t)
VR =0
Analisando, se o circuito satisfaz a lei das malhas.
Através da lei das malhas.
Temos:
VC+ VL+ VR = E(t) ()
Substituindo, os valores de VC, VL e VR em (i).

Obtemos:



Logo, satisfaz a lei das malhas.

600+ 0+ 0=600

600 —600=0
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CONCLUSAO

Em virtude do que foi mencionado nesse trabalho podemos notar a importincia que as
equagoes diferenciais ordindrias tém em nosso cotidiano e sua presenca constante em diversas
areas. Devido isso, tivemos a oportunidade de estudar e conhecer um pouco sobre essas
equacdes voltadas para os circuitos elétricos, visando investigar e entender um pouco sobre 0s
circuitos, seus componentes € analisar o comportamento de cada funcio graficamente. Além,
de conhecer e utilizar o método da transformada como ferramenta na resolucdo das equacdes
diferenciais ordinarias.
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