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Resumo

Neste trabalho, vamos falar de grupos finitos e provar o Teorema de Lagrange, dando
algumas de suas aplicagoes. No capitulo 1, definimos Grupos, com suas propriedades, e
subgrupos. Construirmos os grupos das classes residuais Z,, e o grupo das permutacgoes
S,. No capitulo 2, Definimos as classes laterais, e provamos o Teorema de Lagrange.
No Capitulo 3, damos algumas das aplicagoes do Teorema de lagrange e falamos um

pouco sobre sua reciproca, que nao é valida.

Palavras-chave: Grupos. Subgrupos gerados. Classes Laterais. Teorema Lagrange.

Permutacoes. Ciclos de permutacoes.



Abstract

In this work, let’s talk about finite groups and prove the Lagrange’s Theorem, giving
some of its applications. In Chapter 1, we define Groups, with their properties, and
subgroups. We building the groups of the residual classes Z,, and the group of the per-
mutations S,,. At the Chapter 2, we define the cosets, and we proved the Lagrange’s
Theorem. At the Chapter 3, we give some of the Theorem applications lagrange and

we talked a little bit about their reciprocal, that is not valid.

Keywords: Groups. Generated subgroups. Cosets. Lagrange theorem. Permuta-

tions, Permutations cycles.
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Introducao

O conceito de numero é algo fascinante no sentido de poder representar
diversas situagoes ou problemas, como por exemplo o nuimero 2, que pode
representar dois celulares, duas laranjas, dois navios, duas pessoas, etc. Assim, partindo
dessa ideia, em matematica, quando resolvemos uma equagao, essa mesma pode
representar um problema de economia, um problema da drea bioldgica, um problema da
area de engenharia ou simplesmente um problema do cotidiano das pessoas comuns. No
entanto, esta equacgao para ser resolvida, nao ¢é necessario saber qual problema a
originou. Assim, a matemadtica, como também a algebra em particular, foi sendo
desenvolvida a partir de problemas dentro da préopria matematica, e isso é algo
extraordinario. Esses fatos, sao facilmente percebido quando estudamos um pouco
seu desenvolvimento.

Euclides de Alexandria foi um dos matematicos mais notorio, que no reinado de
Ptolomeu I, por volta 306 A.C. foi chamado para Alexandria no Egito. Sua Obra
”Os elementos”nos traz todos conhecimentos matematicos até entao nao visto em
publicagoes. No "os Elementos”temos nos volumes ILV,VIL,VILVIII e IX, muitas
proposicoes e teoremas representados de forma geométrica, que hoje foram
reformulados e utilizamos na Algebra e Teoria dos Numeros, que para época era o0s
inteiros positivos (N).

Um outro matemadtico importante da mesma época foi Apolonio de Perga (262
a 190 A.C.), precursor da geométrica analitica de Fermat, na sua obra restaurada
de "Lugares Planos”, ja utilizava problemas envolvendo equagoes quadraticas do tipo
ax — x* = bc. Ele na sua obra ”As conicas”deu um nova visao sobre os trabalhos de
Euclides, inovando no método e indo além em algumas demonstragoes.

No periodo que vai até 500 D.C. surgiram alguns algebristas, como o sirio Nicomaco
de Gerasa (100 D.C.) com a obra "A Introduction arithmetica”, neopitagérico. O

maior algebrista grego foi Diofante de Alexandria, chamado pai da algebra, com sua



obra ” Arithmetica”’uma colecao de aplicagoes algébricas, na sua maioria envolvendo
equacgoes quadratica. Foi uma ruptura aos padroes gregos, que achavam mais proximo
a algebra dos babilonios. Por volta de 320 D.C., Papus de Alexandria lanca a obra
”Colecao” com oito volumes onde faz relatos histéricos e revisao das obras de Euclides,
Arquimedes, Apolonio, Ptolomeu e entre outros mateméaticos. Dando novos resultados
e apresentando fatos nao conhecidos das obras classicas.

No periodo chamado de Idade média do século VI a XVI D.C. o ocidente
estagnou para na producao dos estudos matematico, pois os reinos europeus focaram em
se defender das invasdes dos povos inimigos e a religiao ganhou destaque e
promoveu uma desvalorizacao dos conhecimentos que nao fosse religiosos.  Os
principais matematicos se sentidos perseguidos foram se exilando no oriente e boa
parte foi para Pérsia, e dela para India e China, com essa mistura de conhecimen-
tos, por volta de 628 D.C., Brahmagupta da India Central contribuiu para algebra
com solugoes gerais para equagoes quadraticas, incluido solucao negativa e zero, até
mesmo de todas solugoes inteiras das equacoes lineares diofantina ax + by = ¢, onde o
proprio Diofante tinha se contentado em mostrar uma particular e outra indeterminada.
Outro Matematico indiano foi mais importante do século doze, Bhaskara, preenchendo
lacunas na obra Brahmagupta com a divisao por zero, o qual afirmou de que tal
quociente € infinito e deu uma solucao final para a equacao de Pell, suas obras foram
”Vija-Ganita”e ” Lilavati ” que contém varios problemas de equacoes lineares e quadraticas.

J& no século IX, surgiu o matemético, Al-Khowarizmi, que deu origem a palavra
"algebra’que é a traducao de uma das palavras de suas obra, a ”Al-jabr wa’l
mugqgabalah 7. O ocidente, além de adotar como um ramo da matematica, ainda lhe
homenageou com seu nome o sistema numérico indo-arabico, Algorismo ou algoritmo.
Outro arabe que contribuiu no desenvolvimento da Algebra foi Omar Khayyam que
em sua obra ”a Algebra 7, deu os primeiros passos para generalizacao do método par
solugao das equacoes cibicas.

O ocidente passou varios séculos sem produzir matemaética, devido as
restricoes dos governantes da chamada Idade média, e depois a religiao por nao aceitar
outras culturas religiosas em seus dominios. No século doze, houve o primeiro contato
com os arabes, principalmente na Espanha onde os drabes dominaram por alguns anos,
deixando grande influencia, e comegaram as tradugoes das obras para o latim dando

um novo impulso no conhecimento matematico. Em 1202, Leonardo Fibonacci com
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sua obra ”Liber abaci”, trata de método e problemas algébricos usando os numerais
indo-aréabicos.

No século XIV, Nicolas Chuquet, na sua obra "Triparty en la science des
nombres”, da uma nova visao nos termos matemaéticos, entre eles chama a algebra
de regras da incégnita, deu nome as quarto operacoes fundamentais, inventor notacoes
importantes para exponenciais. Foi nesta obra que apareceu uma equacgao igual a
um numero negativo, 4r = —2, e se deparou nas solucao das equacoes da forma
ax™ + bx™*t" = cx™*?" com os nimeros imaginarios, os quais nao os reconheciam
e quanto ao zero. ele rejeitava.

No inicio do século XVI e num processo de rivalidade entre grandes matemaético
houve um grande impulsou na algebra, um exemplo disso foi a disputa pela resolugao
das equacgoes de grau 3, tendo um dos precursores o matematico italiano Scipione del
Ferro (1465-1526) com a resolugao das equagoes cubicas z° + pz = ¢, (p,q¢ > 0) , onde

ele tinha um método para solucao como raizes ctbicas, hoje nds expressamos pela

S R

Teve como grande rival o matemdatico Nicallo Fontana (1500-1557), também

formula

conhecido por Tartaglia, o mesmo lancou um desafio dos métodos para resolver
todas equacoes algébrica e se era resolivel por radicais, coube o discipulos de del
Ferro, Antonio Maria Fior, aceita o desafio e perdeu.

Em 1545, o também italiano Geénimo Cardano (1501-1576), na obra ” Ars magna”
divulgou os métodos de Tartaglia para equacoes ctibicas e quéadricas e Ludovico de
Ferrari (1522-1565) para reducao de uma equagao polinomial de 4° grau a uma equagao
de 32 grau. Cardano utilizou os métodos de Del Ferro e Tartaglia para provar que
todas as equacoes de 4° grau para uma equacao é soltiveis por radicais nos racionais. Na
mesma época, o italiano Rafael Bombelli (1526-1573), criou um método para equagoes
que Cardano chamava resoluveis, as que apresentavam solugoes com nimeros racionais
ou negativos. Mas s funcionava para equacoes ja resolvida, sem perceber, construiu os
primeiros elementos para os Numeros Complexos, cunhando o conceito de imaginario
conjugado.

Ainda na mesma época, o francés Francois Viéte (1540 - 1603), também deu
uma grande contribuicao para algebra, introduziu o uso de vogais para representar

uma quantidade supostamente desconhecida ou indeterminada, e uma consoante para
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representar uma grandeza ou nimeros supostamente conhecidos ou dado, a qual mudou
a visao de mostrar algo particular para dar uma informacgao mais geral. Defendia que a
analise logica deveria ser seguida da demonstracao sintética, a qual chamou de ”a arte
analitica 7. Além de apresenta um método mais simplificado para equacoes cibicas
entre outras contribui¢oes que esta na sua obra de 1591, Isagoge (ou Introdugao).

Um outro matematico que merece destaque por suas obras é o francés René
Descartes (1596 -1650), que fez uma revolugdo no modo de pensar na sua época, na
algebra reformulou a maneira de representar as equagoes determinadas, simplificando
a utilizacao das letras iniciais do alfabeto para indicar coeficientes e as finais para
incégnitas, e adotou os simbolos de + e —. Na sua obra "La géométrie”da origem
a um no ramos da matemdtica, a geometria analitica, onde ele conseguiu mostrar
resultados geométricos através da algebra, libertando das construcoes de diagramas
e dando significado as operagoes da algebra por meio de interpolagoes geométricas.
Descartes mesmo simplificando as equagoes s6 apresentou métodos para resolucao de
equagoes até quarto grau.

O francés Pierre de Fermat (1601 - 1665), um outro notério matemdtico, por
apreciar a matematica como um lazer, nunca se interessou em publicar suas
descobertas em matematica, mas apds sua morte seu filho reuniu seus escritos e foi
feito a obra "Introducgao aos lugares de Fermat 7, onde tinha varios teorema da teoria
dos ntumeros e uma geometria analitica parecida com a de Descartes, que partia das
equacoes indeterminadas, mas se tivesse sido publicada teria ofuscado a de Descartes
por ter data anterior. Em vida o que se conhecia das descobertas de Fermat foram os
que seus amigos publicaram e deram créditos a ele.

Ainda no século XVII o matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foi
um dos maiores formadores de notagoes, entre eles o ponto (-) para multiplicacao, dois
pontos (:) para divisao de proporgdes, o simbolo de igualdade (=), semelhanga (~),
congruéncia a (~). Trabalhou com um conceito de dlgebra da légica, mais o nao foi
muito apreciado pelo seu contemporaneos.

O britanico Conde Ehrenfried Walter Von Tschirnhaus (1651-1708), deu uma
contribuicao muito importante para algebra moderna, que ficou conhecido como as
Transformacoes de Tschirnhaus onde ele esperava achar o método para resolver as
equagoes de grau n. Sua obra ”Acta Eruditorum ”, mostrou que polinomios grau n > 2

poderia ser reduzindo n — 1,n — 2 e n — 3, mas o alcance do método foi limitado pois
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as equacao de grau superior ou igual cinco em geral nao sao resoliveis algebricamente,
mas fui um avanco para algebra da época.

Na segunda metade do século XVII o matemético italo - fances Joseph - Louis
Lagrange (1736 - 1813), lancou a obra Réflexions la résolution algébrique des équations
(Reflexodes sobre a resolugao algébrica de equagao)(1770 - 1771) que abordou a resolugao
de problema utilizado a "teoria das permutacoes” para resolucao de equagoes.

Niels Henrik Abel (1802-1829), matematico noruegués, teve grande contribuicao
no desenvolvimento dos conceitos de grupo. Em 1824, ele provou que para a equacao
polinomial 2° — 62 + 3 = 0 nao ¢ soltivel por radicais sobre os racionais, dai veio outro
duvida para quais equacoes de 5° grau seria soltiveis nos radicais sobre os racionais.
Esse foi dos grandes feitos provou uma suspeita do préprio Lagrange que nao haveria
nenhuma formula geral por radicais para resolver equacoes de grau > 5 e ainda, a
palavra ”abeliano” é uma referéncia ao seu nome.

Foi dada por Evarist Galois (1811-1832), a introdugao do conceito de grupo, que
associou a cada equagao polinomial de grau n, um grupo formado por permutacoes de
raizes da equacao. Depois provou que a equacao é soluvel por radicais sobre Q se, e
somente se, este grupo tem certas propriedades especificas. Outro grande matemaético
que contribui bastante para o desenvolvimento dos grupos algébricos foi inglés Artur
Cayley (1821- 1899), que tem como principais contribuigoes as tabua de operagao de
grupo, introducao das matrizes na matematica, além de valoriza os aspectos formais
da matematica, considerando o percursor do estudo da teoria dos grupos.

Neste trabalho vamos falar o teorema de Lagrange, garantindo para qualquer grupo
finito G que a ordem de qualquer subgrupo de G divide sua ordem.

Para provar o Teorema de Lagrange vamos precisar de alguns conceitos e
resultados, que serao tratados no capitulo I, onde iremos ver alguns grupos finitos
importantes e também definir subgrupos, alguns resultados importantes e a nogao de
grupo finito e ordem de um elemento do grupo.

No capitulo IT , vamos falar sobre classes laterais e provar o teorema de Lagrange.
E no capitulo III, apresentaremos algumas consequéncias do teorema de Lagrange e

falaremos sobre a reciproca do Teorema de Lagrange.
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Capitulo 1

GRUPOS

Neste capitulo iremos mostrar as principais definigoes e resultados sobre Grupos e

subgrupos, para garantir os elementos basicos na construcao do Teorema de Lagrange.

1.1 Grupos

Nesta secao apresentaremos a definicao de grupo e algumas propriedades bésicas.

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio G, munido de uma operagao * € chamado

(G, *) de grupo, se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Associatividade:

ax(bxc)=(axb)*xc, Va,bced

2. Elemento neutro:

deeG tal queexa=axe=a,daeCG

3. Inverso: YV ae G,3ad €G tal queaxa =a xa=e

Um elemento o' € G chama - se tnverso de a com relacao a operacdo *. O

conjunto dos elementos invertiveis em G serd indicado por U(G) , ou seja,

UG ={aeG|Td eGcomaxad =d*xa=ce}

Assim, denotaremos por (G, %), o conjunto G com a operacao ” x” satisfazendo as

condicoes acima.

Observacao 1.1. :
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1 - O grupo (G, x) serd abeliano ou comutativo se valer a xb=bx*a; Ya,b € G
2 - A partir daqui, por questoes de simplificacdo, adotaremos a mnotag¢do
multiplicativa para a operagao do grupo G. Assim, em vez de (G, x), usaremos (G,-)

eaxb pora-b ou simplesmente por ab. E por fim, para o inverso de a € G usaremos

a t.

3 - Se nao houver confusiao quanto a opera¢ao de (G,x), denotaremos apenas por

1.1.1 Propriedades Basicas de Grupo

1. O elemento neutro é nico .

De fato, supondo que existem e, e’ € G elementos neutros de G, temos que

. ’
portanto, podemos concluir que e = e.

2. O elemento inverso é tinico em G.
De fato, sejam a € G, e b, b/ € G dois elementos inversos de a. Dai temos que
a-b=e=ua-l, mas
b=b-e=bla-b)=(b-a) -V =¢-b=V.

Portanto, b =V e denotamos por o elemento inverso a™! .

3. Para todo a,z € G,se a-x =a-y, entao x = y.

4. Seja G é um Grupo. Se a,b € G, entao (ab)~! =b"ta™L.

Temos que (ab)™! - (ab) = e. Agora multiplicamos por b~! os dois lados da
igualdade e teremos:

(ab)™' - (ab)- (b)) =eb ! =
= (ab) Habb™) =b"' =
= (ab) (ae) =b"! =
= (ab) ta=0b"
Agora multiplicamos por a~! os dois lados da igualdade teremos:
(ab)taa ' =b"la! =
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= (ab) le=b"tat =
(ab) ' =b"ta

5. () t=a,Vaed.

L a=e, entao (a™)™! =a , temos

Por definicao sabemos que a~
a'- (@)= (aa) =,
Como o inverso é tunico satisfazendo essa condicao, podemos dizer que
a= (a7t
6. Seja G um grupo, com a e b dois elementos de G. Temos que as equagoes ax = b
e ya = b, tem uma unica solucao em G.
Primeiro mostraremo a existéncia de solugao para ax = b.
De fato, pelo inverso de a, temos que
atla-rz=a'! b=

= x=a1"b
De modo semelhante temos para y-a = b
y.a.a_l :b.a_1:>
= y=b-a!

Como o inverso de a é tinico, concluimos que as solucoes z =a'-bey="5b-a*

sao Unicas para essas equagoes.
Exemplo 1.1.1. :

1. (Z,+), (Q,4), (R,+), (C,+) , sao grupos abelianos, pois quaisquer elementos a

e b pertencente a um desses grupos, teremos a +b = b+ a.

2. (Q*,-) é um grupo. Seja a,b,c € Q*, como o zero ndo faz parte do conjunto, vale
a associatividade, existe um elemento neutro e inverso. (Q,-) nao € grupo, 0 ndo

tem inverso em (Q,-). ({1;—1},-), (R*,-).
3. Dados n € Z,n > 0, considere o conjunto C,, = {z € C|z" =1}, . 21,29 € C.
=2 =1= (51 -2)" =27 -2y =11=1.

C, munido do produto usual dos nimeros complexos é um grupo abeliano chamado

grupo das raizes unitarias da unidade de C.

16



4. Considere n € Z,n > 1 e tomemos o conjunto
GL,(R) ={A € M,(R) | detA # 0}

que, munido do produto usual de matrizes ¢ um grupo, chamado grupo linear

de grau n sobre R.

5. Sejam Hy e Hy subgrupos de G entao Hy N Hy é um subgrupo de G. Em geral

uma unido qualquer de subgrupos € um subgrupo de G.

1.1.2 Poténcias Multiplos em um Grupo
e Poténcia

Definicao 1.2. Seja G um Grupo, a € G e n € Z. Definimos

e, se n=0
a’ = aaa...-a sen>0
N——— )
n vezes
(a™)~1 sen <0

Proposicao 1.1. Se G é um grupo e a € G entdo:
a) a™t™ =a" - a™ ¥ m,n € Z.

b) (a™)™ =a"™ ¥ n,m € Z.

c)a™ = (a")"L.

A demonstragao [2] (DOMINGUES, 2003, p.174)

e Soma

Definicao 1.3. Seja G um Grupo, a € G e n € Z. Definimos

e, se n=0
na= {4 atata+...+a sen>07
(—=1)(na) sen <0

Proposicao 1.2. Se G € um grupo e a € G entao:
a) (m+n)a =na+ ma,¥ m,n € Z.

b) n(ma) = (nm)a,V n,m € Z.

c) (—n)a = (—=1)na.

A demonstragao [2] (DOMINGUES, 2003, p.176)
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Observagao 1.2. Note que em m + n e mn, temos a soma e o produto usual dos

inteiros respectivamente. E, em na + ma e a” - a™ temos a operag¢ao do grupo G.

1.1.3 Grupo Finito

Definicao 1.4. 1. Definimos a ordem de um grupo, como sendo a sua cardinali-

dade.

2. Se G € um conjunto finito com n elementos, dizemos que grupo G € grupo
finito de ordem n, denotaremos sua ordem por |G| =n. Caso G tem nimero de

elementos infinitos G é um grupo infinito.
Observacgao 1.3. A notagao |G| € usada apenas quando G € finito.

Exemplo 1.1.2. O conjunto G = {—1,1} C Z; é um grupo abeliano multiplicativo,
Note ainda que o elemento neutro é 1, o inverso de 1 ¢ —1, e o inverso de -1 é

1, denotaremos U(Z) [6](JANESCH, 2008, p.28), cujas operagoes sio descritas na

sequinte tabela.

1] -1
11 11]-1
-1 -1 1

A tabela acima € chamada de tabua do Grupo G.

1.2 A Classe Residual Z,

Defini¢ao 1.5 ( Congruéncia). Sejam a,b,q € Z e n € Z'. Dizemos que a €
congruente a b mddulo n se n|(a—Db), isto € a—b = nq . Denotaremos essa congruéncia
usando a notagdo a =b (mod n).

Propriedades bdsicas de congruéncia

e Reflexividade a = a(mod n)

De fato, a —a = 0 ¢é divisivel por n

e Simétrica Se a = b(mod n), entao b = a(mod n).

Se a = b(mod n), entdo n|(b — a), ou seja, a — b = nq para algum q. Dai

b —a = n(—q), portanto, nlb — a. Logo, b = a(mod n).
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e Transitividade Se a = b(mod n) e b = c(mod n), entao a = c¢(mod n).

Por hipdtese, temos que n|(b—a) e n|(c—10b). Dai, n|[(b—a)+ (c—10b)], ou seja,

n|(c — a). Logo, n|(a — c¢). Portanto, temos que a = c¢(mod n).

Observagao 1.4. As demais propriedades podem serem vistas em [2] (DOMINGUES,
2003, p.54)

Considere sobre Z a congruéncia "= (mod n)”, com n > 2, ou seja, dados z,y € Z
temos que

r=y(mod n) <= n | (x —y).

Considere agora a € Z, chamaremos de classe residual moédulo n ou classe de

residuos, denotado por @, o conjunto

a={r€Z|x=almodn)}

Assim
rEe€a<=x=a(modn) < n|(x—a).
Agora dividindo a por n, pelo algoritmo da divisao, existem ¢, r € Z, tais que

a=qn+r,com 0 <r<n-—1,dai

a—r=qn=n|(a—r) = a=r(modn) (1.1)

Assim por definicao a € 7.

Considerando x € @, entdo z = a(mod n), por (1.1) e usando transitividade temos
x =r(mod n), entdo x €T e assim a C T.

Por outro lado, se z € T, entao x = r(mod n), e de (1.1), temos r = a(mod n),
por transitividade x = a(mod n), ou seja, * € @ e dai T C @, portanto @ = 7, onde
ref{0,1,2,...,n—1}.

Mostremos agora que as classes 0,1,2,...,n — 1 sdo todas distintas. Para isso

consideremos 7,5 € {0,1,2,...,n — 1} tal que ¥ = 3. Dalf,

F=Ss=res=r=s(modn) = n|(r—s), mas,
r—s<mn,logonf(r—s),
portanto 7 # S.

Entao, denotaremos por Z, todas as classes residuais médulo n, ou seja,
Z, = {0,1,2,....n=1}.

19



Exemplo 1.2.1. Para n = 2,temos Zs = {0,1}. Assim,

0={z | z=0(mod 2)} <= 2|z < x=2q, q € Z, logo

0={z€Z|xz=2q,q€Z}

I1={z€Z|z=1(mod2)} =2|(z—1) <= z—-1=2¢ <
r=2q+1, q€Z, logo
1={z€Z|z=29+1, q€Z}

Exemplo 1.2.2. Considere Zs = {0,1,2}. Temos que:
0={z|z=0mod 3)} <= 3 |z=2=3q, ¢€Z.
Logo,
0={r€Z|x=3q, q€Z}

I={z|z=1(mod3)} <=3 |z—1<=x—-1=3¢<= =3¢+ 1. Logo,

1={z€Z|x=3¢+1, q€Z}

2={z|x=2(mod3)} <= 3|r—-2<=1-2=3q<=1=3¢+2, q€Z.
Logo,
2={r€Z|x=3¢+2, qe€Z}.

1.2.1 Soma em 7,

Definamos em 7Z,, a operacao Soma como sendo

P : L X Liyy — Ly

(@b) —a®b=a+b
onde "+ "abaixo dos tragos ¢ a soma usual dos inteiros. Note que em (Z,, @) valem:
1. Associatividade

@ob)®e =(at+b)de

o PR

T B0

=ad®b+c

=a® (b0

20



2. Existe elemento neutro.
Dado a,e € Z, tais que a + € = @, temos
abe=a=—at+e=a=a+e€a=— a+e=a(modn),

entdon | (a+e) —a = n|e. Como e < n, tem-se e = 0. Facilmente verifica-se

que @ ® 0 = 0@ a=a. Portanto, 0 é o elemento neutro de (Z,, ®)

3. Sejam a,¢ € Z,, tais que a @ ¢ = 0, temos

a+tc=0=a+c€0, a+c=0(modn)=n|a+c

—3dqg€Z atc=ng=>c=ng—a=>c=ng+-a=0¢=0+—a =

=N+—-a=7c¢=n—a.

ol

Portanto, dado @ € Z,, n — a é o simétrico de @ e assim (Z,,®) é um grupo com

a operacao " @”.

Exemplo 1.2.3. Considere o grupo Zs = {0,1,2,3}, e sua tdbua de operacdo

®|10|1]2]|3
0(0f1|2(3
112|130
212(3|0(1
313(0|1(2

1.2.2 Produto em 7Z,

Definamos em Z,, a operagao Produto como sendo

®: Ly X Ly — Ly

(@,b) —a®b=a-b

» o

onde abaixo dos tragos é o produto usual dos inteiros.

Exemplo 1.2.4. Aqui, temos a tabua de operacao de Z,
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©[0]1]2]3
000|000
1(0(1|2(3
2102|102
3103|121

Z,, com o produto ”®”vale:
1. Associatividade

Dados @, b, ¢ € Z,, temos,

a0 bod)=a0b-c)=a-(b-c)=(a-b)-c=a-bOc=(@Ob) OF
2. Elemento Neutro

1l-a

|
Ql

l1oa

a-1

I
l

ae1

Portanto 1 é o elemento neutro.

3. Inverso Multiplicativo

Dado @ € Z,, vamos procurar uma critério para saber se @ ¢ inversivel em 7Z,.
Para isso, suponhamos que exista b € Z, tal que @-b = b-@ = 1. Logo, se @-b = 1,
segue que a - b =1, daf, a - b € 1, entdo

a-b=1(modn)=n| (ab—1),

logo existe k € Z tal que

ab—1=nk = ab—nk =1= ab+n(—k) =1= mdc(a,n) = 1.
Reciprocamente, se o madc(a,n) = 1, pela identidade de Bezout [6] (JANESCH,

2008, p.118), existem z,y € Z tal que ax + ny = 1, mas,

ar+ny=1=artny=1=ax+ny=1=a-T+n-7J=1=
—a-7+0-y=1=a-7=1.

Portanto, Existe b € Z,, tal que

@ b=1<+= mdc(a,n) =1 (1.2)

Assim, com base em (1.2) para obter um grupo multiplicativo em Z,,, temos que
excluir a classe 0 e exigir que n seja primo, ou seja, sendo Z* = Z, — {0}

(Zy, ®) é um grupo, se, e somente se, p é primo.
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1.3 O Grupo das Permutacoes

A permutacao é o termo especifico usado na teoria dos grupos para designa um
bijegao de um conjunto nele mesmo. Se X um conjunto nao vazio, e denotamos por
Sx o conjunto das permutacgoes dos elementos de X. A composicao de aplicagao, isto
é, Sx ={f: X — X | f ébijetora} sendo” o” a composigao de fungao , temos que
(Sx,0) é um grupo, chamado de grupo simétrico sobre X (ou grupo das permutagoes
sobre X).

Se X é finito, entao Sx é finito e |Sx| = n(X)!, onde n(X) é o nimero de elementos
de X.

Provaremos essa afirmacao por inducao.

i)Note que, para n = 1 é verdadeira, pois se X possui um elemento, entao s existe
um fungdo que associa esse elemento a ele mesmo, daf |S,| =1 = 1!

ii) Supondo verdade para n = k, ou seja, supondo que X possui k elementos, entao
|Sx| = k!. Agora, considerando X = {1,2,...k, k + 1}, seja f € Sx, para que f seja

bijetiva, temos que:

1 possui k + 1 possibilidades para associar os elementos de X.

2 possui k possibilidades para associar com os elementos de X.

k possui2 possibilidades para associara com os elementos de X.

k + 1 possui 1 possibilidade para associar com os elementos de X.

Desse modo, pelo principio da contagem, existe (k+1)-%k...3-2-1 = (k+1)!

possibilidades para a fungao f, logo, |Sx|!.

Exemplo 1.3.1. Se Sx € abeliano se, e somente se | X| < 2 . De fato, se |X| > 2,
considere a,b,c € X e f,g € Sx

Definimos f como sendo,

fla) =10

f(b)=a

f(z)=2xVx € X —{a,b}
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e definimos g como sendo,

g(b) =c

glc)=1b

g(x) =z Vo € X —{b,c}. Note que,

fogla) = f(g(a)) = fla) =bego fla) =g(f(a)) = g(b) =
Logo fog# go f Portanto Sx nao € abeliano para | X| > 2.

Exemplo 1.3.2. Sendo I,, = {1,2,---,n}, denotamos Sy, simplesmente por S, assim,

|Sy| = n!, se 0 € S, denotamos o por

1 2 - n 1 2 - 1 2 - n
o(1) o(2) - o(n) 0(1) 6(2) --- 0(n) m(1) w(2) .- m(n)

Onde 7 (i) = (00)(i) = o(0(7)), com i € {1,2,...n}

Para n = 3, temos o grupo S3 cujas permutagoes sao:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
a1 = , Qg = , A3 = ’
1 2 3 2 1 3 3 21
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Qg = , Oy = , Olg =
1 3 2 2 31 3 1 2
Considerando os elementos
1 2 3 1 2 3
o= e =
2 31 21 3
temos
1 2 3 1 2 3 1 2 3
O[2 _— g
2 31 2 31 3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
p? = = = id,
2 1 3 2 1 3 1 2 3
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
a/B: =

2 31 2 1 3 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
/80[: =

2 1 3 2 31 1 3 2

Observe que a partir de v e 8 é possivel construir o grupo S3. Isso se traduz
dizendo que a e [ geram o grupo S3. Foi possivel observar também que af # Sa,

assim, S3 nao é comutativo, como foi visto antes.

1.4 Subgrupos

Definicao 1.6. Sejam G um Grupo e H um subconjunto ndao vazio de G. FEntao H
¢ subgrupo de G (denotado H < G) , se, e somente se, as condi¢des sequintes sao

satisfeitas:
1. hy-hy € H)Y hy,hy € H;
2. h'e HVheH.
Observacgao 1.5. :

1. Note que associatividade ¢ vdlida para todos elementos de G.

2. O elemento neutro eg de H ¢ igual ao elemento neutro e em G.

De fato, se a € H, temos ey - a = a, ao multiplicamos os dois lado a™*,

obtemos:

eg-a-at=a-at

eg-e=e, entdo ey = e.

3. Dado h € H, o inverso de h em H, ¢ igual ao inverso de h em G.
De fato, se k € o inverso de h em H, entao h-k =k-h =eg como ey = e, tem-se

hk = kh = e e por definicao k € inverso também em G.

Exemplo 1.4.1. Seja G um grupo. Z(G) = {a € Glax = za;Vx € G} € um subgrupo
de G, chamado de centro de G. Temos que e € Z(G), logo Z(G) € nao vazio. Agora,

seja b € Z(G), dado x € G, tem-se bx = xb e assim,
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b1 (bx) = b7 (xb) =
= (b7'0)z = (b~'2)b =
=x=(blz)b=
o b1 = [
= xbt = (b tz)(bb7!) =

)
=zbl=b"1z

Portanto, b™' € Z(G). Seja a,b € Z(G), entao ax = za e bx = zb, Yz € G.

Assim,

Assim ab € Z(G). Pela proposicio 1.3, Z(G) é subgrupo de G.

Exemplo 1.4.2. Considere o conjunto H = mZ = {mr, r € Z,m € N}. mZ ¢
subgrupo aditivo dos inteiros. De fato,

Note que 0 =m0 € H. Assim , H # ().

Sejam a,b € H, entao a = mry e b= mry, para algum ry e algum ry em Z.

Note que

(1) a+b=mri+mro=a+b=m(ri+mr) € H

(i) Dado b € H, Dai,

ab™' = mr; + m(—ry)

ab™' =m(ry —ry) € H
Portanto, mZ é um subgrupo de 7.

Exemplo 1.4.3. Todos os subgrupos de H de Z. sao da forma H = nZ, com n € 7.
De fato, se H = {0}, entao H = 0Z. Suponha agora H # {0}, entdo eziste a € H
com a # 0, como H < Z, temos —a € H. Agora considere W = {x € H | x > 0}. Pelo
pardgrafo anterior W # &, entdo pelo principio da boa ordenacdo, W possui elemento
minimo, assim sendo n = min{W?} , vamos provar que H = nZ. Como n € H, pois

neW C H, temosn -k e H Yk € Z, pois,
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n+...+n, sek>0

—-n—...—n sek<0

assim nZ, C H.
Por outro lado, pelo algoritmo da divisao, dado h € H, existem q,r € Z tais que

h=n-q+r, com0<r<n. Logor=_h —n-q€ H, pela minimalidade de n,r = 0.
~ ~~

€H cH
Dai, temos h = nq € nZ, ou seja, H C nZ e portanto H = nZ.

1.5 Subgrupos Finitamente Gerados

Definigao 1.7. Sejam G um grupo e S um subconjunto de G. Definimos o subgrupo

de G gerado por S, denotado por (S), como sendo

)= () H

SCH<G

Consequéncias imediatas da definicao
1. SC(9).
2. S¢e H<GeSCH entao (S) C H .
3. 51 C Sy C @G, entao (Sy) C (S,).
4. H = (S), dizemos que S gera H.
5. Se H é subgrupo de G entao (H) = H.
6. Se S = {x1,...,x,}, usamos a notacao (xy, xs, ..., T,) ao invés de ({x,...,z,}).

7. (S) é o menor subgrupo de G contendo S, ou seja, qualquer outro subgrupo
que conter S, deve também conter (S). Para ver isso, suponha K < G tal que
S C K. Por defini¢ao, (S) = ﬂH, para todo H < G que contem S, em
particular (S) C K.

Definicao 1.8. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.

1. Dizemos que H ¢ finitamente gerado, se existe S finito tal que H = (S).

2. Dados H < G e S ={a} tal que H = (a) = {a™ | m € Z}, dizemos que H é um

Subgrupo ciclico.
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3. Se existe a € G tal que (a) = G, dizemos que G € um grupo ciclico.

Observagao 1.6. (@) = {e}
De fato, o conjunto & estd em todos os subgrupos de G, em particular o grupo {e},

entio (@) N H = {e}, com H < G.

Exemplo 1.5.1. 1. Sendo P = {x € Z|x > 0}, temos (P) = Z e ainda
(1= (-1) =2

2. Considere o grupo Sy e os conjuntos de dois elementos

1 2 3 4 1 2 3 4
214 3 4 3 2 1

temos o = a = Id e > = = Id, dai, (o, 8) = {Id, a0, 3, a3}
3. O grupo (Z,,®) € ciclico, pois Z, = (1) .
4. o grupo aditivo dos inteiros € ciclico. Observe que Z = (1) = (—1)

5., Seja G = {e,a,b,c}, o grupo onde cada elemento é o seu préprio simétrico, é
chamamos de Grupo de Klein [6] (JANESCH, 2008, p.93), nao é ciclico, no

entanto possui subgrupos ciclicos.

6. O Grupo (Q,+) ndo é ciclico .

Suponha que existe a € G — {0} tal que
Q=(a)={n-a|nez}

)

a a
Note que 3 € Q, entao existe m € Z tal que 5= m-a. Assim,

a . 1
—=m-a m= -,
2 2
absurdo! pois, m € Z. Logo (Q,+) ndo é ciclico.

7. Q nao € finitamente gerado.

De fato, considere
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y4! Pn
Q:<—,...,—>6@:—€Q.
q1 an qi,---,4qn

Note que i ¢ (o), pois,

1

Di .

E dai,
Q= <]£, ce &> C («). Por outro lado, (a) C Q, e assim {(a) = Q.

q1 an
Mas, como jd vimos acima, Q nao € ciclico e portanto, nao € finitamente gerado.

8. O grupo multiplicativo C,, = {z € C | 2™ = 1,n > 1}. € um grupo ciclico. De
fato, tome w,, = cos%7r +1i sen?™. Entdo

n

C,={w, | k€Z}={w" | k=0,1,2...n—1}

1.5.1 Ordem de um Elemento do Grupo

Definicao 1.9. Dado a € G.

1. Definimos a ordem de a, denotado por O(a), como sendo ordem de (a), ou seja,
O(a) = [(a)].

2. Se existe m € N tal que a™ = e, dizemos que a tem ordem finita. Neste
caso, o menor inteiro positivo n que satisfaz a™ = e, é a ordem de a, ou seja,
O(a) = min{n € N | a™ = e}.

Exemplo 1.5.2. 1. Dados —1,1 € (Z,+), temos O(—1) = O(1) = oco.

O(e) = 1, pois, (e) = {e}.

2. No grupo Multiplicativo G = {1,—1,i,—i} C (C*,-), temos
O(-1)=2¢0()=(—i)=4

1 23 456
3. Seja a = € Sg
1245 3 6

Note que,
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123 456 123 456 1 23 456

1 245 36 1245 36 125 346
€
1 2 3 456 1 2 3 456 1 2 3 456
a? = o’ = =
125 346 1245 36 123456
= Id.

Entao O(«) = 3.

4. Sea € (Z,+) coma#0
Note que O(a) = oo, pois se n-a = 0, nao ezxistem, n € N* tal que n -a = 0.
Logo O(a) = co.

Proposicao 1.3. Seja g um grupo .

1. Dadoa € g, ea# 0, tem-se O(a) =2 <= a=a"".

2. O(a) =0(a™'),Va € G.

3. Se O(a) = 2,Va € G — {e}, entdo G € abeliano.

4. Se O(a) =m-n, entao O(a™) = n.

Demonstragdo. 1. Ofa) =2<+=d*=¢c.

1 1

(=)a-a=e=a-al a=al e=eca=a'l=a=a"

(<=) Temos a = a~*

a-a=a-a'=dad>=c¢e

2. Seja n = O(a), entao a" = e, segue que (a")~'-a" = (a")7! - e e daf temos

"= (") ' = e=a"") = e = (a7

Suponha que exista 0 < r < n, tal que (a™!)" = e. Daf,a"- (a7 )" = a" = e = d",
contradicao! pois, n é o menor inteiro positivo satisfazendo essa condicao. Assim

O(a™') = O(a)

3. Sendo O(a) = 2 entdo a® = e => a = a~'. Considere agora a,b € G temos,

a-b=(a-b)t=b1-at=0b-a.
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4. Temos, que a™" = e = (a™)" = e. Agora, considerando r < n tal que

(@™ = e, segue que a™" = e, mas, como m -r < m -n, isso contradiz a

minimalidade de m - n. Portanto, O(a™) = n.

Teorema 1.1. Sejam G um grupo e a € G.
1. Se a™ = e para algum n € N entdo O(a) divide n.

2. Se O(a) = m, entdo a* = a",Vk € Z e r como sendo o resto da divisao de k por

m.
Demonstra¢ao. 1. Dividindo n por O(a), pelo algoritmo da divisao existe ¢,r € Z
tais que,
n=0(a) -q+r, 0<r<O(a), entdo temos
e=a"=a" D = (@°).q" = ¢-a" =a" = d" =e,
logo s6 podemos ter r = 0.

Assim n = O(a) - q. Portanto O(a) divide n.

2. Dividindo k por m, pelo algoritmo da divisao existem ¢, r € Z tais que,
k=m-q+r, 0<r<m,entao temos

ak = g™t = (a™)%.a" = e.a” =a’.

[
1 2 3
Exemplo 1.5.3. Vamos determina (o) € S3 onde o =
3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
d=a-a= : =
3 1 2 3 1 2 2 31
) 1 2 3 1 2 3 1 2 3
B = o= . _ _1d
2 31 31 2 1 2 3

(a) = {Id,a,a*} € S3

Exemplo 1.5.4. Dado A € GLy(R) = {A € My(R) | det A # 0}, vamos determinar
11

01

(A) tal que A =

11
A2=A-A . =



1 2 11 1 3
A3 =A% A =
01 01 0 1
1 3 11 1 4
At =A3. A . =
01 01 0 1
De modo indutivo, entao suponhamos que seja verdade para n =k, entao
1 k
AF = , daf,
0 1
AR a4k A 1 k 11 _ 1 k+1
0 1 01 0 1

Logo paran =k + 1 € verdade , portanto € verdade ¥Yn € N. Assim,

(A) = {I,A', A2,.. . A"},

Teorema 1.2. Se os tnicos subgrupos de um grupo sio {e} e G, entao G € ciclico de

ordem prima.

Demonstra¢ao. Dodo a € G, se a = {e}, temos (a) = {e}. Se a # e, temos (a) # {e}.
Por hipétese (a) = G.

Mostremos que G tem ordem finita. Dado a € G — {e}, temos (a?) < G. Segue
que (a?) # {e}, entao (a) = G.

Sendo (a*) = G, com a € G existe k € Z tal que a = (a*)* = a?* ou seja,
a=a** = e=0a?*"12k—1€N, entdo o(a) é finita.

Supondo agora que |G| = n, e considerando n composto, entao existe p,q € N.
Com 1 < p,q <n,comn = p-q, Considere o subgrupo K = (a%> e pela proposicao 1.3
K tem ordem p. Portanto, K # {e} e também K # G, mas isso contradiz a hipétese.

O

Proposicao 1.4. Sejam o um elemento do grupo G e {a) o subgrupo gerado por .

Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. A ordem |{a)| € finita.

2. Erxistem t > 1 tal que a' = e

Neste caso denotaremos por n a ordem de «, dat,

{t >0;a' =€} ={0,n,2n,...} e {a) ={e,,...,a" 1}
Demonstracao. (1) = (2) como (a) = {a™|m € Z}, e como por hipdtese, o grupo ()
é finito, existem p,q € Z, p # q tais que o = a4. Sem perda de generalidade, podemos

supor que p > q. Mas a? = a4, entao a?~? = e, e portanto existe t > 0 tal que o = e.
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(2) =(1). Vamos considerar o inteiro r = min{t > 1;a' = e}. Podemos afirmar

r—1

que (o) = {e,a,a?, ...,a" '} e os elementos e, a, a?, ...,a" ! sdo todos distintos.

Para isso vamos supor que o = a4 com 0 < p,q < r — 1,p # ¢; podemos ainda
supor que p > ¢q. Dai temos a9 = e com 0 < p—q < r , pela minimalidade de r nao é

T

possivel. Portanto e, a, a?, ...,a" ! sao elementos distintos de G. Mas para provar que

2 ...,a" '} mostremos que V m € Z,a™ = ! para alguns 0 < [ < r.

(o) = {e,a,
Pelo Algoritmo de Euclides, existem ¢,l € Z tais que m = qr +1 com 0 <[ < r, e

portanto o™ = a?* = (o). ol = e?- ol = ol O
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Capitulo 2

Classes Laterais e Teorema

Lagrange

Neste capitulo vamos estudar as classe laterais e demonstrar o Teorema de Lagrange

2.1 Classes Laterais

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre GG, defina a relacao ” ~g 7 da seguinte

forma:
y~gx< Jdhe Htalquez ly e H

¢ uma relagao equivaléncia. De fato,
i) Reflexiva: 2 'l =e€ H = x ~ .
ii) Simétrica: y~rv=—=2"'ye H = (y o) ' e H=y 'z € H= z~y.
iii)Transitiva: y~rez~z2=z'yec Hez 'v € H =
= o) (a7 eH=z2zye H=—=y~ 2.

Agora sendo G um grupo , H < G e x,y € G a temos

y~pr <=z lyeH <= 3JhcHz'=H
<= y = zh,para algum h € H

<~ yexH.

Dai, por definicao, a classe de equivaléncia que contém x é o conjunto

{yeGly~pa}={zh|[heH}
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denotaremos esse conjunto por xH e sera chamado de classe lateral a esquerda de
H em G que contém z. Em particular, H ¢ a classe lateral do elemento neutro e
a esquerda.

De forma semelhante, podemos definir a seguinte relacao de equivaléncia,
y~pr<3Jhe Htalquey=hzouyrt e H

Seguindo mesmo raciocinio, temos que o conjunto Hx serd a classe lateral a direita

de H em G. Entao a classe lateral & direita de H em G é

Hx ={hz | he H}.

Observacao 2.1. 1. Note que, a =a.e € aH ea=e.a € Ha
2. As aplicagoes f, : H— aH e g, : H— Ha, tais que f,(h) = ah e g,(h) = ha
sao bijetivas.
De fato, mostremos que f, € bijetiva. Claramente f, e sobrejetiva, resta provar

a injetividade, ou seja, devemos mostrar que dados hy,he € H se f(hy) = f(hs)

18s0 implica que hy = hsy, entao

f(h1) = f(ho) = ahy = ahy = a 'ahy = a 'ahy => ehy = ehy = hy = ho.
Analogamente prova-se que g, € bijetiva.

3. Se H ¢ finito entdo Ha e aH sdo finitas e |Ha| = |H| = |Hal.

4.a € H<—= Ha=H eac€ H<=aH = H.

5. Na notacao aditiva, ao invés de a - H, usamos a+ H = {a+ h|h € H}.
Exemplo 2.1.1. :
1) Sejaa € G entao G-a=a-G=G ea-{e} ={a} ={e}a.
2) Sejan € Z e considere o subgrupo H =n -7 de (Z,+).

Dado a € Z, temos

a+n-Z = {a+n-x|x€l}
= {y=a+n-z |z e}
= {y—a=n-z|zelZl}

= {yeZ|y=a (modn)}
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1 2 3 1 2 3

3) Considere p = € Sse H=(p)={ld,p}. Dado B =
2 1 3 3 21
temos
1 2 3
BH = {B, B}t =< B,
2 31
e
1 2 3
HB ={B,08} =145,
31 2
Logo Hf # BH.
Proposicao 2.1. 1. Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinali-
dade, i1gual a de H.
¢ = E—D

vH — Hx™*
Onde E={zH | x € G} e D={Hzx | x € G} € bijetiva.

2. As fungoes

vy H — xH
h —— xh
e
Yo H — Hx
h —— hx
sao bijeitvas.
Demonstracao. 1. Note que ¢ é claramente sobrejetiva, entao vamos mostrar a so-

brejetividade.
Devemos mostrar que se p(z1H) = p(xzoH), tem -se a € x1H, exite h € H,

tal que a = x1h, dai,

a=xh= hla7' =a' € Hay'

Entao, exite h; € H tal que

a ' =hay! = a=ah' € 2o H,

ou seja, r1H C x9H, como ambas tem a mesma cardinalidade.
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2. Basta verificar que 1; e 15 sao bijetivas. Considerando 11, note que claramente

1y € sobrejetiva. Para ver a injetividade, tememos h, k € H e se
V¥1(h) =1 (k) = zh = ok = 7 'zsh = 2 ok = h = k.
para 1 a demonstracao é analoga. Assim, concluimos que

|H| = |vH]| = |Hal.

]

Definicao 2.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos indice H em G
, denotado por (G : H) como sendo o nimero de classes laterais a direita ou d esquerda

de H em Q.

Proposicao 2.2. 1. Temos que G = U Hzx;

zeG

2. Hr=Hy<=x-y '€ H;
3. se Hr # Hy entao Hx N Hy = (.

Demonstragao. 1. Claramente U Hx C GG. Agora dado a € G, temos que
zeG

a € Ha C U Hz. Assim temos a igualdade.
zeCG

2. (=). Sendo = € Hy, existe h € H tal que x = hy é dai zy~' = h € H.

(<=). Considerando por hipétese xy~* € Hx, se a € Hzx, existem hihy, € H tais

que zy~ ! = h; e a = hyx, entdo

a = hox = hohyy € Hy. Logo, H C Hy e por 2.1 temos a igualdade.

3. Suponha a € Hx # Hy, entao existem hihy € H tais que a = hix e a = hoy, dai,

hix = hyy = xy~' = h{'hy € H e por 2), temos Hx = Hy, contradicao!.

Os mesmos resultados sao andlogos para as classes laterais a esquerda de H.

Proposicao 2.3. 1. Temos que G = U TH;
zeG

2. 2H = yH <=y lv € H;
3. se tH # yH entdio xH NyH = (.

Agora ja temos condicoes suficientes para provar o Teorema de Lagrange.
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2.2 Teorema de Lagrange

Teorema 2.1. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao, a ordem de

G divide a ordem de H, ou seja
Gl = |HI(G : H).

Demonstracao. Sabemos que o numero de classe laterais a direta e a esquerda é o
mesmo, entao vamos apenas considerar as classes laterais a esquerda de H. Sejam
r1H,xoH, ... x,H, as m distintas classes laterais a esquerda de H em G.

Sabemos que G = x1H U2, H U ... Ux,,H e dai temos

= |H|+ |H|+...+|H|=m|H|

— (G:H)-|H|
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Capitulo 3

Consequéncias e a Reciproca do

Teorema de Lagrange

Neste capitulo veremos algumas consequéncias do teorema de Lagrange e falaremos

sobre a reciproca, que nao é valida, mas podemos dar condi¢oes para que seja.

3.1 Consequéncias Imediatas do Teorema de La-
grange
Aplicagao 3.1. Seja G um grupo finito e de ordem prima, entao G € abeliano.

Demonstragao. Seja G- um grupo, tal que |G| = p, com p sendo um nimero primo,
temos que existe z € G —{e}. Pelo Teorema de Lagrange |(g)| divide p, mas p é primo,
temos que |(z)| = p, pois |[(x)| # 1. Dai (x) = G e por conseguinte, G ¢é Ciclico, logo é

abeliano. 0
Aplicacao 3.2. Se G ¢ um grupo finito e g € G, entdo O(g) divide |G| e g'®! = e.

Demonstracao. Por definicao , O(g) = |{g)| e pelo Teorema de Lagrange, temos que
|(g)| divide |G|. De fato se pegarmos |G| = n e o(g) = r, com n = r - k, para todo
keZe

g|G| — gr-k — (gr)k — ek = — g|G| —e
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Aplicacao 3.3. Se H, K < G ¢ G finito com mdc(|H|,|K|) =1 entao HN K = {e}.

Demonstra¢ao. Suponha que a € H N K, entao pelo Teorema de Lagrange O(a)| |H|
e O(a) | |K|, Como mde(|K||H|) = 1, temos que O(a) = 1, e dai a = e. O

Aplicagao 3.4. Se |G| = 2p, onde p é um primo impar, entao G possui elemento de

ordem p.

Demonstrag¢ao. Primeiramente e supondo que existe elemento x € G tal que, O(x) = 2p

De fato, 2% = ¢ = (2%)P = e, entdo, o(x?)|2p, temos o(z?) = 2 ou o(z?) = p.
Suponha entao que o(z?) = 2, entao (z2)? = e, dai O(x) < 4, contradigao, pois, como
O(x) = 2p e p é primo {mpar, tem-se que O(z) > 6. Logo, s6 podemos ter o(z?) = p.

Suponhamos agora que nao existe elementos em G com ordem 2p. Entao, dado
zr € G — {e} temos que o(x)|2p. Dai, o(x) = 2 ou o(z) = p, vamos supor que o(z) = 2,
portanto, G é abeliano. Entao considere z,y € G — {e}, com = # y e H = (x,y). Note
que H = (e, z,y,x - y), mas, 4 = |H| 1 2p. Absurdo! Entao O(z) = p.

Aplicagao 3.5. (Pequeno Teorema de Fermat)

Seja p um nimero primo e a € Z tal que pta. Entao .
a?~! =1 (mod p)

Demonstragao. Note que U(Z,) ={T € Z, | mde(x,p) =1}
é um grupo com a multiplicagao de Z,, como p é primo entao U(Z,) =p — 1.
Seja a € Z tal que p 1 a. Se mdc(a,p) = z, entdo x|a e z|p. Se x|p, temos que
r =1 ou z = P, mas nao pode ser x = p, pois p{a. Logo z = 1, Entdo a € U(Z,), e

dai,

ap—l:T:a’p—IZT:}ap_lzijapilEl(mOdp) L

3.2 A Reciproca do teorema de Lagrange

Antes de falar da reciproca do Teorema de Lagrange, vamos definir mais alguns con-
ceitos sobre permutacgoes, saber ciclos de permutacao, necessarios para uma melhor

compreensao do que iremos falar mais adiante.
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3.2.1 Ciclos de Permutacoes
Defini¢ao 3.1. Sejam o, 5 € S, e I, = {1,2,...,n} conjunto de indices.

1. Definimos Mov(a) = {i € I, | a(i) # i} e Fiz(a) ={i € I, | a(i) = i}.

2. Definimos em I, a sequinte relacdo:

i~y j se existe k € Z tal que o"(i) = j.

Definigao 3.2. Dado o € S, ei € I,,. SeV € Z, tem - se o*(i) = i, entdo i é uma
orbita unitdrio.
Observacao 3.1. A relacdo 7i ~, j7¢ de equivaléncia e as classes determinadas por
ela sao chamadas de orbitas de o ou o-Orbitas. Entao:

e Mov(a) € a unido das o-drbitas nao unitdrias.

o Fix(a) € a unido das o-orbitas unitdrias.

Exemplo 3.2.1. Seja

1 2345
o = 635.
1 35 4 2

Temos Mov(a) = {2,3,5} e Fiv(a) = {1,4} .
Definicao 3.3. Dado o € S,,, dizemos que o € um ciclo, se o possui no mdzrimo uma
orbita nao unitdria.

Exemplo 3.2.2. Considere

1 2 3 45
o= € Sy
1 3 5 4 2
a(2) =3, a(3) =5, a(b) =2 dai a*(2) =5 entdo 2 ~, 3 € 2 ~, 5, observe ainda que

a?(2) = 2, dai dizemos que orbita de 2 tem 3 elementos.
Definicao 3.4. Uma transposicao ¢ um ciclo de tamanho 2, ou um 2-ciclo.

Observacao 3.2. Seja

1 23456 78
p= € Sg
21 3 6 5 847
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as drbitas de  nao unitdrias sao {1,2},{4,6,7,8}. 5 nao é um ciclo, pois possui duas
orbitas nao unitarias. Ja

1 2345
1 54 2 3

a unica orbita de a € {2,3,4,5}, assim, o é um 4 - ciclo.

Nestes casos, denotamos B por (1 2)(46 7 8) e a por (25 3 4).

Em geral, se 0 é um ciclo, com Mov(o) = {aq,...,an} e
o(j1) = J2,-..0(jm) = 1, denotamos por

O':(Oél Qo ... Odm).

1 23456
Exemplo 3.2.3. o = = (1 5) € transposi¢io
5 2 3 416

Definicao 3.5. Dizemos que uma permutacdo o € par, se o pode ser escrito como um

produto de um numero par de transposicao. Caso contrdrio a permutag¢ao € impar

Observacgao 3.3. Sea = (a1, Qg,...,Qy) € Sy, entdo o = (o, ) - . . (a1, ag)(aq, as)

Entao considerando

123456789
o= € Sg.
2476 91358
Note que p = (1 2 4 6) (3 7) (59 8) que pode ser escrito da forma
p=(16)(14)(12)37)(9)
Logo 1 € par.

Agora considere

1 23 45
21 45 3

Note que n=(21)(345)=(21)(35)(34). Assim n € impar.

3.2.2 O Contra Exemplo da Reciproca

O reciproca do Teorema de Lagrange nao é verdadeira, pois, o subgrupo A, das
permutacoes pares de Sy tem ordem 12, mas nao possui um subgrupo de ordem 6. De
fato, vamos supor que existe H < Ay, com |H| = 6. Note que (A4 : H) = 2, entao as

classes laterais de H em A4 sao H e gH,V € A4. Note que gH = Hg, pois, sendo
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G=HUgH (3.1)

G=HUHg (3.2)

Considerando que classes distintas sao desjuntas, ou seja, HNgH = &, sex € Hg
entao x € H, mas por 3.1 z € H U gH, logo x € gH, ou seja, Hg C gH, como
|Hg| = |gH| temos que Hg = gH.

Sabe-se que existem 8 3-ciclos em Ay, entao, pelo menos um deve esta em H. Sem
perda de generalidade suponha que (1 2 3) € H, entao (123)~! = (132) € H. Como
g 'hg € H, para todo g € A, e para todo h € H, entao temos

(124)(123)(124) " = (124)(123)(142) = (243) € H
(243)(123)(243) " = (243)(123)(234) = (142) € H

Assim H possui os seguintes elementos
(1), (123), (132), (243), (243) "' = (234), (142), (142)~! = (124).

Dai H tem 7 elementos, logo chegamos a uma Contradi¢gao. Portanto , A4 nao

pode ter subgrupo de ordem 6.

Ainda em relacao a reciproca, existe um alguns resultados chamados Os Teore-
mas de Sylow [3](FRALEIGH, 2002, p.324) dao condicoes para que seja valida a

reciproca.
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Capitulo 4

Conclusao

Este trabalho académico finaliza o percurso de aprendizado dentro do curso de
licenciatura em matematica. Onde apds varios semestre de contemplando os variaveis
ramos da matematica apresento pelo curso.

Fizemos abordagem de uma das partes mais complexa totalmente alheia a
cotidiano da maioria das pessoa e que por sua exigéncia de dedicacao e envolvimento
pessoal, s6 ganhou seus fundamentos que hoje estamos a estuda a partir do século
XVIII, que a Algebra abstrata ou moderna.

Concluimos que foi enriquecedor a construcao e as aplicagoes do Teorema de La-
grange, dentro dos estudos de grupos finitos, além de ser facil utilizacao e aplicacao.
O mesmo nos possibilita obter resultados gerais sobre ordem e geracao de subgrupos,
mesmo como vimos sem sua reciproca ser verdadeira, existe resultados que nos garante

condicoes que pode ser valido.
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