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Resume zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A Computacao e a Criptografia Quantica tern sido campo de intenso estudo nas ulti-

mas decadas. Contribuiram para isso o surgimento de esquemas para correcao de erros atraves 

de codigos quanticos e procedimentos para construcao de portas quanticas tolerantes a falhas. 

Tambem a utilizacao de espacos de estados quanticos arbitrarios maiores que dois (qubit), tern 

recentemente se mostrado relevante para diminuicao do custo na implementacao em sistemas f i -

sicos de portas quanticas universais [1]. O teleporte quantico e uma tecnica usada para deslocar 

estados quanticos de um lugar para outro, sem a necessidade de transmitir o sistema quantico 

que armazena a informacao. Pode-se mostrar que esse procedimento constitui um ingrediente 

basico na construcao de esquemas para protecao de erros. Assim o teleporte quantico surge 

como um recurso fundamental na area da comunicacao quantica segura, e sua aplicabilidade, 

tern destaque na Teoria da Informacao Quantica, nas areas da Criptografia, Comunicacao e 

Computacao. O objetivo principal desse trabalho foi apresentar um esquema utilizando o te-

leporte quantico de dois qudits na construcao de uma 16gica classica capaz de proteger portas 

quanticas generalizadas (dGxor) contra falhas, ou seja, contra eventuais erros de operacoes. 

Para esse fim, utilizam-se estados quanticos arbitrarios (qudits) pertencentes ao espaco de Hi l -

bert d-dimensional. O estudo teorico do espaco d-dimensional (dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>2) tern se mostrado util na 

construcao de esquemas de codificacao quantica de corregao de erros. O esquema proposto 

aqui e uma generalizacao daquele apresentado por [2], o qual utiliza o teleporte quantico de 

dois qubits para construir uma porta quantica (C-NOT) tolerante a falhas operacionais. 

Palavras-chave: Teoria da Informagao e Computacao Quantica, Portas quanticas, Teleporte 

quantico, qudits. 
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Computing and quantum cryptography field have been of intense study in recent de-

cades. Contributed to the emergence of schemes for error correction via quantum codes and 

procedures for building fault-tolerant quantum gates. Also the use of arbitrary quantum state 

space larger than two (qubit), have recently been shown to be relevant to the implementation 

of cost reduction in physical systems of universal quantum gates [1]. The quantum teleporta-

tion is a technique used to move quantum states from one place to another without the need 

for transmission system storing quantum information. It can be shown that this procedure is a 

basic ingredient in the construction of schemes for error protection. Thus quantum teleportation 

arises as a key resource in the field of secure quantum communication, and their applicability, 

are featured in Quantum Information Theory in the areas of Cryptography, Communication and 

Computing. The main objective of this paper is to present a quantum teleportation scheme using 

two qudits in the construction of a classical logic capable of protecting generalized quantum ga-

tes (dGxor) fail, or operations against possible errors. To this end use is arbitrary quantum states 

(qudits) belonging to the Hilbert space d-dimensional. The theoretical study of d-dimensional 

space (d>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2) has proven useful in the construction of encoding schemes for quantum error cor-

rection. The scheme proposed here is a generalization of that presented by [2], which uses 

quantum teleportation two qubits to construct a quantum gate (C-NOT) fault-tolerant operati-

ons. 

Keywords: Information Theory and Quantum Computing, Quantum Gates, Quantum Telepor-

tation , Qudits. 
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Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A informagao tem como definigao a agao e o efeito de informar, que, na linguagem 

escolastica, e dar uma forma a uma materia [3]. Emprega-se tambem na linguagem comum, 

para indicar o ato pelo qual se faz conhecer alguma coisa a alguem [4]. Este ato, estudado pelas 

tradicionais areas da informacao e computacao, sofreu uma revolucao na decada de 80, quando 

fisicos, em colaboracao com cientistas destas areas, propuseram a utilizagao da teoria quantica 

para o armazenamento, a transmissao e a codificagao de informacao. O resultado destes estudos 

foi o surgimento de duas novas areas interdisciplinares, nomeadas informacao e computacao 

quanticas, que estao atualmente em expansao [5]. 

A diferenga fundamental entre a tradicional teoria da informagao e a informagao quan-

tica, que e uma intensa area de pesquisa na qual se combinam teoria da informagao e mecanica 

quantica, no qual a id6ia principal e aplicar as leis quanticas para manipular a informagao de 

forma mais eficiente, € devido ao uso do principio da superposigao quantico, aplicado a um ou 

mais sistemas fisicos, para a codificagao da informagao. Enquanto esta era anteriormente codi-

ficada em bits, que sao entidades discretas e binarias, nos sistemas quanticos toda a informagao 

e codificada no estado quantico do sistema conhecido como qubit, que geralmente pode ser es-

crito como uma superposigao dos elementos de uma base do espago vetorial que o contem, ou 

seja, num espago de Hilbert de dimensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2. 

A partir do principio de superposigao aplicado a sistemas simples e compostos, protoco-

los de transmissao de informagao criptografada [6], e algoritmos de computagao paralela [7] fo-

ram propostos, assim como a realizagao de redes quanticas de comunicagao [8]. Neste contexto, 

um dos mais importantes protocolos de informagao desenvolvidos foi o teleporte quantico [9]. 

A importancia do protocolo de teleporte se da tanto no ambito fundamental como no das 

aplicagoes. No ambito fundamental, o protocolo demonstra que correlagoes quanticas acresci-

das de comunicagao classica constituem um recurso poderoso, pois ele permite a transmissao 

de informagao quantica de um lugar a outro sem o transporte da materia. No entanto, entender 

a natureza dessas correlagoes quanticas se tornou uma tarefa fundamental [10]. Por outro lado, 

o teleporte quantico tem sido aplicado nas redes de transmissao de informagao criptografada, 
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que poderao ser entendidas a longas distancias via repetidores quanticos [11], e na arquitetura 

e comunicagao de computadores quanticos [12]. 

Nos ultimos anos o protocolo de teleporte quantico foi verificado experimentalmente em 

sistemas fotonicos [13], em ions aprisionados [14], em sistemas de ressonancia nuclear mag-

netica [15]. O protocolo foi tambem realizado a longas distancias, onde cientistas austriacos 

conseguiram teleportar informagao quantica por cabos de fibra optica de 800 metros de com-

primento, cruzando transversalmente um canal do rio Danubio e cobrindo uma distancia de 600 

metros em linha reta [16]. Transferir o estado quantico de uma particula para outra, como revela 

a experiencia dos investigadores austriacos, e o mesmo que transmitir dados (quanticos) entre 

dois pontos. 

O dommio do teleporte quantico tem se tornado uma pega fundamental na teoria da com-

putagao quantica, que promete converter os computadores atuais em arcaicos, ou seja, substituir 

os microprocessadores atuais que operam por transmissao eletrica por computadores quanticos, 

que poderiam ser milhoes de vezes mais rapidos. Estes computadores permitiriam analisar sis-

temas complexos e concluir de forma rapida os calculos que hoje demoram dias. No ambito das 

aplicagoes temos o conhecimento das moleculas de ADN, sistemas extremamente complexos. 

Os resultados poderiam ser utilizados, por exemplo, no campo da engenharia genetica e medi-

cina. Outra das aplicagoes seria a transmissao de dados cem por cento segura. Por exemplo, 

ao enviar o numero do cartao de credito pela Internet, os dados seriam teleportados diretamente 

para o destino, sem possibilidade de intercepgao das informagoes. Outra aplicagao notavel e 

interessante do teleporte e em circuitos quanticos, pois na implementagao de circuitos quanti-

cos em geral temos acesso a um conjunto de portas logicas quanticas, onde tal conjunto inclui 

sempre pelo menos portas que atuam sobre dois qubits, como por exemplo uma porta C-NOT, 

sendo que essas portas podem falhar na sua agao sobre os qubits, logo, o estados dos qubits em 

que ela estava agindo serao corrompidos, portanto, sem alguma forma de corregao de erro, isso 

levaria a um resultado nao confiavel do calculo. Uma maneira da aplicagao da porta quantica 

sem a ocorrencia de falhas e por meio da utilizagao do protocolo de teleporte onde podemos 

fazer uma aplicagao nao destrutiva das portas quanticas de qubits, logo, os estado quanticos nao 

seriam corrompidos como foi proposto por [2], portanto, obtenamos informagoes confiaveis 

por meio da agao das portas quanticas utilizadas no circuito. Diante de tantos fatos, o teleporte 

se torna uma grande conquista tecnologica, que vem abrir novos caminhos e descobertas em 

varias areas da computagao quantica. 

Sabemos que o processamento de informagao quantica e frequentemente descrito como 

uma serie de operagoes unitarias e de medidas em algum sistema fisico. Imperfeigoes nestas 

operagoes e interagoes com o meio ambiente circundante sao inevit^veis tanto no processamento 

de informagao cl&ssica quanto quantica. O acumulo de erros ser& prejudicial em qualquer pro-

cessamento de informagao de larga escala. 

Portanto, para que a computagao quantica funcione na pratica, tem-se um grande obs-

taculo a superar: proteger a informagao quantica de erros. Sem esta protegao, por exemplo, o 
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computador quantico certamente ira falhar. Qualquer estrategia efetiva para impedir que erros 

ocorram em um computador quantico deve proteger contra pequenos erros unitarios em um 

circuito quantico, bem como contra erros de descoerencia (causado pela interacao do sistema 

quantico com o ambiente). 

Esse trabalho tem como objetivo principal propor uma aplicacao do protocolo de tele-

porte de estados quanticos arbitrarios generalizados, ou seja, qudits, no espago de HilbertzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H de 

dimensao-d, onde podemos fazer uso das portas quanticas generalizadas (dGxor) sem correr o 

risco da informagao ser corrompida devido a erros. A relevancia desse trabalho, esta no sen-

tido de que se um dia o computador quantico vier se concretizar com a utilizagao de qubits, o 

mesmo poderar ser melhorado com a utilizagao de qudits, ou seja, poderiam acelerar algumas 

operagoes em um computador quantico de maneira segura. 

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos e um apendice. O capitulo 2 introduz 

alguns conceitos e dehnigoes dos qubits, qudits, das portas logicas quanticas atuando sobre qu-

bits e das portas quanticas generalizadas atuando sobre os qudits. No capitulo 3 faremos uma 

abordagem do teleporte quantico com as respectivas descrigoes matematicas sobre qubits e qu-

dits e em seguida exemplificando-os. No capitulo 4 apresentaremos o esquema proposto por [2] 

e em seguida o esquema da aplicagao do teleporte quantico para assegurar a confiabilidade das 

portas quanticas generalizadas atuando sobre os qudits para termos credibilidade na informagao 

sem a ocorrencia de erros. E por fim, o capitulo 5 apresentaremos as devidas conclusoes do 

trabalho. 



C A P I T U L O 2 

Representagao dos qubits e qudits, e das 

portas logicas quanticas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nesse capitulo iremos revisar os conceitos de bit quantico ou qubit e a sua generalizacao 

(qudit), que e um estado quantico arbitrario num espago de Hilbert d-dimensional.Iremos tam-

bem revisar os conceitos das portas 16gicas quanticas atuando sobre qubits e qudits com suas 

respectivas agoes. 

2.1 Introdugao 

Um bit quantico, ou qubit e uma unidade de informagao quantica, ou seja, 6 um estado 

quantico em um espago de HilbertzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (H) de dimensao 2, sendo que, esta informagao € descrita por 

um vetor de estado em um sistema quantico de dois niveis o qual e normalmente equivalente a 

um vetor de espago bidimensional sobre os numeros complexos. Benjamin Schumacher desco-

briu uma maneira de interpretar estados quanticos como informagao. Ele apresentou um forma 

de comprimir a informagao em um estado, e armazenar esta em um numero menor de estados. 

Isto e agora conhecido por compressao Schumacher. Nos agradecimentos de seu paper [17], 

Schumacher afirma que o termo qubit foi inventado como um gracejo, durante suas conversas 

com Bi l l Wootters. A computagao quantica trabalha com estados quanticos em vez de esta-

dos classicos utilizados na computagao classica. O bit e os transistores como sao utilizados na 

computagao classica sao substituidos pelos bit quantico ou qubit e os atomos, e os valores dos 

numeros binarios 0 e 1 sao substituidos pelos vetores |0) e |1). 

Uma generalizagao dos qubits e o qudit,em vez de trabalharmos agora com um estado 

quantico em um espago de Hilbert de dimensao 2, trabalhamos com um estado quantico arbitrd-

rio em um espago de Hilbert de dimensao-d. Para a computagao quantica a fisica de um qudit 

e mais rica
1

 do que a de um unico qubit, pois o qudit possibilita guardar simultaneamente ate 

cinco informagoes em vez de duas, isso € possivel porque ele possui mais graus de liberdade 

'Porque o qudit 6 o equivalente quantico de uma chave de cinco posi?des, em vez de apenas ligado e desligado. 
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do que o qubit. Com o qudit e permitido explorar determinados aspectos da mecanica quantica 

que vao alem do que pode ser observados pelos qubits. 

Como os bits sao usados como blocos fundamentals na construgao de computadores, 

os qubits poderiam um dia ser usados como blocos de construgao de um computador quantico, 

ou seja, um dispositivo que explora as leis da mecanica quantica para a realizagao de calculos 

mais rapidos do que podem ser feitos com pedacos classicos. Alguns pesquisadores acreditam 

que os qudits podem ser usados em computadores quanticos, o que poderia acelerar algumas 

operagoes em um computador quantico. 

Da mesma forma que os bits representam os Os e Is dos computadores atuais, os qudits 

poderao um dia representar os Os, Is, 2s, 3s e 4s dos computadores quanticos. A maioria das 

pesquisas na computacao quantica feitas ate hoje tem-se focado nos sistemas de qubits, mas 

espera-se que os qudits possa ser mais uma ferramenta para o processamento da informacao 

quantica. 

O capitulo esta organizado da seguinte forma: Nas Secoes (2.2) e (2.3) representaremos 

os qubits e qudits matematicamente e na secao (2.4) falaremos da agao das portas logicas quan-

ticas sobre os qubits e na secao (2.5) a agao das portas quanticas sobre os qudits. Por fim a 

segao (2.6) as respectivas conclusoes. 

2.2 Qubits ou estados quanticos 

Os bits classicos tambem chamados de numeros binarios podem ser substituidos pelos 

vetores |0) e que sao os qubits, e podem ser representados pelas seguintes matrizes 

|0> = 

onde essa notagao na mecanica quantica e conhecida como notagao de Dirac. 

A diferenga entre um bit e um qubit e que um qubit genericozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ip) pode ser uma combi-

nagao linear dos vetores |0) e |1), ou seja, 

| ^ ) = a | O ) + 0 | l ) (2.2) 

onde a e f3 sao numeros complexos. Observe que os vetores |0) e |1) formam uma base orto-

normal B = { | 0 ) , |1)} do espago vetorialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C 2. Essa base e chamada de base computacional e o 

vetor e chamado de superposigao dos vetores |0) e com amplitudes a e ^ . N a mecanica 

quantica, o vetor e tambem chamado de estado, logo usaremos os dois termos com o mesmo 

significado. A interpretagao fisica do qubit, na expressao (2.2), e que ele esta simultaneamente 

nos estados |0> e Isso faz com que a quantidade de informagao que pode ser armazenada 

no estado \ip) seja infinita. Entretanto, essa informagao esta no nivel quantico. Para torna-la 

e |1) (2.1) 
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acessfvel, no nivel classico, precisamos fazer uma medida. A mecanica quantica diz que o pro-

cesso de medida altera o estado de um qubit, fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade 

|a |
2

, ou o estado |1), com probabilidade |/?|
2

 (isso significa que os valoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a e nao podem ser 

conhecidos atraves de uma medida). Com apenas duas possibilidades,|0) ou |1) , temos, entao, 

\<*\2 + \P\2 = 1 (2.3) 

onde a medida da probabilidade deve ser sempre igual a 1. 

Um qubit pode ser parametrizado podendo ser analisado como um ponto sobre a super-

ficie de uma esfera conhecida como esfera de Bloch, usando para tanto os angulos obtendo-se 

a partir de (2.2) 

| ^ > = c o s ^ | 0 > + e ^ s e n | | l ) (2.4) 

sendo a = cosf e 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — e
i ¥ ,

sen|, estando assim o qubit j a normalizado. 

Os numeros 6 e (p definem um ponto sobre a superficie de uma esfera de raio unitario 

como mostrado na figura (2.1). A esfera de Bloch e bastante util para a representacao geo-

metrica do estado de um qubit e de fundamental importancia para a computagao e informagao 

quantica. Como e visto notoriamente na esfera de Bloch, f e a representagao de |^>), logo, a 

projegao de r sobre o piano xy forma um angulo ip com o eixo x e o 6 e o angulo de f com o 

eixo z. 

k-

i) 

Figura 2.1 Representacao de um q-bit na esfera de Bloch. 

Apesar da estranheza, qubits sao decididamente reais, sua existencia e comportamento 

foram extensivamente validados por experimentos, e muitos sistemas fisicos podem ser usados 

para se concretizar os qubits. Segundo [18] e possivel realizar qubits atraves de duas diferentes 

polarizagoes de um foton; do alinhamento de spin nuclear num campo magnetico uniforme; ou 

ate de dois estados de um eletron orbitando um atomo de hidrogenio. 
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2.3 Qudits ou estados quanticos d-dimensional 

A base2 do estado quantico arbitrario ou do qudit em um espago de Hilbert de dimensao-

d e definida da seguinte maneira 

d B = { | 0 > , | l > , . . . , | d - l > } (2.5) 

Dessa maneira, um estado quantico arbitrario em um espago de Hilbert d-dimensional e repre-

sentado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i2  i i2  

Sendo |ao| + \oti\ + ... - f \ad —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1| = 1 , sendo a condigao de normalizagao do estado \dip)-

A codificagao em maior espago de Hilbert (cuja logica dos estados basicos sao cha-

mados de qudits em analogia com qubits bidimensional) apresenta varias vantagens tanto para 

as aplicagoes de Informagao Quantica, onde sua utilizagao mostra uma maior seguranga no 

campo do protocolo de distribuigoes de chaves criptografadas que e de bastante interesse na 

sociedade aiual. baseada em uma rede de comunicagao generalizada, quanto para estudos sobre 

Fundamentos da Mecanica Quantica, nomeadamente em relagao aos estudos sobre o realismo 

local [19]. Experimentos utilizando qudits ja foram concretizadas por meio de um circuito su-

percondutor, funcionando em temperaturas criogenicas como mostrado em [20], no campo da 

optica quantica como pode ser visto em [ 19] e na eficiencia de portas toffoli reduzindo o numero 

de portas para a sua construgao [1]. 

2.4 Portas quantica sobre qubits 

Em 1995, Barenco et.al., [21], demostraram que, analogamente ao que ocorre em um 

computador classico, no modelo de computador quantico qualquer, a agao computacional pode 

ser implementada a partir de portas elementares. Um conjunto de portas pode ser usado para 

realizar a computagao de uma fungao arbitraria. Esse conjunto e chamado de conjunto universal 

ou simplesmente portas universais. A universalidade na computagao quantica significa que uma 

operagao urinaria qualquer pode ser aproximada com precisao, a partir de um conjunto infinito 

de portas, envoivendo as portas universias. As portas (CNOT, Hadamard, Fase, 7r/8) formam 

um conjunto universal para a computagao quantica, outro conjunto universal e (Hadamard, fase, 

CNOT, Toffoli). Por outro lado, existem diferengas entre as portas classicas e quanticas, sendo a 

principal delas o fato de que certas operagoes classicas, como por exemplo a AND ou a OR, sao 

2

Na notacao utilizada o sobrescrito a esquerda representa a dimensao de um estado ou porta quantica. 
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irreversfveis, ao passo que as operagoes quanticas sao sempre reversfveis, pois estao associadas 

a transformacoes unitarias. 

2.4.1 Porta de um qubit 

Comecaremos pela porta logica mais simples, que e a porta NOT simbolizada porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X, 

onde essa porta logica quantica atua sobre um unico qubit trocando seu estado, ou seja: 

X|0> = |1) X|1> = |0> (2.7) 

A partir dessa definigao obtem-se a matriz de X, na base computacional { |0 ) , |1)} , ou 

seja: 

X = 
0 1 

1 0 
(2.8) 

Onde observamos que a matriz X 6 a componente x das matrizes de Pauli. 

Outra operacao sobre o estado de 1 qubit e a troca de fase representada por Z, sendo Z 

a componente z das matrizes de Pauli, ou seja: 

Z 
1 0 

0 - 1 
(2.9) 

Sendo que a porta Z troca a fase do estado |1) de 180 graus (e
i 7 r

 = - 1 ) : Z |1) = - |1), ao passo 

que sua atuagao sobre |0) o deixa neutro. 

A porta Hadamard, representada por H, cria superposicoes de estados quanticos. Sua 

atuagao sobre os auto-estados da base computacional, e sua matriz representativa, sao: 

V5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV2 
(2.10) 

Na forma matricial, temos: 

H = -7= 
1 1 

1 - 1 
(2.11) 

Esta porta e algumas vezes denominada de raiz quadrada da porta NOT, sendo que e facil 

mostrar que H2

 nao e uma porta NOT, e sim, que H2 = I, portanto, aplicando H duas vezes 

nao altera o estado. Essa porta tem um significado chave na logica dos circuitos quantico. Os 

estados |0> e |1) que sao perfeitamente distinguiveis (pois sao ortogonais no espago de Hilbert) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

) - U 
sao levados em superposigdes |0) ->

 | 0

^ ^ e |1> -+ . 
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A representacao dos circuitos das porta logicas quanticas de um qubit estao mostrados 

na figura (2.2). 

a | O } + 0 | l )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X 0 | O ) + a | l ) 

a |0) + /? | l ) z_ a | 0 ) - / 9 | l ) 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA|o> + /3|i> — 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa m m + pm^ 

Figura 2.2 Simbolo grafico das portas 16gicas quantica NOT ou (X), Hadamard (H) e a troca de fase (Z) de um 

q-bit. 

A porta T ou porta (7r/8) atua tambem em um unico qubit e a sua matriz unitaria € 

representada da seguinte maneira: 

T = 
1 0 

0 exp(i7r/4) 
(2.12) 

que poderia ser representada tamtem da seguinte forma: 

T = exp{-iir/8) 
exp(—iir/8) 0 

0 exp(iir/8) 

Aplicando-se T em um estado gen6rico, 

(2.13) 

| V ) = a | 0 ) + ^ | l ) (2.14) 

Obtem-se, 

T\ip) = a |0) 4- exp(i7r/8)P |1) (2.15) 

Tambem, nesse caso, se for feita uma medida do estado T as probabilidades de se obter os 

estados |0) ou |1) serao as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o estadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \IJJ). 

2.4.2 Porta de dois qubits 

A porta XOR tambem conhecida como CNOT (ou NOT controlada) que atua sobre dois 

qubits e representada na figura (2.3). Esta porta modifica o estado de um dos qubits, o chamado 

de qubit alvo, de forma condicionada ao estado do outro, chamado de qubit de controle. Se o 

estado do qubit de controle for 0, o qubit alvo e mantido; caso contrario, o estado do qubit alvo 

€ trocado. 
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\A) 

\B) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX 

\A) 

\B®A) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.3 Simbolo grafico da porta 16gica quantica CNOT a dois qubit, em que o \A) representa o qubit de 

controle e | B) o alvo. 

Antes, porem, de definirmos a matriz XOR ou CNOT, e necessario definirmos a base 

computacional formada pelos auto-estados para dois q-bits.
3

 O espago de Hilbert de dois qubits 

e expandido pelos vetores formados pelo produto tensorial: 

{ |0>, |1>}®{|0>, |1>} (2.16) 

A representagao matricial de cada um desses vetores da base computacional de dois 

qubits e 

|00) = 

r 1 1 [ 0 1 [ 0 1 [
0

 1 
0 1 

;|10> = 
0 

; | n > = 
0 

0 
;|01) = 

0 
;|10> = 

1 
; | n > = 

0 

0 0 0 1 

(2.17) 

A aplicagao dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XORA (XOR com qubit de controle em A) sobre os estados da base computa-

cional produz: 

XORA\00) = |00) (2.18) 

XORA |01) = |01) 

XORA\10) = | H ) 

XORA\ll) = \l0) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

Sendo assim, a matriz XORA representada por: 

XORA = 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

(2.22) 

3

vamos definir aqui a nota?ao |0) ® |0) = |00). 
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De forma analoga, podemos definir os efeitos da portazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XORB sobre os estados da base com-

putacional, ou seja: 

(2.23) XORB |00) = |00) 

XORB |01) - |11) 

XORB |10) = 110) 

XORB |11> = |01) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Logo, a matriz XORzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB sera representada por: 

XORB = 

1 0 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

(2.27) 

A operacao ou transformagao de Hadamard, no caso de dois qubits,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 representada por: 

1 1 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I - 1 1 - 1 

I I - 1 - 1 

1 - 1 - 1 1 

(2.28) 

H cria superposicoes uniformes de autoestados. Aplicada ao estado |00), por exemplo, obtere-

mos: 

ff = ~[|00> + |01> + |10) + | l l ) ] (2.29) 

Generalizando para estados com n qubits, obtemos: 

# ®
n

| 0 . . . 0 ) = (H \0)Y 

H^ |0 . . . 0> = [-^( |0> + | l » r 

1
 n _ 1 

H*" |0...0) = - = Y 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

Uma sequencia de operagoes aplicadas sobre estados quanticos e chamada de circuito quantico. 
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A porta de Fase controlada ou portazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (S) e tambem uma porta de dois qubits e e repre-

sentada simbolicamente pela figura (2.4) a seguir: 

S 

Figura 2.4 Simbolo grffico da porta 16gica quantica (S) de dois q-bit. 

A matriz unitaria associada a porta S e representada por: 

S = 
1 0 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 
(2.33) 

onde i e a unidade imaginaria ( i = —1). Podemos representar a porta S da seguinte maneira: 

S = (2.34) 
1 0 

0 exp(in/2) 

Sabemos que exp(z7r/2) = cos(7r/2) + zsen(7r/2) = i. Logo, aplicando a porta (S) em 

um estado geneYico, temos: 

M=azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA|O) + 0|l) (2.35) 

Obteremos: 

Sty) =a\0)+ip\l) (2.36) 

Note que, se for feita uma medida do estado S\ip), as probabilidades de se obter os 

estados |0) ou |1) serao as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o estado | ^ ) . 

Isso nao acontece, por exemplo, usando a porta H. 

2.4.3 Porta de tres qubits 

A porta quantica Toffoli tem tres qubits de entrada e tres de saida assim como na porta 

toffoli classica4 como mostra a figura (2.5) 

Os dois primeiros qubits \A) e\B) sao chamados de qubits de controle e nao sao afetados 

pela agao da porta, e o qubit \C) e chamado de qubits alvo e seu estado e mudado somente se 

os dois qubits de controle forem |1). E notorio que se aplicarmos a porta Toffoli duas vezes em 

um dado conjunto de qubits observaremos que ela e uma porta reversivel. 

4

E uma porta que Simula as portas classicas NOT e AND, contendo dois bits de entrada (controle) e um bit de 

saida (alvo), onde o bit alvo so muda seu estado se os bits de entrada forem iguais a 1. 
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\A) 1 \A) 

\B) n \ B ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\C) [x] \C) © \AB) 

FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2.5 Simbolo grdfico da porta 16gica quantica Toffoli de tres qubits. 

Por definigao, a implementagao da porta quantica Toffoli permuta os estados da base 

computacional da mesma forma que no caso classico. Por exemplo, a porta Toffoli atuando no 

estado 1110) retorna o estado 1111). 

A representacao matricial da porta Toffoli para qubits em um espaco espago de Hilbert 

de dimensao 2 e um pouco laborioso de se obter (mas nao dfficil), logo podemos representar da 

seguinte maneira: 

1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 

Utof = (2.37) 

Uma propriedade interessante da porta Toffoli quantica e que ela pode ser usada para 

simular portas logicas classicas irreversfveis, da mesma forma da porta Toffoli classica, e isso 

garante que os computadores quanticos sao capazes de relizar qualquer operacao que possa ser 

feita por um computador classico (deterministico) [5]. 

2.5 Portas quantica sobre qudits 

E natural a intencao de generalizar as portas quanticas conhecidas para qubits a espagos 

de Hilbert de dimensao d>2. De fato, muitos dos sistemas fisicos que suportam a representagao 

dos qubits, como atomos ou ions de multi-niveis, interferometros com varios "bragos", tambem 

permitem a consideragao de qudits [22,23]. 

Como j& vimos a representagao dos qudits, nosso objetivo agora e descrever a agao das 

portas quanticas sobre eles, no entanto, serao esmdadas as portas integrantes na aplicagao do 

teleporte quantico utilizando qudits, sao elas: 
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• dX, dZ:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sao portas conhecidas, que juntamente com dY e dI formam o grupo de Pauli. 

• dF: A porta que represents a transformada de Fourier quantica e desempenha para o caso 

geral o papel que a Hadamard desempenha no caso bidimensional. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• dQxOR- A porta que generaliza para o caso d-dimensional o papel da CNOT no caso 

bidimensional. 

Pode-se encontrar outras maneiras de chegar a resultados da generalizacao das portas 

quanticas, como pode ser visto em [24], mas iremos utilizar a abordagem apresentada em [25, 

26]. 

2.5.1 A a^ao da porta 

A porta dX quando atuando sobre qubits (d = 2) pode ser descrita como uma operacao 

de soma modulo 2, onde e conhecida por inverter o bit de entrada, sendo tambem chamada de 

bit-flip. Portanto, para o caso mais geral, ou seja, o caso d-dimensional essa propriedade nao se 

mant6m. A expressao para o caso generalizado e dado por 

dX \i) = \(i + l)modd) (2.38) 

Observamos que a acao, na base computacional para o caso mais geral, e levar o estado de 

entrada ao estado da base a sua direita ou retornar ao inicio, se o estado de entrada for o ultimo 

da base. Tal comportamento mostra que o bit-flip observado na dimensao 2 e um caso especffico 

de um comportamento mais geral chamado right shift bit. Para compreendermos melhor a acao 

da porta dX, observemos uma aplica^ao para a dimensao 3 , logo a acao de 3X nos estados da 

base computacional vai ser: 

3 X | 0 ) = |1) , 3 * | 1 ) = |2>, 3AT |2> = |0> 

A representacao matricial da porta dX e dada pela seguinte expressao 

{ 1, se m = (n + l)mod d 

0, caso contrario 

Usando esse procedimento para as dimensoes 2, 3 e 4 da origem as seguintes matrizes 

(2.39) 

(2.40) 

>X = 
0 1 

1 0 

0 0 1 

1 0 0 

0 1 0 

iX = 

0 0 0 1 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 
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2.5.2 A agao da porta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Para o caso bidimensional a portazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dZ, tambem conhecida por "troca de fase", tern como 

a9ao inverter a fase do qubit de entrada. A expressao que representa a a^ao da porta dZ em um 

estado da base canonica e 

dZ\j) = ( e ^ y \j). 

Onde daqui por diante chamaremos UJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — e^27ri^. 

Para o caso de d = 3, temos: 

3Z|0)=a/°|0> = |0>, 

|1> = Ĉ 1 |1> = ^ |1> , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 Z | 2 ) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc j 2 | 2 > = u ; - 1 | 2 > . 

A representa9ao matricial da porta dZ e dada pela expressao 

um 1 se m — n 
QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> Tn .n — 

0 se mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7^  n 

Usando esse procedimento para as dimensoes 2, 3 e 4 da origem as seguintes matrizes 

>Z = 
1 0 

0 - 1 
xZ = 

1 0 0 

0 (>/3i — l ) / 2 0 

0 0 4-1) /2 J 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

1 0 (J 0 

0 0 0 

0 0 - 1 0 

0 0 0 —i 

2.5.3 A aqao da porta Hadamard generalizada -,/ 

A porta Hadamard e um caso particular da transformada de Forrier discreta sobre um 

qubit em d = 2. Para dimensoes arbitrarias, ou seja com dimensoes maiores que 2, temos que 

utilizar a seguinte versao denotada por dF. A a$ao da porta d F na base computacional canonica 

e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
d-l 

Outra maneira de escrever a equa9ao 2.46 utilizando a expressao 2.41 e dada por 

d-l 

Para o caso de d = 3, temos: 

dF\j) = ^rT{dZ)l\l). 

^ | 0 > = [|0) + | l ) + |2>]/>/3, 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 
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3 F | 1 ) = [|0> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u> |1) + LJ2 |2>]/V3, (2.49) 

3F |2> - [|0> + u? |1> + a;4 |2>]/V3. (2.50) 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA representa9ao matricial da porta d-F dada pela seguinte expressao 

aron = a ;m n /Vd (2.51) 

Aplicando esse procedimento para as dimensoes 2, 3 e 4, obtemos as seguintes matrizes 

>F = 
1 1 

1 - 1 
iF = 

1 1 1 

1 ( > / 3 i - l ) / 2 - ( V 3 i + l ) / 2 

1 - ( > / & + l ) / 2 ( > / 3 ? - l ) / 2 

, 4F = 

1 1 1 1 

1 i - 1 -i 

1 - 1 1 - 1 

1 -i - 1 i 

2.5.4 A a^ao da portazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dG zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxor 

A generalizacao da porta CNOT (conhecida tambem por XOR) que atua em dois qubits, 

pode ser usada para emaranhamento e para teleporte de estados quanticos. Para qubits, a acao 

da porta quantica CNOT com seus estados da base computacional {\i)} onde i e {0,1}, no 

espa90  de Hilbert de dimensao 2 e dado por 

CNOT\i,j) = (2.52) 

Sendo que o primeiro (segundo) indice denota o estado de controle (alvo) do qubit e © denota 

adiyao de modulo 2. Logo, a generaliza9ao da porta quantica C-NOT (d(lXOr) deve agir em dois 

sistemas quanticos no espago de Hilbert de dimensao-d, cuja defini9ao proposta por [27] e dada 

por 

dGxor |t, j) = 6 j) • (2.53) 

Algumas propriedades dessa defini9ao pode ser vista com mais detalhes em [27], onde 0 denota 

nesse caso a subtra9ao m6dulo d. 

A a9ao da porta dGxor na base computacional para o caso d = 3 e dada por5: 

zGxor |00) = |00), 3Gxor |01) = |02), 3Gxor |02) = |01), 

3Gxor |10) = |11), 3Gxor |11) = 110), 3Gxor |12) = |12), 

3Gxor |20) = |22), 3Gxor |21) - |21), 3Gxor |22) = |20). 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 N o t a - s e  q u e  p a r a o  c a s o  d - d i m e n s i o n a l p e r d e - s e  a  n o c a o  i n t u i t i v a d e  q u e  u m a p o r ta c o n t r o l a d a p e l o  q u d i t z e r o  

n a o  a l t e r a o  q u d i t a l v o . 



Representacao dos qubits e qudits, e das portas logicas quanticas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA17 

A representacao matricial da porta quanticazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dGxor e obtida por meio da seguinte equasao 

(2.57) 
I 1, s e m = [dx + (x - y) modd] + l V n e [l,^2] 

0, caso contrano 

onde 

x = (n — 1) diw d, y = (n — 1) rrtod c/. 

Para d = 3 este procedimento d£ origem a seguinte matriz 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 

(2.58) 

2.6 Conclusoes 

Neste capitulo foi realizada uma revisao a respeito dos qubits e qudits, e da a^ao das 

portas quanticas sobre eles. Foi apresentados tambem alguns exemplos daszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a96es das portas 

logicas quanticas (dX,dY,dZ, dF e dGXoR) sobre os qudits e suas respectivas representacoes 

matriciais. 
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Teleporte de estados quanticos 

Neste capitulo sao apresentados os conceitos bdsicos envolvidos nazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA realiza9ao do tele-

porte de estados quanticos, e tambem uma aplica9ao matematica desse protocolo com a utiliza-

9ao de qubits e qudits. 

3.1 Introdu^ao 

Desde que o protocolo de comunica9ao quantica conhecido como teleporte foi proposto 

por [9], o mesmo tern sido alvo de varias pesquisas, talvez por ser uma das mais intigrantes 

correla96es nao classicas apontadas por Albert Einstein em seu artigo [28], no qual contesta a 

completude da Mecanica Quantica no papel de descrever a realidade fisica da natureza. 

De maneira geral, o teleporte quantico e uma tecnica usada para deslocar estados quan-

ticos de um lugar para outro, mesmo quando nao existe um canal quantico de comunica9ao 

conectando o transmissor do estado ao seu receptor. Varios trabalhos experimentais implemen-

tando o teleporte quantico ja foram apresentados a comunidade cientifica, incluindo uso de fo-

tons [29], ressonancia magnetica [15] e entre outros. Por mais interessante que uma descoberta 

cientifica tecnologica pare9a ser, reside essencialmente no seu potencial de aplicabilidade, por 

essa razao o teleporte quantico e de fundamental importancia na te6ria da informa9ao quantica, 

sendo aplicado nas areas da criptografia quantica, comunica9ao e computa9ao e na constru9ao 

de portas quanticas. 

O restante do capitulo sera organizado da seguinte maneira: sao apresentados o circuito 

quantico para o teleporte e uma descri9ao analitica de sua execu9§o. Aplica9ao do teleporte 

de estados arbitrarios (qubit), teleporte quantico com a utiliza9ao de portas generalizadas e um 

exemplo do teleporte utilizando estados de quitrite. Por fim, apresentaremos as conclusoes. 
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3.2 Teleporte Quantico zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Podemos explicar o teleporte quantico atraves da literatura tradicionalmente adotada em 

varios livros, onde uma atividade deve ser realizada entre duas partes cooperantes, normalmente 

chamadas de Alice e Bob. O ponto central esta na possibilidade de Alice enviar um estado quan-

tico arbitrario, desconhecido mesmo para ela, a Bob sem que no entanto haja um portador ffsico 

entre eles. O estado quantico recebido por Bob deve ser absolutamente identico ao enviado por 

Alice. Sabendo que um estado quantico arbitrario de um sistema ffsico de dois nfveis pode ser 

representado porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ip) = a0 |0) 4- ai em que a0 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c *i sao as amplitudes de probabilidade 

do estado, alguem pode pensar na possibilidade de transmissao classica dos valores de a0 e a\. 

Logo essa tentativa sera abandonada por dois motivos, primeiro a teleportacao requer uma trans-

ferencia perfeita, segundo os parametros a0 e ai sao numeros complexos que variam em um 

contfnuo, apenas obedecendo a relacao |ao| + — 1- Desta maneira, transmitir os valores 

de a o  e ai pode vir a requerer que uma quantidade infinita de informacao seja enviada [5]. Para 

complicar ainda mais o cenario, quando nao e Alice que gera as leis da mecanica quantica 

impedem que ela consiga conhecer com exatidao os valores de a0 e a i uma vez que ela nao 

pode copiar o estado \if>) (Teorema da nao-clonagem quantica). Como pre-requisito fundamen-

tal para a realiza^ao da teleportacao Alice e Bob devem compartilhar um estado de Bell e dispor 

de um canal classico para troca de informa5ao, pois, como sera visto adiante, Alice necessitara 

enviar a Bob dois bits de informacao. 

3.2.1 Descri^ao matematica do teleporte quantico de qubits 

O esquema proposto por [2] mostra o circuito quantico responsavel por implementar o 

protocolo de teleporte de qubits conforme a figura (3.2.1). 

a 

BFJJ. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x - z tr) 

Figura 3.1 Ci r c u i t o  q u a n t i c o  q u e  r e p r e s e n t a t e l e p o r te  d e  u m  q u b i t . A s  d u a s  l i n h a s  d e  c i m a r e p r e s e n t a m  o  s i s t e m a 

d e  A l i c e , e  a d e  b a i x o  o  s i s t e m a d e  B o b . 

Para que o teleporte quantico funcione, alice vai interagir o qubit = a0 |0) +  c *i |1) 

com sua parte do estado de Bell que ela compartilha com Bob, e mede seus dois qubits obtendo 

um dos quatro estados possiveis (00,01,10,11), logo, Alice envia os dois bits de informacao 
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para Bob, entao, dependendo deles, Bob aplica a operacao adquada para obter o estado telepor-

tado por Alice. Podemos descrever matematicamente como mostra a figura (3.2.1), um circuito 

que implementa uma mudan^a de base computacional para a base de Bell da seguinte maneira 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j) 

- H -

T 
X 

II 

T 
X 

Figura 3.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci r c u i t o  q u a n t i c o  e  f o r m a d o  p o r u m a p o r t a H a d a m a r d s e g u i d a p o r u m a C N O T p a r a c r i a r e s t a d o s  d e  

B e l l . 

O circuito equivalente ao mostrado na figura (3.2.1) para constru9ao da base de Bell e 

ilustrado na figura 3.2.1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H 

X 
Boll 

Figura 3 3 Ci r c u i t o  q u a n t i c o  r e p r e s e n ta n d o  u m a m e d i c a o  n a b a s e  d e  B e l l . A d i r e i t a €  m o s t r a d o  u m  c i r c u i t o  

q u a n t i c o  a l t e r n a t i v o , r e p r e s e n t a n d o  u m a m e d i d a n a b a s e  d e  B e l l 

Podemos mostrar como exemplo considerando os estados de entrada como |00), onde a 

porta Hadamard transforma esse estado inicial em (|0) + |1» |0) /y/2, e a porta CNOT produz 

o estado de saida (|00) + 111) / ) \ / 2 . Observe como o funciona o procedimento: primeiro a 

transforma9ao Hadamard coloca o qubit de cima em uma superposi9ao; este entao atua como o 

qubit de controle do CNOT, e o qubit alvo e invertido para o caso em que o de controle e 1. Os 

possfveis estados de saida 

(3.1. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

\M = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ ( 10 0 ) + | x i » 

\M = | io » 

| Ao) = ^ ( 1 0 0 ) - 111)) 

I Ai ) = 110)) 

sao conhecidos como estados de Bell, ou algumas vezes chamados de estados EPR (homenagem 
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a Einstein, Poldolsky e Rosen). Podemos escrever a notacao mnemonica de |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A » > » |  fto) >|ft  1)  

sintetizada na expressao 

l /3ii) = ^ = [ | 0 , j )  +  ( - l ) i | l , J ) ] (3.5) 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j e a negacao de j . 
Descrevendo agora o protocolo de teleporte, temos que o estado inicial do circuito mos-

trado na figura (3.2.1) e composto pelo estado quantico a ser teleportadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ip) e o estado de 

Bell zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M \M (3.6) 

Note que, reagrupando os qubits (mas mantendo-os na mesma ordem), este estado pode 

ser escrito como 

M \M = \ \M Wi + \ \M (x I V ) )  +  \  I A o )  (z m) + \zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | A,) (xz \i>)) (3.7) 

Alice faz uma medicao dos dois primeiros qubits na base Bell. O estado em comum de 

Alice-Bob apos esta medida e uma das 

| Ax > )  | * )  (3.8) 

\M{X\1>)) (3.9) 

\M(Z\1>)) (3.10) 

\(3n)(XZW) (3.11) 

cada um com probabilidade de 1 /4 . Os bits classicos a e b resultantes da medi5ao de Alice in-

dica qual dos quatro estados e obtida. Alice envia esses dois bits para Bob, logo ele observa se o 

seu qubit e deixado no estado \ip), X \ip), Z \tp), ou XZ \ip). Dependendo dos valores classicos 

que Alice envia para Bob, aeb, Bob realiza uma das seguintes operacoes para transformar seu 

estado em 

Podemos resumir a performance de Bob da seguinte maneira 

BITS:a,6 PORTAS PERFORMANCE DE BOB 

0,0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/: a o | 0 > + a i | l > » - ^ Q d | 0 > +  a i | l )  =  w 

0,1 X : a 0 | l ) +  a i | 0 > H > a o | 0 ) +  a 1 | l ) =  w 

1,0 Z : a o | 0 > - a i | l > H * a 0 | 0 > +  a 1 | l >  =  w 

1,1 ZX : a o | l > - a i | 0 > i- > a o | 0 > +  a 1 | l >  =  w 

Entao, condicionalmente Bob aplica Z e X para o seu qubit, condicionado sobre os 

valores classicos a e 6, respectivamente. Depois desta transformagao, Bob recupera o estado 

\ip) que Alice lhe enviou com sucesso. 
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Vamos fazer uma descricao do que ainda e necessario ser feito para completar o pro-

cesso. Caso Alice resolvesse nao enviar os bits classicos oriundos da medicao por ela realizada 

seria impossivel completar a teleportacao com sucesso uma vez que independentemente do es-

tado a ser teleportado, a medicao na base de Bell sempre apresentara resultados equiprovaveis, 

portanto, mesmo que Alice dispusesse de varias copias dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \tp) para repetir o processo Bob nunca 

conseguiria inferi-lo com certeza para o caso geral. 

Essa caracterfstica garante que a teleportacao nao represente um paradoxo no que diz 

respeito a transmissao de informacao acima da velocidade da luz. Como e requerida a trans-

missao de informacao classica, a velocidade com a qual a teleportacao se realiza fica limitada 

a velocidade com a qual e transmitida a informacao classica participante do processo. Tambem 

se deve observar que o estado originalmente utilizado por Alice e destruido pelo processo 

de medicao para posteriormente ser reconstruido por Bob usando sua particula de um estado de 

Bell, isso assegura que a teleportacao nao viole o teorema da nao clonagem [5]. 

Seguindo entao o protocolo, Alice envia para Bob os dois bits classicos obtidos com 

a medicao dos dois primeiros qubits (a forma como essa informacao e representada e enviada 

e completamente irrelevante para o processo). Bob, de posse de tal informacao, deve agora 

executar uma dentre quatro possiveis operacoes de correcao, alcancando assim em todas as 

hipoteses a reconstruct do estado originalmente teleportado. 

3.2.2 Descricao matematica do teleporte quantico de qudits 

Agora iremos fazer uma generalizacao do teleporte quantico, onde a figura (3.2.2) mos-

tra um esquema de circuito quantico responsavel pelo teleporte de qudits. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

BELL 

b 

dZ dZ 

Figura 3.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci r c u i t o  q u a n t i c o  q u e  r e p r e s e n t a te le p o r te  d e  u m  q u d i t . A s  d u a s  l i n h a s  d e  c i m a r e p r e s e n t a m  o  s i s t e m a 

d e  A l i c e , e  a d e  b a i x o  o  s i s t e m a d e  B o b . 

Alice agora vai interagir o seu qudit \dip) com sua parte do estado de Bell \dfi\j) ge-

neralizado que compartilha com Bob, e mede seus qudits obtendo n-estados possiveis, logo, 

Alice envia a informacao para Bob, e, dependendo da mensagem classica dela, ele ira realizar 

as varias operacoes na sua metade do estado de Bell generalizado, recuperando assim o estado 
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A generalizacao do estado de Bell utilizando qudits pode ser obtido a partir do seguinte 

esquema mostrado na figura (3.2.2). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

rlF 

dOxoi 

Figura 3.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci r c u i t o  q u a n t i c o  e  f o r m a d o  p o r u m a p o r t a q u a n t i c a d e  F o u r i e rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (dF) s e g u i d a p o r u m a (dGxor) p a r a 

c r i a r e s t a d o s  d e  B e l l . 

O circuito equivalente ao mostrado na figura (3.2.2) para construcao da base de Bell 

generalizados e ilustrado na figura (3.2.2). 

dF zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• dF 

e i V J x o r 

.Bell 

Figura 3.6 Ci r c u i t o  q u a n t i c o  p a r a c r i a r e s t a d o s  d e  B e l l g e n e r a l i z a d o s . 

Descrevendo o protocolo de teleporte para estados quanticos generalizados, temos que 

o estado inicial do circuito mostrado na figura (3.2.2) e composto pelo estado quantico a ser 

teleportado e o estado de Bell generalizado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ dip) \ dPij) (3.12) 

Logo, podemos escrever o estado geral na base de Bell generalizada da seguinte maneira 

i d - 1 

d^ ) UPij) = 2 E W W ( * x * z a (3.13) 

a,b=0 

sendo assim, dependo dos estados classicos a e b enviados por Alice a Bob, ele podera recuperar 

o estado \ d^ )-
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3.3 Exemplo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nesta secao iremos ilustrar matematicamente como podemos fazer o teleporte de um 

estado quantico (qutrite), proposto pela primeira vez por [30]. Vamos supor que Alice e Bob 

compartilhem o seguinte estado de Bell para um qutrite zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UM = ^ ( | 0 0 ) + |11) + |22» (3.14) 

e Alice queira enviar o seguinte estado para Bob zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IsiW =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a0 |0) + a i |1) + a2 |2> (3.15) 

O estado inicial do circuito e composto pelo estado quantico a ser teleportado e o par estado de 

Bell, ou seja 

Ul>)UM = ( a 0 | 0> + a 1 | l ) + a2|2»(8)-̂ (|00> + | l l> +  |22» 

= -i=(<*o |000) + a0 |011> + a 0 |022) + c*i |100) + at |111> + otx |122) + 
v 3 

a2 |200> + a2 |211) + a2 |222» (3.16) 

Podemos reescrever a expressao (3.16) da seguinte maneira 

M)UM = - ^ ( | 0 0 ) ® a o | 0 ) + | 0 1 ) ® a 0 | l ) +  | 0 2 ) ® a 0 | 2 ) + 

|10) <8> a i |0) + |11) ® ^ |1) + |12) ®  a i |2) + |20) <g> a 2 |0) + 

|21) <g> a 2 |1) + |22> ®  a 2 |2» (3.17) 

Escrevendo a expressao 3.17 na forma da base de Bell, temos 

M)UM = ^[(UM + UM + UM)®<*oM + 

(UM + UM + |3&2» <8> «0 | i ) + 

(|3A>i) +  |3Ai> + | 3 A i » ® a o | 2 ) + 

(UM + l a Ai ) + w | 3 & i ) ) ®  a i |0> + 

( I s Ajo ) + ^ 2 IsAo) + w UM) ®  a i |1> + 

{UM + ^ 2 I3A2) + w |3/322» <8> <*i |2> + 
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( | 3 AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) 2 >  + w | 3 f t 2 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + uT1 la ft a )) 18) a 2 |0) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(UM + w | 3 A i ) + a;"113A21)) (8) a 2 | 1) + 

IsAo) + w | 3 Ao ) + | 3 Ao » ®  <*2 |2>] (3.18) 

Onde 

|00> = ( | 3Ao> + IsAo) + I sAo)) (3.19) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AT 

|01> = ^(UM +  I 3 A 2 )  +  I 3 A 2 ) ) (3.20) 

AT 

|02) = ^ - ( | s A> i) + | sAi> + | s Ai »  (3.21) 

AT 

|10> = ^ - ( | 3 A i ) +  u2 UM + w | s Ai »  (3.22) 

AT 

|H> = ^ - (U^ oo) +  u2 UM + w | 3 Ao »  (3.23) 

AT 

112) = ^ - ( | 3 ^ 0 2 >  + a;2 | 3 A 2 >  + w | 3 A 2 » (3.24) 
AT 

|20> - ^-(|3/3ba> + u UM + |3A2» (3.25) 
AT 

|21) - ~ - ( | s A i ) + w | 3 Ai > + a ;"1 | 3 A i »  (3.26) 
AT 

|22) = ^ - ( | 3 Ao ) + w | sAo) + u ' 1 I sAo}) (3.27) 

A expressao (3.18) pode ser reescrito da seguinte forma, apos reagruparmos os termos 

W)UM = 5 [ | Ao > ® ( a o | 0 ) + o t i | l ) + a 2 | 2 » + 

| 3 Ai > ® ( a o | 2 > + a i | 0 ) + a 2 | l » + 

UM®(<*oM+<*i |2) + a 2 |0» + 

IsAo) ®  (a0 |0> + u2ax |1) + w a 2 |2» + 

I s Ai ) ®  ("o |2> + w 2 « i |0) + u ;a 2 |1» + 

I3A2) 8 ( a 0 |1> + c j 2 a , |2) + w a 2 |0» + 

IsAo) ®  ( a 0 |0> + w a i |1> + aT 1a 2 |2)) + 

I s Ai ) ®  («o |2) + wa , |0> + u T 1 ^ |1» + 

| 3 A 2 ) <8> ( a 0 |1) + a/<*i |2) + w " 1 a 2 |0»] (3.28) 

UFCG1B1BL10TECA/BC 
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Sendo assim, os possiveis resultados para o qubit de Bob, condicionados aos resultados da 

medida de Alice sao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I s*) IsAo)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = i UM I s*} + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 UM ( 3 * I s *) ) + 

I UMzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k *
2

 ls*» + 5 IsAo) ( 3 z W » + ^  I s Ai ) (*x3z |3*)) + 

5 IsAa) ( 3 * f £  I s *) ) + 5 IsAo) {3Z2

 I s *) ) +  I UM (sX3Z
2 |3*)) + 

i UM (sXiZ2 |3*)) (3.29) 

conforme a equacao (3.13). 

Podemos resumir a performance de Bob da seguinte maneira 

BITS:a,6 PORTAS PERFORMANCE DE BOB 

0 ,0  J : a 0 10 ) + a i | 1) + a 2 | 2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h> a 0 | 0) + a i | 1) + a 2 | 2) = I s*) 

0 ,1 3 * : a 0 | 2) + a i | 0) + a 2 | 1) ^  a 0 | 0) 4- a* | 1) + a 2 | 2) = I s *) 

0 ,2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3X2: ao | 1) + a a | 2) + a 2 | 0) >-> a 0 | 0) + a x | 1) + a 2 | 2) = I s*) 

1,0  zZ: a 0 | 0) + | 1) + a;a 2 | 2) h-> a 0 | 0) + a x | 1) + a 2 | 2) = - I s * ) 

1,1 3X3Z : a 0 | 2) + a ; 2 a i | 0) + ua2 | 1) »-> a 0 | 0) + tti | 1) + a 2 | 2) = = | s*) 

1,2 zX\Z : a 0 | 1) +  UJ2(*I | 2) + w a 2 | 0) > a 0 | 0) + « i | 1) + a 2 | 2) = = | s*) 

2 ,0  
3&: a 0 | 0) + w a i 11) + u)-xa2 | 2) h> a 0 | 0) + a i | 1) + a 2 | 2) = | s*> 

2 ,1 3X3Z2 : a 0 | 2) + w a i | 0) + w - 1 a 2 |1> »-> «o | 0) + a j | 1) + a 2 | 2) - I s * ) 

2 ,2 sX2Z2 : a 0 | 1) + cja i | 2) + a ; - ! a 2 | 0) «-> a 0 | 0) + a j | 1) + a 2 | 2) = | s*> 

Sendo que Bob aplica 3Z e3X para o seu qudit, condicionado sobre os valores classicos 

a e 6, respectivamente enviados por Alice. Depois desta transformacao, Bob recupera o estado 

| 3 *) que Alice lhe enviou com sucesso. 

3.4 Conclusoes 

Neste capitulo foi realizada uma revisao do protocolo de teleptransporte de estados arbi-

trarios proposto por [2]. Na sequencia foi apresentado um esquema para constru^ao de estados 

de Bell generalizados e um protocolo de telepte de estados generalizados (qudits). E por ultimo 

para validar o teleporte de estados generalizados, foi feito um exemplo com o estado generali-

zado qutrite. 



C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA P I T U L OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 

Aplica^ao do Teleporte Quantico zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capitulo serao apresentados dois esquemas para aplicacao do teleporte quantico de 

qubits e qudits para eventuais correcoes de erros devido a falhas em portas quantica universais. 

4.1 Introdugao 

O teleporte quantico tern uma aplica?ao bastante interessante quando se refere ao mo-

delo de computacao baseado em circuitos quanticos. Para a implementacao de circuitos quanti-

cos precisamos ter acesso a um conjunto de portas logica quanticas universal, onde tal conjunto 

inclui sempre pelo menos uma porta que atua sobre dois qubits (exemplos, uma porta CNOT ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dGxor)- Muitas vezes fica bastante laborioso ou mesmo desafiador implementar tecnicamente 

portas quanticas que atuam em mais de um qubit e que dependem de sistemas quanticos aco-

plados. E possivel que numa aplicagao particular, por exemplo, a porta CNOT ou dGxor nao 

atue com perfeicao. Se essa porta CNOT ou dPxor falhar no meio de algum calculo, os estados 

dos qubits e qudits que ela estava agindo serao corrompidos imediatamente, pois, sem alguma 

forma para correcao desse erro, os calculos nao serao confiaveis. 

Como um exemplo simples de erro na atuacao da porta CNOT, considere a situacao 

apresentada no circuito zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X 
J k 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

; ( ; ( 

Figura 4.1 E s s a figura  i l u s t r a u m  e r r o  n o  

p r i m e i r o  q u b i t o c o r r e n d o  a n te s  d a a p l i c a c a o  

d a p o r t a C N O T . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X 

X ( 

X 

X ( 

X 

X 

Figura 4.2 E s s a figura i l u s t r a a  p r o p a g a c a o  d o  e r r o  

o c o r r i d o  n a figura a n t e r i o r p a r a o s  d o i s  q u b i t s . 

Uma falha no primeiro qubit antes da aplicacao da porta unitaria (U=CNOT), se propaga 

para os dois qubits. Tudo se passa como se a porta unitaria (U) fosse aplicada corretamente 

seguida de um erro nos dois qubits, ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UX\  = UX\ W U = X1X2U. 
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Outra forma de ilustrar a porta unitaria ruidosa seria considerar a porta correta (U) e uma 

porta com errozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ = (£oU~1)oU. Note que o efeito de £ sera de uma porta correta (U), seguida 

de uma porta com erro S oU~l. Observe que o grau de desvio da porta correta e representado 

pela operacao:£zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o  U~l

 = (I + £) 

Uma solu^ao pensada para contornar esse problema poderia ser a de se criar uma copia 

do estado que se gostaria de aplicar a porta CNOT ou dGxor, e manter essa copia guardada em 

algum lugar seguro, e tentar novamente aplicar o CNOT ou dGxor, mas infelizmente, isso e 

impossivel, devido ao teorema da Nao-Clonagem quantica, que afirma que e impossivel imple-

mentar um circuito quantico que realiza uma copia quantica de um estado arbitrario. 

O que almejavamos 6 uma forma da aplicacao tolerante a falhas de uma porta quantica 

CNOT ou de uma porta quantica dGxor, onde se elas falhassem, os estados quanticos de qubits e 

qudits nao fossem corrompidos, e simplesmente poderiamos novamente tentar as portas CNOT 

ou dGxor- Uma maneira de se fazer isso e com a aplicacao do teleporte quantico, desde que 

tenhamos a capacidade de preparar um estado de Bell, e medir os estados de Bell diretamente. 

Faremos portanto a aplica?ao do teleporte quantico para correcoes de erros utilizando 

portas CNOT na secao 4.2 e na secao 4.3 utilizando portas quanticas dGXor- E por fim, na secao 

4.4 as devidas conclusoes. 

4.2 Aplicacao do teleporte quantico para corregoes de erros 

das portas quanticas CNOT 

O circuito apresentado na figura (4.3) ilustra um esquema de teleporte quantico de dois 

qubits zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n „0) + n , I ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

| o) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W 

7o| 0 ) • " . I D 

H 

X 

X 

H 

B o l l 
A/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 

M> 

X-Z 
v 

X-Z 
A A 

. Boil 

MA 

MA 

(ftO|0) - n . 
( • o f ; - 71II 

Figura 4 3 Ci r c u i t o  p a r a te l e p o r ta r o s  e s t a d o s a0 |0) +  a i |1) e  70  |0) +  71 



Aplicacao do Teleporte Quantico 29 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Utilizando-se do circuito para o teleporte de dois qubits podemos introduzir o esquema 

capaz de teleportar a porta CNOT. Segundo a sequencia sugerida por [2], devemos introduzir a 

porta CNOT entre os qubits teleportados conforme a figura (4.4). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ttozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA| 0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I a i | l ) 

0) 

fj)  

o> 

0 } 

7o| 0) I• T i l l ) 

liKLL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M 

X-Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mi 

BELL 

a fa 

x-z-x 

'» . ,- , ; 0 0 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I o , r i 0 1) 

+ n , - 0 l l ) - n , - L110} 

Figura 4.4 A i m p l e m e n t a c a o  d e  u m a p o r ta C N O T e n tr e  o  p a r d e  e s ta d o s  t e l e p o r ta d o , o n d e  a tu a e m  u m a p a te  

c o m o  b i t d e  c o n t r o l e  e  n o  o u tr o  c o m o  b i t a l v o . 

A figura 4.5 mostra tambem o reagrupamento das portas CNOT dentro das caixas trace-

jadas, onde o efeito da caixa tracejada a esquerda cria o estado emaranhado de quatro qubits, 

ou seja 

\E) = -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f|0000) + |0011) + |1110) + |1101)1 (4.1) 

r«o| 0) + « i | l ) 

0) 

0) 

7r ,l0) I v j l ; 

X 

x-x 

H 

B e l l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Mo 

x-z 
- 4 —> 

B o l l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

" i ; ' 0 0 0 ) - 01} 

n r : „ | M ; • Q- i7: | I O) 

Figura 4 ^ A i m p l e m e n t a 9 a o  d e  u m a p a r d e  p o r ta s  C N O T a d i c i o n a d o s  n o  c i r c u i t o . e n t r e  o  p a r d e  e s ta d o s  t e l e p o r -

ta d o . 

Na caixa tracejada a direita como mostra a figura (4.5), a porta CNOT altera as condicoes 

em que as portaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X e Z sao aplicadas separadamente para os dois qubits. Entao, para qualquer 

combinagao das medidas M u M2, M3 e M4, o efeito desejado pode ser alcangado atraves de 
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uma aplicacao de uma combinacao apropriada das portas X e Z individualmente para os dois 

qubits na caixa tracejada. Logo, podemos remover a porta CNOT da caixa tracejada se modi-

ficarmos a logica classica controlando as portas X e Z, como mostra a figura (4.6). Observe 

que estamos fazendo apenas a medida na base de Bell que nos fornece os resultados classicos, 

e sabemos que essa medida na base de Bell nao necessita de implementacdes de portas CNOT. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X-Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

X-X--Z-X 

M, Mi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L6GICA 

CLASSICA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~ A A ~ ~  

\f-> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x - z 

Mi v  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv 

X~Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MA M; Af;{ 

Figura 4.6 O p a r d e  p o r ta s  C N O T r e m o v i d o  d e p o i s  d a m o d i f i c a c a o  d a l o g i c a c l a s s i c a c o n t r o l a n d o  a s  a p l i c a c d e s  

d a s  p o r ta s  X e  Z . 

Logo, um circuito que contem a aplicacao de uma porta CNOT entre dois qubits na 

computa?ao quantica, sem que haja o risco de destruicao do estado dos dois qubits se a porta 

CNOT falhar e mostrado na figura (4.7). 

n|(); V J) 

M a q u i n a p a r a c r i a r o 

e s t a d o e m a r a n h a d o 

OUOO; ir.il 1 |) I _«I |! 101} 

i 
! 
: 
i 

X Z 
M a q u i n a p a r a c r i a r o 

e s t a d o e m a r a n h a d o 

OUOO; ir.il 1 |) I _«I |! 101} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  
X Z 

M a q u i n a p a r a c r i a r o 

e s t a d o e m a r a n h a d o 

OUOO; ir.il 1 |) I _«I |! 101} 

L6GICA 1 

CLASSICA ^ 
A A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A Z 

n n T 

1 i 

i ! 

- J j 
1 

A Z 

': (I) * I ) 

Figura 4.7 A p l i c a c a o  d a p o r t a C N O T e n tr e  o s  d o i s  q u b i t s  e m  u m a c o m p u t a c a o  q u a n t i c a , s e m  o  r i s c o  d e  d e s t r u i r 

o  e s t a d o  d o s  d o i s  q u b i t s  s e  a  p o r ta C - N O T fa lh a r . 

Observamos que na primeira caixa tracejada a esquerda da figura (4.7) serviu para criar 

os estados emaranhados, entao, basta ter alguma maquina que gere estes estados e algum meio 

para verificar que ela conseguiu, e se ela nao conseguir criar esses estados, o nosso processo de 

verifica5ao nos dir£ isso, e logo poderemos preparar a maquina novamente com quatro estados 
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de qubits. Sendo assim, poderemos substituir a primeira caixa por uma maquina generica para 

a cria^ao dos estados, e que assumiremos tambem que essa maquina possui um procedimento 

de verifi cacao que o estado foi criado com sucesso. 

4.3 Exemplo 

Considere o esquema que esta ilustrado na figura (4.7) com os dois qubits a serem tele-

portados com a aplicacao da porta CNOT, onde o estado de referenda na saida e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CNOT^a |0> + fi|1» <8>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (710> + 5 = a7100) + a8101) + fa |11) + 06110) (4.2) 

A maquina cria o seguinte estado emaranhado 

(4.3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\E) = - f |0000) + |0011) + |1110) + |1101) 

2 . 

Fazendo o teleporte dos qubits, temos que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(a |0)+/? |1» \E) ( 7 | 0 ) + * |1» = \(a |O)+0 |1))(|0000)+|0011)+|1110)+|1101))(710)+* |1» 

(4.4) 

Resolvendo o produto tensorial, encontramos 

{a |0) + |1)) \E) (7 |0) + S |1)) = i [0 71000000) + ad |000001) + 

fa 1100000) + A* 1100001) + a11000110) + c*51000111) + £ 7 1100110) + 

P61100111) + «71011100) + a£ 1011101) + £ 71111100) + 051111101) + 

c*71011010) + ad"1011011) + fa |111010) + 0* |111011>] (4.5) 

Colocando os dois primeiros e os dois ultimos termos da expressao (4.5) na base de Bell, obte-

mos 

( a | 0 ) + / 3 | l ) ) | £ ) ( 7 | 0 ) + 5 | l>) = 7f«7(IA)0 >  + |Ao))|00) 

4 

(lAo) + |Ao» + <*5(\M + |Ao» |00) (\M + | Ai » + 
fa(\M - I Ai »  |oo> (|Ax>) + | Ao » + m\M - I Ai »  |oo) 

( I Ai ) + I Ai »  + «7(|A)o) + |Ao» |oi) (|An) - | Ai » + 

a*(IAx>> + lAo)) |oi> (|A») - IAo» + fa(\M - I Ai ) ) |oi) 

( | A)i) - | Ai »  + AHIAn) - I Ai »  |oi> ( | Ao) - IAo» + 

o7(IA> i) + I Ai ) ) i n ) (IAo> + I Ao » + aSQM + | Ai » | n ) 
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( I Ai> + I Ai » + - | Ao)) | U ) (l^ oo) + | Ao » + 

AH I AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) ) - | Ao »  |H) ( | An ) + | Ai ) ) + cry(| A)i> + | Ai »  |10) 

( I Ai ) - I Ai » +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <*6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(\0oi) + | Ai » Iio> (| A») - | Ao » + 

A Y( I A » ) - I Ao »  |io) (| A>i) - | Ai » + A*(IAo> - | Ao »  |io) 

(lAo) - I Ao » (4.6) 

Escolhendo o caso mais simples onde Mi, M2, M3 e M4 sao iguais a zero, e aplicando 

a expressao da 16gica classica sobre os qubits, ou seja zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[UCNOT(ZMIXM* ® ZM3XM^UCNOT] \ab) = [zM'^XM^ g ZM*XM*} \ab) (4.7) 

Logo, M{, MJ, M3 e M4 vao ser iguais a zero, sendo assim, temos que o estado de saida I^S'i) e 

\Si) = Q7100) + aS |01) + 07111) + 08110) (4.8) 

que 6 anal6go ao estado de referenda observado na equacao (4.2). 

Considerando agora o caso em que Mi = 1, M2 = 1, M3 = 0 e M4 = 1, temos que o 

estado de saida vai ser 

\S2) = cry|10) + a5111) - 07101) - 0r5100) (4.9) 

Aplicando o resultado da cqua^ao (4.7) na expressao (4.9), obtemos M( = 1, M'2 = 1,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M 3 = 0 

e Mj = 0, sendo assim, o estado de saida agora vai ser 

|52) = a7100) + aS |01) + Ay |11) + 08110) (4.10) 

que e equivalente a equa9ao de referenda (4.2). 

4.4 Aplicacao do teleporte quantico para corre^oes de erros 

das portas quanticas generalizadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( d G x o r ) 

De maneira analoga ao apresentado na secao (4.2), iremos generalizar a aplicacao do 

teleporte para a constru^ao de um esquema para teleporte da porta generalizada (dGxor). As 

figuras (4.8-4.12) ilustram a aplicacao do esquema no caso generalizado. 

Colocando uma porta dGxor entre o par de qudits \dip) e \d<p) teleportados como mostra 

a figura (4.9), observou-se entao que o efeito do conjunto sobre os estados de dois qudits e a 

operacao da porta quantica dGxor, onde a porta dGxor atua em uma parte do teleporte como bit 

de controle e no outro como bit alvo. 
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Figura 4.8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci r c u i t o  p a r a t e l e p o r ta r d o i s  e s t a d o s  q u a n t i c o s  g e n e r a l i z a d o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \dip) e  \d(p)-

Ai] 
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,G dX 

\k)—dF zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM 

BELL 
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Figura 4.9 A i m p l e m e n t a 5 a o  d e  u m a p o r t a d G I o r e n tr e  o  p a r d e  q u d i t s , o n d e  a tu a e m  u m a p a r te  c o m o  b i t d e  

c o n t r o l e  e  n o  o u tr o  c o m o  b i t a l v o . 

Colocando agora um par de portas dGxor no meio dos dois qudits, observamos que o 

comportamento geral do circuito nao muda, ja que a combina9ao das duas portas dGxor sobre 

os qudits e o operador identidade como mostra a figura (4.10). 

A figura (4.10) mostra o reagrupamento das portas dGxor dentro das caixas tracejadas, 

onde o efeito da caixa tracejada a esquerda cria o estado emaranhado de quatro qudits. 

Para encontrarmos este estado emaranhado, observe os seguintes passos, onde o estado 

de entrada e dado por 

Idt/ o) = |t) ® \j) «8l 10  ® \k) = \ijlk) (4.11) 

A a?ao das portas de fourier sobre os qudits pode ser encontrada utilizando a expressao 

dui) =dF\i)®\j)®\l) ®dF\k) (4.12) 
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Figura 4.10 Um par de porta dGxor adicionados no circuito que nao causa nenhum efeito. 

e a acao das portas dGxor sobre o qudits pode ser obtida da seguinte maneira zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Uu 2) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (G™ ® i G £ » ) | d U l ) (4.13) 

onde o fndice 1 —> 3 indica que o qudit 1 e" o controle e o qudite 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 o alvo, assim como para o 

mdice 4 —» 3. 

Logo o estado emaranhado da caixa tracejada a esquerda pode ser encontrada pela ex-

pressao 

W = Uwt) (4-14) 

A caixa tracejada a direita como mostra a figura (4.10), a porta dGxor altera as condicoes 

em que as portas dX e dZ sao aplicadas separadamente para os dois qudits. Entao, para qualquer 

combina^ao de Mi, M2, M 3 e M4 , o efeito desejado pode ser alcangado atraves de uma aplica-

cao de uma combina^ao apropriada das portas dX e dZ individualmente para os dois qudits na 

caixa tracejada. Logo, podemos remover a porta dGxor da caixa tracejada se modificarmos a lo-

gica classica controlando as portas d X e <*Z, como mostra a figura (4.11). Observe que estamos 

fazendo apenas a medida na base de Bell generalizada que nos fornece os resultados classicos, 

e sabemos que essa medida na base de Bell generalizada nao necessita de implementacoes de 

portas dGxor-

Apos removermos o par de portas quantica dGxor a logica classica aplicada sobre os 

qudits e dada pela expressao 

(w^eMa)J*] \jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ©  M 2 , j ©  M 2 e [(j e /) e M 4 ] > (4.15) 
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M2 M 

Mi M A fa, 

Figura 4.11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O p a r d e  p o r ta s  dGxor r e m o v i d o  d e p o i s  d a m o d i f i c a ^ a o  d a l o g i c a c l a s s i c a c o n t r o l a n d o  a s  a p l i c a c o e s  

d a s  p o r ta s  dX e  jZ. 

Logo, um circuito que content a aplicacao de uma portazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dGxor entre dois qudits na 

computacao quantica, sem que haja o risco de destruicao do estado dos dois qudits se a porta 

dGxor falhar e mostrado na figura (4.12). 

MAQUINA PARA CRIACAO 

DE ESTADOS EMARANHADOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J J KLL 

V 

LOGICA 

CLASSICA 

dX 

—XT 

xZ 

V 

dX zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(jCV,..,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M >."' 

dRELT. 

Figura 4.12 A p l i c a c a o  d a p o r ta  dGXOT e n tr e  o s  d o i s  q u d i t s  e m  u m a c o m p u t a c a o  q u a n t i c a , s e m  o  r i s c o  d e  d e s t r u i r 

o  e s t a d o  d o s  d o i s  q u d i t s  s e  a  p o r t a q u a n t i c a  dGxor fa lh a r . 

Observamos na figura (4.12) que na primeira caixa tracejada a esquerda serviu para criar 

os estados emaranhados, no entanto, basta ter algum dispositivo que gere estes estados e algum 

meio seguro para verificar que ela conseguiu, e se ela nao conseguir criar esses estados, o nosso 

processo de verificacao nos dira isso, e logo poderemos preparar a maquina novamente com 

quatro estados de qudits. Portanto, poderemos substituir a primeira caixa por uma maquina 

generica para a criacao dos estados, e que assumiremos tambem que essa maquina possuf um 

procedimento de verificacao que o estado foi criado com sucesso. 
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4.5 Exemplo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Para ilustrar o esquema apresentado, consideraremos o circuito mostrado na figura (4.12) 

com dois estados quanticos generalizadoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ 3ip) = a 0 |0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 - ai |1) 4 - a 2 |2) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \3ip) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 0 |0) 4 -
7 i 11) + 7 2 12) a serem teletransportados para aplicacao de uma porta dGxor entre os dois qutrites 

na computacao quantica, sem correr o risco de destruir o estado se a porta dGxor falhar. Logo, 

podemos dizer que nosso estado de referenda para um qutrite na saida € dada por 

= «o7o |00) 4 - a 0 7i |02) 4 - a 072 |01) + 

« i7o |H) + » i 7 i |10) + a i72 |12) + a 2 7 o |22> + a 2 l l |21) + a 2j2 |20) 

(4.16) 

Adotando z,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jy I e k iguais a zero e utilizando as expressoes (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) a 

maquina cria o seguinte estado emaranhado 

\ 3u 3) = i |j0000) 4 - |0021) 4 - |0012) + |1110) 4 - |1101) 4 - |1122) 4 - |2220) 4 - |2211) + |2202)j 

(4.17) 

Fazendo o teleporte dos qutrites, temos que 

M Uu 3) \ 3<p) = (a 010) |1) + a 2 |2)) - [|0000) + |0021) + |0012) + 

|1110> 4 - |1101) + |1122) 4 - |2220) 4 - |2211) + |2202>] (70 |0) 4 - 7111) + 72 |2)) (4.18) 

Resolvendo o produto tensorial, obtemos 

MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 3 W 3 ) M = ^  [aolo 1000000) 4 - Q 0 7 I |000001) 4 - « 0 72 |000002) + a l 7 o 1100000) 4 -

a i 7 l 1100001) + a i 7 2 |100002) 4 - a 27o |200000) + a 2 7i (200001) + a 27 2 |200002) 4 -

a07o |000210) + a 0 7i |000211) 4 - a 072 |000212) 4 - 0:170 |100210) 4 - am  |100211) 4 -

a l 7 2 |100212) 4 - a2 7o |200210) 4 - a 2 7i |200211) 4 - a 2l2 |200212) + a07o |000120) + 

r*o7i |000121) + a072 |000122) + a l l Q |100120) 4 - « i 7 i |100121> + r*l72 |100122) 4 -

a 2 7 o |200120) + a 2 l l |200121) + a 2 72 |200122) 4 - a07o |011100) + a 0 7i |011101) + 

ao72 |011102) + a l 7 o |HH00) 4 - « i 7 i |11U01) 4 - 0:172 | H H 0 ) + a2 7o |211100) 4 -

a 2 7 i |211101) 4 - a 272 |211102) 4 - W o |011010) 4 - a 0 7i |011011) 4 - a 072 |011012) 4 -

a !7o 1111010) + a m |111011) 4 - a l l 2 |111012) + a 27 0 |211010) 4 - a 2Ji |211011) + 

a 2l2 |211012) + a07o |011220) + a 0 7i |011221) 4 - a 072 |011222) + a l 7 o 1111220) + 

a i 7 l |111221) 4 - a l l 2 1111222) + a27o |211220) + a 2 7 i |211221> + a 2 7 2 |211222) + 
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a 0 7o |022200)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 - a 0 7 i |022201) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a o l 2 |022202) 4 - c * l 7 o 1122200) 4 - u l 7 l 1122201) 4 -

a l 7 2 |122202) + a 2 7o |222200) 4 - a 2 7 i |222201) + a 2 72 |222202) + a 0 7o |022110) + 

ao7i 1022111) + a 0 72 |022112) 4 - a l 7 o |122110) 4 - a l 7 i |122111) + a l 7 2 |122112) + 

a 2 7n |222110) + a 2 7 l |222111) 4 - a 2 7 2 |222112) + a o 7 o |022020) + a 0 7 i |022021) 4 -

a 0 72 1022022) + a l 7 o |122020) 4 - a l l x |122021) + c* i7 2 |122022) 4 - a 2 7 0 |222020) + 

a 2 7 i |222021) + a 2 7 2 |222022)] 

(4.19) 

Colocando os dois termos iniciais e finais da equacao (4.19) na base de Bell para um qutrite, 

temos 

| s^ ) I3U3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M = g [ao7o(|3A)o) + I3A0) 4 - I3A0)) |00) 

( IsAo) 4 - |sAo) + IsAo)) 4 - • • • 4 - a 0 7i( |3^oo) + IsAo) 4 - | 3 A o ) ) 

|02) ( | 3 A o ) 4 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J1 |sAo) + w |sAo) ) + • • • + ao7 2 ( | 3 A)o) + IsAo) + 

IsAo)) |01) ( | 3 A o ) 4 - u> |sAo) 4 - UJ2 | sAo) ) + • • • + « i7o 

( IsAo) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J IsAo) + u IsAo)) 111) ( IsAo) + IsAo) + IsAo)) + • • • + 

a i 7 i ( | s A o ) + u 2 |sAo) + w |sAo) ) |10) (|3fl») + u 2 | 3 A o ) 

+UJ |sAo)) 4 - • • • 4 - a i72 ( |sAo) + u 2 | 3 A o ) + w | 3 A o ) ) |12) 

( IsAn) + w | 3 A o ) 4 - UJ2 IsAo)) 4 - • • • 4 - a27o(|sAo) + w | 3 A o ) 

W IsAo)) |22) ( IsAo) + IsAo) + IsAo)) 4 - • • • + a 2 7 i ( | 3 A o > + 

w IsAo) 4 - uP- IsAo)) |21) ( IsAo) + u 2 |sAo) + w | 3 A o ) ) 4 - • • • 4 -

a 2 7 2 ( | 3 A o ) + w IsAo) 4 - J1 IsAo)) |20) ( | 3 A o ) + w | 3 A o ) 

W | sAo) ) l (4-20) 

Multiplicando termo a termo da equacao (4.20), obteremos 

M \ su 3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | 3v?)  = i [«o7o IsAo) |00) ( | 3 A o ) + IsAo) + 

IsAo)) + «o7o IsAo) |00) ( | 3 A o ) + IsAo) + IsAo)) + a 0 7o 

IsAo) ( IsAo) + IsAo) + IsAo)) + • • • + <*o7i \ *M  I 0 2 ) ( I SAK) ) 

W IsAo) + w IsAo)) + <*o7i IsAo) |02) ( | 3 A o ) + w 2 | 3 A o ) + 

w |sAo) ) + «o7 i b A o ) |02) ( IsAo) 4 - u 2 | 3 A o ) + w | 3 A o ) ) 4 - • • • + 

<*o72 IsAo) |01) ( IsAo) 4 - uj |sAo) + I3A0)) 4 - a 0 72 IsAo) 

|01) ( IsAo) + w |sAo) 4 - UJ2 |sAo)) + <*o72 IsAo) |01) ( | 3 f t o ) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\JFCGIBMW 
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w | 3 Ao> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u 2 IsAo)) + • • • + « i7o IsAo) |H) ( IsAo) + IsAo) + 

IsAo)) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OLI1QU? IsAo) |H) ( IsAo) + IsAo) + IsAo)) + « i7o 

w IsAo) |H) ( IsAo) + IsAo) + IsAo)) + • • • + Qi7i IsAo) |10) 

( IsAo) + UJ2 IsAo) + u IsAo)) + a l 7 l u ; 2 | 3 A o ) |10) ( | 3 A o ) + 

w2 IsAo) + w | sAo) ) + OiTitt |sAo) |10) ( IsAo) + UJ2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | 3 AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO > + 

w IsAo)) + a l 7 2 |sAo) |12) ( IsAo) + w | 3 A o ) + a; 2 | 3 A o ) ) + 

a i 7 2 ^ 2 IsAo) 112) ( |sAo) + w | 3 A o ) + ^ 2 IsAo)) + aiTfc" 

IsAo) 112) ( IsAo) + u IsAo) + UJ2 I s ^ o ) ) + • • • + a 2 7 o | 3 A o ) |22) 

( IsAo) + IsAo) + IsAo)) + «27o^ IsAo) |22) ( | 3 A o ) + IsAo) + 

IsAo)) + oc2lQu 2 |sAo) |22) ( | 3 A o ) + IsAo) + IsAo)) + • • • + 

«27 i IsAo) |21) (IsAw) + b A o ) + w | 3 A o ) ) + a 2 7 i 

u |sAo) |21) ( IsAo) + UJ2 IsAo) + w |sAo)) + a 2 7 i ^ 2 IsAo) 

|21) (UM  + a; 2 | 3 A o ) + w | 3 A o ) ) + • • • + «272 IsAo) |20) ( | 3 A o ) 

+u |sAo) + UJ2 UM) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <*2i2u UM  120) ( | 3 A o ) + u UM + 

UJ2 UM) + <*2l2U2 IsAo) |20) ( IsAo) + w IsAo) + w 2 | sAo) ) ] (4.21) 

Escolhendo o caso mais simples onde Mi, M2, M3 e M4 sao iguais a zero, e aplicando 

a logica classica sobre os qudits conforme a equacao (4.15), temos 

1.1 \jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  0 , j e  0  e  [ ( j e  / )  e  o]) = | j , j © (j e  / ) ) = I j , 0  (4.22) 

Logo, M(, M2, M3 e M4 vao ser iguais a zero, sendo assim, temos que o estado de saida \ S\ ) 
vai ser vai ser igual o estado de referenda mostrado na equacao (4.16), ou seja: 

| 3 5 i ) = «o7o |00) + a 0 7i |02) + a 072 |01) + a i7o |H) + <*i7i 110) + c*i72 |12) 

+ ^ 2 7 o |22) + a 2 7i |21) + «272 |20) (4.23) 

Consideremos agora o caso em que Mi = 0, M2 = 0, M3 = 1 e M4 = 0 , temos que o estado 

de saida e dado por 

US 2) = ao7o | 0 0 ) - r -ao7 i ^ 2 | 0 2 ) + o:o72w|01) + a i 7 o | l l ) + a i 7 i ^ 2 

110) + a i 7 2 u ; |12) + a27o |22) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a ^ u 2 |21) + a2l2uj |20) (4.24) 

Considerando a logica classica sobre o qutrite, obtemos 

p e < ) ] | j © 0 , j ©  0  e [(j © /) © 0 ]) = [<*<*&>] I j, /) (4.25) 
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De acordo com o resultado acima temos quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M{ = 0, M'2 = 0, Mg = 1 e M'4 = 0, logo o estado 

de saida 13S2) vai ser zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

| s%) = a o 7 o o ; ( 0 e o ) |00) + a 0 7 i " V ° e 2 ) |02> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *0l2uumi) 

|01) 4- a i W l e l > |H) + a i 7 i < A > ( l e 0 ) |10) + a i 7 2 ^ ( l e 2 ) 

|12) + a 2 7o" ( 2 e 2 ) |22) 4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 2 l l u ? u ^ |21) + a 2 7 2 ^ ( 2 e 0 ) |20) (4.26) 

Por fim podemos reescrever o estado de saida da seguinte maneira 

] & ) = «o7o |00) 4- oj07i |02) 4- a 072 |01) 4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OJI7O |U) + <*i7i 110) 4- « i72 

112) 4- a27o |22) 4- a 2 7 i |21) 4- a2 72 |20) (4.27) 

que tambem e analogo ao estado de referenda. 

Escolhendo agora Mi = 0, M2 = 0, M3 = 2 e M4 = 0, temos que o estado de saida vai 

ser zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 3 S 3 ) = ao7o | 0 0 ) 4 - a 0 7 i ^ | 0 2 ) + ao72 ^ 2 | 0 1 ) + a i 7 o | l l ) + a i 7 i ^ 

110) 4- < *i 7 2 W 2 |12) 4- a2 7o |22) 4- a 2 7 i ^ |21) 4- a 2 72^ 2 |20) (4.28) 

A logica classica sobre o qutrite vai ser dado por 

[w***] \j © 0, j © 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 [(j © 0 © 0]) = [a/***] 2 I j , 0 (4.29) 

De acordo com a 16gica classica atuando no qutrite temos que M[ = 0, M'2 = 0, M'z = 2 e 

M'A = 0, logo, podemos aplicar o resultado da equacao (4.29) na expressao (4.30) e o estado de 

saida vai ser agora dado por 

\zSs) = c*o7o M 0 e 0 ) ] 2 |00) 4- aow [w<«*>] 2 |02) 4- a 072 

^ [ o / 0 0 1 * ] 2 |01) + a l 7 o [ u / l e l ) ] 2 |11) + a l 7 l w 

[a/ l e 0>]2 |10) + a l 7 2o;2[a;( l e 2)]2 |12) 4- a2 7o 

[ u ; ^ ] 2 |22) 4- a 2 7 i " M 2 e l ) ] 2 |21) 4- a 2 W 

[a/2e0>]2 |20) (4-30) 

Por fim podemos reescrever o estado de saida | 35 3) da seguinte maneira 

|3S3) = a 07o |00) + ao7i | 0 2 ) + a 072 |01) + o: 17o | l l ) + a i 7 i | 1 0 ) 4 -

a l 7 2 112) 4- a27o |22) 4- a 2 7 l |21) + a 2 7 2 |20) (4.31) 
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Observamos que os tres estados de saidazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \S\), \S2) e |6"3) sao iguais ao estado de refe-

renda para o teleporte dos dois quitrites com a aplicacao da porta dGxor quando utilizamos a 

nossa logica classica para eliminacao das portas dGxor, no entanto, aplicamos a logica para nao 

corrermos o risco de uma das portas falharem e termos confiabilidade nos dados obtidos. 

4.6 Conclusdes 

Neste capitulo foi construido a partir da ideia proposta porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [2 ] um esquema para te-

leportacao de estados quanticos arbitrarios no espaco de Hilbert de dimensao-d, por meio de 

uma logica classica segura construida passo a passo para podermos eliminar as portas quanticas 

dGxor generalizadas para o esquema nao correr nenhum risco da informacao ser modificada se 

uma dessas portas falhassem durante as suas respectivas acoes sobre os qudits. De bonus fize-

mos um exemplo do esquema teletransportando dois quitrites com a aplicacao da logica classica 

para tornarmos a nossa proposta confiavel. 



C A P I T U L O 5 

Considera^oes Finais zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O principal objetivo da computacao quantica tolerante a falhas e a realizacao de opera-

coes logicas usando portas quanticas que evitem a propagacao de erros entre os qubits fisicos. 

A construcao de portas quanticas tolerantes a falhas usando o teleporte quantico, oferece 

um valioso recurso a computacao quantica, pois possibilita realizar experiencias a sua imple-

mentacao fisica. 

Apresentamos um esquema utilizando o teleporte quantico com portas quanticas gene-

ralizadaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dGxor tolerantes a falhas operacionais. Nosso esquema e uma adaptacao daquele apre-

sentado por Gottesman e Chuang [12], no espaco de Hilbert de qudits. Esse esquema permite a 

construcao tolerante a falhas de portas unitarias (U) satisfazendo U € Ck,Ck = {U\UC\W C 

Ck-i}, sendo C\ a representacao do grupo de Pauli e Co a representacao do grupo de Clif-

ford. Verificamos que a porta dGxor obdece (como e de se esperar) a relacao dGxor Ed C2, 

dC2 = {U\UC\U^ C Ci} , sendo dP2 o grupo de Clifford em d-dimensional. 

O esquema apresentado nesse trabalho pode ser utilizado para outras portas quanticas 

universais reconhecidamente de dificil implementacao [12], como por exemplo, a porta quantica 

Toffoli, azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 r / 8 e a a porta de fase controlada (S). 



Referencias Bibliograficas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[1] K. J. Resch T. C. Ralph and A. Gilchrist. Efficient toffoli gates using qudits.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Phys. Rev. A 

75, 022313, 75:5, 2007. 

[2] R. Laflamme R Kaye and M. Mosca. An Introduction to Quantum Computing. 2007. 

[3] Diney Soares Ether Junior. Teletransporte Quantico em multiplos Graus de Liberdade de 

um Foton. PhD thesis, Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2009. 

[4] Mario Ferreira dos Santos. Diciondrio de Filosofia e Ciencias Culturais, volume 3. Editora 

Matese, 1963. 

[5] M. A. Nielsen and I. L. Chuang. Quantum computation and Quantun Information. Cam-

bridge University Press, 2000. 

[6] Artur K. Ekert. Quantum cryptography based on bell's theorem. Phys. Rev. Lett., 67:661 

- 6 6 3 , Aug 1991. 

[7] RAIMOND J. M. HAROCHE, S. Exploring the Quantum. Oxford University Press, 2006. 

[8] J. I. Cirac, P. Zoller, H. J. Kimble, and H. Mabuchi. Quantum state transfer and entangle-

ment distribution among distant nodes in a quantum network. Phys. Rev. Lett., 78:221-

3224, Apr 1997. 

[9] Charles H. Bennett, Gilles Brassard, Claude Crepeau, Richard Jozsa, Asher Peres, and 

William K. Wootters. Teleporting an unknown quantum state via dual classical and 

einstein-podolsky-rosen channels. Phys. Rev. Lett., 70(13):1895 -1899, Mar 1993. 

[10] Horodecki P. Horodecki R. Horodecki, M. General teleportation channel, singlet fraction 

and quasi-distillation. Physical Review A„ v.60,:p.l898., 1999. 

[11] Kimble H. J Braunstein, S. L. A posteriori teleportation. Nature, v.394:840-841, 1998. 

[12] Chuang I. L. Gottesman, D. Demonstrating the viability of universal quantum computation 

using teleportation and single-qubit operations. Nature, v.402:390-393, 1999. 



43 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[13] D. Boschi, S. Branca, F. De Martini, L. Hardy, and S. Popescu. Experimental realization of 

teleporting an unknown pure quantum state via dual classical and einstein-podolsky-rosen 

channels.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Phys. Rev. Lett., 80:1121-1125, 1998. 

[14] Chiaverini J. Schaetz T. et al. Barrett, M. D. Deterministic quantum teleportation of atomic 

qubits. Nature, v.429:737-739, 2004. 

[15] M. A. Nielsen, E. Knill, and R. Laflamme. Complete quantum teleportation using nuclear 

magnetic resonance. Nature, 395:52-55, October 1998. 

[16] W. Tittel H. Zbinden I. Marcikic, H. de Riedmatten and N. Gisin. Long-distance telepor-

tation of qubits at telecommunication wavelengths. Nature, 421:509-513, 2002. 

[17] Benjamin Schumacher. Quantum coding. Phys. Rev. A, 51:2738- 2747, 1995. 

[18] Gustavo Lima Chaves e Peterson Katagiri Zilli Felipe Portavales Goldstein. Breve intro-

ducao a computacao quantica, Agosto 2011. 

[19] Marco Genovese and Paolo Trainay. Review on qudits production and their application to 

quantum communication and studies on local realism. ADV.SCI.LETT., 1:153, 2008. 

[20] John Martinis and Matthew Neeley. Experiments at ucsb push quantum mechanics to 

higher levels, August 2009. 

[21] Adriano Barenco, Charles H. Bennett, Richard Cleve, David P. DiVincenzo, Norman Mar-

golus, Peter Shor, Tycho Sleator, John A. Smolin, and Harald Weinfurter. Elementary 

gates for quantum computation. Phys. Rev. A, 52:3457-3467, 1995. 

[22] Ch. Roos, Th. Zeiger, H. Rohde, H. C. Nagerl, J. Eschner, D. Leibfried, F. Schmidt-Kaler, 

and R. Blatt. Quantum state engineering on an optical transition and decoherence in a paul 

trap. Phys. Rev. Lett., 83, 1999. 

[23] W. Tittel, J. Brendel, H. Zbinden, and N. Gisin. Quantum cryptography using entangled 

photons in energy-time bell states. Phys. Rev. Lett., 84:4737-^740, 2000. 

[24] E. Knill. Group representations, error bases and quantum codes. LANL REPORT, pages 

96-2807, 1996. 

[25] D. Gottesman. Fault-tolerant quantum computation with higher-dimensional systems. 

LANL REPORT, 1:302-313, 1998. 

[26] FERNANDO VASCONCELOS MENDES. Esquemas para Teleportagao de Portas Quan-

ticas. PhD thesis, Universidade Federal do Ceara, 2010. 



44 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[27] Nicolas Gisin Igor Jex Gemot Alber, Aldo Delgado. Generalized quantum xor-gate for 

quantum teleportation and state purification in arbitrary dimensional hilbert spaces.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cornel 

University Library, 1:4, 2000. 

[28] A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen. Can quantum-mechanical description of physical 

reality be considered complete? Phys. Rev., 47:777-780, May 1935. 

[29] Klaus Mattle Manfred Eibl Harald Weinfurter Dik Bouwmeester, Jian-Wei Pan and Anton 

Zeilinger. Experimental quantum teleportation. Nature, 390:575-579, November 1997. 

[30] Helle Bechmann-Pasquinucci and Asher Peres. Quantum cryptography with 3-state sys-

tems. Phys. Rev. Lett., 85:3313-3316, 2000. 

[31] D. M. BURTON. Elementary Number Theory. McGraw-Hill Companies, 1997. 

[32] R. K. CONWAY, J. H.; GUY. The Book of Numbers. Springer, 1995. 

[33] J. M JONES, G. A.; JONES. Elementary Number Theory. Springer, 1998. 

[34] J. J. TATTERS ALL. Elementary Number Theory in Nine Chapters. Cambridge University 

Press, 2005. 

[35] Flavio Luis Alves. Computacao quantica: Fundamentos ffsicos e perspectivas. Master's 

thesis, Universidade Federal de Lavras, 2003. 

[36] Ana Rute Cerveira Esteves. Teoria de fredholm em espacos de hilbert. Master's thesis, 

Universidade de Aveiro, 2007. 



A P E N D I C E A 

No^Ses de aritmetica modular zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste apendice mostraremos algumas nocoes b&sicas da aritmetica modular, que e um 

tema bastante explorado dentro da teoria moderna dos numeros, cuja a aderencia com esse 

trabalho advem da acao das portas logicas quanticas generalizadas atuando sobre qudits de 

dimensoes arbitrarias. 

Introduzida pelo matem&tico Karl Friedrich Gauss, em seu seminal trabalho Disquisiti-

ones Arithmeticae de 1801, a aritmetica modular [31,32] nao apenas esut no centro da moderna 

teoria dos numeros como tambem possui muitas aplicacoes praticas em ciencia da computacao. 

O metodo aplicado ao desenvolvimento da generalizacao das portas 16gicas quanticas 

empregou alguns conceitos envolvendo aritmetica modular, portanto, embora esteja fora do es-

copo deste trabalho fornecer uma ampla discussao sobre o tema serao discutidas as propriedades 

necessarias ao entendimento da abordagem aplicada. 

O restante deste apendice esta organizado da seguinte forma: A discussao e iniciada na 

Secao A.2 com uma breve discusao sobre a operacao do modulo e apresentacao de exemplos. 

Na sequencia tem-se na Secao A.3 o tema central aritmetica modular: a teoria das congruencias. 

Por fim, a secao A.4 apresenta as conclusoes. 

A aritmetica modular mostra-se como uma importante ferramenta na solucao de muitos 

problemas envolvendo numeros inteiros, a ideia central consiste em substituir cada numero 

inteiro de um dado problema pelo resto de sua divisao por um numero fixo, por exemplo n. 

O mais proeminente beneficio direto dessa abordagem e reduzir o conjunto infinito Z, sobre o 

qual se trabalha, para ZB = {0,1,2,-- - , n - 1}, um conjunto finito dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n elementos [33]. 

A.l Introdugao 

A.2 Nocoes basicas 
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Para a consolidacao da ideia pode-se tomar como exemplo o seguinte problema: Qual 

dia da semana sera daqui a 1000 dias? Uma primeira escolha para essa solucao pode ser contar, 

a partir de hoje, os mil dias a frente e verificar em qual dia resultara. Por outro lado, pode-se 

observar que os dias da semana formam um ciclo com sete elementos, assim, escrevendo o 

numero 1000 na forma 

1000 = 142 x 7 + 6 (A.l) 

perceber-se-a que bastara buscar que dia da semana sera daqui a seis dias e se ter£ a resposta 

para o problema colocado. Dada essa explicacao pode-se agora expressar uma definicao de 

maneira mais formal como se segue. 

Definicao A . l . Para a um inteiro positivo e n e Z, diz-se que a divisao inteira de a por n 

fornecera como resto zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a mod 7i, 

cujo valor estara entre 0 e n — 1. 

Para ilustrar seguem alguns exemplos: 

• 4 mod 3 = 1 , 1 7 mod 3 = 2, 38 mod 3 = 2 

• 5 mod 6 = 5, 23 mod 6 = 5, 57 mod 6 = 3 

• 8 mod 11 = 8, 18 mod 11 = 7, 82 mod 1 1 = 5 

• 49 mod 37 = 12, 392 mod 37 = 22,4459 mod 37 = 19 

A.3 Congruencia modular 

Dentre algumas denominacoes encontradas para a aritmetica modular talvez a mais ade-

rente a sua prropria natureza seja a de aritmetica dos restos1, pois como ja pode ser percebido a 

partir da Definicao A. 1 ela esta intimamente relacionada com a operacao de divisao. Dessa ma-

neira, sera enunciado o teorema2 da divisao que ser& util a discussao desenvolvida no decorrer 

desta secao. 

Teorema A . l . Se a e b sao numeros inteiros com b > 0 entao existe um unico par de intei-

ros qer taisque 

a = qb-\- r com 0 < r < 6, 

'Ncsse contexto o termo significa o resto de uma divisao emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2A d e m o n s t r a 5 a o  nao sera reproduzida aqui, mas uma versao didatica pode ser encontrada em [ 3 4 ]  
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Uma vez apresentada a definicao sobre a operacao de m6dulo e revisto o teorema da 

divisao pode-se partir para o tema central da aritmetica modular, a teoria das congruencias de-

finida a seguir. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definicao A.2. TomandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n como um numero inteiro fixo, diz-se que dois inteiros a e b sao 

congruentes modulo n, denotado por 

a = b (mod n), 

se n divide a diferenca a — b, ou seja, a — b = kn para algum inteiro k. 

Logo, para n um inteiro positivo e a, b G Z, tem-se que a e congruente a b modulo n se 

n\(azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 6), ou seja, se n divide (a — 6). Por outro lado, se n ^ (a — 6) dizemos que a e 6 nao sao 

congruentes modulo n, denotado por a ^ b (mod n). Assim, fixando n = 4 seriam exemplos 

de congruencias: 

6 = 2,14 = 2,3 = 7,21 = 1,16 = 0 (A.2) 

Colocando na forma de teorema tal qual proposto em [31] tem-se: 

Teorema A . l . Para inteiros arbitrarios a e b, a = b (mod n) se e somente se a e b levam 

ao mesmo resto nao negativo quando divididos por n. 

Demonstragao. Primeiro, toma-se a = b (mod n) , entao se tern que a = b + kn para al-

gum inteiro k. A divisao por n deixara" um certo resto r : 6 = qn + r, onde 0 < r < n. 

Portanto, 

a = b + kn = (qn + r) + kn = (q + k)n + r, 

o que indica que a tern o mesmo resto que b. 

Por ultimo, finalizando essa breve discussao sobre aritmetica modular, na sequencia e 

apresentado um conjunto de propriedades importante a manipulacao dos conceitos apresenta-

dos. £assumido um n fixo, portanto para reduzir a notacao ser£ omitido o " (mod n)" . 

1. a = a 

2. Se a = b, entao b = a. 

3. Se a = b e b = c, entao a = c. 

4. Se a = b ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c =  d, entao a + c = 6 + d e ac = bd. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5. Se a = 6, entao a + c = 6 + c 
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6.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {-x) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — x 

7. Se a = b, entao ak = bk para todo k inteiro positivo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 4 Conclusao 

Neste apendice foram apresentados alguns conceitos sobre a aritmetica modular. No 

centro da moderna teoria dos numeros sua aderencia com o trabalho advem da acao das portas 

logicas generalizadas atuando sobre qudits de dimensao arbitraria. Foram portanto revisadas as 

definicoes sobre a operacao modulo, posteriormente entrando na teoria das congruencias. Para 

finalizar foi apresentada algumas propriedades uteis para resolucao de problemas envolvendo 

aritmetica modular. 



A P E N D I C E B 

Breve Introducao a Algebra e Notacao da 

Mecanica Quantica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mostraremos nesse apendice uma breve discurssao sobre a algebra e notacao da Meca-

nica Quantica, fazendo uma breve introducao sobre estados quanticos, espaco de HilbertzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (H) e 

por fim sobre sistemas compostos como pode ser visto nas secoes 3.2,3.2 e 3.3 respectivamente. 

B.l Estados 

Duas das nocoes mais importantes nas teorias fisicas sao as de estado e a de grandeza, 

quantidade ou magnitude fisica. De um modo geral, estados sao caracterizacoes basicas dos 

objetos fisicos tratados pela teoria. As grandezas fisicas sao as propriedades mensuraveis desses 

objetos. Um estado de um sistema classico (governado pela mecanica classica)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 caracterizado 

por valores bem definidos das grandezas fisicas mensuraveis. Posicao, velocidade, energia, 

todas tern valores bem definidos a todo instante. Determinar o estado de um sistema quantico 

corresponde a especificar probabilidades de encontrar determinados valores para as grandezas 

fisicas mensuraveis. Existe uma incerteza intrinseca ao sistema,e e ssa incerteza e descrita 

matematicamente como uma superposicao coerente de estados distintos. Essa superposicao 

corresponderia, grosso modo, ao sistema estar, ao mesmo tempo, em varios estados classicos 

diferentes, onde o estado classico de uma particula e representado matematicamente por um 

ponto no espaco de fases, formado pelas componentes da posicao e da velocidade da particula. 

Na mecanica quantica, o estado de uma particula e representado matematicamente por um vetor 

num espaco vetorial complexo, chamado espaco de Hilbert [35]. 

B.2 Espago de Hilbert 

Para entendermos um pouco da mecanica quantica necessaria para a computacao quan-

tica e informacao quantica, precisamos ter uma compreensao minuciosa de alguns conceitos 
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basicos da algebra linear. Logo, apresentaremos os elementos basicos da algebra linear para se 

ter uma melhor compreensao dos conceitos fundamentais da computacao quantica e informacao 

quantica. Sabemos que a Algebra Linear estuda operacoes lineares em espacos vetoriais, mas 

na Mecanica Quantica o espaco vetorial utilizado e o famoso espaco de HilbertzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (K) ou espaco 

veorial complexo C n e linear. Complexo, porque as componentes de um vetor de estado tern 

valores complexos e linear, porque a soma dos vetores e a multiplicacao de vetores por numeros 

produzem vetores no mesmo espaco. 

Espacos de Hilbert sao uma classe especial de espacos normados ou espacos de Banach, 

mas historicamente os espacos de Hilbert surgiram primeiro. Toda a teoria destes espacos foram 

criados pelo matematico alemao David Hilbert por volta de 1912, onde os elementos abstratos 

do espaco de Hilbert sao denominados de vetores [36]. Esse espaco vetorialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 dotado de um 

produto interno, ou seja, nocoes de distancia e angulos e obdece a relacao de completude, 

garantindo que os limites existem quando esperados, o que permite e facilita diversas definicoes 

de analise. Logo na mecanica quantica um sistema fisico e descrito por um espaco de Hilbert 

complexo que contem os vetores de estado, que contem todas as informacoes do sistema. 

Observemos algumas propriedades fundamentais que constituem o espaco de Hilbert 

[35], sao elas: 

l a propriedade : E um espaco vetorial sobre numeros complexos C, os vetores sao 

denotados por | ^ ) , conhecido como notacao ket de Dirac. 

2azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA propriedade : H e um conjunto de objetos chamados vetores, com uma operacao de 

soma de vetores definida de tal forma que: 

i) se dois vetoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ f) ,\ g) G H , entao a soma \ f) + \ g) tambem e um vetor de H; 

ii) a soma e comutativa e associativa: \ f) + \ g) = \ g) + | / ) e ( | /) + \ g)) + \ h) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\f)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + (Is) + |*»: 

Ui) existe em % um vetor chamado nulo, tal que | / ) 4- 0 = | / ) V | / ) 6 % ; 

iv) Definida tambem uma operacao de produto por escalar sendo que a e 0 pertencem 

ao conjunto dos complexos, e | / ) e \ g) sao elementos de % , logo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b )  (aP)\ f) = a(P\ f)) 

c) (a + /?)|/> = a | / > + / 3 | / > 

d) a(\ f) + \ g)) = a\ f)+a\ g) 

e) l | / > = | / ) 

3 a propriedade : O espaco de Hilbert H tern um produto interno que 6 uma funcao que 

tern como entrada dois vetores e que produz na saida um numero complexo (escalar). O produto 

interno pode ser escrito pela notacao alternativa (|/),|<?)) ou na notacao padrao da mecanica 

quantica como ( / | g) que mapeia um par ordenado de vetores para C, definidos por 

Sejam | / ) e \ g) e temos: 

i) (l/>,l̂ » = (|5>,l/»*ou(/U) = ^|/>*; 

ii) (I/), \ g) + \ h)) = (I/), \ g)) + (I/), W ) ou ( / | (|^) 4- \ h)) = (f\  g) + </ |  h); 
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ui) ( | / ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a \g)) = a(\f)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, \g)) ou </| a\g) = a </| g); 

iv)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( a  | / ) ,  |s» = a *( | / > , | *) )  

v) ( | / ) , | / ) ) > 0, e ( | / ) , | / ) ) = 0 ou </| / ) > 0 e </| / ) = 0 se e somente se |/> = 0 

(vetor nulo). 

A existencia do produto interno em % dota o espaco de uma nocao natural de distSncia. 

Diz-se entao quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H e um espaco mettico. Derinimos a norma de um vetor de % por || | / ) || = 
< / i / > 1 / 2 .  

Dados dois vetores x e y em um Espaco de Hilbert H, diz-se que sao ortogonais se seu 

produto interno e zero, ou seja, 

(x\ y) = 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =4> \x) 1 \y) 

Uma base de H e o menor subconjuntozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { | e i ) , | e 2 ) , | e ^ ) } de % que varre o espaco 

todo, ou seja, qualquer vetor de H pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores 

deste conjunto: 

N 

\iP) = y£ai\ei) (B.l) 

i= i 

Onde dizemos que N e a dimensao de %. Se este conjunto for ortonormal, dizemos que ele € 

uma base ortonormal de H. Bases ortonormais sao muito convenientes para expressar vetores 

B.3 Sistemas Compostos 

Suponha que estejamos interessados em dois sistema quanticos A e B descritos por 

estados nos espacos de Hilbert HA e Kg, respectivamente. Sendo assim, o espaco de Hilbert 

do sistema composto (A + B)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 dado pelo produto tensorial dos espacos HA e KB, OU seja: 

n = n9iA+B) = nA®nB (B.2) 
Onde seus estados atuam no espaco de Hilbert %. Lx)go,o produto tensorial € uma forma de 

juntar os espacos vetoriais maiores, sendo essa tecnica importante na mecanica quantica para 

sistemas com muitas particulas. 

Consideremos e \ip2) estados puros (Um ensemble que pode ser descrito por um 

unico vetor de estado |V>),  se diz que est£ num estado puro) do sistema A, e \<f>\) e \<fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>2) estados 

puros do sistema B, logo: 

ty> )aa| « i)a| *i)+j0Kfo)a | « i) ,  H 2 + | / ?| 2 = l (B.3) 
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Que e um estado do sistema composto de 'A + B \ nao sendo ainda o estado mais geral. De 

forma genenca, vamos considerar ( 1 ^ ) } , com i = l,...,m sendo a base dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA HA e {|/j>}, com j 

= l,...,n sendo a base de HB, entao cada vetor (estado puro) em H pode ser escrito da seguinte 

maneira: 

para alguns coeficientes complexoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cy. Notoriamente a mecanica quantica admite mais estados 

para um sistema composto do que a mecanica classica. De fato, no caso classico, se os estados 

dos subsistemas A e B sao descritos por conjuntos de coordenadas e xv , entao o estado do 

sistema composto esta caracterizado por o conjunto de coordenadas IzjjP, \ . Isto significa 

que o espaco do sistema composto tern uma estrutura de produto cartesiano dos espacos dos 

subsistemas, distinta daquela de produto tensorial no caso quantico. Os estados produto da 

forma: 

sao chamados de separaveis; todos os outros estados, ou seja, aqueles que nao podem ser es-

critos como um produto tensorial simples (por exemplo, de dois estados) sao chamados de 

emaranhados. 

(B.4) 

W)®\4>)MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)zUB (B.5) 

B.4 Conclusao 

Neste apendice foram mostrados resumidamente alguns conceitos de estados quanticos, 

espaco de Hilbert e suas respectivas propriedades, e por ultimo, um pouco do conceito de siste-

mas compostos. 


