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Resumo

A Computagio e a Criptografia Quintica tém sido campo de intenso estudo nas qlti-
mas décadas. Contribuiram para isso o surgimento de esquemas para corre¢iio de erros através
de codigos quanticos e procedimentos para construg@io de portas quinticas tolerantes a falhas.
Também a utilizacio de espagos de estados quénticos arbitririos maiores que dois (qubit), t&m
recentemente se mostrado relevante para diminui¢do do custo na implementagiio em sistemas fi-
sicos de portas quénticas universais [1]. O teleporte quintico € uma técnica vsada para deslocar
estados quénticos de um lugar para outro, sem a necessidade de transmitir o sistema quantico
que armazena a informagdo. Pode-se mostrar que esse procedimento constitui um ingrediente
basico na constru¢do de esquemas para protegio de erros. Assim o teleporte quintico surge
como um recurso fundamental na drea da comunicagio quintica segura, e sua aplicabtlidade,
tém destaque na Teoria da Informacio Quintica, nas dreas da Criptografia, Comunicacdo e
Computacdo. O objetivo principal desse trabatho foi apresentar um esquema utilizando o te-
leporte quintico de dois qudits na construgio de uma l6gica classica capaz de proteger portas
quénticas generalizadas (dGxor) contra falhas, ou seja, contra eventuais erros de operagoes.
Para esse fim, utilizam-se estados quénticos arbitrdrios (qudits) pertencentes ao espago de Hil-
bert d-dimensional. O estudo tedrico do espago d-dimensional (d>2) tem se mostrado itil na
construgdio de esquemas de codificac3o quintica de corregio de erros. O esquema proposto
aqui é uma generalizagdo daquele apresentado por [2], o qual utiliza o teleporte quantico de
dois qubits para construir uma porta quintica (C-NOT) tolerante a falhas operacionais.

Palavras-chave: Teoria da Informagdo e Computagdo Quantica, Portas quénticas, Teleporte
quéntico, qudits.




Abstract

Computing and quantum cryptography field have been of intense study in recent de-
cades. Contributed to the emergence of schemes for error correction via quantum codes and
procedures for building fault-tolerant quantum gates. Also the use of arbitrary quantum state
space larger than two (qubit), have recently been shown to be relevant to the implementation
of cost reduction in physical systems of universal quantum gates [1]. The quantum teleporta-
tion is a technique used to move quantum states from one place to another without the need
for transmission system storing quantum information. It can be shown that this procedure is a
basic ingredient in the construction of schemes for error protection. Thus quantum teleportation
arises as a key resource in the field of secure quantum communication, and their applicability,
are featured in Quantum Information Theory in the areas of Cryptography, Communication and
Computing. The main objective of this paper is to present a quantum teleportation scheme using
two qudits in the construction of a classical logic capable of protecting generalized quantum ga-
tes (dGxor) fail, or operations against possible errors. To this end use is arbitrary quantum states
(qudits) belonging to the Hilbert space d-dimensional. The theoretical study of d-dimensional
space (d> 2) has proven useful in the construction of encoding schemes for quantum error cor-
rection. The scheme proposed here is a generalization of that presented by [2], which uses
quantum teleportation two qubits to construct a quantum gate (C-NOT) fault-tolerant operati-
ons.

Keywords: Information Theory and Quantum Computing, Quantum Gates, Quantum Telepor-
tation , Qudits.
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CAPITULO 1

Introducao

A informagido tem como defini¢do a agdo e o efeito de informar, que, na linguagem
escoldstica, ¢ dar uma forma a uma matéria [3]. Emprega-se também na linguagem comum,
para indicar o ato pelo qual se faz conhecer alguma coisa a alguém [4]. Este ato, estudado pelas
tradicionats areas da informacfio e computagdo, sofren uma revolucio na década de 80, quando
fisicos, em colaboracdo com cientistas destas 4reas, propuseram a utilizagio da teoria quéintica
para o armazenamento, a transmissdo ¢ a codificagio de informagdo. O resultado destes estudos
foi o surgimento de duas novas dreas interdisciplinares, nomeadas informagio e computagéo
quénticas, que estdo atualmente em expansao {5].

A diferenga fundamental entre a tradicional teoria da informagao e a informagao quéan-
tica, que € uma intensa irea de pesquisa na qual se combinam teoria da informagio e mecéinica
quéntica, no qual a idéia principal € aplicar as leis quanticas para manipular a informacéo de
forma mais eficiente, é devido ao uso do principio da superposicdo quantico, aplicado a um ou
mais sistemnas fisicos, para a codificagdo da informacgao. Enquanto esta era anteriormente codi-
ficada em bits, que sdo entidades discretas e bindrias, nos sistemas qudnticos toda a informacao
é codificada no estado quéntico do sistema conhecido como qubit, que geralmente pode ser es-
crito como uma superposi¢io dos elementos de uma base do espago vetorial que o contém, ou
seja, num espaco de Hilbert de dimensdo 2.

A partir do principio de superposigéo aplicado a sistemas simples e compostos, protoco-
los de transmissio de informag#o criptografada [6], e algoritmos de computagéo paralela [7] fo-
ram propostos, assim como a realiza¢do de redes quanticas de comunicagéo [8]. Neste contexto,
um dos mais importantes protocolos de informagio desenvolvidos foi o teleporte quéntico [9].

A importéincia do protocolo de teleporte se d4 tanto no Ambito fundamental como no das
aplicagdes. No dmbito fundamental, o protocolo demonstra que correlagdes quénticas acresci-
das de comunicaggo cldssica constituem um recurso poderoso, pois ele permite a transmisséo
de informagdo quéntica de um lugar a outro sem o transporte da matéria. No entanto, entender
a natureza dessas correlagdes quanticas se tornou uma tarefa fundamental [10]. Por outro lado,
o teleporte quintico tem sido aplicado nas redes de transmisséio de informagio criptografada,
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que poderdo ser entendidas a longas distancias via repetidores quanticos [11], e na arquitetura
€ comunicacido de computadores quanticos [12].

Nos iltimos anos o protocolo de teleporte quantico foi verificado experimentalmente em
sistemas fotonicos [13], em fons aprisionados [14], em sistemas de ressonincia nuclear mag-
nética [15]. O protocolo foi também realizado a longas distincias, onde cientistas austriacos
conseguiram teleportar informagio quéntica por cabos de fibra éptica de 800 metros de com-
primento, cruzando transversalmente um canal do rio Daniibio e cobrindo uma distincia de 600
metros em linha reta [16]. Transferir o estado quintico de uma particula para outra, como revela
a experiéncia dos investigadores austriacos, € 0 mesmo que transmitir dados (quénticos) entre
dois pontos.

O dominio do teleporte quéntico tem se tornado uma pecga fundamental na teoria da com-
putacdo quantica, que promete converter os computadores atuais em arcaicos, ou seja, substituir
0s microprocessadores atuais que operam por transmissao elétrica por computadores quénticos,
que poderiam ser milthdes de vezes mais rapidos. Estes computadores permitiriam analisar sis-
temas complexos ¢ concluir de forma rdpida os calculos que hoje demoram dias. No dmbito das
aplicagdes temos o conhecimento das moléculas de ADN, sistemas extremamente complexos.
Os resultados poderiam ser utilizados, por exemplo, no campo da engenharia genética e medi-
cina. Outra das aplicagdes seria a transmissdo de dados cem por cento segura. Por exemplo,
ao enviar o nimero do cartdo de crédito pela Internet, os dados seriam teleportados diretamente
para o destino, sem possibilidade de intercepg¢@o das informagSes. Outra aplicac@o notavel e
interessante do teleporte é em circuitos quinticos, pois na implementacdo de circuitos quénti-
cos em geral temos acesso a um conjunto de portas légicas quanticas, onde tal conjunto inclui
sempre pelo menos portas que atuam sobre dois qubits, como por exemplo uma porta C-NOT,
sendo que essas portas podem falhar na sua agéo sobre os qubits, fogo, o estados dos qubits em
que ela estava agindo serdo corrompidos, portanto, sem alguma forma de corregéio de erro, isso
levaria a um resutiado niio confidvel do cilculo. Uma maneira da aplicagio da porta quintica
sem a ocorréncia de falhas é por meio da utilizagio do protocolo de teleporte onde podemos
fazer uma aplicagio nao destrutiva das portas quénticas de qubits, logo, os estado quénticos nao
seriam corrompidos como foi proposto por [2], portanto, obteriamos informagdes confidveis
por meio da agfio das portas quénticas utilizadas no circuito. Diante de tantos fatos, o teleporte
se torna uma grande conquista tecnol6gica, que vem abrir novos caminhos e descobertas em
varias areas da computacdo quéntica.

Sabemos que o processamento de informagcao quéntica é frequentemente descrito como
uma série de operagdes unitdrias e de medidas em algum sistema fisico. Imperfeigbes nestas
operagdes e interagdes com o meio ambiente circundante sao inevitaveis tanto no processamento
de informagcio cldssica quanto quantica. O acumulo de erros serd prejudicial em qualquer pro-
cessamento de informacio de larga escala.

Portanto, para que a computagdo quéntica funcione na prética, tem-se um grande obs-

téculo a superar: proteger a informagéo quéntica de erros. Sem esta protecio, por exemplo, o
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computador quéntico certamente ird falhar. Qualquer estratégia efetiva para impedir que erros
ocorram em um computador quantico deve proteger contra pequenos erros unitirios em um
circuito quéntico, bem como contra erros de descoeréncia (causado pela interagdo do sistema
quintico com o ambiente).

Esse trabalho tem como objetivo principal propor uma aplicagdo do protocolo de tele-
porte de estados quinticos arbitririos generalizados, ou seja, qudits, no espago de Hilbert 4 de
dimensio-d, onde podemos fazer uso das portas quinticas generalizadas (4G o) Sem correr o
risco da informacgdo ser corrompida devido a erros. A relevancia desse trabalho, estd no sen-
tido de que se um dia o computador quéntico vier se concretizar com a utilizagéio de qubits, o
mesmo poderar ser melhorado com a utilizagdo de qudits, ou seja, poderiam acelerar algumas
operacgdes em um computador quantico de maneira segura.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos & um apéndice. O capitulo 2 introduz
alguns conceitos e defini¢des dos qubits, qudits, das portas l6gicas quinticas atuando sobre qu-
bits e das portas quénticas generalizadas atuando sobre os qudits. No capitulo 3 faremos uma
abordagem do teleporte quéntico com as respectivas descricbes matemdticas sobre qubits e qu-
dits e em seguida exermplificando-os. No capitulo 4 apresentaremos o ¢squema proposto por {2]
e em seguida o esquema da aplicagiio do teleporte quintico para assegurar a confiabilidade das
portas quanticas generalizadas atuando sobre os qudits para termos credibilidade na informagéo
sem a ocorréncia de erros. E por fim, o capitulo 5 apresentaremos as devidas conclusdes do
trabalho.



CAPITULO 2

Representacao dos qubits e qudits, e das

portas légicas quanticas

Nesse capitulo iremos revisar os conceitos de bit quintico ou qubit e a sua generalizacio
{qudit), que é um estado quéntico arbitririo num espage de Hilbert d-dimensional.Iremmos tam-
bém revisar os conceitos das portas 16gicas quéinticas atuando sobre qubits e qudits com suas
respectivas agoes.

2.1 Introducéo

Um bit quintico, ou qubit € uma unidade de informagdo quintica, ou seja, € um estado
quintico em um espaco de Hilbert (H) de dimensio 2, sendo que, esta informacao € descrita por
um vetor de estado em um sistema quantico de dois niveis o qual é normalmente equivalente a
um vetor de espago bidimensional sobre os mimeros complexos. Benjamin Schumacher desco-
briu uma maneira de interpretar estados quinticos como informagéo. Ele apresentou um forma
de comprimir a informagéo em um estado, e armazenar esta em um nimero menor de estados.
Isto € agora conhecido por compressio Schumacher. Nos agradecimentos de seu paper [17],
Schumacher afirma que o termo qubit foi inventado como um gracejo, durante suas conversas
com Bill Wootters. A computagiio quéintica trabalha com estados quénticos em vez de esta-
dos cléssicos utilizados na computagio cldssica. O bit e os transistores como sdo utilizados na
computagio cldssica sdo substituidos pelos bit quéntico ou qubit e os dtomos, e os valores dos
nimeros bindrios 0 e 1 sdo substituidos pelos vetores {0) e |1).

Uma generalizagio dos qubits € o qudit,em vez de trabalharmos agora com um estado
quantico em um espago de Hilbert de dimensao 2, trabalhamos com um estado quéntico arbitra-
rio em um espago de Hilbert de dimensdo-d. Para a computagio quéntica a fisica de um qudit
¢ mais rica! do que a de um tdnico qubit, pois o qudit possibilita guardar simultaneamente até
cinco informagdes em vez de duas, isso é possivel porque ele possui mais graus de liberdade

iPorque o qudit € o equivalente quantico de uma chave de cinco posigdes, em vez de apenas ligado e desligado.
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do que o qubit. Com o qudit € permitido explorar determinados aspectos da mecénica quéntica
que vdo além do que pode ser observados pelos qubits.

Como os bits sdo usados como blocos fundamentais na constru¢iio de computadores,
0$ qubits poderiam um dia ser usados como blocos de construgio de um computador quéntico,
ou seja, um dispositivo que explora as leis da mecinica quintica para a realizagdo de célculos
mais ripidos do que podem ser feitos com pedagos classicos. Alguns pesquisadores acreditam
que os qudits podem ser usados em computadores quanticos, 0 que poderia acelerar algumas
operagdes em um computador quantico.

Da mesma forma que os bits representam os Os e 1s dos computadores atuais, os qudits
poderdo um dia representar os Os, 1s, 2s, 3s e 4s dos computadores quanticos. A maioria das
pesquisas na computagio quantica feitas até hoje tém-se focado nos sistemas de qubits, mas
espera-se que os qudits possa ser mais uma ferramenta para o processamento da informacéo
quantica.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: Nas Secdes (2.2) e (2.3) representaremos
os qubits e qudits matematicamente € na se¢io (2.4) falaremos da acio das portas légicas quén-
ticas sobre os qubits € na secfo (2.5) a ag@o das portas quinticas sobre os qudits. Por fim a
secio (2.6) as respectivas conclusoes.

2.2 Qubits ou estados quanticos

Os bits cldssicos também chamados de mimeros bindrios podem ser substituidos pelos
vetores |0} e |1}, que sdo os qubits, e podem ser representados pelas seguintes matrizes

|o>=m : |1>=m B

onde essa notacdo na mecanica quintica é conhecida como notagio de Dirac.
A diferenga entre um bit € um qubit € que um qubit genérico |¢) pode ser uma combi-
nagio linear dos vetores |0) e |1}, ou seja,

|9) = a|0) + 8]1) 2.2)

onde a e 3 sdo mimeros complexos. Observe que os vetores |0) e [1) formam uma base orto-
normal B = {|0), {1)} do espago vetorial C*. Essa base é chamada de base computacional e o
vetor |1} é chamado de superposicio dos vetores |0) e 1), com amplitudes c e 3 . Na mecénica
quintica, o vetor é também chamado de estado, logo usaremos os dois termos com o mesmo
significado. A interpretagdo fisica do qubit, na expressio (2.2), € que ele estd simultaneamente
nos estados {0) e |1). Isso faz com que a quantidade de informagao que pode ser armazenada
no estado /) seja infinita. Entretanto, essa informagao estd no nivel quintico. Para tornd-la



Representacfio dos qubits e qudits, e das portas légicas quiinticas 6

acessivel, no nivel clissico, precisamos fazer uma medida. A mecinica quintica diz que o pro-
cesso de medida altera o estado de um qubit, fazendo-o assumir o estado [0), com probabilidade
|af?, ou 0 estado |1), com probabilidade |3|? (isso significa que os valores o e 8 ndio podem ser

conhecidos através de uma medida). Com apenas duas possibilidades,|0} ou |1) , temos, entdo,

lof* + |8 =1 (2.3)

onde a medida da probabilidade deve ser sempre igual a 1.

Um qubit pode ser parametrizado podendo ser analisado comno um ponto sobre a super-
ficie de uma esfera conhecida como esfera de Bloch, usando para tanto os dngulos obtendo-se
a partir de (2.2)

[9) = cosg [0) +e*sen [1) 2.4)

sendo a = cosg- ef= e"""seng, estando assim o qubit ja normalizado.

Os nimeros # e ¢ definem um ponto sobre a superficie de uma esfera de raio unitirio
como mostrado na figura (2.1). A esfera de Bloch ¢ bastante util para a representagéo geo-
métrica do estado de um qubit e de fundamental importiincia para a computacio e informagao
quéntica. Como ¢é visto notoriamente na esfera de Bloch, 7 ¢ a representagiio de |¢), logo, a
projeciio de 7 sobre o plano zy forma um 4ngulo ¢ com o eixo z e 0 § € o dngulo de ¥ com o
eixo z.

Figura 2.1 Representagdo de um g-bit na esfera de Bloch.

Apesar da cstranheza, qubits s3o decididamente reais, sua existéncia e comportamento
foram extensivamente validados por experimentos, € muitos sistemas fisicos podem ser usados
para se concretizar os qubits. Segundo [ 18] é possivel realizar qubits através de duas diferentes
polarizagdes de um féton; do alinhamento de spin nuclear num campo magnético uniforme; ou
até de dois estados de um elétron orbitando um dtomo de hidrogénio.
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2.3 Qudits ou estados quanticos d-dimensional

A base? do estado quéntico arbitrério ou do qudit em um espago de Hilbert de dimensio-
d € definida da seguinte maneira

B={0),[1),...]d - 1)} (2.5)

Dessa maneira, um estado quintico arbitririo em um espaco de Hilbert d-dimensional é repre-
sentado por

la) = Z_: o 1) (2.6)
i=0

Sendo |ao)® + |au|® + ... + |aa — 1> = 1, sendo a condigdo de normalizagdo do estado |41)).

A codificagdo em maior espago de Hilbert (cuja 16gica dos estados basicos sdo cha-
mados de qudits em analogia com qubits bidimensional) apresenta vérias vantagens tanto para
as aplicagdes de Informagdo Quintica, onde sua utilizagdio mostra uma maior seguranca no
campo do protocolo de distribuigbes de chaves criptografadas que € de bastante interesse na
sociedade atual, baseada em uma rede de comunicagio generalizada, quanto para estudos sobre
Fundamentos da Mecanica Quéntica, nomeadamente em relagio aos estudos sobre o realismo
local [19]. Experimentos utilizando qudits ja foram concretizadas por meio de um circuito su-
percondutor, funcionando em temperaturas criogénicas como mostrado em [20], no campo da
6ptica quéntica como pode ser visto em [19] e na eficiéncia de portas toffoli reduzindo o nimero
de portas para a sua construgdo [1].

2.4 Portas quantica sobre qubits

Em 1995, Barenco et.al., [21], demostraram gue, analogamente ao que ocorre €m um
computador clissico, no modelo de computador quantico qualquer, a agdo computacional pode
ser implementada a partir de portas elementares. Um conjunto de portas pede ser usado para
realizar a computagio de uma fungio arbitrdria. Esse conjunto é chamado de conjunto universal
ou simplesmente portas universais. A universalidade na computagio quantica significa que uma
operagio unitdria qualquer pode ser aproximada com precisio, a partir de um conjunto infinito
de portas, envolvendo as portas universias. As portas (CNOT, Hadamard, Fase, 7/8) formam
um conjunto universal para a computagio quéntica, outro conjunto universal € (Hadamard, fase,
CNOT, Toffoli). Por outro lado, existem diferengas entre as portas cldssicas e quénticas, sendo a
principal delas o fato de que certas operagdes classicas, como por exemplo a AND ou a OR, sio

2Na notagdo utilizada o sobrescrito a esquerda representa a dimensdo de um estado ou porta quintica.
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irreversiveis, ao passo que as operagdes quinticas sdo sempre reversiveis, pois estdo associadas
a transformacdes unitérias.

24.1 Porta de um qubit

Comecaremos pela porta l6gica mais simples, que € a porta NOT simbolizada por X,
onde essa porta 16gica quantica atua sobre um tinico qubit trocando seu estado, ou seja:

X00=11) X1 =10 2.7

A partir dessa defini¢do obtem-se a matriz de X, na base computacional {|0),|1)}, ou

01
X_‘:lo:l (2.8)

Onde observamos que a matriz X é a componente x das matrizes de Pauli.

seja:

Outra operacio sobre o estado de 1 qubit € a troca de fase representada por Z, sendo Z
a componente z das matrizes de Pauli, ou seja:

1 0
Zu{o _1] 29

Sendo que a porta Z troca a fase do estado |1) de 180 graus (¢ = —1): Z |1) = — |1), a0 passo
que sua atuacdo sobre |0) o deixa neutro.
A porta Hadamard, representada por H, cria superposicdes de estados quanticos. Sua
atuacdo sobre os auto-estados da base computacional, e sua matriz representativa, sao:
10) +[1)

H10):—\/§— e H|1)=LO)}—2|1> (2.10)

Na forma matricial, temos:

111 1
H=— (2.11)
Esta porta é algumas vezes denominada de raiz quadrada da porta NOT, sendo que & facil
mostrar que H? ndo é uma porta NOT, e sim, que H 2 = ], portanto, aplicando H duas vezes
ndo altera o estado. Essa porta tem um significado chave na l6gica dos circuitos quéntico. Os
estados |0) e |1) que sdo perfeitamente distinguiveis (pois sdo ortogonais no espago de Hilbert)
sdo levados em superposi¢des |0) — %‘1—) el|l) = Jg%ll.

i UFCGIB\BL\OTECMBC

Lo
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A representacio dos circuitos das porta I6gicas quinticas de um qubit estdio mostrados
na figura (2.2).

al0) + 81y —[X}— B10) + a|1)
al0) + B|1) —{Z}— al0) - B]1)
a(0) + 8|1) —{H]— ol 4 gl

Figura 2.2 Simbolo gréfico das portas l6gicas quéntica NOT ou (X), Hadamard (H) e a troca de fase (Z) de um
g-bit.

A porta T ou porta (7/8) atua também em um tnico qubit e a sua matriz unitdria é
representada da seguinte maneira:

T= - . 2.12
| 0 exp(in/4) )

que poderia ser representada também da seguinte forma:

. exp(—im/8) 0
T = —im/8
exp(—im/8) [ 3 sl ] (2.13)
Aplicando-se T em um estado genérico,
[¥) = a|0) + B]1) (2.14)
Obtem-se,
T |} = |0) + exp(in/8)B (1) (2.15)

Também, nesse caso, se for feita uma medida do estado T |1)), as probabilidades de se obter os
estados |0) ou |1) serdo as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o estado |1)).

2.4.2 Porta de dois qubits

A porta XOR também conhecida como CNOT (ou NOT controlada) que atua sobre dois
qubits & representada na figura (2.3). Esta porta modifica o estado de um dos qubits, o chamado
de qubit alvo, de forma condicionada ao estado do outro, chamado de qubit de controle. Se o
estado do qubit de controle for 0, o qubit alvo € mantido; caso contrério, o estado do qubit alvo
é trocado.
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14) ’ |4)
|B) |IB & A)

Figura 2.3 Simbolo grifico da poria légica quéntica CNOT a dois qubit, em que o |A) representa o qubit de
controle e | B} o alvo.

Antes, porém, de definirmos a matriz XOR ou CNOT, € necessdrio definirmos a base
computacional formada pelos auto-estados para dois g-bits.> O espago de Hilbert de dois qubits
é expandido pelos vetores formados pelo produto tensorial:

{10), 10} @ {10}, |1)} (2.16)

A representagiio matricial de cada um desses vetores da base computacional de dois
qubits é

00) = 1101) = 1 110) = ;1) = Q.17

o QD e
[en N e BN C N =
o = o O
[ e S - B o

A aplicacio da X OR,4 (XOR com qubit de controle em A) sobre os estados da base computa-
cional produz:

XOR4|00) = |00) (2.18)
XOR,4|01) = |01) (2.19)
XOR4 |10 = |11) (2.20)
XORA|11) = |10) (2.21)

Sendo assim, a matriz X O R 4 representada por:

XOR4 = (2.22)

o O o =
e R e il
- o O
=B = R ==

3vamos definir aqui a notagio |0) @ |0} = {00).
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De forma analoga, podemos definir os efeitos da porta X ORp sobre os estados da base com-
putacional, ou seja:

XORg |00) = |00) (2.23)
XORg|01) = |11) (2.24)
XORg|10) = |10) (2.25)
XORg|11) = |01) (2.26)

Logo, a matriz X O Rp serd representada por:

1 000
0001
XORp = 2.27
“loo1o =t
0100
A operagio ou transformag@o de Hadamard, no caso de dois qubits, € representada por:
1 14 31 1
111 -1 1 -1
H=- 2.28
2111 -1 -1 12%5)
1 -1 -1 1

H cria superposi¢des uniformes de autoestados. Aplicada ao estado |00), por exemplo, obtere-
mos: 4
H = §[|00) + |01) + |10) + |11)] (229

Generalizando para estados com n qubits, obtemos:

H®"(0..0) = (H |0))®" (2.30)
1 ®n
H®"|0...0) = [E(IO) +[1))] (2.31)
1 n—1
H®"[0...0) = v 3 (2.32)

Uma seqiiéncia de operagdes aplicadas sobre estados quinticos € chamada de circuito quantico.
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A porta de Fase controlada ou porta (S) € também uma porta de dois qubits e ¢ repre-
sentada simbolicamente pela figura (2.4) a seguir;

Figura 2.4 Simbolo grifico da porta 16gica quantica (S) de dois g-bit.

A matriz unitiria associada a porta .S é representada por:

1 0

g = 233

l: 0 4 } (2.33)

onde i é a unidade imaginéria (i = —1). Podemos representar a porta S da seguinte maneira:
1 0

S = 2.34

[ 0 explin/2) :l (234

Sabemos que exp(in/2) = cos(n/2) + isen(n/2} = i. Logo, aplicando a porta (5) em
um estado genérico, temos:

[¥) = a|0) + B11) (2.35)

Obteremos:

Sl = a [0y +iB 1) (2.36)

Note que, se for feita uma medida do estado S |¢), as probabilidades de se obter os
estados |0) ou |1) serdo as mesmas, comparadas com uma medida realizada sobre o estado |¢/).
Isso ndo acontece, por exemplo, usando a porta H.

2.4.3 Porta de trés qubits

A porta quantica Toffoli tem trés qubits de entrada e trés de saida assim como na porta
toffoli cldssica? como mostra a figura (2.5)

Os dois primeiros qubits | A) e | I3} sdo chamados de qubits de controle e ndo sdo afetados
pela agdo da porta, e o qubit |C) € chamado de qubits alvo e seu estado € mudado somente se
os dois qubits de controle forem |1). E notério que se aplicarmos a porta Toffoli duas vezes em
um dado conjunto de qubits observaremos que ela € uma porta reversivel.

4E uma porta que simula as portas cldssicas NOT e AND, contendo dois bits de entrada (controle) e um bit de
saida (alvo), onde o bit alvo s6 muda seu estado se os bits de entrada forem iguais a 1.
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|A) ——— |4)

|B) ——— |B)

) —{X}— IC) @ 14B)

Figura 2.5 Simbolo gréfico da porta 16gica quéntica Toffoli de trés qubits.

Por defini¢do, a implementagio da porta quintica Toffoli permuta os estados da base
computacional da mesma forma que no caso classico. Por exemplo, a porta Toffoli atuando no
estado |110) retorna o estado |111).

A representacdo matricial da porta Toffoli para qubits em um espago espago de Hilbert
de dimensdo 2 € um pouco laborioso de se obter (mas néo dificil), logo podemos representar da
seguinte maneira:

Uy = (2.37)

o o o = o O © O
S -0 0o o o @
e B = T == T« i e R
[l == == S - R . e [ B

o O o o o o o o
o o O oo o o = o
oD O O o = oo
o OO o O = o o @

Uma propriedade interessante da porta Toffoli quéntica € que ela pode ser usada para
simular portas légicas cldssicas irreversiveis, da mesma forma da porta Toffoli classica, e isso
garante que os computadores quinticos sdo capazes de relizar qualquer operagao que possa ser
feita por um computador cldssico (deterministico) [5].

2.5 Portas quéntica sobre qudits

E natural a intencdio de generalizar as portas quanticas conhecidas para qubits 2 espacos
de Hilbert de dimensio d>2. De fato, muitos dos sistemas fisicos que suportam a representagdo
dos qubits, como 4tomos ou fons de multi-niveis, interferdmetros com varios “bragos”, também
permitem a consideragiio de qudits [22,23].

Como j4 vimos a representagio dos qudits, nosso objetivo agora € descrever a agéo das
portas quénticas sobre eles, no entanto, serdo estudadas as portas integrantes na aplicagéo do
teleporte quintico utilizando qudits, sdo elas:
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* aX, aZ: S@o portas conhecidas, que juntamente com 4Y e 4/ formam o grupo de Pauli.

* 4F": A porta que representa a transformada de Fourier quéntica e desempenha para o caso
geral o papel que a Hadamard desempenha no caso bidimensional.

* ¢Gxor: A porta que generaliza para o caso d-dimensional o papel da CNOT no caso
bidimensional.

Pode-se encontrar outras maneiras de chegar a resultados da generalizacdo das portas

quanticas, como pode ser visto em [24], mas iremos utilizar a abordagem apresentada em [25,
26].

2.5.1 A acao daporta ;X

A porta 4 X quando atuando sobre qubits (d = 2) pode ser descrita como uma operagdo
de soma médulo 2, onde € conhecida por inverter o bit de entrada, sendo também chamada de
bit-flip. Portanto, para o caso mais geral, ou seja, o caso d-dimensional essa propriedade nfo se
mantém. A expressdo para o caso generalizado é dado por

X |i) = |(i + 1)mod d) (2.38)

Observamos que a ac¢do, na base computacional para o caso mais geral, € levar o estado de
entrada ao estado da base a sua direita ou retornar ao inicio, se o estado de entrada for o tltimo
da base. Tal comportamento mostra que o bit-flip observado na dimensdo 2 € um caso especifico
de um comportamento mais geral chamado right shift bit. Para compreendermos melhor a acdo
da porta ;X , observemos uma aplicaco para a dimensio 3 , logo a agdo de 3. X nos estados da
base computacional vai ser:

3X [0) = 1), sX[1)=12), 3X[2) =]0) (239
A representacdo matricial da porta ;X é dada pela seguinte expressao

amn:{ 1, sem=(n+1)modd (2.40)

0, caso contrério

Usando esse procedimento para as dimensdes 2, 3 e 4 d4 origem as seguintes matrizes

o O = O
o = O O
= = =]
o o o

(GRCGIBBUOTECA: |
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2.5.2 A acaoda porta ;7

Para o caso bidimensional a porta ;Z, também conhecida por “troca de fase®, tem como
a¢do inverter a fase do qubit de entrada. A expressio que representa a agio da porta 37 em um
estado da base candnica é

aZ |3) = (e®=/NY |5) . (2.41)

Onde daqui por diante chamaremos w = e(27#/4),
Para o caso de d = 3, temos:

3Z10) = w°|0) = {0), (2.42)
sZ (1) = w! 1) = w1}, (2.43)
aZ|2) = w?(2) =w™2). (2.44)

A representacdo matricial da porta 42 € dada pela expressio

w™l se m=n (2.45)
Umn = .
™ 0 se m#£n
Usando esse procedimento para as dimensoes 2, 3 e 4 d4 origem as seguintes matrizes
10 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
2Z = , 32 =10 (V3i-1)/2 0 , a2 =
0 -1 : 00 -1 0
0 0 —(V3i+1)/2
00 0 -

2.5.3 A acio da porta Hadamard generalizada - ;F

A porta Hadamard é um caso particular da transformada de Forrier discreta sobre um
qubit em d = 2. Para dimensdes arbitririas, ou seja com dimensdes maiores que 2, temos que
utilizar a seguinte versdo denotada por 4. A agio da porta 4F" na base computacional candnica
¢é dada por

d-1
1 .
dF|i)=—=) D). (2.46)
) =7 ;
Outra maneira de escrever a equagio 2.46 utilizando a expressao 2.41 € dada por

1 d-1
aFli) = 7 > a2) ). Q2.47)
=0

Para o caso de d = 3, temos:

sF{0) = [j0) + [1) + [2)}/V/3, (2.48)
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aF 1) = [|0) + w 1) + w? |2)]/V/3, (2.49)
3F[2) = [|0) + 1) + w* [2)]/V3. (2.50)

A representagdo matricial da porta ;' dada pela seguinte expressio
G = W™ [V/d (2.51)

Aplicando esse procedimento para as dimensdes 2, 3 e 4, obtemos as seguintes matrizes

1 1 1 1 1 i : 11 y

oF = caF=11 (V3-1)/2 —-(3i+1)/2 |, F= o
1 -1 _ : 1 -1 1 -1

1 —(vV3i+1)/2 (V3i-1)/2 Lo 1

-t - 1

2.5.4 A acio da porta ;G

A generalizagdo da porta CNOT (conhecida também por XOR) que atua em dois qubits,
pode ser usada para emaranhamento e para teleporte de estados guénticos. Para qubits, a acdo
da porta quintica CNOT com seus estados da base computacional {|i}} onde i € {0,1}, no
espago de Hilbert de dimensdo 2 € dado por

CNOTi, ) = |i,i @ 7). (2.52)

Sendo que o primeiro (segundo) indice denota o estado de controle (alvo) do qubit e & denota
adi¢io de médulo 2. Logo, a generalizagio da porta quintica C-NOT (4G ,.) deve agir em dois
sistemas quinticos no espago de Hilbert de dimensao-d, cuja definigdo proposta por [27] € dada
por

dGior i, §) = 1,4 © 7). (2.53)

Algumas propriedades dessa definigiio pode ser vista com mais detalhes em [27], onde S denota
nesse caso a subtragao mddulo d.
A agdo da porta 4G .. na base computacional para o caso d = 3 € dada por’:

3Gaor [00) = |00}, 3Gzor [01) = 102), 3Gqor [02) = [01), (2.54)
3Gaor [10) = 11) , 3G or |11) = {10, 5Gror [12) = |12}, (2.55)
3Gaor |20) = |22}, 3Gor [21) = |21), 5Glaor |22) = |20} . (2.56)

SNota-se que para o caso d-dimensional perde-se a nogdo intuitiva de que uma porta controlada pelo qudit zero
ndo altera o qudit alvo.
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A representagdo matricial da porta quéntica 4G, € obtida por meio da seguinte equacio

(2.57)

— 1, sem=[dz+ (z—y) modd] +1Vn € [1,d
" 0, caso contririo

onde
z=(n-1)divd;, y=(n—1)modd. (2.58)

Para d = 3 este procedimento d4 origem 2 seguinte matriz

3G'.-:or =

o 0O 0 O O O C O =
o O O o o O = O o
O O O O O O = O
(e N = = [ s S — T v T = Y = e
0 0 0 O = O O
o0 0O MO O QO e 9
L = F == (R coue T e S oo [ oo Y o Y )

o = O O O O O © ©
O = O O O O o O

2.6 Conclusoes

Neste capitulo foi realizada uma revisio a respeito dos qubits e qudits, e da agdo das
portas quanticas sobre eles. Foi apresentados também alguns exemplos das acdes das portas
l6gicas quanticas (43X ,qY .42, aF € 4G xor) sobre os qudits e suas respectivas representagoes
matriciais.



CAPiTULO 3

Teleporte de estados quénticos

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos bésicos envolvidos na realizac¢o do tele-
porte de estados quénticos, e também uma aplicagio matemdtica desse protocolo com a utiliza-
¢ao de qubits e qudits.

3.1 Introducao

Desde que o protocolo de comunicagdo quintica conhecido como teleporte foi proposto
por [9], o mesmo tem sido alvo de vérias pesquisas, talvez por ser uma das mais intigrantes
correlagdes nio cldssicas apontadas por Albert Einstein em seu artigo [28], no qual contesta a
completude da Mecidnica Quéntica no papel de descrever a realidade fisica da natureza.

De maneira geral, o teleporte quintico é uma técnica usada para deslocar estados quén-
ticos de um lugar para outro, mesmo guando ndo existe um canal quintico de comunicagio
conectando o transmissor do estado ao seu receptor. Vdrios trabalhos experimentais implemen-
tando o teleporte quantico ji foram apresentados a comunidade cientifica, incluindo uso de f6-
tons [29], ressondncia magnética [15] e entre outros. Por mais interessante que uma descoberta
cientifica tecnoldgica pareca ser, reside essencialmente no seu potencial de aplicabilidade, por
essa razdo o teleporte quintico é de fundamental importancia na teéria da informagio quantica,
sendo aplicado nas dreas da criptografia quintica, comunica¢o e computacio € na construgao
de portas quinticas.

O restante do capitulo serd organizado da seguinte maneira: sdo apresentados o circuito
quintico para o teleporte e uma descrigio analitica de sua execugdo. Aplicagio do teleporte
de estados arbitrdrios (qubit), teleporte quiintico com a utilizagao de portas generalizadas e um
exemplo do teleporte utilizando estados de quitrite. Por fim, apresentaremos as conclusdes.
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3.2 Teleporte Quantico

Podemos explicar o teleporte quantico através da literatura tradicionalmente adotada em
vdrios livros, onde uma atividade deve ser realizada entre duas partes cooperantes, normalmente
chamadas de Alice e Bob. O ponto central estd na possibilidade de Alice enviar um estado quén-
tico arbitrério, desconhecido mesmo para ela, 3 Bob sem que no entanto haja um portador fisico
entre eles. O estado quéntico recebido por Bob deve ser absolutamente idéntico ao enviado por
Alice. Sabendo que um estado quantico arbitririo de um sistema fisico de dois niveis pode ser
representado por 1)) = ao|0) + o1 {1), em que ap € o sdio as amplitudes de probabilidade
do estado, alguém pode pensar na possibilidade de transmisséo cléssica dos valores de agp e .
Logo essa tentativa serd abandonada por dois motivos, primeiro a teleportacdo requer uma trans-
feréncia perfeita, segundo os pardmetros «p € ¢ sd&o nimeros complexos que variam em um
continuo, apenas obedecendo a relacio |a0|2 + |as |2 = 1. Desta maneira, transmitir os valores
de o e oy pode vir a requerer que uma quantidade infinita de informacdo seja enviada [5]. Para
complicar ainda mais o cendrio, quando nfio é Alice que gera |¢) as leis da mecfinica quéntica
impedem que ela consiga conhecer com exatiddo os valores de wg e ; uma vez que ela nio
pode copiar o estado |1/} (Teorema da ndo-clonagem quéntica). Como pré-requisito fundamen-
tal para a realizag@o da teleportacio Alice e Bob devem compartilhar um estado de Bell e dispor
de um canal classico para troca de informag#o, pois, como seré visto adiante, Alice necessitard
enviar a Bob dois bits de informacio.

3.2.1 Descricio matematica do teleporte quiantico de qubits

O esquema proposto por [2] mostra o circuito quéntico responsavel por implementar o
protocolo de teleporte de qubits conforme a figura (3.2.1).

v) — " a
“BELL

Xz

Figura 3.1 Circuito quintico que representa teleporte de um qubit. As duas linhas de cima representam o sistema
de Alice, e a de baixo o sistema de Bob,

L (J00Y + |11}) -

V3

Para que o teleporte quantico funcione, alice vai interagir o qubit 1)) = ag |0) + oy {1)
com sua parte do estado de Bell que ela compartilha com Bob, & mede seus dois qubits obtendo
um dos quatro estados possiveis (00,01, 10, 11}, logo, Alice envia os dois bits de informagao
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para Bob, entio, dependendo deles, Bob aplica a operagio adquada para obter o estado telepor-
tado por Alice. Podemos descrever matematicamente como mostra a figura (3.2.1), um circuito

que implementa uma mudanga de base computacional para a base de Bell da seguinte maneira

lf>§H§T

3ij)

Figura 3.2 Circuito guintico & formado por uma porta Hadamard seguida por uma CNOT para criar estados de
Bell,

O circuito equivalente a0 mostrado na figura (3.2.1) para construgdo da base de Bell é
ilustrado na figura 3.2.1

- -
o - [] S -
. <" Bell

Figura 3.3 Circuito quéintico representando uma medi¢do na base de Bell. A direita € mostrado um circuito
quéntico alternativo, representando uma medida na base de Bell

Podemos mosirar como exemplo considerando os estados de entrada como |00}, onde a
porta Hadamard transforma esse estado inicial em (|0) + |1)) |0) /v/2, e a porta CNOT produz
o estado de saida (|00) + |11) /)v/2. Observe como o funciona o procedimento: primeiro a
transformagdo Hadamard coloca o qubit de cima em uma superposi¢io; este entdo atua como o
qubit de controle do CNOT, e o qubit alvo ¢ invertido para o caso em que o de controle € 1. Os
possiveis estados de saida

1
|Boo) = 5(100) + |11}) | (3.1)
1
) = —5(101) + 120) 3.2)
\Bro) = %uow — 1)) 3.3)
Bu) = —(j01) — |10)) 3.4)

V2

sio conhecidos como estados de Bell, ou aigumas vezes chamados de estados EPR (homenagem
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a Einstein, Poldolsky e Rosen). Podemos escrever a notagio mnemdnica de | By}, | 801 )| Bro)l511)
sintetizada na expressao

1 . -
1By) = ﬁ[lo,j) + (1)} |1,7)] (3.5)

em que 7 é a negagio de j.
Descrevendo agora o protocolo de teleporte, temos que o estado inicial do circuito mos-

trado na figura (3.2.1) € composto pelo estado quéntico a ser teleportado |)) e o estado de
Bell

1) | Boo) (3.6)

Note que, reagrupando os qubits (mas mantendo-os na mesma ordem), este estado pode
Ser escrito como

1) o) = 3 oo} [9) + 5 1) (X 1))+ 5 1610} (Z19) + 5 1Bu) (XZ ) G

Alice faz uma medi¢Zo dos dois primeiros qubits na base Bell. O estado em comum de
Alice-Bob ap6s esta medida é uma das

| Boo) |2} (3.8)
|Boa) (X [)) (3.9)
1810} (Z [4)) (3.10)

1Bu1) (XZ |¥)) (3.11)

cada um com probabilidade de 1/4. Os bits clissicos a e b resultantes da medigio de Alice in-
dica qual dos guatro estados é obtida. Alice envia esses dois bits para Bob, logo ele observase o
seu qubit é deixado no estado |1/, X |¢), Z |¢), ou X Z |¢). Dependendo dos valores cldssicos
que Alice envia para Bob, a e b, Bob realiza uma das seguintes operagdes para transformar seu
estado em |¢).

Podemos resumir a performance de Bob da seguinte maneira

BITS:a,b PORTAS PERFORMANCE DE BOB
0,0 I: g [0) + a1 [1) — a9 |0) + ay |1) = |9)
0,1 X: ag |1) + a1 |0) = a0 |0) + a3 |1) = |}
1,0 Z o [0) — oy |1) = ap |0) + 0y {1) = |¥)
1,1 ZX:  a|l)—a1|0) = ag|0) 4+ ay |1) = |¢h)

Entdo, condicionalmente Bob aplica Z e X para o seu qubit, condicionado sobre os
valores cldssicos a e b, respectivamente. Depois desta transformagio, Bob recupera o estado
|4) que Alice the enviou com sucesso.
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Vamos fazer uma descrigdo do que ainda é necessario ser feito para completar o pro-
cesso. Caso Alice resolvesse ndo enviar os bits cldssicos orinndos da medicio por ela realizada
seria impossivel completar a teleportagfio com sucesso uma vez que independentemente do es-
tado a ser teleportado, a medigdo na base de Bell sempre apresentar4 resultados equiprovéveis,
portanto, mesmo que Alice dispusesse de vérias c6pias de |1} para repetir o processo Bob nunca
conseguiria inferi-lo com certeza para o caso geral.

Essa caracteristica garante que a teleportaciio ndo represente um paradoxo no que diz
respeito a transmissiio de informacéo acima da velocidade da luz. Como € requerida a trans-
missdo de informagdo cléssica, a velocidade com a qual a teleportagdio se realiza fica limitada
a velocidade com a qual € transmitida a informacdo cldssica participante do processo. Também
se deve observar que o estado |¢) originalmente utilizado por Alice € destruido pelo processo
de medicio para posteriormente ser reconstruido por Bob usando sua particula de um estado de
Bell, isso assegura que a teleportacdo ndo viole o teorema da nio clonagem [5].

Seguindo entdo o protocolo, Alice envia para Bob os dois bits cldssicos obtidos com
a medicdo dos dois primeiros qubits (a forma como essa informagéo € representada e enviada
€ completamente irrelevante para o processo). Bob, de posse de tal informacio, deve agora
executar uma denire quatro possiveis operagdes de corregio, alcancando assim em todas as
hipéteses a reconstrugiio do estado originalmente teleportado.

3.2.2 Descricio matematica do teleporte quintico de qudits

Agora iremos fazer uma generalizac¢Zo do teleporte quintico, onde a figura (3.2.2) mos-
tra um esquema de circuito quantico responsdvel pelo teleporte de qudits.

e - a

B Y . H H
PR - v

e ' JZ }f“' }

Figura 3.4 Circuito quéntico que representa teleporte de um qudit. As duas linhas de cima representam o sistema
de Alice, e a de baixo o sistema de Bob.

Alice agora vai interagir o seu qudit |44} com sva parte do estado de Bell |48;;) ge-
neralizado que compartilha com Bob, e mede seus qudits obtendo n-estados possiveis, logo,
Alice envia a informagdo para Bob, e, dependendo da mensagem cldssica dela, ele ird realizar
as vérias operagdes na sua metade do estado de Bell generalizado, recuperando assim o estado

a).
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A generalizagdo do estado de Bell utilizando qudits pode ser obtido a partir do seguinte
esquema mostrado na figura (3.2.2).

i) ——.r

Figura 3.5 Circuito quéntico é formado por uma porta quéntica de Fourier (4F) seguida por uma (4G o) para
criar estados de Bell.

O circuito equivalente ao mostrado na figura (3.2.2) para construgdo da base de Bell
generalizados € ilustrado na figura (3.2.2).

T =

® IF S
o= " Bell
e

Figura 3.6 Circuito quintico para criar estados de Bell generalizados.

Descrevendo o protocolo de teleporte para estados quinticos generalizados, temos que
o estado inicial do circuito mostrado na figura (3.2.2) € composto pelo estado quéntico a ser
teleportado {41/} e o estado de Bell generalizado

) laBis) (3.12)

Logo, podemos escrever o estado geral na base de Bell generalizada da seguinte maneira

d-1

) LaBs) = 3 3 lafin) (aX82° 40) (3.13)

a,b==0

sendo assim, dependo dos estados cléssicos a e b enviados por Alice a Bob, ele podera recuperar
o estado |q9).
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3.3 Exemplo

Nesta se¢io iremos ilustrar matematicamente como podemos fazer o teleporte de um
estado quéntico (qutrite), proposto pela primeira vez por [30]. Vamos supor que Alice e Bob
compartilhem o seguinte estado de Bell para um qutrite

|3800) = )+ [11) +]22)) (3.14)

1
V—?—)(l()(]
e Alice queira enviar o seguinte estado para Bob

l3) = ag [0) + ay J1) + s 12) (3.15)

O estado inicial do circuito € composto pelo estado quéntico a ser teleportado e o par estado de
Bell, ou seja

1

V3
1

= 7§(om 000) + g [011) + g {022) + o [100) + 0y [111) + oy |122) +

s |200) + ag |211) + a9 |222)) (3.16)

[31) [3B00) = (ao]0) + a1 |l) + 02]2)) ® —=(J00) + |11) + |22))

Podemos reescrever a expressio (3.16) da seguinte maneira

%) lafoo) = %uom ® 010} + 01) ® o | 1) + 02) & o [2) +
[10) @ a3 [0) + 111) ® @3 [1) + [12) ® 1 |2) +|20) ® a2 |0) +
121) ® az |1) + |22) ® 0 |2)) (3.17)

Escrevendo a expressio 3.17 na forma da base de Bell, temos

|3} |aBoo) = %[(|3500> + 13810} + [3B20)) ® 20 |0) +
(|3Bo2) + {3612} + [3B22)) ® 0 [1) +
(laBor) + [3Bu1) + |3Bn)) @ ao 12) +
(|3Bor) + @ |3B11) + w [aBa1)) ® o [0} +
(13600) + &® 3P0} + w 3B20)) ® a1 [1) +
(|3Bo2) + w? |3Pr2) + w [3B2)) ® a1 [2) +
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(IsBo2) + w |3B12) + w ™ |3P22)) ® a2 |0) +
(I3Bo1) + w [3811) + w™ [3B1)) ® az |1) +

|3B00) + w [3B10) + w ™" [3B20)) ® 02 [2)] (3.18)
Onde

|00) = ?ﬂaﬂm) +1sB10) + |sB20)) (3.19)
|01) = ?Gaﬁm) + [sBrz) + |3B2)) (3.20)
|02) = —?(Iaﬁm) + [aBu1) + [sB21)) (3.21)
[10) = ?(lSﬁOI) +w? 3Bn1) + w [3B1)) (3.22)
11) = L2(13f10) + o i) + laPan) 629
12) = ?ﬂsﬁm) +w? [3B12) + w |3B22)) (3.24)
|20) = ?(‘3%2) +wlshia) +w [3a)) (3.25)
21) = ?(I?ﬁm) +wl3Bu) +w [3Ba)) (3.26)
122) = L2 () + 0 lsBi0) + ™ 3Ban) 62

A expressio (3.18) pode ser reescrito da seguinte forma, ap6s reagruparmos os termos

9 lsfho) = 3018} ® (200) +au 1) + 02 2)) +
|3B801) ® (0 [2) + 10} + a2 |1)) +
|3802) ® (@0 |1) + a1 |2) + a2 |0)) +
|3B10) ® (0 [0) + w’ay |1) + was [2)) +
3B11) ® (g |2) + w?ay |0) + waz |1)) +
|3B12) ® (a0 |1) + w?a [2) + wa [0) +
l3B20) ® (0 |0) + wey |1) + w02 |2)) +
laB21) ® (g |2) + way [0) +w™lag 1)) +
|3B22) ® (0o |1) + way |2) + w ™ az |0))] (3.28)

UFCG/BIBLIOTECA/BC
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Sendo assim, os possiveis resultados para o qubit de Bob, condicionados aos resultados da
medida de Alice sdo

[3%} [s800) = —;‘ |sBo0) |3} + % 3801} (a X [a®)) +
% 3802} (a X7 |39} ) + % |3B10) (32 [310)) + % l3811) (3 X3Z |39)) +
2 15602) GXEZ159)) + 5 lsBn) 22 [s9)) + 5 sBn) (s 22 s9) +

1
3 l3Be2) (3X27° |39)) (3.29)

conforme a equacdo (3.13).
Podemos resumir a performance de Bob da seguinte maneira

BITS:a,b PORTAS PERFORMANCE DE BOB
0,0 I: o |0) + oy 1) + a2 |2) = ap |0) + ay [1) + a2 |2) = |s¢)
0,1 3X : ap |2) + a1 |0) + a2 ]1) = ag |0) + a1 |1) + a2 |2) = |3)
0,2 3 X?: ap |1) + ay [2) + a3 |0) ¥+ ap |0) + oy 1) + 022) = |3%)
1,0 A ap |0) + w?ay 1) + waz |2) = ag [0) + ai 11) + 0212} = {s¢)

1,1 3X3Z 1 ap|2) +wio |0) + was 1) — ap|0) + aq |1) + a2 |2) = |3¢)
1,2 aX2Z:  ap|l) +wion |2) + wag |0) = g |0) + ay |1) + a2 |2) = |5¢)
2,0 322 a0} Fway 1) +wloel2) = ag 0) + g 1) + an {2) = |3e)
2,1 aX3Z%:  0pl2) +wag |0) +wlan 1) = ap [0) + g 1) + o |2) = |31p)
2,2 3 X377 opll) twoy |2) + w0 |0) = 0 {0) + oa {1) 4+ a2 |2) = [33)

Sendo que Bob aplica 3Z e 3.X para o seu qudit, condicionado sobre os valores classicos
a e b, respectivamente enviados por Alice. Depois desta transformagéo, Bob recupera o estado
|33} que Alice lhe enviou com sucesso.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo foi realizada uma revisdo do protocolo de teleptransporte de estados arbi-
trarios proposto por [2]. Na sequéncia foi apresentado um esquema para construgio de estados
de Bell generalizados e um protocolo de telepte de estados generalizados (qudits). E por iltimo
para vélidar o teleporte de estados generalizados, foi feito um exemplo com o estado generali-
zado qutrite.
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Aplicacao do Teleporte Quantico

Neste capitulo serdio apresentados dois esquemas para aplicagio do teleporte quintico de
qubits e qudits para eventuais corregdes de erros devido a falhas em portas quantica universais.

4.1 Introducio

O teleporte quintico tem uma aplicagfio bastante interessante quando se refere ao mo-
delo de computagdo baseado em circuitos quinticos. Para a implementagdo de circuitos quanti-
cos precisamos ter acesso a um conjunto de portas légica quénticas universal, onde tal conjunto
inclui sempre pelo menos uma porta que atua sobre dois qubits (exemplos, uma porta CNOT ou
dGzor). Muitas vezes fica bastante laborioso ou mesmo desafiador implementar tecnicamente
portas quinticas que atuam em mais de um qubit ¢ que dependem de sisternas quéinticos aco-
plados. E possivel que numa aplicacio particular, por exemplo, a porta CNOT ou 4G, D0
atue com perfei¢do. Se essa porta CNOT ou 4, falhar no meio de algum célculo, os estados
dos qubits e qudits que ela estava agindo serdo corrompidos imediatamente, pois, sem alguma
forma para correcdo desse erro, os cilculos ndo serdo confidveis.

Como um exemplo simples de erro na atuagdo da porta CNOT, considere a situagio
apresentada no circuito

v
RS ’_L‘ -
’ X
X

[X] LA}

Figura 4.1 Essa figura jlustra um erro no
primeiro qubit ocorrendo antes da aplicagiio Figura 4.2 Essa figura ilustra a propagacio do erro
da porta CNOT. ocorrido na figura anterior para os dois qubits.

Uma falha no primeiro qubit antes da aplica¢do da porta unitdria (U=CNOT), se propaga
para os dois qubits. Tudo se passa como se a porta unitdria (U) fosse aplicada corretamente
seguida de um erro nos dois qubits, ou seja, UX; = UX UU = X; X,U.
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Outra forma de ilustrar a porta unitaria ruidosa seria considerar a porta correta (U) e uma
portacomerro £ = (Eol/~!)olU. Note que o efeito de £ sera de uma porta correta (U), seguida
de uma porta com erro £ o U™, Observe que o grau de desvio da porta correta é representado
pela operagio:£ o U~ = (I + &)

Uma solugfo pensada para contornar esse problema poderia ser a de se criar uma copia
do estado que se gostaria de aplicar a porta CNOT ou 4G, € manter essa cOpia guardada em
algum lugar seguro, e tentar novamente aplicar o CNOT ou 4G, mas infelizmente, isso é
impossivel, devido ao teorema da Ndo-Clonagem quéntica, que afirma que € impossivel imple-
mentar um circuito quantico que realiza uma cépia quantica de um estado arbitrério.

O que almejavamos é uma forma da aplicagiio tolerante a falhas de uma porta quéntica
CNOT ou de uma porta quéntica 4G, onde se elas falhassem, os estados quénticos de qubits ¢
qudits ndo fossem corrompidos, e simplesmente poderiamos novamente tentar as portas CNOT
ou 4Go.-. Uma maneira de se fazer isso € com a aplicagio do teleporte quantico, desde que
tenhamos a capacidade de preparar um estado de Bell, ¢ medir os estados de Bell diretamente.

Faremos portanto a aplica¢do do teleporte quintico para corre¢des de erros utilizando
portas CNOT na segio 4.2 e na segido 4.3 utilizando portas quanticas 4(izor. E por fim, na secao
4.4 as devidas conclusdes.

4.2 Aplicacio do teleporte quintico para correcoes de erros

das portas quanticas CNOT

O circuito apresentado na figura (4.3) ilustra um esquema de teleporte quiintico de dois

qubits

{kpy (})‘ +(l| }}‘ /’B ; ‘I]
of

|0} _H | M
y
o) X X—Z—

I '::(lg:.l”t? — &Y [\':

EERRSTELE b
" X Xz
& r*H—l T J

_ < pel
'";'nm) . "|1,‘ = Al

Figura 4.3 Circuito para teleportar os estados ag {0) + a1 [1) € 0 {0) + 71 |1).
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Utilizando-se do circuito para o teleporte de dois qubits podemos introduzir o esquema
capaz de teleportar a porta CNOT. Segundo a sequéncia sugerida por [2], devemos introduzir a
porta CNOT entre os qubits teleportados conforme a figura (4.4).

fl|_||”} f (11‘1:‘ _-‘1’]

T BELL

0} _"“H A
U} X JX’-— Z I —

' ot M Loy 01

0} X XZHX—

n — H e -,

+aytg l]:"-—n|‘; | H)?

Sl 1

Figura 4.4 A implementagio de uma porta CNOT entre o par de estados teleportado, onde atua em uma pate
como bit de controle e no cutro como bit alvo.

A figura 4.5 mostra também o reagrupamento das portas CNOT dentro das caixas trace-
jadas, onde o efeito da caixa tracejada a esquerda cria o estado emaranhado de quatro gubits,

ou seja
1
By =5 [|0000) +1]0011) + |1110) + |1101)] @.1)
a0} 4+ e = - M,
< Bell
0y —{J] o 7,
(0 Xt—o ——eo— X/
! ‘ g B — gy Ul:ﬁ’
<.—.,., A..A.‘.........A.....T....,._> .
Cooagltty - aps o
N ——— X Xr— XX Z X
~a03 1L = Al

—

Figura 4.5 A implementacio de uma parde portas CNOT adicionados no circuito.entre o par de estados telepor-
tado.

Na caixa tracejada a direita como mostra a figura (4.5), a porta CNOT altera as condi¢oes
em que as portas X e Z sdo aplicadas separadamente para os dois qubits. Entdo, para qualquer
combinagio das medidas M, M2, M3 e M,, o efeito desejado pode ser alcangado através de
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uma aplica¢io de uma combinacio apropriada das portas X e Z individualmente para os dois
qubits na caixa tracejada. Logo, podemos remover a porta CNOT da caixa tracejada se modi-
ficarmos a 16gica cldssica controlando as portas X e Z, como mostra a figura (4.6). Observe
que estamos fazendo apenas a medida na base de Bell que nos fornece os resultados cldssicos,

e sabemos que essa medida na base de Bell néo necessita de implementagdes de portas CNOT.

;‘f'_; \I]

o XH7

ALy Ve

3

A, Al

KL

cecn |V VHIE
| LOGICA Ay 4 :
CLASSICA g, M o !
N % g i i
———— X4
AL ATy

Figura 4.6 O par de portas CNOT removido depois da modificagio da 16gica cldssica controlando as aplicagdes

das portas X e Z.

Logo, um circuito que contém a aplicagdo de uma porta CNOT entre dois qubits na
computacido quantica, sem que haja o risco de destrui¢do do estado dos dois qubits se a porta
CNOT falhar é mostrado na figura (4.7).

Maquina para criaro
estado emaranhado

LTRSS 1 A I L iy 8 R

—— Xz

iy A )Y

b2 ¥
W6eica |7 T e i)
CLASSICA : i

A% - AT i
i X2

BELL

Figura 4.7 Aplicagdo da porta CNOT entre os dois qubits em uma computacio quéntica, sem o risco de destruir
o estado dos dois qubits se a porta C-NOT falhar.

Observamos que na primeira caixa tracejada a esquerda da figura (4.7) serviu para criar

os estados emaranhados, entdo, basta ter alguma méquina que gere estes estados e algum meio

para verificar que ela conseguiu, e se ela ndo conseguir criar esses estados, 0 nosso processo de

verificagdo nos dir4 isso, ¢ logo poderemos preparar a maquina novamente com quatro estados

UFCG/BIBLIOTECA/BC
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de qubits. Sendo assim, poderemos substituir a primeira caixa por uma maquina genérica para
a criagiio dos estados, e que assumiremos também que essa méaquina possui um procedimento
de verificagiio que o estado foi criado com sucesso.

4.3 Exemplo

Considere o esquema que estd ilustrado na figura (4.7) com os dois gubits a serem tele-

portados com a aplicagio da porta CNOT, onde o estado de referéncia na saida é dada por
CNOT[(a 0Y + BI1)) & ([0} + 6 |1))] = oy |00) + a6 |01) + By |11) + B8[10)  (4.2)
A mdquina cria o seguinte estado emaranhado
|E) = %[10000) +10011) + [1110) + |1101)] 4.3)
Fazendo o teleporte dos qubits, temos que

(@|0)+B 1) |E) (v10)+6 1)) = %(a 0)+511))(10000)+]0011) +]1110)+[1101))(y [0)+5 1))

(44)
Resolvendo o produto tensorial, encontramos
1
(a0 + B |E) (v[0) + 811) = [a’y [000000) -+ < |000001) +
B [100000) + 86 |100001) + oy [000110) + o6 [000111) + By [100110) +
B61100111) + cry |[011200) + ad |011101) + B~ |111100) + 85 |111101) +
@y |011010) + @b |011011) + F~[111010) + 45 |111011)] 4.5)

Colocando os dois primeiros e os dois tltimos termos da expressdo (4.5) na base de Bell, obte-
mos

(al0)+ 811 1) (110) + 511 = [an(Bon) +1610)) 100
(1Bo0) + 1Br0}) + d(|Boo) + 1810)} 100} (| Bor} + |Bur)) +
B(|Bor) — 1811)) 100) (| Boo} + 1810)) + B(}Bar) — |B1a)} 100)
(181} + [B11)) + a7(1Boo) + B10)) 101} (|Bor) — 1Bua)) +
ad(}Boo} + 1B10)) 101) (1Boo) — [B10)) + B¥(1Bor) — |B11)) 101)
(18o1) — 1B11)) + B8(|o1) — 1811)) |01) (| Boo} — | Bro)) +
a(}Bor) + 181)) 111) (|80} + 1Bro)) + ad(|Bon} + [811)) [11)
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(1Bor) + 1B11)) + B(1Boo} — [B10)} 111) (|Boo) + |Bro)) +

B8(1800) — |810)) 111} (|1Bor) + |811)) + av(1Boa) + 1811) ) 110)

(1Bo1) — 1811)) + @8(|Box) + 1B11)) [10) (| Boo) — |Bro)) +

BY(1Boo) = |B10}) 110) (1Ba1) — |B11)) + B8(|Boo) — |B10)) [10)

(1600} = 1810))] (4.6)

Escolhendo o caso mais simpies onde M, M,, M3 e M, sdo iguais a zero, € aplicando
a expressdo da l6gica cldssica sobre os qubits, ou seja

[UCNOT (ZM‘ XM g ZMaXM‘) UCNOT] |ab) = (zMixMé & ZMs XM;) ab)  (47)
Logo, M|, M3, Mj e M} vio ser iguais a zero, sendo assim, temos que o estado de saida |S;) é
181} = ary |00} + ad |01) + A |11) + 6 |10) (4.8)

gue € anal6go ao estado de referéncia observado na equagio (4.2).
Considerando agora o casoem que M; = 1, My = 1, M3 = 0 e M, = 1, temos que o
estado de saida vai ser

Sa) = ary [10) + &b [11) — By [01) — 36 |00) 4.9)

Aplicando o resultado da equagfo (4.7) na expressio (4.9), obtemos M| =1, M; =1, M; =0
e M; = 0, sendo assim, o estado de saida agora vai ser

|S2) = ary |00) + ad 01) + By |11) + B85 |10) (4.10)

que ¢é equivalente a equacio de referéncia (4.2).

4.4 Aplicacio do teleporte quintico para correcoes de erros

das portas quinticas generalizadas (;G ;)

De maneira andloga ao apresentado na sec¢do (4.2), iremos generalizar a aplicagdo do
teleporte para a construgio de um esquema para teleporte da porta generalizada (¢Geor). As
figuras (4.8—4.12) ilustram a aplicacfio do esquema no caso generalizado.

Colocando uma porta 4G, entre o par de qudits |40} € |a) teleportados como mostra
a figura (4.9), observou-se entdo que o efeito do conjunto sobre os estados de dois qudits é a
operagio da porta quantica 4G or, Onde a porta 4G, atua em uma parte do teleporte como bit
de controle e no outro como bit alvo.
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Figura 4.8 Circuito para teleportar dois estados quanticos generalizados |4v) € |4¢).
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Figura 4.9 A implementagio de uma porta 4G, entre o par de qudits, onde atua em uma parte como bit de
controle e no outro como bit alvo.

Colocando agora um par de portas 4G, no meio dos dois qudits, observamos que o
comportamento geral do circuito ndo muda, jd que a combinagdo das duas portas 4G, sobre
os qudits é o operador identidade como mostra a figura (4.10).

A figura (4.10) mostra o reagrupamento das portas 4G, dentro das caixas tracejadas,
onde o efeito da caixa tracejada a esquerda cria o estado emaranhado de quatro qudits.

Para encontrarmos este estado emaranhado, observe os seguintes passos, onde o estado
de entrada é dado por

lauo) = i) ® |7) @ 1) ® |k) = [ijlk) (4.11)

A agdo das portas de fourier sobre os qudits pode ser encontrada utilizando a expressao

lqu1) =a Fli) ® |j) ® |l) ®4 F |k) (4.12)
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Figura 4.10 Um par de porta 4G, adicionados no circuito que nio causa nenhum efeito,
¢ a agdo das portas 3(7,. sobre o qudits pode ser obtida da seguinte maneira
1
o) = (,G2P ©4 G232 law) (4.13)

onde o indice 1 — 3 indica que o qudit 1 € o controle e o qudite 3 € o alvo, assim como para o
indice 4 — 3.
Logo o estado emaranhado da caixa tracejada a esquerda pode ser encontrada pela ex-
pressao
Jaus) = (G257 ) laua) (.14

A caixa tracejada a direita como mostra a figura (4.10), a porta 4G . altera as condi¢des
em que as portas 4 X e ;2 sdo aplicadas separadamente para os dois qudits. Entdo, para qualquer
combinagio de M,, My, M3 e M,, o efeito desejado pode ser alcangado através de uma aplica-
¢d0 de uma combinagio apropriada das portas ;X e ¢Z individualmente para os dois qudits na
caixa tracejada. Logo, podemos remover a porta 47, da caixa tracejada se modificarmos a 16-
gica classica controlando as portas ;X e ;Z, como mostra a figura (4.11). Observe que estamos
fazendo apenas a medida na base de Bell generalizada que nos fornece os resultados cldssicos,
¢ sabemos que essa medida na base de Bell generalizada ndo necessita de implementagdes de
portas 4G ror.

Ap6s removermos o par de portas quintica 4G, a légica cldssica aplicada sobre os
qudits é dada pela expressdo

[(ijBMz)Ml (w(jen@m)“a] i@ M, i@ Mool ® M) (4.15)

|y A%
m"r ;]
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Figura 4.11 O par de portas ;G ., removido depois da modificagio da Iégica cldssica controlando as aplicaces
das portias aX € g4z,

Logo, um circuito que contém a aplicagdo de uma porta 4G, entre dois qudits na
computaciio quintica, sem que haja o risco de destruigio do estado dos dois qudits se a porta
dGzor Talhar € mostrado na figura (4.12).
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Figura 4.12 Aplicagio da porta 4G, entre os dois qudits em uma computagio quéntica, sem o risco de destrair
o estado dos dois qudits se a porta quéntica 4G o, falhar.

Observamos na figura (4.12) que na primeira caixa tracejada a esquerda serviu para criar
os estados emaranhados, no entanto, basta ter algum dispositivo que gere estes estados e algum
meio seguro para verificar que ela conseguiu, e se ela ndo conseguir criar esses estados, 0 n0sso
processo de verificagio nos dird isso, e logo poderemos preparar a mdquina novamente com
quatro estados de qudits. Portanto, poderemos substituir a primeira caixa por uma maquina
genérica para a criagio dos estados, e que assumiremos também que essa maquina possui um
procedimento de verificagdo que o estado foi criado com sucesso.
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4.5 Exemplo

Para ilustrar o esquema apresentado, consideraremos o circuito mostrado na figura (4.12)
com dois estados quinticos generalizados [310) = 0 |0) + aq [1) + a2 {2) € |ap) = % |0) +
71 {1) +72 |2) a serem teletransportados para aplicagiio de uma porta 4G, entre os dois qutrites
na computagdo quéntica, sem correr o risco de destruir o estado se a porta 4., falhar, Logo,
podemos dizer que nosso estado de referéncia para um qutrite na saida é dada por

3Gzor (139) ® [39)) = 00 |00) + gy 102) + g2 [01) +
a1y {11} + a1y [10) + 172 [12) + @270 122) + azv1 |21) + azy2 |20)
(4.16)

Adotando 7, j, I e k iguais a zero ¢ utilizando as expressoes (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) a
mdéquina cria o seguinte estado emaranhado

lsug) = §[|0000) +]0021) + |0012) + |1110) + [1101) + [1122) + [2220) + [2211) + 12202)]
@.17)
Fazendo o teleporte dos qutrites, temos que

a3t} |atia) a) = (ao 10) + ay |1) + o |2)) % []0000) + 0021) + 10012} +

[1110) + [1101) + [1122) + |2220) + [2211) + |2202)] (rm 0) +m{1) + 72 |2)) (4.18)

Resolvendo o produto tensorial, obtemos

ls¥) laus) @) = % [a.m [000000) + gy [000001) + agyz [000002) + vy |100000) +
171 1100001) + a172 [100002) + a7y |200000) + azy; [200001) + a7y, |200002) +
a0 |000210) + agyr |000211) + agy2 |000212) + cye [100210) + ey [100211) +
a1y, |100212) 4 ayo [200210) + oy [200211) + a2y, |200212) + oy [000120) +
agy1 |000121) + vz [000122) + a1 [100120) + cy1 [100121) + cv372 |100122) -+
a2Y0 |200120) + agy; [200121) + a2 1200122) + agyo [011100) + agy; j011101) +

cpya [011102) + 70 [111100) + aqy; |111101) + anya |11110) + agyo [211100) +
o971 |211101) + apye |211102) + ao70 |011010) + agyr [011011) + aoye [011012) +
1Y [111010) + o7y [111011) + o172 |111012) + a0 [211010) + oy [211011) +
a2 [211012) + agyo [011220) + apy; [011221) + apye [011222) + oy |111220) +
o1 |111221) 4 a7z [111222) + @270 [211220) + 0271 [211221) + 0972 [211222) +
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a0 [022200) + agy [022201) + agz [022202) + g [122200) + ayy, [122201) +
a1y [122202) + agyo [222200) + aoy |222201) + ags [222202) + agyo [022110) +
agm1 [022111) + a2 [022112) + a1y [122110) + ey [122111) + 0y, [122112) +
a0 |222110) + ayy [222111) + axye [222112) + agro [022020) + agy [022021) +
ao2 022022) + gy [122020) + gy, [122021) + gy [122022) + agyo [222020) +
g [222021) + agy |222022)]

4.19)

Colocando os dois termos iniciais e finais da equagdo (4.19) na base de Bell para um qutrite,
temos

59) lsus) ) = 5 [awr(lsBioo) +IsBia) +Isfao)) 00
(13Boo) + |3B10) + |3B20)) + - - - + a1 (|3B00) + [3810) + |3520))
02) (|3Boo) + w? [3B10) + w |3B20)) + - - - + a012(|3Bo00) + |3Bro) +
|3820)) [01) (3800} + w |3B10) + w” |3B20)) + - -+ + 10
(I3Bo0) + w? [3B10) + w |3B20)) [11) (IsBoo) + l3Bro) + |3Ba0)) + -+ +
o171 (|3Bo0) + w? [3B10) + w |3820)) 110) (|3Boo) + w? |3P10)
+w [3B20)) + - - + a1%2(|3Boo) + w? [3B10) + w |3520)) [12)
(I3Bo0) + w |3B10) + w? [3Ba20)) + - - - + a2 v0([3B00) + w [3B10)
+w? |3820)) 122) (I3Boo) + |3B10) + l3B20)) + - - - + a1 (|3B00) +
w [3B10) + w? [3B20)) 121) (|3Bo0) + w? 3Bro) + w [3B20)) + - +
a272(|3Boo) + w |3B10) + w” |3B20)) 120) (3600} + w |3B10)
-+ [320)) | (4.20)

Multiplicando termo a termo da equagdo (4.20), obteremos

) lsus) ) = 5 [a020 550} 100) (Isfio) +laro) +
|3820)) + @00 |3510) |00) (I3B00) + [3B10) + |3B20)) + 0o
|3B20) (|3Bo0) + [3B10) + |3820)) + - - - + o1 |3Bo0) [02) (I3 Boo)
+w? [3B10) + w [3B20)) + aom |aBro) 02) (|3Boo) + w? |3Br0) +
w [3B20)) + 071 [3B20) 102) (|3Bo0) + w? [3B10) + w [3B0)) + -+ +
a2 |3B00) [01) (|3B00) + w [3B10) + w? [3B20)) + @072 |3Br0)
101) (IsBoo) + w |3B10) + w? [3B20)) + A0V [3B20) [01) (I3800) +

 [URCG/BIBLIOTECATBC
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w |3B10) +w? [3B20)) + - - + @170 [3Bo0) [11) (|3Bo0) + [3B10) +
|3B20)) + c170w? [3Bro) [11) (I3Bo0) + |3B10) + [3B20)) + 10

w [3fB20) [11) (I3Boo) + [3B10) + |3820)) + - - - + a1m |3Bo0) |10)
(I3Bo0) + w? [3B10) + w |3B20)) + crmiw? |3Br0) |10) (|3Bo0) +

w’ |3ﬁm) + w|3f20)) + 1w |3ﬁ20) 10} (I3500) + w? |3B10) +

w |3B20)) + @172 |3Bo0) 112) (3Bo0) + w |3B10) + w? |3Be0)) +
ary2w’ [3B10) 112) (|3Bo0) + w |3B10) + w? |3B20)) + aryew

|3820) 112) (I3B00) + w |3B10) + w? |3B20)) + - - - + 20 |3Bo0) [22)
(13Boo) + [3810) + |3B20)) + a2Yow [3510) 122) (|3Bo0) + [3B810) +
|3B20)) + a2y0w® [3B20) 122) (|3Bo0) + |3B10) + |3B20)) + -+ +
271 13Bo00) 121) (|3Bo0) + w” [3Br0) + w |3Ba)) + aem

w |3B10) 121) (3Boo) + w? |3B10) + w |3B20)) + 21w |3B20)

121) (|sBoo) + w* [3B10) +w [sBao)) + - - - + 272 |3o0) [20) (|s/Boo)
+w [3B10) + w? |3B20)) + a2v2w [3B10) 120) (I3B00) + w |3B10) +
w? |3B20)) + azyaw® [3820) |20) (|3Boo) + w |3B10) + o |3620))] (4.21)

Escolhendo o caso mais simples onde M;, M,, M3 e M, sdo iguais a zero, e aplicando
a l6gica cldssica sobre os qudits conforme a equacio (4.15), temos

Lijj@0,j@0e[ol) @) =jje Gol) =]l (4.22)

Logo, M;, M}, M; e M} vdo ser iguais a zero, sendo assim, temos que o estado de saida |.S)
vai ser vai ser igual o estado de referéncia mostrado na equagéo (4.16), ou seja:

1351) = @070 |00) + o1 |02) + a2 |01) + ayyo [11) + arm |10) + a2 |12)
+Cl!2’70 |22) + 271 |21) + Xa7Y2 |20) (423)

Consideremos agora o caso em que M; = 0, My = 0, M3 = 1 e My = 0, temos que o estado
de saida é dado por

13S2) = a0 |00) + agmw? [02) + apyew [01) + aryo |11) + exmw®
110) 4 a1yew [12) + aayo [22) + asmiw? |21) + azyew [20) (4.24)

Considerando a légica classica sobre o qutrite, obtemos

(U] | ®0,j @06 [(el) @ o)) = [wIo] |j,1) e
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De acordo com o resultado acima temos que M; = 0, M} = 0, M} = 1 e M} = 0, logo o estado
de saida |3.5;) vai ser

3S2) = 00w [00) + agy1w’w®? |02) + ogypww©®Y
|01) + a1 70wV |11) + 01 11w?w™® |10 + 0 Yoww16?
112) 4 agyow20? [22) + agnw?w® |21) + apyww®9 [20)  (4.26)

Por fim podemos reescrever o estado de saida |35>) da seguinte maneira

[352) = a0Y0 |00) + a1 |02) + apy2 |01) + a1y |11) + @y [10) + aq e
|12) + Q27 |22) + (Y1 |21) + Q272 |20) (427)

que também € analogo ao estado de referéncia.

Escolhendo agora M; = 0, My = 0, M3 = 2 e My = 0, temos que o estado de saida vai
ser

|3S3) = pYo lOO) + Qg Y1Ww |02) + a072w2 ‘01) e 1% 111) + ayiw
|10) + o yew? |12) + agyp [22) + aemiw |21) + azyew? |20) (4.28)

A légica cléssica sobre o qutrite vai ser dado por
Wi j®0,j@08 (el @) = [wIe]*|j1) (4.29)

De acordo com a Iégica cléssica atuando no qutrite temos que M] = 0, M; =0, My = 2e
M} = 0, logo, podemos aplicar o resultado da equagdo (4.29) na expressao (4.30) e o estado de
saida vai ser agora dado por

|353) = 0Oo7Y [w(oeo)]? |00) + com1w [w(aez)]Z |02) + o2
W [w(crel)]2 01) + 170 [w(lel)]2 I11) 4+ oy
[{.d(leo)]2 |10) + aYaw? [w(lez)]z [12) + a0
[w®e?] 2 122) + azmiw[w@V)] %121) + agyew?
[w209)] ?|20) (4.30)

Por fim podemos reescrever o estado de saida |3.53) da seguinte maneira

|3S3> = oY% |OO) + a7 |02) + Qp7Y2 IOl) + 1% |11) + a1 llO) +
Q172 112) + a2 I22) + a1 |21) + a7y |20> (431)
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Observamos que os trés estados de saida |S;), |S,) e |S3) s@o iguais ao estado de refe-
réncia para o teleporte dos dois quitrites com a aplicagéo da porta 4G, quando utilizamos a
nossa légica cléssica para eliminagdo das portas ;G ., no entanto, aplicamos a l6gica para ndo
corrermos o risco de uma das portas falharem e termos confiabilidade nos dados obtidos.

4.6 Conclusoes

Neste capitulo foi construido a partir da idéia proposta por [2] um esquema para te-
leportacdo de estados quénticos arbitrarios no espaco de Hilbert de dimensdo-d, por meio de
uma légica cldssica segura construida passo a passo para podermos eliminar as portas quénticas
4G zor generalizadas para o esquema ndo correr nenhum risco da informagéo ser modificada se
uma dessas portas falhassem durante as suas respectivas agoes sobre os qudits. De bonus fize-
mos um exemplo do esquema teletransportando dois quitrites com a aplicacdo da 16gica classica
para tornarmos a nossa proposta confidvel.
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Consideracoes Finais

O principal objetivo da computagiio quantica tolerante a falhas € a realizagio de opera-
¢oes l6gicas usando portas quénticas que evitem a propagacio de erros entre os qubits fisicos.

A construgio de portas quénticas tolerantes a falhas usando o teleporte quéntico, oferece
um valioso recurso a computacio quantica, pois possibilita realizar experiéncias a sua imple-
mentacgio fisica.

Apresentamos um esquema utilizando o teleporte quintico com portas quanticas gene-
ralizadas 4G, tolerantes a falhas operacionais. Nosso esquema € uma adaptacio daquele apre-
sentado por Gottesman e Chwang [12], no espaco de Hilbert de qudits. Esse esquema permite a
construgéo tolerante  falhas de portas unitdrias (U) satisfazendo U € Cy, Cy = {UJUC,UT C
Cy_1}, sendo C) a representacdo do grupo de Pauli e () a representaciio do grupo de Clif-
ford. Verificamos que a porta 4G, Obdece (como é de se esperar) a relagio 4Gzor €4 Co,
4Cy = {UWUCLUT C €}, sendo 4C5 o grupo de Clifford em d-dimensional.

O esquema apresentado nesse trabatho pode ser utilizado para outras portas quinticas
universais reconhecidamente de dificil implementacdo [12], como por exemplo, a porta quéintica
Toffoli, a /8 e a a porta de fase controlada (S).
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APENDICE A

Nocoes de aritmética modular

Neste apéndice mostraremos algumas no¢des bésicas da aritmética modular, que é um
tema bastante explorado dentro da teoria moderna dos niimeros, cuja a aderéncia com esse
trabalho advém da ac@o das portas l6gicas quanticas generalizadas atuando sobre qudits de
dimensdes arbitririas.

A.1 Introducio

Introduzida pelo matemadtico Karl Friedrich Gauss, em seu seminal trabalho Disquisiti-
ones Arithmeticae de 1801, a aritmética modular [31,32] ndo apenas estd no centro da moderna
teoria dos niimeros como também possui muitas aplicagdes préticas em ciéncia da computagao.

O método aplicado ao desenvolvimento da generalizacdo das portas l6gicas quinticas
empregou alguns conceitos envolvendo aritmética modular, portanto, embora esteja fora do es-
copo deste trabalho fornecer uma ampla discussio sobre o tema serdo discutidas as propriedades
necessarias ao entendimento da abordagem aplicada.

O restante deste apéndice estd organizado da seguinte forma: A discussdo € iniciada na
Secdo A.2 com uma breve discusdo sobre a operagdo do médulo e apresentagio de exemplos.
Na sequéncia tem-se na Se¢do A.3 o tema central aritmética modular: a teoria das congruéncias.
Por fim, a sec@o A.4 apresenta as conclusoes.

A.2 Nogoes basicas

A aritmética modular mostra-se como uma importante ferramenta na solugio de muitos
problemas envolvendo niimeros inteiros, a idéia central consiste em substituir cada nimero
inteiro de um dado problema pelo resto de sua divisdo por um nimero fixo, por exemplo 7.
O mais proeminente beneficio direto dessa abordagem ¢ reduzir o conjunto infinito Z, sobre o
qual se trabalha, para Z, = {0,1,2,--- ,n — 1}, um conjunto finito de n elementos [33].

(URCGIBIBLIOTECAIBC
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Para a consolidacio da idéia pode-se tomar como exemplo o seguinte problema: Qual
dia da semana serd daqui a 1000 dias? Uma primeira escolha para essa soluciio pode ser contar,
a partir de hoje, os mil dias a frente e verificar em qual dia resultard. Por outro lado, pode-se
observar que os dias da semana formam um ciclo com sete elementos, assim, escrevendo o
nimero 1000 na forma

1000 = 142 x 7 + 6 (A.1)

perceber-se-4 que bastard buscar que dia da semana serd daqui a seis dias e se tera a resposta

para o problema colocado. Dada essa explicagio pode-se agora expressar uma defini¢do de
maneira mais formal como se segue.

Definicio A.1. Para a um inteiro positivo e n € Z, diz-se que a divisdo inteira de a por n
fornecera como resto

a mod n,

cujo valor estard entre 0 e n — 1.
Para ilustrar seguem alguns exemplos:

s 4dmod3=1,17mod3=2,38mod3 =2
* S5mod6=5,23mod6=5,5Tmod6=3
» 8mod11=818mod11=7,82mod11=5

* 49 mod 37 = 12, 392 mod 37 = 22, 4459 mod 37 = 19

A.3 Congruéncia modular

Dentre algumas denominagdes encontradas para a aritmética modular talvez a mais ade-
rente 4 sua prrépria natureza seja a de aritmética dos restos', pois como jd pode ser percebido a
partir da Definigdo A.| ela estd intimamente relacionada com a operagao de divisdo. Dessa ma-
neira, serd enunciado o teorema’ da divisdo que serd ttil a discussdo desenvolvida no decosrer

desta se¢do.

Teorema A.l. Se a e b sdio nidmeros inteiros com b > 0 entfo existe um tnico par de intei-

ros q e r tais que

a=gb+r com 0<r <bh

INgsse contexto o termo significa o resto de uma divisao em Z.
2A demonstragio niio serd reproduzida aqui, mas uma versio diditica pode ser encontrada em [34]
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Uma vez apresentada a definigdo sobre a operagdo de médulo e revisto o teorema da
divisdo pode-se partir para o tema central da aritmética modular, a teoria das congruéncias de-
finida a seguir. '

Defini¢do A.2. Tomando n como um mimero inteiro fixo, diz-se que dois inteiros a € b sdo
congruentes médulo n, denotado por

a = b (mod n),

se n divide a diferenga a — b, ou seja, @ — b = kn para algum inteiro k.

Logo, para n um inteiro positivo € a, b € Z, tem-se que a € congruente a b médulo n se
n|{a — b), ou seja, se n divide (a — b). Por outro lado, se n # (a — b) dizemos que a e b ndo sdo
congruentes médulo n, denotado por @ # b (mod n). Assim, fixando n = 4 seriam exemplos
de congruéncias:

6=214=23=7,21=1,16=0 (A.2)

Colocando na forma de teorema tal qual proposto em [31] tem-se:

Teorema A.l. Para inteiros arbitririos ¢ e b, ¢ = b (mod n) se e somente se ¢ € b levam
a0 mesmo resto ndo negativo quando divididos por 7.

Demonstragdo. Primeiro, toma-se a = b (mod n), entdo se tem que ¢ = b + kn para al-
gum inteiro k. A divisdo por n deixard um certo restor 1 b = gn+r,onde 0 < v < 7.
Portanto,

a=b+kn=(gn+r)+kn=_g+kn+r,

o que indica que a tem o mesmo resto que b.

Por tltimo, finalizando essa breve discussdo sobre aritmética modular, na sequéncia €
apresentado um conjunto de propriedades importante & manipulagdo dos conceitos apresenta-
dos. Eassumido um n fixo, portanto para reduzir a notagio serd omitido o ” (mod n)”.

l.a=a

2. Sea=b,entdo b = a.

3. Sea=beb=c,entioa = c.

4. Sea=bec=d,entioa+c=b+deac=bd.

5.8a=bentioa+c=b+c




6. (—z)=N-—-z

7. Se a = b, entdo a* = b* para todo k inteiro positivo.

A4 Conclusao

Neste apéndice foram apresentados alguns conceitos sobre a aritmética modular. No
centro da moderna teoria dos niimeros sua aderéncia com o trabalho advém da agdo das portas
l6gicas generalizadas atuando sobre qudits de dimensdo arbitraria. Foram portanto revisadas as
definigdes sobre a operagido médulo, posteriormente entrando na teoria das congruéncias. Para
finalizar foi apresentada algumas propriedades tteis para resolugio de problemas envolvendo
aritmética modular.



APENDICE B

Breve Introducio a Algebra e Notacao da
Mecanica Quantica

Mostraremos nesse apéndice uma breve discurssio sobre a algebra e notagio da Meci-
nica Quéntica, fazendo uma breve introdugdo sobre estados quanticos, espago de Hilbert (H) e
por fim sobre sistemas compostos como pode ser visto nas se¢des 3.2, 3.2 e 3.3 respectivamente.

B.1 Estados

Duas das nocdes mais importantes nas teorias fisicas sdo as de estado e a de grandeza,
quantidade ou magnitude fisica. De um modo geral, estados sio caracterizagdes basicas dos
obijetos fisicos tratados pela teoria. As grandezas fisicas sdo as propriedades mensurdveis desses
objetos. Um estado de um sistema classico (governado pela mecénica cléssica) € caracterizado
por valores bem definidos das grandezas fisicas mensurdveis. Posi¢dio, velocidade, energia,
todas t8m valores bem definidos a todo instante. Determinar o ¢stado de um sistema quintico
corresponde a especificar probabilidades de encontrar determinados valores para as grandezas
fisicas mensurdveis. Existe uma incerteza intrinseca ao sistema,e e ssa incerteza ¢ descrita
matematicamente como uma superposicdo coerente de estados distintos. Essa superposicido
corresponderia, grosso modo, ao sistema estar, a0 mesmo tempo, em vérios estados cldssicos
diferentes, onde o estado classico de uma particula € representado matematicamente por um
ponto no espago de fases, formado pelas componentes da posi¢io e da velocidade da particula.
Na mecénica quéntica, o estado de uma particula € representado matematicamente por um vetor
num espago vetorial complexo, chamado espago de Hilbert [35].

B.2 Espaco de Hilbert

Para entendermos um pouco da mecénica quéntica necessdria para a computagio quén-

tica e informagdo quéntica, precisamos ter uma compreensao minuciosa de alguns conceitos
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bésicos da algebra linear. Logo, apresentaremos os elementos basicos da algebra linear para se
ter uma methor compreensdo dos conceitos fundamentais da computagio quéntica e informagio
quéntica. Sabemos que a Algebra Linear estuda operagdes lineares em espacos vetoriais, mas
na Mecénica Quantica o espago vetorial utilizado é o famoso espago de Hilbert (#) ou espago
veorial complexo C” e linear. Complexo, porque as componentes de um vetor de estado tem
valores complexos e linear, porque a soma dos vetores e a multiplicagiio de vetores por niimeros
produzem vetores no mesmo espago.

Espagos de Hilbert sdo uma classe especial de espacos normados ou espagos de Banach,
mas historicamente os espagos de Hilbert surgiram primeiro. Toda a teoria destes espagos foram
criados pelo matemdtico alemao David Hilbert por volta de 1912, onde os elementos abstratos
do espaco de Hilbert sdo denominados de vetores [36]. Esse espago vetorial é dotado de um
produto interno, ou seja, no¢des de distdncia e angulos e obdece a relagdo de completude,
garantindo que os limites existem quando esperados, o que permite e facilita diversas defini¢Ges
de andlise. Logo na mecénica quéntica bm sistema fisico é descrito por um espago de Hilbert
complexo que contém os vetores de estado, que contém todas as informagdes do sistema.

Observemos algumas propriedades fundamentais que constituem o espago de Hilbert
[35], sao elas:

1* propriedade : E um espago vetorial sobre mimeros complexos C, os vetores sdo
denotados por {¢), conhecido como notagio ket de Dirac.

2° propriedade : H é um conjunto de objetos chamados vetores, com uma operagio de
soma de vetores definida de tal forma que:

i) se dois vetores | f) , |g) € H , entdo a soma | f} + |g) também é um vetor de H;

ii) a soma é comutativa e associativa: {f) + |g) = |g) + |fy e (/) + |g)) + |h) =
1)+ (l9) + 1h));

iii) existe em H um vetor chamado nulo, talque | f) +-0=|f) YV |f) e H;

iv) Definida também uma operagio de produto por escalar sendo que o e J pertencem
ao conjunto dos complexos, e | f) € |g) sdo elementos de # , logo:

aalfleH

b) (af) |f) = a(B11))

O (a+B)1f) = alf) +B11)

d) o(|f) + |9)) = alf) + alg)

e 1{f) =15

3° propriedade : O espaco de Hilbert # tem um produto interno que € uma funcdo que
tem como entrada dois vetores e que produz na saida um niimero complexo (escalar). O produto
interno pode ser escrito pela notagdo alternativa (| f},|g)) ou na notago padrio da mecanica
quéntica como {f] g) que mapeia um par ordenado de vetores para C, definidos por

Sejam | f) e |g) € H, temos:

D (1) ,19) = g}, 1f))* ou {flg) = (gl F)";

i) (1) ,19) + 1) = (1), 1)) + (1f) . |} ou {f| (g} + [R})) = (flg) + (F] B};
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iii) (/) alg)) = a{lf) ,|g}) ou {flalg) = a (f] g);

iv) (|} 19)) = o*(|1} . 19))

VA1) Z0,e(f).1f)) =00u(f|f) >0e(f|f) =0seesomentese|f) =0
{vetor nulo).

A existéncia do produto interno em H dota o espago de uma nogdo natural de distincia.
Diz-se entdo que #H € um espago métrico. Definimos a norma de um vetor de # por || |f) || =
(fFLOYV2.

Dados dois vetores x € y em um Espaco de Hilbert H, diz-se que sfio ortogonais se seu
produto interno € zero, ou seja,

(zly) = 0= |z) L]y)

Uma base de H € o menor subconjunto {|e;),{es) ..., |en}} de H que varre o espago

todo, ou seja, qualquer vetor de H pode ser escrito como uma combinagio linear dos vetores
deste conjunto:

N
¥} = Zai les) (B.1)
i=1

Onde dizemos que N ¢ a dimensdo de H. Se este conjunto for ortonormal, dizemos que ele €

uma base ortonormal de H. Bases ortonormais s30 muito convenientes para expressar vetores
de H.

B.3 Sistemas Compostos

Suponha que estejamos interessados em dois sistema quéinticos A e B descritos por
estados nos espagos de Hilbert H 4 e Hp, respectivamente. Sendo assim, o espago de Hilbert
do sistema composto (A + B} é dado pelo produto tensorial dos espagos H 4 € Hg, ou seja:

H=HEAE) = Y, @ Hg (B.2)

Onde seus estados atuam no espago de Hilbert H. Logo,o produto tensorial é uma forma de
juntar os espagos vetoriais maiores, sendo essa tecnica importante na mecénica quantica para
sistemas com rnuitas particulas.

Consideremos |11} e [¢2) estados puros (Um ensemble que pode ser descrito por um
tinico vetor de estado |1}, se diz que estd num estado puro) do sistema A, € [¢1) e |¢2) estados
puros do sistema B, logo:

[ = al) & |61) + Blen) @ |é1), lef® +181° =1 (B.3)
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Que ¢ um estado do sistema composto de ‘A + B, ndo sendo ainda o estado mais geral. De
forma genérica, vamos considerar {[e;)}, com i = 1,...,m sendo a base de H 4 e {|f;)}, com j
= 1,...,n sendo a base de H s, entdo cada vetor (estado puro) em H pode ser escrito da seguinte
maneira:

) =3 esles) ®153) B.4)

para alguns coeficientes complexos ¢;;. Notoriamente a mecénica quéntica admite mais estados
para um sistema composto do que a mecanica cldssica. De fato, no caso classico, se os estados
dos subsistemas A e B sdo descritos por conjuntos de coordenadas J:E,A) e 2%, entdio o estado do
sistema composto estd caracterizado por o conjunto de coordenadas {xff‘), & } Isto significa
que o espago do sisterna composto tem uma estrutura de produto cartesiano dos espagos dos
subsistemas, distinta daquela de produto tensorial no caso quéntico. Os estados produto da

forma:

) ® [¢) .16} € Hg (B.5)

sdo chamados de separdveis; todos os outros estados, ou seja, aqueles que ndo podem ser es-
critos como um produto tensorial simples (por exemplo, de dois estados) sdo chamados de
emaranhados.

B.4 Conclusiao

Neste apéndice foram mostrados resumidamente alguns conceitos de estados quinticos,
espago de Hilbert e suas respectivas propriedades, e por Gltimo, um pouco do conceito de siste-

mas compostos.



