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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento de particulas quanticas livres nao-
relativisticas e relativisticas no espaco-tempo gerados por um monopolo global com constante
cosmoldgica. Encontrmos os espectros de energia para esse sistema na presenca desde defeitos
topdlogicos e mostramos como eles diferem dos correspondentes ao espaco-tempo plano e
fazemos estimativas quantitativas para dois niveis adjacentes. Observamos que ha uma

discretizacao dos niveis de energia de natureza puramente topoldgica.



ABSTRACT

In this work we studied the behavior of non-relativistic and relativistic free quantum
particles in the space-time generated by a global monopole with cosmological constant. We
found the energy spectra for that system in the presence of this topological defect and showed
as they differ from the corresponding to the flat space-time and we quantitative estimates for
two adjacent levels. We observed that there is a discretization of the energy levels of a purely

topological.
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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento de particulas qudnticas livres nao-relativisticas
e relativisticas no espago-tempo gerados por um monopolo global com constante cosmoldgica.

Encontramos os espectros de energia para esse sistema na presenga deste defeito topoldgico
e mostramos como eles diferem dos correspondentes ao espago-tempo plano e fazemos esti-
mativas quantitativas para dois niveis adjascentes. Observamos que hd uma discretiza¢do dos

niveis de energia de natureza puramente topoldgica.
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Introducao

Tem sido de grande interesse o estudo de sistemas quénticos interagindo com o
campo gravitacional desde os anos vinte do século passado[l], quando a generalizagao
das equagoes de Schrodinger e Dirac para espaco curvo foi discutida, motivada pela idéia
de se construir uma teoria que combinasse fisica quantica e relatividade geral, na busca
de uma possivel teoria da gravitacao quantica.

Tanto os niveis de energia quanto as diferencas desses niveis em um dtomo colocado
em um campo gravitacional sao modificados pela sua interacao com a curvatura quando
colocado em uma regidao do espago-tempo curvo[2]. Assim eles sao distinguiveis dos
deslocamentos causados pelo efeito Doppler e também pelo desvio para o vermelho
gravitacional. Nestes casos, os deslocamentos nos espectros sao os mesmos para todas
as linhas espectrais. Na realidade, ja foi mostrado que na geometria de Schwarzschild,
os deslocamentos dos niveis de energia devido a efeitos gravitacionais sao diferentes
dos produzidos pelos efeitos Stark e Zeeman, e entao, em principio, é possivel distinguir
entre os deslocamentos nos niveis de energia causados por perturbagoes eletromagnéticas
e gravitacionais[2]. Podemos, entdo, dizer que, o espectro de energia contém informagoes
precisas sobre as caracteristicas locais do espaco-tempo, no qual o sistema atdémico se
encontra localizado, que podem ser separadas daquelas associadas as outras causas.

Detectar estas mudancas nos niveis de energia sob a influéncia de um campo
gravitacional é de considerdvel interesse tanto do ponto de vista tedrico quanto
observacional. No primeiro caso, com vistas & construcao de uma teoria que combine
mecanica quantica e relatividade geral, e no segundo, para se ter a ordem de grandeza

da intensidade do campo gravitacional em uma dada regiao.
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A primeira experiéncia que comprovou a influéncia do campo gravitacional sobre
um sistema quéntico, foi feita por Colella et al.[3] através da medida da diferenca de
fase quantica de dois feixes de néutrons. Outro efeito gravitacional que aparece em
consequéncia da interferéncia quéantica devido a um campo gravitacional é o fenémeno
da oscilagao de neutrino|4].

A teoria geral da relatividade, como uma teoria métrica, prediz que a gravitacao é
manifestada através da curvatura do espaco-tempo. Esta curvatura é caracterizada pelo
tensor de Riemann Rj_ ;. Por outro lado, sabemos que hd conexées entre as propriedades
topoldgicas do espacgo e as leis fisicas locais, de tal modo que a geometria intrinseca
do espago nao é suficiente para descrever completamente a fisica de um determinado
sistema. Assim, também é importante investigar o papel exercido pela topologia nao-
trivial, por exemplo, sobre um sistema quéntico. Como exemplos destas investigacoes
sobre o papel da topologia, podemos mencionar o cédlculo da amplitude de espalhamento
no contexto da mecanica quantica no cone[5| e a interacao de um sistema quantico com
uma singularidade conica[6]. Essas investiga¢oes mostram que, a agdo de um campo
gravitacional nao estd exclusivamente associada ao efeito da curvatura local, pois, a
topologia também tem sua relevancia.

Entao, para se determinar o espectro de energia de um atomo na presenca de um
campo gravitacional é necessdrio levar em conta a estrutura geométrica e os aspectos
da topologia que caracterizam o espaco-tempo considerado. Podemos, entao, afirmar
que a fisica que descreve a interagao de sistemas quanticos com campos gravitacionais é
determinada tanto pela curvatura quanto pela topologia dos espacos-tempos associados
a estes campos.

Os monopdlos globais(8] sao defeitos topoldgicos exéticos[9], cujos espagos-tempos
possuem propriedades particulares e bastante peculiares. Até o momento nao ha
nenhuma evidéncia observacional que comprovem a existéncia destes objetos, no entanto,
a riqueza das novas idéias que os estudos acerca dessas estruturas trazem para a

relatividade geral, justificam plenamente o grande interesse no estudo desses defeitos
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topolégicos nos seus varios aspectos, e na sua influéncia sobre os sistemas fisicos de um
modo geral, em particular, em sistemas quéanticos, considerando a constante cosmolégica,
0s quais sao tratados nesta dissertacao.

Em 1929, o astronomo Edwin Powell Hubble, com a utilizacao de um telescépio que
possibilitava visualizar estrelas de forma individual, observara que as linhas espectrais
das galdxias sofriam um deslocamento para o vermelho. Ao medir as distancias entre as
galdxias ele percebera que a velocidade de afastamento era proporcional & sua distancia,
ou seja, quanto mais distante a galdxia se encontrasse, maior a velocidade com a qual se
afastaria. Isto mostrava, portanto, que o Universo, diferentemente do que se imaginava,
encontrava-se em processo de expansao, o que fez com que Einstein renegasse a constante
cosmoldgica declarando que aquele teria sido o pior erro de sua vida. Em 1998, uma vez
mais, a cosmologia adentrava nova fase com um avango significativo através de dados
observacionais advindos de supernovas do tipo Ia, em altos redshifts. Os dois maiores
programas da época, o Supernova Cosmology Project e o High-z Supernova Search, de
maneira independente, e usando as SN Ia como velas-padrao, chegaram a uma mesma
conclusao. Ambos observaram, de fato, que as SN Ia, eram menos brilhantes do que
previam os modelos de Universos nao-acelerados. Este era um forte indicio de que a
cosmologia deveria reaver os modelos para os quais o Universo estivesse expandindo de
forma nao acelerada.

A indicacao de um Universo com este cendrio implicava nova descrigao para seu
contetido material. Muitos pesquisadores recuperaram a constante cosmoldgica de
Einstein, no intuito de produzir circunstancias favordaveis a expansao. Esta nova
componente, denominada energia escura, seria responsével por fazer o Universo acelerar
e representaria uma enorme quantidade na fracao da densidade de energia césmica.
Modelos contendo este fluido exdtico se tornaram crescentes por estarem em acordo, em
muitos sentidos, com os dados observacionais. Em geral, denominados de modelos de
energia escura, buscam descrever o Universo utilizando um fluido com pressao negativa

que seria responsavel pelo efeito desta expansao acelerada.



Introducao 6

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No primeiro capitulo faremos
uma breve revisao sobre relatividade geral e mecénica quéntica nao-relativistica e
relativistica em espacos curvos. No segundo capitulo, abordaremos o monopdlo global
com constante cosmolégica, encontramos a métrica correspondente, sob condigoes
do tensor energia-momento devido ao campo do monopdlo global fora do micleo,
onde consideramos as equagoes de Einstein com constante cosmolégica. No terceiro
capitulo, abordaremos um sistema quantico livre (potencial nulo) nao-relativistico e
outro relativistico no espago-tempo do monopdélo global com constante cosmolégica. E
por fim, apresentaremos conclusoes e perspectivas referentes aos resultados apresentados

nesta dissertacao.



Capitulo 1

Mecanica quantica no espaco curvo

1.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma breve revisao da teoria da relatividade geral e da
generalizacao da mecanica quantica (nao-relativistica e relativistica) para espagos-tempo
curvos.

A generalizacdo da mecanica quéntica para o espago curvo é desejavel sob vdrios
pontos de vista, quais sejam:

Primeiramente, esta generalizacao ¢é indispensdvel se quisermos estudar e
compreender o interessante problema relativo a relevancia dos efeitos quéanticos
associados a campos gravitacionais externos!, como, por exemplo, em processos
astrofisicos envolvendo as alteracoes das linhas espectrais dos dtomos e possivelmente,
em experimentos para deteccao de ondas gravitacionais.

Em segundo lugar, esta generalizacao também é importante pela possibilidade que
ela apresenta no sentido de termos um melhor entendimento da estrutura da mecanica
quantica do ponto de vista geométrico e topoldgico.

E importante chamar a atencdo para o fato de que a generalizacio da mecanica
quantica de modo a incorporar a relatividade geral nao apresenta elementos conflitantes,
pois, a natureza global da mecéanica quéantica contida na sua descricao no espaco de

Hilbert é compativel com o cardter local da descricao geométrica da relatividade geral,

'No caso em que o campo gravitacional é suficientemente forte de modo que o processo de criacio
de particulas torna-se importante, devemos considerar a teoria quantica de campos.
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que por sua vez incorpora também aspectos globais.

1.2 Relatividade geral

O principio da teoria da relatividade especial afirma que as leis fisicas sao as mesmas
em quaisquer referenciais inerciais. A idéia é que se considerarmos uma transformacao
de coordenadas entre dois referéncias inerciais, entao, as leis fisicas sao invariantes, ou
mais precisamente, covariantes, sob essa transformacao.

O ponto de partida da relatividade geral[12] é considerar essa afirmativa de uma
forma mais ampla, de modo que ela seja vilida para quaisquer transformacoes de
coordenadas entre dois referenciais.

A seguir, vamos apresentar uma deducao breve das equacbes de Einstein da
relatividade geral, que sao as equagoes do campo gravitacional, cujas solugoes
correspondentes & corda césmica, ao monopdlo global, ao cilindro com rotacao, & corrente
de matéria e a corda césmica com rotagao, que serao usadas nesta dissertagao.

Contrariamente as equacoes matemadticas, as da fisica, equagoes de movimento, nao
sao deduzidas de maneira formal. Devemos, portanto, fazer algumas hipéteses sobre
o tipo de equacoes que desejamos obter. Estas hipoteses sao baseadas em principios
fisicos.

As equagoes assim obtidas sao confrontadas e testadas com os resultados
experimentais. Se elas estiverem erradas, abandonaremos as hipéteses feitas e
consideraremos outras. E seguindo esse procedimento, adotando um certo conjunto
de hipdteses, que chegamos as equacoes da teoria da relatividade geral de Einstein.

Para deduzir as equacoes do campo gravitacional, vamos escolher algumas hipéteses,
que sao elencados a seguir:

(i) A gravitagdo é descrita por uma meétrica de Lorentz, g, sobre uma dada
variedade.

(77) As equagOes de movimento para g, devem depender somente de conteido do
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tensor energia-momento de todos os campos de matéria.

(7ii) As equagoes de movimento devem ser covariantes gerais (isto ¢, covariantes sob
transformagoes de coordenadas gerais), e devem ser equagoes tensoriais.

(iv) O tensor energia-momento T é tal que V,T"" = 0, ou seja, o conteddo de
energia-momento dos campos de matéria deve ser conservado localmente.

(v) A matéria deve ter comportamento causal, isto é, a matéria nunca viaja com
velocidade superior a da luz- todos os sinais estao dentro ou sobre o cone de luz.

(vi) A gravitagdo de Newton deve reaparecer no limite de campos fracos.

(vii) As equagoes devem ser, no maximo, de segunda ordem nas derivadas.

Se nao impusermos esta ultima condicao, teremos infinitas escolhas das equagoes.
Por outro lado, derivadas de ordens superiores a dois implicam na necessidade de outras
condicoes iniciais além da posicao e velocidade, para determinar a evolugao do sistema
de campos, e isto é, em geral, nao desejdvel.

Além das condigoes (i) - (vii), podemos adicionar uma outra, (viii) que diz "As
equacoes de campo devem ser derivdaveis de um principio de minima acao, na forma
covariante geral”.

Se levarmos em conta as condicoes (i) - (vii), teremos basicamente uma opgao, como

veremos a seguir. O tensor energia-momento é conservado, entao
o —
Vv, T" = 0. (1.1)

Se T* aparece no lado direito das equagoes de Einstein, que quantidade geométrica
pode ser colocada no lado esquerdo da equacao? Ela deve ser covariante, conter, no
méximo, a derivada de segunda ordem da métrica e ter divergéncia nula. Entao, a tinica
possibilidade é

(G + Agu) = aT, (1.2)

onde G, = R, — %Rguy e A e a sao constantes que serao determinadas.
O lado esquerdo da equac@o (1.2) possui divergéncia nula pois, V¥G,, = 0 e,

portanto, V*g,,, = 0. Para ver que V*G,, = 0, vamos lembrar a identidade de Bianchi,

9
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que é dada por

ViR, =0,

ou seja

gu>\ (V)\Rpauu + VUR)\p,ul/ + vaJ)\uu)

Il
o

V”Ruypa' + vapr + VpRO'V = 07

VR = 2V, Rop. (1.3)
Contraindo (1.3) com ¢*?, temos,
u 1
V¥R, = EVPR' (1.4)
Agora, apliquemos V* a G,

1
viG, = V¥ (RW - §Rgu,,> ,

1 1
= §VVR — §V1,R =0,

e portanto, G, possui divergéncia nula.
Para que os termos da equagdo (1.2) possuam a dimensao correta, A deve ter
a dimensao de (comprimento)™ (L7%). Como 7T}, possui dimensio ML*T2L~3
(energia-momento por unidade de volume), entao “a” deve ter dimensao M 'L~1T2.
"on

As constantes disponiveis para a determinacao da constante "a” sao G, constante

gravitacional de Newton, e ¢, a velocidade da luz, que possuem dimensoes M 1 L3772

" n
a

e LT, respectivamente. Entao, deve ser dada por
kG
a = ?,

onde k € uma constante adimensional. O fato de que a forga gravitacional é independente
da natureza da fonte do campo significa que k£ deve ser uma constante universal que é
dada por k£ = 87. Este resultado é obtido impondo-se que no limite de campo fraco, a

teoria da relatividade geral se reduza a teoria da gravitagao de Newton.

10
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A constante A é chamada constante cosmoldgica - é um parametro da teoria e deve

" n
a

ser medido. Assim, usando a expressao para e retornando a equacao (1.2), podemos
escrever
1 8rG
RNV — éRg/“’ + Agl“’ = 7Tw/' (15)

A equacdo acima é conhecida como equacao de Einstein (em unidades egs.) com
constante cosmolégica. Note que T}, é o conteido material (matéria/energia) e a fonte
da geometria e topologia (campo gravitacional).

A expressao (1.5) representa as equagoes de campo da gravitagdo. Além de elegante,
esta relagao entre a geometria do espago-tempo e a distribuicao de matéria sugeria certa
simplicidade de interpretacao. Apesar disto, esta teoria somente foi aceita pela grande
maioria dos cientistas da época depois de comprovado o desvio sofrido pela luz devido
ao campo gravitacional do Sol durante o eclipse solar de 1919. Einstein havia previsto
matematicamente 1,7” de graus para o desvio da luz de uma estrela que passava perto
do Sol.

Obviamente, muitos daqueles cientistas insistiam em refutar tal comprovagao,
alegando que a precisao dos instrumentos daquela época estava no limite da medida.
Atualmente, a validade da teoria nesse ambito nao é mais questionada e as medidas
podem ser feitas sem a necessidade de eclipses?e com alto grau de precisdao. Outras
previsoes da relatividade geral, como o efeito das lentes gravitacionais®, fazem da teoria
uma proposicao que descreve tao bem a realidade para grandes escalas que fica dificil a
contestacao.

Pouco depois de formular sua teoria da gravitacao, Einstein voltou sua atencao para
a cosmologia, aplicando suas equagoes com o intuito de descrever o Universo conforme
seus conceitos. O termo cosmoldgico -"Ag,,", que foi adicionado ao lado esquerdo da

equacao (1.5), relacionando-o & geometria, segundo Einstein, garantiria um Universo

2Por exemplo, medidas feitas por meio do desvio da luz de quasares, objetos que emitem grande
quantidade de radiacao na faixa de ondas de rddio, dispensam o acontecimento de eclipses.

30 efeito de lentes gravitacionais é responsével por produzir miltiplas imagens, por exemplo, de um
mesmo quasar distante, quando esse se encontra atrds de uma galdxia relativamente préxima da Terra.

11
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estatico.

Com isto, Einstein acreditava que as novas equagoes, nao mais admitindo o espaco
plano como solucao, estariam em acordo com sua proposta de Universo estdtico.
Todavia, para a surpresa de Einstein, as observagoes mostraram um Universo dindmico
e o termo cosmolégico se apresentou dispensdvel. Ademais, Willem de Sitter ja havia
mostrado que existia uma solucao de vdcuo para as equagoes, com espago-tempo curvo,
mesmo mantendo o termo da Constante Cosmoldgica. De Sitter, portanto, obtivera
o primeiro modelo cosmoldgico[13] para um Universo em expansdo. Posteriormente,
Friedmann obteve solugdes [14]-[15] para um Universo em expansao dominado por
matéria e na auséncia da constante cosmolégica. As contribuicoes de Friedmann
e Lemaitre foram fundamentais para a obtencao do modelo cosmolégico que seria
considerado como padrao. Além do mais, com a descoberta de Hubble da relacao
distancia-redshift[16]. Até que em 1998, uma vez mais, a cosmologia adentrava em
uma nova fase com um avanco significativo através de dados observacionais advindos
de supernovas do tipo Ia em altos redshifts. Os dois maiores programas da época, o
Supernova Cosmology Project e o High-z Supernova Search, de maneira independente,
e usando as SN Ia como velas-padrao, chegaram a uma mesma conclusao. Ambos
observaram, de fato, que as SN Ia eram menos brilhantes do que previam os modelos
de Universos nao-acelerados. Este era um forte indicio de que a cosmologia deveria
reaver os modelos para os quais o Universo estivesse expandindo de forma acelerada.
Esses dados observacionais nos leva a pensar numa constante cosmolégica nao nula,
porém agora, ela possue uma interpretagao diferente da proposta por Einstein, pois, no
contexto atual, esse constante tem que dar conta da expansao acelerada observada hoje
no universo.

No vdcuo, para A = 0, temos T}, = 0 e portanto 7" = T = 0. Neste caso, as

equacoes de Einstein ficam simplesmente

Ry, = 0. (1.6)

12
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Na obtengao da equagao (1.6) usamos o fato® de que R = —S’CT—4GT5. No caso em que
A # 0, a equacao (1.6) fica
R, =Agu. (1.7)

Observe que a constante cosmolégica possui a interpretacao fisica de energia do vdcuo ou
energia do ponto zero, ou seja, ¢ uma simples constante aditiva na densidade de energia.
Em qualquer outra teoria da fisica, a energia do ponto zero é completamente irrelevante
para a dindmica, mas no caso da gravitacao é diferente e a dinAmica é sensivel a presenca
de A.

O termo Ag,,, foi introduzido por Einstein por razoes cosmoldgicas, e por esta razao,

A é chamada constante cosmoldégica.

1.3 Mecanica quantica na presenca de campos
gravitacionais

O principio da covariancia afirma que uma dada equacao fisica é vélida na presenca
de um campo gravitacional se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

(1) A equagao é vélida na auséncia de campo gravitacional, quando o tensor métrico,
Guv, € igual ao tensor métrico do espago de Minkowski® 7,,, e a conexdo afim I, é
identicamente nula.

(17) A equacao é covariante, isto é, ela preserva a forma sob uma transformagao geral

de coordenadas.

1.3.1 Equacgao de Schrodinger

Uma caracterfstica importante que deve ser levada em conta quando a mecanica

quantica nao-relativistica é generalizada para o A&mbito da relatividade geral, é o fato de o

4 1 _ 8nG
R, — 1Rg,, = 88T,
3 1 8nG
9" Ry — LRg g, = S8 g T,
_ 81G
R—2R=37CTN

_ 87G
R=- T[j.

4
C
®Usaremos os indices latinos quando estivermos considerando o espaco plano e também para designar
a parte espacial no caso de espagos curvos. Os indices gregos serdao usados no caso de espagos curvos.

13



1.3.2 Equagao de Klein-Gordon 14

continuo espago-tempo ter que ser separado em espaco e tempo. Nesta secao, nao vamos
levar em conta nenhum rigor para procedermos & generalizacao da mecénica quéintica
nao-relativistica para o espago-tempo curvo. O nosso procedimento serd, simplesmente,
admitir que neste contexto a equagao de Schrodinger ¢ dada por[7]

o, h?
Zﬁa—zf = —Zv%Bw + V(r), (1.8)

onde o operador covariante de Laplace-Beltrami é dado por V% B = g’%@- (gij @aj),
comi,j=1,2,3; e g =det(g;;) é€ o determinante do tensor métrico g¢;;; ;1 é a massa da
particula e V'(r) é um potencial externo.

A deducao da equacao de Schrodinger poderia ser feita através da quantizacao de um
sistema cldssico, cuja Lagrangiana é dada por %QQ —V (q), e assim, chegar a Hamiltoniana
contida na equagao (1.8). A equagao assim obtida seria confrontada com a experiéncia,
com a finalidade de confirmar, desta forma, a generalizacao da mecénica quantica nao-

relativistica sob a influéncia de campos gravitacionais.

1.3.2 Equacgao de Klein-Gordon

O quadrivetor energia-momento é dado por

= (L) en=(-0). (19)

Assim, o invariante p*p, é dado por

E2
pe-Z i B e, (1.10)

Podemos, portanto, escrever a equagao que descreve o comportamento de particula com

spin-0, obtida a partir do invariante p?, através da substituicao de £ e p pelos operadores

ih 0
E —= 1.11
7 — —ihV. (1.12)

Estas substituicoes nos levam & equacao

{D - (%)2} U =0, (1.13)

14



1.3.2 Equagao de Klein-Gordon 15

onde u é a massa da particula. A equagdo (1.13) é a equagao de Klein-Gordon e o
) -2

operador O = n%9,0, = —% + V& conhecido como operador d’Alembertiano, onde

n® (ver A.4) é o tensor métrico do espaco de Minkowski. A equagao (1.13) pode ser

escrita também na forma

[n“baaab - (%)2} U= 0. (1.14)

A generalizagao ¢bvia para o espago curvo, obtida a partir da equagao (1.14), é feita
pela substitui¢ao de 7’ por g" e da derivada parcial 9, pela derivada covariante V,,
onde V,V# = 9,V? +T% V". Dessa forma, a equagao de Klein-Gordon para o espago

curvo pode ser escrita como
[ LN, — (“C) } v =0, (1.15)

Podemos escrever a equagao dada por (1.15), por um procedimento equivalente
ao considerado anteriormente, e que consiste na covariantizagao do operador

d’Alembertiano, que é dado, neste caso, pela seguinte expressao

O0=——0,(V—-99"0,), (1.16)

EH

onde g é o determinante’® de g,,. Portanto, a equagio de Kein-Gordon no espago curvo

também pode ser escrita na forma

\/— O (V=99""0y) — (l;:) ] VU (z) = 0. (1.17)

No caso em que queremos acoplar uma interacao escalar (potencial escalar V' (r)) a
equagao (1.17), devemos fazer a substitui¢ao p?c* — p?c®* +V (r).
No caso da presenca de um campo de gauge, é acrescentado a equagao de Klein-

Gordon um potencial de gauge externo de A*, e a mesma é escrita na forma

A+ ie
[H—ze\/_(a — ) QaﬂA“

e
2 a1, + — 2A“A - ( h) ]\If(x) ~0. (1.18)

6A massa p da particula que aparece na equagio (1.13) ndo tem nada a ver com o fndice u que
aparece nos operadores.

15



1.3.2 Equagao de Klein-Gordon 16

Esta equagao descreve a interagao de uma particula de spin zero, tratada do ponto
de vista quantico, com os campos eletromagnéticos e gravitacionais, que sao tratados

classicamente.

Nesta dissertacao, vamos considerar a constante gravitacional de Newton, G, c e h

iguais a unidade.

16



Capitulo 2

Monopodlo global com Constante
Cosmologica

2.1 Introducao

Segundo o mecanismo de Kibble, diferentes tipos de objetos topoldgicos podem
ter sido criados por transigoes de fase que ocorreram no Universo primitivo[17]. No
cendrio cosmoldgico, os defeitos topolégicos se originaram ao processo de formacao de
estrutura[18], quando considerados na presenca de um cenério com inflagdo. A recente
descoberta de uma assinatura nao-Gaussiana da radiacao césmica de fundo propoe
que os defeitos se formaram em algum momento durante a evolucao do Universo[19).
Estes defeitos incluem paredes de dominio, cordas césmicas e monopdlos. Dentre
esses, as cordas cosmicas e monopodlos parecem ser os melhores candidatos a serem
observados. Um monopdlo global é um objeto pesado formado na fase de transicao de
um sistema composto de um campo escalar tripleto p® cuja simetria global original O(3)
é espontaneamente quebrada para U(1).

Esses monopdlos tém um campo de Goldstone com sua densidade de energia
diminuindo com a distancia como r~2. Em um trabalho pioneiro de Barriola Vilenkin[20]
mostra-se que a existéncia de uma solucao deste tipo de monopolo resulta da quebra da
simetria global SO(3) de um campo escalar tripleto, em um cendrio de Schwarzschild.
Eles encontraram um resultado peculiar: o espago-tempo produzido por um monopdlo

global nao tem potencial gravitacional Newtoniano, apesar de que a geometria produzida

17



2.1 Introducao 18

por este objeto pesado tenha uma curvatura diferente de zero.

No meio cientifico, tem havido uma grande discussao sobre o campo gravitacional
do monopdlo global, comegando com o trabalho de Barriola eVilenkin[20] -[21].

Recentes observagoes de Supernovas do tipo [a[22] e medi¢bes da anisotropia da
radiagao césmica de fundo[23], indicam que o Universo se encontra hoje em expansao
acelerada, mais uma vez mais voltamos nossa atencao para a possivel existéncia, na
época atual, de um termo positivo A (constante cosmolégica). Acredita-se que o positivo
termo A pode dominar a densidade de energia total do Universo.

Observacoes do deslocamento para o vermelho de Supernovas do tipo la parecem
sugerir que o Universo pode estd acelerado com uma grande fracao da densidade
cosmolégica na forma de um termo cosmolégico A[24].

A incompatibilidade de observacoes com o satélite COBE e modelo de matéria
escura fria (CMD) para a formacao de estruturas no Universo com 2, = 1 é sanado
se o universo é plano, e a maioria da matéria é suavemente distribuida na forma da
constante cosmoldgica e apenas uma pequena fracao (2,,H ~ 0,2) em matéria dos
aglomerados (aqui, H é a constante de Hubble em unidades de 100km/s/Mpc' )[25].
Assim, a constante cosmoldgica pode desempenhar um papel significativo na formagao
de estruturas no Universo, em outras palavras, o termo A pode estar ligado & formacao
e evolucao dos defeitos topoldgicos. Por isso, é perfeitamente justificdvel a estudar os
defeitos topolégicos com o termo A.

Vale a pena salientar que, os efeitos da "matéria escura"sao completamente
distintos dos efeitos da "energia escura". A matéria escura é um contetido energético
concentrado em determinadas regioes do Universo, responsdvel por exemplo, pelas
velocidades de recess@o (local) e peculiar (global) das galdxias nos seus respectivos
aglomerados[25]. J& a energia escura é um conteido energético que permeia todo

Universo, associado a expansao acelerada do Universo.

11 Mpc = 3,086 x 10%2m.

18



2.1 Introducao 19

Neste capitulo, vamos investigar o espaco-tempo do monopdélo global com constante
cosmoldgica. O modelo mais simples que dé origem ao monopdlo global, é descrito pela

Lagrangiana (que segue o formalismo de Barriola e Vilenkin[20])

1 a a 1 a | a 2
L:§H¢W¢—1Aw¢—mﬂ. (2.1)
onde ¢” é um campo escalar tripleto, a = 1,2,3, n é a escala de energia de
quebra de simetria e A é uma constante. O modelo tem simetria global O(3), que

é espontaneamente quebrada para U(1). A configuragdo do campo descrevendo um

monopdlo é
a
o =) (). (22)
onde x%x® = r2. Desde que o espaco-tempo aqui seja estdtico e esfericamente simétrico,

a métrica toma a forma
ds* = —eVdt* + erdr® + r? (d6’2 + sen29d¢2) . (2.3)

onde i e v sao funcoes de r apenas. O tensor energia-momento associado ao campo

do monopdlo, fora do micleo (onde § = A"Y2p71 & o raio do niicleo do monopolo)

torna-se[20], ¢ dado por

Ttt = T;‘ = 772/T27

T) =Tg = 0. (2.4)

As equagoes de campo de Einstein com constante cosmolégica podem ser escritas na

forma

1
R, — §Rg,w + Agy = 87T, (2.5)

19
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2.2 Meétrica do monopdlo global com constante

cosmolégica

A principal motivacao para a introdugao da constante cosmolégica no estudo do
campo gravitacional do monopdlo vem do fato de que os tltimos dados das sondas da
NASA, BOOMERANG e MAXIMA [22]-[24], apontam para um universo espacialmente
plano, cuja densidade de energia é dominada por um termo tipo constante cosmoldgica,
isto é, um termo A pode ter desempenhado um papel importante no Universo primitivo,
quando defeitos topolégicos como cordas césmicas, monopdlos e paredes de dominio
podem ter surgido.

Pode-se escrever esses tensores na forma 7, onde, T, = g,,T),. Entao, para v = p1

obtém-se
Ttt = gttﬂt = —67772/7’2, (26)
Tyr = g TF = eF'n? /12, (2.7)
ng = ggng = T¢¢ = g¢¢T$ = 0. (28)
Sabendo que g = —€7, g = €, gog = 1% € gyp = rsen’d a partir da métrica

Utilizada. As expressoes encontradas para os tensores de Ricci e para o escalar de

curvatura, foram obtidos, em relacao a consideragao A(r) = e” e B(r) = e/, entao

Ry = —4BQ(T§A(T)T [QT <d2£gr)> A(r)B(r) —r (dggﬂm)z B(r)
—r (H0) (B2) AG) + 4 (42) Br)AW)]
R, = m [27’ (diﬁgr)) A(r)B(r) —r <d13£r)>2 B(r)
—r <%§f)> (diy)) Alr)—4 (diy)) A%(r)|,

]
Roo = 525 <:) e Kdiff)) rA(F) + 2B2(r) A(r) — (dA(”) rB(r) — 2A(r)B(r)| |

20
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Ryp = 232(7})14(7,) [(%@) rB(r) — <%§O> rB(r)cos?0 — <%§fq)> rA(r)+
<d§y)> rA(r)cos®0 + 2A(r)B?(r)cos?0 — 2A(r)B*(r) + 2A(r)B(r) — 2A(7°)B(7")00529] )
(2.12)

R=R"=g"Ry+ g"" Ryr + ¢" Rog + g”" Ry, (2.13)

onde o valor do escalar de curvatura pode ser obtido a partir da simplificagao com a
multiplicagao de g"” nas equacoes de Einstein com constante cosmolégica, que é dada
por

1
9" R, — éRg””gW + Ag" 9 = 8mg" T, . (2.14)

Para g"g,, = 0, = 58 + 01+ 02 + 53 = 4, levando em consideracao as matrizes de
Pauli, entao pode-se determinar o valor de R. Lembrando que: ¢""R,, = R/, = R e que

9" T, =T} = T. Seguintes resultados da equagio (?7) obtemos os:
1

R — 2R+ 4A = 87T,

Portanto,

R = —8&xT + 4A.

Fazendo a substitui¢ao desse resultado nas equagoes de Einstein (2.5), obtém-se
1
R, — 5(—87TT +4MN) g, + Agp = 8717T,,,

R, +47Tg,, — 2Mg, + Agp = 87T,
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Entao, por equivaléncia, escreve-se
R, + (47T — N)g,, = 87T,,. (2.15)

Lembrando que T = TH = Tt + T7 + T9 + T? = 22 entdo para y = v, obtém-se
© t r 0 I H

Ry + (47T — A) gy= 87Ty )
Rrr + (47TT - A) Grr= 87TT7“7“ )
R99 + (47TT — A) Goo= 87TT99 s

R¢¢ + (47TT — A) g¢¢: 87TT¢¢.

Fazendo as devidas substituicoes dos valores ja obtidos para as componentes das

equacoes acima, obtemos

_432(5 T | (dz{g)) A(F)B(r) —r (dfsz))ZB(r) —y (d‘zy)) X

() a0+ 4 () Bae)

- (87;;72T - A) Ar) = - Ay (2.16)
g | () a5ty (dfj”) Br)  (217)

(4 () -1 ()

2 2
+ (87”7 T - A) B(r) = 8”;7
.

B(r) Y

r2

_232(:)A(r) Kdl;(f)) rA(r) +2B*(r)A(r) - (d’sz)> rB(r)  (2.18)
—2A(r)B(r)] + (8:;72T - A) =0,
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dr
(di—()) rA(r)cos®) + 2A(r) B*(r)cos®0 — 2A(r) B*(r) +

2A(r)B(r) — 2A(r)B(r)cos®0] + (8:—;]2T — A) r’sen®0) =0 .

Com auxilio das equagdes (2.16) e (2.17), obtém-se

4B%(r)A(r)r dr

r (dfsz)) (diy)) A(r) + 4 <%§")) B(r)A(r)}

8> 8>

1 o <d2£gr)) A(r)B(r) —r (M)QB(T)

23
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24
Agora, podem-se somar as duas equagoes, o que resulta em
4A(r)B(r) (dA(r) 4A%(r) dB(r)
. —0. (2.22)
AB(r)A(r)r \_ dr AB(r)A(r)r \_ dr
Multiplicando por (—1), Tem-se que
1 (dA(r) A(r) (dB(r)
- = 2.23
r ( dr ) - B(r)r \ dr 0 (223)
1[dA(r) A(r)dB(r)
- = 2.24
7"{ dr +B(7") dr 0 (224)
dA(r)  A(r)dB(r)
= 2.25
ar B(r) dr 0 (2.25)
dA(r)  A(r) dB(r)
dr—  B(r) dr ’
1 dA(r) 1 dB(r)
A(r) dr B(r) dr
Sabendo que %diy) = InB(r)<, entao
d
[InA(r) + InB(r)] = 0, (2.26)
r
InA(r) 4+ InB(r) = ¢, (2.27)
onde ¢ é uma constante de integragao.
A(r) = e ~InB0), (2.28)
Logo,
CI/
A(r) = (2.29)

Agora, trabalhando com as equagoes (2.18) e (2.19), obtém-se:
1 dB(r) 9 dA(r)
_ZBQ(T)A(T) [( o ) rA(r) 4+ 2B*(r)A(r) — ( = ) rB(r) — 2A(r)B(r)
+(%"T—A>ﬁ:0,

r2
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2 32(:) a0 [(dzzir)) rB(r) — (%@) rB(r)cos®0 — (dz_@) rA(r)+
)

(diy > rA(r)cos®0 4+ 2A(r)B*(r)cos®0 — 2A(r)B*(r) + 2A(r)B(r) — 2A(r) B(r)cos*0

8 2
+ (—727 T — A) r?sen’0 =0,
r

Multiplicando (2.18) por cos®f, temos

_232(:)/1(7“) [(di(r)) OrA(r) + 2B*(r)A(r)cos*0 + (2.30)
- (dflff» rB(r)cos?0 — 2A(r)B(r) 9} "
+(8ﬂgn2T—A) rcos*) = 0

232@})14(7«) [

(déi?“)) rB(r) — <%@) rB(r)cos®0 — (d?T@) rA(r)+
A

+ (%Y)) rA(r)cos®0 + 2A(r)B*(r)cos®0 — 2A(r) B(r) + 2A(r)B(r)—
2A(r)B(r)cos®0] + (SZ—gQT - A) r’sen’d =0 .

Somando as equagoes (2.30) e (2.31), obtemos o seguinte resultado:

1 PB(@ W) Al <ﬂ<7‘>) —2B2(r) A(r) + 2A(r) B(r)

2B2%(r)A(r) dr dr
+ (87;—;72 - A) 2 =0. (2.31)
Lembrando que
1 dA(r) 1 dB(r)
A(ry dr — B(r) d

entao,
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2
m {TB(T) <d’fh(f)) —rA(r) (dsz)) C2B(r)A(r) + 2A(r)B(r)] _
s 2 (445 (059 ]
w7 | o) 7 (T ) 2802800 <
23i<r) :—7" <%ff)) —r <%§f’)) —2B%(r) + QB(?”):| =
50 (dszy)) ot Bzr)' (2:32)

Substituicio (2.32)em (2.31) obtemos

i (T ) = (A
—B;(r) (diy)) 14 % — —8m? + Ar?.
Multiplicando por (—1) e reescrevendo a equagio resultante, obtemos:
B;(T) (diy)) —smt— Ar?— 1+ %,
Cuja integracio nos fornece a seguinte relagio
Blr) = —8wn2—%+1+¥
Assim,
et =¢e'=1-8mn’ — ATTQ - % (2.33)

onde M é uma constante de integracao e pode ser considerada como a massa do niicleo do
monopodlo. Aqui a métrica descreve um buraco negro de massa M carregando uma carga
global do monopdlo. Considerando regices distantes do nicleo do monopdlo, tal que,

r > M, podemos desprezar o tltimo termo em (2.33). Assim, fazendo a substituigao
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de (2.33) em (2.3) e fazendo as seguintes transformagoes de coordenadas

T

t = 3; b =1 - 8mn?
r = bR;
a métrica dada por (2.3), torna-se
A A\
ds* = — (1 — 532) a1 + <1 — §R2> dR?

+b°R* (d6” + sen®0d¢?) .
Sem perda de generalidade, podemos escrever, de uma forma geral

A AN\
ds® = — (1 - §T2) dt* + (1 - §r2> dr® (2.34)
+b%r? (d92 + sen29d¢2) .

Observamos em (2.34) que quando A = 0, obtemos a métrica genuina j& conhecida para

o monopdlo global[20].
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Capitulo 3

Sistemas quanticos no espaco-tempo
do monopdlo global com constante
cosmolégica

Neste capitulo vamos analisar os estados ligados de uma particula nao-relativistica
e de uma particula relativistica de spin-zero no espago-tempo do monopélo global com

constante cosmoldgica.

3.1 Particula nao-relativistica no espaco-tempo do
monopdlo global com constante cosmolégica

Neste caso a considerar que o potencial V() é nulo, entao, a equacao de Schrodinger
para uma particula de massa p que é dada pela equagao (1.8), no espago-tempo do
monopdlo global com constante cosmoldgica, torna-se

AL\ O
2 Ao 9
r (1 37‘) 87“]

(1-3m)% 9

r? or
1 0 0? 0?
+ W (Cote%—Fw‘i‘CS(g 98_(,02) +2/ubﬁ:| ‘I’(F,t) =0. (31)

Considerando que o espago-tempo do monopolo global com constante cosmolégica é

estdtico, podemos escrever ¥ (7, t) da seguinte forma
U (7, t) = exp (iEt) Y™ (0, ¢) R(r); (3.2)
onde fatorizamos a parte espacial e a temporal.
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3.1.1 Estados ligados (E < 0):

Nesta subsecao iremos analisar o espectro de energia dos estados ligados de
uma particula nao-relativistica no espago-tempo do monopdlo global com constante
cosmoldégica.

Substituindo a equacao (3.2) na equagao (3.1), considerando E < 0, obtemos

VIO 0 TG LR () + (1 ELONERD | /7y W)]

2 2 JF0) dr®

_%Jrgugpb(r):o, (3.3)

onde f(r) =1— sAr2.

Vamos fazer a seguinte mudanca de coordenada:

1 1
y”z§—6\/9—3/\r2, (3.4)
e definir
Vb2 4414412 Vo2iai4al2 -1
LV9—3A72+1) 1 VAR
R(r) = 5V ) (—\/9—3Ar2—1) (3.5)
NG 3
—1
20— Vb2 + 41+ 412
(r( ;b‘ i )) G(r).

Substituindo (3.5) e (3.4) em (3.3), com um pouco de dlgebra, obtemos

G(y") _ C’lF(a', B/) C”; y//) + Czy/’l—c”F(a/ +1-— C”, B/ +1-— C”, 9 _ C”; y//)’ (36)

para ¢ # 0,£1,4£2,+... onde F' é uma funcdo hipergeométrica(apéndice B.3), e I' ¢ a

funcdo Gamma (veja apéndice(B.2)).

=
=
&5

(3.7)

+
—_
_|_

S
Il

-]

N
I
|
—_
+
2B
&5

(3.8)

VEFAI AP
_vrrelr e (3.9)

o
Il
N = N+~ N

[\
(=
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As observacoes astronémicas mostram que a constante cosmolégica A nao pode ser
maior que A ~ 10~4m?[26].
Observe que o segundo termo da equagao (3.6) diverge na origem, entao, a solucao

para equagao (3.3) fisicamente aceitavel é
214141412 -1
R(T) = Cl —= 9—3AT2—1 X
N 3
~1
20— Vb2 +41+412 -
(F ( 2—2 —"_ > ) F(a'/’ bl? c//; y,/)’

(3.10)

onde ] é uma constante. A solugao (3.10) é valida para quaisquer a' e U tais que
satisfagam (3.7) e (3.8) e a condigao ¢’ # 0,£1,£2,+... na regidgo r € [0,00). No
caso especial em que @/ = —noud = —n, (n=0,1,2,...), F(a, ¥, "; T —2V9I—-3Ar?)

reduz a um polindémio de grau n, conhecido como polinémio de Jacobi. Vamos considerar

a’ = —n, entao

V9 — 3Ar2> =P (1 NG —3Ar2) ,
onde

P$/7C//) <1 B lm) _ Z L (_n)m/(b )m’ (1 . 1 /9 — 3AT2) ,

1
2 6 — m/l (), 2 6

onde (=), (V) € ("), , sd0 0s coeficientes dos polinémios de Jacobi[27].

1 2
— 1
<n+2) +

Como uma andlise qualitativa, podemos observar que para dois quaisquer estados

Neste caso, obtemos[28]

A
Zn=0,1,2,... (3.11)

E, =
61t

adjacentes temos que

A
E,—FE, 1 =2n—. 3.12
1 n6u ( )

Considerando i como sendo a massa de um elétron que é da ordem de 1073%kg, n = 1,

e recuperando a constante h, obtemos
Ao, —65
E,—F, = 26—h ~ 107>"eV, (3.13)
14
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3.2 Particula relativistica no espaco-tempo do monopdlo global com constante
cosmoldgica 31

considerando A ~ 107%m?[26]. Esse efeito ¢ fraco, porém, pode ser uma possivel forma
de se medir a constante cosmoldgica no Universo atual.

Em (3.11) observamos que a particula de massa p exibe um espectro de energia
discreto que depende apenas da constante cosmolégica A. Observamos que se fizermos
A = 0, nao teremos mais estados ligados de energia. Assim, concluimos que o espectro
discreto de energia exibido pela particula é de natureza puramente geométrica traduzida

pela constante topoldgica A.

3.2 Particula relativistica no espaco-tempo do
monopodlo global com constante cosmolégica

Neste caso a considerar que o potencial V é nulo, entao, a equacao de Klein-Gordon
que é dada pela equagao (1.17), com Ay = 0, e que no espago-tempo do monopélo global

com constante cosmoldgica é escrita como segue

AN® 10T[,[ A,

1 o 5, 02 9 .
+ 2,2 (cot 0% + Eye + csc 08_<P2> — } U (7,t) = 0. (3.14)

Considerando que o espago-tempo do monopdlo global com constante cosmolégica é

estdtico, podemos escrever ¥ (7, t) da seguinte forma
U (7, 1) = exp (1Et) Y™ (0,¢) R(r); (3.15)
onde fatorizamos a parte espacial e a temporal.

3.2.1 Estados ligados (F < 0):

Nesta subsegao iremos analisar o espectro de energia dos estados ligados de uma
particula relativistica de spin-zero no espago-tempo do monopélo global com constante
cosmolégica.

Substituindo a equagao (3.15) na equacao (3.14), considerando £ < 0
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3.2.1 Estados ligados (E < 0): 32

Fone) - S e fre) w2 (55 0) RO+ 10 15 0) |+

onde f(r) =1— sAr2

Vamos fazer a seguinte mudanca de coordenada:

1
y=—-Ar? (3.17)
3
e definir
R(r) = e (=3 + A7’2)%\/% G(r).
Assim R (r), torna-se
Riy) =y~ (1) VR G, (3.18)
Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16), obtemos
G(y) = C1F(a,b,c;y) + Coy' “Fla+1—,b+1—¢,2—¢y), (3.19)

para ¢ # 0,+1,4+2, +... onde F' é uma funcao hipergeométrica(apéndice B.3).

1 /3 V3ATA2\ 1 VEFAP 4l

0 = /2 (—pp2ATA) L VO RAT Al (3.20)
A 2 2 4b

-1 /3 V3AFA2\ 1 VEFAP Y4l

b= oo (—po MR L VO EAr Al (3.21)
2V A 2 2 4b

NCE Y
d = 1+ Al l. (3.22)

2b

Lembrando que no modelo Lambda-CDM, o melhor modelo atual do Big Bang (incluindo
a constante cosmolégica A e a CDM (cold dark matter ou matéria escura "fria"),
a energia escura é explicada pela presenca de uma constante cosmoldgica na teoria
da Relatividade Geral. Entretanto, o valor da constante que explica adequadamente

a energia escura é surpreendentemente pequeno em relagao a estimativas ingénuas
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3.2.1 Estados ligados (E < 0): 33

baseadas em idéias sobre a gravitacao quantica. As observacoes astronomicas mostram
que a constante cosmolégica A nao pode ser maior que A ~ 10746m?2[26].
Observe que o segundo termo da equagao (3.19) diverge na origem, entao, a solu¢ao

para equagao (3.16) fisicamente aceitdvel é

S ——— E. /3
R(r)y=Cyr bl (—3 + AT2) VR F (a, b, %ATQ) , (3.23)

onde C; é uma constante. A solucdo (3.23) é valida para quaisquer a e b tais que

satisfacam (3.20) e (3.21) e a condi¢do ¢ # 0,+1,42,+..., na regido r € [0,00). No

caso especial em que a = —nou b= —n, (n =0,1,2,...), F(a,b,c; %Arz) reduz a um
polinémio de grau n, conhecido como polinémio de Jacobi. Vamos considerar a = —n,
entao

-1 1
F<—n,b,c’;§A'r’2) =P (gAfr2>.

T 1 " 1 (—TL /(b) ’ 1 m
P(b/,c) ZA 2\ _ L m m ZA 2
2 (5ar) = X, (547)

m'=0

onde

onde (—=n)py, (b)ms € (¢),,, sdo os coeficientes dos polindémios de Jacobi[27].

Neste caso, obtemos[28]

V2 +4102 441 A /3N +4p?
E, = (2n+1+ +2b i g—i—%;n:O,l,Q,.... (3.24)

Como uma andlise qualitativa, podemos observar que para dois quaisquer estados

A
E,—FE,_ 4= 2\/; (3.25)

Recuperando as constrantes c e h, obtemos

adjacentes temos que

A
E,—E, = 2\/;% ~ 1073%V, (3.26)

considerando A ~ 10716m?[26].
Esse efeito é ténue, porém, pode ser uma possivel forma de se medir a constante

cosmolégica no Universo independente da deficiéncia angular.
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3.2.1 Estados ligados (E < 0): 34

Em (3.24) observamos que a particula relativistica de massa u exibe um espectro de
energia discreto que depende da constante cosmolégica A e do parametro b. Observamos
que se fizermos A = 0, nao teremos mais estados ligados de energia. E se considerarmos
b = 1, obtemos a energia livre para uma particula relativistica. Assim, concluimos que o
espectro discreto de energia exibido pela particula é de natureza puramente geométrica

traduzida pela constante topolégica A.
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Conclusoes e perspectivas

Como podemos observar das equagoes (3.11) e (3.24), tanto a constante cosmolégica
A, quanto a deficiéncia angular traduzida pelo pardmetro b, modificam o espectro de
energia de um sistema quantico. Analisando (3.12) e (3.25), concluimos que o espectro
de energia associado a uma particula livre, relativistica ou nao-relativistica, é discreto e
este s6 depende do valor da constante cosmoldgica A. Se fizermos A = 0, tanto em (3.12)
como (3.25), obtemos o espectro de energia continuo como era de se esperar. Observamos
que esta discretizacao dos niveis de energia é de natureza puramente geométrica. Este
resultado é surpreendente e nos motiva a dar continuidade a este trabalho. Assim, temos
como perspectivas de continuidade deste trabalho, fazer as seguintes andlises: Estudo
do espalhamento quantico, considerando o centro espalhador de natureza puramente
topolégica. Analisar o espectro de energia de alguns sistemas fisicos submetidos a
um dado potencial, tais como, d&tomo de hidrogénio, oscilador harmonico, etc. Todas
essas andlises sao feitas no cendrio do monopdlo global com constante cosmoldgica.
Estudar a relevancia desta constante nas modificagoes dos fenomenos fisicos, tais como:
espalhamento quéntico, espectro de energia, etc. Também pretendemos em outro
momento, fazer todas as andlises citadas acima considerando, agora, o monopélo global

com constante cosmoldgica e também estrutura interna.

35



Apéndice A

Notacao, definicoes, e convencoes

Neste Apéndice apresentaremos a notacao, definicoes e convengoes adotadas ao

longo do texto. Os quadri-vetores contravariante e covariante sao escritos como

o = (2% 2t 2% %) = (t, 1.y, 2), (A.1)

r, = (@, 21,22, 23) = (—t,2,y,2). (A.2)
A relagao entre essas duas quantidades é expressa por
Ty = g’ , (A.3)

onde a soma ocorre para os indices repetidos, sendo g,, o tensor métrico no espago-
tempo curvo a ser determinado pela geometria deste. O tensor métrico no espaco de

Minkowski 7,, dado por

—1 0 0 O
0O 1 00

Nab = 0 01 0 ) (A4)
0O 0 0 1

e
Os indices latinos a, b referem-se as componentes espacos-temporal no espaco de
Minkowski, assumindo valores a, b = {0,1,2,3} e pu, v =.{0,1,2,3} referem-se as
componentes no espago-tempo curvo. Os indices latinos correspondem as componentes

espaciais do vetor no espaco ordinério, sendo 7,5 = {1,2,3}.
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Para as derivadas covariante e contravariante temos

0
au - %:(8078’i)7 (A5)
0 )
neo— = (=9 9
O = g = (00, (A.6)
82
00" = —ox+A=0. (A7)

Nesta dissertacao, estamos considerando a constante gravitacional de Newton G,
h e c iguais a 1, quando escrevemos a métrica correspondente ao monopolo global, e
em todos os desenvolvimentos posteriores, e nao nos preocupamos em recuperar essa

constante em nenhum momento.
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Apéndice B

Funcoes titeis

Neste Apéndice apresentaremos algumas fungoes utilizadas ao longo do texto.

B.1 Harmonicos esféricos

Definicao:
Ym0, = (-1)™ [214—; ! E; n Z; } P™ (cosf) e™?, m >0 (B.1)
im0,0) = (=)™ (0,9). (B.2)

I = 0,1,2,.;m=—l,—l+1,...+L

Equacao diferencial:

1 0 o 1 52 N
[sen@@ (sené’ag) Ry} sen2l qu? +I(I+ 1) Y™ (0,9) =0. (B.3)

B.2 Funcao Gamma

Definigao:
r(z) = / e, Re(z) > 0. (B.4)
0

Para —(n 4+ 1) < Re(z) < —n, 2 # 0,—1,—2,... A funcdo I é definida por meio da

formula de recorréncia
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B.2 Funcao Gamma 39
I'(z+1) I'(z+n+1)
T'(z) = = ) B.5
(2) 2 2l (z+1)..T'(2+n) (B:5)
[Note que o ponto z = 0,—1, —2, ... sdo pdlos simples de I'(2).]
Relagao funcional:
F(z+1)==z2I(2),
DDA —2) = — (B.6)
z —2) = . :
sen(mz)
Comportamento assintético: Como |z| — oo:
[ (2) ~ e /DI a2t/ 2r e o) <1 — 6, 0<d < 1. (B.7)
Para real x, como z — oo,
T (z) ~ 21z V272,
Valores especificos: Se n é um inteiro positivo,
I'(n+1)=nl,
1 2n — 1)!!
r(ngl)= =Dt~ (B.8)
2 2n
Se [ é qualquer nimero real,
5
Fr1+if) = ———. B.9
P+ = (B9
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B.3 Funcao hipergeométrica 40

B.3 Funcao hipergeométrica

Definigao:
abz a(a+1)b(b+1)2?

+cl!+ c(c+1) 2!
afa+1)(a+2)b(+1)(b+2)2°

clc+1)(c+2) 3! (B-10)
A série é convergente em todos os pontos dentro do circulo unitério |z| = 1.
Equagao Diferencial:
z(l—z)d—2+[c—(a+b—|—1)]i—ab u=0. (B.11)

dz? dz
Para ¢ # —n, (n=0,1,2,...), F (a,b,c;2) é a solucao dessa equagao o qual satisfaz a

condigao u (0) = 1. A solugao geral da equagao diferencial (B.11) é entao dada por
u=C1F(a,b,c;2) +Coz" “Fla+1—c,b+1—¢2—c;2),

para |z| < 1lec#0,+1,42, .... A analiticidade para pontos fora do circulo unitério, ou

1

seja, para |z| > 1, com um corte (+1,00)," é dada por

['(e)T(c—a—1b)

F(a,b,c;z) = F(c_a)F(C_b)F(a,b,a—irb—c—i—1;1—2)
Fie)'(a+b—c) T B e de—bo—a— :
R () e ae—b b 151 {B)2)
F(a,b,c;2) = ?Eg?gi:g;(—z)_aF(a,a—c—i-l,a—b—i—l;%)

1
Z (—z)bF<b,b—c+1,b—a+1;—). (B.13)
z

Comportamento assintético: Quando |z| — oo,

F@fb—a), o TEL@=b)
Flab e _ _ B.14
Caso especial: Para a = —noub = —n, (n=0,1,2,...), F(a,b,c;z) reduz a um

polinémio de grau n (polindmio de Jacobi).

Listo é, para |arg (—2)| < =.
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B.3 Funcao hipergeométrica 41

Relagao com as fungoes de Legendre:

F(l+m+1) (2=1)™
F(l—m+1)2"T'(1+m)
larg (z £ 1) < 7. (B.15)

1—

Relacao com os polinémios de Legendre:

]__
B(z):F(m—l,l—i—l,m—i—l, 22).
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