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DISSERTAÇÃO DE MESTRADO
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Rômulo Rodrigues pela colaboração que recebi durante minha fase de preparação.

Aos professores constituintes da Banca Examinadora que contribúıram para que
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(Petrúcio Amorim)

Quem tem o mel, dá o mel.
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RESUMO

No presente trabalho vamos abordar a questão da condutividade elétrica em super-

condutores, em uma perspectiva de soluções de paredes de domı́nios supercondutoras

com estruturas internas utilizando os conceitos da Teoria Quântica de Campos. Ao

fazer isso, estabelecemos um campo escalar dinâmico complexo acoplado para medir

o campo que desempenha o papel da supercondutividade e um campo escalar real

extra que desempenham o papel de parede de domı́nios supercondutora com estrutu-

ras internas. Vamos calcular a contribuição da condutividade elétrica em paredesde

domı́nios supercondutoras devido à formação de um condensado.

Palavra-chave: Condutividade elétrica em supercondutores, Teoria Quântica de

Campos



ABSTRACT

In the present work we shall address the issue of electric conductivity in super-

conductors in the perspective of superconducting domain wall solutions with internal

structures in the realm of Quantum Field Theory. In doing this, we take our set up

made of a dynamical complex scalar field coupled to gauge field that play the role

of superconductivity and a extra scalar real fields that play the role of the supercon-

ducting domain wall with internal structures. We shall compute the contribution to

electric conductivity in superconducting domain walls due to a condensate formation.

Keywords: Electric conductivity in superconductors, Quantum Field Theory
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Caṕıtulo 1

Introdução

A teoria quântica de campos (TQC) aparece como uma ferramenta poderosa para

os f́ısicos em geral, a mesma pode ser aplicada em várias áreas da f́ısica como, por

exemplo, a f́ısica da matéria condensada. Muitos conceitos da TQC podem reprodu-

zir fenômenos de estudo em outras áreas da f́ısica, um deles é o conceito de sóliton.

Sólitons são soluções relacionadas à teoria de campos não-lineares, essas soluções cor-

respondem a concentração de energia que se propagam sem se deformar [1], com os

sólitons muitas aplicações foram encontradas principalmente na f́ısica da matéria con-

densada [2, 16].

Com um único campo e possuindo potenciais escalares podem-se obter soluções so-

litônicas, estes sólitons podem representar paredes de domı́nios. Para uma simetria Z2

esses sólitons vão representar paredes de domı́nios como uma interface que separa dois

domı́nios de um material ferromagnético [3], um material ferromagnético é o material

que retêm a magnetização mesmo depois que o campo externo foi removido (o ferro,

por exemplo). Podemos encontrar paredes de domı́nios com estruturas internas, onde

estas estruturas são paredes de domı́nios geradas por campos complexos que podem

produzir uma densidade de corrente. Com este modelo podemos encontrar paredes de

domı́nio supercondutoras [4] e reproduzir assim o fenômeno da supercondutividade,

mais especificamente a teoria de Ginzburg-Landau.

No estudo da supercondutividade o problema da condutividade em supercondu-
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tores é um dos problemas mais intrigantes que podemos encontrar na literatura [3],

reproduzir via TQC a condutividade de um supercondutor parece ser uma alternativa

viável.

Neste trabalho vamos utilizar ferramentas conhecidas em TQC para reproduzir

o efeito da supercondutividade, reproduzindo a prinćıpio os resultados obtidos pelos

irmãos London e vamos expandir nossos estudos até o comportamento da condutivi-

dade em supercondutores. Trataremos o acoplamento do campo escalar real φ, este

desenvolve a simetria Z2 e é o responsável por formar a parede de domı́nio, com o

campo escalar χ que desenvolve um condensado dentro da parede de domı́nio e é

também responsável para a produção de paredes de domı́nio do tipo II. Este acopla-

mento vai nos fornecer duas soluções, estas soluções correspondem a órbita eĺıptica

e em linha reta. As duas possuem a mesma energia de Bogomol’nyi. Discutiremos

ainda formação de um condensado no interior da parede de domı́nio supercondutora.

Trataremos ainda da transição entre os tipos de paredes e o comportamento da con-

dutividade no supercondutor.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 2, introduzimos

os conceitos básicos sobre supercondutividade. No Caṕıtulo 3, exploramos alguns

conceitos de teoria quântica de campos. No Caṕıtulo 4 faremos estudos sobre super-

condutividade via teoria de campos. Por fim, no Caṕıtulo 5, apresentamos os nossos

comentários finais. A convenção utilizada neste trabalho é ~ = c = kB = 1.
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Caṕıtulo 2

Conceitos Fundamentais de

Supercondutividade

Em 1911 foi descoberto o efeito fascinante da supercondutividade. O f́ısico ho-

landês Onnes trabalhando a baixas temperaturas, obtidas com hélio ĺıquido, observou

que alguns metais a temperaturas próximas ao zero absoluto apresentavam uma re-

sistência nula [5].

Neste caṕıtulo trataremos dos conceitos básicos deste fenômeno. Começaremos

com o efeito Meissner, depois trataremos da equação de London, apresentaremos a

equação de Ginzburg-Landau, teoria fenomenológica que introduz de forma elegante o

comprimento de coerência e por fim faremos uma pequena abordagem sobre a teoria

BCS.

2.1 O Efeito Meissner

O supercondutor é um diamagnético perfeito, sendo sua suscetibilidade negativa e

igual a -1 no limite de temperatura nula. Um material diamagnético são aqueles que

adquirem magnetização oposta ao campo ~B aplicado ao mesmo. Logo o supercondutor

expulsa o campo magnético externo aplicado ao mesmo. Descoberto em 1933, este

efeito acontece quando um supercondutor é resfriado abaixo de sua temperatura cŕıtica
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(Tc). A este efeito chamamos de Efeito Meissner [7]. Uma caracteŕıstica deste efeito é

que existe um valor de campo cŕıtico. Com este efeito pode-se inclusive fazer levitar

alguns materiais [6], um exemplo pode ser visto na figura 2.1.

Figura 2.1: Levitação supercondutora devido ao efeito Meissner [6].

Como o campo magnético não penetra o supercondutor, temos que no seu interior:

B = 0. (2.1.1)

Assim, o campo magnético gerado pela magnetização do meio é simplesmente o campo

produzido pelas correntes de magnetização. A este campo daremos o nome de campo

auxiliar e representaremos o mesmo por ~H [8]. Definimos, portanto

~B = µ0( ~H + ~M). (2.1.2)

Em materiais paramagnéticos e diamagnéticos a magnetização é sustentada pelo

campo magnético, quando ~B é removido, ~M desaparece, um material paramagnético

são aqueles que adquirem magnetização paralela ao campo ~B aplicado ao mesmo. Mas,
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na maioria dos materiais, a magnetização é proporcional ao campo, desde que o campo

não atinja um valor cŕıtico. A suscetibilidade é dada por [8]:

~M = χs
~H, (2.1.3)

logo substituindo a equação (2.1.1) na equação (2.1.2) e utilizando a equação (2.1.3),

obtemos a susceptibilidade χs = −1.

Deve-se notar que o estado supercondutor difere de um metal comum com conduti-

vidade infinita (considerando um caso hipotético), supercondutividade não é a mesma

coisa que condutividade perfeita. Um metal comum ao ser resfriado na presença de

um campo magnético, o fluxo magnético fica preso dentro do metal, em contraste com

o supercondutor, que o expele [9].

Existe outra diferença entre um supercondutor e um condutor perfeito, definido

como um condutor no qual o livre caminho médio dos portadores é infinito. Anali-

sando matematicamente o problema, observa-se que ao ser submetido a um campo

magnético, um condutor perfeito não produz uma corrente de blindagem permanente,

ou seja, o campo magnético penetra a amostra [10].

Existem dois tipos de supercondutores, o tipo I e o tipo II. O supercondutor tipo I

é constitúıdo de espécimes puras que, em geral, tem uma baixa resistência para cam-

pos magnéticos, logo eles não têm aplicações técnicas úteis. O supercondutor tipo II

é constitúıdo de ligas metálicas e metais de transição. No supercondutor tipo II o

efeito Meissner é diferente, uma vez que, o campo consegue penetrar em regiões es-

pećıficas o supercondutor, assim o mesmo acaba tendo uma maior resistência a campos

magnéticos externos, sendo assim neste caso o estado supercondutor é mais dif́ıcil de

ser desfeito, logo suas aplicações são mais relevantes.

Um supercondutor duro é um supercondutor tipo II com uma grande histerese

magnética, em geral induzida por um tratamento mecânico. Uma aplicação impor-

tante destes materiais são os aparelhos de ressonância magnética usados na medicina

[10].
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2.2 A equação de London

Vimos na seção anterior que o efeito Meissner é uma caracteristica do supercon-

dutor, este efeito porém contrariava algumas das leis f́ısicas conhecidas até então. Os

irmãos London e London formularam uma equação para descrever o efeito, a equação

que hoje é conhecida como equação de London foi formulada em 1935.

Como até então não havia uma equação que descrevesse o efeito, os irmãos London

partiram da lei de Ohm, uma vez que as equações de Maxwell descrevem com uma

precisão muito boa os fenômenos do eletromagnetismo, seria então improvável que elas

tivessem que ser modificadas. Sendo assim, a lei de Ohm é dada por:

~J = σ ~E. (2.2.4)

Postula-se que no estado supercondutor a densidade de corrente é diretamente

proporcional ao potencial vetor ~A, definindo a constante de proporcionalidade em

termos do inverso do comprimento de penetração (ou de profundidade) de London λL

(Em unidades do Sistema Internacional de Unidades (SI)), temos

~J = − 1

µ0λ2
L

~A (2.2.5)

Como ~B = ∇× ~A, temos:

∇× ~J = − 1

µ0λ2
L

~B. (2.2.6)

A equação de London normalmente é escrita com o potencial vetor no calibre de

London em que ∇ · ~A = 0 e ~A = 0 em qualquer superf́ıcie externa através da qual não

passa nenhuma corrente proviniente do exterior.

A equação (2.2.6) é válida para qualquer geometria.

Vamos mostrar que a equação de London reproduz o efeito Meissner, a lei de
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Ampère em condições estáticas é dada por:

∇× ~B = µ0
~J. (2.2.7)

Usando a seguinte identidade do cálculo vetorial:

∇× (∇× ~B) = −∇2B +∇(∇ · ~B), (2.2.8)

o fato de que

∇ · ~B = 0, (2.2.9)

e tomando o rotacional em ambos os membros de (2.2.7), temos:

−∇2 ~B = µ0

(

− 1

µ0λ2
L

~B

)

, (2.2.10)

logo

∇2 ~B =
~B

λ2
L

. (2.2.11)

A equação (2.2.11) obedece o efeito Meissner e não admite uma solução espaci-

almente uniforme e um campo magnético uniforme não pode existir no interior do

supercondutor [10].

A equação de London está de acordo com os resultados experimentais de forma

qualitativa, além de estar em contradição com a experiência em relação à destruição

do estado supercondutor de um filme fino por um campo magnético.

2.3 Equação de Ginzburg-Landau

Uma elegante teoria da fenomenologia do estado supercondutor é a teoria de

Ginzburg-Landau. A vantagem da teoria de Ginzburg-Landau é a introdução na-

tural do comprimento de coerência e da função de onda usada na teoria dos efeitos

Josephson [10].
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O modelo de Ginzburg-Landau também é uma teoria fenomenológica, mas diferen-

temente do de London, ele usa a teoria quântica para descrever os efeitos do campo

magnético. Foi elaborado em 1950 e tinha a vantagem de descrever corretamente a

transição de fase supercondutora do ponto de vista termodinâmico [11].

Definimos o parâmetro de ordem Ψ(~r) com a seguinte propriedade:

Ψ∗(~r)Ψ(~r) = ns(~r), (2.3.12)

onde ns(~r) é a concentração total de elétrons supercondutores. A fase em Ψ(~r) não

deve ser determinada, isto é, nas quantidades observáveis devem ocorrer apenas com-

binações de Ψ e Ψ∗ invariantes pela transformação Ψ → eiαΨ, sendo α um número

real.

De acordo com a teoria das transições de fase de segunda ordem [5], temos, para

T suficientemente próximo de Tc,

Fs0 = Fm0 + α |Ψ|2 + β

2
|Ψ|4 +

(

1

2m

) ∣

∣

∣

∣

(

−i~∇− q
A

c

)

Ψ

∣

∣

∣

∣

2

−
∫ Ba

0

~M · d ~Ba(2.3.13)

onde Fs0 + Fm0 são as energias livres (considerando o campo externo zero) da fase

supercondutora e normal, respectivamente, e α e β são funções da temperatura. Temos

acima que Fs0 é a densidade de energia livre do estado normal e −α |Ψ|2 + 1
2
β |Ψ|4

é uma t́ıpica forma de Landau. Esta fórmula é uma expressão da energia livre em

termos de parâmetros de ordem. Este termo pode ser escrito na forma −αns +
1
2
n2
s e

é mı́nimo com relação a nT = α
β
.

O terceiro termo tem contribuição de energia cinética e está relacionado com o

aumento de energia causado por uma variação espacial do parâmetro de ordem. O

último termo
∫

~M · d ~B0, onde ~M é a magnetização fict́ıcia ~M = ( ~B− ~B0)
4π

, representa o

aumento da energia livre do supercondutor causado pela exclusão do fluxo magnético

do interior do supercondutor.
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Nosso interesse é minimizar a energia livre total, assim temos:

δFs(r) =
[

(−α + β |Ψ|2)Ψ+
(

1

2m

)

(

−i~∇− q
~A

c

)

Ψ ·
(

−i~∇− q
~A

c

)

δΨ∗

]

. (2.3.14)

Integramos por partes para obter

∫

dV (∇Ψ)(∇δΨ∗) = −
∫

dV (∇2Ψ)δΨ∗, (2.3.15)

se δΨ∗ se anula nos contornos de integração. Assim,

δ

∫

dV Fs(r) =

∫

dV δΨ∗



−αΨ+ β |Ψ|2 Ψ+

(

1

2m

)

(

−i~∇− q
~A

c

)2

Ψ



(2.3.16)

e esta integral se anula quando:





(

1

2m

)

(

−i~∇− q
~A

c

)2

− α + β |Ψ|2


Ψ = 0. (2.3.17)

Esta é a equação de Ginzburg-Landau, ela tem uma forma semalhante à da equação

de Schrödinger.

Minimizando a equação (2.3.13) em relação a δ ~A obtemos a supercorrente que é

invariante em relação a transformações de calibre:

~Js(r) = −
(

iq~

2m

)

(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)−
(

q2

mc2

)

Ψ∗Ψ ~A. (2.3.18)

Devemos escolher o calibre de modo que a condição de contorno seja satisfeita (a

corrente do supercondutor no vácuo é zero).

2.3.1 Comprimento de Coerência

A equação de Ginzburg-Landau pode definir o comprimento de coerência intŕınseco

ξ. Vamos supor que ~A = 0 e que β |Ψ|2, na presença de α, possa ser desprezado. Note

que a equação (2.3.17), se reduz a:

−i~2

2m

[

∂2Ψ

∂x2
+

∂2Ψ

∂y2
+

∂2Ψ

∂z2

]

= αΨ, (2.3.19)
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e em uma dimensão, temos:

−i~2

2m

d2Ψ

dx2
= αΨ, (2.3.20)

que é uma equação diferencial ordinária de segunda ordem, conhecida e que tem solução

na forma de e(
ix
ξ ), onde ξ é definido através da solução:

ξ =

√

~2

2mα
. (2.3.21)

Vamos agora conservar o termo não linear β |Ψ|2, vamos achar uma solução em

que Ψ = 0 em x = 0 e Ψ → Ψ0 quando x → ∞. A situação descrita representa

uma fronteira entre o estado normal e o estado supercondutor. Os dois estados podem

coexistir se houver um campo magnético Hc no estado normal. Temos a seguinte

equação:

− ~
2

2m

d2Ψ

dx2
− αΨ+ β |Ψ|2 Ψ = 0, (2.3.22)

que tem solução (para as condições de contorno citadas), dada por:

Ψ(x) =

(

α

β

)
1

2

tanh

(

x√
2ξ

)

, (2.3.23)

de acordo com a equação (2.3.23), ξ é uma medida da extensão da coerência da função

da onda supercondutora na região normal.

Ao minimizar a soma −α |Ψ|2 + 1
2
β |Ψ|4, obtemos Ψ0 =

√

α
β
, isso acontece no

interior do supercondutor, obtemos assim a energia livre mı́nima, portanto,

Fs = FN − α2

2β
= FN − H2

c

8π
, (2.3.24)

por definição do campo cŕıtico termodinâmico Hc como o campo que produz a redução

da densidade de energia livre que estabiliza o estado supercondutor, temos

Hc =

√

4π

α2β
. (2.3.25)

Vamos supor agora que há um campo magnético fraco aplicado a um supercondu-

tor, vamos considerar a sua profudindade de penetração. Estamos, portanto, supondo
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que na fase supercondutora |Ψ|2 é igual a |Ψ0|2, o valor na ausência de campo. Logo

~Js(r) = − q2

mc
|Ψ0|2 ~A, (2.3.26)

que é a equação de London

~Js = −
(

q2

mc

)

|Ψ|2 ~A. (2.3.27)

Logo o comprimento de penetração é dado por:

λL =

(

mc2

4πq2 |Ψ0|2
)

1

2

=

(

mc2β

4πq2α

)
1

2

. (2.3.28)

A razão adimensional κ ≡ λL

ξ
das duas distâncias caracteŕısticas é um importante

parâmetro da teoria da supercondutividade. Utilizando as equações (2.3.21) e (2.3.28),

temos:

κ =
mc

q~

(

β

2π

)
1

2

. (2.3.29)

Determinamos a razão κ, que adiante será muito importante.

2.3.2 Cálculo do Campo Cŕıtico Superior

No estudo da supercondutividade |Ψ| tem um valor muito pequeno, isso permite a

linearização da equação de Ginzburg-Landau, (2.3.17), assim

1

2m

(

−i~∇− q ~A

c

)2

Ψ = αΨ. (2.3.30)

Devido ao efeito Meissner, em um supercondutor, o campo magnético aplicado é

o único campo presente na região supercondutora. Sendo ~A = (0, ~Bx, 0), assim a

equação (2.3.30), torna-se:

1

2m

(

~
2∇2 +

q2 ~A2

c2
+

2i~q∇ · ~A
c

)

Ψ = αΨ, (2.3.31)

onde podemos escrever:

− ~

2m

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

Ψ+
1

2m

(

i~
∂

∂y
+

qB

c
x

)2

= αΨ. (2.3.32)
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A equação (2.3.32) tem a forma de uma equação de Schrödinger de uma part́ıcula

livre na presença de um campo magnético.

Estamos interessados em uma solução do tipo ϕ(x)ei(kyy+kzz), substituindo a solução

na equação (2.3.32), temos:

(

1

2m

)

[

−~
2 d2

dx2
+ ~

2k2
z +

(

~ky −
qBx

c

)2
]

ϕ = αϕ. (2.3.33)

A equação (2.3.33) tem a forma t́ıpica de um oscilador harmônico. Tomando E =

α−
(

~
2

2m

)

(k2
y + k2

z) como o autovalor da equação temos

(

1

2m

)[

−~
2 d2

dx2
+

(

q2B2

c2

)

x2 +

(

2~kyqB

c

)

x

]

ϕ = Eϕ. (2.3.34)

O termo liner em x pode ser eliminado por uma translação tipo X = x− x0, onde

x0 =
~kyc

qB
, tal que a equação (2.3.34), torna-se:

−
[

~
2

2m

d2

dX2
+

1

2
m

(

qB

mc

)2

X2

]

ϕ = (E +
~
2k2

y

2m
)ϕ. (2.3.35)

O valor de campo magnético ~B máximo, para a equação acima é dada pelo menor

autovalor, sendo assim:

1

2
~ω =

~qBmáx
2mc

= α− ~
2k2

z

2m
, (2.3.36)

onde ω é a frequência de oscilação, qB
mc

, se kz = 0, temos,

Bmáx ≡ HcII =
2αmc

q~
. (2.3.37)

Como conhecemos o campo cŕıtico, equação (2.3.25), assim como conhecemos a

razão adimencional κ, podemos escrever o campo superior da seguinte maneira.

HcII =
2αmc

q~

Hc

(4πα
2

β
)
1

2

=
√
2κHc. (2.3.38)

Para κ > 1√
2
, dizemos que o supercondutor é Tipo II. Pode-se ainda expressar HcII

em termos do fluxo quantizado, fazendo Φ0 =
2π~c
q

e de ξ2 = ~
2

2mα
, logo:

HcII =
2mcα

q~

qΦ0

2π~c

~
2

2mαξ2
=

Φ0

2πξ2
. (2.3.39)
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A equação (2.3.39) é uma equação importante, pois diz que para o campo cŕıtico

superior, a densidade de fluxo magnético no material é igual a um quantum de fluxo

dividido por uma área 2πξ2, o que corresponde a uma rede de fluxóides com um

espaçamento da ordem de ξ.

2.4 Teoria BCS

Uma teoria microscópica muito completa que explica a supercondutividade quan-

ticamente foi proposta em 1957 por Bardeen, Cooper e Schrieffer. Esta teoria rendeu

aos seus autores o prêmio Nobel de f́ısica em 1972. A teoria que hoje é conhecida por

teoria BCS tem uma concordância espetacular com os resultados experimentais.

A base para a teoria é uma interação atrativa entre elétrons em que a diferença

de energia entre os estados eletrônicos envolvidos é menor do que a energia de fônon,

~ω. Por simplicidade assumimos um elemento da matriz constante. Em cálculos mais

precisos deve-se levar em consideração uma região de interação dependente dos estados

iniciais do elétron e da rede envolvida, e também levar em conta qualquer anisotropia

na superf́ıcie de Fermi. O fato de que existe uma lei de estados correspondentes é

evidência emṕırica de que tais efeitos não são de grande importância [12].

A teoria BCS propõe, além da interação atrativa entre elétrons que pode levar

a um estado fundamental separado de estados excitados por uma banda proibida,

que o campo cŕıtico, as propriedades térmicas e a maioria das propriedades eletro-

magnéticas são consequências da existência desta banda proibida. A interação elétron-

rede cristalina- elétron leva a uma banda proibida com largura da mesma ordem que

a observada experimentalmente. A profundidade de Penetração e o comprimento de

coerência são consequências naturais da teoria BCS. Quanto maior a resistividade a

temperatura ambiente é mais provável que o metal se torne supercondutor ao ser res-

friado. O fluxo magnético através de um anel supercondutor é quantizado e a unidade

de carga efetiva é 2e em vez de e [10].
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A interação elétron-rede cristalina-elétron formam os pares de Cooper que são res-

ponsáveis pelo efeito e serão tratados no apêndice A.

A teoria BCS mostra que no estado fundamental de um supercondutor todos os

pares de Cooper ocupam o mesmo estado de energia. O resultado mais importante

desta teoria é a previsão de que o primeiro estado excitado acima do estado funda-

mental se encontra distante de um gap de energia [7]

No próximo caṕıtulo apresentaremos conceitos de teoria quântica de campos, uma

vez que, com eles podemos obter os resultados das teorias apresentadas neste caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Fundamentos de Teoria Quântica

de Campos

A teoria quântica de campos (TQC) surge como alternativa para solucionar pro-

blemas com números infinitos de graus de liberdade do sistema, a mesma consegue

unir a Mecânica Quântica e a Relatividade Especial. Logo, a TQC se apresenta como

uma ferramenta poderośıssima para os f́ısicos em geral. Neste caṕıtulo trataremos dos

conceitos básicos de TQC, começaremos com uma breve apresentação do formalismo

lagrangeano, trataremos dos Sólitons e da Quebra Espontânea de Simetria e por fim

falaremos sobre Paredes de Domı́nio e Paredes de Domı́nio com Estrutura Interna.

3.1 O Formalismo Lagrangeano

Um formalismo poderoso e elegante que permite obter as equações de movimento

de um sistema é o formalismo lagrangeano. Este formalismo, ao contrário do forma-

lismo Newtoniano, não exige que as forças envolvidas no sistema sejam identificadas.

Tornando assim posśıvel simplificar a análise de um sistema mais complexo [13].
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3.1.1 Prinćıpio da Mı́nima Ação

Considere um sistema de N coordenadas generalizadas, a configuração deste sis-

tema em um determinado instante t1 é dada em função de sua velocidade generalizada.

Já em um determinado tempo t2 a configuração deve ser outra. Para que se determine

a evolução do sistema uma lagrangeana será utilizada, associando ao sistema uma

função, denominada ação

S =

∫

L(q̇i, qi). (3.1.1)

O prinćıpio de Hamilton enuncia que a evolução de um sistema da configuração 1

para a configuração 2 é tal que a ação é um mı́nimo [14]. Sendo assim:

δS = 0. (3.1.2)

Substituindo a equação (3.1.1) na equação (3.1.2), obtemos:

δS = δ

∫ t2

t1

L(q̇i, qi)dt = 0 (3.1.3)

δS =

∫ t2

t1

[

∂L
∂q̇i

∂q̇i +
∂L
∂qi

δqi

]

= 0 (3.1.4)

δS =

∫ t2

t1

[

∂L
∂q̇i

d

dt
(δqi) +

∂L
∂qi

δqi

]

= 0, (3.1.5)

que a menos de um termo de superf́ıcie nulo ainda pode escrever

δS =

∫ t2

t1

[

∂L
∂qi

− d

dt

(

∂L
∂q̇i

)]

δqidt = 0. (3.1.6)

Para qualquer intervalo (t1, t2) a integral se anula apenas se o integrando for nulo. Ou

seja:

∂L
∂qi

− d

dt

(

∂L
∂q̇i

)

= 0. (3.1.7)

Este é o formalismo para um conjunto discreto de N part́ıculas. Em teoria de campos

tratamos de conjuntos cont́ınuos de part́ıculas. Isto é similar ao tratamento clássico

de meios cont́ınuos.

A equação (3.1.7) é conhecida como Equação de Euler-Lagrange.
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3.2 Sólitons

Em teorias não lineares existe a possibilidade de ocorrer excitações solitônicas que

são a representação de concentrações estáveis de energia em uma determinada região

do espaço. Excitações como estas são soluções clássicas das equações de movimento e

são chamadas sólitons, estes por sua vez foram tratados pela primeira vez por Skyrme.

Com os sólitons muitas aplicações foram encontradas principalmente na F́ısica da

Matéria Condensada [2, 16]. Toda teoria de potenciais escalares de quarta ordem são

essenciais para o mecanismo de Higgs (o qual contém ingredientes similares à teoria de

Ginzburg-Landau relatada no caṕıtulo anterior), cosmologia e sólitons. Sólitons são

soluções relacionadas a teoria de campos não-lineares, essas soluções correspondem a

concentração de energia que se propagam sem se deformar [1]. A lagrangeana t́ıpica

para potenciais de quarta ordem é dada por:

L =
1

2
∂µΦ∂

µΦ− V (Φ) (3.2.8)

e

V (Φ) = −1

2
m2Φ2 + λΦ4. (3.2.9)

A equação de movimento para este potencial é dada por

�Φ +
∂V

∂Φ
= 0. (3.2.10)

Sendo Φ = Φ(x) (só depende de uma coordenada espacial), temos então uma solução

estática. Com isso obtemos uma equação diferencial não-linear de segunda ordem

Φ′′ = 2λ2Φ(Φ2 − a2). (3.2.11)

Note que no regime de soluções estáticas esta equação é idêntica à equação de Landau

abordada previamente. Uma das soluções da equação acima é dada por [15]:

Φ(x) = atanh(λax). (3.2.12)

A solução acima apresenta um comportamento que descreve paredes de domı́nios —

Fig. (3.1)



18

Figura 3.1: Perfil de uma parede de domı́mios, cuja largura está destacada pelas linhas
tracejadas.

3.3 Quebra Espontânea de Simetria

O conceito de simetria está intimamente relacionado com o conceito de isometria,

assim como suas operações geométricas associadas de reflexão, rotação e translação.

De forma geral, podemos dizer que um sistema é simétrico se o mesmo não muda

as suas caracteŕısticas e/ou propriedades frente a alterações dos parâmetros que o

descrevem. As aplicações desse prinćıpio têm grande utilidade em sistemas f́ısicos,

biológicos, em descrições matemáticas por meio da teoria de grupos e na geometria

[18].

Um resultado importante para Teoria de Campos e F́ısica de Part́ıculas provém

do Teorema de Noether: “Se uma ação é invariante sob um grupo de transformações

(simetria), então há uma ou mais quantidades conservadas (constantes de movimento)

que são associadas a estas transformações”. Neste sentido, o Teorema de Noether

estabelece que a simetria implica nas leis de conservação [14]:

0 = δI =

∫

d4xδαs(x)

{

∂L
∂δαs(x)

− ∂µ
∂L

∂[∂µδαs(x)]

}

. (3.3.13)
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Em teoria de campos, um dos mecanismos de quebra de simetria de grande inte-

resse é aquele que gera massa para o campo, como no mecanismo de Higgs.

3.4 Paredes de Domı́nios

Um material ferromagnético é subdividido em domı́nios com diferentes orientações

do vetor magnetização. A região de transição entre domı́nios adjacentes é chamada

de parede de domı́nio. Existem vários tipos de paredes, entre elas podemos citar as

paredes de Bloch e paredes de Néel [17].

Em uma parede de Bloch o vetor magnetização gira de tal maneira que ele per-

manece sempre paralelo ao plano da parede. Na parede de Néel o vetor magnetização

gira perpendicularmente à parede (observe a figura 3.2).

Soluções tipo paredes de domı́nios podem ser obtidas diretamente do setor escalar

Figura 3.2: Estrutura de uma Parede (a) de Bloch e (b) de Néel [17]

do modelo padrão, o qual possui simetria SU(3)×SU(2)×U(1) cujo potencial escalar

possui uma determinada simetria [19].

Para uma simetria Z2 esses sólitons representam paredes de domı́nios como uma

interface que separa dois domı́nios de um material ferromagnético [3].
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A seguir vamos primeiramente utilizar uma lagrangeana que envolve apenas um

campo escalar

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (3.4.14)

onde V (φ) é o potencial escalar que deve ser escolhido adequadamente para que seja

posśıvel a obtenção de paredes de domı́nios

V (φ) =
λ2

2
(φ2 − a2)2. (3.4.15)

Este potencial escalar possui uma simetria Z2 cujo comportamento está descrito em

Fig. (3.3).

Figura 3.3: Potencial escalar de quarta ordem.

A equação de movimento para uma configuração estática de campo, por exemplo

φ = φ(r) é dada por:

d2φ

dr2
=

∂V (φ)

∂φ
. (3.4.16)

A equação (3.4.16) possui solução conhecida, pois trata-se de uma equação diferencial

não-linear de segunda ordem. A qual possui solução dada por

φ(r) = a tanh[λa(r − r0)]. (3.4.17)

Esta solução representa uma parede de domı́nios na qual existe uma concentração

de energia.
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3.5 Paredes de Domı́nio com Estruturas Internas

O nosso estudo agora é voltado para a possibilidade de paredes de domı́nios apri-

sionarem outras paredes de domı́nios, este fenômeno é chamado de paredes dentro de

paredes, [20, 21, 22, 23]. Nesse caso utilizamos uma teoria de campos com dois cam-

pos e com simetria Z2 ×Z2. Cada uma dessas simetrias é responsável pela geração de

um tipo de parede: uma parede externa e um conjunto de paredes internas com uma

dimensão a menos.

Consideramos um modelo supersimétrico com dois campos escalares reais acoplados

que possuem uma simetria discreta por Z2 × Z2, dado por

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (φ, χ). (3.5.18)

Esses modelos, em geral, apresentam soluções de energia mı́nima, provenientes

de equações diferenciais não lineares de primeira ordem que são chamadas soluções

ou estados BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) [24]. Para solucionar a equação

acima determinamos o superpotencial W (Φ, χ), cujo potencial escalar é descrito em

uma forma quadrática deste superpotencial, ou seja

V (φ, χ) =
1

2

(

∂W

∂φ

)2

+
1

2

(

∂W

∂χ

)2

. (3.5.19)

O superpotencial se encontra no setor bosônico de uma teoria supersimétrica. Para

termos simetrias Z2 × Z2 devemos considerar o superpotencial da seguinte forma:

W (φ, χ) = λ

(

φ3

3
− a2φ

)

+ µ2φχ2. (3.5.20)

O superpotencial foi escolhido adequadamente para termos paredes dentro de pa-

redes. Utilizando este superpotencial, temos que o potencial escalar é dado por

V (φ, χ) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2 + (2µ2 + λµ)φ2χ2 − λµa2χ2 +

1

2
µ2χ4. (3.5.21)

Através da energia total do sistema, podemos obter a energia de Bogomol’nyi e

investigar o problema usando o formalismo de primeira ordem

dφ

dr
=

∂W

∂φ
(3.5.22)
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e

dχ

dr
=

∂W

∂χ
, (3.5.23)

em termos das derivadas do superpotencial (3.5.20):

∂W

∂φ
= λ(φ2 − a2) + µχ2, (3.5.24)

e

∂W

∂χ
= 2µφχ. (3.5.25)

Temos que o potencial é descrito em termos de quadrados da derivada do superpo-

tencial, as configurações de campo que satisfazem Wφi
= 0 são exatamente os mı́nimos

globais (supersimétricos) do potencial escalar V (φ, χ). Portanto, as soluções de vácuo

(mı́nimos) das equações (3.5.24) e (3.5.25) são (φ = ±a, χ = 0) e (φ = 0, χ = ±a
√

λ
µ
).

Utilizando apenas o primeiro par de vácuo, podemos obter soluções tipo sóliton

conectando estes vácuos. Portanto, temos:

1 - Tipo I;

φ = −a tanh(λar) (3.5.26)

e

χ = 0 (3.5.27)

2 - Tipo II;

φ = −a tanh(2µar) (3.5.28)

e

χ = ±a

√

λ

µ
− 2 sech(2µar). (3.5.29)

O primeiro par de soluções representa uma parede de domı́nios sem estrutura como

no caso da seção anterior. Enquanto que o segundo par representa uma parede de
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domı́nios com estrutura interna, pois quando o campo φ se aproxima de zero o campo

χ desenvolve o seu valor máximo, como pode ser visto em Fig. (3.4). Estas paredes

são conhecidas como paredes de Bloch.

No regime de φ → 0 o potencial escalar (3.5.21) aproxima-se de um potencial

Figura 3.4: O campo χ (em verde) está localizado dentro da parede de domı́nios gerada
pelo campo Φ (em vermelho).

efetivo. Assim podemos concluir que a dinâmica dentro da parede de domı́nios repre-

sentada pelo campo φ, é determinada pela lagrangeana efetiva

Leff =
1

2
∂σχ∂

σχ− Veff , (3.5.30)

onde o potencial efetivo é dado por

Veff (χ) =
1

2
µ2

(

χ2 − λ

µ
a2
)2

. (3.5.31)

A lagrangeana efetiva acima descreve outras paredes de domı́nios, representadas

pelas soluções tipo kink/antikink

χ = ±a

√

λ

µ
tanh

(

aµ

√

λ

µ
xi

)

. (3.5.32)

Para uma teoria em (3+1) dimensões as paredes de domı́nios descritas pelo campo

φ são bidimensionais e as paredes de domı́nios produzidas pelo campo χ são unidi-

mensionais [4].

Temos que as soluções do tipo I e II, ambas se encontram no mesmo setor topológico
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e possuem a mesma energia de Bogomol’nyi, EB = |W (∞)−W (−∞)| = 4
3
λa3. As

estruturas internas, são paredes de domı́nios geradas pelo campo χ (3.5.32) que apre-

sentam uma energia de Bogomol’nyi, Eχ
B = 4

3
λa3
√

λ
µ
. Isto sugere que EB = NEχ

B,

onde N representa o número de estruturas internas dado por N =
√

µ
λ
.

No próximo caṕıtulo aplicaremos os conceitos apresentados neste caṕıtulo com o

intuito de se obter os resultados apresentados no primeiro caṕıtulo e através deles

estudar a condutividade em supercondutores.
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Caṕıtulo 4

Estudos Sobre Supercondutividade

A Teoria quântica de campos aplicada a fenômenos da F́ısica da Matéria Con-

densada pode revelar resultados relevantes como, por exemplo, paredes de domı́nios

e vórtices supercondutores. Neste caṕıtulo apresentaremos estudos sobre paredes de

domı́nios supercondutoras. Introduzindo um acoplamento entre o campo escalar real e

um campo escalar complexo (campo carregado com carga q) obtendo um condensado

e assim reproduzir vários resultados sobre supercondutores. Vamos obter a equação

de London e fazer um estudo detalhado sobre o comportamento do condensado a tem-

peratura finita e sobre a condutividade no supercondutor em função da freqüencia e

da temperatura.

4.1 Supercondutividade em Paredes de Domı́nios

do Tipo II (paredes de Bloch)

Para se obter paredes de domı́nios supercondutoras necessita-se de um campo esca-

lar complexo [25] que deve ser acoplado a um campo escalar real que produz as paredes

de domı́nios. Com a introdução de um acoplamento entre o campo escalar complexo e

o campo eletromagnético, o primeiro desenvolve um condensado no interior da parede

de domı́nio que se torna supercondutora e desenvolve quase todas as propriedades de

um material supercondutor. As paredes de domı́nios supercondutoras desenvolvendo
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um condensado podem ser geradas pela seguinte lagrangeana com simetria Z2 × U(1)

[25]

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+ (∂µχ+ iqAµχ)(∂µχ
∗ − iqAµχ

∗)

− V (φ, χ, χ∗)− 1

4
FµνF

µν , (4.1.1)

onde µ, ν = 0, 1, 2, ..., d são ı́ndices arbitrários em paredes de domı́nios com (d− 2) di-

mensões. Devemos concentrar-nos em paredes de domı́nios bidimensionais com ı́ndices

variando com µ, ν = t, x, y, r. O potencial V(φ, χ, χ∗) é dado abaixo e foi escolhido de

forma apropriada para que a parede de domı́nios tipo II se torne supercondutora:

V (φ, χ, χ∗) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2 + λµ(φ2 − a2) |χ|2

+
1

2
µ2 |χ|4 + µ2φ2 |χ|2 . (4.1.2)

O campo escalar real φ desenvolve a simetria Z2 e é o responsável pela formação

da parede de domı́nios, enquanto que o campo escalar χ desenvolve um condensado

dentro da parede de domı́nios e é também responsável pela produção de paredes de

domı́nios do tipo II.

As equações de movimento para os campos escalares reais e complexos acoplados

ao campo eletromagnético são dadas por:

�φ+
∂V

∂φ
= 0, (4.1.3)

�χ+
∂V

∂χ∗
− 2iqAµ∂

µχ− q2AµA
µχ = 0, c.c., (4.1.4)

�Aµ + iq(χ∗∂µχ− χ∂µχ
∗) + 2q2Aµ|χ|2 = 0. (4.1.5)

Da equação (4.1.5), podemos definir a supercorrente

−Js
µ = iq[χ∗∂µχ− χ∂µχ

∗] + 2q2Aµ |χ|2 , (4.1.6)

de tal maneira que a equação de movimento para o campo eletromagnético torna-se

�Aµ = Js
µ. (4.1.7)
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4.1.1 Equação de London

Considerando o vácuo supersimétrico
(

0,±a
√

λ
µ

)

onde |χ|2 = a2λ
µ

obtemos a se-

guinte relação:

Js
µ = −q2a2λ

µ
Aµ. (4.1.8)

A parte espacial da equação acima é a famosa equação de London discutida em (2.2.5):

~J = − 1

µ0λ2
L

~A, (4.1.9)

com o parâmetro de profundidade de penetração dado por λ2
L = µ

µ0q2a2λ
. Sabemos que

o número de estruturas internas é dado por N =
√

µ
2λ
, logo a equação (4.1.8), torna-se:

Jσ = −q2a2

2N2
Aσ. (4.1.10)

Sabemos da Eletrodinâmica Clássica que o potencial vetor se relaciona com o campo

magnético da seguinte maneira:

~B = ∇× ~A. (4.1.11)

A equação de Ampère-Maxwell que resgata a equação de continuidade, não altera

em nada a magnetostática [8], a mesma diz que um campo elétrico variável induz um

campo magnético. A equação é dada por:

∂ ~E

∂t
+∇× ~B = µ0

~J, (4.1.12)

para campos estáticos, temos:

~J =
1

µ0

(∇× ~B). (4.1.13)

Utilizando (4.1.9) e adotando o mesmo procedimento aplicado anteriormente ao estudo

da equação de London, obtemos

∇2 ~B =
q2a2

2N2
~B. (4.1.14)
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Para uma configuração de campo magnético uniforme paralelo à parede de domı́nios

que se estende ao longo do plano x–y e perpendicular à coordenada r, a solução geral

da equação (4.1.14) é dada por

~B = ~B0 exp

(

−
√

q2a2

2N2
r

)

+ ~B1 exp

(

√

q2a2

2N2
r

)

. (4.1.15)

Baseando-se na equação (4.1.15), observa-se o comportamento do campo magnético

externo ao penetrar na parede de domı́nios externa (gerada pelo campo φ) em função

do número de estruturas internas, que são as paredes de domı́nios internas (geradas

pelo campo χ). Temos que, aumentando o número de estruturas internas, o campo

magnético penetra mais na parede de domı́nios externa, como podemos observar na

figura (4.1).

Assim ao reduzir o número de estruturas internas a zero o campo magnético externo

tende a ser expulso do defeito externo, caracterizando o efeito Meissner. Para obtermos

este efeito é necessário que o campo complexo χ se encontre no vácuo supersimétrico

e que não existam defeitos internos. Já que os defeitos gerados pelo campo complexo,

são instáveis [20, 21, 22], teremos então uma configuração com apenas um defeito

externo supercondutor, onde surgem correntes que o blindam e apresentam somente o

estado Meissner que são caracteŕısticas t́ıpicas dos materiais supercondutores do tipo

I.

4.1.2 Campo eletromagnético na presença de campos de fundo

Agora, vamos nos concentrar na solução para as equações de movimento do campo

eletromagnético (4.1.5), considerando as soluções de paredes de domı́nios como campos

de fundo.

Para Aµ = 0 a parte escalar produz soluções de paredes de domı́nio cujo perfil

são conhecidas como soluções BPS estáticas idênticas a aquelas abordadas no caṕıtulo

anterior, dadas por:
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Figura 4.1: Comportamento do campo magnético ao penetrar o material supercondu-
tor, (parede de domı́nio externa). Gráfico em verde para N = 28 e gráfico em vermelho

para N = 30. Parâmetro
∣

∣

∣

~B0

∣

∣

∣
= 1 e

∣

∣

∣

~B1

∣

∣

∣
= 1.

Solução Tipo I é:

φ(r) = −atanh(λar),

χ = 0, (4.1.16)

Solução Tipo II é:

φ(r) = −a tanh(2µar),

χ(r) = ±a

√

λ

µ
− 2 sech (2µar), (4.1.17)

onde r é a coordenada transversal às paredes de domı́nios. Estas soluções correspon-

dem a uma órbita retiĺınea e eĺıptica, respectivamente. As duas soluções tem a mesma

energia de Bogomol’nyi. Observe que para λ/µ suficientemente grande a órbita eĺıptica

passa pelo vácuo supersimétrico φ = 0 e χ = ±
√

λ/µ. Como discutiremos mais tarde,

isto corresponderá a temperatura zero, o que está de acordo com a formação de um

condensado no interior da parede de domı́nios supercondutora, as órbitas estão repre-
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sentadas na figura 4.2.

Por outro lado, quando λ/µ ≤ 2 a solução tipo II não existe mais e o sistema

Figura 4.2: Órbitas das Soluções tipo I e tipo II

é apenas governado pela solução tipo I que corresponde a uma parede de domı́nios

não-supercondutora.

Agora, vamos considerar essas soluções como campos de fundo que afetam a dinâmica

do campo eletromagnético (4.1.5). Ao introduzirmos Aµ(t, r) = Aµ(r)e
−iωt e χ(t, r) =

χ(r)e−iθt obtemos a equação tipo Schröedinger para Ax (ou Ay) da seguinte forma:

−A′′
x +

1

4
ℓ2sech2 (αr)Ax = ω2Ax, (4.1.18)

onde ℓ = 2
√
2qa
√

λ
µ
− 2 e α = 2µa. Este é um conhecido problema de Schroedinger

com um potencial “sech”tipo barreira [28], cuja solução é dada por

Ax(ω, α, ℓ, r) =
(

sech (α r)
)− iω

α

2F1

[

a1 , a2 ; a3 ;
1

2
(1− tanh (α r))

]

, (4.1.19)
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onde 2F1 é uma função hipergeométrica com os parâmetros definidos da forma:

a1 =
1

2

−2iω + α +
√
−m2 + α2

α
,

a2 = −1

2

2iω − α +
√
−m2 + α2

α
, (4.1.20)

a3 = − iω − α

α
.

4.2 O Condensado em Temperatura Finita

A temperatura pode ser interpretada como o parâmetro de mudança da parede

de domı́nios do tipo I para a parede de domı́nios do tipo II, sendo esta última em

0 ≤ T < Tc e a primeira em T ≥ Tc onde o condensado < χ >≃ Tc

√

1− T/Tc

desaparece a uma temperatura cŕıtica Tc. Façamos então um estudo detalhado.

O condensado pode ser facilmente isolado, uma vez que podemos expandir a solução

escalar |χ| = χ(r) em torno do centro das paredes de domı́nios do tipo II em r ≈ 0,

da forma

χ(r) = m− 1

2
mα2r2 + ..., (4.2.21)

com o condensado dado por < χ >≃ m. Aqui escrevemos a solução original do tipo

II como φ(r) = −atanh(αr), χ(r) = m sech (αr). Observe que para a solução do tipo

II fluir até a solução do tipo I, temos que os parâmetros m,α devem estar em m → 0

com α ≡ T → Tc, que está perfeitamente de acordo com um desaparecimento do

condensado < χ >≃ m, como previsto. Para encontrar a dependência do condensado

com a temperatura, devemos recordar a forma original dos parâmetros m e α, que é

m = a

√

λ

µ
− 2, α = 2µa. (4.2.22)

A fim de definir α ≡ T e λa ≡ Tc (presente no argumento da solução do Tipo I),

também devemos definir os parâmetros adimensionais (λ, µ) e o parâmetro dimensional

(a) da seguinte forma:

λ ∼ T
1/2
c

T 1/2
, µ ∼ 1

2

T 1/2

T
1/2
c

, a ∼ T 1/2
c T 1/2. (4.2.23)
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Agora substituindo a equação (4.2.23) na equação (4.2.22), podemos obter:

m =
√
2Tc

√

1− T

Tc

, (4.2.24)

o condensado que tem precisamente a forma desejada < χ >≃ m =
√
2Tc

√

1− T/Tc.

Observamos também que a partir da equação de movimento do campo eletro-

magnético Ax, o condensado efetivo “visto”pelo campo eletromagnético é dado em

termos da carga e, ou seja, < χ >eff≃ ℓ = 2
√
2 q m ou simplesmente < χ >eff≃

4qTc

√

1− T/Tc — veja Fig. 4.3 para o comportamento expĺıcito dos condensados

< χ > e < χ >eff com a temperatura. A divergência do condensado com a carga

q → ∞ e T/Tc → 0 tem sido apontada como um problema em supercondutores

holográficos como consequência do limite de campo de fundo. Isto porque em tais su-

percondutores a limite de campo de fundo exige q → ∞. No entanto, quando se toma

o regime em que todas as equações estão fortemente acopladas o limite q → ∞ não é

mais necessário. No nosso estudo, não dependemos deste limite para trabalharmos no

regime de campo de fundo.

Figura 4.3: (Painel Esquerdo) O condensado como uma função da temperatura. (Pai-
nel Direito) O condensado efetivo como função da temperatura para cargas q = 1, 2,
e 3 — curvas de baixo para cima.

4.3 Condutividade

Como é bem conhecido, a partir da lei de Ohm podemos facilmente obter a con-

dutividade ao longo de uma direção, por exemplo a direção x ao longo das paredes de
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domı́nio, da seguinte forma:

σx(x, y) =
Jx
Ex

=
A′

x(0)

iωAx(0)
, (4.3.25)

onde na equação anterior, utilizamos Ex = −∂tAx = iωAx, com Ax = Ax(x, y, r)e
−iωt

e definindo a corrente como sendo Jx = A′
x(0). A última definição pode ser justificada

pela expansão em série do campo eletromagnético Ax(x, y, r) em torno do centro da

parede de domı́nios tipo II, sendo esta expansão em r ≈ 0, que é o local onde se forma

o condensado, como podemos ver

Ax(x, y, r) = Ax(x, y, 0) + A′
x(x, y, 0)r + ..., (4.3.26)

onde a derivação acontece com relação à coordenada r que é transversal às paredes de

domı́nios.

Mais precisamente, no limite em que a parede de domı́nios é simplesmente associada

a uma interface em r = 0, podemos aplicar as condições usuais de fronteira para o

campo eletromagnético. Em especial, para o campo magnético temos

n̂× ~B = ~J, em r = 0, (4.3.27)

onde n̂ é um vetor normal à superf́ıcie do supercondutor e ~J é a corrente de superf́ıcie.

Para n̂ = (0, 0, 1) e ~A = (Ax, Ay, 0) temos que a Eq. (4.3.27) agora é simplesmente

dada por

−∂rAx(r) = Jx, (4.3.28)

calculado em r = 0. Isto essencialmente confirma a nossa suposição Jx = A′
x(0). Em

geral vamos considerar condições de contorno em outras superf́ıcies paralelas ao centro

das paredes de domı́nios.

Agora, utilizando a solução para o campo eletromagnético e o expandindo como

em (4.3.26) em torno de um plano genérico r ≈ δ somos capazes de escrever a forma
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expĺıcita da condutividade σx ≡ σ que é dada por

σ(ω, α,m, δ) =
1
8
i (4ω2 + 4 iω α−m2) 2F1

[

b1 , b2 ; b3 ; 1
2
(1− tanh (α δ))

]

sech2 (α δ)

ω (iω − α) 2F1

[

a1 , a2 ; a3 ; 1
2
(1− tanh (α δ))

]

+ tanh (α δ) , (4.3.29)

onde 2F1 são funções hipergeométricas com parâmetros fornecidos em

b1 = −1

2

2iω − 3α +
√
−m2 + α2

α

b2 =
1

2

−2iω + 3α +
√
−m2 + α2

α
(4.3.30)

b3 = − iω − 2α

α
.

A temperatura já foi definida α ≡ T , assim como no condensado m ≃< χ >.

Consideramos agora a condutividade normalizada pelo condensado efetivo, levando

m → qm, de modo que nós definimos α = q−1q m e ω = ωrq m em σ. Podemos

ainda escrever α
q<χ>

= q−1 e ω
q<χ>

= ωr (frequência reduzida). Finalmente, podemos

substituir tudo isso em (4.3.29)-(4.3.30).

Os resultados mostram que para δ ≈ 0 a condutividade ótica — ver Fig. (4.4) —

é essencialmente a mesma que a calculada em r = 0, ou seja, no centro da parede

domı́nios. Por outro lado, como veremos mais tarde, a condutividade, como função

da temperatura é mais senśıvel a valores de δ. A seguir faremos uma análise da

condutividade em função da freqüencia, que é conhecida como condutividade ótica, no

regime em que αδ = 0.

Para ω → 0 e T → 0 a condutividade (4.3.29) se aproxima de uma função delta

δ(ω). Isto acontece porque para T → 0, temos ℓ ∼ Tc. Assim, neste limit, α2 ≪ ℓ2 e

ω2 ≪ ℓ2 implica que a parte real e imaginária da condutividade, a menos de um fator

∼ 2α/ℓ que vem das funções hipergeométricas, podem ser escritas como

Re σ(ω) ∝ (ℓ/α)2

(ω/α)2 + 1
→ δ(ω), Im σ(ω) ∝ (ℓ/α)2

(ω/α)3 + ω/α
→ ℓ2

α

1

ω
. (4.3.31)

Note que a função de distribuição em ω na parte real em (4.3.31) tende a uma função

delta, enquanto a parte imaginária apresenta um polo em ω = 0. Isto está de acordo
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com as relações Kramers-Kronig e com o modelo de Drude para um condutor no limite

em que o tempo de relaxação devido ao espalhamento τ → ∞ (superconductor).

Concluimos desta discussão que no limite ω → 0 em T → 0 nosso modelo de fato

apresenta uma condutividade DC infinita como é esperado de um supercondutor.

Figura 4.4: (Painel Esquerdo) A parte real da condutividade em função da frequência
normalizada pelo condensado. Usamos as seguintes cargas q = 8, 20, e 32, nas curvas
de cima para baixo; δ = 0.01 e m ≃< χ >= 4. (Painel Direito) A parte real da condu-
tividade em função da frequência normalizada para três filmes finos supercondutores
de chumbo a 2oK — Palmer and Tinkham [26].

Agora vamos considerar a condutividade como uma função da temperatura. Re-

petindo a análise anterior para αδ → ∞ o argumento nas funções hipergeométricas

tendem a zero da forma e−2αδ. Neste regime, a razão das funções hipergeométricas

na fórmula da condutividade pode ser aproximada por uma série com poucos termos.

Considerando apenas o termo mais próximo do termo ĺıder, encontramos

Re σ(ω, α) ∝ δ(ω)

(

1− 1

8

ℓ2

α2
e−2αδ + ...

)

≃ δ(ω)e−
1

8(
∆

α )
2

, (4.3.32)

onde

∆ = ℓe−αδ (4.3.33)

define precisamente a energia de ligação de um par de Cooper (ligação elétron-fônon-

elétron), contanto que identifiquemos ℓ = 2ωD como a temperatura de Debye e δα =
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1/V NF , sendo V > 0 o potencial de ligação e NF a densidade de orbitais no ńıvel

de Fermi. Note que o limite δα → ∞ corresponde a V NF → 0 que é o limite de

acoplamento fraco que está de acordo com a teoria de BCS. Por outro lado, o limite

δα → 0 corresponde a V NF → ∞ que é o limite de acoplamento forte que representa

os supercondutores de altas temperaturas cŕıticas ( “High-Tc superconductors” ) como

por exemplo os cupratos. Este regime não pode ser descrito por Eq. (4.3.32), portanto

nos concentramos no primeiro regime.

Para ir além nestes estudos, devemos generalizar a expansão do condensado (4.2.21)

em torno de um plano r ≈ δ paralelo à parede de domı́nios tal que

χ(r) = m sech (αδ)−m sech (αδ)tanh(αδ)α(r − δ) + ..., (4.3.34)

o que de maneira análoga nos leva a redefinir os condensados estudados previamente

como sendo agora dados por < χ >≃ m sech (αδ) =
√
2Tc

√

1− T/Tc sech (αδ) e

o condensado efetivo < χ >eff≃ ℓ sech (αδ) = 2
√
2 q m sech (αδ) ou simplesmente

temos < χ >eff≃ 4qTc

√

1− T/Tc sech (αδ). No regime αδ → ∞, particularmente,

escrevemos o condensato efetivo como sendo

< χ >eff≃ 2ℓe−αδ. (4.3.35)

As equações (4.3.33) e (4.3.35) agora nos permite escrever a importante relação

2∆

Tc

=
< χ >eff

Tc

. (4.3.36)

Observe os exemplos da figura Fig. 4.3 para o condensado efetivo para três cargas

distintas no regime αδ → 0 estudado previamente. Usando Eq. (4.3.36) conseguimos

identificar relações entre a energia de ligação e a temperatura cŕıtica dadas por 2∆ ≃

4Tc, 2∆ ≃ 8Tc e 2∆ ≃ 12Tc.

Isto parece apontar um comportamento de superconductor de altas temperaturas

cŕıticas. Para efeito de comparação sabemos que supercondutores BCS possuem uma

relação t́ıpica 2∆ ≃ 3.5Tc, enquanto os supercondutores High-Tc apresentam normal-

mente relações de 2∆ ≃ 5Tc a 2∆ ≃ 8Tc.
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Antes de finalizar estas discussões, apresentamos uma relação entre os desvios δ

em relação ao condensado em r ≈ 0 para supercondutores BCS e High-Tc. Para isto

basta tomarmos a razão das respectivas energias de ligação ∆ definida em (4.3.33) e

inverter a relação para escrevermos uma razão em termos de δ da seguinte forma

δBCS

δHTc

= 1− 1

αδHTc

ln
∆BCS

∆HTc

. (4.3.37)

Como ∆BCS < ∆HTc
, no limite em que αδHTc

≪ 1, como esperado para supercondu-

tores High-Tc (com Tc muito alta), temos que δBCS ≫ δHTc
. Em um exemplo mais

reaĺıstico, para αδHTc
= 1, ∆BCS = 3.5Tc e ∆HTc

= 8Tc temos δBCS ≃ 1.83δHTc
.

A seguir apresentamos gráficos que descrevem o comportamento da resistividade ρ

em função da temperatura.

A figura Fig. 4.5 mostra a resistividade elétrica para baixas frequências. Note que

Figura 4.5: (Painel Esquerdo) A parte real da resistividade em baixas freqüencias
em função da temperatura. Usamos os seguintes valores δ = 0.40, 0.45, e 0.55, nas
curvas de baixo para cima; Tc = 3, ω = 0.8 e q = 1. (Painel Direito) A resistividade
em função da temperatura para três amostras de supercondutores La-Ba-Cu-O com
temperatura cŕıtica Tc = 35oK — Bednorz and Müller [27].

a resistividade suficientemente acima da temperatura cŕıtica Tc praticamente decresce

de forma linear com a temperatura. No entanto, quando o sistema se aproxima da

temperatura cŕıtica a resistividade tende a aumentar localmente, porém decresce rapi-
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damente abaixo da temperatura cŕıtica até atingir resistividade nula. Ainda notamos

que para valores de δ maiores que 0.40 o sistema tende a reduzir sua temperatura

cŕıtica — veja na Fig. 4.5, os gráficos para δ = 0.45 e δ = 0.55. Este fenômeno

antecipamos nas discussões anteriores as quais envolve a equação (4.3.37).
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho estudamos o fenômeno da supercondutividade em paredes de domı́nios

do tipo Bloch obtidas em uma teoria de campos escalares em 3+1 dimensões. Cal-

culamos a condutividade ótica e mostramos que no regime de baixas temperaturas e

freqüencias nulas obtemos uma condutividade DC infinita, o que está de acordo com

a fase supercondutora.

A resistividade em função da temperatura também foi obtida e apresenta o com-

portamento adequado, parecido com o que acontece em supercondutores High-Tc. A

temperatura cŕıtica tende ser reduzida quando nos afastamos do condensado através

do parâmetro de desvio δ.

Também identificamos um relação entre o a energia de ligação de pares de Cooper

e o condensado efetivo, em função da temperatura e da carga. Para cargas suficiente-

mente grandes obtemos uma relação t́ıpica de supercondutores High-Tc.

Como perspectivas futuras, pretendemos atacar o problema, investigando outras

grandezas tais como o comprimento de penetração de London como uma função da

temperatura e efeitos de anisotropias dentro da parede de domı́nios.
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Apêndice A

Pares de Cooper

Os elétrons preenchem todos os estados até um valor máximo ~kf , e acima desse valor

todos os estados permanecem vazios. Em uma rede cristalina, os elétrons interagem

com os ı́ons, criando uma deformação local na estrutura periódica. À medida que o

elétron se propaga pelo cristal, a deformação o acompanha. Este tipo de interação

cria um aumento local na densidade de cargas positivas, que acaba por atrair outro

elétron. O fônon cria uma espécie de estado ligado entre os dois elétrons. Esta nova

part́ıcula é chamada de Par de Cooper [7].

Considere um sistema com um conjunto de estados de dois elétrons que satisfazem

condições de contorno periódicas, considere um cubo de volume unitário, tomamos

funções produtos de ondas planas da seguinte forma

ϕ(~k1, ~k2;~r1, ~r2) = e[
~k1·~r1+~k2·~r2] (A.1)

Supondo que os elétrons possuem spins opostos, vamos introduzir coordenadas de

centro de massa e coordenadas relativas:

~R =
1

2
(~r1 + ~r2)

~r = ~r1 − ~r2 (A.2)
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e

~K = ~k1 + ~k2

~k =
1

2
(~k1 − ~k2). (A.3)

Tal que,

~K · ~R + ~k · ~r = ~k1 · ~r1 + ~k2 · ~r2. (A.4)

Logo a equação (A.1), torna-se:

ϕ( ~K,~k; ~R,~r) = ei
~K·~Rei

~k·~r. (A.5)

A energia cinética do sistema será dada por:

ǫk + EK =

(

~
2

m

)(

1

4
k2 +K2

)

. (A.6)

Vamos nos concentrar nas funções que o vetor de onda do centro de massa ~K

se anula, de modo que ~k1 = −~k1. A interação entre os dois elétrons é dada por

H1, formulamos então uma equação de autovalor como sendo uma função da seguinte

expansão

Θ(~r) =
∑

gke
i~k·~r. (A.7)

Então a equação de Schrödinger é dada por:

HΘ(~r) = EΘ(~r). (A.8)

Sendo H = H0 +H1, temos,

(H0 +H1 − E)Θ(~r) = 0. (A.9)

Utilizando a equação (A.7) na equação (A.9) temos:

∑

k′

[(Ek′ − E)gk′ +H1gk′ ]e
i ~k′·~r. (A.10)
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Onde H1 é a energia de interação entre os dois elétrons.

Podemos obter a equação secular do problema, tomemos o produto escalar com

ei
~k~r, a fim de obter:

(Ek′ − E)gk +
∑

k

gk′(~k |H1|~k′) = 0, (A.11)

transformando o somatório em uma integral, temos:

(E ′ − E)gE +

∫

dE”g(E”)H1(E
′, E”)N(E”) = 0, (A.12)

onde N(E”) é o número de estados de dois elétrons com momento total ~k = 0.

Vamos estudar agora os elementos da matriz de forma H1(E
′, E”) = (~k |H1|~k′).

Bardeen, em seus estudos, sugeriu que estes elementos eram importantes quando estes

dois elétrons estavam confinados em uma casca fina de energias nas proximidades da

superf́ıcie de Fermi. Esta casca possui espessura ~ωd acima de EF , onde ωd é definida

como a frequência de corte dos fônons de Debye. Supondo que:

H1(E
′, E”) = −V, (A.13)

onde só há energia dentro da casca. Sendo assim

(E ′ − E)g(E ′) = V

∫ 2Em

2EF

dE ′g(E”)N(E”) = D, (A.14)

sendo Em = EF + ~ωd, D = constante. É trivial ver que:

g(E ′) =
D

E ′ − E
. (A.15)

Substituindo a equação (A.15) na equação (A.14), temos:

1 = V

∫ 2Em

2EF

dE”
N(E”)

E − E
(A.16)

Fazendo NF = N(E ′), no pequeno intervalo de energia podemos considerá-lo cons-

tante, assim sendo:

1 = NFV

∫ 2Em

2EF

dE”
1

E − E
= NFV log

[

2Em − E

2EF − E

]

. (A.17)
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Fazendo,

E = 2EF −∆ (A.18)

temos:

1 = NFV log

[

2~ωd +∆

∆

]

, (A.19)

ou ainda

1

NFV
= log

[

1 +
2~ωd

∆

]

. (A.20)

Logo a energia de ligação de um Par de Cooper por ser escrita da seguinte maneira:

∆ =
2~ωd

e
1

NF V − 1
. (A.21)

Se V é positivo a interação é atrativa. A teoria BCS mostra que é permitido uma

alta densidade de Pares de Cooper em um metal.
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Apêndice B

Potencial Barreira

Vamos determinar os ńıveis de energia de uma part́ıcula movendo-se em campo

potencial de energia dado por:

U = −U0sech
2αx. (B.1)

O espectro de autovalores de energia positivos é cont́ınuo, enquanto que para os valores

negativos o espectro é discreto [28], consideraremos o segundo caso. Sendo assim a

equação de Schrödinger é

d2Ψ

dx2
+

2m

~
(E + U0sech(αx))Ψ = 0. (B.2)

Fazendo ξ = tanhαx e usando ǫ =

√
(−2mE)

~x
e 2mU0

α2~2
= s(s+ 1), temos:

s =
1

2

(

−1 +

√

1 +
8mU0

α2~2

)

. (B.3)

Sendo assim, obtemos:

d

dξ

[

(1− ξ2)
dΨ

dξ

]

+

[

s(s− 1)− ǫ2

1− ξ2

]

Ψ = 0. (B.4)

Esta é uma equação associada a um polinômio de Legendre, que pode gerar uma

função hipergeométrica, fazendo a substituição Ψ = (1− ξ)
1

2ω(ξ) e fazendo tempora-

riamente a variável u = ǫ
2
(1− ξ), temos,

u(1− u)ω” + (ǫ+ 1)(1− 2u)ω′ − (ǫ− s)(ǫ+ s+ 1)ω = 0, (B.5)
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a solução finita para ξ = 1 (x = ∞) é

Ψ = (1− ξ2)F [ǫ− s, ǫ+ s+ 1, ǫ+ 1,
1

2
(1− ξ)]. (B.6)

Se Ψ permanecer finito para ξ = −1 (x = −∞), que deve ter ǫ− s = −n, onde n

= 0, 1, 2, ..., então F é um polinômio degrau n, que é finito para ξ = −1.

Os ńıveis de energia são determinados por s− ǫ = n, ou

E = −~
2α2

2

[

−(1 + 2m) +

√

(

1 +
8mU0

α2~2

)

]2

(B.7)

Existe um número finito de ńıveis de energia, determinados pela condição ǫ > 0,

ou seja n < s.
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[7] S.I.Oliveira, V.L.B.Jesus, Introdução à F́ısica do Estado Sólido, 2a edição (Editora

Livraria da F́ısica,2011) ISBN 9788578610616.
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[15] N. A. Lemos, Mecânica Anaĺıtica, 2a edição - (Editora Livraria da F́ısica,

2007)ISBN 85-88325-24-1.

[16] E.W. Kolb and M.S. Turner, The Early Universe (Addison-Wesley, 1990).

[17] M. A. Carara: Tese de Doutorado. Dinâmica de Paredes de Domı́nios Magnéticos:
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