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Resumo

Algoritmos evoluciondrios sio amplamente utilizados em otimizacido de fungdes.
Algoritmos Genéticos(AG) sdo algoritmos evoluciondrios baseados na selegdo natural
usando operadores genéticos probabilisticos. Apesar de sua eficdcia em alguns proble-
mas de otimizagao, os AGs apresentam também resultados ndo-aceitdveis em fungdes
de dificil solucdo. A idéia de utilizar os cédigos algébricos para guiar o AG, explorando
a estrutura dos cédigos para auxiliar o AG a superar problemas com fungoes do tipo
“armadilha”é proposta neste trabalho. Esta dissertagdo apresenta um algoritmo que
combina 0 AG com os cddigos algébricos e também propde a utilizagdo do conceito de

classes laterais.
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Abstract

Evolutionary algorithms have been widely used in function optimization. Genetic
Algorithms(GA) are evolutionary algorithms based in natural selection using proba-
bilistic genetic-like operators. Despite of being efficient in some optimization problems,
GAs have not performed so well with some “trap”functions. The idea of algebraic code
introduction in GAs is to guide GA exploiting code structure for helping a GA to
overcome troubles with trap functions is proposed in this work. This work presents
an algorithm which combine GA with algebraic codes and also propose the code coset

concept utilization.
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Capitulo 1
Introducao

Nos iltimos anos a busca pela resolugdo de problemas de otimizacdo se intensificou
devido ao grande nimero de casos existentes, sendo desenvolvidos vérios métodos pa-
ra solucionar problemas de otimizagdo, tais como “simulated annealing”, algoritmos
evolucionarios, etc.

Dentre todos algoritmos evoluciondrios se destaca o AG que baseado na selegdo
natural usando operadores genéticos probabilisticos. Pesquisas com AG indicam sua
eficacia na solugdo de diversos problemas de otirnizacio, entretanto ha problemas em
que os AGs exibem deficiéncias tais como convergéncia prematura ou simplesmente pro-
blemas em gque nao convergem para solugdes aceitdvels, o que ocorre nas denominadas
funcGes-armadilha.

Neste trabalho s@o apresentados dois algoritmos de otimizagiao que combinam o
algoritmo genético com a teoria dos cédigos algébricos visando corrigir os problemas
apresentados no algoritmo genético padrdo em determinadas fungées. Resultados obti-
dos (1] [2] [3] comprovam a vantagem do estudo e a utilizagdo dos cédigos na estrutura
do algoritmo genético em certas fun¢des multimodais.

Na transmissao e armazenamento digital de dados, had sempre a possibilidade de
ocorréncia de erros. O uso de cédigos corretores de erros € uma constante nos meios de
comunicacao, codigos como BCH, Goppa, RS, Hamming sdo utilizados em aplicagdes
que variam de CD player a transmissfo para satélite. Os cddigos algébricos baseiam-se

no sistema algébrico desenvolvido por Galois, os Corpos Finitos.



A estrutura dos cdédigos algébricos é uma estrutura no espago das sequéncias de
comprimento determinado, por exemplo, c6digos bindrios definem uma estrutura no
espago 8™ = {0,1}". A motivagdo desta dissertagdo é explorar a estrutura dos cédigos
para auxiliar o AG melhorando sua eficiéncia..

A dissertacdo estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 é apresentado
o AG. Algumas caracteristicas e propriedades sdo levantadas, assim como o uso de
determinados operadores. Também é apresentada a teoria dos “esquemas”que descreve
o funcionamento do AG, sob o ponto de vista da convergéncia.

No Capitulo 3 sdo mostrados dois algoritmos baseados nos AGs propostos no tra-
balho. O primeiro baseia-se na jungdo do AG com os cédigos algébricos. O segundo
introduz o conceito de classes laterais no anterior.

No Capitulo 4 sdo comparados os algoritmos propostos com o AG Padrao em um
sistema de comunicagoes, bem como em fungdes de dificil solugdo.

No Capitulo 3, as conclusoes e sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentados.

No Apéndice A é apresentado um resumo dos corpos finitos no qual sdo também
mostrados os conceitos de corpos, grupos, anéis e bases.

No Apéndice B é apresentada a introdugdo aos cédigos algébricos no qual sdo mos-

tradas suas propriedades, seus tipos de cédigos e sua introducdo para controle de erros.



Capitulo 2
Algoritmo Genético

Neste capitulo o AG é introduzido: como sdo constituidos, como diferem dos outros
métodos de busca e a teoria dos “esquemas”que ajuda a compreender seu funciona-

mento.

2.1 Algoritmos de Busca

Uma grande parte dos trabalhos cientificos pode ser formulada como problemas de bus-
ca de otimizagdo. O objetivo dos algoritmos de otimizagdo é encontrar uma combinagio
de valores que proporcione o desempenho 6timo ou sub-6timo de um sistema conside-
rado. O conjunto de todas as combinagdes possiveis para constitui o chamado espaco
de busca. Sem perda de generalidade, considera-se somente métodos de maximizagao.

Dada uma funcdo f : R" — R e um espago de S C R", 0 método pode ser formulado

assim:

encontrar z*|f(z*) > f(z),Vz € S (2.1)

A funcdo f () pode ser derivdvel ou ndo, uni- ou multidimensional, e o espago
de busca S pode ser continuo ou discreto, finito ou infinito, céncavo ou convexo. O
problema é chamado unimodal quando hd somente um ponto méximo z* no espago de

busca, ou multimodal em caso contréario.



Numa classificagdo grosseira, hd essencialmente trés correntes de métodos: proba-
bilisticos, numéricos e enumerativos. H4 ainda um grande niimero de métodos hibridos.
Consideremos um problema de maximiza¢ao de uma fun¢do f : R — R dada por
|z| , 2°
f(z) =cos(20-z) — 5t (2.2)
no intervalo —2 < z < 2. Trata-se de uma fungdo ndo-linear com 13 picos no
intervalo de interesse, como mostra na Figura 2.1, sendo um correspondente ao maximo
global, ou ponto-6timo, z* &~ 1, 88929.

2

fix)

Figura 2.1: Gréfico de f(z)

Substituindo z* na fungio, obtem-se,

f(z*) =~ 1,73752 > f(z),Vz,-2<z <2 (2.3)

Os pontos extremos de f (-) podem ser determinados igualando-se a primeira deri-
vada de f(-) a zero e resolvendo a equagdo transcendental resultante analiticamente.
Se a expressdo analitica de f (-) for desconhecida, porém, métodos numéricos sdo impo-
tentes. Por se tratar de uma func¢do multimodal, é evidente que métodos de gradiente
puros ndo devem ser capazes de encontrar o 6timo global na maior parte das tentativas.

Otimizagdo de fungdes é um bom exemplo para examinar a robustez de qualquer

procedimento de busca. Uma estratégia de busca possivel é a busca exaustiva que é
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interessante em fungdes no qual o espago de busca é pequeno pois pelo contrério to-
mariam um grande esforgo computacional. H4 também métodos baseados no céleulo
diferencial. Deriva-se a fungdo e iguala a zero, encontrando assim seus maximos ou
minimos absolutos. O grande problema destes métodos é a sua ineficiéncia com funcdes
multimodais. Outro método usado é o Simulated Annealing, método no qual se usa
processos aleatérios para guiar sua busca por estados de minima energia. Os pro-
blemas de otimizagio de fung¢des podem ser atacados por diversas técnicas que John
Holland {4] desenvolveu o algoritmo genético na Universidade de Michigan. Neste
capitulo encontram-se defini¢des, caracteristicas e exemplos dos AGs. Na Segdo 2.2
pode-se encontrar uma apresentagdo do AG, bem como conceitos de seus principais

operadores. A Secdo 2.3 apresenta alguns fundamentos matemadticos do AG.

2.2 Algoritmo Genético

Os algoritmos genéticos emulam a teoria da evolugdo bioldgica para resolver problemas
de otimiza¢do. Um AG compreende um conjunto de elementos - a populagdo e um
conjunto de operadores, inspirados na biologia, definidos sobre a populagao. De acordo
com as teorias evoluciondrias, os elementos da populagdo melhor adaptados tém maior
probabilidade de transmitir sua heranga genética para as novas geragoes.

O que caracteriza singularmente um AG é que se trata de um algoritmo “cego”no
sentido em que a sua ligacao com o problema se dd apenas por meio da funcio objetivo

e por fim ele é um algoritmo de regras de transigdo probabilisticas, ndc deterministicas.

2.2.1 Representacao Cromossémica

O primeiro passo para aplicacao do Algoritmo Genético a um problema qualquer € re-
presentar cada solugdo eventual z no espago de busca como uma sequéncia de simbolos
s gerados a partir de um dado alfabeto finito A. No caso mais simples, usa-se o alfa-
beto bindrio A = {0,1} mas, no caso geral, tanto o método de representagio quanto o
alfabeto genético dependem de cada problema. Usaremos algumas expressées que sao

bastante empregadas pelos tedricos e praticantes de AGs. Cada sequéncia s correspon-

5



de a um cromossomo e cada elemento de s é equivalente a um gene. Como cada gene
pode assumir qualquer valor do alfabeto A, cada elemento de A é equivalente a um
alelo, ou seja, um valor possivel para um dado gene. A posi¢io de um gene(Figura 2.2)
num cromossomo, seu indice dentro da sequéncia, corresponde a um locus génico. Além
disso, na maior parte dos AGs atribui-se que cada individuo seja constituido de um
Unico cromossomo, razao pela qual é comum se usarem os termos individuo e cro-
mossomo indistintamente em trabalbos cientificos e livros-textos. A maioria dos AGs
propostos na literatura operam com uma populagdo com nimero fixo de individuos e
cromossomos de tamanho constante.

Tendo definido a representagdo cromossémica para o problema, gera-se um conjun-
to de solugdes eventuais, chamadas de solugdes-candidatas. Um conjunto de solugées
codificadas de acordo com a representagdo selecionada corresponde a uma populagio
de individuos, P(0). AGs sdo algoritmos iterativos e a cada iteragdo a populagido é
modificada. Cada iteracdo de um AG é denominada uma geracdo, embora nem to-
dos os individuos de uma populagdo sejam necessariamente “filhos” de individuos da
populagdo na iteragao anterior. A populagao inicial de N individuos é gerada aleatori-
amente. De acordo com a teoria da sele¢do natural, a populagio inicial deve cobrir a
maior drea possivel do espago de busca, pois os individuos devem ter diferentes graus

de adaptagio ao ambiente em que vivem.

GENE

RN REEN
SN

LOCLS GENICO CROMOSSOMO

Figura 2.2: Cromossomo
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Os AGs necessitam da informagio do valor de uma fun¢do objetivo para cada mem-
bro da populagdo. A fungdo objetivo dd, para cada individuo, uma medida de qudo
bem adaptado ao ambiente ele estd, ou seja, quanto maior for a sua fun¢io objetivo,
maior serdo as chances do individuo sobreviver no ambiente e reproduzir-se, passando
parte de sen material genético a geragdes posteriores, como também avalia se vio ha-
ver individuos extintos. A avaliagido de cada individuo resulta num valor denominado
“adequabilidade”. Em populagdes naturais, a adequabilidade é determinada pela abili-
dade do individuo de sobreviver a predadores, pestes e outros obstdculos & vida adulta
e sua subsequente reproducdo. A fungdo que avalia a adequabilidade &, talvez, a parte
mais importante de um AG. Ela tem o potencial de afetar severamente o desempenho

geral do algoritmo em termos da qualidade dos resultados e tempo de execugao.

2.2.2 Operadores Genéticos

Definida a fungdo objetivo, define-se um conjunto de operagoes genéticas simples que
atuam sobre populagédo inicial e geram populacbes sucessivas.

Um AG simples que rende bons resultados em muitos problemas préticos é composto
de trés operadores principais:

e Selegcao e Reprodugao
e Recombinagao(Crossover)

e Mutacio

2.2.3 Selecao

Sele¢do é um processo no qual cromossomos individuais sdo copiados de acordo com
os valores de suas funcdes objetivos. Copiar cromossomos de acordo com os valores de
suas adequabilidades significa dizer que os cromossomos com valores maiores tém uma
maior probabilidade de contribuir com um ou mais descendentes na préxima gerac¢io
de individuos. Estes cromossomos copiados sdo denominadoes de cépias. O mecanismo
de selecio em AGs emula os processos de reproducdo assexuada e selegdo natural, uma

sobrevivéncia darwiniana do mais adequado dentre todos os individuos.
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Este operador pode ser aplicado de maneiras distintas, pois existem 4 principais
esquemas de selecdo que sdo mais comumente usados [3]:

Selecdo por posto

Selecdo por torneio

Selecdo por genitor

Reprodugao proporcional

Selecao por posto

Baker [6] introduziu a nogéo de sele¢do por posto ao algoritmo genético prético no qual
ordena a populacdo do melhor ao pior individuo, designa-se o niimero de cépias que
cada individuo deverd receber de acordo com uma funcdo atribuida ndo-crescente, e

entdo usa a selegdo proporcional de acordo com a dada atribuigéo.

Selecdo por torneio

Neste caso, escolhe-se individuos aleatoriamente de uma populagédo(com ou sem repo-
si¢do), seleciona-se o melhor individuo deste grupo para processamento genético futuro,

e repete até que a nova populagdo esteja completa.

Selegao por genitor

Neste caso, é mostrado de forma bem sucinta o método usado para executar este
tipo de selegdo [7]. Selegdo por genitor trabalha individuo por individuo, escolhendo
um descendente por nascimento de acordo com um ranking linear, e escolhe-se o pior
individuo atual para reposicdo. Este método extingue os individuos menos adaptados
ao ambiente de acordo com um “ranking”e os substitui por descendentes dos individuos

melhor adaptados.



A adequabilidade deve ser um valor ndo-negativo. Com isto, os individuos com
baixa adequabilidade relativa terdo alta probabilidade de serem extintos, ao passo
que individuos bem adequados terdo grandes chances de sobreviverem. Posteriormen-
te, determina-se o nimero de individuos esperado de acordo com a adeg,., conforme
Eq. 2.5

Ning = N - adegyg (2.3)

Exemplo 1 Considerando uma fungio f(z) = 12, para 0 < z < 31, temos uma
problema de marimizagdo, no qual max(f(z)) = (31)* = 961.

e Com o tamanho da populagdo definida, neste caso N = 4, sdo gerados todos os

individuos aleatoriamente como mostrado na Tabela 2.1 na coluna 2;

¢ Determinam-se suas adequabilidades de acordo com a fungéo objetivo f(r) = z?
que estdo representadas na coluna 4 e com sz as adequabilidades relativas sdo
determinadas;

e Com estes dados, o mimero de individuos esperado na nova populacao é achado
POI Tijng = N - adegr € 0 nimero de individuos real é encontrado por arredonda-
mento simples para o inteiro mais préoximo. Pode-se perceber que o individuos 3

foi extinto.

Neste processo algumas vezes os individuos menos adequados ao ambiente s3o deixa-
dos para poderem trocar sua heranga genética com outros com melhor adequabilidade
para eventualmente formarem melhores individuos. Sendo assim pode-se evitar a falsa

convergéncia da populagdo para individuos supostamente melhor adaptados.

2.2.4 Recombinacdo(Crossover)

Apés a selecdo e reproducio aparece o mecanismo da recombinagio(crossover) que
retrata um processo sexuado- ou seja, envolve mais de um individuo - no qual ocorre
a troca de fragmentos entre pares de cromossomos. Este processo se procede em dois

passos. Primeiro os individuos da populacdo selecionada sdo divididos aleatoriamente
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Reproducado proporcional

Este operador pode ser implementado na forma de algoritmo em diversas maneiras.
Uma delas € criar uma roleta polarizada no qual cada cromossomo da popula¢io tem um
espacgo na roleta com um tamanho na proporgao da sua adequabilidade como mostrado
na Figura 2.3. No nosso AG utilizamos este esquema de selegao por se tratar de um

método eficiente e mais simples.

14.4%
30.9%

()% 49.2%

@

Figura 2.3: Roleta Polarizada

Logo para determinar os descendentes dos individuos da populagao roda-se a roleta
polarizada de acordo com o tamanho da populacdo. Estes descendentes sao cépias
exatas dos individuos sorteados.

Outra maneira de executar este operador é usar uma funcdo de adequabilidade
relativa que gera para uma populagio temporéria de N individuos suas adequabilidades

relativas respectivas, que sao dadas pela Eq. 2.4:

g ) (2.4)

>_a(s:)

no qual a(s) é a fungdo de adequabilidade.
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A adequabilidade deve ser um valor nio-negativo. Com isto, os individuos com
baixa adequabilidade relativa terdo alta probabilidade de serem extintos, ao passo
que individuos bem adequados terao grandes chances de sobreviverem. Posteriormen-

te, determina-se o numero de individuos esperado de acordo com a adegre;, conforme
Eq. 2.5

Tlind = V * adegre (2.3)

Exemplo 1 Considerando uma funcdo f(z) = z?, para 0 < z < 31, temos uma

problema de mazimizagdo, no gual max(f(z)) = (31)% = 961.

e Com o tamanho da populagdo definida, neste caso N = 4, sfo gerados todos os

individuos aleatoriamente como mostrado na Tabela 2.1 na coluna 2;

¢ Determinam-se suas adequabilidades de acordo com a funcdo objetivo f{z) = z*
que estao representadas na coluna 4 e com E% as adequabilidades relativas sao
determinadas:

e Com estes dados, o nimero de individuos esperado na nova populagio € achado
POr Nyng = N - adeg,; e 0 nimero de individuos real é encontrado por arredonda-

mento simples para o inteiro mais préximo. Pode-se perceber que o individuos 3
foi extinto.

Neste processo algumas vezes os individuos menos adequados ao ambiente sdo deixa-
dos para poderem trocar sua heranga genética com outros com melhor adequabilidade
\ e qes . .

\ para eventualmente formarem melhores individuos. Sendo assim pode-se evitar a falsa
|
i

convergéncia da populacfo para individuos supostamente melhor adaptados.

2.2.4 Recombinagao(Crossover)

Apds a selecdo e reproducdo aparece o mecanismo da recombinacgio(crossover) que
retrata um processo sexuado- ou seja, envolve mais de um individuo - no qual ocorre
a troca de fragmentos entre pares de cromossomos. Este processo se procede em dois

passos. Primeiro os individuos da populagio selecionada sio divididos aleatoriamente
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Ind. Pop. Valorz f(z) adegre Ting

Numero Ind.

Inicial z? if‘T Esperado Real

1 01101 13 169 0.14 0.58 1

2 11000 24 o276 049 197 2

3 01000 8 64 0.056 0.22 0

4 10011 19 361 0.31 1.23 1
Soma 1170 1.0 4.00 4
Média 293 0.25 1.00 1.0
Méximo o276 049 1.97 2.0

Tabela 2.1: Adequabilidade Relativa

em duas novas populagdes com % individuos(o que indica que N deve ser par) e for-

mando pares entre os individuos da cada popula¢do. Segundo, determina-se se cada par

de individuos passa pela recombinagdo. Trata-se de um processo aleatério que ocorre

com probabilidade fixa p. especificada pelo usudrio. Em caso afirmativo, escolhe-se

um ponto de corte aleatoriamente e efetua-se a troca de segmentos correspondentes.

Podemos verificar o exemplo a seguir:

Exemplo 2 Crossover entre 2 individuos

PONTO DE CORTE

T

: \ NIR \\XX\\

%\\%\E R 01 01| 1}

Figura 2.4: Crossover

il

PAI1

PAI2

FILHO 1

FILHO 2



Populagao Nova Valor z  f(x)

ap6s Selecio Populagio z?
0110—1 01100 12 144
1100—0 11001 25 625
11—000 11011 27 729
10011 100060 16 256

Tabela 2.2: Crossover

Com estes novos cromossornos “filhos”, o emparelhamento é desfeito e tem-se uma
nova populagao, diferente da populagio resultante do processo de selecdo, contendo N
individuos. Pode-se ver na Tabela 2.2 um exemplo do operador “crossover”, no qual os
individuos da nova populago gerada a partir da Tabela 2.1 exexutam o “crossover”de
acordo com a p. = 0,6. Determinados os pontos de corte, é feito o “crossover”e a nova
populagdo € determinada. Numa anilise ampla percebe-se que o crossover faz uma
busca “local”no espaco de busca. O valor de p, foi encontrado de forma empirica e

pode variar entre 0,6 < p. <0, 7.

2.2.5 Mutacgao

Trata-se de uma busca aleatéria em que seleciona-se uma posi¢io num cromossomo e
muda-se 0 valor do gene correspondente aleatoriamente para um outro alelo possivel,
este processo € controlado pela probabilidade fixa p,,(também encontrado de forma
empirica e pode variar entre 0,03 < py,, < 0,1), que indica a probabilidade de um gene
sofrer mutacio.

Existem muitas discord&ncias entre os pesquisadores a respeito do papel da mutagio
na genética (seja natural ou artificial), mas segundo Goldberg {8} a mutag@o assume um
papel secundério nos AGs. Em sistemas genéticos artificiais, o operador de mutagao os
protege contra uma perda irrecuperdvel, tal como algum material genético(1’s ou 0’s
em posicdes especificas) potencialmente 1til que os operadores anteriores introduzem
no algoritmo. Nota-se que a freqiéncia da mutagao que obtém bons resultados em

estudos empiricos sobre 0 AG ¢ na ordem de uma mutagido por 1000 bits(posicdes)
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verificadas. Taxas de mutagao s@o similarmente baixas{ou menores} em populacdes
naturais, nos levando a concluir que a mutagéio é considerada apropriadamente como
um mecanismo secunddrio da adaptagiao do AG. Como no caso do crossover, em uma
visdo ampla a mutagdo é uma busca aleatéria “global”através do espaco de busca. Este

operador é apresentado na Figura 2.5

13 ¢] 0 0 i 1 10 1'/

Figura 2.5: Mutagdo

Outros microoperadores podem ser observados na natureza, operadores genéticos
que operam no nivel do cromossomo. Além dos mais conhecidos e mais representa-
tivos operadores, existem outros tais como dominancia, diploidia, segregacido, trans-
locacdo, duplicagdo e apagamento. Dominancia e diploidia sdo métodos de imple-
mentar uma grande memdria da populacdo. Estes operadores sdo uteis em funcoes
nao-estaciondrias, especialmente funcoes ciclicas. Segrega¢io e translocagao requerem
a extensdo do genétipo para incluir cromossomos multiplos. Duplicagdo e apagamen-
to também causa uma perda de nogdo de representagdo apropriada do cromossomo;
eles nos forcam a considerar representacdes de tamanhos varidveis. Como no nosso
caso especial, consideramos cromossomos de comprimento fixo, portanto estes tltimos

operadores sao inviaveis.
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2.2.6 Condicoes de Parada

Os individuos de cada geracdo sdo ordenados de acordo com suas adequabilidades.
Ao longo das geragbes as adequabilidades das novas populacdes sio encontradas até
encontrar uma solucdo 6tima ou sub-6tima. E necessério estabelecer uma condigdo de

parada que pode ser de vdrias maneiras:

e Estagnacado, ou seja, quando nao é observada nenhuma melhoria da populagio

depois de vérias geragdes, o algoritmo encerra a busca;
e Niumero médximo de geragdes;

e Tempo limite de processamento.

2.2.7 Pseudo-Cddigo

Designando cada geragao por um indice t, o algoritmo geral de um AG simples é

descrito abaixo, cuja condigdo final é o niimero médximo de geragoes.

Algoritmo 1 AG

Inicializagao
e i+ 0;
e inictalizar P (t) C {0, 1}
e avaliar P (t);

Iteragao
Enquanto Final= FALSO faga

o t+1t41;

e selecionar P (t) a partir de P (t — 1);
e recombinar;

e mutar;
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e avaliar P(t);
Fim

Fim

2.3 Fundamentos Matematicos do AG

Em geral é mais importante a relagio entre os cromossomos do que 0s Cromossomos
individualmente. Desde que similaridades importantes entre cromossomos com ade-
quabilidade alta podem ajudar a guiar a busca, pergunta-se: como um cromossomo
pode ser similar aos seus equivalentes?

Um “esquema” [4] é um modelo de similaridade descrevendo um subconjunto de
cromossomos com similaridades em certas posigoes. Sem perda de generalidade, consi-
deramos um alfabeto bindrio {0,1}. Motiva-se um esquema mais facilmente por anexar
um simbolo especial neste alfabeto: %, que significa um simbolo “tanto faz”. Com isto
o alfabeto se extende a um alfabeto terndrio {0,1,*}. O esquema *0000 corresponde
a dois cromossomos {00000, 10000}. Um outro exemplo, o esquema x111x descreve o
subconjunto com quatro membros {01110,01111,11110,11111}, ou também o esquema
0 % 1 * = corresponde a oito cromossomos de comprimento 3 que comecga com 0 e tem
um 1 na posigdo 3. A idéia de esquema dd uma maneira poderosa e compacta de falar
sobre todas as similaridades bem definidas entre cromossomos de comprimento finito
num alfabeto finito.

Do ponto de vista da teoria dos c6digos algébricos, um esquema é uma classe lateral,

vista no Apéndice B, pois

i1,i0 € {0,1} (x111x) = i,(10000) + i,(00001) + (01110)

.. [ 10000 (2.6)
= (i1ia) ( - ) +(01110)

10000
O resultado da Eq. 2.6 é semelhante ao da Eq. B.27, pois ( e ) é semelhante

4 matriz geradora G e (01110) é semelhante a uma cadeia de S', v, portanto
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10000
i1 +(01110) = iG +v 2.7
(i132) ( 00001) (01110) (2.7)

Em geral, para alfabetos de cardinalidade “k”existem (k + 1)! esquemas, no qual I
é comprimento do cromossomo, por que cada uma das k posigoes pode ser 0,1 ou .
Considerando um cromossomo simples de extenséo [, ele terd k' esquemas, por exemplo,
11111 tem 2° esquemas porque ele pode assumir seu valor atual ou um simbolo “tanto
faz”. em geral cromossomos especificos contém k' esquemas. Como resultad'o, uma
populacdo de tamanho N possui entre k' e N - k! esquemas dependendo da diversidade

da populagdo. Pode-se verificar o efeito deste processo no AG.

2.3.1 Teorema Fundamental do Algoritmo Genético

Este teorema tem como objetivo determinar o niimero esperado de cépias do “esque-
ma”na préxima geragao.

Considere um esquema H com um alfabeto terndrio V = {0,1,x}. Nem todos os
esquemas sdo criados igualmente, alguns sdo mais especificos que outros por exemplo,
011%1=x é mais especifico do que O*=**xx%, Para quantificar esta idéia sdo introduzidas

duas definicoes do esquema: conceitos de ordem e comprimento definido.

Definicao 1 A ordem de um esquema H, denotado por o( H) é simplesmente o nimero

de posigdes firas presentes no modelo.
Exemplo 3
e esquema 011 1% % — o(H) =4
o esquema O xxxxxx = o(H) =1

Definigdo 2 O comprimento definido de um esquema H denotado por 6(H), € a
distincia entre a primeira e a iultima posicdo ocupadas por simbolos diferentes de *

do cromossomo.

Exemplo 4
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e esquema 0llx1xx > §(H)=5—-1=4

e esquema O xx*x*xx — §(H) =0

Considera-se o efeito individual e combinado da reproducdo, crossover e mutacio no
esquema contido de uma populagdo de cromossomos. O efeito da reproducio no niimero
esperado de esquema na populagdo é particularmente ficil de determinar. Com o

cromossomo A; representado simbolicamente como:

A = 090y (2.8)
sendo 7 = 1,2,--- ,N. suponha que a uma dada iteragio ¢ existem m exemplares
de um esquema particular A contidos na populagio P(t) = {A4;,---,An}, 0 qual se

escreve como m = m(H,t)(existem possivelmente quantidades diferentes de esquemas
diferentes H em iteracdes ¢ diferentes). Durante a reprodu¢do um cromossomo A; é
selecionado com probabilidade p; = 2% Espera-se ter m(H,t + 1) representantes do
esquema H na populagdo na iteragio ¢t + 1 como dado na equagao 2.9

f(H)
> fi

na qual f(H) é a adequabilidade média dos cromossomos representando o esquema

m(H,t+ 1) =m(H,t)- N

(2.9)

H na iteracao . Como a média das adequabilidades da populagdo inteira pode ser
escrita como

+_ 21
f== (2.10)
portanto
m(H,t+1) =m(H,t)I—£T£)- (2:11)

De acordo com 2.11 um esquema em particular cresce de acordo com a razdo entre
a adequabilidade média do esquema pela adequabilidade média da populagdo. entre
outras palavras, esquemas com adequabilidades maiores que a média da populagao
receberao um nimero crescente de amostras na proxima geragao, ao passo que esque-
mas com adequabilidades menores receberdo um nimero decrescente de amostras na

préxima geragdo. Todos os esquemas na populagdo crescem ou decaem de acordo com
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suas média de esquemas sob ¢ operador de reproducio. Qualitativamente falando, es-
quema acima da média cresce e esquema abaixo da média é extinto. Quantitativamente
falando, reproducgio aloca um ndmero de tentativa crescente(decrescente) exponenci-
almente para cima(para baixo) da média do esquema.

Cruzamento é uma troca de informacoes aleatérias estruturadas entre ¢romosso-
mos. Segundo este operador o esquema H é destruido com probabilidade py = ‘%1 e
sobrevive comn probabilidade p, = 1 — ps. Se 0 crossover é executado aleatoriamente
com probabilidade p,., a probabilidade de sobrevivéncia pode ser expressa por

O(H
Ps21-pc ) (2.12)
-1
Combinando os dois operadores: reprodugdo e crossover
H
1) = it 220 1 280 213

O efeito combinado deles é obtido ao multiplicar o nimero esperado de esquemas
pela probabilidade de sobrevivéncia p,. O esquema H cresce ou decai dependendo de
um fator multiplicativo. Logo, deste fator depende se o esquema estd acima ou abaixo
da média da populagfo e se o0 esquema tem comprimento curto ou longo relativamente.

O 1ltimo fator a ser considerado é a mutacao, que é a troca aleatéria de uma posigao
simples do cromossomo com probabilidade p,,. Para um esquema H sobreviver todas
as posigoes definidas devem sobreviver. Portanto, desde que cada alelo sobreviva com
probabilidade (1 — p,,), e cada uma das mutagdes é estatisticamente independentes,
um esquema particular sobrevive quando cada um dos o(H) posicdes fixas dentro do
esquema sobrevive. Multiplicando a probabilidade de sobrevivéncia (1 — py,) por ela
mesma o H) vezes, obtem-se a probabilidade de sobrevivéncia & mutacdo, (1 —p,,)°UD.
Para pequenos valores de p,,(p,, < 1). a probabilidade de sobrevivéncia do esquema.
pode se aproximada pela expressdo 1 — o(H)prm-

Logo o niimero esperado de cépias na préxima geragio é dado pela Equacido 2.14.

o fE [ H)
m(H,t+1) = m(H, t)—?— [1 — Py (H)pm] (2.14)
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A adic@o da mutacao muda a conclusdo prévia um pouco. Esquema acima da média,
curto e de baixa ordem recebe tentativas crescentes exponencialmente na geragdes
- subsequentes.

Este é¢ o Teorema Fundamental do Algoritmo Genético. Este teorema mostra o
nimero esperado de cépias do “esquema’na préxima geragdo. Maiores detalhes a
respeito deste teorema pode ser visto em Goldberg [3].

2.4 Conclusao

Neste capitulo foi apresentado o algoritmo genético, sua estrutura bésica, seus operado-
res principais, alguns fundamentos matemadticos e um exemplo de seu funcionamento.
Apesar do AG apresentar um bom desempenho em algumas fungGes de otimizagdo,
este apresenta resultados ndo desejados em outra classe de fungdes.

No préximo capitulo sao propostos dois novos algoritmos combinando AG com
propriedades dos cddigos algébricos. O desempenho dos novos algoritmos € investigado
com a sua aplicagdo na solugdo de problema dificeis [9].
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Capitulo 3

Algoritmo Genético Guiado por

Cddigos Algébricos

3.1 Introducao

Dois fatores principais tornam complicada a otimizacdo de algumas fungdes: irregula-
ridade local (nao-diferenciabilidade) resultante de grandes oscilagdes e a existéncia de
diversos pontos extremos. Devido a suas complexidades, estas fungdes denominam-se
“fungGes-armadilha™. Apesar do algoritmo genético ter conseguido bom desempenho
em diversos problemas, ha fungbes em que seu desempenho deixa a desejar [9)].
Usando argumentos da teoria da informacgao, Wolpert mostrou que qualquer algo-
ritmo de busca tem em média o mesmo desempenho considerando o universo de todos
os problemas de busca, assim é natural que haja problemas em que os AGs exibem

baixo desempenho. O resultado é expresso no teorema abaixo.
Teorema 1 Para dois algoritmos distintos a; e ao, tem-se que:

S P(If,m,m) = > P(d|f,m, ) (3.1)
f i

no qual d¥ (i) € wma amostra de possiveis solugdes visitadas, y € a adequabilida-

de, f € a funcdo objetivo, m € o ndmero de iteragdes realizadas pelos algoritmos e
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P(d%,(i)| f,m,a) é desempenho de um dado algoritmo a, com m iteragdes realizadas
sobre uma funcdo objetivo f.

A prova deste teorema é encontrada em Wolpert [10]. Portanto, P(dY,(i)|f,m,a) é
independente de a quando é avaliado sobre todas as classes de fungdes. Este teorema
afirma o qudo perigoso é comparar algoritmos por seus desempenhos em uma amostra
pequena de problemas. De fato é necessdrio ter um diciondrio problemaxalgoritmo.

Para solucionar alguns destes problemas, neste capitulo, sdo apresentados dois novos

algoritmos utilizando cédigos algébricos:

e AG Guiado por Cédigos Algébricos(AGGC) - Partindo do AG padréo descrito,
um novo algoritmo é obtido usando as propriedades dos cédigos algébricos. Este
novo algoritmo obteve adequabilidades melhores mas com tempo de processa-

mento superior apesar de usar um espaco de busca menor.

Analisando o comportamento do AG na busca do ponto “6timo”ou “sub-6timo”,
pode-se perceber que por se constituir em um algoritmo de busca cego algumas
vezes seu desempenho ndo é o desejdvel, ou seja, o AG converge a solugdes sub-
6timas aquém do resultado esperado. Em consequéncia disto, utilizamos a teoria
de cédigos algébricos para ajudar a guiar o AG no espago de busca. As relagoes
que justificam a pesquisa foram apresentadas em Assis [3] e sdo mostradas na
Secao 3.2.

e AG Guiado por Cédigos Modificado(AGGCM) - Neste outro algoritmo, é introdu-
zida a definicdo de classes laterais. Esse novo algoritmo mostra adequabilidades
melhores que 0 AG e 0 AGGC e também mostra que existem regides do espacgo
de busca nas quais desempenhos melhores sdao atingidos.

Na Secdo 3.2 sdo apresentados alguns parametros do AG e Cédigos Algébricos e suas
relagées. Na Secdo 3.3 apresentamos o AGGC. Na Secdo 3.4 o AGGCM é introduzido.

Finalmente a Se¢do 3.5 conclui o capitulo.
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3.2 Relagoes Algébricas entre o Algoritmo Genéti-

co e Cddigos

Nesta segdo sdo mostradas algumas relagdes entre AG e os Cdodigos Algébricos e assim
é justificada a introdugdo dos cddigos no AG. A definicio dos cédigos algébricos, bem

como suas caracteristicas e propriedades sdo apresentadas no Apéndice B.

3.2.1 Cébdigos Algébricos

Visualisam-se pequenas esferas que contenham cada uma das palavras-cédiges de um
cédigo como centro, cada esfera com o mesmo raio. Aumenta-se o raio destas esferas
até que elas ndo possam ser maiores sem causar intersecio entre algumas esferas. Este

raio é chamado de raio de empacotamento do cddigo visto na Figura 3.1.

Definigao 3 Raio de empacotamento pac(C) é o maior ndmero inteiro tal que ezista
uma palavra-cédigo dentro de uma esfera de Hamming com uma palavra-cidigo c € C

coma centro

b(e, p(C))N = {c} (3.2)

Considere que o raio(Figura 3.1} continua a crescer até que todos os pontos em
S, no qual S = {0,1} ¢ o corpo finito dos inteiros mod 2, estejam contidos em pelo
menos uma esfera. Este raio é chamado de raio de cobertura do cédigo. A Figura 3.2

mostra graficamente o raio de cobertura.

Definigdo 4 Raio de cobertura cov(C) é 0 menor nimero inteiro tal que cada [-upla
bindria tenha disténcie de Hamming de no mdzimo cov(C) @ alguma palavra-cddigo de
C.

Estas definices estio melhor detalhadas em Sloane [11], Blahut [12], Aradjo [13].
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Figura 3.2: Raio de Cobertura
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3.2.2 Algoritmo Genético

Nesta se¢do sao vistas algumas defini¢bes para posteriormente relacinar o AG com os
cédigos algébricos.

Definicdo 5 Seja £4 C S' o conjunto de seqiiéncias calculadas durante a ezecucdo do

algoritmo A.
Definigao 6 “Thoroughness” 7 de um algoritmo A € o minimo R tal que

vre S, 3yeb(z,R)NEL (3.3)
com probabilidade maior que }

Esta medida revela algo sobre a verossimilhanca de esconder um pico local de A

usando uma codificagdo particular.

Definicdo 7 “Sparsity” o de um algoritmo A € o minimo R tal que
VzelqyJy#z,y€blz,R)NEL (3.4)
com probabilidade maior que 3

Esta medida revela o quio rapidamente A cobre as regides nas quais sua busca é
apresentada.

Para colocar as relagoes entre os cédigos e o AG € necessario supor que as seqiiéncias
examinadas pelo algoritmo sdo palavras-cédigo de um cddigo bindrio (I, k,d(C)), ou
seja, £4 é um conjunto igual a C. De acordo com Assis [14], pode-se relacionar o AG

e os cédigos através das proximas inequagoes:

7 < cov(C) (3.5)

o > 2pac(C) (3.6)
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3.3 AGGC

O que distingue AG de outro método de busca ¢ a sua habilidade inerente de explorar
amostras. Esta habilidade é conhecida como paralelismo implicito, ou seja, quantos
esquemas sejam amostrados de acordo com as suas adequabilidades observadas por

agdes combinadas de sele¢io e recombinacio.

Segundo Schaffer [15], este comportamento exploratério torna AG sensivel a certas
correlagdes entre esquemas que contribuem para o desempenho e esquemas que sio
parasitas, 0s quais se nao combatidos, direcionam o AG & convergéncia prematura, ou
seja a solugdes sub-6timas. Estas correla¢des sdo inerentes ao AG, nao podendo ser
eliminadas, mas podemos explorar maneiras de diminuir seu efeito.

Considerando isso desenvolveu-se um algoritmo que combina as propriedades do
c4digo, a “varredura’que o mesmo faz sobre a espaco de busca a partir da palavra de
informagdo com a aleatoriedade e evolugdo genética do AG. Este novo algoritmo deve
respeitar todas as propriedades dos cddigos algébricos bem como a evolugdo genética
e seus principais operadores.

Por se tratar também de um AG, este algoritmo com o uso dos operadores poderia
quebrar a estrutura do cédigo algébrico. E necessdrio entdo, trabalhar dentro da pa-
lavra de informacéo e sé depois codificd-la usando a Eq. B.11 com a matriz geradora
sendo pré-definida e determinada a partir da matriz de paridade.

A intengdo da introdugdo dos cddigos algébricos na estrutura do AG foi de resol-
ver o problema das funcgdes armadilha descrito anteriormente. A principal diferenga
deste algoritmo para o AG padrdo é no cidlculo da adequabilidade, no qual cada in-
dividuo a populacao deve ser multiplicado pela matriz geradora e assim determinar sua
adequabilidade.

A definicdo do AGGC ¢ apresentada como uma modificagdo de um algoritmo genéti-
co padrao. No algoritmo 1, P(t) representa uma populagdo com N cromossomos na
geracdo . A expansdo (offspring) P’ (t) é gerada aplicando-se os operadores genéticos
tradicionais de recombinacdo e mutacio, bem como a reprodugdo. A avaliagdo dos
elementos da expansio é feita calculando a adequabilidade, que depende do problema
estudado.



Algoritmo | Espaco de Busca
AG 23! individuos
AGGC 226 individuos

Tabela 3.1: Comparacio entre os Espagos de Busca

A modificagio importante introduzida no algoritmo 1 que define o algoritmo guiado
por cddigo algébrico concerne ao tamanho do espago de busca. No AG, a populagio
P (t) é um subconjunto de {0, 1} enquanto que para AGGC esta populagio € extraida
de {0, 1}*, um conjunto de cardinalidade exponencialmente menor. Com isto, todas
as operagles genéticas e de reprodugdo passam a ser aplicadas a cadeias (strings) de
k < I simbolos (genes). Usando um cddigo de Hamming (31, 26) tem-se na Tabela 3.1
o espaco de busca que cada algoritmo possui.

Um 1nico ponto onde cadeias de comprimento [ sdo utilizadas é na avaliacdo pelo
cdlculo da adequabilidade. O pseudo-c6digo do AGGC ¢ mostrado no algoritmo 2,
lembrando que a condigdo final é igual ao algoritmo 1, ou seja, nimero méaximo de
geragdes. O simbolo P (t) G no algoritmo 2 denota a codificagdo, ou seja a multiplica¢io
de cada elemento da populagio pela matriz geradora do cédigo (Eq. B.11).

3.4 AGGCM

Sabendo que o espago de busca do AGGC é menor que o do AG padrio, e como
pode ser aumentado, usa-se entdo o conceito de classe lateral descrita na Se¢do B.3.2.
Foi construido um segundo algoritmo no qual houve a introdugao das classes laterais
utilizando a Eq. B.27. Antes de mais nada, sem perda das propriedades dos cddigos,
este algoritmo opera também dentro da palavra de informagao, mas quando calcula
as adequabilidades dos individuos da populacdo, usa a matriz geradora e introduz as
classes laterais.

Este algoritmo é baseado em duas modificagbes em relagio ao original:

a) Fazer mudangas de classes laterais ao longo do espago de busca no intuito de

descobrir as melhores classes.
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b) Aplicar o algoritmo nas melhores classes apontadas no passo anterior.

E imperativo salientar que no passo b, a populagio nio ird aumentar, mas o AG
ird operar com o cédigo com populagao N e as melhores classes laterais, também com
populacdo N, simultaneamente, sem interferéncia entre elas. Este algoritmo tenta
evidenciar empiricamente que o uso do cédigo permite varrer o espago de busca melhor
que o AG padrao como sugere Assis [3]. Percebe-se inuitivamente que neste algoritmo
compara-se 0 AGGC com o0 AGGCM, porque nele, como visto anteriormente, trabalha-
se 0 codigo em paralelo com as melhores classes laterais.

O interesse de usar apenas as classes laterais consideradas melhores é de manter
o espago de busca do AGGCM menor que o do AG padrio, e assim avalid-lo, visto
que o tempo de processamento teoricamente é maior devido ao uso, no cdlculo das
adequabilidades dos individuos, da Eq. B.11 em todas as geragoes.

A tnica diferenca do AGGCM para o anterior é que este avalia P’ (t) G +v, ou seja,

apenas a classe lateral correspondente.

Algoritmo 2 AGGC
Inicializagao

e+ 0
e inicializar P (t) C {0, 1}%;
e avaliar P (t) G;

Iteracao
Enquanto Final= FALSO faga

e P'(t) + variagdo P (t);

e avaliar P' (1) G;

o P(t+1) « selecionar P (t);
o t+t+1;

Fim

Fim

Algoritmo 3 AGGCM
Inicializagao
e [+ 0
e inicializar P (t) C {0, 1}%;
e avaliar P (t) G;

Iteracao
Enquanto Final = FALSO faga

e P'(t) + wvariagdo P (t);
e avaliar P' (t) G + v;
e P(t+ 1)+ selecionar P (t);

e t+—1t+1;
Fim

Fim
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3.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados dois novos algoritmos que combinam AGs com a
teoria dos cédigos algébricos, bem como também foram mostradas algumas relacdes
que justificam esta combinagéo.

Estes novos algoritmos foram criados visando & resolucao dos problemas que o AG
padrao apresentava em fungoes de dificil solugdo, ou fungoes do tipo “armadilha”.

No capitulo seguinte é apresentada uma aplicagdo da engenharia de telecomuni-
cagoes que serve de andlise do desempenho do AG contra o AGGC. Na secdo seguinte,
o outro algoritmo AGGCM é testado em fungdes de dificil solugdo e comparado com o
AG e 0 AGGC.
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Capitulo 4

Analise de Resultados

4.1 Aplicagoes do AGGC

Nesta se¢d0 uma comparagao entre os desempenhos dos algoritmos 1 e 2 é apresentada.
Foi utilizado para a comparagido um problema de engenharia de telecomunicagdes, cujos
detalhes podem ser encontrados em Aquino [16] e Sousa [17].

4.1.1 Construcao de Constelagoes Resistentes ao Desvaneci-

mento

Considere um conjunto de vetores reais V', L-dimensionais, com | V | vetores. Estes
conjuntos denominam-se constelagdes e sdo utilizados na especificacdo de certos siste-
mas de transmissdo por rddio digital. Nestes sistemas a figura de mérito, ou fungdo
objetivo, calculada pela Eq. 4.1 deve ser maximizada para obtencdo de constelagdes

mais eficientes para determinado tipo de transmissdo [16].

i L 41
F) = (z,x?ﬁﬁc#)n(x ) (4.1)

no qual z = {z;, 2, -+ ,zL} e £ = {&1, L2, -+ ,Z1} sdo vetores de v.

A maximizagdo de F'(V) deve ser realizada no entanto utilizando apenas rotagoes

L{L 1)

generalizadas nos possiveis planos do espago L-dimensional '.

10 método visa gerar sistemas de modulacdo robustos ao desvanecimento, que é um efeito altamente
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Para L = 2, a forma inicial da constelagao é

V= (4.2)

-1 -1
Para obter as rotagées, inicialmente representa-se os pontos de V como linhas de
uma matriz V|« e multiplica-se esta matriz por um produto de matrizes L x L

ortogonais A dado por:
i<i<L-1,i+1<5<L

nesta equagao, G(i, j, 0;;) sdo matrizes de Givens.

Define-se uma matriz de Givens por:

(1 \

\ Y

Na Eq. 4.4, ¢ = cos ;; , s = senf;; sdo angulos de rotacdo no plano definido pelos eixos
i e j da base candnica do espago L-dimensional. Na matriz de Givens os elementos
G, da diagonal principal sdo todos iguais a 1, exceto quando r = i ou r = j. Fora da
diagonal principal os inicos elementos nao-nulos sdo aqueles iguais a ¢ ou =s.

O objetivo é determinar conjuntos V rotacionados (que maximizem F(V A)) vari-

L(L-1)
2

ando os angulos de acordo com alguma discretizagao. E importante ressaltar

que o tamanho do espaco de busca aumenta rapidamente. Assim, por exemplo, para
P « s opn HE=1)
variagdes de 1° nos dngulos, o tamanho do espago de busca é 360 2  para um espago

com L dimensdes!

prejudicial aos sistemas de comunicagdes méveis digitais.
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A implementacdo em linguagem de alto nivel “C"do AG e do AGGC foi realizada
utilizando o c6digo de Hamming bindrio de comprimento [ = 31 e k£ = 26 com a matriz
geradora mostrada na Eq. 4.5. Deve-se notar que todas as operacdes no AG utilizam
cromossomos de comprimento 31, enquanto que para 0 AGGC todas as operacdes sao
implementadas usando cromossomos (indices) de comprimento 26, exceto durante o
célculo da adequabilidade, quando previamente se realiza o produto iG, para cada um

dos individuos da populagio.

O e e
P = T -
-
-
- e O e

O = O e e
- -
- -
0O 0 0 = = =0
=== 0000

-0 = 0 Q

- -
O -0 -0
OO = = -
OO = = o

== = = 0 0O 0 O

00O =000
©C O = 0 O = O ™
O =00+ 00 =
©C 00 Q = = =0

\ . & i /

Os resultados sdo apresentados nas Tabelas 4.1 a 4.4 [1]. A segunda coluna de
cada tabela mostra o valor da adequabilidade (figura de mérito) alcangada pelo algori-
tmo indicado na primeira coluna. O valor do dngulo final e o tempo (em segundos)
dispendidos podem ser lidos nas terceira e quarta colunas, respectivamente. Para
L=2, os resultados encontram-se na Tabela 4.1. Neste caso, os algoritmos determinam
o mesmo valor de adequabilidade. Verifica-se que 0 AG consumiu cerca de 60% do
tempo utilizado pelo AGGC. Isto pode ser explicado devido o AGGC ter que realizar o
produto ¢G toda vez que é necessério calcular a figura de mérito, fazendo com que seja

exigido um maior esfor¢o computacional apesar do espago de busca ser menor. Para
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Método | F(C) | Angulo (o) | Tempo(s)
AG 3.199 31.716 22.6
AGGC | 3.199 31.716 39.7

Tabela 4.1: Comparacgédo para L=2

Método | F(C) | Angulo (o) | Tempo(s)
AG | 0.74473 | [19 48 23] 58
AGGC | 0.7496 | [257220] | 111.9

Tabela 4.2: Comparagdo para L=3

L=3, os resultados sdo mostrados na Tabela 4.2. O tamanho do espago de busca é,
neste caso, igual a 360° = 4.66 x 107. As adequabilidades obtidas foram praticamente
iguais. Apesar do AGGC conseguir uma adequabilidade ligeiramente melhor, o AG
foi novamente mais répido. E importante notar que os resultados apresentados nas
Tabelas 4.3 e 4.4 ndo mostram o valor do angulo final encontrado, devido a uma
melhor organizagdo dos resultados, visto que a figura de mérito e o tempo sdo mais
importantes para esta andlise dos resultados. Entretanto agora o espago de busca seja
constituido de 2.18 x 10% possiveis soluges. Para L=5 os resultados sdo vistos na
Tabela 4.4. A adequabilidade obtida pelo AGGC foi praticamente 2 vezes melhor que
a do AG, embora tenha consumido um tempo ainda maior pelos motivos jd explicados.
Verifica-se que, entretanto, ao passo que L aumenta, os tempos de processamento dos
dois algoritmos se aproximam como visto na Tabela 4.4, portanto é ficil concluir que

para um espaco de busca bem brande os tempos serdo bem préximos.

Método | F(C) | Tempo(s)
AG 0.01056 91.5
AGGC | 0.03751 133

Tabela 4.3: Comparacdo para L=4
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Método | F(C) | Tempo(s)
AG 0.00058 173.1
AGGC | 0.00122 208.9

Tabela 4.4: Comparacdo para L=5

4.2 Aplicacoes do AGGCM

Nesta secdo uma comparagao entre os desempenhos dos algoritmos 1, 2, 3 é apresen-
tada. Foram utilizadas funcdes de dificil solucdo para o AG, cujos detalhes podem ser
encontrados em Lin [9], Schwefel [18] e Fogel [19]. Mostra-se também os gréficos destas
funcdes para o caso de n = 2 nas Figuras 4.1 a 4.5.

As fungdes que devem ser minimizadas sdo as seguintes:

e Modelo da Esfera

fi= ZSE?, (4.6)
i=1

para —100 < z; < 100
min(f) = f1(0,---,0) =0
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e Problema de Schwefel

n n
o= Z |z:| + H |zl
i=1 i=1
para —10 < z; < 10

min(fz) = f2(0,---,0) =
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e Problema 2 de Schwefel

(4.8)

para —100 < z; < 100

=0

)0)

min(f3) = f3(0,- -
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e Problema Generalizado de Schwefel
n
fo=YY_ —zisin(y/]zi), (4.9)
g=1

para —300 < z; < 500

min(fs) = f4(420.9687, - -- ,420,9687) = —(n - 418.95)
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e Probleina Generalizado de Rastrigin

fs= i(:z:,-2 — 10cos(2xz;) + 10), (4.10)

i=1

para —5.12 < x; € 5.12

mm(f5) = f5(0, ,O) =0

Estas fungdes foram escolhidas pois se constituem de fungdes de dificil solugao o

que as tornam bastante dificeis para a anslise do desempenho do AG. As fungges foram
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minimizadas para n=30, por ser considerado um numero compativel com os recursos
computacionais disponiveis em nosso laboratério. A implementagao em linguagem de
alto nivel “C”do AG e do AGGC foi realizada utilizando ¢ cédigo de Hamming bindrio
de comprimento { = 31 e k = 26. Deve-se notar que todas as operagdes no AG utilizam
cromossomos de comprimento 31, enquanto que para 0 AGGC todas as operagoes sao
implementadas usando cromossomos (indices) de comprimento 26, exceto durante o
calculo da adequabilidade, quando previamente se realiza o produto iG, para cada um
dos individuos da populagao.

Os resultados sio apresentados na Tabela 4.5 {2]. O desempenho médio dos respec-

tivos algoritmos para cada fungdo € mostrado nas colunas 2, 4 ¢ 6.
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Funcao AG AGGC AGGCM

f a f o f o
fi 0.223 0.038 0.207 0.02 0.1086  0.0924
fa 0.344 0.023 0.110 0.11 0.0932  0.0449
f3 0.119 0.011 0.005 0.05 0.0017 0.004
fa -7877.52 292.32 -8136.21 2435.39 -5524.59 2332.65
fs 112.02 41.88 89.43 36.02 68.9601 63.581

Tabela 4.5: Comparagdo entre os algoritmos
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Foi necessario investigar quais classes laterais eram mais eficientes. Portanto foi
feita uma andlise geral em todas as classes laterais e assim determinadas as classes que
apresentaram um desempenho desejive! em relagao & classe lateral 0, que representa o
Cédigo. Como neste caso se estd trabalhando com um Cédigo (31,26), existem 2!~% — 1
classes laterais além do cddigo. Com cada lider de classe tendo peso de Hamming igunal

a 1. Verificou-se que as classes laterais vqg € vgyg eram mais eficientes, em que,

v = b3 b3pbogbog - - - baby

e vy significa que o bit 28 tem valor 1 e todos os outros com valor 0, o mesmo ocorre
com vgg. Apesar destas classes obterem resulatados melhores ndo necessariamente terio
os mesmos desempenhos em outra classe de funcdo. Portanto, ¢ feito um sorteio da
classe lateral a ser avaliada e assim sucessivamente.

Pode-se perceber que em f), fa e f3 os algoritmos apresentam resultados préximos.
Isto se explica devido s fung¢bes serem unimodais, como pode ser visto nos graficos
bidimensionais apresentados nas Figuras 4.1 a 4.3. O mesmo ndo ocorre para f, e
fs pois estas fungbes sao multimodais e principalmente na Tabela 4.5 é mostrada a
diferenga entre os algoritmos, no qual mostra o desempenho melhor do AGGC. Vale
salientar que o mau resultado apresentado pelo AGGCM é explicado devido as classes
laterais que foram avaliadas apresentarem um péssimo resultado em relagao ao cédigo,
mas 0 mesmo Nao ocorreu em fs.

A Figura 4.6 apresenta a evolu¢do do desempenho médio dos trés algoritmos ao
longo das geragoes no caso da funcgdo f;. Verifica-se que o AGGCM apresenta adequa-

bilidades melhores ao longo das geragdes do que os outros algoritmos.

4.3 Conclusao

Foi verificado que o desempenho do AG em fungGes de dificil solugdo nao é o deseja-
do. Com a introdugdo dos codigos algébricos no AG pode-se observar uma melhora
significativa no seu desempenho.

Na aplicacdo de telecomunicagbes 0 AGGC apresentou adequabilidades melhores

que o AG padrdo. O mesmo ocorre com fungdes-armadilha cujo desempenho do
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AGGCM superou ao do AG e AGGC em todas as fungdes analisadas. Esta melho-
ra de desempenho, apesar de usar um espago de busca menor, pode ser explicado
porque com 0 c6digo o AG percorre o espago de busca mais ordenadamente e de forma
mais eficiente que o AG padréo.

No capitulo seguinte sdo apresentadas as consideragdes finais e também mostradas

algumas perspectivas futuras.
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho foram apresentados dois algoritmos que guiam o AG em fungdes de
otimizagdo. Estes algoritmos foram analisados sobre o ponto de vista da eficiéncia,
tempo de processamento e regices de atuacgdo.

Devido aos problemas de otimizacdo estarem intrinsicamente ligados aos valores das
adequabilidades, foram avaliadas a maximizagio e a minimizacao destes problemas. No
AGGC, o tempo de processamento foi superior ao AG mas em compensagio obteve
adequabilidades melhores. Isto pode mostrar que o cédigo ajudou a guiar o AG sobre o
espago de busca, ou seja, mesmo com a aleatoriedade do AG, o cddigo algébrico mostrou
ter um espalhamento{o espago de busca é melhor percorrido) sobre o espago de busca
melhor que o AG, trabalhando em regides onde 0 AG padrao nio tinha pesquisado.

No AGGCM, com o uso das classes laterais, o algoritmo mostrou ser mais eficiente
que 0 AGGC e o AG mesmo usando um espac¢o de busca menor que o AG com um
ligeiro aumento no esforco computacional. O AGGCM mostrou, empiricamente, que
existem regides do espago de busca que obtiveram resultados mais significativos que o
AG tradicional.

Supondo que a adequabilidade e o tamanho do espago de busca sejam importantes
na resolucdo de problemas de otimizacao, a introdug@o dos cédigos nos AGs é justifi-

cada.
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A seguir sao feitas algumas sugestdes para continuagdo das atividades de pesquisa:

e Utilizar outros cddigos lineares e de preferéncia nao-bindrios para uma melhor

avaliagdo dos resultados encontrados.

e Inserir outros conceitos nos Algoritmo Genéticos como o de Cadeias de Markov
que sdo um modelamento de sistemas que descrevem o sistema com um processo
estocdstico.Deste ponto de vista o sistema modelado é caracterizado pelos seus
estados e a forma pela qual eles se alternam. Cadeias de Markov tem sido usadas
para modelar caracteristicas especificas do AGs [20] [21] [22] [23] [24] [23],

tais como sele¢ao, tendéncia genética, entre outros.
e Mostrar analiticamente a verdadeira contribui¢io dos Cédigos Algébricos nos AG.

e Estabelecer critérios para avaliar analiticamente o desempenho dos Algoritmos

Genéticos, ou evolucionarios.
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Apéndice A
Corpos Finitos

Uma variedade de c6digos importantes baseados em estruturas de polinémios em anel
e corpos finitos foram descobertas devido a busca por bons cddigos para controle de

erros ter conflado em larga escala em estruturas poderosas da dlgebra moderna.

A.1 Grupos

Um conjunto é uma colecao arbitrdria de objetos, ou elementos, sem nenhuma ope-
racdo pré-definida entre eles. Um conjunto pode ser finito, infinito contdvel ou infinito
incontdvel.

A caracteristica priméria de um conjunto é sua cardinalidade, que é definida como
o niimero de objetos contidos no conjunto. A situagio torna-se matematicamente com-
plicada quando uma operacdo bindria é imposta no conjunto, pois existem um conjunto
de regras que restrigem os resultados da operagdo. O primeiro nivel de complexidade
encontrada quando uma operacgdo binéria é imposta no conjunto é o grupo.

& N2
.

Definicdo 8 Um grupo é um conjunto de objetos G no qual uma operacgdo bindria “"¢é

definida
A operagdo bindria toma 2 elementos quaisquer em G e gera como seu resultado um
elemento que também estd em G(fechamento). A operagdo deve satisfazer aos sequintes

requerimentos se G € um grupo.
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1. Associatividade : (a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c€G.

2. Identidade: eristee € Gla-e=e-a=a,Va € G.

3. Inversa : Ya € G eziste um tnico elementoa™ € Gla-a™' =a™'-a=e.

Por ezemplo, o conjunto R* (nimeros reais sem o elemento 0) e a operacdo bindria
soma(ou multiplicagdo) formam um grupo. O conjunto de todos os nimero reais é fe-
chado sobre a adi¢do e multiplicag@o(quaisquer dois nimeros reais somados ou multipli-
cados produzem um nimero real). Adi¢do e Multiplicagdo sdo associativos no conjunto
dos nimeros reais. O elemento identidade da adigao € 0 enquanto que na multiplicagdo
&1,

Um grupo € dito ser comutativo se ele também satisfizer:

4. Comutatividade : Ya,b€ G,a-b=0b-a.

A operacgdo do grupo para o grupo comutativo é usualmente representada usando
o simbolo ”"+”, e o grupo é algumas vezes dito ser ”aditivo”.

Um grupo é chamado de ciclico se existe um elemento no conjunto cuja poténcia
constitui todods os elementos diferentes de zero do conjunto.

A ordem de um grupo é definida por ser a cardinalidade do grupo. Deveria ser ano-
tado que a ordem de um grupo sozinho nao é suficiente para especificar completamente
0 grupo ao menos que nds nos restrinjamos & uma operagdo particular.

Um dos métodos mais simples para construir grupos finitos encontra-se na apli-
cacdo da aritmética modular no conjunto de inteiros. Adigdo modulo m(ou mod m)

¢ frequentemente expresso da seguinte maneira:

a+b=c modm (A.1)

O resultado c é obtido somando a e b e usando adigdo de inteiros padrdo e dividindo

o resultado para mod m; c é o resto positivo.

Exemplo 5 13+ 18=11 mod 20
9+5=4 mod 10

ou podemos representar como:



c=(a+b) modm (A.2)

onde c € o resto positivo.

Exemplo 6 11 = (13+ 18) mod 20
4=(9+5) mod 10

A.2 Anéis

Grupos foram obtidos aplicando uma simples operagdo bindria e poucas condigdes
restritivas para um conjunto de elementos. Se adicionarmos uma segunda operagao

bindria ao primeiro, isto nos levaria ao dominio de anéis e corpos.

Definicao 9 Um anel é uma colegdo de elementos A com duas operagcdes bindrias
“+"e “"embasado nas trés sequintes propriedades

1. A forma um grupo comutativo abaizo +. O elemento identidade aditivo € nome-
ado “07.

2. A operagdo - € associativa: (a-b)-c=a-(b-c),Ya,b,c € A

3. A operagdo - distribui sobre +: a-(b+c) =(a-b)+(a-c)

Um anel € dito ser um anel comutativo se

4. A operaga@o - comuta (i.e., a-b="b-a).

Um anel é dito ser um anel com indentidade se

5. A operagdo - tem um elemento identidade, o qual é nomeado “1”.

E se um anel satisfizer ambas as propriedades 4 e 3, ele é dito ser um anel comutativo

com identidade.

A.3 Corpos

Definicdo 10 Seja F uma conjunto de objetos no qual duas operagées + e - sdo defi-

nidas. F € dito ser um corpo se e somente se
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1. F forma um grupo comutativo fechado sobre +. O elemento identidade aditivo
¢ nomeado “07.

2. F - 0(o conjunto F com o elemento identidade removido) forma um grupo
comutativo fechado sobre -. O elemento identidade multiplicativo € nomeado “17”.

3. As operacdes + e - distribuem: a- (b+¢) = (a-b) + (a-¢).

Por exemplo, o conjunto {0,1,2,3,4,5,6} adi¢do e multiplicagdo médulo 7 forma
um corpo, pois:

1) O conjunto é fechado sobre adigao médulo 7

34+4=7 mod7=0
2+6=8 mod7=1

Note que na adi¢do médulo X, a+ (b+c) é sempre igual a (a+b)+ce a+b=b+a.
2) O conjunto de todos elementos difierentes de zero é fechado sobre a multiplicagao
mod7

3x4=12 mod 7=5
2x6=30 mod 7=2

Note que na multiplicagdo mod 7 ax(bxc) é sempre igual a (a*b)xc e axb = bxa.

3) Finalmente, a propriedade distributiva

ax(b+c)=axb+axc (A.3)

por exemplo

3x(4+5)=3%x9=27 mod 7=6

3x4+3%x5=12+15=27 mod 7=6

Um corpo pade também ser definido como um anel comutativo com identidade no

qual todo elemento tem um inverso multiplicativo.

47



Adicdo mod 2 | Multiplicacdo mod 2
0+0=0 0x0=0
0+1=1 0x1=0
1+40=1 1+0=1
1+1=0 1%] =1

Tabela A.1: Operagdes mod 2

A.4 Corpos Finitos

Como ferramenta matemadtica na construgdo de cdédigos e de sistemas de criptografia,
foi desenvolvido por Evariste Galois um sistema algébrico chamado de corpo finito,
ou campo de Galois(Galois Field). Corpos Finitos sio denotados por GF(g), onde ¢
é algum nimero primo positivo e o conjunto S = {0,1,2,---,g — 1} e as operagdes
bindrias + e * sdo adicao e multiplicagdo médulo g respectivamente. Como na comu-
nicagdo digital sdo utilizados bits, estamos interessados na subclasse de corpos finitos
de g tal que g seja poténcia de 2. Isso é considerado principalmente porque em GF(2)
a representacdo em corpo finito é mapeada convenientemente no dominio digital.

Utilizando a notagdo GF(gq), a suclasse serd denotada como GF(2"). Portanto
GF(2),GF(4),GF(8) e etc sdo corpos finitos GF(2").

O campo de Galois GF(q), em que ¢ é primo, é chamado de corpos primos. Qualquer
corpo no qual g seja primo pode ter adigdo e multiplicagdo mddulo ¢ como suas duas
operagoes bindrias. O campo de Galois, GF(g"), é chamado de extensdo de corpo com
GF(q) sendo o corpo de base GF(q").

O campo de Galois GF(2) é chamado de corpo bindrio. Por exemplo, GF(2) contém
o conjunto {0, 1} e utiliza adigdo e multiplicagdo médulo 2.

Note que a adi¢do mddulo 2 é equivalente a operagdo XOR e a multiplicagdo médulo
2 é equivalente a porta AND.

O polinémio em GF(2) pode ser representado como coeficientes de GF(2)

ao + a1zt + asz® + - -+ + axz" (A.4)
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emqueag; =0o0ulparal<:i<n.
Um polinémio € de grau n se ndo existe nenhum termo z no polinémio com peténcia

maior que 7.

Propriedades

Corpos Finitos podem ser obtidos a partir de anéis polinomiais. Seja F[z] um anel

polinomial sobre o corpo F, escolhendo qualquer polinémio p(z) pertencente a F([z].

Teorema 2 Para qualquer polindmio médnico em F, o anel dos polindmios mddulo
p(z) € o-conjunio de todos os polinémios com grau menor que p(z) junto com adigdo e
multiplicagdo polinomial mddulo p(z). Se o polinémio p(z) for primo entdo o anel de

polinémios € um corpo.

Dessa forma encontrando um polinémio primo p(z) de grau n em GF/(q), pode-se
construir um corpo de Galois com g™ elementos.
Antes de introduzir GF(2"), algumas defini¢6es sdo necessdrias. Um polinémio p(z)

de grau n sobre GF(2") é um polinémio da forma:
p(z) = po + Pz + paz’ + -+ - + paz” (A.5)

em que os coeficientes p; sio elementos de GF(2) = {0,1}. Polinémios em GF(2)
podem ser adicionados, subtraidos, multiplicados e divididos na forma usual.
Uma propriedade 1itil dos polinémios em GF(2") é que”

p(z) = (B0 + Prz + -+ - + Puz")’ = po + P12 + -+ - + Paz™™ = p(z?) (A.6)
A nogdo de polinémio irredutivel é agora introduzida.

Definigdo 11 Um polinémio p(z) sobre GF(2) de grau n € irredutivel se p(z) ndo for

divisivel por nenhum polinémio sobre GF(2) de grau menor que n e maior que zero.

Para gerar a extensio do corpo GF(2"), um polinémio p(z) ménico e irredutivel
de grau n em GF(2) é escolhido. O conjunto de 2" polinémios de grau menor que
n em GF(2) é formado e chamado de F. Pode ser provado que, quando a adigdo e
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Notagdo | Notagdo | Notagao | Notagdo

Polinomial | Bindria | Inteira | Exponencial

0 00 0 0
1 01 1 z°
z 10 2 2!
z+1 11 3 z2

Tabela A.2: Notagoes

multiplicagdo desses polindmios sio tomados médulo p(z), o conjunto F forma um
corpo com 2" elementos, denotado por GF(2"). Note que GF(2") é uma extensdo de
GF(2) de modo andlogo ao modo que os niimeros complexos sdo formados a partir dos
niimero reais, nesse caso p(z) = zz? +z + 1. Os elementos do corpo sio representados
pelo conjunto {0,1,z,1+z}. Na Tabela A.2 s@o mostrados diversos tipos de notagdes
para esses elementos.

Se p(z) é um polinémio primitivo de grau n sobre GF(2) entdo ele divide z™ + 1,
em que m = 2" — 1. A Tabela A.3 mostra uma lista de polindmios primitivos sobre
GF(2) com nimero minimo de termos.

Teorema 3 Para cada elemento ndo nulo a € GF(q),ord(a) divide ¢ — 1.

Podemos facilmente observar isso pelo algoritmo de Euclides para divisao, em que
t = ord(a)

g—l=oat+r
a1 = gttt (A_?)

aq—l — aatar

1

Como ot =1e a? ! =1 entdo:

I =lon’ (A.8)
Assim, a” =1, ou seja, 7 = 0.

Teorema 4 O grupo de elementos ndo nulos diferentes de GF(q) é um grupo ciclico

sobre a multiplicagao.



Grau n | Polinémio Primitivo
3 l+z+23
4 l+z+2°
5 1+z%+25
6 1+z+2°
7 l+z+z’
8
9

1+z?+2%+ 24 + 28
1+zt+1°
10 1+ 2%+ 70
11 1+ 2%+ 2!
12 1+z4+z!+ 25+ 212
13 l+z+23+z2t+ 28
14 1+z+ 2%+ 20+ 21
15 l1+z+2z"
16 |l+z+23+z2+2'

Tabela A.3: Polindmios Primitivos



Seja GF(g) um corpo e GF(Q) sua extensdo (¢™ = Q). seja 3 elemento de GF(Q).

O polinémio f de menor grau tal que f(3) = 0 é chamado de polinémio minimo de 3.

Esse polindémio sempre existe, é unico e irredutivel. O polinémio minimo € utilizado

para gerar palavras cddigos, pois a palavra P(z) s6 é c6digo se e somente se P(3;) = 0.

Para o € GF(q), seja t o menor inteiro tal que a”° = a. Define-se conjugado de o
C={a,a?, 0”0, - ,0*'}

Para representar os 2" elementos o conceito de base é introduzido. A escolha de

como representar elementos de corpo sobre bases ou poténcias de elementos primitivos

usualmente depende da implementacdo em hardware ou software que seja adotada.

A.5 Bases

Um conjunto de n elementos linearmente independentes z = {zg, z1, T2, *+ ,Zn-1} €m
GF(2") é chamado de base de GF(2"). Dessa forma, um elemento z € GF(2") pode
ser representado unicamente como uma soma ponderada dessa base sobre GF'(2)(para

um mapeamento no corpo binério)
a=aoTg+ Q1T+ "+ Qp-1Tn_1 (A.9)

onde ag,* -+ ,a,-1 € GF(2).

A.5.1 Base Polinomial

Seja p(z) um polinémio irredutivel em GF(2). Tomando « como raiz de p(z), entdo
A={1l,a,---,a"'} é uma base polinomial de GF(2").

A.5.2 Base Dual

Sejam {\;} e {u:} bases de GF(2") e seja f uma fungéo linear tal que GF(2") — GF(2)
e B € GF(2"). Entdo {)\;} e {i} sdo duais com respeito a f e 3
lseti=]

Osei#7

Nesse caso, {\;} é a base padrdo e {y;} € a base dual.

F(BAips) = { (A.10)
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A.5.3 Base Normal

Uma base normal é um base da forma B = {8, 8%,---,4%" '}, em que 8 € GF(2").
Para cada corpo existe no minimo uma base normal. Ela é bastante 1til quando a
situacdo exige potenciagdo, pois se a = (ag, @1, ** ,an—1) € a representacao na base

normal, entdo a® = (a_y,aq,"** ,@n_2)-



Apéndice B

Cdédigos Algébricos

B.1 Introducgao

Um sistema de comunicagdes conecta uma fonte de dados ao destino através de um ca-
nal. Conexoes de microondas, cabos coaxiais, circuitos telefonicos e até fitas magnéticas
sdo exemplos de canais de comunicagdo. Um projeto do Sistema de Comunicagoes
desenvolve dispositivos que preparam a entrada(fonte) e a saida do canal. Para carac-
terizar um sistema de comunicagdes o diagrama de blocos da Figura B.1 foi desenvol-
vido [26] [27] [28]. Os dados que entram no sistema de comunicagdes da fonte de dados
é processado em um codificador de fonte para representa-los de forma mais compacta.
Entdo os dados sdo processados no codificador de canal, que é uma seqiiéncia nova
e mais longa chamada de palavra-cédigo do canal, que tem mais redundancia que a
palavra-cédigo da fonte. Cada simbolo é representado por 1 bit ou um grupo de bits.
Depois 0 modulador converte cada simbolo da palavra-cédigo do canal em um simbolo
correspondente analdgico. esta seqiiéncia é transmitida pelo canal, que estd sujeito
a todos os tipos de ruido, distor¢do e interferéncia e em conseqiiéncia disto a saida
do canal difere da entrada. O demodulador converte cada sinal recebido da saida do
canal em uma seqiiéncia dentro do alfabeto dos simbolos das palavras-cédigo do canal.
Cada simbolo demodulado é uma estimativa melhor do simbolo transmitido, mas o
demodulador faz algunbs erros por causa do ruido do canal. A seqiiéncia demodulada

de simbolos é chamada de palavra-cédigo recebida. Por causa deste erros, os simbolos
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Figura B.1: Sistema de Comunicagées

da palavra-cédigo recebida ndo combinam com aqueles da palavra-cédigo do canal.

O decodificador de canal usa a redundancia na palavra-cddigo do canal para corrigir
os erros na palavra-cédigo recebida e entdo produzir uma estimativa da palavra-cédigo
da fonte. Se todos os erros sdo corrigidos, a palavra-cédigo da fonte estimada combina
com a original. O decodificador da fonte desempenha a operagdo inversa do codificador
de fonte e entrega sua saida para o usudrio. Isto retrata uma codificagdo para controle
de erros.

Shannon em 1948 [29] publicou um artigo intitulado A Mathematical Theory of
Communication no qual definiu as bases dos atuais sistemas de comunicagdes digitais.
As funcoes de entropia, discriminacdo e informagdo mitua definidas nesse artigo, bem
como os importantes conceitos de capacidade de canal e taxa de distor¢do de uma fonte

levam a defini¢do de dois tipos distintos de cédigos.

e Cédigos de fonte: Os cédigos de fonte sdo utilizados para remover as re-
dundéancias que ocorrem naturalmente em qualquer fonte de informagao, e assim

possibilitam representar a informagdo de forma mais compacta.

e Cédigos de canal: Os cédigos de canal sdo utilizados para aumentar a imuni-

dade das informagdes ao ruido. Isto é realizado através da introducdo de uma

290



redundancia controlada nos dados que serdo transmitidos através do canal, for-
necendo ao receptor a capacidade de detectar e possivelmente corrigir os erros

causados pelo ruido do canal de comunicagao.

Shannon também mostrou que esta codificagdo associada com qualquer canal de
comunicagao é um nimero C(medido em bits por segundo), chamado de capacidade
do canal. Toda vez que a taxa de transmissdo R(em bits/s) requerida de um sistema
de comunicagdes € menor que C, é possivel projetar para o canal um sistema de co-
municagdes usando codificacdo para controle de erro, do qual a probabilidade de erro
da saida é tao pequena quanto desejada. A teoria da informacdo de Shannon nos disse
que é desperdicio construir um canal que seja perfeito; é melhor e mais econémico fazer
o uso de um c6digo, mas ndo nos indicou cédigos apropriados, apenas provou que eles
existem.

Neste apéndice é apresentada a teoria bésica de cédigos corretores de erros. Na
Secdo B.2 é apresentada a teoria de cédigos de blocos, bem como defini¢des de alguns
parametros dos cédigos. Na Secdo B.3 é introduzida uma classe dos cédigos de bloco
que sdo os codigos de bloco lineares e ao mesmo tempo mostra-se um exemplo desta

classe que sao os cédigos de Hamming [26] [30].

B.2 Cddigos de Blocos para Controle de Erros

Procura-se igualmente estabelecer uma equivaléncia entre termos de uso comum, da-
queles que lidam com algoritmos genéticos e aqueles do jargdo dos que trabalham
mais diretamente com os cdédigos. Por exemplo, no caso bindrio, o termo palavra
cédigo refere-se a um vetor com | componentes (bits). Cada componente representa
um simbolo a ser transmitido por um sistema de comunicagdes. J4 no contexto deste
trabalho, uma palavra cédigo é interpretada como sendo um cromossomo e um simbolo

equivale a um gene.



Um Cddigo de Bloco C caracteriza-se em um conjunto de M palavras-c6digo
{co, 1, + s ear—1}, no qual cada palavra-cédigo é a da forma ¢ = (cg, ¢1,- -+ ,¢—,); se as
coordenadas individuais assumirem valores do corpo finito GF(g)(Apéndice A), entdo
o cédigo C é dito ser g-drio. Vale salientar que o comprimento desta palavras-cédigos
podem ser varidveis.

O processo de codificagao nessa classe de cédigos consiste em segmentar a seqiiéncia
de dados em blocos e mapear esses blocos nas palavras-cédigo em C. Esse mapeamento
é geralmente um-a-um, de forma que o processo de codificagdo possa ser revertido no
receptor, recuperando o bloco de dados original.

Se os simbolos na seqiiéncia de dados assumem valores em GF(q), entdo o conjunto
de todas as possiveis ktplas m = (mg, mq, ma, ..., mg—1) formam um espago vetorial
sobre GF(q) contendo ¢* vetores. Da mesma forma, o conjunto de todas as possiveis
l-iplas sobre GF(g) forma um espago vetorial sobre GF(g) contendo ¢' vetores. Sendo
assim, existem blocos com [ simbolos que ndo estdo associados a qualquer bloco de
dados e portanto, ndo sao palavras-cédigo. O cédigo C contém redundancia se o
numero de palavras-cédigo for menor que o nimero de possiveis blocos com n simbolos.
A redundéncia r é expressa por:

r=1-log, M (B.1)

Se M = ¢*, entdo r é calculado pela diferenca 7 = (n — k) entre o comprimento
da palavra-cédigo e o comprimento do bloco de dados. A redundéancia é também

freqlientemente expressa em termos da taxa do cédigo.

Exemplo 7 (Cédigo de Paridade Simples) € uma classe de cddigos bindrios bem
conhecida, dada uma palavra-fonte de k bits, a palavra-cddigo se construida adicionando
um (k+1)-ésimo bit tal que o nimero total de 1’°s na palavra-cddigo seja par. Portanto,

por ezemplo, com k=38 na Tabela B.1 ,

Este é um cddigo (I = k+1,k). As palavras-fonte sdo selecionadas tal que qualquer
mensagem possa ser convertida em uma sequiiéncia de blocos sem criar ambigiiidade

ao decodificador da saida.



Tabela B.1: Cédigo de Paridade Simples

Palavra-fonte Palavra-cédigo
000 “ 0000
001 “ 0011
010 “— 0101
011 “ 0110
100 “ 1001
101 “ 1010
110 “ 1100
111 “ 1111

Definicao 12 A taxa de um cddigo

Seja M o nimero de palavras-cddigo, com comprimento [, em um cddigo C. A taza
deC €
__log,M

==

(B.2)

A taxa do cédigo se simplifica a R = ’T“ para os casos no qual M = ¢*, como no
Exemplo 7.

No canal de comunicacido onde é inserida a palavra-cédigo, normalmente é um
ruido aditivo como na Figura B.2. A quantidade de ruido no canal determina a ve-
rossimilhanca que cada um dos ¢' possiveis erros padrdes e ocorrem. Este modelo é
particularmente 1til com canais bindrios, nos quais a adi¢do destes erros padroes é
desempenhado em modulo2. A determinacgdo de se erros estdo presentes na palavra re-
cebida é chamada de deteccdo de erros e extremamente necessario também na correcao
de erros que vai depender dos erros que foram inseridos.

Durante a transmissdo, o canal produz distor¢tes nas palavras-cddigo. Essas dis-
torcdes podem ser modeladas por um processo aditivo, conforme ilustrado na Figu-
ra B.2.

Na recepcdo, geralmente o decodificador de canal tem como primeira tarefa a de-
teccdo de erros. Para isso, o decodificador analisa se a palavra recebida é uma palavra-

cédigo. Se a palavra recebida ndo for uma palavra-cédigo, o decodificador assume que
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um ou mais erros ocorreram na transmissao.

Nem todos os padrdes de erros podem ser detectados no decodificador. Para isso,
basta que os erros na transmissdo alterem a palavra-cédigo transmitida para uma
outra palavra-cédigo vélida. Dado que uma palavra-cédigo c foi transmitida, existem
(M — 1) palavras-cédigo diferentes de ¢ que podem chegar no receptor e, portanto,
existem (M — 1) padrdes de erros ndo detectdveis em qualquer cédigo C.

O decodificador pode reagir a um erro detectado com uma das seguintes agoes:
e Solicitar uma retransmissio da palavra-cédigo;

e Sinalizar a palavra como sendo incorreta;

e Tentar corrigir os erros na palavra recebida.

A primeira estratégia listada acima é denominada pedido de repeticao au-
tomética (ARQ), sendo muito utilizada em sistemas de transferéncia de dados que
prezam por uma alta confiabilidade nas informacgées recebidas.

A segunda opgdo é usualmente referenciada como muting. Ela é tipica de apli-
cagoes que ndo disponibilizam de tempo suficiente para permitir a retransmissao da
informacdo, e que consideram melhor atribuir um valor mudo a palavra recebida que
tentar corrigir os erros da transmissao.

A q1ltima opgdo é referenciada como corregao direta de erros (FEC). Essa
estratégia utiliza estruturas algébricas e aritméticas para determinar a palavra mais
provavel de ter sido enviada dentre as palavras-cédigo vélidas.

E possivel que um decodificador FEC encontre para um determinado padrao de
erros, uma palavra-cédigo diferente daquela que foi realmente transmitida. Neste caso,
é dito que o decodificador cometeu um erro de decodificacdo. Apesar do padréo de
erros, que causa o erro de decodificagdo, poder ser detectado, ndo é possivel detectar o
préprio erro de decodificagdo. Usualmente, o niimero de padrdes de erros que causam
erros de decodificagdo é maior que o niimero de padrdes de erros que ndo sao detectaveis.
Na verdade, se o cédigo é escolhido cuidadosamente, os padrdes de erros mais provéveis
de ocorrer irdo alterar as palavras-cédigo transmitidas de tal forma que as palavras

recebidas sejam consideradas nao validas.
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Ruido Aditivo

ni B Decodificador i-_°.

1

(Canal de Comunicacao

Figura B.2: Canal com Ruido Aditivo

Definigao 13 O peso de um cddigo w(c) € o numero de coordenadas nao-nulas na

palavra cddigo.

Exemplo 8 Pesos
w0(1,0,0,1,3. 1,1, 0,0)=§

w(a!,a'? 1,02 02,0,0,1) = 6

Considere os blocos v = (v, vy, ,Vn-1) € w = (wo, w1, ** ,Wn—1)-

A “distancia”d(v,w) entre esses dois blocos pode ser definida pela distancia de
Hamming.

Diferentemente da geometria Euclideana, no qual podemos determinar a distancia

Euclideana, nos cédigos, usamos freqiientemente a distdncia de Hamming.

Definigao 14 Distincia de Hamming entre os blocos v e w € o nimero de coordenadas

nas quais os dois blocos se diferem.
d(v,w) = |{i|vi # w;,0,1,-++ ,1 — 1} (B.3)

no qual v,y € S'.

Note que (S',d) é um espago métrico com didmetro [, em que St é o espago de
busca a ser percorrido. A distincia de Hamming permite uma caracterizagao 1til das
capacidades de deteccdo de erros e corregao de erros de um cdédigo de bloco como uma

funcdo da distdncia minima do cédigo.
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A distancia minima de Hamming entre qualquer duas palavras-cédigo é definida

como a minima distancia do cédigo, que é

Definicao 15
d = d(c) = ming yee{d(z,y)} (B.4)

Recorde que os tinicos padrdes de erros que nao podem ser detectados sdo aqueles
que transformam a palavra-cédigo transmitida em uma outra palavra-cédigo vélida.
Considere um. c6digo com distdncia minima dp;,. Cada palavra transmitida desse
cddigo difere em no minimo dyi, coordenadas de qualquer outra palavra do cédigo.
Sendo assim, para que um padrao de erros ndo possa ser detectado, devem ocorrer no

minimo dn;, erros nos simbolos da palavra-cédigo transmitida.

Um cédigo com distancia minima d,;, pode detectar todos os padroes de

erros com pesos menores ou iguais a (dyi, — 1).

Note porém que um determinado cddigo pode detectar também padrdes de erros
com pesos W > dgsn. A afirmativa acima fornece simplesmente um limite sobre o peso
para o qual pode-se detectar todos os padroes de erros.

Os sistemas FEC tém por meta a minimiza¢do da probabilidade de erros de de-
codificagdo. Seja p(r|c) a probabilidade do decodificador receber a palavra r sabendo
que a palavra-cddigo transmitida foi c. Através da identificagdo da palavra-cédigo c;
que maximiza p(r|c = ¢;), o decodificador consegue minimizar a probabilidade de erro,
provido que p(c) = cte. Os decodificadores que seguem esse principio sdo denominados
de decodificadores de mdxima verossimilhanga [26].

A probabilidade condicional p(r|c) é igual a probabilidade de ocorréncia do padrdo
de erros e = (r — c¢) dado que c foi transmitido. Se for considerado que os padrées
de erro mais provaveis sdo aqueles que possuem pesos W mais baixos (no canal BSC
isto se verifica facilmente), entdo a palavra-cédigo ¢; que maximiza p(r|c;) é a palavra-
cédigo que minimiza d(r, c;) = W(r — ¢). Dessa forma, a palavra-cédigo transmitida
de mdxima verossimilhanca é aquela que possui a menor distdncia de Hamming da
palavra recebida r. Um decodificador que opera sobre este principio comete um erro

de decodificacdo se a palavra recebida estd mais préxima de uma palavra-cédigo
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incorreta do que da palavra-c6digo correta. Pela definigdo, as palavras-codigo incorretas
estdo no minimo a uma distancia dp;, da palavra-cédigo correta. Sendo assim, os erros
de decodificagdo somente poderdo ocorrer se os padrdes de erros introduzidos pelo canal

tiverem pesos maiores ou iguais a dpin/2. Isto também pode ser dito como segue.

Um cédigo com distadncia minima d,;, pode corrigir todos os padroes de

erros com pesos menores ou iguais a [(duin — 1)/2].

| (dusn — 1)/2] € o limite superior sobre o peso para o qual pode-se corrigir fodos os
padroes de erros. Algumas vezes é possivel corrigir (|(dein — 1)/2] + 1) erros ou mais
em certos blocos.

A capacidade de correcao de erros de um cédigo de bloco C também pode ser
analisada sob uma perspectiva geométrica.

A interpretagdo geométrica da correcdo de erros pode oferecer algumas definicées
liteis. A esfera de Hamming de raio ¢ contém todas os possiveis vetores recebidos por
um decodificador que estdo a uma distdncia de Hamming < ¢ de uma palavra-cédigo,
portanto

Definicao 16 Define-se a Esfera de Hamming de raio R de um cddigo C por
b(z,R) = {y € §' : d(z,y) < R} (B.3)

O Volume da esfera de Hamming mostrada na Figura B.3 é dado pelo nimero de

[-uplas, vetores, dentro da bola, que é

t

V(b) = |b(z, B)| = V,(L,t) = () (a— 1) (B.6)

3=0

no qual ¢ é a capacidade de corre¢do do cédigo.

Pode-se ver um exemplo da Esfera de Hamming na Figura B.4 centrada na palavra-
c6digo 0000000 com raio igual a 1.

Se um vetor recebido r cai dentro de uma esfera de Hamming, o decodificador sele-
ciona a palavra-cédigo ¢ que est4 no centro da esfera como sendo a palavra transmitida

de acordo com suas regides de decodificagdo de acordo com a Figura B.5. Se o vetor
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Figura B.3: Esfera de Hamming

0000010 0000001

-1 1000000
0000100 | \
] \
7 a
0000000 |

0001000 0100000
w
0010000

Figura B.4: Exemplo da esfera de Hamming
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recebido cai em uma regido entre as varias esferas de decodificagdo, o decodificador de
méxima verossimilhanca seleciona a palavra-c6digo mais préxima como sendo a palavra
transmitida como na Figura B.6 em caso de erro.

Um decodificador que corrige até o raio de empacotamento, melhor descrito no

Capitulo 3, de um cddigo tem probabilidade de decodificagao correta dada por

t
pe=3 () Pt~ PY (8.7
v=0
onde P é a probabilidade do canal cometer erros independentes.
- S e
| | I B
wisns? S " —_
Palavras—codigo

—_— —_— —_—

Figura B.3: Regides de Decodificagao

Um problema importante é determinar o nimero méaximo de palavras- cédigo
Aq(l,dnsn) com comprimento fixo | e distdncia minima daia que podem ser escolhi-
das a partir de um espaco vetorial l-dimensional sobre GF(g). Este problema também

pode ser formulado em fungdo da redundéancia r do cédigo como segue: Qual é a menor
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redundéncia requerida para um cédigo ¢-drio de comprimento [ com capacidade de

corrigir ¢ erros? O Teorema 5 responde essa questdo.

Teorema 5 Um cddigo g-drio de comprimento | com capacidade de corrigir t erros

deve possuir uma redundancia r que satisfaca
r > log, Vy(1,1) (B.8)

Prova 1 Cada uma das M palavras-cédigo em C estd associada a uma esfera de Hamn-
ming de raio t. As esferas ndo se sobrepéem, e portanto o volume total das esferas
associadas a C ndo pode exceder o mimero total de vetores no espaco de todas as
possiveis palavras recebidas. Segue entdo que M - V,(I,t) < ¢ logo, ¢'/M > V,(I,t).
Isto implica que r =l —log, M > log, Vg(l,1).

Sdo poucos os cédigos que satisfazem o Teorema 5 com igualdade. Tais cédigos sdo
denominados de cédigos perfeitos.

B.3 Cddigos de Blocos Lineares

A maioria dos bons cédigos conhecidos. pertencem a uma classe de cédigos chamada de
codigos lineares. Esta classe de cddigos é definida por impor uma propriedade estrutural
forte. Esta estrutura fornece diregdo na busca de cddigos bons e também ajuda fazer
codificadores praticos. Deve-se enfatizar que ndo estudamos cédigos lineares porque
eles sdo os melhores, mas porque até momento foram encontrados poucos indicios sobre
como encontrar bons cédigos ndo-lineares. A maioria das técnicas tedricas mais fortes
sdo 1teis apenas para cddigos lineares e portanto a tentativa encontrar novos cédigos
sdo normalmente restritos a classe de cédigos lineares.

Considere um cédigo de bloco C que consiste de l-uplas {(¢p, ¢y, ,¢-1)} de sim-
bolos de GF(q). C é um cédigo linear g-drio se e somente se C forma um subespago
vetorial sobre GF(gq).

Os c6digos lineares (ndo apenas bindrios) sdo ferramentas muito utilizadas na enge-
nharia de comunicagdes digitais como forma de prote¢do das mensagens digitais contra

erros eventualmente introduzidos durante a transmissao [30].

66



Os cédigos lineares possuem algumas propriedades interessantes [26], sendo elas:

1. A combinacdo linear de qualquer conjunto de palavras-cédigo é uma palavra-
codigo. Uma conseqiiéncia disso é que qualquer cédigo linear possui um vetor

nulo.

. A distancia minima de um cédigo linear é igual ao peso minimo das palavras-
cédigo nao-nulas.

Prova 2 A distancia minima do cddigo € calculada por

datn= min d(c,c)= min W(c-c). (B.9)

c,¢ €C,c#c c,c €C,c#c

Desde que o cddigo é linear, tem-se que ¢ = (c —c) é uma palavra-cdédigo e
portanto

don = , min  W(c) (B.10)

c EC,c #0

Os padrdes de erros que ndo podem ser detectados por um cédigo linear séo inde-

pendentes da palavra-cédigo transmitida e pertencem ao conjunto das palavras-

cédigo nao nulas.

Prova 3 Seja ¢ uma palavra-cédigo transmitida e ¢ a palavra-cddigo recebi-
da incorretamente. O correspondente padrdo de erros e =c —c deve ser uma
palavra-cddigo pela primeira propriedade e consegiientemente ndo pode ser detec-
tado.

Qualquer conjunto de vetores bases para o subespago pode ser usado como linhas

para formar uma matriz Gy,; chamada de matriz geradora do cédigo. O espaco de

linha de G é o cédigo linear C; qualquer palavra-cédigo é uma combinagéo linear de

colunas de G. O conjunto de ¢* palavras-cdigo sdo linearmente independentes, e o

numero de linhas k é dimensdo do subespaco.

Definigdo 17 Cédigo bindrio linear é um subspago vetorial linear C C S = {0,1} no

corpo finita dos inteiros mod. 2.
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B.3.1 A Matriz Geradora e a Matriz de Paridade

Seja i = 1g,%1,...,%—1 um bloco com k simbolos de informacdo codificado em uma
palavra-cédigo c. A operacdo de codificagao realizada por um codificador de bloco
linear pode ser representada por

e=iG (B.11)
sendo G, denominada de matriz geradora para o cédigo C, definida por
go Go,0 o0 0 Gog-
G = g.1 _ 91.,0 91.,1 91,.1—1 (B.12)
| Bk-1 | | 9k-10 Gk-11 "7 Gk-10-1 |

Note que qualquer palavra-cédigo é simplesmente uma combinagdo linear dos veto-
res {g;} de G, isto é,

o

g1 ; . .
¢ = (mg, my, ..., Mg_1) : =180 + U811+ -+ %k-18k-1 (B.13)

| Bk-1 |

Desde que o cddigo linear (1,k) com ¢* palavras-cédigo é um sub-espago de dimensio
k, os vetores {g;} da matriz geradora G devem ser linearmente independentes, ou seja,
eles devem gerar um subespago de dimensdo k. Em outras palavras, os vetores {g;}
formam uma base para o cédigo (/,k). Note que o conjunto de vetores da base ndo é
lunico, e portanto, G também néo é unica. Observe também que a ordem da matriz G
é k, desde que o subespago tem dimensao £.

Qualquer matriz geradora de um cédigo (k) pode ser transformada, através de ope-
racoes sobre as linhas (e permutagdes sobre as colunas), em uma “forma sistemdtica”,

melhor explicada posteriormente.

100 «- 0 |pu P12 " DPu-x
010 -+ 0 |pa pn - Pu-k

G=[LPl=| . . | o B (B.14)
_0 00 -~ 1 P Pe2 = Pri-k |

68



em que I; é a matriz identidade k£ x k e P é uma matriz k x (I — k) que determina os
[ — k bits redundantes.

Observe que uma matriz geradora na forma sistemadtica gera um cédigo de bloco
linear no qual os primeiros k bits de cada palavra-cédigo sdao idénticos aos bits de
informacao codificados e os [ — k bits restantes de cada palavra-cédigo sdo combinagdes
lineares dos k bits de informacdo. Esses [ — k bits redundantes sdo denominados de
bits de paridade. O cédigo (I, k) resultante é chamado de cédigo sistemético.

E fécil verificar que, por ter sido o cédigo definido como espago vetorial linear de
dimensdo k, qualquer palavra cédigo pode ser escrita como uma combinagao linear das

linhas da matriz geradora.

Exemplo 9
1 0010
G=|101001 (B.13)
001 11
O vetor de informagao
i=[01 1] (B.16)
portanto a palavra-cddigo c é
1 0010
c={({011]|l01001|=[01110] (B.17)
00111

No contexto deste trabalho, os vetores i serdo interpretados como indices que apon-
tam para para um determinado vetor ¢ = iG, este por sua vez encarado com um
cromossomo bindrio.

Um cédigo (I, k) gerado a partir de uma matriz G que nao estd na forma sistemdtica
é chamado de cédigo ndo sistemdtico. Entretanto, desde que toda matriz geradora é
equivalente a uma matriz geradora na forma sistemética, os dois cédigos lineares (1, k)
gerados pelas duas matrizes geradoras equivalentes também sdo equivalentes. Entao,

cada cédigo linear (I, k) é equivalente a um cédigo linear sistemético (I, k).
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Associado ao subespaco vetorial de dimensdo k de qualquer c6digo linear C, existe
um subespaco dual com dimenséao [—k. Tal subespaco define o cddigo dual C+ associado
ao c6digo C. O cddigo dual C* é um cddigo linear (1,1 — k) com ¢'* vetores-cédigo. A
matriz geradora para o cé6digo dual C+, denominada de matriz de paridade H, consiste
de n — k vetores-cédigo linearmente independentes pertencentes ao subespacgo dual do
cédigo C. Qualquer palavra-cédigo ¢ do cédigo C(l, k) é ortogonal a qualquer palavra-
cédigo no cédigo dual C+(l,1 — k). Sendo assim, as palavras-cédigo do cédigo C(l, k)
sdo ortogonais as linhas da matriz de paridade, ou seja,

¢cH' =0 (B.18)

em que 0 denota um vetor linha nulo com [ — k elementos e ¢ é uma palavra-cédigo do

c6digo (I, k). Desde que as linhas de G pertencem ao cédigo (I, k), tem-se que
GH =0 (B.19)

em que 0 é agora uma matriz k x (I — k) com elementos nulos.

A matriz de paridade H correspondente a uma matriz geradora G ¢ definida por:

ho ho,o hop -+ hoi-
-2 I ) s B20)
RES | Pick-10 Puk-1n o eek-rger |
e na forma sistematica, é dada por:
H = [-P'[T,_] (B.21)

A matriz de paridade de um cddigo fornece uma forma conveniente de se determinar
a distancia minima do cédigo.

Usando o Exemplo B.15 da matriz geradora G temos que

g_|tot11o0 (B.22)
01101
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Teorema 6 A matriz geradora de C € a matriz de paridade do cddigo dual C

como uma possibilidade para H. Como ela depende de G, que pode variar de acordo
com as palavras-cédigo componentes de sua matriz, o que implica que nio existe apenas

uma matriz geradora do cddigo.

Teorema 7 Considere um cddigo de bloco linear C com matriz de paridade H. A
distancia minima de C € igual ao menor nimero de colunas distintas em H que soma-

das produzem o vetor nulo.

Prova 4 Desde que cH' = 0, as colunas de H sdo linearmente dependentes. Seja c;
uma palavra-cddigo de peso minimo de um cddigo linear (I,k). A palavra-cddigo c;
deve satisfazer a condi¢do ¢;H' = 0. Desde que o peso minimo € igual a distancia

minima, seque que a matriz H possui dy;, colunas linearmente dependentes.

A partir do Teorema 7 pode-se afirmar que nao mais que dpin — 1 colunas de H sao
linearmente independentes. Sabendo que a ordem de H é no médximo [ — k, segue que

[ — k > dpin — 1. Portanto, dyi, possui um limite superior dado por
pin <l —k+1 (B.23)

Este limitante é conhecido como cota de Singleton. Cédigos que atingem esta cota sdao
conhecidos como MDS (Mazimum-Distance Separable).

Dado um cdédigo (I, k) com distdncia minima d*, um novo cédigo com os mesmos
pardmetros pode ser obtido escolhendo dois componentes e transpondo os simbolos
nestes dois componentes de todas as palavra-cédigos. Isto, entretanto, nos dd um
cédigo que é diferente trivialmente do cédigo original: ele é dito ser equivalente ao
cédigo original. Em geral, dois cédigos lineares que sao 0s mesmos exceto por uma
permutagio de componentes sdo chamados de cédigos equivalentes.

As matrizes geradoras G e G' de cédigos equivalentes podem ser relacionadas sim-
plesmente. O ¢6digo é um espaco de linha de G e portanto ndo ¢ mudado por operagdes
elementares entre as linhas de G. Permutagdo de componentes do cédigo corresponde
a permutacdo de colunas de G.

Com isso, dois codigos sdo equivalentes se e somente se as suas matrizes sao relaci-

onadas por
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e Permutagdo de colunas
e Operagoes elementares de linhas

Com permutacoes de colunas, toda matriz geradora é equivalente a outra com uma

matriz identidade k X k nas primeiras k£ colunas. Logo,

G=[I]| P] (B.24)

e P é uma matriz k x [ — k. Toda matriz geradora pode ser reduzida para esta
forma. especial por.uma.segiiéncia. de operagdes elementares entre linhas seguidas por
uma seqiiéncia de permutagoes de colunas. Denomina-se isto de forma sistematica da
matriz geradora.

Supondo a Eq. B.24. Entao claramente, a definicao apropriada de um matriz de
paridade sistemadtica é

H=[-PT | I] (B.25)
porque
-P
GHT" =[1 | P]| - | =-P+P=0 (B.26)
I

Definicao 18 Um cddigo sistemdtico inicia cada palavra-cddigo com simbolos de infor-

magcdo nao modificados. Os simbolos restantes sdo chamados de simbolos de paridade.

B.3.2 Arranjo Padrao

O arranjo padrdo é uma maneira de representar todas as bolas de Hamming centradas
na palavras-c6digos de um cddigo linear. Seja 0,cs,- -+ ,cox palavras-cédigos em uma
cédigo (1,k). A tabela B.2 mostra um arranjo padrdo genérico. A primeira linha
da tabela contém as palavras-cédigo. Das strings ndo usadas em S' com distancia de
1 das palavras-cédigos nulas, escolhe-se qualquer palavra e chama-a de v, e escreve

0 + vy,c2 + vy, ++ ,cox + v; na segunda linha. No l-ésimo passo, escolhe-se v;, uma
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0 Co C3 Cok
O+v [co4+v |c3+vr |-+ | ok + 11

O+wve |cot+vo |Cc3+va |-+ | Cop + 02

Tabela B.2: Arranjo Padrio

string previamente nio usada que esta mais perto possivel da palavra-cédigo nula, e
esereve O+ vy, €y -, Cox 4 Up & N-é8ima linha. O procedimento termina quando
ndo existem string sobrando.

Pode se provar que no processo cada string de S' é usada exatamente uma vez
no arranjo padrdo. As strings na primeira coluna sao chamadas de lideres de classe.
Nota-se que em cada coluna contém as strings da bola centrada na palavra-cédigo do
topo da coluna. Entao se para completar o arranjo padrao foi necessdrio ultrapassar o

raio t, a bola de Hamming interceptard uma outra bola.
Definigdo 19 Classe Lateral é um subconjunto de S' com elementos representados por
r=c+v (B.27)

em que v representa uma cadeia de S.

Pode ser verificado que o cddigo e as suas classes laterais [30] sdo esquemas no
sentido dado por Holland [4].
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B.3.3 Sindrome

Considere um vetor recebido u = c+e, onde ¢ é uma palavra-cédigo e e um erro padrio
incluso no canal. A matriz THT é o vetor sindrome s para o vetor recebido r. O vetor

sindrome independe da palavra-cddigo transmitida.

=cHT +eHT (B.28)

B.3.4 Cédigo de Hamming

Cédigos de Hamming foram a primeira grande classe de cédigos bindrios lineares de-
senvolvidos para corre¢do de erro. A sua primeira aplicacdo foi no controle de erro para
telefonia a longa distancia.

E comum referir-se a um cédigo com pardmetros [, k, d, respectivamente compri-
mento da palavra cédigo, dimensdo e distdncia minima, com cddigo (I, k, d). A
primeira familia ndo-trivial de cédigos a surgir na literatura foi a dos cédigos de Ham-
ming. No caso bindrio, para cada inteiro m > 2 define-se um cédigo de Hamming
(2m -1, 2™ =1 —m,3).

e Comprimento do Cédigo -+ 1 =2 -1

e Niimero de simbolos de informagdo - k=2"—m —1
e Nimero de simbolos de paridade - [ —k=m

® Capacidéde de correcao de erro -t =1

As matrizes de paridade para os cédigos de Hamming bindrios sdo muito ficeis de
construir. Para um cédigo de Hamming de comprimento 2™ — 1, a matriz de paridade

é formada por colunas construidas a partir de todas a m-tplas bindrias ndo nulas.
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O cédigo de Hamming (7,4) pode, por exemplo, ser definido pela matriz de paridade
apresentada na Equagao abaixo.

1110100
H=|0111010 (B.29)
1101001

A ordem das colunas é arbitrdria; um outro arranjo ainda define um cédigo de
Hamming (7,4), embora diferente do.cédigo associado a matriz de paridade apresentada
acima. A matriz de paridade na Equacdo B.29 foi projetada especificamente para
descrever um cédigo sistemdtico. A correspondente matriz geradora apresentada na
Equacdo B.30 mostra claramente que os bits de informagdo ocupam as primeiras 4

coordenadas de cada palavra-cddigo.

(B.30)

o O O -
o O = O
o = O O
= O O O
=
e = O
=

Uma andlise da matriz de paridade acima mostra que o menor nimero de m-tiplas
bindrias distintas que somadas produzem o vetor nulo é sempre trés, e portanto dui, =
3, pelo Teorema 7. De forma geral, todos os cédigos de Hamming possuem dpin = 3 €
sdo capazes de corrigir apenas um erro em cada palavra-cédigo transmitida.

Serd mostrado a seguir que os cédigos de Hamming sdo cdédigos perfeitos, ou seja,

satisfazem o limite de Hamming com igualdade (ver Teorema 53).

Teorema 8 Todos os cddigos de Hamming sao perfeitos.
Prova 5 Todos os cddigos perfeitos satisfazem a igualdade, para cddigos bindrios,
r=log, Vo(l,t) ¢q=2 (B.31)

em que r € o nimero de bits de redunddncia e Vy(l,t) € o volume da esfera de Hamming

apresentado na Equagdo B.6.



Para um cédigo bindrio (2™ — 1,2™ —m — 1) com t = 1, o volumne da esfera de

Hamming pode ser calculado por:

Va(@™—1,1) = i (2m B 1) = om (B.32)

j=0 v J

Desde que r =1 — k = m, o teorema fica provado.

O Cédigo de Hamming corrige apenas 1 erro pois possui d = 3. O cédigo possui
apenas 2 palavras-cédigo, portanto existem 2!~% — 1 classes laterais. O Cédigo e todas

as classes laterais constituem o espago de busca.
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