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Resumo

Esta tese consiste na descricao de uma arquitetura eficiente para um algoritmo de de-
codificagao de cédigos algébrico-geométricos (AG) baseados em curvas de Hermite. Este
trabalho abrange dois temas distintos que se complementam: o estudo dos algoritmos
de decodificacao para codigos AG e o desenvolvimento de arquiteturas de implementagao
em hardware para estes decodificadores. O algoritmo objeto deste trabalho busca ite-
rativamente funcoes localizadoras e avaliadoras de erros que satisfagam um critério de
equacao chave. Uma nova arquitetura é proposta para este decodificador. Sao descritos
operadores otimizados para implementar os calculos mais freqiientes do decodificador. A
descricao da arquitetura deste decodificador segue a descricao de arquiteturas para uni-
dades aritméticas em corpos finitos de caracteristica 2, necessarias a implementacao em
hardware de qualquer sistema de codificacao / decodificacdo de canal usando cédigos de

bloco.
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Résumé

Cette these consiste en une description d’une architecture efficace pour un algorithme de
décodage de codes algébriques-géométriques (AG) basés sur des courbes d’Hermite. Ce
travail embrasse deux compétences complémentaires distinctes : I'étude des algorithmes
de décodage pour des codes AG et le développement d’architectures pour I'implantation
matérielle de ces décodeurs. L’algorithme objet de ce travail recherche itérativement les
fonctions localisatrices et évaluatrices d’erreurs qui satisfont un critere d’équation clé. Une
nouvelle architecture pour ce décodeur est proposée. Des opérateurs optimisés pour les cal-
culs les plus fréquents dans le décodeur sont encore décrits. La description de I'architecture
de ce décodeur suit la description des architectures pour les unités arithmétiques sur des
corps finis de caractéristique 2, nécessaires a I'implantation de n’importe quel systeme de

codage / décodage de canal en utilisant des codes de bloc.
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Abstract

This thesis consists on a description of an efficient architecture for a decoding algorithm
of algebraic-geometric codes (AG codes) based on Hermitian curves. This work embraces
two distinct complementing competences: the study of decoding algorithms for AG codes
and the development of architectures for hardware implementation of these decoders. The
algorithm, object of this work, searches error locator and evaluator functions iteratively
that satisfy a key equation criterion. A new architecture is proposed for this decoder.
Optimized operators to implement the most frequent calculations in the decoder are still
proposed. The description of the architecture of this decoder follows the description
of architectures for arithmetical units in finite fields of characteristic 2, necessary to

implemente any channel coding / decoding system using block codes.
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Résumé Etendu

Nous présentons ici un résumé étendu du travail de these qui est décrit au long de tout
ce document. Cette these a été développée dans le contexte d’un doctorat en co-tutelle
exécuté a ’Universidade Federal de Campina Grande — UFCG, a Campina Grande-PB,
au Brésil, et a I’Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications — ENST, a Paris, en
France, dans la période de septembre 2000 a aott 2004. Ce doctorat a fait partie d'un
accord de coopération entre les deux établissements (accord CAPES/COFECUB) et a
recu ’appui financier de la Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
— CAPES (cf. http://www.capes.gov.br/), organisation gouvernementale brésilienne.

Ce doctorat consiste en un développement d'une architecture pour un décodeur de
codes algébriques-géométriques (AG) basés sur des courbes d’Hermite. Ce sujet peut étre
démembré en deux plans différents qui se completent. Dans un premier plan, le travail com-
prend 1'étude des algorithmes efficaces de décodage des codes AG (plan algorithmique),
et a été développé par simulation sur ordinateur de ces décodeurs a l'aide des outils
Macaulay 2 (c¢f. http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2) et Matlab. Dans un deuxieme
plan, le travail comprend la recherche et développement des architectures d’implantation
matérielle des décodeurs pour les codes AG (plan architectural), et a été développé par
la description en VHDL, simulation et synthese sur ordinateur ayant employé 1’outil Mo-
delSim de la Mentor Graphics (cf. http://www.model.com/), LeonardoSpectrum de la
Mentor Graphics (cf. http://www.mentor.com/leonardospectrum/) et Quartus II de
I'Altera (cf. http://www.altera.com/support/software/sof-quartus.html).

Sujet de la these

Les codes AG ont été proposés premierement en 1982 par M. A. Tsfasman, S. G.
Vladut et T. Zink dans [71]. Ils ont combiné les résultats plus récents de la géométrie
algébrique avec 'idée posée par V. D. Goppa en 1970 dans [25] de construire des codes &
partir de courbes algébriques sur corps finis. Ces codes présentent des parametres, comme
longueur et distance minimale, meilleurs que d’autres codes couramment utilisés. Par

exemple, les codes de Reed-Solomon (RS) sont un cas particulier des codes AG lorsque

XX1X



la courbe algébrique utilisée est juste une droite. Comme les courbes algébriques peuvent
présenter beaucoup plus de points qu’une simple droite, un code AG peut présenter une

longueur beaucoup plus grande que les codes RS.

Du point de vue de la relation entre le taux d’information asymptotique, qui exprime
la baisse du taux de transmission d’information due a 1’utilisation du code, et la distance
minimale relative, qui exprime la capacité de correction d’erreurs du code, nous pouvons
affirmer que les codes AG sont des bons codes. C’est-a-dire, les codes AG ne compromettent
pas le taux de transmission au détriment de la capacité de correction, ou vice versa, pour
une longueur de code n — o0, et présentent des parametres meilleurs que des codes

couramment utilisés, comme les codes RS [18], [40].

Le premier algorithme de décodage de codes AG a été proposé en 1989 par Jgrn Jus-
tesen et autres dans [32]. Ce décodeur comprend la recherche des polynomes localisateurs
d’erreurs en deux variables, c’est-a-dire, des polynomes qui ont parmi les zéros communs
les points associés aux positions des erreurs. Apres cela, plusieurs algorithmes ont été

proposés pour le décodage de ces codes.

Dans [22], G.-L. Feng et autres ont proposé un algorithme de décodage pour des codes
AG définis sur courbes algébriques plates, qui présente une basse complexité temporelle
O(mn?), on m est le degré de la courbe algébrique et n est la longueur du code. Un tel
algorithme comprend une matrice de syndrome Hankel-structurée par bloc combinée avec

une élimination gaussienne efficace qui integre un algorithme de vote par majorité.

Dans [48], O’Sullivan a présenté un algorithme de décodage pour codes AG définis par
un diviseur d’un seul point et basés sur la solution d’'une équation clé. Une architecture
pour cet algorithme a été rapportée dans [50]. Dans [49], O’Sullivan a étendu cet approche
pour fournir simultanément des polynomes localisateurs et évaluateurs d’erreurs. Cette

nouvelle approche simplifie le procédé pour déterminer le vecteur erreur.

En ce qui concerne le développement d’architectures pour I'implantation matérielle de
décodeurs pour codes AG, peu a été publié. En 1998, Ralf Kotter a proposé un algorithme
de décodage de structure réguliere et simple en vue de 'implantation VLSI [35]. Outre ce
travail, juste quelques publications sont trouvées a propos de ce sujet [2,4,37,42,50,53,62].
Comme contribution dans ce domaine, nous proposons une nouvelle architecture pour
I’algorithme de O’Sullivan qui est bien adaptée au décodage matériel de codes basés sur
les courbes d’Hermite [16,69].
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Codes d’Hermite

Les codes AG basés sur les courbes d’Hermite, appelés codes d’Hermite, constituent
une des classes les plus explorées de codes AG, du fait de ses excellents parametres et de
la simplicité de sa structure.

Considérez un corps fini F, de ¢ = r? éléments, ol ¢ est une puissance d’un entier

principal. Considérez une courbe d’Hermite X donné par I’équation affine [69]
Xy +y=ath

2

—" ot présente 13 points affines

Ce type de courbe est caractérisé par un genre g =

en plus d’un point @) dans l'infini d'un plan projectif.
Considérez maintenant un diviseur G = m(), pour un certain parametre entier m > 0.
Comme la variable x présente un pole d’ordre r et y un pole d’ordre 4+ 1 en ), on vérifie

que

Bm:{xiyjzogigr,jZO, ir—l—j(r+1)§m}

constitue une base pour I'espace vectoriel de fonctions L(G) produit par le diviseur G. On
dit, alors, que cela est I'espace de fonctions produit par la courbe X pour un parametre
m.

Définissez ’ensemble d’entiers
A={ir+j(r+1):0<i<r, j>0}.

On peut vérifier que A, nommé 'ensemble des anti-lacunes de L(G), constitue 1’ensemble
des ordre de pdle des fonctions dans L(G). Une lacune, par conséquence, est un ordre de
pole d’une fonction qui n’appartient pas a L(G).

Considérez les deux diviseurs G = mQ et D = P+ ---+ P,, ou P, ..., P, sont les

points rationaux de la courbe X et n < r3.

Definigao 1 (Code d’Hermite) Un code d’Hermite dénoté par C,, est donné par

La construction du code C,, est directe, considérant la base B,, pour l'espace de
fonctions L (G).
Les codes d’'Hermite C,, et Cs 2, o ., sont duals entre eux-mémes. En particulier,

si  est un nombre pair et m = % (r3 4+ 1% —r —2), le code C,, est auto-dual.
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Casoun=r3

Considérez la longueur maximale du code d’Hermite C,,, ott n = r3. La dimension k
de C,, est k =0, pour m < 0, et k =n =3, pour m > r® +r? —r — 2. Vu le parametre
m dans 'intervalle

0§m§r3+7"2—7"—2,

la dimension k du code C,, est donnée par [69]

1B, m<r:—r—2,
2_
k= m—}—l——(TZT), r?—r—2<m<r,
T3 - |Br3+r2—r—2—m’7 m > 7’3,

ol |B,,| est le nombre d’éléments de la base B,, pour 'espace L (m@).
La matrice génératrice M, d'un code d’'Hermite C,,, pour 0 < m < r?, est une matrice
|B,,| x r* donnée par

My = [ai¥/]

B | 513 7

ota,beF, b"+b=a"" 0<i<r j>0etir+j(r+1)<m. Prenant le parametre
m dans lintervalle 7> —r —2 < m < r® + 7?2 —r — 2, on a que la matrice M s ,2_,_o_,
consiste en la matrice de parité du code C,,.

Considérant une équation ir + j (r+ 1) =k, ou 0 <i<ret j >0, on a que

(i+)r+1)—i=k=
k —ar

i=(—k) mod (r+1) e j:r—l—l'

Ces équations sont utiles dans une implantation logicielle ou matérielle pour la détermi-
nation des matrices génératrices et de parité, ainsi que dans une procédure de décodage.

Considérez maintenant m = ir + j(r+1) <73, ot 0 < i <retj >0.Sij =0
(c’est-a-dire, m = 0 modr) ou m < r® —r? alors la distance minimale d du code C,, est
donnée par

d=r1r>—m.

Un codeur consiste matériellement en une multiplication d'un vecteur d’information

par la matrice M,,.

L’algorithme de O’Sullivan

Un processus complet de décodage utilisant ’algorithme de O’Sullivan inclut les taches

suivantes (cf. figure 5.1) :
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a) Calcul des syndromes (vecteur S ) a partir du vecteur requ ¥ et de la matrice de parité

du code;

b) Détermination des polynomes évaluateurs ¢ et localisateurs f des erreurs (I’algorithme

de décodage proprement dit) ;

¢) Détermination du vecteur d’erreurs € & partir des polynomes évaluateurs et localisa-

teurs d’erreurs ;
d) Correction du vecteur regu ;
e) Conversion du vecteur corrigé ¢ en vecteur d’information .

L’algorithme proposé par O’Sullivan dans [49] que nous décrivons ici et I’architecture
que nous présentons ensuite concernent uniquement la tache (b). En effet, les algorithmes
de décodage proposés sont généralement restreints a cette tache, considérée comme le
noyau du processus de décodage [6]. Les autres taches sont considérées des problemes de
solutions connues.

Considérez un corps fini F,, ott ¢ = r? et r est un entier (en pratique, pour I'implan-
tation matérielle, on considere toujours r une puissance de 2, tel que F, soit un corps
de caractéristique 2). Considérez un code d’'Hermite de longueur n comme décrit avant.

(k) i monome associé & un ordre de pole k = p(k)r + v(k)(r +1)

Considérez ), = x#F)y
en ().

Soit R =T, [z,y]/ (y" +y = ") anneau des fonctions avec poles uniquement dans
les points de la courbe, un syndrome S(f) pour une fonction f = fy—10,-1+ -+ f101 +
fo € R quelconque est calculé par

n

S(f) = wf(Pr)

k=1
pl—l n
- fi Z 0R0; (P)
i=0 k=1
pl—1

=0

ou ¥ est le vecteur recu.
Le calcul itératif des polynomes localisateurs et évaluateurs d’erreurs par ’algorithme
de O’Sullivan est entierement basé sur la solution d’une équation clé. Cette équation clé

est dérivée d'une série de syndromes h. définie par

2 r oo

i i

he:_E E Sij T yja
x

i=0 j=0

o 0<i<r j>0ets;=S(zy’) est un syndrome en considérant f = z'y’.
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Le noyau de l'algorithme est le corollaire 3.11 en [49] qui détermine que f est une
fonction localisatrice d’erreurs (fonction qui a des zéros dans les points correspondant aux
positions des erreurs) si et seulement si fh, € R. Basé sur ce résultat, I'algorithme cherche
itérativement des pairs de fonctions f, ¢ € R (fonctions localisatrices et évaluatrices d’er-

reurs, respectivement) qui satisfont une équation clé

fhe = 9.

A chaque itération, 'algorithme élargit 1’espace de recherche de fonctions et vérifie si les
paires de fonctions produites dans la derniére itération f et ¢ (un point sur une fonction
indique qu’elle a été produite dans la derniére itération) satisfont encore 1’équation clé.
Si une paire f et qb ne satisfait plus I’équation clé, une nouvelle paire f et ¢ est calculée
A partir de f et ¢ et de fonctions auxiliaires ¢ et . Ces fonctions auxiliaires sont des
fonctions f et ¢, respectivement, qui n’ont pas satisfait I’équation clé dans une itération
précédente. La mise a jour des fonctions constitue le pas 3 de I'algorithme 2 présenté
ensuite.

A travers la proposition 4.1 en [49], le vecteur d’erreurs € est déterminé par 1'équation

ot f dénote la dérivée premiere de f. Apres un nombre suffisant d’itérations, on garantit
que, parmi les fonctions localisatrices fournies par I'algorithme, il y a au moins une fonction
f tel que f  ne s’annule pas dans un point associé & une position d’une erreur.

Comme référence, ’algorithme de O’Sullivan est décrit dans 1’algorithme 2. Dans une
itération it, on dénote o, B € F, des valeurs de syndromes, o, C A les ensembles
de controle, et f, g, ¢, 1 € R les fonctions localisatrices et évaluatrices d’erreurs et ses
fonctions auxiliaires. Des ensembles ¥, A C A, complémentaires sur A, sont définis dans
[49]. Les ensembles o et ¢ consistent en les minima et maxima de ¥ et A, respectivement,
selon un ordre partiel défini par a <bsib—a € A (cf. [49]).

A chaque itération, des syndromes o = S(f) sont calculés. Basé sur les valeurs de
ces syndromes, les parametres de controle o, sont mis a jour. Ensuite, en utilisant ces
nouveaux parametres de controle, les fonctions f, g, ¢ et 1) sont mises a jour. On dénote
fv la partie R de f, c’est-a-dire, la fonction f en excluant les termes #;, ou i est une
lacune. On dénote ¢ la fonction comprenant les termes de ¢ avec évaluation maximale
m —t—2g+ 1. Les fonctions max et min fournissent les sous-ensembles de A des valeurs

maximales et minimales par rapport a l'ordre partiel défini par a < bsi b—a € A.

Algoritmo 2 (Décodeur d’O’Sullivan)

Entrées :
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~ Le vecteur de syndromes S = [S(0,_x) - -+ S(00)] du vecteur regu @, ot 0; sont les fonctions de base
de ’espace orthogonal au code. Ce vecteur est obtenu par le produit de U par la matrice de parité

du code. S(0;) =0 si i est une lacune.
Sorties :

— Les fonctions f et ¢ localisatrices et évaluatrices d’erreurs, respectivement.

Initialisation :
—it=-1;

- 0_1 = {O} 5

o f(o) =1 5

- 4(0) = 0.

<<< Pas 1 : Calcul des syndromes a = S(f) >>>

— Incrémenter it =it + 1;
— Enregistrer valeurs précédentes f = f, ¢ =¢, =g, V=1, f=8,0=0,6=o0;
~ Pour chaque s € &, caleuler os) = S(f0i_s). Si S(0:) (nécessaire & chaque itération) n'est

pas disponible, calculer S(f@it — 0;1) et employer le vole par majorité pour déterminer S(6;;).

—S
Ensuite, calculer o(s) = S(f@it_s —0i1) + S(04).

— Le vote par majorité consiste a calculer ’ensemble I = £ (it — E) et, pour chaque a € T', trouver
un s € ¢ tel que s = a. Ensuite, choisir ( € F,2 tel que g = 6;; + Cf(s)Hit,S présente un degré plus

petit que it. La valeur de S(0;:) sera la majorité des valeurs S(g) calculées pour chaque s choisi.

<<< Pas 2 : Détermination des parametres de contrdle >>>

~ Calculer § = {it —s:s€d,it—sc A eta(s)#0};
— Calculer § = max{§ U4} ;
— Calculer o = min{t : fic € § with t < c}.

<<< Pas 3 : Mise a jour des fonctions >>>

— Pour chaque ¢ € 6, faire
g(c), siced,
-9l =9 7
flit —¢), autrement;

¥(e), siced,
- Ye) =9
o(it — ¢), autrement;
B(e), siced
- Ble) = . ’
a(it — ¢), autrement,
— Pour chaque t € o, trouwver s € & et a € A tels que s +a = t.

— Siit —t est une lacune, calculer

- f) = f(5)0a;

= @) = ¢(s)0a + a(8)929717(it7t) ;
— Si it — t est une anti-lacune et a(s) # 0, trouver ¢ € Setbe A tels que c —s = it —t. Si

it — t est une anti-lacune et as) = 0, alors t = s el on peut choisir b et ¢ quelconques. Soit
v =a(s)/B(c), calculer
- () = f(s)0a —73(c)00 ;

— o(t) = 3(5)8a — Y(c)by ;
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L’architecture

Par une simple analyse, on arrive a conclure que le décodeur de O’Sullivan présente
une complexité plus importante concentrée sur la partie de controle de I'algorithme (pas
2 et détermination des entiers a et b dans le pas 3). Cela differe de ce qu’on trouve sur
d’autres décodeurs pour codes AG, qui ont la complexité concentrée surtout sur le calcul
de syndromes et la mise a jour des fonctions.

Dans [49], O’Sullivan ne présente pas une discussion sur la complexité de son algo-
rithme, comme c’est I’habitude dans ce type d’article. Il ne donne méme pas les infor-
mations nécessaires pour déterminer la complexité, comme la longueur des registres des
polynomes. Nous avons déduit tous les parametres manquants pour la détermination de
la complexité et pour I'implantation matérielle de ce décodeur. Ici nous proposons une
architecture d’implantation pour cet algorithme, ainsi que les résultats obtenus apres

I'implantation du cas particulier d'un code d’Hermite (64, 54) sur Fyg.

Unités arithmétiques

Dans le décodeur de O’Sullivan, toutes les opérations sur les symboles de [F;, comme
les valeurs de syndromes, les coefficients de fonctions en R etc., sont effectuées dans ce
corps, c’est-a-dire, en utilisant des unités arithmétiques adaptées aux corps finis. Le travail
de Mastrovito est une excelente référence sur ce sujet [45]. Les architectures des unités
que nous avons implantées sont décrites en [15]. Les figures 4.2, 4.6 e 4.9 présentent les
opérateurs d’addition, de multiplication et d’inversion que nous avons implantés pour .
Un symbole de F,» est représenté par log, r? bits.

Une fonction de R consiste en un vecteur de pl symboles, ot pl est le nombre maximum

d’itération. Tous les entiers dans le circuit sont représentés par il bits.

Calculs plus fréquents

Parmi les calculs effectués dans ’algorithme, nous pouvons en identifier quelques-uns
ayant un plus fort impact sur la performance de I'implantation et pour lesquels nous
proposons des architectures particulieres :

— Un produit f.0., ou f, 8. € R. Cette opération est systématiquement effectuée
dans les calculs de syndrome et dans les mises a jour des fonctions (étapes 1 et 3 de
'algorithme). Cela implique la substitution 2" ™! = 3" + y et peut étre implanté par
I’architecture de la figure 5.2, qui utilise un registre a décalage changé pour inclure
des éléments de décision et des additionneurs entre les cellules de coefficients. Ce

module regoit une fonction f et des valeurs associées a un entier ¢ (signaux de
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controle déterminés a partir de ¢) et fournit une fonction, résultat du produit f.0..
Toutes les opérations de ce module sont déterminées par un signal de controle D,
généré par le module controleur du décodeur. Ce signal D est constitué de 3 bits,

qui déterminent 5 états ou opérations dans un module f.60, :
Etat «00 Indique que le module doit se charger avec la fonction d’entrée f;

Etat «01 Indique que le module doit effectuer ’addition de composants fr+ fr_,211,

ce qui correspond a l'opération modulo I’équation de la courbe;
Etat 010 Indique 'opération de décalage du registre a gauche;
Etat 110 Indique 'opération de décalage du registre a droite;
Etat x11 Indique I’état de suspension, ou les valeurs du registre sont préservées.

Une fonction u(c) =i, tel que ir + j(r + 1) = c. Elle est utilisée dans "opération
f.0. pour déterminer si la valeur du k-eme élément du registre spécial de f.0. doit
étre additionnée a la valeur f,_ 2,1 (cf. la figure 5.2). On peut réaliser la fonction
p(c) par Popération pu(c) = —c¢ mod (r + 1). L'opération modulo (r + 1) peut étre

implantée par une rangée au maximum de
u? —u — [log (r + 1)1 + [log (r +1)]

additionneurs complets. Un exemple d’architecture pour opération modulo 5 sur un
entier de 7 bits est présenté dans la figure 5.3.

Un test d’appartenance a A. Lors de presque toutes les décisions dans 1’algo-
rithme, il faut tester si ¢ € A. Ce test peut étre réalisé par recherche sur table,
mais aussi au moyen de la fonction p(c). Remarquez que ¢ € A si et seulement si
p(e)r < c. Sur l'espace de fonctions relativement petit du code (64,54) (il n’y a
que six lacunes : 1, 2, 3, 6, 7 et 11), nous avons choisi d’employer la méthode de

recherche sur table.

Modules opérationnels

La figure 5.4 présente ’architecture générale pour le processeur de décodage employant

I'algorithme de O’Sullivan. Elle inclut r blocs MP (processeur principal), r blocs AP

(processeurs auxiliaires), un tampon pour les syndromes d’entrée et un processeur de

controle qui fournit les signaux de controle pour les séquences d’opération. Les blocs MP

et AP sont interconnectés entre eux via un bus bidirectionnel. Le décodeur recoit un

vecteur de syndromes S et fournit un ensemble de r fonctions localisatrices d’erreurs f et

r fonctions évaluatrices d’erreurs ¢.
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Une architecture pour 'unité MP est présentée dans la figure 5.5. Chaque unité MP
opere sur une fonction localisatrice d’erreurs f et une fonction évaluatrice d’erreurs ¢.
Elle implante le calcul d'un syndrome « a partir d'une fonction f et toutes les opérations
de mise a jour des fonctions f et ¢. Ce module emploie deux opérateurs f.0. :

— 'un pour la mise a jour de f et le calcul de «,

— l'autre pour la mise a jour de ¢.

Elle utilise aussi un registre pour mémoriser «, deux registres pour mémoriser f et ¢, et
deux registres pour mémoriser les fonctions g6, et 10, reques des modules AP (les produits
g0y et 100, sont réalisés par les modules AP).

Dans les modules MP, un décodeur DEC1 génere un vecteur 0...010...0 a partir d'un
entier tr, ou 'unique bit 1 occupe la tr-eme position du vecteur. Ce vecteur est utilisé pour
implanter I’addition d’une fonction pour un monome 6. dans la mise a jour des fonctions
¢. Un module DEC2 opere de fagcon analogue, fournissant un vecteur 1...10...0, avec
bits 1 jusqu’a la tr-eme position. Ce vecteur est utilisé pour tronquer une fonction.

Des détails d'une architecture pour 'unité AP sont présentés dans la figure 5.6. Ce
module emploie deux unités f.0. pour calculer les produits g.0, et psi.0, utilisés dans la
mise a jour des fonctions f et ¢ dans une unité MP. Il emploie aussi des registres pour
mémoriser un parametre [ (il garde un syndrome « relatif a la fonction f associée a g),

ainsi que 3 , ¢ et 1 (valeurs de la derniere iteration).

Module Controleur

Le circuit de controle du décodeur génere tous les signaux de controle pour les mo-
dules MP et AP, ainsi que pour le tampon des syndromes d’entrée et pour la sortie du
décodeur. Il est aussi responsable pour gérer internement les ensembles o et § et, par
conséquence, prendre toutes les décisions relatives au fonctionnement du décodeur. C’est
lui qui détermine, par exemple, si une fonction doit étre mise a jour, pour quel type
d’opération et en associant quelles autres fonctions.

Le controleur implante aussi le processus de vote par majorité. Dans une itération it
ou S(0;:) est inconnu, les modules MP calculent normalement les valeurs estimées de «,
une fois que S(0;) = 0 dans le registre des syndromes localisé dans le module tampon
des syndromes d’entrée. Le module de vote par majorité interne au controleur calcule
I’ensemble I' et les valeurs de o associées. Donc, il peut choisir parmi les valeurs de «
estimés lequel correspond a S(6;;). Cette valeur est copiée dans le registre des syndromes
et additionnée aux valeurs de a dans tous les modules MP.

Parmi les signaux générés par le module controleur, on distingue les signaux D, qui

controlent tout le fonctionnement des modules f.6..
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Parmi les décisions prises par le controleur, on distingue la détermination des anti-
lacunes a et b utilisées dans le calcul des produits f.0,, ¢.0,, g.0, et 1.0,, ainsi que par
I’acheminement des valeurs des modules MP vers les modules AP spécifiques, et vice

versa. Deux sous-modules du controleur sont responsables pour ces calculs et cette prise

de décision : les modules NONGAPMP et NONGAPAP (cf. figures 5.7 ¢ 5.8).

La complexité

Dans [49], O’Sullivan ne traite pas la question de la complexité de son algorithme. I
affirme que la relation entre la capacité de correction et le numéro d’itérations nécessaires
pour décoder le mot regu n’est pas triviale. En vue d’implanter matériellement ce déco-
deur, il a fallu déterminer invariablement ces parametres. Ici, nous considérons la valeur
suggérée par Feng et Rao dans [21]. Soit m = n — k le nombre de lignes de la matrice de
parité du code et g le genre de la courbe, Feng et Rao ont affirmé que dans it,,.. = m+g
itérations, le décodage utilisant le schéma de vote par majorité qu’ils ont proposé corrige
jusqu’a la moitié de la distance minimale du code.

On peut vérifier facilement que, dans une itération it quelconque, une opération f.6,.
fournit une fonction d’ordre de pole maximal i¢. En conséquence, ’ordre de pole maximal
d’une fonction quelconque du décodeur dans une itération it est toujours ¢t. Donc, on a

besoin d’implanter des modules f.0,. et registres pour fonctions de longueur pl = it,,q. + 1.

L’implantation

L’architecture présentée a été implantée en VHDL pour un code AG (64, 54) correcteur
de 2 erreurs, défini par une courbe d’Hermite y* 4+ y = 2° de genre g = 6 sur Fy4, donc
de parametres r = 4 et m = 59. (Pourtant, la description du décodeur en VHDL a été
faite de maniere générique pour permettre la synthese sur n’importe quels parametres r
et m). Cette courbe présente 64 points rationaux plus un point @) sur le plan projectif,
raison pour laquelle le code a une longueur n = 64.

Le code est défini par un espace de fonctions L(59Q)). L’espace orthogonal a ce code,
qu’on utilise pour le décodage, est 'espace L((r® +r* —r —2 —m)Q) = L(15Q). Ce code
présente un ensemble d’anti-lacunes {0, 4, 5,8,9,10, 12,13, 14, 15} de 10 éléments et, alors,
une matrice de parité de 10 lignes. Ce sont 10 syndromes a calculer a partir du vecteur
regu.

Ce décodeur a été synthétisé pour un FPGA Altera FLEX 10KE. Dans ce cas, le
décodeur peut opérer en 50 MHz, des que 3 cycles d’horloge sont réservés pour le proces-

sus du module MAJVOTING, responsable par le vote par majorité, et 6 cycles d’horloge
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sont réservés pour le module UPDDELTASIGMA, responsable par le calcul des nouveaux
ensembles § et 0. Au total, sont dépensés 1503 cycles d’horloge pour décoder un vecteur
regu, compris dans 22 itérations de 68 cycles chacune plus 7 cycles d’horloge pour l'initia-
lisation et finalisation du proces. Avec une fréquence de 50 MHz, cela implique un taux
maximal de décodage de 33266 mots code par seconde, ou un taux de 8,5 Mb/s (bits de
code), ou 7,2 Mb/s (bits d'information).

Notre implantation VHDL permet de régler le nombre de cycles d’horloge réservés
pour les opérations des modules MAJVOTING et UPDDELTASIGMA, ainsi que pour
le calcul de «a, la mise a jour des fonctions et toutes les autres opérations du décodeur.
Ce réglage est fait a travers les constantes cycleestalph, cyclealpha, cyclempap, cyclef-
calc, cycleapmp, cycleiterat et period, spécifiées dans le fichier ‘HermConstants.vhd’. Les
résultats présentés dans le dernier paragraphe sont dus a la technologie utilisée : un FPGA
Altera FLEX 10KE. Dans les cas d’une technologie différente, un réglage des constantes

sera probablement nécessaire de facon a optimiser la performance du décodeur.

Conclusions

Dans ce document de these, nous avons présenté une architecture pour le décodage de
codes AG basés sur les courbes d’Hermite.

Le décodeur matériel consiste en unités paralleles chargées de la mise a jour des fonc-
tions localisatrices et évaluatrices d’erreurs, et interconnectées entre elles par un bus
bidirectionnel. Nous avons aussi proposé des opérateurs optimisés pour les calculs a plus
forte répétition de ’algorithme.

Ce travail constitue une contribution dans le domaine du développement des systemes
de codage de canal par codes AG. Malgré les meilleurs parametres présentés par ces
codes, il y a encore des barrieres a leur utilisation dues a la complexité des algorithmes de
décodage. A partir de I'architecture décrite, nous pouvons conclure que les décodeurs pour
codes d’Hermite présentent une complexité environ r fois plus grande que les décodeurs
pour codes RS. Pourtant, les codes RS ont besoin d’employer des corps finis plus grands,
donc des unités arithmétiques plus complexes, pour corriger des vecteurs de méme lon-
gueur. De cette fagon, nous estimons que la complexité générale pour des longueurs égales

(en nombre de bits) est équivalente pour les deux codes RS et d’Hermite.

xl



Capitulo 1
Introducao

Em um sistema de comunicacao digital um dos mais importantes componentes ¢ a cha-
mada codifica¢ao de canal [56]. E ela a responsdvel, através da insercio de redundancias
controladas ao sinal, pela detecgao e correcao de erros que porventura ocorram durante a
comunicacao, erros esses resultantes da acao de elementos interferentes no sistema, como
o ruido, o desvanecimento, etc. Portanto, a codificacao de canal, também chamada de
codificag¢ao para controle de erros [6,72], visa fundamentalmente diminuir os efeitos destes
fenomenos e aumentar a confiabilidade do sistema, tornando-o assim mais robusto.

Na codificagao para controle de erros, uma das classes de codigos de bloco mais am-
plamente utilizada tem sido a dos conhecidos cddigos de Reed-Solomon (RS). Os codigos
RS utilizam como blocos de cédigo os valores de todos os polinomios definidos sobre um
corpo finito até um determinado grau. Eles tém tido aplicacao em diversas areas, como
no desenvolvimento de padroes para comunicacao mével celular, no armazenamento em
CDs, na comunicacao por satélite etc. [28,73]. Contudo, eles apresentam uma limitagao
importante: seu comprimento de bloco nao pode ser maior que a ordem do corpo finito
utilizado. Uma conseqiiéncia direta da teoria de Shannon' é que bons cédigos devem ter
grandes comprimentos [41].

Apesar da larga utilizacao dos cédigos RS, ha atualmente outras opcoes na teoria
de codificacao de canal que apresentam melhores caracteristicas assintoticas, como é o
caso dos codigos algébrico-geométricos baseados na teoria matematica conhecida como
geometria algébrica.

A geometria algébrica é uma ferramenta matematica que tem se mostrado 1til no
desenvolvimento de solugoes em diversas areas da engenharia, como na codificagao para

controle de erros, na criptografia, na robética, no projeto de CADs;, entre outras [9,10,68].

!Claude Shannon apresentou em 1948 um dos fundamentos da teoria da informacao, resultado impor-
tante para a evolucao das comunicagoes, demonstrando que a todo canal de comunicacao esta associada

uma capacidade de transmissao.
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Ela estabelece uma série de relagoes entre estruturas algébricas, como espacos e ideais de
funcgoes, e estruturas geométricas, como variedades. A presente tese trata de uma destas
aplicagoes, a dos chamados cédigos algébrico-geométricos, seus esquemas de decodificacao

e sua implementacao em hardware.

1.1 Cdbdigos algébrico-geométricos

Na década de 1970, o matematico russo V. D. Goppa propos que, ao invés de avaliar
polinomios em pontos simples (valores do corpo finito) como nos c6digos de Reed-Solomon,
poder-se-ia avaliar fungoes algébricas em pontos de curvas definidas sobre corpos finitos
[25]. Além disso, ele mostrou como substituir a condi¢ao sobre os graus dos polinomios
por condigoes sobre fungoes algébricas. Em 1982, M. A. Tsfasman, S. G. Vladut e T. Zink
combinaram a idéia da construcao de codigos a partir de curvas algébricas sobre corpos
finitos aos recentes resultados da geometria algébrica, produzindo um desenvolvimento
importante na teoria de codigos para correcao de erros, os chamados codigos algébrico-
geométricos (AG) ou codigos de Goppa geométricos [7,11,19,40,44,71]. Os cédigos RS
sao um caso particular dos cédigos AG quando a curva algébrica adotada é apenas uma
reta. As curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais pontos que uma simples reta,
de forma que os cédigos AG podem apresentar comprimento muito maior que os codigos
RS.

Do ponto de vista da relagao entre a taxa de informacao assintética, que representa
o comprometimento da taxa de transmissao de informacao devido a utilizagao do codigo
(introducao de redundancias), e a distancia minima relativa, que representa a capacidade
de corregao de erros do codigo, pode-se afirmar que os cddigos AG fazem parte da classe
dos chamados bons codigos, que sao aqueles que nao comprometem a taxa de transmissao
em detrimento da capacidade de correcao, ou vice versa, para um comprimento de codigo
n — oo. Os codigos AG sao, portanto, excelentes codigos, que apresentam parametros
como comprimento, capacidade de correcao e taxa de informacgao melhores que cédigos ja

estabelecidos, como os de Reed-Solomon [18,40].

1.2 Decodificacao de cédigos AG

O primeiro esquema de decodificacao para os cédigos AG foi proposto em 1989 por Jorn
Justesen et al., e consistia numa generalizacao do algoritmo PGZ para decodificacao de
c6digos BCH, fornecendo um polinomio localizador de erros em duas variaveis, que possuia

dentre seus zeros as posigoes dos erros ocorridos [32,41]. Este algoritmo, que decodifica
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apenas codigos AG definidos sobre curvas planas e tem baixa capacidade de correcao de
erros (corrige ¢g/2 menos erros que o permitido pela capacidade de corre¢ao do cddigo,
sendo g o género da curva algébrica que define o c6digo) e alta complexidade algoritmica
(O(n?), sendo n o comprimento do cddigo), foi generalizado para curvas algébricas ar-
bitrarias em 1990 por Skorobogatov e Vladut, tendo ficado conhecido como algoritmo
basico [67]. O algoritmo bésico é hoje a base para uma grande quantidade de esquemas
de decodificacao de cddigos AG encontrados na literatura. Nele, o passo fundamental con-
siste na determinacao de fungoes localizadoras de erros, ou seja, fungoes que se anulem
nos pontos da curva algébrica associados aos erros ocorridos no vetor recebido.

Uma segunda classe de algoritmos de decodificacao para cédigos AG foi proposta
inicialmente em 1992 por S. C. Porter e constitui uma generalizacao do algoritmo de
Euclides para solugao da equagao chave [54].

Outra abordagem de decodificagao dos codigos AG é a chamada decodificacao de lista,
que consiste na busca pelo conjunto de palavras codigo que se encontram até uma distancia
de Hamming especificada, em geral maior que a metade da distancia minima do codigo
(tradicionalmente, a decodificacao consiste na busca pela tinica palavra cédigo, caso exista,
situada dentro da esfera de decodificagao de diametro igual a distancia minima do cédigo).
Esta idéia alternativa de decodificagao foi proposta na década de 1950 por P. Elias [20] e
J. M. Wozencraft [74], tendo sido aplicada a decodificacao de cédigos AG inicialmente em
1999 por M. A. Shokrollahi e H. Wasserman [66]. Recentemente, alguns trabalhos tém
sido publicados nesta linha [26, 76].

Merece mencao ainda uma abordagem de decodificacao de cédigos AG que envolve
a utilizacao de esquemas de decisao suave, em que o demodulador fornece informacoes
extras sobre a mensagem recebida ao decodificador, que as utiliza para melhorar seu
desempenho na decodificagao [5,34,36,52].

As principais metas na otimizacao dos esquemas de decodificacao para codigos AG
tem sido desenvolver algoritmos que permitam explorar toda a capacidade de correcao de
erros do codigo e reduzir a complexidade dos decodificadores, tornando-os tao eficientes
quanto os decodificadores de outros cédigos ja estabelecidos, como os de Reed-Solomon (a
complexidade dos primeiros algoritmos, como o algoritmo basico e o algoritmo de Porter,
O(n?), tem sido proibitiva para aplicagoes préticas).

Com relacao ao problema de decodificar até a maxima capacidade de correcao do
c6digo, em 1994 G.-L. Feng e T. R. N. Rao propuseram uma elegante solu¢ao denominada
algoritmo de decisao por maioria, em que as sindromes desconhecidas, por demanda,
sao determinadas a partir das sindromes ja conhecidas a cada iteracao do algoritmo de
decodificagao [21]. O esquema de Feng e Rao permitiu uma volta de olhares para o

problema da complexidade dos algoritmos de decodificacao dos cédigos AG. Em 1990, S.
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Sakata propos uma generalizacao em varias variaveis do algoritmo de Berlekamp-Massey,
que passou a ser conhecido com algoritmo BMS [60]. O algoritmo BMS, juntamente com
o esquema de decisao por maioria de Feng e Rao, tem sido a base para a construcao de
diversos algoritmos de decodificacao répida para codigos AG [30,33,34,58,59,61,63,64].

1.3 Arquiteturas para decodificadores de cédigos AG

Apesar dos codigos AG apresentarem comprovadamente melhores parametros e extrapo-
larem as limitagoes dos cédigos RS [18], sua utilizacao pratica ainda enfrenta barreiras,
como a da complexidade de seus algoritmos de decodificagao. De modo a contribuir no
sentido de tornar os codigos AG competitivos mediante outros codigos comerciais, como os
codigos RS, deve-se desenvolver esquemas de decodificagao mais eficientes e arquiteturas
que permitam a implementacao otimizada destes esquemas em hardware.

No que concerne ao desenvolvimento de arquiteturas de implementacao em hardware
de decodificadores para cédigos AG, pouco foi até entao apresentado. Em 1998, Ralf
Kotter propos um algoritmo de decodificacao para codigos AG de estrutura regular e
simples voltado & implementagao em VLSI [35]. A idéia central na proposta de Kotter
era utilizar uma configuracdo em paralelo de varios algoritmos BMS modificados, de
modo a obter um esquema que apresentasse a mesma complexidade de tempo que um
decodificador de Berlekamp-Massey para cédigos de Reed-Solomon. Além deste trabalho,
sao poucas as publicagoes encontradas abordando esta questao da implementacao em
hardware de decodificadores para cédigos AG [2,37,42,50,53,62].

O propdsito geral do presente trabalho repousa na integracao do estudo dos sistemas
de codificagao / decodificagao de cédigos AG com o desenvolvimento de arquiteturas para
implementacao em hardware no sentido de proporcionar uma contribuicao cientifica nesta
area. Neste sentido, uma nova arquitetura para um decodificador de cédigos AG baseado
na solugdo de uma equagao chave foi desenvolvido [16,17]. A arquitetura proposta foi
descrita em VHDL, simulada e validada. Este trabalho incluiu ainda a descrigao, também
em VHDL (exceto o médulo inversor, descrito em Verilog), de unidades aritméticas em

corpo finito responséaveis pelas operagoes aritméticas no decodificador.

1.4 Metodologia

O presente trabalho de tese é fruto de um doutorado em co-tutela realizado na Univer-
sidade Federal de Campina Grande — UFCG, em Campina Grande-PB, no Brasil, e na

Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications — ENST, em Paris, na Franca, no
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periodo de setembro de 2000 a agosto de 2004. Este doutorado fez parte de um acordo
de cooperagao entre as duas instituigdes (acordo internacional CAPES / COFECUB) e
recebeu suporte financeiro da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Su-
perior — CAPES (http://www.capes.gov.br/), organismo governamental brasileiro. Neste
contexto, ele se dividiu em trés fases. A primeira, realizada na UFCG durante 2 anos,
teve sua énfase no estudo das diferentes abordagens de decodificacao dos codigos AG. A
segunda fase, realizada na ENST durante um periodo de 1 ano e meio, teve sua énfase
no estudo das arquiteturas de implementagao em hardware para os algoritmos de decodi-
ficacao de cédigos AG. Ambas as fases tiveram inicio com um levantamento bibliografico
sobre a respectiva énfase. A terceira e tltima fase foi realizada durante os ultimos 6 meses
de tese na UFCG e consistiu basicamente na elaboracao do texto final da tese.

O trabalho pode ser ainda separado em dois diferentes planos. Num primeiro plano,
o trabalho consistiu no estudo de algoritmos eficientes para decodificagao de cédigos AG
(plano algoritmico) e foi desenvolvido através da simulagdo em computador destes decodi-
ficadores utilizando a ferramenta Macaulay 2 (cf. http://www.math.uiuc.edu/Macaulay?2)
e a ferramenta Matlab (cf. http://www.mathworks.com/). Num segundo plano, o traba-
lho consistiu na analise dos algoritmos voltada a implementacao em hardware de de-
codificadores para os codigos AG (plano arquitetural), e foi desenvolvido através da si-
mula¢ao em computador utilizando as ferramenta ModelSim da Mentor Graphics (cf.
http://www.model.com/), LeonardoSpectrum da Mentor Graphics (cf. http://www.men-
tor.com/leonardospectrum/) e Quartus II da Altera (cf. http://www.altera.com /support/

software /sof-quartus.html).

1.5 Estrutura do texto

Este texto esta organizado em 6 capitulos e 4 apéndices, cujos contetidos sao descritos a
seguir.

Este capitulo introdutoério tem por objetivo principal contextualizar o problema da
codificacao / decodificacao de cédigos AG e da implementagao desses algoritmos em hard-
ware, além de descrever a metodologia do trabalho de doutorado realizado.

No capitulo 2, sao definidos os cédigos AG, em especial os criados a partir das curvas
de Hermite, que também sao apresentadas neste capitulo. A discussao sobre os codigos
AG, e posteriormente sobre seus esquemas de decodificagao, exige conhecimentos prévios
sobre algebra de corpos finitos, sobre teoria da codificacao para correcao de erros e sobre
geometria algébrica. Como referéncia, para possibilitar o mais facil acesso ao assunto

objeto deste trabalho, sao apresentadas nos apéndices A, B e C descricoes resumidas
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sobre cada uma destas trés teorias.

O capitulo 3 trata do problema da decodificacao dos cédigos AG. Nele, sao apresen-
tadas as abordagens de decodificacao mais importantes destes codigos.

O capitulo 4 descreve as arquiteturas dos operadores aritméticos em corpo finito que fo-
ram implementadas de modo a viabilizar a implementacao do decodificador. No apéndice
D, é apresentada uma lista de polinomios primitivos de peso minimo em [F,. Estes po-
linomios sao parametro de projeto para as unidades aritméticas implementadas, sendo
necessarios para a geracao de corpos finitos de caracteristica 2.

O capitulo 5 descreve o algoritmo de decodificacao de O’Sullivan, a nova arquitetura
proposta para ele e os detalhes de sua implementacao.

O capitulo 6 apresenta as conclusoes e perspectivas deste trabalho.



Capitulo 2
Cddigos Algébrico-(Geométricos

O capitulo anterior contextualizou o problema da codificacao / decodificagao de codigos
AG e da implementacao desses algoritmos em hardware. O presente capitulo tem por
objetivo definir estes cddigos, e, em particular, a classe dos codigos AG construidos sobre
as curvas de Hermite, também apresentadas neste capitulo. Por fim, é discutida a questao
dos limites inferiores para bons cédigos obtido pelos cédigos AG, melhores que o limite
de Gilbert-Varshamov.

Sobre estes conceitos apresentados neste capitulo, ha diversas referéncias nas quais
podem ser obtidos maiores detalhes [8,32,41,44,46,55,69,70]. Para facilitar o acesso a esta
teoria, uma descrigao resumida sobre algebra dos corpos finitos, codificagao para correcao

de erros e geometria algébrica é apresentada nos apéndices A, B e C, respectivamente.

2.1 Cdbdigos algébrico-geométricos

Sao dois os diferentes tipos de construcao de cédigos AG [12,14]:

1. No primeiro tipo, chamado aqui de construcdo por funcoes, o cédigo consiste na

avaliacao de fungoes racionais em um conjunto de pontos distintos de uma curva;

2. No segundo tipo, chamado aqui de construgao por diferenciais, o cédigo consiste no

residuo de diferenciais em um conjunto de pontos distintos de uma curva.

2.1.1 Construcao por funcoes

Considere X uma curva projetiva nao singular de género g, Py, ..., P, pontos racionais
de X e D = P, +---+ P, um divisor desta curva. Considere G um divisor de X cujo

suporte seja disjunto de D, e suponha que

2g —2 < deg(G) < n.
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Definigao 3 (Cdédigo por fungoes) Define-se o cddigo AG denotado por C (D, G), so-

bre o corpo finito F,, como o mapeamento linear o : L (G) — Fy, dado por

a(f)=1f(~), ... f(P)], (2.1)

em que

L(G) ={f € Fy(X): (f) + G > 0y U {0}

¢ o0 espago de fungoes gerado pelo divisor G, F, (X) € o corpo de fun¢oes da curva X,
(/=D v (NP
P
¢ o divisor principal da funcao f e vp, (f) € a ordem da funcdao f no ponto P, € X.
Observe que o nticleo do mapeamento de (2.1) é o conjunto de fungoes
{feL(G):vp (f)>0,i=1,...,n},

que constitui, na verdade, o espago de fungoes L (G — D). Entao, a dimensao k do cédigo
C (D, G) é dada por

k=dim[L(G)] —dim [L (G — D)].
Observe que, sendo deg(G) < n por hipdtese, entao deg[(G — D)] < 0. Com isso,
para qualquer funcao f € F, (X), tem-se que deg[(f) + G — D] < 0. Isto implica que
dim[L (G — D)] = 0. Considerando também o teorema de Riemann-Roch (c¢f. (C.8)),

tem-se que

k=deg(G)—g+ 1 (2.2)

A distancia minima d do cédigo C' (D, @) definido em (2.1) satisfaz a desigualdade
d Z n— deg (G) )

uma vez que qualquer funcao f € L (G) possui no maximo deg (G) zeros, ou seja, 0 peso
de qualquer palavra cédigo a (f) nao é menor que n — deg (G). Do limite de Singleton®,

tem-se que
d<n—k-+1

=n—deg(G)+g=
n—deg(G) <d<n-—deg(GQ)+g. (2.3)

1O limite de Singleton afirma que, para um cédigo linear (n, k,d), de comprimento n, dimensio k e
distancia minima d, tem-se que
d<n-—k+1.
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2.1.2 Construgao por diferenciais

Considere X, Py, ..., P,, D e G da mesma forma da se¢ao anterior (os pontos racionais

Py, ..., P, equivalem a lugares de grau 1 da curva X).

Defini¢ao 4 (Cédigo por diferenciais) Define-se o cddigo AG construido por diferen-
ciais, denotado por C* (D, G), sobre um corpo finito F, (corpo algebricamente fechado),

como o mapeamento linear o™ : Q (G — D) — F} dado por
o (w) = [Resp, (W), ...,Resp, (w)], (2.4)
em que
Q(GE—-D)={weQy: (w) = G—-D}U{0}

€ o espaco de diferenciais gerado pelo divisor G — D, Qx € o conjunto de diferenciais

associados a curva X, Resp, (w) € o residuo de w no ponto P,

(@)= v ()P

P;
¢ o divisor do diferencial w = fdt e vp, () = vp, (w) € sua ordem no ponto P; € X.

O ntcleo do mapeamento a* definido em (2.4) é o espaco de diferenciais €2 (G). Com

isso, a dimensdo k* do cédigo C* (D, G) é dada por
E*=dim[Q (G — D)] —dim [Q2(G)] =i (G — D) —i(G).

Considerando a hipétese inicial deg (G) > 2¢g — 2, tem-se que i (G) = 0. Considerando o

teorema de Riemann-Roch (¢f. (C.8)), tem-se que a dimensao do cédigo C* (D, G) ¢é dada

por?

k*=n—deg(G)+g—1. (2.5)
A distancia minima d* do cédigo C* (D, G) definido em (2.4) satisfaz a desigualdade®
d* > deg (G) — 29 + 2.
Do limite de Singleton, tem-se que

d*<n—k*+1
=deg(G)—g+2=
deg (G) =29 +2 < d" < deg(G)—g+2. (2.6)

2Uma prova detalhada deste resultado pode ser obtida em Stichtenoth [70, pp. 45-46].
3A prova deste resultado pode ser vista em Stichtenoth [70, pp. 45-46].
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De (2.2) e (2.5), observe que k+ k* = n. Considere agora f € L (G) ew € Q (G — D).
Das defini¢oes dos cédigos C' (D, G) e C* (D, G), observa-se que o diferencial fw nao
possui pélos, exceto possivelmente nos pontos Py, ..., P,. O residuo de fw no ponto P; é

igual a f (P;) Resp, (w). Do teorema de residuos (cf. (C.6)), tem-se que
> 7 (P) Resy, () =0,
i=1

que é o produto interno de duas palavras cédigo o (f) e a* (w). Conclui-se, portanto, que
C(D,G) e C*(D,G) sao cédigos duais.

Além disso, mostra-se que existe um diferencial w com pdlos simples e residuo 1 nos
pontos Py, ..., P, [70, p. 48] (a determinagao de diferenciais requer subsidios tedricos que

divergem dos objetivos deste trabalho), tal que
C*(D,G)=C(D,(w)+D-0@G), (2.7)

em que (w) é o divisor de w. Isto implica que a construgao de residuos fornece a mesma
classe de cédigos da construcao de fungoes.

Usualmente, os trabalhos envolvendo a decodificacao dos cédigos AG associam os
cbdigos utilizados a construcao por diferenciais, de modo que o espaco do cédigo dual,
sobre o qual se trabalha na decodificacao, pode ser construido de forma mais simples, por

funcoes.

2.2 Curvas de Hermite

A classe de curvas algébricas, denominadas curvas de Hermite, tem sido amplamente
utilizada, principalmente na construcao de codigos para protegao contra erros. Isto se deve
aos bons parametros de comprimento e distancia minima relativa obtidos pelos cédigos
construidos a partir destas curvas, como também a simplicidade da estrutura do espaco
de fungoes definido por esta classe de curvas (isto se traduz em simplicidade nas regra de
construgao de uma base para este espago).

Considere o corpo finito F, de ¢ = r* elementos, em que ¢ é uma poténcia de algum
inteiro primo. Considere o corpo de fungdes F, (X') da curva de Hermite X dada pela

equagao afim

X w40+ 1 =0. (2.8)
Considere a,b € F,, tais que a” + a = b"™' = —1. Considere agora x,y € F, (X), em
que
b b(1+a)u —av

T =

= e y=ur—a=
v —bu

v — bu
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Pode-se verificar que (v — bu) " (y" +y — ") = 0. Portanto, a curva de Hermite X (cf.

(2.8)) pode ser escrita numa forma mais conveniente dada pela equacao
Xy +y=a""h (2.9)

A versdo projetiva no espago projetivo P?, definido sobre F,, da curva de Hermite ¢

dada pela equacao (forma homogénea de (2.8))
Xout 4ot 4t =0 (2.10)

Com relacao ao nimero de pontos racionais desta curva, considere inicialmente o caso em
que uma das coordenadas em (2.10) é nula, por exemplo z. Sem perda de generalidade,
pode-se fazer v = 1, obtendo-se u" ™' +1 = 0, que apresenta r + 1 solugoes em F,. Conclui-
se, entdo, que a curva X apresenta 3 (r + 1) pontos racionais quando uvz = 0. Para o
caso em que uvz # 0, considere z = 1 e v igual a qualquer elemento nao nulo de F,, tal
que vt £ 1. Para cada valor diferente de v, existem r + 1 solugoes para u em (2.10).
Neste caso hd, portanto, (r — 2) (r + 1)2 pontos racionais em X. Totalizando, tem-se que

a curva de Hermite X apresenta sempre
3r+D)+(r—2)(r+1)° =1+
pontos racionais, que sao:
1. O ponto no infinito @ = (a,b,0), com a,b € F,, em que a"™' + 0" = 0 (¢f. (2.10));
2. Os 73 pontos afins (a,b), com a,b € F,, em que b" +b = a"*' (¢f. (2.9)).

A curva de Hermite X’ é ndo singular, portanto irredutivel. Sendo o grau de (2.9) igual
a1+ 1, tem-se que o género ¢ (c¢f. (C.7)) de X é dado por
q—r

5
Considere agora um divisor G = m(), para algum parametro inteiro m > 0. Como a

g= (2.11)

variavel x apresenta um pélo de ordem r e y um pélo de ordem r + 1 no ponto @), pode-se

verificar [69] que o conjunto
By={2'y:0<i,0<j<r—1ir+j(r+1) <m} (2.12)

constitui uma base para o espaco vetorial de fungoes L (G) gerado pelo divisor G = m(Q),
caracteristico da curva de Hermite X'. Diz-se, entao, que este é o espaco de fungoes gerado
pela curva X para um parametro m.

Defina agora o conjunto de nimeros inteiro
A={ir+j(r+1):0<i<r j>0}. (2.13)

Pode-se verificar que A constitue um conjunto de anti-lacunas de (). Ele representa as

ordens de pélo das fungoes que pertencem aos espago de fungoes L(G).
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2.3 C(Cdbdigos de Hermite

Os cédigos AG baseados em curvas de Hermite (para detalhes sobre as curvas de Hermite,
veja se¢ao 2.2) constituem hoje uma das mais exploradas classes de cddigos AG, em vista
dos excelentes parametros que apresenta e da simplicidade de sua estrutura. Esta secao
descreve esta classe de cédigos, suas propriedades e analisa o caso em que o comprimento
do c6digo é r* (comprimento maximo).

Considere os dois divisores G = m@Q e D = P, +---+ P,, em que P, ..., P, sao os

pontos racionais da curva X (cf. (2.9)) e n < 3.

Definicao 5 (Cédigo de Hermite) O cddigo de Hermite C' (D, G), denotado por C,,,
¢ dado por
Con ={f (P1), ... f(Pa)]: f € L(G)}. (2.14)

O cbdigo definido em (2.14) é obtido considerando a base B, fornecida por (2.12)
apresentada na segao 2.2 para o espaco de fungoes L (G).

Considere a funcao z € F, [z, y] dada por

q

z=ua—x,
cujo divisor principal (z) é dado por
(2) =D —r*Q.
Considere o diferencial w = df, cujo residuo ¢ igual a 1 em todos os pontos de D =

P, +---+ P, (como P; é um zero simples de z, entao % possui um polo simples em P

com residuo 1). Tem-se que [69]

(w) = (dz) = (2)
= (—dz) — (2)
=(r(r—1)-2)Q-D+r°Q
=’ +r-r—-2)Q—-D.
Utilizando-se (2.7) e considerando um divisor G* = (w) + D — G, em que G = mQ,
obtém-se que
G* = (r3+r2—r—2)Q—D—|—D—mQ
= (r3+r2—r—2—m)Q:>
C*(D,mQ)=C (D, (r*+r*—r—2-m)Q).

Portanto, conclui-se que os cédigos de Hermite C),, e Cy3,,2_ . 5, sao duais entre si, uma
vez que equivalem a C' (D, m@Q) e C* (D, m(Q), respectivamente. Particularmente, se r é

um nimero par e m = 3 (r* 4+ r? —r — 2), entdo o cédigo Cy, ¢ auto-dual.
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Caso do comprimento maximo

3

Considerando o comprimento maximo do cédigo de Hermite C,,, em que n = r°, serao

descritas agora a dimensao deste codigo, sua matriz geradora, além de outras propriedades
[69].
E f4cil verificar que a dimensao k do cédigo C,, é k = 0, param < 0, e k = n = 13,

para m > 13 4+ r? —r — 2. Considerando o parametro m no intervalo
0<m<ri4+ri—r—2,
tem-se que a dimensdo k do cédigo C,, é dada por [69]
B!, m<r®—r—2,

TQ_T
k= m+1—(2), 2 —r—2<m<r’, (2.15)

rd— |B’/‘3+T2—r—2—m| , M > T37

sendo |B,,| a cardinalidade da base B,, (c¢f. (2.12)) para o espaco L (mQ).
A matriz geradora M, de um cédigo de Hermite C,,, para 0 < m < r?, é uma matriz
|B,,| x r* dada por
M, = [a'V] (2.16)

|[Br | x73 7

em que:
e a,belF, b +b=a"h
e >0,0<j<r—-1;
ecir+j(r+1)<m.
Tomando o parametro m no intervalo
rP—r—2<m<ri4+ri—r—2,

tem-se que a matriz M,s ,2_,_o_,, consiste também na matriz de paridade do cédigo C,,.

Considerando uma equagao ir + j (r +1) = k, na qual 0 <i <re j > 0, tem-se que

(i+)r+1)—i=k=
k—ar
Cort1

Estas equagoes sao uteis em implementacoes para a determinagao das matrizes geradoras

i=(—k) mod (r+1) e j (2.17)

e de paridade, assim como num procedimento de decodificacao.
Considere agoram = ir+j(r+1) <r3 comi>0e0<j<r—1. Sej =0 (ou seja,

m =0 modr) oum < r®—r? entdo a distancia minima d do cédigo C,, é dada por

d=1r>—m. (2.18)
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Em suma, as informacoes contidas nesta secao permitem construir computacional-
mente um codigo de Hermite C,, definido por (2.14) (¢f. algoritmo 6), de parametro m,
comprimento n = 7 e dimensdo e distancia minima dados por (2.15) e (2.18), respectiva-
mente. Materialmente, o codificador consiste num operador de multiplicacao de um vetor
de informagcao pela matriz M,, fornecida pelo algoritmo 6.

Algoritmo 6 (Construcao do cédigo de Hermite C,,)

Entradas:

2 ¢ uma poténcia de algum inteiro primo;

o CorpoFy, em queq=r
o Curva X :y" +y=2a"11;

e Paréimetrom <13 +71r2 —r —2.

Saidas:

e Divisor D dos pontos da curva X;

e Género g de X;

e Base B, para o espag¢o L (mQ);

e Parametros n, k, d e matriz M,, do cédigo C,,.

Inicializacgao:

o a,bcF,;

® g= "5

e N=T7T

°
=
3

I

<<< Passo 1 : Determinacao do divisor D >>>
FORa=0TOq-1
FORb=0TOq—-1
IF b +b==a"*' THEN D « D + (a,b)

<<< Passo 2 : Determinacgao da base B,, e da dimensao k >>>
FOR k=0TOm
i=(—k) mod (r+1)

- k—ir
J = r+1
B, «— z'y?

<<< Passo 3 : Determinagao da matriz geradora M, >>>
FORi=0TOk
FOR j=0TOn
(a,0) = D[j] e f (,y) = B [i]
My, [i] 7] = £ (a,b)
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Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [69]. m

2.3.1 Exemplo de cédigo de Hermite

Observe um exemplo simples de um cédigo de Hermite C'g, de comprimento n = 27, em
Fy.

3 5 .6

O corpo Fy consiste no conjunto {1, a, a?, o, a*, a’, a® a’, 0} associado as operagoes

“+7 e “x” descritas na tabela 2.1.

+10 1 a o o o & o o
0]0 1 a a® o o & o o
1 1 a* a" o2 & 0 o2 a af
ala o o 1 o a5 0 o o?
a?la? o 1 o a o o 0 o
adlad a® ot a o o> o 1 0
atlat 0 af o o> 1 o o «
a®la® o> 0 o o8 & a ot 1
abla a o 0 1 o ot o &
a"la” af o o 0 a 1 o o
x 10 1 a o o o o® of aof
Oo/0 0 O O 0 0 0 0 0
110 1 a o o ot a® of aof
al0 a o o ot o o o 1
a0 o2 o ot & o of 1 «a
a0 o o @® af " 1 a o
a0 o @ af o 1 a o o
a0 o o & 1 a o o ot
a0 o o 1 a o o ot o
"0 " 1 a o o ot & af

Tabela 2.1: Operagoes “+” e “x” relacionadas ao conjunto {1, o, o?, o, a*,a® ab a7, 0},

que constituem o corpo Fg.

Sendo ¢ = 9 = r = 3, tem-se que a curva de Hermite correspondente (veja equagao
2.9) é dada por

Xy 4y =at.
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O género desta curva é g = 3 (equagao 2.11). Os pontos racionais de X’ sdo o ponto () no

infinito e os 7 = 27 pontos descritos na tabela 2.2.

N° Ponto | N° Ponto | N° Ponto
1 (La') |10 (a®1) | 19 (a®a?)
2 (L,a®) |11 (a®,a) | 20 (abad)
3 (L,a") |12 (®a®) | 21 (a%a")
4 (1) |13 (o) |22 (a71)
5 (a,a) | 14 (afe®) |23 (a7, «)
6 (a,0®) |15 (a*,a") | 24 (af,a?)
7 (e at) | 16 (o’ 1) | 25 (0,0?)
8 (aa®) | 1T (o’ ) | 26 (0,a°)
9 (a*,a") | 18 (a®,a®) |27  (0,0)

Tabela 2.2: Pontos racionais da curva de Hermite ¢ + y = 2* em Fy.

O divisor D, cujo suporte sao os 27 pontos racionais da curva X (tabela 2.2), é

(0%,0%) + (o%,07) + (a%,1) + (o”, @) + (07, 0%) + (, a") + (', 0”) +
(a4,a7) + (a5, 1) + (a5,a) + (a5,a3) + (oz6,oz4 + (ozﬁ,a5) + (a6,a7) +
(a",1) + (", a) + (a,0®) + (0,0%) + (0,a°) 4 (0,0)

A base para o espaco L (18Q) (veja equagao 2.12) ¢ o conjunto dos monomios z'y’,

em que

3i+4j <18 ¢i < 3.

Tem-se, entao, que

_ 2 3.4 .5 6 2 3 4 2 2 2.2 329
BIS_ ].,SL’,LU,I’,]}',.T Yy LY, Y, Y, Y, Y, Y XY , Y ,TY .
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Os parametros deste cédigo Cig sdo n = r® = 27, k = 16 (equacao 2.15) e d = 9



2.4. Novos limitantes dos cédigos 17

(equacdo 2.18). Sua matriz geradora (equagao 2.16) é

1 2 3 4 5 --- 23 24 25 26 27

(101 1 1 1 1 1 1 1 1] 1

1 1 1 o « a” a” 0 0 0 2

1 1 1 o o a o> 0 0 0] s

1 1 1 o o a® a® 0 0 0| 4

Mg = :

1 o2 o 1 a? a? o o ot 0 13

1 a2 o8 a o a o 0 0 0]

1 a? o o? ot 1 o 0 0 0| 4

1 o o o® o a” o> 0 0 0 16

O espaco de fungoes ortogonal a este cédigo Cs é L (13Q)). A base para este espaco é
(equagao 2.12)
Bis =<1,z 2% 2% 2t y, vy, 22y, 22y, y?, x 2}.
b {123 4 5%7?/ Sy ngo 1?{

Portanto, a matriz de paridade do cédigo Cig é (equagao 2.16)

1 2 3 4 5 --- 23 24 25 26 2

11 1 11 111 1 1],

1 1 1 a « a” " 0 0 0 9

1 1 1 o* o a® a% 0 0 0| 4

1 1 1 o o a® a® 0 0 0| 4,

Hig = 7
at o of o o a” a 0 0 0| s

at o of oF ot a 1 0 0 0 o

1 o of 1 a? a2 a% o o 0| 10

1 o> o a o? a o 0 0 0| n

2.4 Novos limitantes dos codigos

Um dos principais motivos que despertaram grande interesse nos cédigos AG foi o fato
destes constituirem bons codigos com parametros que ultrapassam o limite de Gilbert-
Varshamov (c¢f. apéndice B) em uma determinada faixa, para um corpo de dimensao
minima.

Considere o cédigo C (D, G) definido por (2.1), em que a curva X de género g possui os
n+1 pontos racionais Py, ..., P, e @ e o divisor G = m(@), com 2g—2 < deg (G) = m < n.

Defina v (X') = £. Foi mostrado por Tsfasman, Vladut e Zink [71] que existe um seqiiéncia
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de curvas As, cujos cédigos AG correspondentes apresentam parametros que ultrapassam

o limite de Gilbert-Varshamov (cf. (B.5)). De fato, eles provaram o teorema que segue.

Teorema 7 Considere g uma poténcia de um inteiro primo e o quadrado de algum inteiro.

Eziste uma seqiiéncia de curvas X;s sobre F,, tal que X; possui n; + 1 pontos racionais e

1
Va—1

género g;, em que n — oo ey (X;) — quando 1 — 00.

De (2.2) e (2.3), tem-se que um cédigo C; = C' (D, m;Q) definido sobre uma curva X;

possui taxa de informacao

m; —g; +1
g Mgt
n;
e distancia minima
m;
n;
Dai, obtém-se que
i— g+ 1 i
n; n;
1
=1-7 (X.z) + —

2

Fazendo n tender para infinito e eliminando o termo que tende a zero, obtém-se o

chamado limite de Tsfasman-Viadut-Zink dado por

1
R(5)21—\/a_1—5

Deduz-se facilmente que este limitante inferior é melhor que o limitante dado em

(2.19)

(B.5) em uma determinada faixa de valores, para ¢ > 43. Como ¢ deve ser o quadrado de
algum inteiro, entao o limite de Tsfasman-Vladut-Zink é melhor que o limite de Gilbert-
Varshamov para ¢ > 49. A figura 2.1 compara os limites de (B.5) e (2.19) para ¢ = 64.
Em 2001, C. Xing demonstrou que ambos os limites de Gilbert-Varshamov e de
Tsfasman-Vladut-Zink podem ser melhorados em torno dos pontos em que as curvas

dos dois limitantes (figura 2.1) se interceptam [77].

2.5 Conclusoes

O presente capitulo definiu os cédigos AG e suas diferentes formas de construcao. Foram
descritos e analisados especialmente os cédigos AG construidos a partir de curvas de
Hermite, os chamados cddigos de Hermite, muito utilizados na maioria das publicagoes
nesta area.

Em seguida, foi discutida a questao dos limitantes dos codigos e mostrado que os
codigos AG apresentam melhores parametros que os codigos até entao conhecidos, e esta-

belecem um limitante inferior para a taxa dos cdédigos melhor que o de Gilbert-Varshamov.
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'\
Codigo (n,n)

’Y‘mdf‘ncia n — oo

Bons cédigos (codigos AG)

\"Tcndéncia n — 0o

Cédigo (n,1)

0 1

Figura 2.1: Comparacao do limite de Gilbert-Varshamov (curva GV) com o limite de
Tsfasman-Vladut-Zink (curva TVZ) para ¢ = 64. Bons c¢6digos situam-se préximos ao
centro da curva, como é o caso dos cédigos AG, enquanto os demais tendem para os

extremos da curva quando n — oo.

O capitulo seguinte é dedicado a discussao do problema da decodificacao dos codigos
AG. Ele apresenta as principais abordagens de decodificacao destes codigos e discute sobre

a questao da implementacao destes decodificadores.
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Capitulo 3

Decodificacao de Cdédigos AG

O capitulo anterior introduziu o tema do presente trabalho de doutorado. Ele apresentou
os codigos AG, suas formas de construcao, as curvas de Hermite e os codigos definidos
sobre estas curvas, além de uma discussao sobre os limitantes de cédigos obtidos pelos
cbdigos AG, melhores que o limite de Gilbert-Varshamov.

O presente capitulo tem como principal objetivo apresentar um panorama geral sobre
a questao da decodificagao dos cédigos AG. Inicialmente, é descrito e analisado o problema
geral da decodificacao. Em seguida, sao descritas a principais abordagens de decodificacao

dos cddigos AG, a saber:
e A abordagem do algoritmo bésico;
e A abordagem do algoritmo de Euclides;
e A decodificacao de lista;
e A decodificagao a decisao suave.

Por fim, é apresentada uma discussao sobre a questao da implementacao em hardware de
decodificadores para estes cédigos.

No apéndice C, como referéncia, sao definidos os conceitos da geometria algébrica
relativos a discussao apresentada neste trabalho sobre os cédigos AG e seus esquemas de

decodificacao.

3.1 Problema da decodificacao

Considere C' um cédigo em Fy de distancia minima' d. Em um sistema de comunicacao

digital, se ¢ € C for uma palavra cédigo transmitida através do canal de comunicagao e

TA distancia minima considerada neste capitulo é a chamada distdncia minima projetada do cédigo.

21
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se U = ¢+ ¢ for a palavra recebida correspondente, entao o vetor € € [y sera dito o vetor
erro, {i : e; # 0} serd o conjunto das posi¢oes dos erros, os e;s serao os valores dos erros
naquelas posigoes e w (€) (peso do vetor €) serd o nimero de erros ocorridos na palavra
recebida. Se w (€) < %, entao a palavra recebida ¢ pode ser univocamente associada
pelo decodificador a palavra cédigo mais proxima c.

Considere ainda que C' é um c6digo linear de dimensao k e taxa de informagao R = %
Sua matriz geradora é uma matriz Gy« ,, tal que C' = {fG T E F’;} Portanto, um
determinado mapeamento

v :Fr > Fp
definido por ¢ (¥) = £G é dito ser um codificador linear, que codifica palavras de com-
primento k em palavras codigo de C' de comprimento n.
Um mapeamento
0:F, — C7,
em que C* = CUC" e CNC" = @, é chamado decodificador para um cédigo C, se
§(¥) =ce€ C,ouse § () € C?, sendo C” o conjunto que compreende 0s casos em que o

decodificador nao encontra uma palavra codigo correspondente a palavra recebida .

Definicao 8 (Decodificador de menor distancia) Um decodificador de menor dis-
tancia para um cdédigo C' € um decodificador &, em que 0 (U) = ¢ € a palavra cédigo mais

prézima de U, ou § (¥) € C”.

Diz-se que ocorreu erro de decodificacao quando a palavra decodificada é diferente da
palavra codigo transmitida.

Observe que o codigo linear C' pode também ser definido em fungao de sua matriz de
paridade H,_j)xn por C = {E'E Fy Hel = 0}. As linhas ﬁi, comi=1,...,n—k, da
matriz H formam, por definicao, uma base para o cédigo C* dual de C' (ou ortogonal ao
espago vetorial C).

Considere agora ¥ = ¢+ € uma palavra recebida, em que 7,¢ € Fy e c€ C. Asn —k

sindromes de © podem ser definidas por?
S (@) =ht", i=1,...,n—k (3.1)

o~ "¢ — ' — T '
Observe que, como por defini¢ao S; (¢) = h;c” = 0, tem-se que S; (V) = h; (C+ )" = h;é”.
Conclui-se que se pode obter informagoes importantes acerca dos erros ocorridos na comu-

nicagao (vetor €) por meio das sindromes da palavra recebida ¥. Em geral, as sindromes

2H4 uma abordagem diferente na decodificacao, em que as sindromes sdo definidas como elementos de
um anel afim (um anel de fungoes racionais), ao invés de na forma de um mapeamento de um subespago
linear de fungdes em um corpo de localizac¢ao (corpo finito), como descrito acima. Ambas as abordagens

serao analisadas nas segoes seguintes.
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sao as unicas informagoes que se dispoe no decodificador acerca dos erros ocorridos (numa
decodificacao a decisao suave, o decodificador dispoe ainda de informacoes sobre a con-
fiabilidade de cada elemento do vetor recebido). Na pratica, a tarefa de decodificagao
consiste basicamente na determinacao do vetor € ocorrido através do uso de sindromes,
partindo-se da premissa de que o peso de € nao ultrapassa um limite t (decodificador de
distancia limitada definido a seguir), caso em que ocorreria erro de decodificagao (deco-
dificador de t erros)?.

Um esquema importante na decodificacao de codigos AG consiste em considerar uma
extensao da matriz H denotada por ﬁnxn, cujas n linhas fLi, com ¢ = 1, ...,n, consti-
tuem uma base para o espago Fy e as primeiras n — k linhas coincidem com a matriz de
paridade H. As n sindromes obtidas das linhas da matriz H determinam univocamente
o vetor erro, mas apenas as n — k primeiras sao conhecidas. As k sindromes restantes
sao chamadas sindromes desconhecidas. Numa subsecao seguinte, serd apresentado um
procedimento baseado em um esquema denominado decisdio por maioria (“majority vo-
ting” ), que determina as sindromes desconhecidas, permitindo determinar o vetor erro e,
consequientemente, a palavra codigo original.

O conjunto de todas as palavras de ;' que apresentam a mesma sindrome de uma
palavra ¢ é dito uma classe lateral. A funcao sindrome, entao, estabelece uma relacao
de equivaléncia entre as palavras, sendo cada classe lateral uma classe de equivaléncia

(cf. tabela 3.1). O elemento de uma classe lateral de menor peso é dito o lider da classe

lateral.
Esfera de decodificacao
0 Ca C3 e Cyh
U Co + U s+ Uy - Cqk + U
Classe Lateral Us Co + U3 C3+ U3 - Cor + U3
anfk 52 + ?7qn7k 53 + 'l_)'qnfk AR 5qk + 'l_}’qnfk
Lideres

Tabela 3.1: Organizacao do espaco decodificavel em classes laterais de palavras.

Um esquema simples de decodificagao de menor distancia consiste na procura exaustiva
pelo lider da classe lateral correspondente a palavra recebida. Outra possibilidade seria

listar e armazenar todos os lideres de classes laterais, de modo a evitar o esforco de procura.

3H4 um tipo de decodificacdo, chamada decodificacdo de lista, que permite a ocorréncia de mais de ¢
erros. Neste caso, o decodificador fornece um conjunto de palavras codigo que estao a uma certa distancia

do vetor recebido maior que a distancia minima do cédigo.
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No primeiro caso, é necessaria a busca entre os ¢* elementos da classe lateral da palavra
recebida pelo elemento de peso minimo. No segundo caso, é necessario armazenar ¢" "
lideres de classes laterais. Observe que ambos os esquemas implicam uma complexidade®
computacional que é funcao exponencial do comprimento do cédigo, o que inviabiliza
sua utilizacao em aplicacoes praticas. Os decodificadores de menor distancia conhecidos,

todos eles possuem complexidade exponencial, nao sendo mais abordados neste trabalho.

Definicao 9 (Decodificador de distancia limitada) Um decodificador § para um cd-
digo C' é dito ser um decodificador de distancia limitada corretor de t erros, se § (V) = ¢

for a palavra cédigo mais prozvima de v e d (v, ¢) < t, para todo v € Fy, ou se § (V) € C”.

Sendo C' um cédigo de distancia minima d, no caso em que t = %, o decodificador ¢
¢é dito decodificar até metade da distancia minima.

Considere agora C' um cédigo linear em F com uma matriz de paridade H. Suponha
uma palavra recebida ¢ associada a um vetor erro € de peso w (€) < %, em que o
conjunto {i : e; # 0} das até % posicoes dos erros ocorridos é conhecido. Observe que o

vetor € é a unica solucao da equacao
Hi" = Hi", (3.2)

em que z; = 0, para todo j ¢ {i : e; # 0}.

E 6bvio que o vetor erro € é uma solucao desta equagao. Supondo que ¥ seja uma
solucdo diferente de €, tem-se que Hi” = HeT = H (¥ —&)" = 0. Portanto, & — & é um
elemento de C e, além disso, tem seu suporte em {7 : ¢; # 0}. Como seu peso é menor ou
igual a %, conclui-se que Z — € = 0, ou seja, ¥ = € é a tnica solugao possivel para (3.2).

Desta forma, vé-se que o problema da decodificagao fica reduzido a procura pelas
posi¢oes dos erros. Uma vez conhecido o conjunto {i:e; # 0} das posi¢oes dos erros
ocorridos, pode-se determinar o vetor € através de (3.2).

A grande parte dos algoritmos de decodificagao existentes fornece um polinémio, um
vetor, uma fungao ou um ideal de fungoes que localiza os erros. O conjunto {i : e; # 0}
das posicoes dos erros consiste, na pratica, no conjunto dos zeros da fungao ou das fungoes
fornecidas pelos algoritmos.

A secao que segue apresenta as principais abordagens de decodificacao dos codigos

AG, no sentido de fornecer um panorama acerca do problema da decodificacao destes

codigos.

4Neste texto, ¢ utilizada a notacao O (g (n)) para a complexidade dos algoritmos descritos, em que
g (n) é normalmente um polinémio e expressa a ordem de grandeza do nimero de operagoes bdsicas em

corpo finito (ou iteragoes algoritmicas) necessdrias para a obtengao do resultado.
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3.2 Decodificacao dos cédigos AG

O primeiro esquema de decodificacao para os codigos AG foi proposto no final da década de
80 por Justesen, Larsen, Jensen, Havemose e Hgholdt [32] e consiste numa generalizagao
do algoritmo PGZ (Peterson-Gorenstein-Zierler) [6] para decodificagdo de cédigos BCH.
Ele, de modo semelhante ao PGZ, fornece um polinomio localizador de erros em duas
variaveis, que possui entre seus zeros as posicoes dos erros ocorridos na palavra recebida.

Em 1990, Skorobogatov e Vladut [67] propuseram uma generaliza¢ao do algoritmo de
Justesen et al para curvas arbitrarias (ao invés de planas apenas). O algoritmo proposto

d—g—1

5— erros ocorridos

ficou conhecido como algoritmo basico e é capaz de corrigir até
na palavra recebida, em que g é o género da curva usada na geracao do cédigo e d sua
distancia minima projetada. Sua complexidade algoritmica ¢ O (d*n + g?n) < O (n?),
sendo n o comprimento do cédigo.

Ainda neste mesmo artigo, Skorobogatov e Vladut apresentaram uma modificacao do
algoritmo basico, conhecida como algoritmo modificado, que corrige até % — 0 erros, em
que o ¢ o chamado defeito de Clifford [67], que é aproximadamente igual a § no caso de
curvas planas. O algoritmo modificado tem complexidade O (n?).

Uma abordagem diferente na decodificagao dos cédigos AG, que consiste numa gene-
ralizagao do algoritmo de Euclides para solugao da equagao chave [13,23], foi proposta
por Porter [54] em 1992. O algoritmo proposto corrige até % — o erros. Neste caso, o
conjunto dos zeros correspondentes as posicoes dos erros ¢ obtido de um ideal, ao invés de
um polinémio. Mostrou-se que ambos, o algoritmo modificado e o algoritmo de Porter,
sao, na verdade, equivalentes.

Um dos primeiros trabalhos a proporcionar uma decodificacao até metade da distan-
cia minima foi proposto por Feng e Rao [21]. A elegante solucao apresentada utiliza um
esquema de decisao por maioria para determinar as sindromes desconhecidas da palavra
recebida. Como foi afirmado na segao anterior, conhecidas todas as n sindromes, pode-se
determinar o vetor erro ocorrido. Este esquema de decisao por maioria de Feng e Rao foi
aplicado posteriormente ao algoritmo de Porter por Shen e Tzeng [65].

A complexidade dos algoritmos acima descritos é considerada muito elevada para
aplicagoes praticas, em que necessita-se utilizar cédigos com comprimento elevado. No
entanto, diversos esquemas rapidos de decodificagao, ou seja, com menor complexidade,
téem sido propostos.

Em 1990, Sakata [58,60], apresentou uma generalizagao em vérias varidveis do classico
algoritmo de Berlekamp-Massey [6], que passou a ser conhecida como algoritmo BMS.
Com base neste algoritmo, diversas implementacoes rapidas tém sido apresentadas, tais

como uma versao do algoritmo modificado por Justesen, Larsen, Jensen e Hgholdt [33] e
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uma versao usando decisao por maioria por Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hgholdt
[61], além de outras.

Em [22], Feng, Wei, Rao e Tzeng propuseram um esquema de decodifica¢ao baseado
em matrizes de blocos de Hankel de cdédigos sobre curvas planas que, segundo o que
apresentaram, proporciona uma consideravel reducao da complexidade do esquema de
decisao por maioria. Eles afirmam que o algoritmo rapido proposto tem, no pior caso,
complexidade O ((r + 1) n?), em que r + 1 é o grau da curva algébrica usada na definigao
dos cédigos.

Com relacao a correcao de erros e apagamentos, o préprio algoritmo basico de Sko-
robogatov e Vladut [67] a faz. Existem diversos outros trabalhos propostos no sentido
de se corrigir erros e apagamentos, a exemplo do esquema de Sakata, Leonard, Jensen e
Hoholdt [64], que associa o algoritmo BMS a decisao por maioria e a corregao de apaga-
mentos.

Em 1999, M. A. Shokrollahi e H. Wasserman apresentaram um esquema de decodi-
ficagao de codigos AG chamado decodificagao de lista, que consiste na busca pelo conjunto
de palavras cédigo que se encontram a uma determinada distancia maior que a metade
da distancia minima do cédigo [66]. Esta idéia alternativa de decodificacao foi proposta
na década de 1950 por P. Elias [20] e J. M. Wozencraft [74], contrariando o conceito tra-
dicional em que a decodificacao consiste na busca pela tnica palavra cédigo, caso exista,
situada dentro da esfera de decodificacao de diametro igual a distancia minima do codigo.
Recentemente, alguns trabalhos tém sido publicados nesta linha envolvendo os codigos
AG [26,76].

Para maiores detalhes sobre a historia da decodificagao dos codigos AG, veja o artigo
de Hgholdt e Pellikaan [29].

3.2.1 Abordagens de decodificacao

Pode-se observar algumas abordagens distintas no desenvolvimento dos algoritmos de

decodificagao para codigos AG. Algumas consideradas principais sao descritas neste texto:

1. Uma primeira abordagem, que ¢ a utilizada no algoritmo bésico de Skorobogatov e
Vladut [67], em que a sindrome ¢ definida como um mapeamento de um subespago
linear de fungoes em um corpo de localizagao® (caso de (3.1)). Neste caso, a deco-

dificacao consiste na solucao de um conjunto de equacoes lineares sobre este corpo;

2. Uma segunda abordagem, que é a utilizada no algoritmo de Porter [54], em que a

sindrome ¢é definida como um elemento em um anel afim. Neste caso, a decodificagao

Este corpo de localizacdo é, de fato, um corpo finito.
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consiste na solugao de uma equagao chave neste anel;

3. Uma terceira abordagem, da decodificagao de lista [66], que consiste na busca pelo
conjunto de palavras cdédigo que se encontram a uma certa distancia maior que a
metade da distancia minima do codigo, em que se admite a ocorréncia de mais erros

que a capacidade de correcao deste;

4. Uma quarta abordagem que merece mengao é a que envolve a utilizacao de esque-
mas de decisao suave, em que o demodulador fornece informacoes extras sobre a
mensagem recebida ao decodificador, que as utiliza para melhorar seu desempenho
na decodificagao [5,34,36,52].

De modo a possibilitar uma melhor compreensao destas abordagens, serao descritos
nas segoes seguintes o algoritmo bésico (primeira abordagem), o algoritmo de Porter
(segunda abordagem), o algoritmo de Shokrollahi e Wasserman [66] (terceira abordagem),
e o algoritmo GMD [31] (quarta abordagem).

Sao também esquemas importantes que devem ser observados o de decisao por maioria
de Feng e Rao e o algoritmo BMS, que possibilitaram implementacoes mais eficientes
na decodificacao dos cédigos AG. Estes dois esquemas serao apresentados logo apds a

descricao do algoritmo basico.

3.2.2 Algoritmo bésico (primeira abordagem)

A primeira abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificacao para
cédigos AG é aquela em que as sindromes sao definidas como um mapeamento de um
subespaco linear de fung¢oes em um corpo de localizacao. O algoritmo basico apresentado
por Skorobogatov e Vladut [67] é um exemplo tipico desta primeira abordagem.
Considere X uma curva algébrica de género g. Considere Py = {P, ..., FP,} um
conjunto de pontos racionais (equivalentes a lugares de grau 1) da curva X sob o corpo
algebricamente fechado I, e o divisor D = P, + --- + P, cujo suporte ¢ Py. Considere
G = a@ um divisor de grau a > 0, em que @ ¢ Py é um ponto de X (suporte de G

disjunto de Py). Suponha também que
2g—2<a<n+g-1

Considere aqui o cdédigo AG C* (D, G) (dual do cbdigo C (D, G)), que serd denotado
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simplesmente por C, cuja matriz de paridade é

fi(P)  fi(R) - fi(P)
fo(P1) fo(P2) - fa(Ph)

fm(Pl) fm(PZ) fm(Pn>

em que {fi, ..., fm} ¢ uma base para o espaco L (G)°.
Considere uma palavra recebida @ € Fy e as funcoes fi, ..., fi, da base de L (G). As
sindromes de ¥ sao definidas (¢f. (3.1)) por

n

S(U,f,):Z’U]fZ(PJ), i=1,...,m, (34)

j=1
caracterizando a primeira abordagem supracitada.

O algoritmo bésico proposto por Skorobogatov e Vladut [67] permite a corregao
simultanea de erros e apagamentos’. Considere € € [, o vetor de erros ocorridos,
em que w(€) = t, e 7 € F o vetor de apagamentos, sendo w (r) = 7. Denote por
{Ey, ..., E} CPyepor{Ry, ..., R} C Py osconjuntos disjuntos de pontos de Py cor-
respondentes as posi¢oes dos erros e dos apagamentos, respectivamente. Deve-se observar
que, de fato, o algoritmo trata estas posicoes (pontos de Py) como elementos de F,,.

Além do divisor G = a@), o algoritmo bésico (algoritmo 10 a seguir) depende ainda de
um divisor auxiliar F' = b(Q), em que b < a. A capacidade do algoritmo basico de corrigir
t erros e T apagamentos esta condicionada a este divisor F', que pode ser determinado
pelas inequagdes [67]

L(F)>t+T (3.5)

a—b>t+2g—2. (3.6)

Relativas a este divisor auxiliar F', sao consideradas ainda as matrizes

ki (Pr) ki(P) - ki (P)
o= | {Pl) v (:P2> . (:Pn) : (3.7)
_ks(Pl) ks(PZ) ks(Pn)_

6Normalmente, os algoritmos de decodificacio trabalham sobre cédigos AG construidos por residuos
de diferenciais (C* (D,G)), ao invés de cdédigos AG construidos pela avaliacdo de fungbes racionais
(C(D,@)). Isto, porque, no primeiro caso, a descricdo da matriz de paridade é mais simples, feita

pela avaliacao de fungoes racionais em pontos da curva.
TA tnica diferenca entre erros e apagamentos é que as posicoes dos apagamentos sdo previamente

conhecidas pelo decodificador, restando ao algoritmo determinar apenas os valores destes apagamentos.
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em que {ki, ..., ks} é¢ uma base para o espaco de fungoes L (F), e
hl (Pl) hl (PQ) hl (Pn)
ho (P) Do (By) -+ ho(Py)
HG—F - . . ) (38)
he (P) hi () - I (P)
sendo {hy, ..., hy} uma base para o espaco L (G — F).
Algoritmo 10 (Algoritmo bdésico)
Entradas:
e Uma palavra recebida U= [vy -+ vp];
e O conjunto {Ry, ..., R} das posi¢des de apagamentos;
o As matrizes Hg (cf. (3.3)), Hp (cf. (3.7)) e Ha—p (ct. (3.8)).
Saidas:
e O vetor €+ 1 de erros e apagamentos.
<<< Passo 1 >>>
Determine a matriz
g1 (P1) g1 (%) g1 (Pn)
g2 (P1) g2 (P2) g2 (P
Hp_p = . . ;
g (P1) g1 (Pz) 91 (Pn)
em que {g1, ..., g1} € uma base para o espaco de fungoes L (F — > R;). Observe que este espago consiste
nas funcoes de L (F) que possuem zeros nas posigoes Ry, ..., R.. Como L(F —> R;) C L(F), entdo
as funcgoes da base {g1, ..., g1} podem ser escritas na forma Zj x;k;j, sendo x; € F,. Portanto,

ij (Rz) Tj = 0.

Tem-se, pois, o sistema

ki (Ry) ko (Ry) ks (R1)
ki (R2) ko (R2) -+ ks(R2)
kl (R-,—) k2 (RT) e ks (R‘F)

Do espago de solugoes deste sistema, I (F — Y R;) = deg (F —

I 0
X9 0
T 0

STR;) + 1 — g solugdes linearmente in-

dependentes podem ser obtidas. As combinagoes lineares das funcgioes da base de L (F') correspondentes

as solugoes obtidas neste sistema determinam as fungoes da base de L(F — > R;), das quais deriva a

matriz Hp _R.

<<< Passo 2 >>>
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Observe que g;h; € L(G). Determine as lk sindromes S (U, g;h;) (cf. (8.4)), comi =1,...,1l e
j=1,.. ..k

<<< Passo 3 >>>

Determine uma solug¢do nao trivial (yi, ...,y;) para o sistema
S(V,91h1) S (U, g2h1) -+ S (T, q1h1) T 0
S(U,g1h2)  S(U,g2h2) -+ S(U,gih2) T2 0
. , , = (3.9)
S (U, g1hx) S (V,92hx) -+ SV, gihs) z 0
A condigao dada por (3.5) garante que este sistema possui pelo menos uma solugdo ndao trivial.
<<< Passo 4 >>>
Dada a solugao (y1, ...,y) obtida no passo 3, determine o conjunto de zeros {Q1, ...,Q.} C Px da
equagcao
9y =191 + -+ UG- (3.10)

Isto € feito examinando-se os pontos de Px um a um em (3.10). A condi¢cdo de (3.6) garante que g,

possui entre seus zeros as posi¢coes dos erros e apagamentos ocorridos.

<<< Passo 5 >>>

Determine as sindromes S (¥, f;) (ct. (3.4)), comi=1, ..., m.

<<< Passo 6 >>>

Determine uma solu¢ao para o sistema linear (cf. (3.2))

[1(@Q1) fi(Q2) - fi(Qu) T S (v, fr)
Q1) f2(Q2) - f2(Qu) vl S (U, f2)
Jm (Q1) [ (Q2) -+ f (Qu) Ty S (U, fm)

que determina os valores dos erros e apagamentos indicados por g, (cf. (3.10)).

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [67]. m

O algoritmo basico possui uma capacidade de correcao de t erros e 7 apagamentos,
em que

2t+7<d—g—1=a—-3g+1 (3.11)

Com relacao a sua complexidade algoritmica, obedecido o limite para ¢t e 7 (¢f. (3.11)),

tem-se que ela nao ¢ maior que O (d*n + g°n) < O (n?) [67].

3.2.3 Algoritmo BMS

A grande parte dos primeiros algoritmos de decodificacao para codigos AG propostos esta
baseada no processo de eliminacao de Gauss, o que implica uma complexidade algoritmica

O (n?), em que n é o comprimento do cédigo. Deve-se observar que complexidades altas
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sao proibitivas para aplicagoes praticas em que sao necessarios codigos com comprimento
elevado.

Em vista desta necessidade de esquemas de decodificacao para cédigos AG mais
rapidos, ou seja, de menor complexidade algoritmica, diversos trabalhos vém sendo apre-
sentados neste sentido. O protagonista ou elemento mais importante, que tem tornado
possivel o desenvolvimento destes esquemas mais eficientes de decodificacao, é o algoritmo
BMS proposto por Sakata [58,60]. O algoritmo BMS tem possibilitado implementagoes
rapidas do algoritmo de Porter e do algoritmo modificado de Skorobogatov e Vladut,
mas, principalmente, tem dado origem a algoritmos rapidos de decodificagao associado
ao esquema de decisao por maioria proposto por Feng e Rao [21]. O primeiro é descrito
nesta subsecao e o segundo na subsecao que segue.

Dado um inteiro p1 > 0, considere Z% o conjunto das p-iplas de inteiros nao negativos.
Sendo @ = (v, ..., «,) € Z!;, considere a notagao z* = x{'25? ... x," para um mondmio

nas [ variaveis 1, ..., z,. Defina, entao,
(0%
Fan,om) =S fur
«

como um polinéomio em Fy [y, ..., z,].
Denote por S um arranjo de dimensao p de elementos S, € F,, em que a € Z%. Diz-
se que este arranjo S satisfaz a relacao de recursao linear p-dimensional com polindmio

caracteristico f se

Zfa5a+7 - 07 (312)

para todo v € Z!, em que S, existe. A relacdo de recursao linear p-dimensional
representada pelo polinémio f é dita ser vdlida para o arranjo S, se (3.12) for satisfeita.
O conjunto dos polinomios caracteristicos de todas as relagoes de recursao lineares u-
dimensionais validas para o arranjo S constitui um ideal de funcoes e sera denotado aqui
por I(S).

O algoritmo BMS (Berlekamp-Massey-Sakata) constitue uma generalizagdo em pu va-
ridveis do cldssico algoritmo de Berlekamp-Massey para decodificacao de cédigos BCH [6].
O algoritmo de Berlekamp-Massey determina através de relagoes de recursao lineares (re-
gistradores de deslocamento) em uma variavel, relagoes estas vélidas para as sindromes
da palavra recebida, um polinomio localizador dos erros ocorridos. J& o algoritmo BMS,
que tem como entrada um arranjo p-dimensional S de elementos de [y, fornece um con-
junto de polindmios minimos caracteristicos (uma base de Grobner minima para o ideal
de fungoes I(5)) correspondente as relagoes de recursao lineares p-dimensionais vélidas

para o arranjo S dado.
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Num processo de decodificacao, em que v = ¢+ € é o vetor recebido, sendo € o vetor
de erros ocorridos, se S é um arranjo pu-dimensional de sindromes de v, entao tem-se que
S satisfaz as relagoes de recursao lineares p-dimensionais com polinomio caracteristico f
se e s6 se f(P) =0, para todo P € sup (€). Portanto, o algoritmo BMS ¢ utilizado para
construir, a partir de um conjunto completo de sindromes de um vetor recebido, uma base
para um ideal de fungoes (conjunto de polindmios minimos caracteristicos) em cujos zeros
estao as posigoes dos erros ocorridos. No entanto, deve-se observar que o algoritmo BMS
consiste apenas num dos componentes de um esquema de decodificacao, uma vez que
apenas uma parte do conjunto de sindromes é conhecido. Um algoritmo de decodificacao
necessita ainda de um componente adicional que determine as sindromes desconhecidas,

tal como o esquema de decisao por maioria descrito na subsecao seguinte.

Ordenacao de monomios

Considere agora a chamada ordenacao de monomios lexicografica graduada reversa. Nesta
ordenacao, que é denotada por <g.,, sendo a = (v, ..., ) e § = (G, ..., 0,), diz-se

que % <grey 2% ou « <grev 3 s€ € 86 se

| :Z% < |4l :Z@'

ou
lal =[8l,a1 =51, ...,a;1 =B e a5 > S

Por exemplo, para p = 2, tem-se que (0,0) <grev (1,0) <grev (0,1) <grev (2,0) <grew
(1,1) <grev (0,2) <grev (3,0) <grev (2,1) <grev (1,2) <grev *++, 0U 1 <grey T <grew Y <grev
2% <grev TY <grev Y <grev T <grev LY <grev 1Y <grev Y° <grev -

Recordando da segao C.1.3, dado um polinémio f(z1, ...,z,) = >, for®, segundo
esta ordenacao <,..,, denota-se por deg (f) e lc (f) o expoente e o coeficiente do monémio
lider (mondémio de maior ordem), respectivamente.

Sera considerada também uma ordenacao simples de p-uplas denotada por <, em
que a < fF se e 80 se a; < (3, para todo 1 < i < pu. Esta ordenagao simples nao
constitui propriamente uma ordenacao de monomios, segundo a defini¢ao da secao C.1.3,

mas servira para expressar a divisibilidade de um monomio por outro.

Conjunto de polindmios minimos

Uma base de Grobner minima F para o ideal I (.S) descrito a pouco consiste em polindémios
caracteristicos de relacoes de recursao lineares p-dimensionais que sejam validas para o

arranjo p-dimensional S, e que possuam apenas monomios lideres minimos segundo a
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ordenagao de monomios <., adotada. Diz-se, dai, que F é um conjunto de polinomios
minimos para o arranjo S de entrada.

Considere agora o caso em que (3.12) é satisfeita apenas em parte do arranjo S.
Considere os elementos vélidos do arranjo S ordenados segundo a ordem <., de seus
indices (p-uplas). Se S, é o elemento vélido de maior ordem, em que o = deg (f) + 7,
para todo v € Z%, entdo (3.12) pode ser escrita expressando S, em fungao dos demais

elementos S, em que 8 <4 @, OU s€ja,

Sa = lc (f) Z fdog(f)—oé-l-,@‘sﬁ' (313)
ﬁ<grev01
A relagao de recursao linear p-dimensional representada pelo polinémio f (zy, ...,2z,) é

dita agora wvdlida para o arranjo S até a entrada S,, se o > deg (f) (ordenagao simples)
e (3.13) for satisfeita, ou se o # deg (f). Caso contrario, se o« > deg (f) e (3.13) nao for
satisfeita, ela é dita invdlida.

O conjunto dos polinomios caracteristicos de todas as relacoes de recursao lineares -
dimensionais validas para o arranjo S até a entrada S, é denotado por I,, (S). Observe que
este conjunto I, (S) nao constitui um ideal, uma vez que nao é fechado sob a adigao. Ape-
sar disso, ¢ fechado sob a multiplicagdo de monoémios, ou seja, se f (z1, ..., z,) € I, (5),
entdao 27 f (w1, ...,x,) € I, (5). Além disso, a definicdo de um conjunto de polinémios
minimos para este conjunto I, (S) coincide ainda com a definigdo de uma base de Grobner.

Reformulando (3.13), tem-se que um polinémio f pertence ao conjunto I, (S) se e s6

Se

Zfa5a+’y = 07 (314)

para todo v € Z, tal que deg (f) +7 <grev .

Conjunto de sentinelas e conjunto delta

Defina o conjunto delta, denotado por A (I, (S)), como o conjunto dos monoémios (na
verdade, indices) que nao constituem termos lideres em qualquer polinémio de I, (S). Por
esta razao, Sakata denominou A (I, (S)) de conjunto de pontos excluidos. Um conjunto
F C 1, (S) é um conjunto de polinémios minimos para I, (S), se A (F) = A (I, (5)).

A validade dos polindmios caracteristicos de um conjunto F, que constitui a saida
do algoritmo BMS, pode ser verificada por (3.14), contudo é necessério ainda verificar se
os polinomios de F sdo minimos (se seus monomios lideres sao minimos). Para realizar
esta verificacao, serd necessario utilizar um segundo conjunto G de polinomios, chamado

conjunto de sentinelas, definido em seguida.
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Considere f um polinomio caracteristico de uma relagao de recursao linear p-dimen-
sional valida para o arranjo S até todas as entradas Sg, com 3 <gye, @, mas Nao necessa-
riamente até S,. Defina o valor predito P, para a entrada S, associado ao polinomio f

pela equacao
-1

le (f)

Observe que esta expressao consiste simplesmente no lado direito de (3.13). Diz-se, entao,

P (f) = Z Jaeg(f)—a+sS8- (3.15)

ﬁ<g’r'e'u @

que a relacao de recursao linear u-dimensional representada pelo polinomio f é valida até
a entrada S, do arranjo S se e s6 se o valor real de S, for igual ao valor predito P,.
Considere agora um polinémio caracteristico g (x1, ..., x,) de uma relacao de recursao
linear p-dimensional que é valida para o arranjo S u-dimensional até todas as entradas
Sg, com 3 <g4pep @, mas que € invalida até a entrada S,. Defina, entao, a extensao de g

como sendo o vetor (indice) dado por

Span (g) = o — deg (g) (3.16)

e sua discrepancia por
dg =1c(9) [Sa — Pu (9)] = Zga5a+5pan(g) # 0. (3.17)

Caso g ¢ I, (5), ou seja, caso P, (g) # Sa, tem-se que Span (g) € A (I, (S)). Neste
caso, o polinémio g (z1, ...,x,) é dito ser um sentinela para o ponto Span (g).

Defina o conjunto A como tendo um canto interior associado a cada sentinela do
conjunto de sentinelas G C F,[xq, ..., z,]\I (S). Estes cantos interiores de A sao também
membros do conjunto A (I(5)).

Por fim, a verificagdo de se um conjunto F é um conjunto de polinomios minimos,
dado um conjunto de sentinelas G, é feita com base no fato que segue. Se F C I, (95)
e G CFylzy,...,2,)\I, (S) é um conjunto de sentinelas para o conjunto delta A (F),
entdo A (F) = A(1,(9)), o que implica que F é um conjunto de polindmios minimos
para I, (S). Se F CI(S)e G C Fyzy, ..., 2, \I(S) é um conjunto de sentinelas para
o conjunto delta A (F), entao A (F) = A(I(S)), o que implica que F é uma base de

Grobner minima para o ideal I(.5).

Descricao do algoritmo

O algoritmo BMS (algoritmo 11) basicamente opera sobre dois conjuntos: um conjunto
de polinomios minimos F e um conjunto de sentinelas G. Cada iteracao do algoritmo
toma como entrada um conjunto de polinémios minimos F para um conjunto I, (S) e um

conjunto de sentinelas G para um conjunto delta A = A (I, (5)), e produz um conjunto
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de polindémios minimos F* para um conjunto I+ (S) e um conjunto de sentinelas G*
para um conjunto delta AT = A (I+ (S5)), sendo a™ o indice de ordem imediatamente
superior a a (ordenamento <g.,). Observe que a saida do algoritmo consiste apenas

numa atualizacao da entrada.

Algoritmo 11 (Algoritmo BMS)

Entradas:

e Um arranjo p-dimensional S de elementos de Fy;
o Um indice « € 7t ;
e Um conjunto de polindmios minimos F para I, (S);

e Um conjunto de sentinelas G para A (1, (S)), com suas extensoes e discrepancias.
Saidas:

e Um congunto de polinémios minimos FT para Lo+ (S);
e Um conjunto de sentinelas Gt para A (I,+ (S)), com suas extensoes e discrepancias.
<<< Passo 1 >>>

Considere o conjunto F' = {f € F : deg (f) < at}.
Para cada f € F', calcule o valor predito (cf. (8.15))

Pa+ (f) = IC_(f) ﬁ<z . fdeg(.f)_a++ﬁsﬁ‘

Considere o conjunto N ={f € F': Pyt (f) # Sa+}-

<<< Passo 2 >>>
Faca GT =GUN.

Para cada f € N, calcule e armazene a extensdao (cf. 3.16))
Span (f) = o™ — deg (f).

Faga AT = AU {Span (f): feN}.
Para cada f € N, calcule e armazene a discrepancia (cf. (3.17))

¢ =1le(f) [Sa+ — Par ()]

<<< Passo 3 >>>
Para cada 3 € Ext AT (cantos externos de A1), proceda o sequinte:

e Primeiro, se existir um f € F\N, tal que deg (f) = 8, entio faga
h(® (1, .oozp) = fz1, .o )
— Em caso contrdrio, se % a™, tome um f € N, tal que deg (f) < 3, e faca

K (1, ... xp) = xﬁ_deg(f)f(ml, Ty
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— Em dltimo caso, tome um f € N, tal que deg (f) < 3, eum g € G, tal que Span (g) > a™—f3.
Considere os indices ¢ = 3 — deg (f) e p = Span(g9) — o™ + 3. Faga, entao,

)
h() (1, . @py) = a0 f (@, ...,xu)—é—fxpg(xl, N
g

Por fim, tem-se que
Ft = {h(ﬁ)(l‘l, ...,JI#)ZﬁEEXtA+}.

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [58,60]. m

No passo 1 do algoritmo BMS (algoritmo 11), a validade dos polinémios de F, que,
por hipétese, correspondem a relagoes de recursao lineares p-dimensionais vélidas para
todas as entradas do arranjo S até a entrada S,, é testada para a préxima entrada S,+.
Os polinomios invélidos para a entrada S,+ podem ser usados como sentinelas, sendo
armazenados no conjunto .

No passo 2, o conjunto de pontos excluidos A = A (I, (5)) é atualizado usando os
novos sentinelas contidos no conjunto N. Observe que pode ocorrer de um ou mais
f € N serem sentinelas de pontos excluidos Span (f) que ja pertencam ao conjunto A.
Além disso, deve-se levar em consideracao que ao acrescentar um novo ponto excluido v ao
conjunto A, deve-se certificar que todos os pontos § < v também pertencam ao conjunto
atualizado A™ (acrescentd-los se necessério), de modo que este conjunto A+ também seja
um conjunto delta, segundo a definigdo. Os valores de Span (f) e ¢; sao armazenados
para um possivel uso posteriormente no passo 3.

O passo 3 consiste na determinac¢ao do conjunto atualizado F* de polindmios vélidos
para o arranjo S até a entrada S,+. Este conjunto F© é um conjunto de polindmios

minimos para I+ (S) e G* é um conjunto de sentinelas para A (I,+ (5)).

3.2.4 Decisao por maioria

No corpo C dos ntumeros complexos, a transformada de Fourier discreta de um vetor

= [ug -+ u,_1] de nimeros complexos é um vetor U = [Uy -+ U,_1], em que
n—1
_j2mg
Up = E eIy, k=0,...,n—1.
i=0

Observe que o termo e/ T na equacao acima constitui uma raiz n-ésima da unidade em
C, ou seja, <e‘j27ﬂ>n = 1. Num corpo finito F,, um elemento o de ordem n também
constitui uma raiz n-ésima da unidade. Por analogia, define-se a transformada de Fourier
de um vetor @ = [vy --- v,] em um corpo finito F, como sendo o vetor V = [V; --- V],

em que

Vi=> aVu, j=1,...n, (3.18)
=1
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sendo o € F, um elemento de ordem n. O vetor ¥ pode ser obtido pela transformada

inversa dada por
n
1 —ij ,
v = — E a Vi i=1,...,n,
n <
J=1

em que n = 0 mod p, sendo p um inteiro primo e ¢ = p™, para algum inteiro m.

Observe que (3.18) equivale a expressao das sindromes de uma palavra recebida ¢ para
um cédigo em uma variavel (cédigos BCH, de Reed-Solomon, etc.). De um modo geral, a
transformada de Fourier de um vetor recebido v = ¢+ €, em que € é um vetor erro, para

um cédigo (n, k) qualquer, pode ser vista como o conjunto das sindromes (cf. (3.1))
S (@) =5;(&) =heé",i=1,...,n,

em que ﬁz sao as linhas da matriz de paridade do cédigo. O importante neste fato é que,
uma vez conhecidas todas as n sindromes de ¥ (apenas n — k sindromes sdo conhecidas
a principio), é possivel determinar o vetor € ocorrido através da transformada inversa de
Fourier.

O esquema de decisao por maioria proposto por Feng e Rao [21] permite se obter recur-
sivamente as k sindromes desconhecidas, possibilitando, assim, a decodificacao de ¥. Na
presente subsecao, o esquema de decisao por maioria sera descrito numa forma semelhante
a apresentada por Feng e Rao, o que envolve o conceito de anti-lacunas apresentado na

subsecao C.5 do capitulo 3.

Anti-lacunas

Considere uma curva algébrica plana X de género g sobre um corpo F,. Considere o
divisor D = P, + --- + P, de pontos racionais de X e o ponto racional ) também de X,
mas disjunto do suporte de D.

Denote por C,,, o cdédigo AG C* (D, myQ) de comprimento n e dimensao n—my+g—1.
Assuma my, > 2g e considere k = my — g + 1 a dimensao do cédigo dual.

Denote por (m; : i € N) a seqiiéncia das anti-lacunas de @), em que
O0<my <.+ <my_1 <24

em; =1+g,parat=g¢g,9g+ 1, ..., mp —g.
Denote por g; uma funcao racional que possui um pélo de ordem m; no ponto @, e
nenhum outro p6lo mais. Tem-se que ¢y, ..., g, constitui uma base para o espago L (mQ)

ortogonal ao cédigo O, .
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Matriz de sindromes bi-dimensionais

Se € é um vetor erro ocorrido em uma palavra recebida, defina S como a matriz de

sindromes bi-dimensionais correspondentes a € dada por

Sia Sig 0 Sk
So1 Saa o Sok

Sk1 Sk2 - Sk

cujos elementos sao dados por

t

Sii (&) = ewgi (Pu) gi (Pu,),
1=1
em que os ;s sao as posicoes dos t erros ocorridos. Se ¥ = ¢ 4 € é uma palavra recebida,
para ¢ € Cp,,, e m;+m; = m, < my, entdo g;g; € L (m,Q) C L (myQ) e S;; (€) = S;; (V).
Portanto, \S; ; ¢ uma entrada conhecida da matriz S, se m; +m; < my,.

Defina o conjunto de pares Ny por
N, = {(Z,]) e N?: m; +m; = mk+1}

e denote por ny seu nimero de elementos. As entradas da matriz S com indices (7, j) € Ny
sao as primeiras sindromes desconhecidas com relacao ao codigo C),, a serem determi-
nadas. Uma vez determinada uma entrada S;;, com (i,j) € N}, entdo todas as outras
entradas Sy j/, com (7', j') € Nj, que ndo sao necessariamente iguais, podem ser obtidas.
Isto, porque cada uma das funcoes ¢;g;, g7 gj € gr+1 gera o espaco L (my1Q) \L (myQ).

Ou seja, existem elementos A; j, A, € Fy, com \; ; # 0, tais que

9i9j = NijGk+1 + Z AijorGr =

r<k

Sij = NijSk+1+ Z AijrSrs
r<k
para todo (i,7) € Ni. Além disso, esta relagao é a mesma para todos os vetores erro.

Considere agora a matriz S (i, 7), dada por

51,1 51,2 T Sl,j—l Sl,j
52,1 52,2 T S2,j—1 SQ,j
S(i,j) = : S : : : (3.19)
Si—l,l 51—1,2 te Si—l,j—l Si—l,j
Si,l Si,Q ce Sz‘,j—l Si,j
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Se m; + m; = myyq, entdo todos os elementos de S (i,7) sdo conhecidos, exceto S, ;.
Se m; +m; = my, entdo S (i,7) equivale a matriz de sindromes determinada no passo
2 do algoritmo bésico (algoritmo 10) para o cédigo Cy,, (my é o parametro a naquele

algoritmo).

Candidatos e discrepancias
Considere (7, 7) € Nj, ou seja, m; + m; = My41.

Defini¢ao 12 (Candidato) Se as matrizes S (i — 1,7 — 1), S(i—1,j) e S(i,j — 1) pos-

suem o mesmo posto, entdo (i,j) € dito ser um candidato com relagao ao cddigo C,, .

Se (i,7) ¢ um candidato, entao existe um tnico valor S} ; a ser atribufdo a entrada
desconhecida S, j, de modo que as matrizes S (i — 1,7 — 1) e S (4,j) possuam o mesmo
posto. O elemento S; ; é dito ser um valor candidato ou predito da sindrome desconhecida
Sij-

Denote o nimero de candidatos verdadeiros ou corretos, em que S; ; = S; j, por T' e o

ntimero de candidatos falsos ou incorretos, em que S; ; # S; j, por F'.

Defini¢ao 13 (Discrepancia) Um indice (i,j) é dito ser uma discrepancia (nao con-
fundir com o conceito de discrepancia usado na descrigao do algoritmo BMS na subsecao
3.2.8), se as matrizes S (i — 1,7 —1), S(i —1,7) e S(i,j — 1) possuem um mesmo posto,
que difere do posto de S (i, 7).

Se for aplicado o algoritmo de eliminagao de Gauss sem troca de linhas ou colunas a
matriz de sindromes bi-dimensionais S, as discrepancias serao os pivos da matriz resul-
tante. Portanto, o nimero total de discrepancias, denotado por DT, é igual ao posto de

S. Além disso, a matriz S pode ser escrita na forma

S=XYXT,
em que i )
a1 (Pm) g1 (Puz) 0 (Put>
g2 (Pm) g2 (PUQ) 02 (Put)
| Ik (Pu1) Jk (Pw) o Gk (Pm) |
(§] _ _
€y, 0

0 0 - ey
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Portanto, o niimero total de discrepancias é, no maximo, igual ao niimero de erros ocor-

ridos t.

Tomada de decisao

ny—1

Considere ¥ = ¢+ € uma palavra recebida com ¢t < erros com relacao ao cédigo C,,, .
Entao, todas as sindromes bi-dimensionais .5; ;, com m; + m; < my, sao conhecidas e as
demais sindromes sao desconhecidas.

Denote o numero de discrepancias conhecidas por K. Um candidato é incorreto se e

s6 se for uma discrepancia. Entao,
K+ F<DT<t. (3.20)

Se (i,7) é uma discrepancia conhecida, entao todas as entradas (i,7’) e (¢, ), com
j' > jei <i, nao sao candidatos. Se (i,7) € Ny nao é um candidato, entao existe pelo
menos uma discrepancia conhecida na mesma linha ¢ ou coluna j. Portanto, o niimero de
pares (i,7) € N que nao sao candidatos é, no maximo, 2K.

O ndmero de pares (i, j) € Ny que sdo candidatos é igual a T'+ F. Portanto,
n, = 1n° de candidatos + n° de ndo candidatos < (T'+ F') + 2K. (3.21)

Como, por hipétese, w (€) =t < ”Tgl, tem-se de (3.20) e (3.21) que

n, — 1

K+ F<

=

2K +2F 4+1<n, <T+ F+2K =
F<T.

Nao ha uma forma direta de determinar se um candidato é ou nao verdadeiro. Con-
tudo, se for atribuido um valor predito a cada um dos candidatos, entao a maioria, T’
candidatos, tera o mesmo valor, que é, por defini¢cao, o valor correto de S, 1.

Esta presente descri¢ao teve por objetivo introduzir a idéia do esquema de decisao por
maioria de Feng e Rao. Um algoritmo de decodificagao com decisao por maioria na forma

d i lexidade O (n3 lgori i
apresentada aqui tem uma complexidade O (n°), no entanto algoritmos que associam o

algoritmo BMS ao esquema de decisao por maioria apresentam complexidades menores,
da ordem de O (n%)

3.2.5 Algoritmo de Porter (segunda abordagem)

A segunda abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificacao para

cbdigos AG é aquela em que as sindromes sao definidas como elementos em um anel afim.
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O algoritmo apresentado por Porter, Shen e Pellikaan é um exemplo tipico desta segunda
abordagem [54].

A descricao do algoritmo de Porter, Shen e Pellikaan a seguir serd feita de forma
simplificada, objetivando apenas transmitir a idéia do processo de decodificacao de codigos
AG através desta segunda abordagem. O algoritmo de O’Sullivan, para o qual propomos
uma arquitetura de implementacao e que sera discutido em detalhes no capitulo 5, utiliza
uma variacao deste tipo de abordagem.

O algoritmo de decodificagao de Porter pode ser visto como uma generalizacao da
solucao da equacao chave para cédigos de Goppa classicos pelo algoritmo de Fuclides em
um anel de polindomios em uma unica variavel. No caso dos coédigos AG, ao invés de um
anel de polinomios em uma variavel, tem-se o anel de fungoes racionais em uma curva,

denotado por K, (P), definido a seguir.

Anel afim K (P)

Considere uma curva projetiva, nao singular e irredutivel X de género g, definida sobre o
corpo FF,. Considere I, (X) o corpo das fungoes racionais em X. Considere P, P, ..., P,
pontos racionais (equivalentes a lugares de grau 1) de X8, e D o divisor P, + -+ + B,.
Considere também o divisor G, cujo suporte é disjunto de {P;, ..., P,}.

Defina, entao, o anel afim K, (P) com relagao ao ponto (lugar) P pela equagao

Koo (P) = {f € Fy (X) :sup ((f) ) € {P}},

ou seja, o conjunto das fungoes racionais em X que possuem poélos exclusivamente em P.

Defina o grau de uma funcdio f € K (P) por

deg (f) = —vr (f),

em que vp (f) é a funcdo de avaliagao discreta de f em P. Observe que, se f,g € K., (P),

entao

deg (fg) = deg (f) + deg(g),

deg (f + g) < max [deg (f),deg (g)] .

Também, se deg (f) = deg (g), entdo existe um A € F;, tal que deg (f — Ag) < deg (f).

8Em todos os algoritmos de decodificacio para cédigos AG que utilizam esta segunda abordagem, é

necessario reservar um dos pontos racionais da curva para a definicao de um divisor extra F.
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Isometria de cédigos

Considere um c6digo linear C. Se & = [z1 --- x,] é uma palavra cédigo de C, defina
oCc = [:Eg(l) xg(n)] como sendo uma permutacao das posicoes da palavra ¢, e cC =
{oc¢: c€ C}. Dois cddigos lineares C; e Cy em [y sao ditos equivalentes se C1 = oCs,
para alguma permutagao o. Considere A\ = (A, ..., \,) € [F;, uma n-tupla nao nula.
Defina, entao, A\¢ = [\iz1 -+ Aa,] e A\C = {A\&: ¢ € C}. Dois cddigos lineares C e Cy
em [y sao ditos isométricos se existir uma n-ipla A de elementos nao nulos de F, e uma
permutacao o, tais que C; = AoCy. Pode-se ver que este mapeamento Ao mantém a
métrica de Hamming do cédigo invariante.

Considere C e (5 dois cédigos isométricos em Fy, com C1 = Ao(Cs. Suponha que
A (Cy) é um algoritmo de decodificagao de Cy que corrige até t erros. O seguinte pro-
cedimento, chamado algoritmo de decodificagcdo induzido Ao A (Cy), corrige o codigo C

também até t erros:

1. Entrada: v

= —1 |z ZTn |.
2.u=o0 [Al )\n],

3. Execute A (Cy) com o vetor de entrada @ para obter & € Cs;
4. Saida: ¢= \oC.

Portanto, uma vez que um decodificador para um dos codigos de uma classe de iso-
metria é dado, entao todos os decodificadores dos cédigos desta classe sao obtidos através
de algoritmos induzidos.

Se m é um inteiro, entdo existe uma funcao h € K, (P) e um inteiro positivo p, tais
que os cédigos AG C* (D, mP) e C* (D, (h), — pP) sao isométricos.

Neste processo de decodificacao, sem perda de generalidade, portanto, serd considerado

o cbédigo C* (D, G), em que G = E — pP e E é um divisor efetivo.

Residuos de diferenciais

Considere P um ponto racional de X disjunto de {Py, ..., P,}. Considere E um divisor
efetivo e 4 um inteiro positivo, tais que £ e D = P, +- - -+ P, possuem suportes disjuntos
e deg (E — puP) > 2g — 1 (teorema de Riemman-Roch).

Mostra-se que existem sempre n diferenciais ey, ...,g, € Q (=D — uP) (espago de
diferenciais gerado pelo divisor —D — pP) independentes médulo €2 (—pP), tais que
Resp, (¢;) = 1, se i = j, e Resp, (¢;) = 0, se ¢ # j [54]. Se, além disso, p = 1, entdo
(€i)o = P+ P,paral <i<n.
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Mostra-se também que, para todo diferencial w € Q (F — pP — D), [54]

w= ZRest (w) €.
=1

Defina
e (E) = Z C;&;.

Este mapeamento ¢ : Fy — Qx (Qx é o espago de diferenciais associados a curva X') é,
na verdade, um mapeamento inverso de Resp, uma vez que Resp (¢ (¢)) = ¢ Além disso,
e(C) e Q(E—puP —D)seesésece C*(D,E— uP).

As sindromes

Segundo a primeira abordagem na decodificacao de cédigos AG, as sindromes de uma
palavra recebida @ € F sdo definidas por um mapeamento S do espago de fungoes L (G)

para o corpo [F,. Este mapeamento ¢ dado por
i=1

em que f € L(G).

Nesta segunda abordagem, a sindrome de uma palavra recebida v € Fy ¢ definida
como um elemento do anel afim K, (P), que consiste numa generalizacao das sindromes
dos cédigos de Goppa classicos. A definicao das sindromes que sera apresentada é valida
para cédigos da forma o (D, E — uP), o que ndo constitui uma restricdo, uma vez que
qualquer cédigo AG é isométrico a algum codigo deste tipo.

Suponha que E = (h), (divisor dos zeros de h), com h € K, (P), em que h nao possui
zeros em qualquer dos pontos P, ..., P, de X.

Mostra-se que existe sempre um diferencial 7, tal que [54]

sup ((n)o) € {P} =
(n)y = 1P (3.22)

sup ((n))N({Py, ..., P} Usup (F)) = .

Se X é uma curva de género g > 1, entao [ > 0.

Definicao 14 (Sindrome) A sindrome de uma palavra recebida v € Fy para um codigo

C* (D, E — puP) € definida como o mapeamento linear S : Fy — Fy (X) dado por
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O nome sindrome para este mapeamento S ¢ justificado pelo fato de que, se £ = (h),,
entao

e C*(D,E — pP) < S(¥) =0 modh.

Como ja foi afirmado, esta sindrome S (U) constitui um elemento de K., (P).

Decodificagao pela solugao da equacgao chave

Por simplicidade, assuma que o diferencial 7 é tal que (n) = (29 — 2) P.
Considere W um divisor em X, tal que o ponto P nao pertence ao suporte de W.
Defina o ideal K., (P, W) por

Koo (P,W) ={f € Ko (P) : f =0 0uwg (f) = nq (W)},

em que ng (W) é o coeficiente do ponto () no divisor W.
Considere E = (h), (suporte disjunto de {Fy, ..., P,}). Dada a sindrome S (7) da

n

q» & decodificacao de v é feita pela solugao da equagdao chave

palavra recebida v € F

fS(¥) =r modh = (3.23)
fS (V) =r+qh,

emque f € Ko (P), r,q € Ky (P, (n)em,) e deg(r) <deg(f)+29—2+pu. O par (f,r)
¢ dito ser uma solu¢do vdlida para a equagdo chave. Uma solugao valida (f,r) é dita
ser minima se deg (f) for o menor entre os graus de todas as fungoes f’, tais que (f’, 1)
também é uma solucao valida.

Defina agora o defeito de Clifford o do par (E, P) pela equagao

azmax{w—(l(E—kP)—l):k’EN}.

Mostra-se que o < 2 [67].

Segue, entao, o chamado teorema da decodificacao.

Teorema 15 (Decodificagao) Considere a palavra recebida ¢ = ¢ + €, em que ¢ €
C* (D, E — uP) € uma palavra cédigo e € € [y € um vetor de erros ocorridos. Tem-se

que:

1. (Ezisténcia) Erxiste uma solugdo vdlida (f,r) para a equagao chave de U (cf. (3.23)),
tal que

%HGQ(—D—;LP) e € = Resp (%77);
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2. (Unicidade) Considere a ocorréncia de atét = % —o erros, em que d € a distancia
minima projetada do cddigo e o o defeito de Clifford. Se (f,r) é uma solu¢ao vdlida

minima da equacao chave de U, entao

r

fn € Q(—D — uP) e &= Resp (£n> :

f

Este teorema estabelece que o problema da decodificagao resume-se a obtencao de uma
solucdo valida para a equagao chave (cf. (3.23)). Esta solugao para a equagao chave pode
ser obtida através do algoritmo proposto por Ba-Zhong Shen (nao descrito aqui), que
utiliza uma sequéncia de sub-resultantes e constitui uma generalizacao do algoritmo de
Euclides. A utilizacao deste algoritmo de Shen associado ao algoritmo de Porter permite
a decodificacao dos % — o erros com uma complexidade O (n?).

Ressalta-se que a presente descricao do algoritmo de Porter nao teve como objetivo
proporcionar uma completa compreensao deste algoritmo, mas apenas ilustrar a idéia
existente em torno desta segunda abordagem na decodificacao dos cédigos AG. Maiores

detalhes podem ser obtidos em Porter, Shen e Pellikaan [54].

3.2.6 Algoritmo de Shokrollahi e Wasserman (terceira aborda-
gem)

A terceira abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificacao para
cbdigos AG é a que envolve a chamada decodificacao de lista, proposta inicialmente na
década de 1950 por Elias [20] e Wozencraft [74] e estendida aos cédigos AG em 1999
por Shokrollahi e Wasserman [66]. Nela, ao invés de se buscar a palavra cédigo tnica
correspondente ao vetor recebido situada dentro da esfera de decodificacao de raiot = %,
sendo d a distancia minima do codigo e t sua capacidade de corre¢ao, considera-se a
possibilidade de que ocorra um nimero ¢ de erros maior que ¢ e busca-se o conjunto de
palavras c6digo contidas dentro da esfera de raio ¢

A presente secao apresenta de forma sucinta o algoritmo de decodificagao de lista
proposto por Shokrollahi e Wasserman. Maiores detalhes sobre o algoritmo e provas dos
resultados aqui descritos podem ser obtidas em Shokrollahi e Wasserman [66].

Usualmente, se o niimero de erros inseridos no vetor recebido durante a transmissao for

d—1
2

Entretanto, para uma quantidade limitada e de erros, é possivel se construir um algoritmo

maior que , entao a decodificacao da palavra cédigo unica geralmente nao é possivel.
que forneca uma lista com todas as palavras cédigo cujas distancias de Hamming do vetor
recebido sejam menores ou iguais a e. A este tipo de decodificacao da-se o nome de

decodificagao de lista.
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Definicao 16 Um cddigo de bloco linear C' de comprimento n definido sobre I, € dito
(e,b)-decodificdvel se toda esfera de Hamming de raio e em F} contiver no mdrimo b

palavras codigo.

Portanto, um c6digo (e, b)-decodificavel permite uma decodificagao de lista com listas
de tamanho no méximo b. Um mesmo cédigo pode ser (e, b)-decodificdvel para diferentes
valores de e e b. Para dar dois exemplos extremos, observe que qualquer codigo definido
sobre F, de comprimento n, dimensao k e distancia minima d (um cddigo (n,k,d)) é
([ %2 ], 1)-decodificavel, assim como também (n, ¢*)-decodificdvel.

Considere X uma curva algébrica de género g definida sobre F,, e F,(X) seu corpo de
funcoes.

Considere Py, P, ..., P, pontos racionais da curva X, e G um divisor de X cujo
suporte seja disjunto do suporte do divisor D = P, + P, + - - - + P,,. Denote por a o grau
do divisor GG e considere o < n.

Considere o espago de fungoes L(G) do divisor G. O teorema de Riemann (se¢ao C.4)
estabelece que a dimensao [(G) do espago L(G) sobre [, é finita e limitada inferiormente
por o — g+ 1.

Os cédigos AG utilizados no algoritmo descrito aqui sao os construidos por fungoes ( cf.
secao 2.1.1). Neste caso, os codigos, denotados por C'(D,G), sdo obtidos pela avaliagao
das fungées de L(G) nos pontos Py, Py, ..., P, de X. Uma palavra cédigo, portanto,
consiste num vetor (f(Py), f(FP), ..., f(P,)), sendo f uma fungao de L(G). Observe que,
comumente, os cédigos AG utilizados nos diversos algoritmos de decodificacao propostos
na literatura sao aqueles construidos por diferenciais (cf. se¢ao 2.1.1), diferentemente do
que ocorre neste caso. Esta diferenca, entretanto, nao é essencial, uma vez que qualquer
c6digo AG pode ser definido das duas maneiras.

Pela aplicagao do teorema de Riemann, prova-se que C'(D,G) é um cédigo (n, k,d),
emquek>a—g+1led>n—a. Ovalor d =n — « é a distancia minima projetada
de C(D,G).

O algoritmo 18 de decodificacao de lista é resultado do teorema que segue.

Teorema 17 Considere C um codigo AG de comprimento n e dimensao k definido por
uma curva algébrica X de género g sobre F,. Entao, para um inteiro positivo b, C' € um

cddigo (n — B — 1,b)-decodificdvel, sendo 3 = “%11 + %a +g— 1} ea=k+g—1.

Prova. Veja [66]. =

Algoritmo 18 (Decodificador de lista)

Entradas:
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e Um vetor recebido U= [y1,y2 - Ynl;

e Um divisor F de grau  — ba = Pb%ll + %“ +g— 1—‘ , cujo suporte seja disjunto de D.

Saidas:

e Uma lista de b palavras codigo & com distancia de Hamming no mdzimo n— [ —1 do vetor recebido

—

v.

<<< Passo 1 — Interpolagao >>>

Encontrar um polinémio diferente de zero
H(T) = wyT" + -+ +uiT +ug € Fy(X)[T],

em que u; € L(F 4 (b— j)G), tal que

H(Pi,y:) u; (P)y]

Il
[
M-
(=)

€ zero parai =1, ..., n.

<<< Passo 2 — Fatoragao >>>
Encontrar todas as raizes p de H(T') em F,(X)[T].

Para cada p encontrada, calcular o vetor

2= [p(P1) - p(P,).

Se z, € nao definido ou se a distancia entre x, e o vetor recebido U for maior que n — 3 — 1, descartar

z,. Caso contrdrio, acrescentar x, a lista de palavras cédigo de saida.

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [66]. =

Teorema 19 Considere C um codigo AG de comprimento n e dimensao k definido por
uma curva algébrica X de género g. Considere « = k+g—1e 3 = [\/ 2an + g — 1}.
Entao, C é <n —06-1, L/Qn/a})-decodiﬁcdvel.

Prova. Veja [66]. =

O passo 1 do algoritmo 18 consiste basicamente da solucao de um sistema de equacoes
lineares. A existéncia de um polinémio nao trivial H(T') no algoritmo segue do fato de
que um sistema de equacoes homogéneo com mais variaveis desconhecidas que equagoes
possui sempre uma solucao nao trivial.

A complexidade do algoritmo 18 do decodificador de lista é determinada pelo passo
2. A principal tarefa do algoritmo 18 consiste na determinagao das raizes em F,(X)
de H(T) € F, (X)[T]. Para completar o decodificador de lista, portanto, é necessério
descrever um algoritmo que determine estas raizes. Shokrollahi e Wasserman propoem
um algoritmo para fatorar completamente H(7T) [66]. Este algoritmo de fatoragao, no

entanto, nao sera descrito aqui.
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3.2.7 Algoritmo GMD (quarta abordagem)

A quarta abordagem utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificacao para
cédigos AG é a que envolve a utilizacdo de decisao suave. O método padrao de de-
codificacao a decisao suave para codigos de bloco é o algoritmo de distancia minima
generalizada (“generalized minimum-distance” — GMD) proposto por G. D. Forney Jr.
em 1966.

O algoritmo GMD consiste num esquema genérico que pode ser aplicado a qualquer
c6digo de bloco linear. Diversas publicagoes tém apresentado derivagoes mais eficientes
do decodificador GMD para codigos RS e cédigos AG [5,34,36,52]. Na presente subsecao,

serd descrito o algoritmo GMD, que é a base para este tipo de abordagem.

Decodificagao a decisao suave

Um sistema de comunicacao digital possui no centro de sua topologia um canal analégico.
Cabe ao modulador (demodulador) converter este canal analégico num canal digital a
ser visto e acessado pelo codificador (decodificador) do sistema (apds a codificagao, uma
palavra codigo ou uma seqiiéncia de palavras codigo é mapeada em um conjunto de
sinais analdgicos pela modulagdo). Um sistema de codificagdo para controle de erros
pode apresentar melhores resultados se houver algum tipo de iteracao entre o codificador
(decodificador) e o modulador (demodulador). Historicamente, o estudo dos c6digos para
controle de erros foi mantido separado do estudo da modulacao digital. Aqui, no entanto,
o estudo de ambos, modulacao e codificacao, é feito de forma conjunta. Em abordagens
deste tipo, pode-se encarar a codificacao para controle de erros como uma das ferramentas
usadas no projeto de sistemas de sinalizacao eficiente para comunicagoes através de canais
ruidosos continuos no tempo.

Os algoritmos de decodificagao a decisao suave, no caso o algoritmo GMD, sao es-
quemas deste tipo que utilizam informagcoes extras obtidas do demodulador. Para um
determinado cddigo, a decodificagao a decisao suave apresenta um desempenho melhor
que a decodificacdo com decisao brusca (do inglés hard decision). No entanto, estes sis-
temas sao mais complexos, sendo 1teis em geral apenas para cédigos pequenos. Num
caso extremo em que a complexidade do sistema possa ser desconsiderada, as tarefas de

demodulagao e decodificacao podem ser feitas simultaneamente.

Algoritmo GMD

Nas descricoes que seguem, serao abordados inicialmente os cédigos binarios. Em seguida,

os resultados serao generalizados para codigos sobre corpos finitos em geral.
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Considere que o demodulador receba do canal bits binarios adicionados a um ruido
gaussiano (canal gaussiano aditivo). O i-ésimo bit recebido é, por exemplo, mapeado pelo
demodulador num numero real v; € [—1, 1], que representa o valor do i-ésimo bit e seu
nivel de confiabilidade. Representando v; na forma de um nimero bindrio com sinal, pode-
se ter o bit de sinal representando o valor demodulado e os demais bits representando seu
nivel de confiabilidade. Ha dois casos especiais a serem observados: se 7; assume apenas
os valores 1 e —1, entao o demodulador é de decisao brusca e o decodificador corrige
apenas erros; se v; assume apenas os valores 0, 1 e —1, entao o demodulador ¢ de decisao
brusca com apagamento e o decodificador corrige erros e apagamentos. O algoritmo GMD
permite que v; assuma qualquer valor entre —1 e 1, podendo-se usar qualquer regra de
demodulagao que mapeie v; neste intervalo.

Considere agora que o canal nao introduza qualquer erro e que os bits demodulados
apresentem nivel maximo de confiabilidade. Entao, para uma palavra cédigo ¢, transmi-

tida, tem-se no demodulador o mapeamento

. -1, sec,; =0,

Cri = .
1, se ¢ = 1.

Este vetor ¢, é também chamado de palavra codigo.
A distancia euclidiana d, entre uma palavra recebida © e uma palavra cédigo ¢, é dada

por

n—1

d2(0,8) = [|T— &7 = (5 — &)

1=0

Reescreva agora esta equacao em termos do produto interno
di(7,&) = o> = 25 - & + (|,

Observe que, para um v fixo, minimizar d?(v, ¢,) sobre r equivale a maximizar o produto

interno - ¢, sobre r, uma vez que ||0]|? independe de r e ||¢,||> = n para todo r. Minimizar
a distancia euclidiana é um conceito mais intuitivo, no entanto a tarefa de maximizar o

produto interno é preferivel para os cédlculos.

Teorema 20 FExiste no mdximo uma palavra codigo ¢, em um codigo binario de compri-

mento n e distancia minima de Hamming d*, tal que
V¢ >n—d

sempre que as componentes de U pertencerem ao intervalo [—1,1].
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Prova. Considere ¢, uma palavra codigo que satisfaca a desigualdade acima, e consi-

dere ¢,» qualquer outra palavra cédigo. Entao, ¢, difere de ¢, em pelo menos d* posicoes.

Faca
S = {Z | Eri 7& Er,i} '
Portanto,
v Er - § @zém + § @zém = Al + A27
iZS i€S
V- Cp = V;Cry + E 0;Cr; = Ay — Ay
igS icS
No entanto,

uma vez que esta soma possui no maximo n — d* termos, nenhum dos quais maior que 1.

Portanto, como - E; >n —d*, tem-se que Ay > 0e A — Ay < n — d*, o que completa a
prova. m

O algoritmo GMD (algoritmo 21) fornece a palavra cédigo que satisfaga o teorema
20 se ela existir, caso contrario declara falha de decodificacao. Observe, no entanto, que
nao é pratico determinar a palavra cédigo pelo calculo de todas os 2F produtos internos.
Segue aqui a idéia para reduzir a complexidade desta tarefa. Ela consiste em realizar um

lago de processamento em torno de um decodificador de erros e apagamentos.

Algoritmo 21 (Algoritmo GMD)
Entradas:

e Um vetor recebido v de comprimento n;

e Um nivel de confiabilidade o associado a cada posi¢ao do vetor 7.

Saidas:

e Uma palavra cddigo decodificada gr, ou uma indicacdao de falha de decodificacao.

<<< Passo 1 >>>
Determinar as d* — 1 componentes v; do wvetor recebido v que apresentam os menores niveis de

confiabilidade o, ordenadas sequndo estes:

Oy Sy Sy < S Q-

Fazer 1 = 0.

<<< Passo 2 >>>



3.2. Decodificagao dos cédigos AG 51

Introduzir apagamento nas I componentes do vetor recebido v de menores niveis de confiabilidade a,
ou seja,
Uiy Vigy « -+ Vi, -
Ezecutar o decodificador de erros e apagamentos para o vetor recebido U acrescido dos apagamentos.
<<< Passo 3 >>>

Verificar se

V¢ >n—d".

Se a desigualdade for verdadeira, concluir que a palavra e fornecida pelo decodificador de erros e apaga-
mentos € a palavra codigo procurada e parar o algoritmo. Se a desigualdade for falsa ou se o decodificador

de erros e apagamentos nao fornecer uma palavra ¢, decodificada, fazer

l=1+2.

<<< Passo 4 >>>

Verificar se
[>d —1

Se a desigualdade for verdadeira, concluir que ocorreu falha na decodificagdo e parar o algoritmo. Se a

desigualdade for falsa, retornar ao passo 2.

Prova. Para maiores detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [6, pp. 464-473].

Baseado nas informagoes de decisdo suave, o algoritmo GMD (algoritmo 21) gera
uma série de vetores o) incluindo apagamentos ao vetor recebido 0. Para cada [, de
0 a d* — 1, ele apaga as [ componentes da palavra recebida para as quais o nivel de
confiabilidade é menor. O vetor o) é, entao, decodificado usando um decodificador de
erros e apagamentos. Se o decodificador fornecer uma palavra codigo a, realiza-se o teste
U-¢ >n—d*. Se este teste for satisfeito, entao ¢, é a palavra codigo decodificada. Caso
contrario, o valor de [ é incrementado em dois (isto porque um erro passivel de corregao
equivale a dois apagamentos) e o lago do algoritmo é repetido enquanto [ < d* — 1. Caso
nenhuma palavra cdédigo seja encontrada, um falha de decodificacao é declarada.

Observe que a complexidade do algoritmo GMD ¢é aproximadamente igual a %(d* -1)
vezes a complexidade do decodificador para erros e apagamentos usado para o mesmo
codigo.

Os teoremas 22 e 24 descritos a seguir demonstram que o algoritmo 21 realmente

fornece a palavra codigo unica procurada caso ela exista.
Teorema 22 Se ¥ - ¢, > n — d*, entdo pelo menos um vetor 0 satisfaz a desiqualdade
oW > n—d,

para l=0,...,d* — 1.
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Prova. A prova deste teorema esta contida na prova do teorema 24. m

Considere agora o caso de codigos sobre quaisquer corpos finitos. Tanto o conceito
de distancia euclidiana quanto o de distancia de Hamming sao extensiveis aos sinais nao
binarios. Para ambos os conceitos, o problema nao binario é tratado como um pro-
blema binario apenas pela distingao entre os dois simbolos, se sao iguais ou diferentes,
desprezando-se seus valores. O algoritmo GMD para o caso nao binario, portanto, é
praticamente o mesmo do caso bindrio.

Num corpo F,, para cada simbolo ©; recebido, o demodulador associa um nivel de
confiabilidade «;, sendo 0 < «; < 1. Um «a; = 1 indica o mais alto nivel de confiabilidade
sobre o valor de v;, enquanto um «; = 0 indica o menor nivel de confiabilidade sobre o
valor de v;.

O produto interno entre dois vetores em F, é definido por

i
L

!

a;0(0j, Gri),

<y
™
S
I
-
Il
(en)

em que
1, Vi = Cri,
_17 Vi 7& Cri-

Segue, entao, a versao para corpos finitos em geral do teorema 20.

0(0;, Cri) =

Teorema 23 Euxiste no mdrimo uma palavra coédigo ¢, em um cddigo definido sobre I,

de comprimento n e distancia minima de Hamming d*, tal que
0-¢ >n—d.
Prova. A prova é similar a do teorema 20. m
O teorema que segue completa a prova do algoritmo GMD.

Teorema 24 Se 0-¢, > n — d* para uma palavra codigo gr, entao pelos menos um vetor
o satisfaz a desiqualdade

—, —

oW >n—dF,

para l=0,...,d* — 1.

Prova. I suficiente provar o teorema 24 para [ de 0 a n, ja que a conclusao claramente
nao é possivel para [ > d*.

Ordene os niveis de confiabilidade «; segundo suas magnitudes

allg&lgggaln
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e faca
/\0 - Oéip
/\1 - aig al17
A2 = vy — @y,
/\n =1 (67
Assim,

0<AN<1 e Y N=L

=0

Observe que o vetor A se comporta como uma distribuicao de probabilidade. Além disso,

-1

§ :)‘l =y,
=0

e, entao,
n

NoW,
=0

Sy
I

Suponha que o0 .G < np— d¥, para todo [. Entao,
Ut =Y MW G <(n—d)) N=n-d,
=0 =0

o que contradiz a hipdtese inicial. Portanto, o teorema esta provado m

Decodificador GMD para cédigos AG

Basicamente, a decodificacao de cédigos AG usando o algoritmo GMD é feita incorporando
um decodificador de erros e apagamentos para estes codigos. Considere aqui um esquema
apresentado por R. Kotter [34].

Considere um corpo F, e o espago vetorial Fy de todas as n-tiplas @ = [ug uy -+ Uy 1]
sobre IF,. Considere um cédigo linear C' C Fy de dimensao k(C) e distancia minima de
Hamming d(C). Considere também o c6digo dual denotado por C*. Denote a matriz
geradora de C' por G¢ e sua matriz de paridade por H¢.

Dados dois vetores

U= [Uo Uy -+ Un71]7
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defina seu vetor produto de componentes por
U*v = [UOUO uUvy - un71vn71] .

Para dois subespacos U,V C Fy, denote por U x V' o conjunto dos vetores {u * 0 : @ €
U veV}.
A definigdo seguinte é elemento central na solucao do problema da localizagao dos

eIrros.

Definicao 25 (Par localizador de t erros) Considere U, V e C cddigos lineares de
comprimento n sobre F,. Denota-se por (U,V') um par localizador de t erros para um

codigo C' se as sequintes condicoes forem vdlidas:

CxUCV (3.24)
k(U) > t (3.25)
d(V) > t. (3.26)

O primeiro objetivo deste algoritmo proposto por Kotter é encontrar um vetor « € U,
tal que @ % & = 0. Observe que, definido assim, este vetor @ apresenta zeros nas posicoes
dos erros.

Denote por diag(€) a matriz diagonal n x n, cuja diagonal principal possui os elementos

do vetor €.

Teorema 26 Considere (U, V) um par localizador de t erros para um cddigo C. Con-
sidere U = ¢+ € uma palavra em Fy, sendo ¢ € C e € um vetor de peso no mdzrimo t.

Qualquer solucao o do sistema de equacoes lineares dado por
Hy - diag(?) - GLoT =0 (3.27)
fornece um vetor © = oGy que satisfaz a condi¢ao
i+ =0.
Além disso, existe sempre uma solu¢ao o nao trivial.
Prova. Considerando ' = ¢+ €, pode-se reescrever (3.27) como
Hy - diag(é) - GLe’ + Hy - diag(é) - GLo' = 0.

Pela condigao 3.24, o primeiro termo da equacao acima ¢ um vetor nulo para todo o.
Assim, o espago de solugoes de (3.27) depende apenas do vetor €. Para qualquer destas

solucgoes o, tem-se um vetor @ = oGy tal que

uxecV.
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E facil ver que o peso do vetor u* € nao pode exceder t, o que, pela condicao 3.26, implica
axé=0.

Sobre a existéncia de uma solucao nao trivial o, observe que qualquer vetor nao nulo u que
possui zeros nas posigoes dos erros fornece uma solugao nao trivial o para (3.27). Para
encontrar este vetor u, deve-se impor no maximo t condigoes linearmente independentes

a U. Portanto, a existéncia de um vetor nao trivial @ é garantida pela condi¢ao 3.25. =

Considere agora o caso em que ocorrem erros e apagamentos. Denote por R o conjunto
das posicoes dos apagamentos’
todo i € R.

Também no caso de erros e apagamentos, o objetivo primeiro é encontrar um vetor ,

. Dado um vetor recebido v, considere que y; = 0 para

tal que @ = € = 0. Entretanto, além disso, exige-se que u; = 0 para todo i € R.

Defini¢ao 27 (Par localizador de ¢ erros e p apagamentos) Considere U, V e C
cddigos lineares de comprimento n sobre F,. Denota-se por (U, V') um par localizador de

t erros e p apagamentos para um codigo C se as sequintes condi¢oes forem validas:

CxUCV (3.28)
k(U) >t+p (3.29)
d(V) > t. (3.30)

Corolario 28 Considere (U, V) um par localizador de t erros e p apagamentos para um
cédigo C'. Considere v = ¢+ € uma palavra em Fy, sendo ¢ € C' e R um conjunto de
posicoes de erros e apagamentos, com |R| < p. Considere um vetor erro € de peso no
mazximo t, excetuando-se as posicoes dos apagamentos. Entdo, qualquer solucao o do

sistema de equacoes lineares dado por
Hy - diag(7) - GLo’ =0, (3.31)

comi=0oGy e

u; =0, para todoi € R, (3.32)

fornece um vetor U que satisfaz

uxe=0.

9Em diversas aplicacoes préticas, o decodificador tem acesso a informacdes adicionais acerca da confi-
abilidade de cada posicao do vetor recebido. Estas informagGes permitem presumir que ocorreram erros
nas p posicoes menos confidveis. Estas posigoes sao chamadas de posi¢oes de apagamento. Decodificado-
res de erros e apagamentos de um codigo C' decodificam ¢ erros e p apagamentos dado que 2t + p < d(C).
Estes decodificadores buscam uma palavra cédigo tal que minimize o peso de Hamming do vetor erro

excetuando-se as posigoes dos apagamentos.
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Prova. Para satisfazer a condicao 3.32, considere W o subespaco de U que consiste
de todos os vetores de U que possuem componentes zero nas posicoes de R. Claramente,
E(W)>t+p—|R|>t. (W,V) éum par localizador de erros para C. Dai, o teorema 26

fornece o corolario. m

Para a implementacao do algoritmo GMD a partir deste esquema proposto por Kotter,
resta apenas a escolha dos pares localizadores de ¢ erros e p apagamentos (além da deter-
minagao dos valores dos erros), que nao sera descrita aqui. Este algoritmo GMD completo
tem complexidade O(dn?®). Kotter apresenta em seu artigo um esquema que reduz esta
complexidade para O(o1dn), sendo o; a primeira anti-lacuna do espago de fungoes asso-

ciado ao cédigo. Maiores detalhes sobre este esquema podem ser obtidos no artigo de
Kotter [34].

3.3 Implementacao de decodificadores

O desenvolvimento de algoritmos de decodificacao associados a arquiteturas de imple-
mentacao em hardware é de fundamental importancia para tornar os coédigos AG com-
petitivos quando comparados, por exemplo, com coédigos BCH nao binarios ou codigos
concatenados. Desta forma, na implementacao em hardware, nao apenas a complexidade
computacional do algoritmo deve ser considerada, mas também a parte de controle ne-
cessaria a operacionalizacao do algoritmo, a interligacao de elementos no circuito, além
dos requisitos de espaco.

Sao poucos os artigos publicados tratando da questao da implementacao em hardware
de decodificadores para cédigos AG. Em 1997, M. E. O’Sullivan e S. P. Pope apresen-
taram resultados sobre algoritmos e arquiteturas de implementacao de cédigos AG que
demonstram a viabilidade dos decodificadores para estes cédigos [50].

O principal trabalho relativo a este tema foi publicado em 1998 por R. Kotter, que
consiste numa versao do algoritmo BMS voltada a implementacao em hardware [35]. A
idéia central nesta proposta de Kotter é utilizar uma configuragao em paralelo de varios
algoritmos modificados de Berlekamp-Massey, de modo a obter um esquema que determine
polinomios localizadores de erros para cédigos AG usando os mesmos requisitos de tempo
que um decodificador de Berlekamp-Massey unidimensional para decodificacao de cdédigos
RS.

Em 2001, J. B. Ashbrook et al propuseram uma implementacao em circuito integrado
CMOS de 3,3 V e 0,35 um de um decodificador de cédigos AG definidos sobre curvas
de Hermite a partir do trabalho de Kotter [2]. Esta foi a primeira implementagao em

hardware de um decodificador para codigos AG. Este decodificador de cédigos AG sobre
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curvas de Hermite proposto trabalha com cédigos de comprimento n = 4080, tem capa-
cidade de correcao de 60 erros em o546 € proporciona um ganho de codificacao de 0,6 dB
em relagao a um cédigo RS de mesma taxa. A implementagao realizada opera a 50 MHz
e decodifica a uma taxa de 400 Mb/s.

Ainda em 2001, E. M. Popovici et al publicaram um resumo sobre uma implementagao
de um decodificador de codigos AG sobre curvas de Hermite também baseado no algoritmo
de Kétter [53].

Outro trabalho importante nesta area foi apresentado em 1999 por C.-W. Liu et al [43],
que propuseram uma implementacao em hardware do algoritmo proposto por Feng e Rao
em [21] baseada numa estrutura de arranjo sistdlico. Entretanto, em [3] Z. M. Belkoura
apontou incorrecoes nas equacoes que determinam a estrutura sistélica proposta, compro-
metendo as vantagens obtidas por esta estrutura. Em [4], apresenta-se uma arquitetura

considerando as equacgoes corrigidas.

Além dos esforcos para obtencao de arquiteturas para implementacao eficiente de deco-
dificadores para cédigos AG, é importante destacar também a necessidade de esquemas de
implementacao eficiente das diversas operagoes em corpo finito, uma vez que a aritmética
de corpo finito é o pano de fundo para todos os algoritmos de codificacao / decodificagao.
As operacoes aritméticas num corpo finito Fom sao mais complexas que as operagoes
aritméticas com inteiros representados com o mesmo nimero m de bits. Os elementos de
Fym podem ser representados a partir de uma base. Usando esta representagao de base, as
operacoes de adicao e subtracao tornam-se simples, contrariamente as operagoes de mul-
tiplicacao e divisao. Diversos algoritmos existem para uma implementacao mais eficiente
destas operagoes [15,27,45,51,73,75,78]. No capitulo 4, sdo descritas as arquiteturas para

unidades aritméticas em corpo finito adotadas no presente trabalho.

O principal aspecto a ser observado no que tange o desenvolvimento de decodificado-
res voltados a implementacao em hardware ¢ a necessidade de estruturas que permitam
a realizacao de operagoes em paralelo, o que proporciona uma reducao na complexidade
temporal do algoritmo (em detrimento da complexidade espacial). Outro aspecto impor-
tante é o desenvolvimento de estruturas simples e regulares. A regularidade da estrutura
proporciona uma menor complexidade espacial e uma reducao da complexidade de con-

trole e interligagao de elementos na implementacao.

A secao seguinte descreve o algoritmo proposto por Kotter em [35], de modo a ilustrar

estes aspectos.
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3.3.1 Decodificador de Kotter

Considere um corpo finito F, de ¢ elementos. Considere uma curva algébrica X de género
g sobre F,. Considere ainda um divisor (G, cujo suporte ¢ constituido de pontos racionais
de X. Considere o espago de fungées L(G) definido pelo divisor G. Considere um divisor
D constituido pela soma simples de n pontos racionais P, € X, 7 =0,...,n —1, em F,,
distintos, tal que os suportes de D e G sejam disjuntos.

Considere um c6digo AG denotado por Cr(D, G) e dado por

CL(DvG):{(f(PO)af(P1)>7f(Pn—1)).f€L(G)}

e seu cédigo dual
Ca(D,G) = (Cr(D, @)

de comprimento n = deg(D), dimensao k = n — deg(G) + g — 1 e distancia minima
projetada d* = deg(G) — 2g + 2, para n > deg(G) > 2g — 2.
Denote por [(G) a dimensao do espago de fungdes L(G). O Teorema de Riemann-Roch,

descrito na secao C.4, estabelece que
UG) = deg(G) —g + 1,

com igualdade se deg(G) > 2g — 2.

E considerado para este algoritmo apenas o caso dos cédigos AG obtidos quando G =
m() é um divisor cujo suporte consiste de apenas um ponto racional () de X. Esta condigao
é importante, pois resulta em um espago de fungées L(G) de estrutura relativamente
regular quando comparada as estruturas resultantes de divisores G arbitrarios.

As funcoes que possuem poélos apenas em um determinado ponto () racional de X
formam um anel. Por simplicidade, assume-se nesta secao que este anel é gerado em F,
por duas fungoes 11 e 1y, com respectivos polos de ordem vy e vs, sendo vy < v, no ponto
Q. O valor de v; é muito importante para o estudo da complexidade do algoritmo e serd
denotado por 7.

Considere um vetor recebido v de comprimento n e dado por v = ¢+ €, em que

d*(Cq)

¢ € Co(D,G) e € ¢é um vetor erro com peso de Hamming ¢t < =5. As sindromes

correspondentes a este vetor recebido sao definidas por
n—1 ‘
Sij = Z e (P) ¥y (F) -
1=0

Observe da definigao do cédigo Cgq (D, m@Q)) que estas sindromes podem ser calculadas a

partir do vetor v se ivy + jus < m.
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Considere agora uma funcao f da forma

F= > il (3.33)

(4,3):1v1+jv2<w
que apresenta polo de ordem w no ponto ). Uma func¢ao f é chamada funcgao localizadora
de erros se ela se anula nos pontos equivalentes as posigoes dos erros, ou seja, se f (P)) ¢; =
0, para todo [. A principal observacao que permite obter funcoes f localizadoras de erros

é o fato de que estas fungoes definidas em 3.33 fornecem as relagoes recursivas lineares
> fiiSiviogtio = 0 Vi, jo > 0. (3.34)
(4,7):5v1+jva<w

sobre a matriz de sindromes

Esta funcao localizadora de erros f pode ser obtida a partir das sindromes conhecidas

: —3g+1 d*(Co)—
apenas se o peso de Hamming do vetor erro for menor que (m 29+ ) = 4 57) ¢

veja
[32]). Para se atingir a capacidade de correcao de erros proporcionada pelo c6digo, faz-se
necessario determinar as sindromes desconhecidas S; j, para m < 1v; + jv, < m+g, o que

é feito usando-se o esquema de decisao por maioria de Feng e Rao, desde que o peso do

drr(Ca)
2

de Feng-Rao do cdédigo Cqo(D, mQ) (cf. [21]).

Uma vez obtida uma funcao localizadora de erros, pode-se determinar o vetor erro

vetor erro ocorrido seja inferior a , em que dpg (Cq) > d* (Cq) denota a distancia

ocorrido com uma complexidade O ((logQ(q))2 n?) igual & necessdria para calcular as
sindromes de uma palavra recebida. A complexidade total de um algoritmo de deco-
dificagao de codigos AG é normalmente dominada pela complexidade do algoritmo usado
para determinar a funcao localizadora de erros. O algoritmo de Feng e Rao utilizava eli-
minacao gaussiana para resolver o sistema de equacoes 3.34 e apresentava complexidade
@) ((logg(q))2 n*). O algoritmo de Kotter aqui descrito baseia-se no algoritmo BMS, e
apresenta uma estrutura paralela simples e complexidade O ((log2 (q))2 7n2), que é essen-
cialmente a complexidade de qualquer algoritmo de decodificacao eficiente para cédigos
AG.

O algoritmo BMS basicamente é um algoritmo iterativo que opera sobre dois conjuntos
de funcoes F, e GG,,. Cada iteragao do algoritmo BMS tem por objetivo produzir dois novos
conjuntos de fungoes F, 1 e G,.1, que servirao de entrada para a proxima iteracao. O
conjunto F, consiste nas fungoes f de polos de ordem w que satisfazem a equagao 3.34

para todo (ig,jo), tal que igv; + jove + w < w. O conjunto G, consiste nas fungoes
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g que nao satisfizeram a relacao da equacao 3.34 em iteragoes anteriores do algoritmo.
Resumidamente, sao as seguintes as operacoes executadas em cada iteragao do algoritmo
BMS:

1. Para cada funcao f € F,, verifica-se na equacao 3.34 se f ¢ valido como elemento
de Fiui1;

2. A partir das ordens de pdlo das funcoes de F, e G, calcula-se as ordens de pdlo das
fungoes de F, 1, de acordo com um certo nimero de diferentes casos. As fungoes
f' € F, 41 sao, entao, construidas selecionando e combinando apropriadamente pares

de fungoes (f,g), sendo f € F, e g € G,. Isto consiste numa operac¢ao do tipo
[ s f + oytds g,
em que a,b,da’, b’ sdo determinados através um certo nimero de diferentes casos;

3. Os elementos de G, sao escolhidos entre os elementos de G, e F,, tal que certos

requisitos associados com o conjunto F,; sejam satisfeitos.

Um dos principais problemas no que tange a eficiéncia do algoritmo BMS é que, no
passo 2 de cada iteragao, um par de fungdes (f,g) necessario para construir uma fungao
f' € F, .1 é impossivel de ser previsto a priori. No algoritmo de Koétter, este problema é

resolvido.

Matriz de sindromes

O algoritmo de Kotter representa as sindromes do vetor recebido numa forma matricial.
Neste caso, as condigoes lineares impostas pela funcao localizadora de erros na equacao
3.34 sao traduzidas numa linguagem matricial.

Denote por ¢,, uma fungao que possui pélo de ordem o; no ponto ) da curva &', sendo
o; uma anti-lacuna de ). ¢,, ¢ a funcao nao constante de menor ordem de pélo no ponto
Q e, por definicao, v = o0;. Observe que se o; e o; forem duas anti-lacunas, entao o; + o;
é também uma anti-lacuna.

Denote por G o conjunto das lacunas de @, em que [ (0;Q) =1 ((0; — 1) Q).

Segue a defini¢ao de uma base para o espago de fungoes L(m(@), utilizada no algoritmo
de Kotter.

Definicao 29 Uma base padrao B(m) = {1, ¢, ..., ¢n} para para o espaco de fungoes

L(mQ) possui as sequintes propriedades:
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1. Se ¢; € um elemento de B(m) el é a menor anti-lacuna positiva em B(m), tal que

J — 1 é também uma anti-lacuna, entao
¢; = G1Pj-1;

(a,b)

2. F possivel determinar constantes €, ", tais que o produto entre quaisquer fungoes

Oq € Oy, com a+b < m, é dado por

a+b—1

a,b
¢a¢b - ¢a+b + E 65 )sz
=0

Lema 30 Para um dado ponto () de uma curva X, € sempre possivel construir uma base

padrao B(m) = {1, ¢, ..., ¢n} para o espago de fungoes L(m@Q).

A conseqiiéncia mais importante da definigao 29 é que, para qualquer ¢; € B(m), com
[ <m —7, afuncdo ¢,¢; também é um elemento de B(m). Ou seja, B(m) é fechada sob
a multiplicagao com ¢,, desde que mantida a consisténcia com a ordem de pélo maxima
m.

De forma a obter uma formulacao estruturalmente adequada para o algoritmo de
Kotter, define-se formalmente ¢; = 0 se ¢« € GG. Pode-se, entao, associar univocamente

qualquer funcao f € L(m@) com o somatdrio
f=>_figi, com fi=0VieG
i=0

e identificar vetores f = (fo, f1,---, fm) com funcoes. Essa identificagao serd livremente
usada, de modo que uma funcao possa ser considerada uma solucao de um sistema de
equagoes se o vetor de coeficientes correspondente for solucao deste sistema.

Considere agora um vetor recebido ¥ = ¢+ € de comprimento n, com & € Cqo(D, mQ).

Defina, entao, os elementos de uma matriz semi-infinita S = [|.5; ;||, com 4, j > 0, como

—_

n—

Sz',' = e19; (Pl) ¢j (Pl) . (3~35)
!

I
=)

Observe que as condigoes lineares que a matriz S impoe sobre um vetor o num sistema
de equacoes lineares So’ = 0 sao uma reformulacao das condicoes lineares descritas pela
equacao 3.34. Portanto, qualquer solucao da equacao So? = 0 corresponde ao vetor de

coeficientes de uma funcao localizadora de erros.
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Rotina geral

Denote por S(*? a sub-matriz de S composta pelos elementos das primeiras a + 1 linhas
com as primeiras b + 1 colunas de S, ou seja, S(@% = ||S;|, para 0 < i <ae0<j <b.

Suponha que seja dada uma fungao

o€ LQ)\ L((b—1)Q)

que seja solucao para o sistema de equacoes lineares
b
Sa-LhgT — > 0iSai=A#0.
i=0

Neste caso, diz-se que a funcao o fornece uma discrepancia A na posi¢ao (a, b). Se uma
funcéo o € L(bQ) \ L((b — 1)Q) é solucdo para o sistema de equacdes lineares So” = 0,
entao diz-se formalmente que o fornece uma discrepancia na posigao (oo, b).

A idéia do algoritmo proposto é encontrar iterativamente funcoes nao nulas o que
sejam solucdes do sistema S(@ Vg’ = 0, para valores crescentes de r = a + b.

O lema que segue fornece a possibilidade de combinar solucoes parciais.

Lema 31 Considere uma fun¢io o que fornece uma discrepancia A na posicio (a, b).
Além disso, suponha que seja dada uma funcao 6 que fornece uma discrepancia de valor 1
na posigao (a, b'), com b’ < b. Portanto, a funcio o' = o — Ad fornece uma discrepancia

na posi¢do (a', V'), sendo a’ > a.

O lema que segue é uma das chaves para melhorar a eficiencia de um algoritmo tipo
BMS.

Lema 32 Considere uma func¢ao o que fornece uma discrepancia A na posicao (a, b).

Entao, a fungao ¢,o fornece uma discrepancia A’ na posicao (a’, b+ ), sendo

o — >a—7v, a—7vy€QG,
a—, caso contrdrio.

Além disso, se a — v & G, entao A" = A.

O lema que segue combina os lemas 31 e 32 para formar o passo de indugao basico do

algoritmo de Kotter.

Lema 33 Considere o e A duas funcoes que fornecem discrepancias nas posigoes (a, b) e

(a', b') com valores A e 1, respectivamente. Considere também que os nimeros a, b, a’ e
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V' satisfazem as relagoes a’ +b < a+b ea =a (mod 7). E possivel se obter uma funcio

o' que forne¢a uma discrepancia na posicao (a”, "), em que a” +b" > a + b, fazendo

, o— Agb(va/_a)/y)\, a<ad

o = , 3.36
{ P AN, d < a. (3:36)

Considere agora todas as func¢oes de ordem de pélo b no ponto () na forma

b
= Zfi¢i7 Ji=0Vied.

=0

A cada uma destas fungoes, associe um polinomio em uma variavel z na forma

O uso de polinomios em uma variavel permite uma reformulacao concisa do lema 32. No

corolario que segue, ¢é feita a unificacao dos dois casos do lema 33.

Coroléario 34 Considere as fungoes o, A e ' como definidas no lema 33. Os polinémios

em uma varidvel correspondentes a, \ e &' satisfazem a relacdo

g’ =g — Azt

O lema 32 sugere um particionamento de funcoes o em classes de equivaléncia, em
que duas fungoes pertencem a mesma classe se suas ordens de pdlo no ponto () forem
equivalentes médulo . Da mesma forma, o lema 33 sugere também um particionamento
de fungoes A em classes de equivaléncia, em que duas fungoes pertencem a mesma classe
se fornecerem discrepancias em linhas cujos indices sao equivalentes médulo v. Pode-se

definir, portanto, dois conjuntos de funcoes o9 e ("9,

i

Definicao 35 Conjuntos de funcgoes o™ e X9 sio ditos vdlidos na ordem de pdlo r se

forem respeitadas as sequintes condicoes:

o Considere b"" o menor inteiro, tal que b ZGe b = (mod 7). Entado, existe
uma funcao que fornece uma discrepancia na posi¢ao (a, bl(f’i)>, sendo a+b"" > r

A funcdo o9 € definida como uma funcdo que fornece wma discrepdncia na posicdo

(a, bgr’i)) .

e Se uma fungdo \ existe e fornece uma discrepancia na posi¢ao (a, b), com a = j
(mod ) ea+0b < r, considere ag\r’i) o maior inteiro, tal que ag\m) = j (mod 7).

~ . ~ . ~ . .~ 7’7'[
Entao, existe uma funcao que fornece uma discrepancia na posi¢ao <a§\ ), b) , sendo
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aE\r’i) +b < r. A fungio NV ¢ definida como uma funcio que fornece uma dis-
crepancia de valor 1 na posi¢ao (af\r’i), b>. Se estas fungoes nao existem, define-se
AP =0 e

(r,4)

ay zrlré%x{l:lzj (mod )} .

o Além disso, define-se os niumeros alr Z), §D e AUTLD como

CL((:’i) —r4+1-— bgr,i)
j(r,i) _ a(r,i) (mod 7)

(e

by’i) T, r,i
ACiy _ | Ttk 078,00 a0V #G
0, a"? e G.

O préximo lema torna clara a relevancia da definicio de o™? para a decodificacio

dos cédigos AG.

Lema 36 Considere para um cédigo Cqo(D, m@Q) um vetor erro € de peso de Hamming
t < (m—2g9+2)/2=d"(Cq)/2. O espaco de fungoes localizadoras de erros possui uma
base {gblvia(m+29+7*1’i)}, em que l; >0 e 0 <i<-~. Além disso, a funcao localizadora de

erros de menor ordem de polo no ponto () € a funcdao de menor ordem de polo do conjunto

{olm+e.D) }Z:_Ol'

O lema 33 e a definicao 35 sao os dois elementos principais na construcao do algoritmo
de Kotter. Dadas as funcoes 0% e \"9) pode-se determinar as funcoes o"+19 e \+1.7)

aplicando-se o lema 33 a pares de funcoes o™ e A7) em que i e j sdo escolhidos de modo

que aff’ ) = af\r’j ) (mod 7). Para quaisquer 0 < 7,j < ~, existem sempre fungoes o) e

A9 portanto podem ser usados quaisquer pares (a(’* i, )\(T’j)) necessarios. Com relacao
a isso, a observacao importante na construcao de um algoritmo paralelo é que dois pares

diferentes de fungbes nunca possuem uma func¢do em comum (ndo ha essa necessidade).

(r+1,4)

Por fim, as funcoes o sdo obtidas do lema 33 e as funcoes A7) sqo iguais a A7)

ou a um multiplo escalar de o("?.

Lema 37 Considere duas funcées o™% e A"9) | com os valores associados aff’ Z), ag\m) e

AL tais que

al"? =a"  (mod 7).

(e

Pode-se calcular o9 através de

a9 g9y

o) _ A(r+1,z’)¢(7 /'Y)\(r’j)7 o) < ag\r,j)

G+

(asrr,i)_a(h]'))/,y . 1 1 .
Or A o) — ATFLONCHLI) - caso contrdrio
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e \L.9) através de

(ACHLIY L o0 (AL £ ) A ( 9 < el ))

) caso contrdrio.

A1) —

De modo a se obter uma notagao concisa, procede-se novamente associando as funcoes
o) e X9 g polindmios em uma varidvel z. Considere, entao,

bgh i)

. r (r,i)
g (z) = Z al( ) pbo U

=0

(r, 5)
be
5\(7.7]‘) (Z) _ z,r.+1 (T J)+b(7' J) Z )\ r ]) b(T‘ 7) —1

Usando essa notacao, do lema 37 obtém-se o seguinte corolario.

Corolério 38 Considere duas funcoes o™ e X9 com os valores associados a'” af\r 9

e AUTLY) tais que
=a,” (mod 7).
Os polinomios correspondentes 79 (2), X9 (2), a0 (2) e \0+LI)(2) satisfazem as

relagoes
5(r+1,i)(2) _ 5(r,i)<z) . A (r+1,1 /_\ ( )

(A(r+1,i))_125(%&—1,2‘)(2)’ (Al+L 7&0) < i) o (H))

5\(7‘+1,j)(2) — B
29 (2), caso contrdario.

(3.37)

Defina os numeros [; como

L=min{l: (I=i (mod~))A(¢&GqG)}.
O algoritmo de Kotter é, entao, definido como um conjunto de equacgoes recursivas.

Algoritmo 39 (Kotter)
e Inicializacao:

— () =1, para 0 < i < v;

— a5t = —l;, para 0 <1 < 7,

— AL (2) =0, para 0 < j < v;

- af\—l,j) =1l;—, para 0 < j <7.
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e Iteracoes:

1. Calcular
JO0 =l (mod 7); (3.38)
2. Calcular os termos
) 0, e
A(T—l—l,l) = i 1—alh? _(r,4) . (339)
e oy, Saff‘i),r-i-l—aff’ i_,, Caso contrdrio,

1, (A(T+1,i) ” O) A (aE\T’j(T’i)) - a((:,i))

0, caso contrdrio;

5 —

(3.40)

3. Calcular os termos (o quociente 6% /AUTLD ¢ considerado zero se A+1:9)

for igual a zero)

6(r+l,i)(z) 1 _A(T—i—l,i) 6(7",2)(2)
I = , A . I , (3.41)
ACHLIT ) () S JATHLD (1 — 50D 2 AT ()

a1 = (1= §0:9) g9 4 50T 1 (3.42)
ag\r+17j(ﬂi)) _ (1 . (5(7"77,)) ag\ryj(r’i)) + 5(T,’i)a((77‘,i)' (343)

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [35]. m

Teorema 40 O conjunto das equagoes recursivas do algoritmo 39 pode ser usado para
calcular os polinomios 77 (z) e X7 (2), com 0 < i,j < v, para qualquer s > 0. As

fungoes correspondentes o9 e X5V sdo vdlidas na ordem de pdlo s.

Os polinomios A7) (z) usados na (r+1)-ésima iteracdo do algoritmo 39 para atualizar

1

o) mudam na iteracdo seguinte, de acordo com a definicdo de j?. Entretanto, eles
mudam de uma forma bastante regular, como ficard claro no lema seguinte. A regularidade

desta mudanca sera util para a implementacao deste algoritmo em hardware.

Lema 41 Os nimeros j™9 satisfazem a relagdo

j(rJrl,i) _ j(r, (i+1) (mod 7))

O algoritmo 39 possui algumas propriedades interessantes. Os calculos dos v po-
linomios &% (z) na (s + 1)-ésima iteracdo sdo inteiramente independentes entre si e
podem ser implementados em paralelo. Dadas v unidades de processamento similares
capazes de realizar os calculos de 3.38 a 3.43, pode-se obter todos os polindémios 7% em

s+ 1 iteragoes.



3.3. Implementacao de decodificadores 67

A complexidade de qualquer unidade de processamento em uma iteracao é da ordem
de O ((logy(q))?s). Uma vez que é necesséario processar s iteragoes em v unidades de pro-
cessamento, tem-se que a complexidade total para encontrar todos os polindémios (%%
nao ¢ maior que O ((logy(q))?*vs®). Numa implementagao em paralelo, os requisitos de
tempo sao determinados pelos requisitos de tempo de uma tnica unidade de processa-
mento. Se estas unidades de processamento operassem de modo serial, os requisitos de
tempo seriam da ordem de O (s?), portanto essencialmente o mesmo que de um algoritmo
BMA implementado de modo serial, projetado para corrigir s/2 erros em uma palavra

codigo de um codigo de Reed-Solomon.

Rotina de decisao por maioria

O conjunto das equacoes recursivas do algoritmo 39 permite determinar as funcoes o™?
para todo r > 0, desde que seja conhecida toda a matriz de sindromes S. Entretanto,
apenas as entradas de S, ;, com a + b < m sao conhecidas. Em [21], Feng e Rao apresen-
taram um procedimento para determinar iterativamente as entradas desconhecidas S, s,
para a+b > m, a partir da parte conhecida de S, desde que o peso do vetor erro ocorrido
nao excedesse a capacidade de correcao de erros do cédigo.

Uma observagao importante com relagao ao esquema de Feng e Rao é que, pela segunda
propriedade da defini¢ao 29 de uma base padrao, todas as entradas S, 5, com a+b = m+w

e w > 1, podem ser expressas na forma

m+w—1

Sab = Smrwo+ Y e Sig, (3.44)

=0

em que os coeficientes 55“’ ®) o conhecidos e determinados pela curva algébrica utilizada
na definicao dos cédigos. Sao tratados aqui os casos em que w ¢é igual a 1. Os casos em
que w > 1 podem ser tratados iterativamente de maneira similar.

Uma segunda observagao importante é o fato de que o posto da matriz S é igual ao
peso t do vetor erro ocorrido. Para verificar isso, considere M uma matriz com entradas

definidas por M; ; = ¢;(P;). S pode, entao, ser descrita como
S = M diag(e)M ™,

em que diag(€) é a matriz diagonal contendo o vetor € em sua diagonal principal. Observe
que posto(M) = n e posto(diag(€)) = t, portanto o posto de S é igual a t.
De modo a descrever o procedimento de Feng e Rao, é necessario introduzir o conceito

de discrepancia de matriz. Diz-se que S é uma matriz de discrepancias na posigao (a, b)
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se as trés condigoes seguintes forem satisfeitas:

posto(S®?)) = posto(S@ 1Y) 1
= posto(S®tY) 4+ 1
= posto(S@~ 1Dy 1.

Lema 42 O posto de S‘*% ¢ igual ao nimero de discrepincias de matriz nas posicoes
(a', b)), coma <ael <b. Além disso, qualquer coluna ou linha de S contém no mdximo

uma discrepancia de matriz.

As discrepancias fornecidas pelas funcoes do algoritmo 39 e as discrepancias de matriz

sao relacionadas pelo lema que segue.

Lema 43 Considere os dois polinémios 57 (z) e X™(z), sendo j = a"? (mod 7) e

AU+LY L0 Entdo, S possui max {0, 1 (aff’i) — af\r’j))} discrepancias de matriz nas

POSICOES
(agT’i) —ly, r+1—al"? + lfy) . paral=0,1,... ~v* <a§,“> — af\r’j)> — 1. (3.45)
Além disso, S nao possui discrepancias de matriz nas posi¢oes
(a,7+1—a), para a=al? (mod ),
fora as posicoes dadas em 3.45.

Considere que o algoritmo 39 teve m iteracoes processadas. De modo a poder processar
a iteragao seguinte do algoritmo, é necessario conhecer as entradas S, , de S, para a+0b =
m+ 1. A estratégia para determinar S,,+1,¢ e, portanto, todas as S, ;, com a+b =m+1,
é minimizar o posto de S ou, equivalentemente, o nimero de discrepancias de matriz nas
posicoes (a, b), com a +b = m + 1. O lema 43 fornece as ferramentas necessarias para
i8s0.

E provado em [21] que mais da metade das discrepancias de matriz que podem aparecer
na matriz S nas posigoes (a, b), com a+b = r+1 > m, podem ser removidas. Isto é feito
escolhendo 5,41, de modo que a maioria das discrepancias dadas pelas fungoes o) seja
igual a zero. O procedimento proposto comeca pela escolha de uma estimativa S’r+1’0 =0,
que, de acordo com a equacgao 3.44, induz ao mesmo tempo todas as outras estimativas

~

Sab, com a + b =r+ 1. Entao, para todo ¢, tal que alr? ¢ (3, calcula-se os nimeros

r—&-l—a((f’ R

AL _ & | S s, |
A — Sagr, z)’r+1iag’r, ) + Jh Sa((;‘, Z),TJrl*aE,T’ Z)fh (346)
h=1
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Observe que o termo constante nos polindmios 5(’"’i)(z) é sempre igual a 1 quando o
algoritmo 39 é inicializado apropriadamente. Comparando 3.46 com o célculo de A%
em 3.39 e usando a expansao de S, ; nas sindromes .S, o, com 0 < r < a + b, dada em

3.44, pode-se escrever
A(r—i—l,i) _ A(r-l—l,i) o Sr+1,0-

Segue que AU+hi) — Alr+Ld) 4 Sy+1,0 € pode-se utilizar a decisao por maioria para de-

r+1,1) (r+1,4)

rminar S, u iori ja igu zer u
terminar S, o, tal que a maioria dos Al seja igual a zero, em que cada A

¢é contado com multiplicidade max {O, alr D _ aE\r’j )}, de acordo com o lema 43. Este

procedimento é formalizado no algoritmo que segue.

Algoritmo 44 (Ko6tter: Decisao por maioria) :

1. Caleular AT+19 | para todo i em que a"? & G, e considerar D o conjunto dos

nimeros AU+19)

)

2. Encontrar o elemento S € D que fornega o maior numero

Z max {()7 agr,i) . ag\w(r, i))} 7

A+ ) =8
em que cada somatorio € feito sobre os i-ésimos elementos de D que apresentam um

mesmo valor S;

3. Calcular
Sri1,0 = —S e ALY — Al 4 Sri1,0-

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja [35]. =

Teorema 45 Considere todas as entradas S, em S, com a +b < r, e 0s polinomios
") e X9 - com os valores associados a((,r’ D e af\r’j). O algoritmo 44 pode ser usado para

determinar Syi1.9 e ATFLD se
t<(m—29+2)/2=d"(Cq)/2.

O teorema 45 abre a possibilidade de calcular o conjunto ¢, para um r > 0 ar-
bitrario, usando o algoritmo 39, uma vez que qualquer entrada de S pode ser determinada
iterativamente quando necessaria. Para isso, deve-se substituir 3.39 no algoritmo 39 pelo
algoritmo 44.

A complexidade do algoritmo de decisao por maioria é determinado principalmente
pela procura do maximo num conjunto de até v elementos. Isto nao afeta a complexidade

geral do algoritmo de Kotter, que é ainda limitado por O ((log2(q))2 ym?).
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Implementagao

O conjunto das equagoes do algoritmo 39 é similar ao conjunto das equagoes do algo-
ritmo BMS unidimensional. Isto torna possivel projetar uma implementagao baseada em
v copias de um decodificador BMA modificado. Para ilustrar isso, pode-se observar a
implementagao serial do decodificador BMA proposta por Blahut em [6, p. 189].

Na descricao da implementagao do algoritmo de Kotter que segue, sao considerados
os codigos AG definidos sobre curvas de Hermite em corpos de caracteristica 2. As modi-
ficacoes necessarias para implementagao utilizando outras curvas serao discutidas no final
da secao.

Para as curvas de Hermite, tem-se que v = ¢q. No restante do capitulo, sera escrito ~y
se a proposicao for valida para qualquer curva algébrica e ¢ se o valor for especifico para
as curvas de Hermite.

E desejavel que se evite utilizar a matriz S completa. Isto é possivel, uma vez que
apenas as entradas S, o e o conhecimento da curva X sao necessarios para reconstruir
a parte desejada de S a cada passo do algoritmo. Para a curva de Hermite, tem-se o

seguinte lema.

Lema 46 Considere a curva X definida pela equagdo 2.9 (sec¢io 2.2). As entradas S,

da matriz S satisfazem as relacoes

0, (aeG)V(beQq)
Sab =19 Satb,0, (@ (modg))+ (b (modgq)) <gq

)

Sa+b,0 = Satb—q2+1,0, €SO CONTArio.

Defina uma seqiiéncia h(a, b) de periodo 2¢ da forma

1, caso contrério.

ha, b) = { 0, (& (modgq))+ (b (mod q))<gq

O célculo de AU*1L9 1o teorema 40 pode ser reescrito como

r+17a£f’ 2
AT = Z 51(M) (Sr+1—l,0 —h (aﬁf’“, bff’“ - l) Sr—q2+2—l,0) . (3.47)
1=0
Observe que nem todo S,_,2 5 o ¢ definido. Entretanto, se r—g*+2—[ for negativo, entao
h <agr’ Dopimd) l) ou c’rl(r’i) ¢ igual a zero. A equacao 3.47 pode ser implementada pelo
circuito registrador de deslocamento esbocado na figura 3.3.1, em que a chave comutadora

é controlada pela seqiiéncia

h (a(’"’i) bg’"’i) — l) , coml=0,1,... ,bff’i) =r+1—a"",

o
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7[5 5] 5]

é«h Sr410 ‘ S0 ‘ ‘ Sr—qz+2’0‘ ‘
f

Figura 3.1: Circuito registrador de deslocamento para calcular A+,

O mesmo circuito é usado para calcular AT+59 no teorema 45. A tnica diferenga com o
cdlculo de AT+19 ¢ que inicialmente S, o é feito igual a zero.

O lema 41 implica que os polinomios A7) sdo ciclicamente passados entre as unidades
de processamento para o calculo de 7%, A figura 3.3.1 apresenta um esboco de um

21,9 Neste esboco, assume-se

circuito que pode ser usado para calcular os polindmios '
que se conhega S, o, para 0 < a < 2¢—1. O registrador de sindromes nesta implementagao

possui comprimento 2¢ + 1 e € inicializado com a seqiiéncia

{50,07 SQZ—I,O; 526—2,07 ceey Sl,()}‘

A

A

»
r Registrador 1) de ¢ +1 estagios J I ’@‘*

Registrador 6 e ¢ estagios

-+ Registrador de sindromes de 2/ +1 estagios }dj
\

Figura 3.2: Implementacao de um algoritmo tipo Berlekamp-Massey para codigos AG

sobre curvas de Hermite.

Os registradores para os coeficientes de 3% possuem comprimento £ e sdo inicializados

com um simples 1 na posicao mais a esquerda. Os registradores para os coeficientes de
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A7) possuem comprimento £+ 1 e sdo inicializados com zeros. Por simplicidade, assume-
se que o comprimento de todos os registradores é suficiente para armazenar todos os
coeficientes dos polinomios ("% e \9).

Uma iteracdo tipica se inicia pelo calculo de todos os AT +19 Isto requer ¢ ciclos de
relégio. Durante os ¢ ciclos de relégio seguintes, é feita a atualizacdo de %, Ao mesmo
tempo, de acordo com o lema 41, os contetidos dos registradores de A7) sdo substituidos

mi) | por z é realizada simul-

ciclicamente. A multiplicacdo de A7) respectivamente &'
taneamente, uma vez que os registradores A7) possuem comprimento ¢ + 1. De forma
similar a aplicada aos registradores de sindromes de comprimento 2¢+ 1, apds 2¢ ciclos de
relogio, os conteudos dos registradores estao no estado apropriado para iniciar uma nova
iteragao.

De modo a incluir o algoritmo de decisao por maioria do teorema 45, o circuito da
figura 3.3.1 tem de ser alterado como mostrado na figura 3.3.1. Deseja-se determinar os
polinomios @219 com o conhecimento inicial de S, o, para 0 < a < mem < 20 — 1.
O registrador de sindromes ¢ inicializado com todos os S, o € 2¢ —m zeros adicionais, ou

seja, com a seqiiencia

{50,07 07 07' c 07 Sm,(b Sm—1,07' R SI,O}-

A

A

L
r Registrador 2 de 7 +1 estagios ‘J I '—@‘*

-
Registrador G- tde ¢ estagios
. @

L ‘ VN - <« <J
[ ] [ ]
y jlmu jl AL ﬂ
T Decisao

por

maioria
@—AF/ -{ Registrador de sindromes de 2/ + 1 estagios M L

Figura 3.3: Implementacao de um algoritmo tipo Berlekamp-Massey para codigos AG

sobre curvas de Hermite com decisao por maioria.

Durante as primeiras m iteragoes, o circuito trabalha exatamente como o circuito da
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figura 3.3.1. Na (m + 1)-ésima iteracao, o conjunto de Alm+19) ¢ caleulado automatica-
mente, alimentando um dispositivo de decisao por maioria, que calcula e armazena Sy, 11, -

Os A(m+19) sao, entao, modificados de acordo com a equagcao

e a atualizagao é feita como antes. Além disso, o valor correto de S,,+1 o € fornecido
para o calculo de Alm+2,9) quando necessario, alimentando o registrador de sindromes em
seguida.

Os comprimentos dos registradores das implementacoes das figuras 3.3.1 e 3.3.1 sao
escolhidos de modo a simplificar o “timing” do circuito. Por outro lado, sabe-se que as
sindromes S, o sao zero para todo a € G. As custas de um “timing” mais complicado,
pode ser usado um registrador de sindromes menor. Consideragoes similares permitem
utilizar registradores mais curtos para os coeficientes dos polinomios "% e A7),

Os circuitos esbogados descrevem uma implementacao para cdédigos AG definidos so-
bre curvas de Hermite. As diferencas em implementacoes usando outras curvas sao re-
lativamente pequenas. Tem-se uma inicializacao diferente para a1t e af\fl’j ), devido
ao diferente conjunto de lacunas G. A implementagao é também afetada no ntmero de
unidades de processamento paralelo. Difere também o nimero de relagoes necessarias
para descrever a matriz S, dadas as entradas S, ¢, com a > 0. No caso dos cédigos AG
sobre curvas de Hermite, existe apenas uma relacao trivial dada pelo lema 46. No caso
geral, tem-se no maximo y(y —1)/2 (normalmente muito menos) relagoes diferentes entre

as entradas em S, 3.

Exemplo usando cédigo de Hermite

O exemplo apresentado aqui é simples e tem por objetivo apenas ilustrar o funcionamento
do algoritmo de Kotter.

Considere a curva de Hermite dada pela equacao
Xy +y=2a°

de género g = 1, definida sobre o corpo finito 4. Esta curva apresenta o ponto projetivo

) = (0:1:0) no infinito e os 8 pontos afins
P; € {(0,0), (1, a), (a, a), (%, a), (1, a%), (@, ®), (a®, @), (0, 1)}.

Uma observacao importante é que, da forma como ¢ inicializado o algoritmo de Kotter,
todos os polinomios localizadores de erros possuem sempre um termo independente 1.

Portanto, o ponto (0, 0) jamais é solucao do sistema. Deve-se, entao, excluir o ponto
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(0, 0) da definigao do cédigo usado. No caso do cédigo de Hermite, seu comprimento sera
n=q¢ —1.
Escolhendo m = 3, obtém-se o conjunto de lacunas G = {1} e a seguinte base para o

espago de fungoes L(3Q))

B3)={¢o=1,¢2=z,03 = y}.

O c6digo usado Cq(D, 3@Q), entao, possui comprimento 7, dimensdo 3 e distancia minima
4. Sua capacidade de correcao é de apenas 1 erro.

Considere uma palavra recebida v e as as seguintes sindromes calculadas a partir dela

S()O:Oé, 5270:()42 (§ 5’3702042.

)

Estas sindromes correspondem a um vetor erro de peso 1 com erro na posigao (a, «) de
valor ao. A parte conhecida da matriz de sindromes, com a + b < 3, pode ser calculada

usando o lema 46, em que

0, (ae G)V (beq)
Sab = Satb,0, (a (mod2))+ (b (mod 2)) <2

)

Satb,0 — Sat+b—3.0, C€aso contrario.

Obtém-se, entao, a matriz

a 0 o o?
0 0 0 O
S=1a* 0 ?
a> 0 7 7

A tabela 3.3.1 apresenta os resultados intermediarios do processamento do algoritmo
de Kotter sobre esta matriz S.

As 3 primeiras iteragoes do algoritmo foram processadas usando a rotina geral, ja
que eram conhecidos previamente as 3 primeiras sindromes. Para processar a quarta e
ultima iteracao, teve de se usar o esquema de decisao por maioria de modo a determinar
a sindrome Sy, ( desconhecida e, dai, obter os valores das discrepancias A&

Como a$V =1 ¢ G, apenas o A49 =1 foi calculado. Portanto, obteve-se Sy =1
e A%O =0 (0 valor de AW ¢ 0, ja que > e @).

As funcoes ¢™*? sao os polindémios localizadores de erros procurados. Tem-se, entdo,

o sistema
{ ot =2 +1 00 =g, +a :>{ e

oD =az+1 o) =¢3+a Y+ o
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Tabela 3.2: Resultados intermedidrios do processamento do algoritmo de Kotter para o

exemplo da secao 3.3.1.

r a((;: i) Q(Am) o) A Ar+1,0)
1] 0, -3 |2 1] 1, 1 0,00 | [a 0]
0 |[-1,-=2]| [0,1] 1, 1] [@?z, 0] | [0, 0]
1| [0, =1] | [0, 1] 1, 1] [@?2%, 0] | [a?, 0]
2 1, 0] 0, 1] [z + 1, 1] (2?23, 0] | [0, a?]
3 (2, 1] 0, 1] | [az®+ 1, az® +1] | [a?2%, 0] | [0, O]
4 3, 2] 0,1] | [ez®+1, az® +1] | [a®2°, 0] | [?,7]

Observa-se facilmente que o tinico zero deste sistema é o ponto (o, «). O valor do erro é
obtido facilmente por um sistema semelhante ao do calculo das sindromes (transformada

inversa).

3.4 Conclusoes

No presente capitulo, foram apresentadas as principais abordagens na decodificacao dos
cédigos AG, a saber: do algoritmo bésico, do algoritmo de Porter (abordagem do algoritmo
de Euclides), da decodificagao de lista e da decodificacao a decisdo suave. Foi ainda
descrito o estado da arte sobre implementacoes de decodificadores para os cddigos AG,
com uma descricao detalhada do algoritmo de Kétter, principal trabalho nesta area.

O objetivo do presente capitulo foi expor sucintamente as diferentes abordagens de de-
codificagao dos cédigos AG e a questao da implementagao destes decodificadores, de modo
a contextualizar e fundamentar a discussao do algoritmo de decodificagao de O’Sullivan
apresentado no capitulo 5, para o qual é descrita uma nova arquitetura de implementagao
em hardware.

O capitulo que segue aborda a questao da implementacao em hardware de unidades
aritméticas em corpo finito, necesséarias a implementacao do decodificador de O’Sullivan,
uma vez que num processor de codificacdo / decodificacao de cédigos AG, todas as

operacoes sao realizadas em corpo finito.



76

Capitulo 3. Decodificagao de Codigos AG



Capitulo 4

Unidades Aritméticas em Corpo

Finito

Este capitulo é o resultado do estudo, andlise e implementacao em VHDL! de arquiteturas
para unidades aritméticas em corpos finitos de caracteristica 2 [3,45,51,57,73]. Estas
unidades sao a base para a implementagao de sistemas de codificagao / decodificagao de
canal, uma vez que todas as operacoes aritméticas nestes sistemas sao feitas em corpos
finitos de caracteristica 2. A restricao para corpos de caracteristica 2 se deve a natureza
bindaria dos circuitos digitais.

Uma arquitetura para unidades aritméticas em corpo finito pode ser serial ou paralela.
Uma arquitetura paralela produz as saidas a partir de dados de entrada normalmente no
periodo de um unico ciclo de relégio. Sao circuitos tipicamente combinatérios, que fa-
vorecem o tempo de processamento em detrimento da complexidade espacial (recursos
materiais). Por outro lado, uma arquitetura serial utiliza em geral menos recursos ma-
teriais, mas necessita de varios ciclos de relégio para produzir as saidas a partir das
entradas. Como conseqiiéncia, em uma arquitetura serial existem sempre elementos de
memoria, como flip-flops e registradores, o que implica a necessidade de um controle mais
complexo em comparacao com os circuitos paralelos.

Uma vez que o objetivo aqui é produzir uma biblioteca de base para implementacoes
de codificadores e decodificadores de canal, optou-se pela utilizacao exclusiva de arquite-
turas paralelas para unidades aritméticas em corpo finito de modo a responder as altas
exigéncias em poténcia de calculo caracteristicas deste tipo de processamento. Além disso,
buscou-se sempre que possivel arquiteturas que permitissem uma descricao genérica, que
pudesse ser utilizada para qualquer corpo finito Fom, em que m > 2.

Este capitulo descreve as arquiteturas genéricas para operadores de adig¢ao, subtragao,

ITodos os operadores aritméticos foram descritos em VHDL, todavia um operador menos complexo

nao genérico de inversao utilizando o esquema de inversao direta foi descrito em Verilog.
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multiplicacao, divisao e inversao para corpos finitos Fom quaisquer, sendo m um inteiro
positivo, além de apresentar como exemplo arquiteturas para o caso particular do corpo
Fy6, que foram utilizadas na implementacao da arquitetura descrita no capitulo seguinte.

Para facilitar o acesso do leitor a discussao das arquiteturas para unidades aritméticas
em corpo finito apresentada neste capitulo, o apéndice A apresenta de forma resumida
conceitos basicos da algebra de corpos finitos necesséarios ao entendimento desta discussao

e dos esquemas de codificagao e decodificacao, objetos principais deste trabalho.

4.1 Operadores de adicao e subtracao

Considere um corpo finito Fom e uma base {7, 71, ..., ¥m_1} para este corpo. A operagao
de adicao de dois elementos A, B € Fom, em que A = agy + @171 + - + Qpp1Vm—1 €
B = Govo+ b1 + - + Boo1Ym—1, € feita simplesmente pela adi¢ao de seus coeficientes

um a um. Em outras palavras,

A4+ B = (ag+ Bo)v+ (ca+ Bi)y + -+ (a1 + Br—1)Ym—1. (4.1)

sendo «y, §; € Fy.

A adicao de elementos em 'y obedece a tabela da verdade descrita na tabela 4.1. Esta
logica pode ser implementada por uma tinica porta XOR. Conseqlientemente, a adicao de
A e B (cf. (4.1)) pode ser implementada por um conjunto de m portas XOR, segundo a
figura 4.1.

o
= OO
S ==

Tabela 4.1: Tabela da verdade relativa a operacao de adicao no corpo finito Fs.

ay Bo a; By Q1 Bt

ap+ B ar+ 5 Q1+ Bt

m portas XOR

Figura 4.1: Arquitetura para um operador de adi¢ao de dois elementos A e B em Fon.

A figura 4.2 apresenta o moédulo GFADD, operador de adi¢ao para o caso particular
de Fy4, que foi utilizado na implementacao da arquitetura do decodificador proposta no

capitulo 5.
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Module GFAdd

o
A A :jD* B
[ag a1 vy o) ay :ji > - I s
B ] b [0 7 72 7]
[Bo 51 B2 35 ay o
P @A ”

p: 13
d.’!

Figura 4.2: Arquitetura para o médulo GFADD, operador de adigao de dois elementos A
e B para o caso particular de g, que foi utilizado na implementacao da arquitetura do

decodificador proposta no capitulo 5.

No que diz respeito a operacao de subtracao em corpos finitos de caracteristica 2, elas
sao equivalentes a operacao de adicao, uma vez que a inversa aditiva de um elemento

a € Fym é ele mesmo, ou seja, —a = a (¢f. apéndice A).

4.2 Operador de multiplicacao

A operacao de multiplicagdo é a mais explorada no que se refere ao desenvolvimento de
arquiteturas para unidades aritméticas em corpos finitos. Além disso, esta operacao é ha-
bitualmente considerada predominante na determinacao da complexidade algoritmica dos
decodificadores. Na verdade, esta complexidade é normalmente indicada como o nimero
de multiplicacoes efetuadas pelo algoritmo necessarias para a obtengao do resultado de-
sejado.

As arquiteturas para multiplicacao em corpos finitos encontradas na literatura podem
ser classificadas em trés categorias, segundo a base utilizada para representar os elementos

do corpo finito:
e Multiplicadores de base canonica;
e Multiplicadores de base normal;
e Multiplicadores de base dual.

No que se refere aos circuitos multiplicadores paralelos, algumas arquiteturas foram
propostas recentemente [27,45,51,57,75,78]. Para escolher a arquitetura a implementar,
foram levadas em consideragao a compleridade material (nimero total de portas) e o
caminho critico (nimero maximo de portas a serem percorridas pelos dados de entrada)
do circuito. Além disso, foi considerada ainda a eventual necessidade de introduzir etapas
de conversao de base, por exemplo caso sejam adotados circuitos inversores ou divisores

de uma base diferente a utilizada pelo multiplicador. Observando todos estes fatores,
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optamos por adotar o multiplicador paralelo de base canonica de Mastrovito, que consiste
numa paraleliza¢ao do multiplicador serial MSR (do inglés modified shift register) proposto
também por ele [27,45,78].

4.2.1 Multiplicador de Mastrovito

Considere um corpo finito Fom gerado por um polindémio primitivo P(x) = py + p1x +

o+ + ppo12™ ! 4+ 2™ e uma base canonica para este corpo finito. Considere A(z) =

Qg+ + o+ ay 2™ e B(r) = 6o+ fix+ -+ Bruo12™ ! dois elementos de Fom.
Considere C(x) =9 + 712 + -+ + Ym_12™ ! 0 produto de A(x) e B(z), tal que

C(z) = A(z)B(z) mod P(x)
= [BoA(z) + BizA(x) + -+ - + Br12™ 'A(z)]  mod P(z)
— 5o[A(z) mod P(x)] + B [zA(x) mod P(@)] + -
+ B [2™ T A(z)  mod P(z)]. (4.2)

Defina agora os polinomios

Zi(z) = 2/ A(x) mod P(z)

m—1
=Y fir' j=0,1,....m—1, (4.3)
i=0
em que f; ;z° € Fy. Conseqiientemente, pode-se escrever (4.2) como sendo

C(x) = BoZo(x) + 51 Z1(x) + -+ + Bn1Zm—1 ().

Em notacao matricial, obtém-se

70 fo,o f0,1 s fO,mfl Bo
O— ”Y.1 _ fl‘,o f1',1 ' fl,r'nfl 5.1 B (4.4)
Ym—1 fm—l,O fm—l,l e fm—l,m—l 6m—1

Denota-se por Z a matriz de produto, que depende unicamente do polinémio A(z) e do

polinémio gerador P(z).
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Para obter os coeficientes f; j, considere inicialmente a matriz de redugdao () dada por

™ 1
Ierl T
mod P(z) =Q =
w?m—Q a:m—l
70,0 Qo1 Qom—1 1
q1,0 q11 T q1,m—1 T
-1
Gm—2,0 Gm-21 " gm—-2m—1 ™

Mostra-se que os coeficientes f; ; de Z (cf. 4.4) sdo dados pelas equagoes

fi70:ai, i:O,l,...,m—l, (45)
(&
7j—1
fii=o0li— o+ Y gaimay, i=0,...m—1j=1...m-1 (46)
t=0

em que o(k) é a funcao grau definida por

1, k>0
o(k) = ’ -
0, k<0

4.2.2 Realizacao do multiplicador de Mastrovito

Pode-se dizer que o produto C(x) = A(z)B(z) implementado pelo multiplicador de Mas-
trovito é realizado por dois subsistemas (cf. figure 4.3). O primeiro subsistema, chamado
rede f, calcula cada coeficiente f;; a partir dos coeficientes a; de A(x) e p; de P(x). O
segundo subsistema, chamado rede IP, calcula cada bit v; de C(z) através do produto
interno (cf. (4.4))

Yi = Bofio+ Bifin+ -+ Bmifim-1, 1=0,1,....m—1. (4.7)

Uma rede IP consiste num conjunto de m células idénticas, nas quais m portas AND
e uma arvore de portas XOR (soma de produtos) realizam o produto interno descrito em
(4.7) (cf. figura 4.4).

No que concerne a rede f, da defini¢ao dos coeficientes f; ;, observa-se que cada coluna
da matriz Z corresponde aos coeficientes de 27 A(x) mod P(x) (cf. (4.3) e (4.4)). Na
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i g

LFFLQ@FFA Célula TP Hw ~

’JJE“E%LL‘ ‘ Célula IP

Rede f Rede IP

Célula IP H—= 7

"7

™ Tm-1

Figura 4.3: Arquitetura geral para um operador paralelo de multiplicacao de dois elemen-

tos A e B em Fym, conhecido como multiplicador de Mastrovito.

Figura 4.4: Arquitetura geral para células IP utilizadas no multiplicador paralelo de

Mastrovito para multiplicagao de dois elementos A e B em Fom.
coluna j = 0, observa-se os coeficientes de A(z). Em j = 1, obtém-se

zA(z) mod P(z) = (zag+ zcq + -+ + 2™ o + 2" p1)  mod P(x)
= (zap + 2?1 + - + 2" w2) + Aoy (L+apr+ -+ 2" )

m—1

= Q-1+ Z 2’ (Qm—1pi + viz1) .

i=1
Portanto, os coeficientes de xA(z) mod P(z) sdo obtidos por uma cadeia, chamada célula
a, de portas XOR interligadas segundo o polinémio P(z) utilizado: uma porta XOR as-
sociada a cada ocorréncia de um bit p; = 1 para realizar a adi¢ao a,,,_1 +a;_1. Observa-se
que todos os coeficientes de 27 A(z) mod P(z) sdo obtidos da mesma forma, uma vez que
7?A(x) mod P(x) = z(xA(z) mod P(x)) mod P(z), e assim por diante. Conseqiiente-
mente, uma rede f pode ser realizada por arranjo de m — 1 células « (cf. figura 4.5).
O multiplicador de Mastrovito descrito apresenta uma complexidade material C'y; que

depende diretamente do polinémio gerador P(x) adotado e obedece os limitantes
2m? —1 < Oy < 3m?* —3m + 1, (4.8)

em que a complexidade da rede IP é sempre m(2m — 1) e a complexidade devida a rede
f variade m —1a (m —1)(m — 1), de acordo com P(z).
O comprimento do caminho critico Lo depende também de P(x) e obedece os limi-

tantes
2 + [logam] < Lo < m + [logam], (4.9)
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o«

1 Q-1

Célula o

%0 01 Om-1

1o

1T1 :

o lm2 li—1 .
T . T T 1o 1y Im—1
o
m? pa? Pn—1?
01 02 °*T OB % 9 Om-1

90

Figura 4.5: Arquitetura geral para células a utilizadas no multiplicador paralelo de Mas-
trovito para multiplicacao de dois elementos A e B em Fyn. Cada adicao é implementada

segundo os coeficientes do polinoémio gerador P(z) (p; = 1 ou 0).

em que o caminho critico da rede IP é sempre igual a 1 + [logsm| e o comprimento do
caminho critico devido a rede f varia de 1 a m — 1.

Eventualmente, algumas saidas da rede f sao iguais. Mastrovito considerou este fato e
eliminou os elementos que geravam saidas repetidas. Contudo, uma vez que optou-se por
descrever genericamente as unidades aritméticas, ou seja, uma vez que optou-se por obter
codigos VHDL que implementam qualquer corpo Fom dado m como parametro de projeto,
nao se pode tomar proveito dessas otimizagoes. Por esta razao, o limite inferior de (4.8)
e o limite superior de (4.9) diferem algumas vezes dos limites apresentados originalmente
por Mastrovito em [45]. Apesar disso, este mesmo procedimento de otimizagao pode ser
facilmente adotado para gerar operadores menos complexos para casos particulares de
Fom.

A figura 4.6 apresenta o médulo GFMULTIPLY, operador de multiplicacao para o caso
particular de Fy4, que foi utilizado na implementacao da arquitetura do decodificador
proposta no capitulo 5. Pode-se identificar a esquerda do circuito 3 portas XOR que
representam a rede f do circuito. A rede IP consiste nos 4 circuitos de soma de produtos
a direita.

Observe que o desempenho e a complexidade do multiplicador descrito dependem

fortemente da escolha de P(z). Mostra-se em [27]| que os trinomios
2"+ 2"+ 1
e os polinomios igualmente espacados
e N A

proporcionam os melhores desempenhos e menores complexidades do multiplicador de

Mastrovito. Infelizmente, estes polinomios s6 existem para alguns corpos finitos.
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Module GFMultiply

Bo ﬂx B2 3

A |
lag ay g as) |
Qo M
ay | S
ay
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[70 M V2 '7:(]

B
[Bo B1 B2 5]

]
=) >~ | "
]

Figura 4.6: Arquitetura para o médulo GFMULTIPLY, operador de multiplicagao de dois
elementos A e B para o caso particular de Fig, que foi utilizado na implementacao da

arquitetura do decodificador proposta no capitulo 5.

O apéndice D apresenta polinomios primitivos de peso minimo para 2 < m < 202, que
podem ser usados como polinomios P(z) no projeto de multiplicadores. Estes polinomios

proporcionam bons resultados em termos de complexidade e desempenho.

4.3 Operador de divisao

A operacao de divisao de um elemento o por um elemento # em um corpo finito Fom é
habitualmente visto como uma multiplicacao de « pelo inverso multiplicativo de 3 (este

inverso multiplicativo é tinico), ou seja,

o -1
—=af . 4.10
3 (4.10)
Materialmente, a operacao de divisao ¢ realizada sob a forma de (4.10).

A operacao de inversao em um corpo finito constitui uma tarefa relativamente com-
plexa. Em geral, ela é restrita as aplicacoes de codificacao de canal, nas quais os corpos

finitos utilizados sao pequenos.
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4.4 Operador de inversao

Considere um corpo finito Fom. A implementacao da operacao de inversao de um elemento

a € Fom é habitualmente realizada tomando-se proveito da seguinte propriedade:

at=a¥"2 (4.11)

Observa-se na literatura algumas arquiteturas baseadas no resultado apontado por
(4.11) [45,51]. A este tipo de operador déd-se o nome de inversor por exrponenciacao.
O inversor por exponenciacao apresenta alta complexidade algoritmica, uma vez que ele
normalmente faz uso de cadeias em seqiiéncia de multiplicadores.

Uma inversao otimizada, de complexidade relativamente baixa, pode ser obtida pela
chamada wnversao direta. Entretanto, esta arquitetura nao apresenta estrutura regular e
s pode ser descrita para um corpo finito especifico, ou seja, ela nao pode ser codificada
genericamente, para qualquer m, como no caso do multiplicador de Mastrovito.

Observou-se, contudo, que o VHDL, linguagem adotada para implementacao de todo
o projeto, nao permite implementar diferentes versoes do inversor direto para uma tnica
entidade GFINVERT e escolher qual versao utilizar baseado num parametro constante
m. Esta impossibilidade deve-se diretamente a incompatibilidade do ntimero de bits das
portas de entrada e saida da entidade, parametrizado por m, com as diferentes imple-
mentagoes do inversor direto, que apresentam diferentes nimeros de bits. Uma solugao
para este problema foi a adocao do Verilog em lugar do VHDL para a implementacao do
inversor direto para alguns casos mais usados. O Verilog apresenta diretivas de compilagao
“ifdef que permitem selecionar a parte do cédigo a ser compilada e sintetizada.

A proxima secao descreve o inversor por exponenciacao, implementado como caso
genérico. Em seguida, ¢ descrito o inversor direto, implementado para alguns valores

mais utilizados de m.

4.4.1 Inversor por exponenciacao

De (4.11), conclui-se que a operagao de inversao a~! é equivalente & exponenciagao pelo
expoente 2™ — 2. A representagao bindria de um inteiro 2™ —1é [1 1 ... 1] (vetor de m

bits '1’). Em outras palavras,

2m_1:20+21_|_22++2m71:>
2" —2=24224 ... 42"
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Portanto, considerando (4.11),

at=(..(((ae)a)*a)?...a) (4.12)

em que « aparece m — 1 vezes.
Por (4.12), a inversa de « pode ser realizada por uma cadeia de quadrados e multi-

plicagoes (cf. figure 4.7).

Figura 4.7: Arquitetura geral para um operador de inversao de um elemento o em Fom,

conhecido como inversor por exponenciacao.

A operacao de quadrado (x)? foi implementada na forma de uma simples multiplicagao
de um elemento por ele mesmo. Existem arquiteturas para a operacao quadrado para
alguns casos particulares, entretanto a tnica razao para implementar um inversor por ex-
ponenciacao, que apresenta alta complexidade, como ja foi afirmado, é de fazé-lo genérico
para que sirva como opg¢ao ao inversor direto, que apresenta complexidade menor e é

descrito a seguir.

4.4.2 Inversor direto

Considere a matriz de produto Z de (4.4), derivada do elemento A € Fym. Observe que a
primeira coluna de Z é composta pelos coeficientes de A.

A matriz Z é inversivel. Sua inversa Z ! corresponde & operacao de multiplicacao pelo
elemento A~! e conseqiientemente apresenta na primeira coluna os coeficientes de A",
Portanto, encontrando-se a primeira coluna a esquerda de Z~!, encontra-se as equacoes
booleanas pelas quais calcula-se A~!, uma equacao para cada bit de A=1.

O inversor direto apresenta complexidade material relativamente baixa, contudo tam-
bém apresenta baixa regularidade. Ele consiste na realizacao das m equagoes booleanas
(uma para cada bit de A~') obtidas pela inversao de Z considerando o elemento A uma
incognita. Estas equacOes booleanas sao sempre do tipo «;...a; @ -+ @ ... (cf.
figura 4.8), e, sendo «; € Fy os coeficientes de A e 0 < i, 7, u,v < m — 1.

A figura 4.9 apresenta o modulo GFINVERT, operador de inversao direta para o caso
de Fy4, que foi utilizado na implementacao da arquitetura do decodificador proposta no
capitulo 5.

A inversao da matriz Z necessaria para determinacao das equacoes booleanas que im-

plementam a operacao A~! foi realizada com o uso da ferramenta Macaulay 2, que suporta
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-1

Qy

Figura 4.8: Arquitetura geral para um operador de inversao de um elemento A em Fom,
conhecido como inversor direto. Ela consiste basicamente numa cadeia de m somas de

produtos.

célculos da geometria algébrica e da dlgebra comutativa (c¢f. http://www.math.uiuc.edu/

macaulay2).

4.5 Conclusoes

O presente capitulo descreveu as arquiteturas adotadas para as unidades aritméticas em
corpo finito de caracteristica 2. Foram descritas arquiteturas para operadores de adigao,
multiplicacao, divisao e inversao, adaptadas a qualquer corpo finito Fom, em que m > 2.

Estas unidades aritméticas sao necessdarias para implementacoes de sistemas de codi-
ficagao / decodificagao de canal. Desta forma, este trabalho teve por objetivo produzir
uma biblioteca de unidades aritméticas de base para implementacoes de codificadores e
decodificadores de canal. Optou-se pela utilizacao exclusiva de arquiteturas paralelas para
as unidades aritméticas de modo a responder as altas exigéncias em poténcia de célculo
caracteristicas dos decodificadores para coédigos AG. Além disso, buscou-se sempre que
possivel arquiteturas que permitissem uma descrigao genérica, que pudesse ser utilizada
para qualquer corpo finito Fom.

A arquitetura escolhida para uma descricao genérica do operador de multiplicacao foi
o multiplicador paralelo de Mastrovito [45]. O multiplicador descrito difere ligeiramente
da proposta original de Mastrovito. Ele apresenta complexidade e caminho critico que
podem ser ligeiramente maiores que no multiplicador original. Mastrovito considera o
fato de que algumas saidas da rede f sao eventualmente iguais e elimina os elementos
que geram saidas repetidas. No multiplicador descrito aqui, optou-se por obter cddigos

VHDL que implementam qualquer corpo Fom dado m como parametro de projeto, nao se
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Module GFInvert
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Figura 4.9: Arquitetura para o médulo GFINVERT, operador de inversao direta de um
elemento A para o caso de Fig, que foi utilizado na implementacao da arquitetura do

decodificador proposta no capitulo 5.

podendo tomar proveito dessas otimizacgoes. Apesar disso, este mesmo procedimento de
otimizacao pode ser facilmente adotado para gerar operadores menos complexos para casos
particulares de Fom. Esta descricao genérica para o multiplicador, de custo eventualmente
mais alto (nado sempre), mas de sintese automadtica, constitui uma alternativa a solugao
ad hoc de Mastrovito, de custo algumas vezes mais baixo, mas que exige uma concepgao
caso a caso.

O operador de inversao escolhido para uma descrigao genérica foi o inversor por ex-
ponenciagao proposto por Mastrovito em [45]. Este inversor apresenta alta complexidade
e foi adotado apenas como op¢ao ao chamado inversor direto. O inversor direto, por sua
vez, apresenta complexidade relativamente pequena, mas nao pode ser descrito de forma
genérica. Ele foi descrito em Verilog para os casos particulares de corpos finitos Fom, em
que 2 < m < 10.

O apéndice D fornece alguns polinomios primitivos de peso minimo a serem utili-
zados como polinomios geradores na definicao dos parametros de projeto das unidades
aritméticas implementadas.

O capitulo seguinte apresenta o algoritmo de decodificagao de O’Sullivan para c6digos

de Hermite. Em seguida, ele descreve uma nova arquitetura para este decodificador.



Capitulo 5

Decodificador de O’Sullivan

O algoritmo de decodificagao de codigos AG de O’Sullivan proposto inicialmente em 1995
baseia-se na solucao de uma equacao chave, constituindo a segunda abordagem de deco-
dificacao (cf. secao 3.2.5) [48]. Esta primeira versao do algoritmo trata iterativamente um
conjunto de fungoes localizadoras de erros, solugoes para uma equacao chave. Em 2000,
O’Sullivan propos uma versao melhorada deste algoritmo, que trata iterativamente nao
apenas fungoes localizadoras, mas também fungoes avaliadoras de erros [49]. Esta abor-
dagem proporciona uma forma mais simples de determinar os valores dos erros ocorridos.

O presente capitulo apresenta o trabalho realizado de estudo, desenvolvimento e im-
plementagao de uma arquitetura para o decodificador de O’Sullivan proposto em [49]. A
primeira se¢ao descreve sumariamente o algoritmo de O’Sullivan. Nas secoes seguintes,
sao descritos uma nova arquitetura para este algoritmo, assim como os aspectos relativos

a implementacgao realizada.

5.1 Algoritmo

Um processo completo de decodificacao utilizando o algoritmo de O’Sullivan inclui as

seguintes tarefas (cf. figure 5.1):

-,

a) Calculo das sindromes (vetor S) a partir do vetor recebido e da matriz de paridade do

c6digo, como descrito na secao B.1.4;

b) Determinagdo dos polinomios avaliadores ¢ e localizadores f de erros (esta etapa

constitui usualmente o algoritmo de decodificagdo propriamente dito);

c) Determinagao do vetor de erros € a partir dos polinomios avaliadores e localizadores

de erros;

89
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d) Correcao do vetor recebido, que consiste basicamente em subtrair deste vetor o vetor

erro obtido das etapas anteriores;

e) Mapeamento do vetor corrigido ¢ no vetor de informagao i correspondente.

Correcao do

vetor recebido

(d)

sﬁ’xlxb. Célculo das g Algoritmo de I Célculo do Mapeamento

v Sindromes Decodificagao vetor € + c—1i i
pl 2pl n n k
(a) simb. (b) sfmb. (c) sfmb. simb. (e) simb.

n
simb.

Figura 5.1: Esquema completo de decodificacdo baseado na abordagem proposta por
O’Sullivan [49]. Considera-se um cédigo de bloco (n, k). O comprimento pl de um po-
linomio é igual ao niimero maximo de iteragoes necessarias para processar a decodificagao

mais 1.

O algoritmo proposto por O’Sullivan em [49] concerne unicamente a tarefa (b) na
figura 5.1. Em geral, os algoritmos de decodificacao propostos sao restritos a tarefa de
determinacao das posicoes de ocorréncia dos erros, considerada o nicleo de um processo
de decodificagao de codigos de bloco (cf. secao 3.1). As demais tarefas sao consideradas
problemas de solucoes conhecidas. Da mesma forma, a arquitetura para este decodifi-
cador apresentada neste capitulo corresponde estritamente ao algoritmo de O’Sullivan e,
portanto, a tarefa (b) da figura 5.1.

2 ¢ r é um inteiro positivo. Na prética,

Considere um corpo finito F,, no qual ¢ = r
para uma implementagao em hardware, considera-se sempre r como sendo uma poténcia
de 2, de modo que F, seja um corpo de caracteristica 2. A necessidade por corpos finitos
de caracteristica 2 deve-se a natureza binaria dos circuitos digitais.

Considere um cédigo de Hermite de comprimento n definido pela curva de Hermite

"1 de género g, como descrito na secao 2.2. Considere

dada pela equacao y" +y = =
Py, ..., P, os 3 pontos racionais da curva e ) o tinico ponto no infinito no plano projetivo.
Considere A o conjunto das anti-lacunas em Q (cf. (2.13)) e 0 = 2" y**) ym monomio

associado a uma ordem de pdlo k = p(k)r + v(k)(r +1) em Q.

Se R=F,[z,y]/(y"+y=2""") é um anel de polindmios com pélos unicamente nos

pontos da curva, uma sindrome S(f) de uma funcao f = fp_160p,—1+---+ fibh + fo € R
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qualquer é calculada da forma

S(f) = uf(Py)

n pl—1
= w Y [:6:i(Py)
k=1 =0
pl—1 n
= Z fi Z v (Py)
i=0 k=1
pl—1 .
=> 8 (5.1)
i=0

em que v é o vetor recebido. Observe que S = > i vkl;(Py) constitui a defini¢do conven-
cional do vetor de sindromes calculadas a partir do vetor recebido apresentada na se¢ao
B.1.4.

O célculo iterativo dos polinomios localizadores e avaliadores de erros pelo algoritmo
de O’Sullivan é baseado na solugdo de uma equagao chave (cf. (5.2)) derivada de uma

série de sindromes h, definida por

emque0<i<r, j>0es;=25(z"y) é uma sindrome calculada por (5.1) considerando
f=a'y.

O nicleo do algoritmo de O’Sullivan é o corolario 3.11 de [49] que determina que f é
uma fungao localizadora de erros (fungao que possui zeros nos pontos correspondentes as
posic¢oes do vetor recebido em que os erros aconteceram) se e s6 se fh, € R. Com base
neste resultado, o algoritmo procura iterativamente pares de fungoes f,¢ € R (fungoes

localizadoras e avaliadoras de erros, respectivamente) que satisfazem a equacao chave

Fhe = ¢, (5.2)

A cada iteracao, o algoritmo incrementa a dimensao do espaco de busca por funcoes e
verifica se os pares de funcdes produzidos na tltima iteracio f e ¢ (um ponto sobre
uma funcao indica que ela foi produzida na 1dltima iteracao) satisfazem ainda a equagao
chave (5.2). Se um par f e ¢ ndo mais satisfaz (5.2), um novo par de funcoes f e ¢ é
calculado a partir de f e gf) e de funcoes auxiliares g e . Estas fungoes auxiliares sao
na verdade funcgoes f e ¢, respectivamente, que nao satisfizeram a equacao chave numa
iteracao precedente. Elas sao uteis porque representam o espaco ortogonal ao de busca

das fungoes desejadas. A atualizagao das fungoes, de modo que elas passem a satisfazer
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(5.2), constitui o terceiro passo do algoritmo de O’Sullivan (algoritmo 47 descrito nos
proximos paragrafos).

Da proposigao 4.1 em [49], o vetor de erros € pode ser determinado pela equagao
(P), (5.3)

em que f denota a derivada primeira de f em relacdo a x, ou seja, df /dz. Esta derivada
sobre corpos finitos de caracteristica 2 é calculada seguindo as regras normais de aplicagao
da derivada e considerando que da*/dz = 0 se k for par e dz*/dz = 2*~! se k for fmpar.

Além disso, da curva de Hermite tem-se que

Ay +y)/dz = d(z™)/dz =
dy/dx = z",

ja que r como poténcia de 2 é sempre um nimero par.

Apés um nimero suficiente de iteragoes (it,,q.), garante-se que entre as fungdes loca-
. . . . ~ / ~
lizadoras fornecidas pelo algoritmo existe ao menos uma funcao f tal que f nao se anula
num ponto associado a uma posicao de um erro. Desta forma, a determinacao do vetor
erro € a partir das fungoes f e ¢ fornecidas pelo algoritmo (tarefa (c) na figura 5.1) é feita

da seguinte forma:

1. Avaliacao das funcoes f para determinar quais as possiveis posicoes de ocorréncias

dos erros (posigoes associadas aos zeros das fungoes);

. ~ . . . / . ~
2. Determinagao das derivadas primeiras f (materialmente, esta tarefa nao apresenta

qualquer complexidade para corpos finitos de caracteristica 2);

K

3. Avaliacao das funcoes %, para cada par f e ¢, nos pontos em que f se anula, mas

~

! ~
f nao se anula;

4. Os coeficientes e; do vetor erro € consistem na uniao dos resultados obtidos para

cada par f e ¢.

O algoritmo 47 descrito a seguir apresenta o algoritmo de decodificacao de O’Sullivan.
Numa iteragao it, denota-se por «, 3 € F, valores de sindromes de fungoes (cf. (5.1)), por
o, 6 C A conjuntos de parametros de controle (veja paragrafo seguinte), e por f, g, ¢, ¥ €
R as funcoes localizadoras e avaliadoras de erros e suas respectivas funcoes auxiliares.

Considere aqui f € R uma funcao que nao satisfaz a equagao chave e, portanto, nao

localiza os erros ocorridos. Defina

span(f) = min{—vo(g) : S(fg) # 0}
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como a menor ordem de pélo de uma funcao g qualquer, tal que S(fg) # 0, e

fail(f) = —vq(f) + span(f)

como a menor ordem de polo de uma funcao qualquer, maior ou igual que a ordem de
polo de f, cuja sindrome seja nao nula.

Numa dada iteracao it, define-se um conjunto ¥; na forma
Y ={-vo(f) € A:fail(f) > it}

como sendo uma particao do conjunto A cujas fungdes que possuem estas ordens de pdlo
em () apresentam fail(f) > it. Em outras palavras, ¥; constitui um conjunto de ordens
de pdlo de funcoes f, tal que as menores ordens de pélo das func¢oes multiplas de f nao
localizadoras de erros sao maiores que t.

Define-se ainda um conjunto A; na forma
A;; = {span(g) € A : fail(g) < it}

como sendo outra particdo de A cujas fungdes g que apresentam estes valores de span(g)
apresentam fail(g) < it. Em outras palavras, A; constitui o conjunto dos span(g), tal
que as menores ordens de polo das funcoes multiplas de g nao localizadoras de erros sao
menores ou iguais a .

Os conjuntos ¥;; e A;; particionam o conjunto de anti-lacunas A, ou seja,
Ajp = A D By

Os conjuntos ¢ e d consistem em minimos e maximos de X e A, respectivamente, segundo
uma ordenacao parcial denotada por <, em que a < bse b—a € A (¢f. [49]). Em uma
iteracao it, a cada funcao localizadora de erros f esta associado um elemento de o, que
representa a ordem de polo desta funcao. Ja os elementos de § correspondem as ordens
de pdlo de cada uma das fungoes auxiliares g numa dada iteracao it.

A cada iteracdo, sindromes a = S(f) sdo calculadas. Com base nos valores destas
sindromes, os parametros de controle o e § sao atualizados. Em seguida, utilizando os
novos parametros de controle, as fungoes f, g, ¢ e 1 sao atualizadas.

Denota-se por f a parte R de f, ou seja, a funcao f excluindo-se os termos 6; nos
quais ¢ é uma lacuna. No algoritmo 47, as fungdes max{x} e min{x} correspondem aos

maximos e minimos com relagao a ordenacao parcial <.

Algoritmo 47 (Decodificador de O’Sullivan)

Entradas:
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e O vetor de sindromes S = [S(0n—rk) - S(bo)] do vetor recebido U, em que 0; sdo as fungoes de base
do espago ortogonal ao cddigo. FEste vetor € obtido pelo produto de U pela matriz de paridade do

codigo. S(0;) =0 se i € uma lacuna.
Saidas:

o As funcoes f e ¢ localizadoras e avaliadoras de erros, respectivamente.

Inicializacao:
o it=—1;

e o1 ={0};
e f(0)=1;

e ¢$(0)=0.

<<< Passo 1: Cdélculo das sindromes a = S(f) >>>

e Incrementar it = it + 1. Se it > ityay, encerrar o algoritmo;
e Salvar os valores obtidos na ltima iteracio f = f, p=¢, g=g, v =1, B=03,0=10, 6 =0;

—~

e Para cada s € &, calcular os) = S(f0i_s). Se S(0i) (necessirio a cada iteragio) nio estd
disponivel, calcular S(f@it_s — 0;1) e empregar o algoritmo de decisao por maioria para determinar

S(0ir). Em seguida, calcular a(s) = S(f-ﬂit,s —0it) + S(0it).

e O algoritmo de decisdo por maioria consiste em se calcular o conjunto I’ = N (it — E) e, para cada
a € T, encontrar um s € ¢ tal que s < a. Em seguida, escolher € F,2 tal que g = 64 —|—Cf'(s)9it,s
apresenta grau menor que it. O wvalor de S(0;) consiste na maioria dos valores S(g) calculados

por cada s escolhido.

<<< Passo 2 : Determinacao dos parametros de controle >>>
e Calcular § = {it—s:seq,it—se A et a(s)#0};
e Calcular § = max{d U};

e Calcular o = min{t : fc € § with t < c}.

<<< Passo 3 : Atualizagao das fungoes >>>

e Para cada c € 0, fazer

B g(c){ g'ﬂc), siced,

flit —¢), autrement;

B w(C)Z{ 1/1(0), sic€Ed,

(it — ¢), autrement,
(

; ), siceo,

a(it — ¢), autrement,
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e Para cadat € o, encontrar s € & e a € A tais que s +a = t. Denota-se por ¢ a funcio constituida

pelos termos de ¢ com wvalorizagao discreta mdzima it —t — 2g + 1.

— Se it —t é uma lacuna, calcular
* f(t) f(S)ea;
* ¢(t) = qzlﬁ(s)ea + a(8)b2g-1-(it—1);

— Seit—t é uma anti-lacuna e a(s) # 0, encontrarc € § eb € A tais que c—s = it—t. Seit—t

€ uma anti-lacuna e a(s) = 0, entdo t = s e pode-se escolher b e ¢ quaisquer. Considerando

v =a(s)/3(c), calcular

£ f(t) = f(5)0a —7g(c)0b:
£ B(t) = ¢(5)0a — 11(c)0s;

5.1.1 Exemplo

Considere como exemplo um codigo de Hermite (64, 54) corretor de 2 erros, definido por
uma curva de Hermite y* + y = 2° de género g = 6 sobre Fyg, portanto de parametros
r=4em =59. Esta curva apresenta 64 pontos racionais mais um ponto ) no infinito
do plano projetivo, razao pela qual o cédigo apresenta um comprimento n = 64. Este
codigo (64,54) é definido por um espago de fungdes L(59Q)). O espago ortogonal a este
c6digo, utilizado na decodificagao, é o espaco L((r® +1? —r —2 —m)Q) = L(15Q). Este
cédigo apresenta um conjunto de lacunas {1,2,3,6,7,11} de 6 elementos. Ele apresenta
uma matriz de paridade de 10 linhas e, portanto, possui 10 sindromes a calcular a partir
do vetor recebido.

Considere um vetor recebido v ao qual foram adicionados erros de valor:

e o’ na posicao associada ao ponto (a8, a?);

3

e ¢ a3 na posicio associada ao ponto (a’, a'?).

Desta forma, é obtido o vetor de sindromes

S=la1a®a®0a?a’a*00a"a” 000 a]
que apresenta 10 sindromes calculadas a partir de ¢ nas posicoes das anti-lacunas e zeros
nas posicoes das 6 lacunas.

A tabela 5.1 descreve os valores resultados da decodificagao a cada iteracao do algo-

ritmo 47.
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Tabela 5.1: Resultados da decodificacao do exemplo des-
crito na se¢ao 5.1.1. Sao mostrados os resultados apenas

das iteragoes em que ocorreram mudangas.

it |oed feg pe
1] 0:0 1 0
5:0
0 o:4 x a’y?
3] Y a’zt
6:0
4 | o:4 r+1 a’y3
og:5 Y a’zt +a’23
:0 0
5 og:4 r+1 a"y? 4 ay?
o:H y+1 a’zt + a2
:0 1 0
8 | 0:8 22+ +atlt | a"zyd + aay?
og:b y+1 a’zt + a"2? + ata?
04 z+1 a’yd 4+ a’y?
9 o:8 22+ x+alt a’zy® + a"zy? + 52
o:5 y+al2+all | ozt +aty® +aT2® + aty® + ata?
0:4 x+1 a’y? 4+ aTy?
10| 0:8 22+ +att | a"zyd + a"2y? + ylalay
o:5 y+al2 1 all | ozt + aty® +aT2d 4+ aty® + ata?
0:4 r+1 a’y? +aTy?
11| 0:8 22+ x+alt a’zy® + a"zy? + y?alry
o:5 y+ a2 +all | aTzt +aty® +aT2® + atyd + ata? + ally
14 r+1 a’y? 4+ a7y?
12 | 0:8 22+ x+alt a"zy? + oty + a2y + ayalay
o:5 y+a2+all | o’z + oty + o723 + oty + ata? + oty + oz
14 z+1 a’y? +aTy?
14| 0:8 22+ +alt a’zy? + oty + a"xy? + aytalay + oSy
o:5 y+al? +all | a7zt + aty? +aT23 + aty® + ata? + ally + oz
04 z+1 a’yd 4+ a’y?
15| 0:8 22+ x+alt a"zy? + oty + a2y + ay?alay + oSy + olte
=5

y+a12+a11

a7x4 +C¥4y3 —|—Oé7$3 +a4y3 + Oé4$2 +a14y+ O[9$
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Tabela 5.1: Resultados da decodificacao do exemplo des-
crito na se¢ao 5.1.1. Sao mostrados os resultados apenas

das iteracoes em que ocorreram mudangas.

it |oed| B | feg pe

| z41 aTy? + aTy?

16 | o: 22+ 2 +alt a"zy? + oty + a"2y? + ay’alay + oSy + ollx
y+ a2 +all | a2t + oty + aT28 + oty + ata? + alty + oz + o7

r+1 aTy? + aTy?

19 | o: 22 +z+att azy? + oty + a"2y? + ay?alry + oSy + otz + ol

y+a12 +a11 Oé7$4 +a4y3 +Oé7l‘3 +a4y3 +a4x2 +a14y+a9x+a7

(o9

S oot o | ot oo | e
Q
w

o | z+1 a7y3 + a7y2

Ao fim da iteracao it = 21, o algoritmo produz dois pares de funcoes f e ¢:

fi=a2*+z+a'h

o fo=y+a?+a'h
o ¢ =a’zt+ o'y + a2 + oty + a'a? + oty + ¥z + .

A fungao f; apresenta zeros nas posigoes associadas aos pontos (a® a?), (a® a'?),

(a”,a?), (a7,a7), (a”,ab), (a7, a'?), (a® a'l) e (a®, a'?). Aplicando (5.3), obtém-se um
valor de erro o® para o ponto (af,a?), o' para o ponto (a”,a'?) e 0 para os demais
pontos.

J4 a fungao f, apresenta zeros nas posigoes associadas aos pontos (a?, ), (al? a?),

(a8, a?), (a*,a®) e (a”,a'?®). Aplicando (5.3), obtém-se novamente um valor de erro a®

para o ponto (a®, a?), a'3 para o ponto (a”,a'®) e 0 para os demais pontos.

5.2 Arquitetura

Através de uma andlise simples, pode-se concluir que o decodificador de O’Sullivan apre-
senta uma complexidade mais importante concentrada na parte de controle do algoritmo
(passo 2 e determinagao das anti-lacunas a e b no passo 3 d algoritmo 47). Esta ca-
racteristica difere do que se observa em outros algoritmos de decodificacao para cdédigos

AG. Em geral, estes algoritmos apresentam uma complexidade concentrada sobretudo no
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calculo das sindromes e na atualizacao das fungoes. Foi esta caracteristica deste algoritmo
nos motivou e conduziu em direcao a sua exploracao.

Em [49], O’Sullivan nao apresenta uma discussao sobre a complexidade de seu algo-
ritmo, como é comum em artigos deste género. Ele nao fornece sequer certas informacoes
necessarias a determinacao desta complexidade, como o comprimento dos registradores
das fungoes. Nés deduzimos todos os parametros que faltavam para a determinacao da
complexidade e para a implementacao deste decodificador.

Nesta se¢ao, uma nova arquitetura de implementacgao em hardware é apresentada
para este algoritmo. A secao seguinte apresenta alguns resultados obtidos apds a imple-

mentagao do caso particular de um cédigo de Hermite (64, 54) sobre Fyg.

5.2.1 Unidades aritméticas

No decodificador de O’Sullivan, todas as operagoes aritméticas sobre valores de sindromes
e coeficientes de fungoes em R, simbolos do corpo finito Fy, sao realizadas utilizando uni-
dades aritméticas desenvolvidas para este corpo. Estas unidades aritméticas e suas arqui-
teturas estao descritas em detalhes no capitulo 4. As figuras 4.2, 4.6 e 4.9 apresentam as
arquiteturas dos operadores de adi¢ao, multiplicacao e inversao que foram implementadas
para o corpo finito Fyg.

Na arquitetura a ser apresentada para o decodificador do algoritmo 47, um simbolo de
[F,2> é representado por log, r? bits. Uma funcao de R consiste num vetor de pl sfmbolos,
em que pl é o nimero maximo de iteracoes do algoritmo necessarias a obtencao das fungoes
desejadas mais 1 (observa-se que numa iteracao it a ordem de pélo de qualquer fungao no

algoritmo jamais é maior que it), ou seja,
pl = itpes + 1.

Todos os ntimeros inteiros no circuito sao representados por il bits.

5.2.2 Calculos mais freqiientes

Dentre os céalculos efetuados no algoritmo, pode-se destacar alguns mais utilizados e com
maior impacto sobre o desempenho da implementacao e para os quais sao propostas

arquiteturas particulares:

Operador para o produto f.6,.

Considere f uma func¢ao e 6. um monoémio em R. A operagao f.0. é sistematicamente
efetuada nos célculos de sindrome e nas atualizagoes das fungoes (etapas 1 e 3 do algo-

ritmo). Este produto de fungbes em R é feito médulo a equagao da curva de Hermite e,
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+1 — y" + 4. Portanto, este produto de funcoes nao se

portanto, implica a substituicao x”
traduz numa mera convolucao de vetores, no caso um simples deslocamento de um vetor,
mas exige elementos adicionais que implementem a substituicao descrita.

Esta substituicao se opera da seguinte forma. Considere , = 2*(9y*(©) Multiplicando-
se um monoémio qualquer frz#®y*®) por 6,, obtém-se frarFtreyrk)+r(e) de ordem de

polo k + ¢ em Q. No entanto, se u(k) + u(c) > r, tem-se que

0+u(0) w0 Y+ Y)

y i _ xu(k)ﬁu(c)frfl(yu(k)JrV(c)Jrl + ylj(k)+l/(c)+1”).

Observe que gHF)H#E=r=1yv(k)+v()+r apresenta uma ordem de pélo em @ igual a
(u(k) +plc) —r—Dr+ (wk)+vie)+r)(r+1)=k+c
e ghF)tu(e)=r=1yv(k)+v(©+1 gpresenta uma ordem de pélo em Q igual a
(k) +plc) —r—=Dr+ wk) +vie) + D(r+1)=k+c—r*+ 1.

Portanto, o produto de uma funcao f por um monomio #. em R corresponde na verdade
ao deslocamento de f em ¢ posicoes, sendo que as posicoes de ordem k da fungao em que
w(k) + u(c) > r, adiciona-se o coeficiente da posi¢io de ordem k + ¢ — r? + 1.

O’Sullivan em [49] observou este fato e propds a implementagao deste produto pelo
uso de dois registradores, em que o primeiro armazena os coeficientes de f e o segundo
armazena os coeficientes de f em que p(k)+ p(c) > r. O primeiro registrador ¢ deslocado
em ¢ posigoes (a diregao do deslocamento depende do sinal de ¢) e o segundo registrador
¢ deslocado em ¢ — 72 + 1 posicoes. Em seguida, os dois registradores sao somados para
gerar a funcao resultado do produto f.6..

Uma arquitetura menos complexa e mais eficiente para este operador é apresentada
na figura 5.2. Ela consiste num unico registrador de deslocamento modificado para in-
cluir elementos de decisao e operadores de adi¢ao entre células de coeficientes da funcao.
Este médulo recebe uma fungao f e valores associados a um inteiro ¢ (sinais de controle
determinados a partir de ¢ no médulo controlador) e fornece uma fungao, resultado do
produto f.6..

Toda a operacao deste médulo é determinada pelo sinal de controle D, gerado pelo
modulo controlador do decodificador. Um sinal D é constituido por 3 bits, que determinam
os 5 diferentes estados de operagao em um médulo f.0., a saber (x indica indiferenca

quanto ao bit ser ‘0" ou ‘1°):
Estado 00 Indica que o médulo deve carregar-se com a funcao de entrada f';

Estado x01 Indica que o médulo deve efetuar a adigao dos componentes fi + fr_,2.1, 0

que corresponde a operacao modulo equacao da curva de Hermite;
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Estado 010 Indica a operacao de deslocamento do registrador a esquerda;
Estado 110 Indica a operacao de deslocamento do registrador a direita;

Estado x11 Indica o estado de suspensao, no qual os valores do registrador sao preser-

vados.
pl
s simb. Médulo f.0
——
: fo fxy‘ A fz/;lf,-z fl/zl—rzﬁ»] Fa
. ; forzi1 fo |fr2y2 fi foi—2211 Spir2 foi-r211 foi1
o
bits L, L, L, =
ple) —F—= Médulo Médulo Médulo 0 [ ] Médulo 0 Médulo :
' . 10 0 e /0 1.0 e 1| 0 :
: 0 Elemento .| Elemento Elemento __,| Elemento 0 Elemento : §1’1[1)fb
8 2 2 - i simb.
bt;t- LD, 0 Dy —— 1 Dy pl—r L pl=r+1 pl—1 —— [
[ di do] —#" ‘
Dy, = [da dyy do] [dz dy do] —
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Figura 5.2: Arquitetura para a implementacao da operagao f.6.. Num sub-médulo k
do operador, considera-se como entrada da célula do registrador: f,; se dy; = dya = 0
(carregando a fungdo de entrada f'), fi + fe_r2q1 5€ dp = dia € p(c) > 1 — u(k), fi se
dpp = dpy e p(c) < r— u(k), e fri1 ou fr_1 se dy = dpo = 1 e segundo o bit sinal de ¢

(operagao de deslocamento).

Operador para a funcao u(c) =i

Considere uma funcao p(c) = i, tal que ir + j(r + 1) = c¢. Esta funcdo é utilizada como
sub-médulo do operador f.6,. para determinar se o coeficiente f; do k-ésimo monomio do
registrador modificado de f.0,. deve ser adicionado ao coeficiente f;_,2,; (cf. figura 5.2).
Isto equivale a realizacao do moédulo equacao da curva de Hermite.

Em (2.17), observa-se que esta fungao u(c) pode ser realizada por um operador de
moédulo (r +1). A opera¢ao médulo (r + 1) pode ser implementada por uma cadeia de
até

il> — il — [log (r + 1)]* + [log (r + 1)]

somadores completos (na andlise de cada caso particular, esta complexidade pode ser

bastante reduzida).
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Um exemplo de uma arquitetura deste tipo para uma operagao moédulo 5 sobre um
inteiro de 7 bits, utilizada na implementacao do decodificador para o codigo (64,54), é

apresentada na figura 5.3.

Médulo mod 5

C2 C3 €y Cyq C3

Figura 5.3: Arquitetura para um operador médulo 5 para um inteiro ¢ de 7 bits de entrada
(bit de sinal incluido).

Operador para o teste de pertenca a A

Quando de quase todas as decisoes no algoritmo de decodificagao, evidencia-se a necessi-
dade de realizar um teste do tipo ¢ € A, para um dado inteiro c.

Este tipo de teste pode ser realizado por uma busca em tabela verificando-se sua
negativa, ou seja, se ¢ pertence ao conjunto das anti-lacunas, que em geral é menor, ou
se é negativo. Além disso, este teste pode ser realizado pelo uso da fungao p(c). Observe
que ¢ € A se e sé se u(c)r <ec.

Sobre o espago de fungoes relativamente pequeno do codigo (64,54) (existem apenas

seis lacunas: 1, 2, 3, 6, 7 e 11), optou-se por empregar o método de busca em tabela.

5.2.3 Mobdulos operacionais

A figura 5.4 apresenta a arquitetura geral para o decodificador que emprega o algoritmo
de O’Sullivan. Ela inclui r blocos MP (processadores principais), r blocos AP (processa-
dores auxiliares), um buffer para as sindromes de entrada e um médulo controlador que
fornece os sinais de controle para as seqiiéncias de operacao. Os blocos MP e AP sao

interconectados por intermédio de um barramento bidirecional.
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stmb.

Figura 5.4: Arquitetura geral proposta para o decodificador de O’Sullivan [49].

Dependendo do c6digo sobre o qual se trabalha (comprimento e capacidade de corre-
¢ao), o nimero de blocos MP e AP necesséarios pode ser menor que r. Nao ha uma regra
geral para determinar o niimero de blocos MP e AP necessarios, caso possa ser menor que
r, mas se o codigo é capaz de corrigir 7 < r erros, entao 7 blocos MP e 7 — 1 blocos AP
sao suficientes. Isto se deve ao fato de que o maximo elemento do conjunto d nao pode ser
maior que a 7-ésima anti-lacuna. Por exemplo, no caso do cédigo AG (64, 54) de nosso
exemplo, corretor de 2 erros, apenas sao necessarios 2 modulos MP e 1 médulo AP.

O decodificador recebe um vetor de n — k sindromes S e fornece um conjunto de r
funcoes localizadoras f e r fungoes avaliadoras de erros ¢.

Uma arquitetura para a unidade MP é apresentada na figura 5.5. Cada modulo MP
opera sobre uma funcao localizadora de erros f e uma funcao avaliadora de erros ¢. Ele
implementa o calculo de uma sindrome « a partir de uma funcao f e todas as operacoes
de atualizacao das funcoes f e ¢.

Este médulo emprega dois operadores f.0,.:
e um para o calculo de a e para a atualizacao de f,
e ¢ outro para a atualizacao de ¢.
Ele emprega ainda:
e um registrador para memorizar «;
e dois registradores para memorizar f e ¢;

e e dois registradores para memorizar as fungoes gt e 10, recebidas dos médulos AP

(os produtos g0, e 10, sdo realizados pelos médulos AP).

Nos moédulos MP, um moédulo decodificador chamado DEC1 gera um vetor de bits
na forma 0...010...0 a partir de um inteiro tr, no qual o unico bit ‘1’ ocupa a tr-

ésima posicao do vetor de bits. Este vetor é utilizado para implementar a operacao de
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2pl + 1 Médulo MP
sfmb.
[f ba] [T <
1960 V.0, 0] | 3
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sfmb. /L simb. 1
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; simb. ]
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rl 1 simb.
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pl
il : sfmb.
bits 1
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GAP bif sfmb.

(a), D —

Figura 5.5: Arquitetura para blocos MP do decodificador, responsaveis pelo calculo das

sindromes « e pela atualizacao das fungoes localizadoras e avaliadoras de erros f e ¢.

adicao de uma funcao por um monomio 6. na atualizacao de funcoes ¢. Um moédulo
decodificador chamado DEC2 opera de modo anélogo, fornecendo um vetor de bits na
forma 1...10...0, com bits ‘1" até a tr-ésima posicao do vetor. Este vetor é utilizado
para truncar uma funcao.

Os detalhes da arquitetura para unidades AP sao apresentados na figura 5.6. Este

modulo emprega:

e dois operadores f.6,. para calcular os produtos g.0, e psi.f, utilizados na atualizacao

das funcoes f e ¢ de alguma unidade MP;

e registradores para memorizar uma sindrome [ (ela guarda uma sindrome « relativa
a funcao f associada a ¢), assim como (3, ¢ e ¢ (valores produzidos na tltima

iteracao).

5.2.4 Moddulo controlador

O circuito controlador do decodificador gera todos os sinais de controle para os médulos
MP e AP, assim como para o buffer das sindromes de entrada, e para a saida do deco-
dificador. Ele é também responsavel por gerar internamente os conjuntos o e d e, por

conseguinte, tomar todas as decisoes relativas ao funcionamento do decodificador. E ele
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; Médulo AP
2pl+ 11
, sfmb. | 1
; i P
N7 R N
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simb.
3 sfmb.

o —8—{FF——7s

bits :

Figura 5.6: Arquitetura para blocos AP do decodificador, responséaveis pela atualizacao

das funcgoes auxiliares e pelo calculo dos produtos ¢g.0, e 1.6,.

que determina, por exemplo, se uma funcao deve ser atualizada, por que tipo de operagao
e utilizando quais outras fungoes.

O controlador implementa ainda o procedimento de decisao por maioria. Numa
iteragao na qual S(6;;) é desconhecida, os médulos MP calculam os valores estimados
de a, uma vez que S(#;;) = 0 no registrador de sindromes localizado no médulo buffer das
sindromes de entrada. O modulo de decisao por maioria interno ao controlador calcula
o conjunto I' e determina os valores de ¢ associados. Em seguida, ele escolhe dentre os
valores de a estimados qual deles corresponde a S(6;;). Este valor é, entao, copiado no
registrador de sindromes e adicionado aos valores de o em todos os médulos MP.

Dentre os sinais gerados pelo modulo controlador, destacam-se os sinais D, que contro-
lam todo o funcionamento dos médulos f.0, (cf. figura 5.2). Uma descricao destes sinais
D ¢é apresentada na segao 5.2.2.

Dentre as decisoes tomadas pelo controlador, destaca-se a determinacao das anti-
lacunas a e b utilizadas no calculo dos produtos f.0,, ¢.0,, g.0, e 1.0, assim como para
o enderecamento dos valores armazenados nos modulos MP para os médulos AP, e vice-

versa. Dois sub-moédulos do controlador sao responsaveis por estes calculos e estas tomadas
de decisao: os médulos NONGAPMP e NONGAPAP (c¢f. figuras 5.7 e 5.8).

5.2.5 Complexidade

Como j4 foi afirmado, em [49] O’Sullivan nao trata da questao da complexidade de seu
algoritmo. Ele afirma que a relagao entre a capacidade de correcao e o nimero de iteragoes
necessarias para decodificar uma palavra recebida nao é trivial. Ele também nao determina
o numero de funcoes f e ¢ calculadas pelo algoritmo.

De modo a possibilitar a implementacao deste decodificador, fez-se necessario deter-

minar invariavelmente estes parametros. No que diz respeito ao nimero de iteracoes
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Figura 5.7: Arquitetura para um moédulo NONGAPMP responsavel pela determinacao
das anti-lacunas a utilizadas na atualizacao de fungoes, assim como pelo enderecamento

dos valores armazenados nos médulos MP para os médulos AP especificos.

necessarias para corrigir até metade da distancia minima do cédigo, considerou-se aqui o
trabalho apresentado por Feng e Rao em [21]. Considerando que m = n—k é o ntiimero de
linhas da matriz de paridade do c6digo (ntimero de sindromes conhecidas a partir do vetor
recebido) e g é o género da curva, Feng e Rao afirmam que em it,,,, = m + g iteragoes a
decodificacao utilizando o esquema de decisao por maioria por eles proposto corrige até
metade da distancia minima do cédigo.

Pode-se verificar que numa dada iteracao it uma operacao f.0. fornece uma funcao
que apresenta valorizacao discreta em () maxima —it. Conseqiientemente, a valorizacao
discreta em () maxima de uma funcao qualquer do decodificador numa iteracao it é sempre
—it. Portanto, necessita-se implementar modulos f.0. e registradores para funcoes de
comprimento pl = it,,q, + 1.

Em termos de uso de recursos materiais, um modulo f.0. emprega:
e pl operadores de adicao em F;

e pl.r flip-flops;

e pl.r demultiplexadores 2 x 1;

e pl.r demultiplexadores 4 x 1;

e pl — r? + 1 comparadores de inteiros de 7l bits (ntimero de bits necessdrios para

representar o valor de 7);

e pl —r? 41 portas AND;
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Figura 5.8: Arquitetura para um moédulo NONGAPAP responsavel pela determinacao

das anti-lacunas b utilizadas na atualizacao de funcoes, assim como pelo enderecamento

dos valores armazenados nos modulos AP para os médulos MP especificos.

e pl —r? 4+ 1 portas OR.

Um médulo AP emprega:

2 modulos f.6,.;

(4pl + 2).r flip-flops.

Ja um modulo MP, responsavel pela quase totalidade dos calculos da decodificagao, em-

prega:

2 modulos f.6,.;

(4pl + 2).r flip-flops;

(4pl + 1).r demultiplexadores 2 x 1;

3pl operadores de multiplicagao em F;

3pl — 1 operadores de adicao em F;

(pl + 1).r portas AND;
1 decodificador DEC1;

1 decodificador DEC2.
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5.3 Implementacao

A arquitetura apresentada foi descrita em VHDL de forma genérica para permitir a sintese
sobre quaisquer parametros r e m de um c6digo AG (n, k) gerado por um espago de fungoes
L(mQ).

Um decodificador para o caso do exemplo de um cédigo AG (64, 54) em Fi4 foi
sintetizado para um FPGA EP1C20F324C6 da familia Cyclone da Altera utilizando o
software Quartus II da prépria Altera. Foram utilizados 15.225 elementos légicos, o que
representa 76% dos recursos deste dispositivo. Neste caso, o decodificador pode operar em
50 MHz, desde que 4 ciclos de reldgio sejam reservados para o processamento do médulo
MAJVOTING, responsavel pela decisao por maioria, e 4 ciclos sejam reservados para o
modulo UPDDELTASIGMA, responsavel pelo calculo dos novos conjuntos 6 e . No total,
sao gastos 1459 ciclos de reldgio para decodificar um vetor recebido, compreendidos em 22
iteracoes de 66 ciclos cada mais 7 ciclos de relégio para a inicializacao e a finalizagao do
processo de decodificagao. Numa frequiéncia de 50 MHz, isto implica uma taxa maxima
de decodificagao de 34270 palavras cédigo por segundo, ou uma taxa de 8,8 Mb/s (bits
de cddigo), ou 7,4 Mb/s (bits de informagao).

A descrigao VHDL feita permite regular o niimero de ciclos de relégio reservados para
as operacoes dos modulos MAJVOTING e UPDDELTASIGMA, assim como para o cdlculo
de «, para a atualizacao das fungoes e para todas as demais operacoes do decodificador.
Esta regulagem é feita através das constantes cycleestalph, cyclealpha, cyclempap, cy-
clefcalc, cycleapmp, cycleiterat e period, especificadas no arquivo ‘HermConstants.vhd’.
Os resultados apresentados no ultimo paragrafo sao devidos a tecnologia utilizada: um
FPGA Altera EP1C20F324C6 da familia Cyclone. No caso de uma tecnologia diferente,
em cuja sintese outros tempos de propagacao e outros caminhos criticos sejam obtidos,

nova regulagem das constantes descritas pode ser necessaria.

5.4 Conclusoes

O presente capitulo descreveu e exemplificou a operacao do algoritmo de decodificacao
proposto por O’Sullivan em [49]. Parametros necessarios a implementagao do decodifica-
dor, que nao haviam sido determinados por O’Sullivan, como a ordem de podlo maxima
das funcgoes e o nimero de fungoes calculadas pelo algoritmo, foram determinados. Em
seguida, foi apresentada uma nova arquitetura para este decodificador com vistas a deco-
dificacao de codigos de Hermite.

A arquitetura proposta consiste em r unidades MP paralelas e » unidades AP paralelas

responsaveis pela atualizacao iterativa de fungoes localizadoras e avaliadoras de erros. Es-
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tas unidades sao interligadas por um barramento bidirecional. Uma unidade MP emprega
2 médulos f.0., (4pl + 2).r flip-flops, (4pl + 1).r demultiplexadores 2 x 1, 3pl operadores
de multiplicacao em F,, 3pl — 1 operadores de adigao em F,, (pl 4+ 1).r portas AND e 2
sub-mddulos decodificadores de pl bits. Uma unidade AP emprega (4pl + 2).r flip-flops e
2 médulos f.0. Cada moédulo f.0 emprega pl operadores de adi¢ao em F,, pl.r flip-flops,
pl.r demultiplexadores 2 x 1, pl.r demultiplexadores 4 x 1, pl — 7% + 1 comparadores de
inteiros de 7l bits (nimero de bits necesséarios para representar o valor de r), pl —r? + 1
portas AND e pl — 72 + 1 portas OR. A arquitetura apresenta ainda um buffer para as
sindromes de entrada e um circuito controlador responsavel por gerar todos os sinais de
controle para o circuito.

Foram ainda propostos operadores otimizados para implementar os calculos mais
freqiientes, tais como os produtos f.6,.

A complexidade de um moédulo MP assemelha-se a de uma arquitetura de Berlekamp-
Massey para decodificagao de cédigos RS (ou a um dos r médulos do decodificador pro-
posto por Kotter em [34]). O que se pode concluir a partir desta arquitetura descrita
sobre a complexidade de decodificadores para codigos de Hermite em comparacao com
codigos RS é que os decodificadores para codigos de Hermite apresentam complexidade
maior que decodificadores para cédigos RS numa ordem de r vezes. No entanto, codigos
RS necessitam utilizar corpos finitos muito maiores, portanto uma aritmética muito mais
complexa, para corrigir vetores de mesmo comprimento. Desta forma, estima-se que a
complexidade geral para comprimentos de cédigo iguais (em nimero de bits) seja equiva-
lente para ambos os codigos de Hermite e RS. Um trabalho de anédlise e comparagao mais
preciso neste sentido constitui uma perspectiva de continuagao do presente trabalho.

O capitulo seguinte apresenta as conclusoes para o presente documento de tese.



Capitulo 6
Conclusoes

A presente tese descreveu o trabalho de doutorado realizado no desenvolvimento de uma
arquitetura para um decodificador de cédigos AG baseados em curvas de Hermite. Este
trabalho compreendeu duas competéncias distintas que se complementaram aqui: o estudo
dos algoritmos de decodificagao para cédigos AG e o desenvolvimento de arquiteturas de
implementagao em hardware para estes decodificadores.

Para viabilizar a implementagao em hardware de sistemas codificadores / decodifica-
dores para cédigos AG, assim como para qualquer cédigo de bloco, fez-se necessario o
estudo e implementagao de unidades aritméticas para corpos finitos de caracteristica 2.
Operadores de adicao, multiplicacao e inversao foram implementados. O capitulo 4 tratou
exclusivamente deste assunto.

O capitulo 5 descreveu o algoritmo de decodificacao de cédigos AG, objeto central
deste trabalho, que busca iterativamente funcoes localizadoras e avaliadoras de erros que
satisfacam um critério de equacao chave. Foram determinados parametros necessarios a
implementagao deste decodificador que nao haviam sido antes determinados. Em seguida,
foi apresentada uma nova arquitetura para este decodificador com vistas a decodificagao
hardware de cédigos de Hermite.

A arquitetura proposta consiste em r unidades MP paralelas e » unidades AP paralelas
responsaveis pela atualizacao iterativa de funcoes localizadoras e avaliadoras de erros. Es-
tas unidades sao interligadas por um barramento bidirecional. Uma unidade MP emprega
2 médulos f.0., (4pl + 2).r flip-flops, (4pl + 1).r demultiplexadores 2 x 1, 3pl operadores
de multiplicacdo em FF,, 3pl — 1 operadores de adi¢do em F,, (pl 4+ 1).r portas AND e 2
sub-médulos decodificadores de pl bits. Uma unidade AP emprega (4pl + 2).r flip-flops e
2 moédulos f.0. Cada moédulo f.0 emprega pl operadores de adi¢ao em F,, pl.r flip-flops,
pl.r demultiplexadores 2 x 1, pl.r demultiplexadores 4 x 1, pl — 2 + 1 comparadores de
inteiros de 7 bits (ntimero de bits necessérios para representar o valor de r), pl —r? + 1

portas AND e pl — r? + 1 portas OR. A arquitetura apresenta ainda um buffer para as

109
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sindromes de entrada e um circuito controlador responsavel por gerar todos os sinais de
controle para o circuito.

Foram ainda propostos operadores otimizados para implementar os calculos mais
freqiientes, tais como os produtos f.0,.

Este trabalho constitui uma contribuicao na area do desenvolvimento dos sistemas de
codificagao de canal usando codigos AG. Apesar destes cddigos apresentarem melhores
parametros que codigos de uso geral como os RS, eles enfrentam uma barreira a sua
utilizacao imposta pela complexidade de seus algoritmos de decodificacao. O que se
pode concluir a partir desta arquitetura descrita é que os decodificadores para cddigos
de Hermite apresentam complexidade maior que decodificadores para cédigos RS numa
ordem de r vezes. No entanto, cédigos RS necessitam utilizar corpos finitos maiores (/g
vezes em relagao a cédigos de Hermite), portanto uma aritmética mais complexa, para
corrigir vetores de mesmo comprimento. Desta forma, estima-se que a complexidade geral
para comprimentos de cédigo iguais (em nimero de bits) seja equivalente para ambos os
cédigos de Hermite e RS. Sugere-se, portanto, a utilizagao preferencial dos codigos AG
em relagao ao cédigos RS em aplicagoes que priorizem codigos de comprimento grande e
boa capacidade de correcao em detrimento do custo de implementacao do sistema.

Um trabalho a ser proposto nesta linha consiste numa comparacao dos sistemas de
codificagao de canal usando codigos AG com sistemas usando codigos RS, ou possivelmente
codigos turbo no caso de uma abordagem por decisao suave. Esta comparagao seria nao
apenas do ponto de vista de desempenho (ganho de codificacao e relagao capacidade de
corre¢ao versus taxa do cddigo), mas uma anédlise do custo / beneficio levando-se em
consideracao o custo de implementacao associado ao uso de cada codigo.

Outra sugestao de trabalho futuro consiste na busca por uma estruturacao do fluxo de
dados no decodificador, semelhante ao feito por Kotter em sua versao do algoritmo BMS.
Esta modificagao algoritmica proporcionaria uma boa simplificagao na parte de controle
do decodificador.



Apeéendice A
Algebra de Corpos Finitos

Os codigos de bloco, em geral, baseiam-se em estruturas de anéis de polinomios e nos siste-
mas aritméticos dos corpos finitos. Estes e outros conceitos basicos da algebra necessérios
ao entendimento dos esquemas de codificacao e decodificagao sao descritos resumidamente
neste apendice.

Nao é objetivo deste apéndice descrever de forma pormenorizada a teoria dos corpos

finitos. Para tanto, existem diversas referéncias importantes sobre este assunto [1,6, 38,
39,47].

A.1 Propriedades basicas

A &lgebra apresenta trés estruturas basicas, chamadas grupo, anel e corpo, a partir das
quais toda a teoria é desenvolvida. Estas estruturas consistem em conjuntos de objetos
matemadticos (como o dos nimeros reais, dos nimeros inteiros, etc.) associados a regras

de relacao entre seus elementos.

Defini¢ao 48 (Grupo) Um conjunto G associado a uma operagao bindria G + G — G

¢ denominado um grupo se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

e A operagao bindria ‘+’ € associativa, ou seja, (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢), para todo

a,b,ce (.

e FExiste um unico elemento identidade e € G, tal que a + e = e+ a = a, para todo

a€d.

. s . . / / ’
e Fziste um unico elemento inverso a € G, tal que a +a = a + a = e, para todo

elemento a € (.

Se um grupo satisfaz ainda a condicao de que a +b = b+ a, para todo a,b € G, diz-se

que o grupo é comutativo ou abeliano.
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Definigao 49 (Anel) Um conjunto R associado a duas operagoes bindrias R+ R — R

e R x R — R € denominado um anel se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

e R constitui um grupo abeliano sob a operacao bindria ‘+°, chamada adi¢ao. O

elemento identidade com relagao a adicao € o '0’, chamado elemento zero.

e A operagdo bindria ‘x°, chamada multiplicacdo, é associativa, ou seja, ax (b X ¢) =

(a x b) x ¢, para todo a,b,c € R;

o A operacao bindria ‘<’ obedecem a propriedade da distributividade, ou seja, a X

(b+c)=axbt+axce(b+c)xa=bxa+cxa, para todo a,b,c € R;

Um anel é comutativo quando a multiplicacao é comutativa, ou seja, quando a X b =
b X a, para todo a,b € R.

Um anel nao necessariamente possui identidade na multiplicacao, assim como inversas
de seus elementos. Caso um anel tenha identidade na multiplicacao, esta identidade é
Unica. Além disso, se a xb=1ecxa=1, entao b = c e a é dito ter uma tnica inversa
denotada por a .

Um elemento que possua inversa em um anel é dito uma unidade.

Segue a definicao da estrutura algébrica denominada corpo.

Definigao 50 (Corpo) Um conjunto I associado a duas operagoes bindrias F+F — F

e ' x F'— F € denominado um corpo se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

o [ constitur um grupo abeliano sob a operagao bindria '+’, chamada adi¢ao. O

elemento identidade com relagao a adicao é o ’0°, chamado elemento zero.

e O conjunto dos elementos de F' excluindo-se o zero forma um grupo sob a opera¢ao
bindria x, chamada multiplicacao. O elemento identidade com relacao a multi-

plicacao € o ’1°, chamado elemento unidade.

o A operacao de multiplicacao € distributiva sobre a adi¢do, ou seja, para o, 3,7 € F,

tem-se que a X (B+v) =a x f+a X 7.

Sao exemplos de corpos os conjuntos R (niimeros reais), C (nimeros complexos) e
Q (numeros racionais). Os corpos com nimero finito de elementos s@o chamados corpos
finitos ou corpos de Galois. Um corpo finito com ¢ elementos é denotado por F,.

Um subconjunto de um corpo F' é dito subcorpo de F' se constituir um corpo sob as
operagoes inerentes a F'. O corpo F' é dito uma extensdo deste subcorpo.

Um corpo comporta-se como um anel, que permite a divisao ou cancelamento. Em um

corpo,seaxb=axcea#0,entdao a ' xaxb=a"!xaxc=b=c Existem alguns
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anéis, como o anel dos inteiros, que permitem o cancelamento, mesmo nao sendo corpos,
ou seja, mesmo nao existindo a inversa na multiplicagao para todos os seus elementos.
Um anel comutativo em que b = ¢ sempre que a X b = a X ¢, com a # 0, é chamado de
dominio integral.

O nimero de elementos de um corpo finito é dito ser a ordem do corpo. A ordem ¢ de
um corpo é sempre uma poténcia de um nimero primo, ou seja, ¢ = p"*, sendo p primo.
Além disso, existe sempre um tnico corpo de ordem p™, para qualquer primo p e inteiro
positivo m.

O menor inteiro positivo A para o qual Z;\ZI 1 = 0 em um corpo ¢é dito ser a carac-
teristica do corpo. Apesar dos algoritmos de codificacdo e decodificacao serem descritos
sobre corpos finitos quaisquer, como circuitos digitais operam naturalmente sobre base
bindria, as arquiteturas de implementacao hardware sao normalmente baseadas em cor-
pos de caracteristica 2. Estes corpos tém uma propriedade interessante, de que qualquer
elemento o do corpo ¢ sua propria inversa aditiva, ou seja, a + o =a — a = 0.

Considerando o € F;, o menor inteiro positivo s para o qual o® = 1 ¢é dito ser a
ordem do elemento o. Os elementos que apresentam ordem s = ¢ — 1 (a maior ordem
possivel) sdo chamados de elementos primitivos, ou raizes primitivas. As poténcias de um
elemento primitivo o geram todo o grupo multiplicativo {1, a, a? a2, ..., a4} do corpo.
Mostra-se que existem elementos primitivos para todos os corpos finitos.

Observe que a?~! = 1 para qualquer a € F,, e nao apenas quando « for um elemento
primitivo. Isso é conseqiiéncia do fato da multiplicidade de qualquer elemento o € F,
sempre dividir ¢ — 1. Varias arquiteturas para inversao de elementos em corpo finito
tomam por base esta propriedade, e o fato de que e ! =a x a??=1=a ! = a? 2.

Por simplicidade, o operador x de multiplicagao sera omitido no resto do texto. Por

exemplo, onde for lido a3, leia-se o x (3.

A.2 Corpos finitos baseados em anéis de inteiros

O conjunto Z dos inteiros forma um dominio integral sob as operagoes de adi¢cao e multi-
plicacao usuais, sendo denotado por Z.

Um inteiro s ¢ dito divisivel pelo inteiro r, ou de modo igual r divide s, se ra = s
para algum inteiro a. Um inteiro p é dito primo se for divisivel apenas por +p ou +1. O
mdzimo divisor comum M DC (r,s) de dois inteiros r e s é o maior inteiro positivo que
divide ambos r e s. O minimo maltiplo comum MMC (r,s) de dois inteiros 7 e s é o
menor inteiro positivo que é divisivel por ambos r e s.

Em geral, a divisao nao é possivel em um anel. Pode-se, entretanto, definir uma
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divisdo com resto e um cancelamento (resto igual a zero), razao pela qual o anel de
inteiros constitui um dominio integral. O chamado algoritmo da divisao estabelece que,
para todo par de inteiros ¢ e d, com d # 0, existe um tnico par de inteiros ) (quociente)
e s (resto), tal que ¢ = dQ + s, em que 0 < s < |d|. O resto s também pode ser escrito
como s = [c],. Outra expressao comum ¢é a de congruéncia s = ¢ modd. Dizer que s é
congruente a ¢ médulo d significa que s e ¢ possuem o mesmo resto na divisao por d, mas
$ nao necessariamente € menor que d.

Considere g um inteiro positivo. O anel dos inteiros médulo ¢, denotado por Z/q, é o
conjunto {0, ..., ¢ — 1} associado a adigdo e a multiplicagao definidos por a+b = [a + b],
e ab = [ab],.

Quando ¢ for um inteiro primo, o anel Z/q constituira um corpo, sendo denotado por
FF,. Portanto, tomando-se ¢ inteiro primo, pode-se obter um corpo F, a partir do anel de

inteiros Z associado a operacao de médulo q.

A.3 Corpos finitos baseados em anéis de polinémios

Um polindémio em F, consiste numa expressao da forma
f(@) = fo12" P+ foox" 4+ fix + fo,

em que x ¢ uma variavel e f,_q, ..., fo € F,. O polinoémio nulo é f (x) = 0. Um polinomio
monico é um polindémio no qual o coeficiente f,_; é igual a 1. O grau deg f (z) de um
polinémio nao nulo f (z) é o indice do coeficiente f,_;.

O conjunto de todos os polinomios em [F, associado a adi¢ao e a multiplicacao de po-
linoémios (com adi¢ao e multiplicac@o dos coeficientes em F,) constitui um anel, denotado
por I, [z].

Um polinoémio s () é divisivel por r (z), ou r (z) divide s (), se existir um polinémio
a(z), tal que s (z) =7 (z) a(z). Um polinomio p (z) é dito irredutivel se for divisivel ape-
nas por ap (z) ou «, em que a € F,. Um polinémio monico irredutivel ndo nulo é dito um
polinémio primo. O mdzximo divisor comum MDC'[r (z), s (x)] é o polinémio ménico de
maior grau que divide ambos 7 (z) e s (x). O minimo maltiplo comum MMC [r (x), s (x)]
é o polinémio moénico de menor grau que é divisivel por ambos r (x) e s (z).

O chamado algoritmo da divisao de polinomios determina que, para todo par de po-
linémios ¢ (z) e d (z), com d (x) # 0, existe um unico par de polinomios @ (z) (quociente)
e s(x) (resto), tal que c¢(x) = d(x)Q (z) + s(x), em que degs (z) < degd (z). O resto
s () também pode ser escrito como s (z) = [c(z)]y,). Assim como no caso dos anéis de
inteiros, a congruéncia s (z) = ¢(z) modd (x) indica que s (z) e ¢ (z) possuem o mesmo

resto na divisao por d ().
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Assim como em certos casos é util expressar inteiros como produto de inteiros primos
(fatoragao), também o é no caso de polinémios. Um polinémio nao nulo p(x) em um
corpo F, possui uma fatoracao unica (exceto pela ordem dos fatores) em um produto de
um escalar (elemento de F;) e de polinémios primos em F,,.

Um polinomio em [F;, pode ser avaliado em qualquer elemento 3 de [, substituindo-se
a variavel x por 8. Um elemento 3 é um zero de ordem m de um polinémio p (x) se e s6
se (z — )™ dividir p (x) e (x — )™ ndo dividi-lo. Além disso, um polinémio p (z) de
grau n possui N0 MAaximo n zeros.

Para qualquer polinomio monico p (z) em F, de grau nao nulo, o anel de polinémios
mddulo p (x) é o conjunto de todos os polinomios com grau menor que degp (z), associado
a adic@o e multiplicagao de polindmios médulo p (z). Este anel é denotado por F [z] /p ().
Quando p(x) for um polinémio primo de grau m, o anel F, [z] /p(z) serd um corpo
extensao Fym de ordem ¢™. O corpo I, serd, portanto, um subcorpo de Fym. Todos os g™
elementos do corpo extensao podem ser representados por polinomios em [F, com um grau
méaximo m — 1. Estes ¢" polindmios sao as classes de residuos médulo p(x) de todos os
polinomios em F,. Conclui-se, portanto, que o polinomio p(z) é parametro determinante
nos algoritmos das operacoes aritméticas neste corpo extensao.

Um elemento primitivo o do corpo F, é tal que todo elemento nao nulo de F, pode ser
expresso como poténcia de a. Os elementos primitivos sao tteis na construcao de corpos,
ja que, conhecido um elemento primitivo, é possivel construir-se todo o corpo e sua tabela
de multiplicagao através das poténcias deste elemento (pode-se mostrar que todo corpo
de Galois possui um elemento primitivo).

Um polinémio primitivo p(x) em F, consiste num polinémio primo em F,, tal que
o elemento representado por x é primitivo no corpo extensao construido médulo p (x).
Existem polinémios primitivos de todos os graus em todos os corpos finitos. Além disso,
mostra-se que um elemento primitivo de um corpo é um zero de qualquer polinomio
primitivo neste corpo. O apéndice D apresenta uma lista nao exaustiva de polinomios
primitivos em [Fy.

Um corpo F, é dito fechado algebricamente se todo polinémio f (z) € F, [z] de grau
maior ou igual a 1 tiver raizes em [F,. Qualquer corpo [F, possui uma extensao E fechada

algebricamente. Esta extensao IPTq ¢ dita o fecho algébrico de F,.

A.4 Bases de corpos finitos

Um corpo extensao F,» de um corpo F, pode ser visto como um espago vetorial de

dimensao m sobre [F,. Cada elemento de F,» pode ser representado pela combinacao
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linear dos m elementos de uma base, em que os coeficientes da combinacgao linear sao
elementos de [F,.

Embora, a principio, existam diversas bases diferentes para um corpo finito, trés sao
consideradas as mais importantes do ponto de vista técnico: as bases polinomiais, as bases

normais e as bases duais.

Definicao 51 (Base canénica) O conjunto
{1,a,02,...,a™ '},

em que a € uma raiz do polinémio irredutivel P(x) de grau m em F,, € chamada base

canonica, ou polinomial, ou padrao.

Esta base é a mais intuitiva, pois esta diretamente relacionada a representacao dos
elementos do corpo extensao como polinomios definidos num subcorpo. Um elemento
A € Fym é representado pelo polinomio A(z) = ap + aqx + agz? + -+ + qpqa™ !
definido em F,, e cada elemento de F,m representa uma classe de residuos médulo P(z).
A representagao polinomial A(x) é equivalente a A(3) = ag+ay S+ +- - +ay, 1™,

sendo  uma raiz de P(x).

Definicao 52 (Base normal) O conjunto
{1,a%,0%, .. 0 '},

em que o € uma raiz do polinomio irredutivel P(x) de grau m em F,, é chamada base

normal se os m elementos forem linearmente independentes.

Mostra-se que existem bases normais para todo corpo finito. A representagao em base
normal é especialmente atraente para aplicagoes que envolvem a exponenciagao em corpo
finito, uma vez que a g-ésima poténcia de um elemento é obtida pela simples rotacao dos
coeficientes da representacao do elemento nesta base.

Defina a fungao Tr(a) de um elemento a € F,m relativa ao corpo I, como sendo

m—1

Tr(«) —atal+al ...+ af
Mostra-se que Tr(«o) € F,.

Definigao 53 (Base dual) Considere o conjunto {5y, 1, .., 0m-1} como sendo uma
base para o corpo Fym. Define-se como base dual, o conjunto {ag, 1, ..., Qm—1} que
satisfaz as condicoes

1, sei=7,

0, sei#j.

Mostra-se que existe uma base dual para toda base.

Tr(Bia;) = {



Apeéendice B
Codificacao para Controle de Erros

Este apeéendice tem por objetivo revisar resumidamente os conceitos relacionados a codi-
ficagdo para controle de erros. Para detalhes sobre o assunto, veja [6,72] ou qualquer
outro texto basico sobre teoria da informagao e codificacao.

Este texto requer conhecimentos prévios de dlgebra e aritmética de corpos finitos (cf.

apéndice A).

B.1 Conceitos basicos

Em sistemas de comunicacao digital, a informacao a ser transmitida através de um canal
sofre os efeitos de sua influéncia (introdugao de ruido, desvanecimento, etc.), ocasionando
erros de interpretacao na recepgao. O objetivo da codificacao para controle de erros
¢ adicionar simbolos extras (redundancia) ao sinal, de modo a permitir na recepgao a
deteccao e correcao dos erros que porventura ocorram. Esta codificacao aumenta a relagao
sinal / ruido ou, em outras palavras, reduz a probabilidade de erro de bit vista através

do canal.

B.1.1 Cddigos de bloco

Os cédigos AG fazem parte de uma classe de codigos chamados codigos de bloco. Consi-

dere um corpo finito [, de ¢ elementos.

Definigao 54 (Cédigo de bloco) Um cédigo de bloco C de tamanho M, com simbolos
em F,, consiste num conjunto de M seqiiéncias ¢ = |[co,cq, ... Cho1], com ¢; € F,, de

comprimento n, chamadas palavras codigo.

O processo de codificacao para um codigo de bloco consiste simplesmente no mapea-

mento bijetivo de palavras de informagao de comprimento fixo k em palavras cédigo de

117
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comprimento n.
Se ¢ = 2, os simbolos sao chamados bits e o codigo é dito binario. Usualmente, para
algum inteiro k, M = ¢* palavras cédigo, sendo o cédigo referido como um cédigo (n, k).

Um exemplo elementar é o cédigo binario de repeticao (3,1), no qual

informagao codigo
0 <~ 000
1 — 111

Na decodificacao deste codigo, a decisao na recepcao (apds introdugao de erros pelo canal)
sobre qual informacao foi transmitida é feita por maioria: se dois ou trés bits forem 0,
decide-se por 0; se dois ou trés bits forem 1, decide-se por 1. Observa-se que este cédigo
possibilita a correcao de apenas um erro por palavra cédigo. Como sera visto, este nao é
um bom codigo.

A taza de informacio R de um cédigo de bloco! é definida por

A principio, sera sempre melhor utilizar um cédigo de comprimento n grande do que
um cédigo com palavras curtas. Isto, porque os erros sao de natureza aleatoria e ocorrem
durante intervalos de tempo varidaveis. Em alguns segmentos ocorrem mais erros que a
média, em alguns menos. Portanto, para a mesma taxa R, de forma a possibilitar uma
transmissao confiavel de informacao, é preferivel utilizar um cédigo de comprimento n
grande, que seja capaz de corrigir uma quantidade maior de erros de uma tunica vez,
mesmo que isto implique codificagao e decodificacao mais complexas. Bons cddigos sao,
portanto, aqueles de comprimento n tao grande quanto possivel, sem que isto comprometa
a taxa do cédigo (R, 0o = % = Ry # 0) ou sua capacidade de corre¢ao. O codigo de
repeticao (n, 1), com n — oo, por exemplo, terd R = 0 (corrige tudo, mas nao transmite

nada).

B.1.2 Geometria dos cédigos

Define-se como distancia de Hamming d (7, ) entre duas palavras cédigo Z e i de compri-
mento n, com simbolos em F,, o nimero de posicoes nas quais elas diferem. Por exemplo,
se?=1[a?010a]ey=|al10 a? sao palavras de comprimento n = 5 em Fy, entdo

d (7,y) = 3 (elas diferem nas posicoes 1, 2 e 5).

IEsta taxa R é adimensional e ndo deve ser confundida com a taxa de transmissao de informacao Ry,

medida em bits por segundo.
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Considere C' = {¢, 1 =0, ..., M — 1} um cédigo de bloco. A distancia minima d de
C' é a menor distancia de Hamming entre duas palavras cédigo de C'. Ou seja,
d = airéf?cd(@" G) -
i#]
Um cédigo (n, k) de distancia minima d também ¢ referido como um cédigo (n, k, d).
Define-se distancia minima relativa 6 de um cédigo (n, k, d) como sendo

5=".

n
Este conceito também ¢é importante na avaliacao de bons codigos. Por exemplo, um
codigo (n,n), com n — oo, tem taxa R = 1, porém tem distancia minima relativa 6 = 0
(transmite tudo, mas nao corrige nada).

Definindo uma esfera S (Z,r) de raio r com centro em & como sendo
S(Zr)y={ceF;:d(z ) <r},

observa-se que é possivel associar a todas as palavras de um codigo C' de distancia minima
d, esferas de raio r = % que nao se interceptam. A cardinalidade V' (n,r) desta esfera é

dada por

T n ;
vinn =3 (" )y o
i=0 \ "

Portanto,

|IC| .V (n,r) < q¢", (B.2)

em que |C| é o nimero de palavras M do cédigo C. Este resultado (c¢f. (B.2)) é conhecido
como limite de Hamming para o codigo C'.

O parametro t = (d%lw denota a chamada capacidade de correcao de um codigo
de bloco, ou seja, o nimero de posi¢oes de um vetor recebido que um codigo é capaz de
corrigir. Pode-se também ver a capacidade de corre¢ao de um cédigo como o valor maximo
de r, tal que esferas de raio r centradas nas palavras cdédigo jamais se interceptam. De
modo similar, 7 = d — 1 denota a capacidade de deteccao do cédigo. Combinando estas

duas capacidades, pode-se dizer em relagao a capacidade total de um cédigo que

2t + 1 < d.

B.1.3 Coadigos lineares

A maioria dos bons cdodigos conhecidos pertence a uma classe de codigos chamados de
codigos lineares. A estrutura imposta por esta classe proporciona meios para a busca de

bons cédigos e construgao de codificadores e decodificadores praticos.
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Considere o espago vetorial Fy. Um cddigo linear ¢ qualquer subespago vetorial de
Fy. Em outras palavras, um cddigo linear ¢ um conjunto nao vazio de n-tplas (vetores)
em F,, chamadas palavras codigo, tal que a soma de duas palavras codigo ¢ uma palavra
codigo, e o produto de um escalar (elemento de F,) por uma palavra cédigo também é
uma palavra cédigo.

Se um vetor ¢ = [¢; ¢ -+ ¢,] pertence a um cédigo linear, assim como um vetor
[ca -+ ¢n c1] resultado da rotagao de ¢, entdo diz-se que este é um codigo ciclico. Os
cbdigos AG em geral nao sao codigos ciclicos.

O peso de Hamming w (¢) de uma palavra cédigo ¢ é o nimero de posi¢oes nao nulas
desta palavra. O peso minimo wy;, de um coédigo é o menor entre os pesos de Hamming

de todas as palavras cédigo nao nulas. Por conseguinte, em um cédigo linear,
d= Wmin -

Considere C' um cédigo linear em Fym, em que m > 1. O subcddigo de subcorpo em F,

consiste em todas as palavras de C' que possuem todas as coordenadas no subcorpo F,.

B.1.4 Matrizes dos cédigos

Qualquer conjunto de k vetores linearmente independentes de uma base para o cédigo
C' (base para o subespago vetorial C') pode ser usado como linhas de uma matriz Gy, « ,,,

chamada matriz geradora de C'. Por exemplo, para algum cédigo binario (7,4), pode-se

ter
1 00 01 0O
01 00O0T1TPO0
G =
001 0011
0001111

Qualquer palavra codigo de C' é uma combinacao linear das linhas de G. O nimero de
linhas k é a dimensao do cédigo C.
As ¢* palavras de informacao (k-tplas) i s30 mapeadas nas ¢* palavras cédigo ¢ da

seguinte forma:

c=1G.

Por exemplo, para o cédigo binério (7,4) cuja matriz G é dada acima, a palavra i =
[1 10 1] é mapeada na palavra cédigo ¢=[110100 1].

Como C' é um subespaco vetorial, ele possui um subespaco ortogonal C*, que é o
conjunto de todos os vetores ortogonais a C'. Este cédigo C+ ortogonal é dito o cddigo

dual de C'. Este codigo tem dimensao n —k e uma matriz geradora H,,_j « ,. Por exemplo,
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para o cédigo bindrio (7,4) do exemplo acima, tem-se que

H—

o O =
oS = O
_— = O
e
o o =
o = O
_ o O

Uma n-upla ¢ é uma palavra codigo se for ortogonal as linhas de H, ou seja, se
cH™ = 0.

Por este motivo, H é dita a matriz de paridade (verificacao de paridade) de C. Desta

forma, pode-se definir o cédigo C' como sendo
C={celFr:cH" =0ecF,*}.

Para um vetor qualquer ¢ € Fy, define-se como sindrome de v os elementos de um vetor
S=cHT de comprimento n — k. Claramente, S =0seesésev € C. Em decodificadores
a decisao brusca?, as sindromes sdo a unica informacao disponivel no receptor sobre os
erros que porventura tenham sido adicionados aos sinal durante a transmissao. Para um
vetor recebido v = ¢+ €, em que ¢ € C' e € é um vetor de erros adicionado a ¢ pelo canal,
pode-se verificar que S = (G4 @)HT =cHT +eHT =eH .

Observe, entao, que uma palavra cédigo ¢ € C' de peso w (¢) implica uma relagao
de dependéncia entre as w (¢€) colunas da matriz H correspondentes as coordenadas nao
nulas de ¢. Portanto, observa-se que o cédigo C' possui distancia minima d se e so se
nenhum grupo de d — 1 colunas de H for linearmente dependente, caso em que haveria
uma palavra ¢ de peso d — 1, tal que ¢HT = 0. Como as colunas de H sao palavras de
comprimento n — k, entao o nimero maximo de colunas linearmente independentes de H

é n — k. Portanto,

d—1<n—-—k=
d<n-—k+1. (B.3)

Esta desigualdade é conhecida como limite de Singleton para cédigos lineares (n, k, d).
Os cédigos que apresentam igualdade nesta relagao sao ditos codigos de mdzrima distancia
minima (“maximum-distance separable” — MDS).

Se G é a matriz geradora de um codigo MDS, entao quaisquer k colunas de G sao
linearmente independentes. Como G é a matriz de paridade para o cédigo dual, entao o
codigo dual possui distancia minima maior que k. Como o cédigo dual possui dimensao
n — k, sua distancia minima nao pode exceder k + 1. Conclui-se que o dual de um cédigo
MDS também ¢é um codigo MDS.

2Além da decodificacdo a decisdo brusca, existe ainda a decodificacdo a decisio suave, em que se dispoe

no receptor de informagoes acerca da confiabilidade de cada elemento do vetor recebido.
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B.1.5 Limites dos codigos

As seqiiéncias de cédigo desejadas (os bons c6digos), como ja fora explicado, sao aquelas
com comprimento n tao grande quanto possivel, mantendo finitas e nao nulas a taxa de
informacao R e a distancia minima relativa § (capacidade de corre¢do de erros).

Considere a notagao A(n,d) para o valor maximo de M = |C| para o qual um cédigo
(n, k,d) (linear ou nao) existe. A avaliagdo de bons c6digos é feita através da fungao taza
de informacao assintotica R (9) definida por

R(§) = lim M, (B.4)
n—o0 n

que relaciona a taxa de informacao R e a distancia minima relativa ¢ de um cédigo quando
n tende para infinito.

Durante muitos anos, o melhor limite inferior para R (J) foi o limite de Gilbert-

Varshamov, descrito em seguida.
Teorema 55 (Limite de Gilbert-Varshamov) Considere 0 < § < %, entao
R(5)>1-H,(5). (B.5)

sendo H, a funcao entropia definida por
0 x =0
Hy(z) = { ’ 7 g—1
zlog, (¢ — 1) —zlogyz — (1 —z)log, (1 —z) ,0 <z < -
Prova. A prova deste teorema esta descrita com detalhes no apéndice B. m
No capitulo 2, apés descritos os cddigos AG, é apresentado um novo limite inferior

para R (d), que é melhor que o de Gilbert-Varshamov para todo ¢ > 49 em parte do

intervalo [0, %] .

B.2 C(Cdbdigos de Reed-Solomon

Convencionalmente, os codigos RS sao definidos a partir de um polinémio gerador ou,
equivalentemente, a partir de uma matriz geradora (ou de uma matriz de paridade) [6,72].
Além desta, uma construcao distinta destes codigos é apresentada em seguida no intuito

de facilitar a definicao dos cddigos AG como extensao destes [8,41,44].

B.2.1 Definicao convencional

Considere F, [z] / (z™ — 1) o anel dos polinémios em F, com grau menor que n. Toda

palavra cédigo [co ¢1 ... ¢ € IF;‘ pode ser vista como um polinémio ¢y + cix + -+ - +
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Cpqx™t € Fylz] /(™ —1). Neste anel, a multiplicagio de um polindémio por z equi-
vale ao deslocamento ciclico da palavra equivalente. Observa-se, entao, que existe uma
correspondéncia entre um cddigo ciclico e um ideal® contido em F, [z] / (z™ — 1). Mostra-
se [9, pp. 37-44] que este ideal (o cddigo ciclico) pode ser gerado por um tinico polinémio
g (x), divisor de 2" — 1, conhecido como polinémio gerador. O polinomio ¢ (x) é, por
definigao, o maximo divisor comum — MDC dos polinomios do ideal (ele gera este ideal).
Sendo g (z) um polinémio de grau n—k, um cédigo ciclico de comprimento n é o resultado
da multiplicacdo de g () pelos polinémios i (x) de grau menor que k (informacgao). Ou

seja,

Os cédigos RS sao cédigos ciclicos de comprimento n = ¢ — 1, em [Fy, cujo polinomio

gerador é da forma

em que a é um elemento primitivo de F, e d' é a distancia minima projetada do cédigo.

Observe que g (z) é sempre um polinomio de grau d —1=n—-k=d =n—k+ 1.
Deste resultado e do limite de Singleton (c¢f. (B.3)), tem-se que a distancia minima d do
codigo é

d=d =n—k+1.

Este é, entao, um cédigo MDS. Sua dimensao é k = n —d + 1. Este cédigo é capaz de
corrigir d = 2t + 1 =t = n — k erros.

Pode-se também definir os cddigos RS estendidos pela adicao de uma componente,
fazendo n = ¢. Estes codigos, também MDS, diferentemente dos anteriores, nao sao

ciclicos.

B.2.2 Definicao geométrica

Observe agora uma formulagao diferente para os codigos RS apresentados acima. Primei-
ramente, considere o conjunto {ag, a1, ..., a,_1} de n elementos distintos de F,. Denote

por L C F,[z] o conjunto de polinomios de grau menor que k& < n. Defina um cédigo C

3Um ideal I é um subconjunto de um anel A que satisfaz os seguintes axiomas:

1. I é um grupo abeliano sob a operagao de adicao;

2. Paratodoa €l ebe A, tem-se que ab € I.

Uma maior discussao sobre este assunto sera feita no capitulo seguinte.
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como sendo
C={(f(a), f(a1),.... [(an-1)): fEL}. (B.6)

Este cédigo possui comprimento n e dimensao k.

Como um polinomio de grau menor que k possui no maximo k — 1 zeros, cada palavra
codigo de C' (c¢f. (B.6)) possui peso no minimo n — (k — 1) =n — k + 1. Dai e do limite
de Singleton (cf. (B.3)), conclui-se que este é um cédigo MDS, ou seja, possui distancia
minima d = n — k + 1. O mesmo coédigo RS ciclico da defini¢cao convencional vista na
subsecao anterior é obtido nesta construcao paran = ¢ — 1, e o cédigo RS estendido para
n=gq.

Existe ainda uma forma mais geral do c6digo dado por (B.6). Considere os vetores @ =
(g, a1, ..., a,-1) de n elementos distintos de Fym e ¥ = (vg, v1, ...,v,—1) de elementos
nao nulos e nao necessariamente distintos de Fgm. Considere L o conjunto de polinomios

de grau menor que k em Fym [z]. O cédigo

GRSy, (a,7) = {(vof (ag), vif (), ..., vn_1f(an_1)): f €L} (B.7)

possui os mesmos parametros do codigo anterior e é conhecido como codigo RS generali-
zado.

Considere agora o conjunto dos pares de elementos (aq, as), com «; € F,. Considere
os pares que sao multiplos escalares entre si como sendo de uma mesma classe de equi-
valéncia, ou seja, (a1, @) = (Bay, faz), para todo 3 € F;. Cada classe de equivaléncia
¢ representada por um dos pares (1,a), com a € Fy, ou @ = (0,1) (@ é chamado ponto
no infinito). Este conjunto de classes de equivaléncia é conhecido como linha projetiva P*
(uma maior explanagao sobre o assunto é feita no apéndice C). Por exemplo, considerando

o corpo [y, tem-se que

P'={(1,0),(1,1),(1,0), (1,0%) ,Q} .

a(z,y)

Uma funcdo racional em P! é um quociente da forma ,em que a(z,y) e b(z,y)

b(z,y)
sdo polinomios homogéneos de mesmo grau em [, (sem esta restricdo o quociente nao
seria definido em P!). Um ponto de P! é um pdlo de uma fungao racional % se o

polinémio b (z,y) for zero neste ponto (e a(x,y) nao for zero). Defina, entao, L como
sendo o espaco vetorial de todas as funcoes racionais em P! que nao possuem pélos em
P!, exceto possivelmente pdlos de ordem menor que k em Q. E facil observar que funcoes
a(@,y)
!

racionais da forma , com [ < k, em que a(z,y) é um polindmio homogéneo de grau

[, possuem as propriedades descritas. Segue, entao, a definicao dos codigos RS.

Defini¢ao 56 (Cdédigos de Reed-Solomon) Um cddigo RS pode ser descrito pelo con-

Jjunto de n-iuplas

C={(fR),f(R),...., f(P)):feL}, (B-8)
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em que Py, Py, ..., P, € P! sdo pontos diferentes de Q.

Em outras palavras, o que se fez foi tomar uma linha projetiva, um conjunto de n
pontos desta linha e um espaco vetorial de funcoes definido a partir de um ponto da linha
projetiva diferente dos n pontos supracitados. O cddigo C' fornecido por (B.8) consiste
apenas num conjunto de n-uplas de valores destas funcoes nestes pontos. Este processo
de avaliar fungoes racionais em pontos de uma curva (no caso uma linha) constitui uma
das idéias centrais na construcao de cédigos AG, que serd chamada de construcdo por
funcoes. Uma segunda idéia central na construcao de codigos AG é derivada da definigao

dos cédigos de Goppa na se¢ao seguinte.

B.3 Cdbdigos de Goppa

Antes de definir os cédigos de Goppa, serd apresentada uma conhecida classe de cédigos

ciclicos, os chamados cddigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) [6, 72].

B.3.1 Cddigos BCH

Considere o um elemento de ordem n do corpo Fym, em que n divide ¢™ — 1. Considere

g (z) € F, [x] o polindmio de menor grau cujos zeros sejam
{a:i=1,2,...,2t},

para algum inteiro ¢ > 1. Faga o grau de g (z), referido como o polinomio gerador do

codigo, igual a n — k. Mostra-se que n — k < 2tm [8]. Entao,
C={a(z)g(z):degla(x)] <k, a(zx)€F,[z]} (B.9)

éum codigo BCH de comprimento n, dimensao k > n—2tm e distancia minima d > 2t+1.

Observe que, tomando-se o polinomio

2t

h(x)= H (x —a') € Fym [2]

i=1

no lugar de g (z) e substituindo-se o corpo F, por F,m, o cédigo da equacao B.9 torna-se
um cédigo RS C’ de comprimento n, dimensao k e distancia minima d = 2t + 1. Portanto,

o cédigo BCH C' da equagao B.9 consiste num sub-cédigo de subcorpo de C’; ou seja,

C=C'NF.
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B.3.2 Coddigos de Goppa

Utilizando a mesma notacao da definicao dos cédigos BCH acima, em que as palavras
c6digo sao da forma ¢ (x) = cp+crz+- - +c, 12" tal que c (') = 0, parai =1, ..., d—1,
considere o seguinte calculo:
n—1 n—1
Ci " —1
(" —=1)y — CGi——

r— ot , T — ot
1=0 =0
1

n— n—1

S eSSy
=0 7=0
n—1 n—1 )

= 2y ¢ (ajﬂ)l .
7=0 =0

Para valores de j no intervalo [0,d — 2], o somatério 31" ¢; (@) = ¢(a?™) é por

defini¢ao nulo. Portanto, para algum polinémio f (x), tem-se que

(2" —1) S x’ ci (ozjﬂ)i
i=0 j=d—1 =0

(@),

8

n—1 C;

0 i nao divide

d—1 (.Z'd_l

ou seja, o somatoério » é necessariamente divisivel por z

™ —1). Portanto,
n—1

CA
> ——— =0 moda™. (B.10)
— T — "
=0
Por conseguinte, um vetor [co ¢; - --¢,—1], com ¢; € Fy, é uma palavra cédigo se satisfizer
a equacao B.10. Dependendo do corpo utilizado, esta construcao acima fornece um cédigo
RS ou um cédigo BCH. A passagem destes para os cédigos de Goppa agora envolve apenas
a substituicao da seqiiéncia {a':i=1,2, ...,2t} usada (a é um elemento primitivo de
ordem n do corpo F,m) por um conjunto arbitrario de elementos distintos, e do monémio

2" por um polindmio geral g ().

Definicao 57 (Cédigos de Goppa) Considere L = {ag, 1, ...,q,_1} um conjunto
arbitrdario de n elementos distintos de Fym e g(x) € Fym [x] um polinémio monico, tal
que g (o) # 0, para i = 0,1,...,n— 1. O cbédigo de Goppa I' (L,g) € o conjunto de

palavras (co, 1,y .., Ch 1) € [y, tal que

=0 modg(x). (B.11)
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O cédigo I' (L, g) definido pela equagao B.11 é um subcddigo de subcorpo do dual do
c6digo RS generalizado (equagao B.7). Para verificar isto, considere g (z) = Y'_ g;a'.

Entao,

o (z) = M — Z gk+j+1(ljl’k

r—a -
k+j<t—1

é um polinémio de grau menor que ¢, para qualquer a. Como

(z —a)¢ () = —g(a) modyg (x),

pode-se reescrever a equacao B.11 como sendo

[y

n—

C.
— ¢ (x) =0 mod g (z) =
2 ey @’ ™ @)
n—1
C; ik
Z Grrjr1 () 27 =0 =

i— 9 (e:) kdj<t—1

n—1

D i Y e (i) 2t =0, (B.12)

=0 ktj<t—1

em que h; = ﬁ Observe que o coeficiente de z* na equacao B.12 é zero para 0 < k <
t — 1. Isto significa que, se ¢ = (¢, c1, ..., 1) é uma palavra cédigo, entao o produto

interno de ¢ com as linhas da matriz

hog: ce hn—19:
ho (gt—l + gtal)) oo hy (91&—1 + gtan—l)
| Xl e b (S 00l |

deve ser zero. Usando operacoes elementares nas linhas desta matriz, obtém-se a seguinte

matriz de paridade para o cédigo I' (L, g):

ho R
- hoay hioay oo By,
hQOégil hlofifl s hn,1a2111
Compare esta matriz com os cédigos da equacao B.7, em que v = (hg,hy, ..., hp_1).

Observa-se que H é a matriz geradora do cédigo GRSy (a,v) da equagao B.7. Portanto,
o c6digo de Goppa I' (L, g) é um subcédigo de subcorpo do dual de um cddigo RS gene-
ralizado.

Como o posto da matriz H sobre F,» ¢é exatamente ¢, seu posto sobre F, ¢ no maximo
mt. Portanto, a dimensdo do cédigo de Goppa I' (L,g) é kK > n — mt e sua distancia

minima é d >t + 1, em que t é o grau de g (x).
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B.4 Transicao para os cédigos AG

Agora sera dada uma nova formulacao aos codigos de Goppa, de forma a colocar em
perspectiva sua transicao para os cddigos AG.

Considere a fungao

¢ w ()
flx) = =
—~r—o;  A2)
correspondente a palavra codigo (co, 1, ..., ¢ 1), €m que

Aa) =] — i) € Fgm [2],
degw () < deg A (z) = n e {ap, a1, ...,a,—1} é um conjunto arbitrario de n elementos
distintos de F,». Portanto,

ci= f(r)(x— ai)‘x:ai

é obtido pelo cancelamento do pélo «; em f (z) e avaliacdo no préprio ponto ;. Em
outras palavras, ¢; é o residuo de f () em «;, denotado por Res,, (f).

Considere
Alz)

Tr — Oy

@)= [[ ¢-a)=

i=1,i#j

_w(@) _ g@)q(z)

uma vez que, por definicao, g (z)|f (z) (¢ (z) é o mesmo da equagao B.11). Pode-se,

entao, expressar o residuo de f () em «; por

Res,, () = <= 480 ).

que é zero apenas se ¢q (a;) = 0.
Agora, generalizando este conceito, defina um espaco vetorial L de fungoes racionais,

tal que

1. f(x) € L possui pelo menos os mesmos zeros que g (x), com pelo menos a mesma

multiplicidade;

2. f(x) € L nao possui pélos, exceto possivelmente em {ag, aq, ..., @, 1}, caso em

que os polos sao de ordem 1.

Defina, entao, um cédigo C' de comprimento n em Fym como sendo

C" = {(Resa,f,Resa, f, ..., Resa, ,f): f€L}. (B.13)
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Basicamente, este cédigo C” fornecido por (B.13) consiste no conjunto das n-tuplas dos
residuos das fungoes do espago de fungées L definido pelos pontos de {ag, g, ..., a1}
nestes pontos. Este processo de determinar os residuos de funcoes racionais em um con-
junto de pontos constitui a segunda idéia central na construcao de codigos AG, que sera
chamada de construcao por diferenciais.

O cédigo de Goppa definido pela equacao B.11 é um subcddigo de subcorpo deste
codigo C" em F,. Como o cédigo de Goppa é também um subcddigo de subcorpo do
dual do cédigo C' definido pela equagao B.8, observa-se, entao, que existe uma relacao de
dualidade entre as construcoes por funcgoes e por diferenciais usadas nas definicoes dos
codigos C' (equagao B.8) e €' (equagao B.13), respectivamente.

Do que foi apresentado neste capitulo, dois enfoques usados na definicao de codigos

sao de grande importancia na construgao dos cédigos AG:

e A avaliagao de fungoes racionais em um conjunto fixo de pontos distintos (equagao
B.8);

e O residuo de fungoes racionais em um conjunto fixo de pontos distintos (equagao
B.13).

A definicao dos cédigos AG, descrita em detalhes no capitulo 2, utiliza estes dois
enfoques, que fornecem codigos duais, diferindo apenas na obtencao do conjunto de pontos
distintos: sao pontos de uma curva algébrica em um corpo finito. Além disso, o espaco
de fungoes racionais é definido a partir de pontos desta mesma curva algébrica.

Apesar destas abordagens serem simples, a definicao dos parametros do cédigo depen-
dera fortemente da teoria das curvas algébricas. O apéndice C dedica-se a apresentagao
desta teoria matematica, requisito necessario ao entendimento dos codigos AG, definidos

no capitulo 2.
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Apeéendice C
Geometria Algébrica

Este apéndice tem por objetivo descrever resumidamente alguns conceitos da geometria
algébrica, como os de variedades afins e projetivas, de bases de Grobner, corpos de fungoes,
anéis de coordenadas, anéis locais e divisores, necessarios ao estudo dos cédigos AG e seus
esquemas de decodificacao.

Nao é pretensao do presente texto constituir uma referéncia completa ou pormenori-
zada sobre este assunto. Grande parte das provas nao sao apresentadas aqui. Abordagens
mais detalhadas sobre esta teoria e provas dos resultados apresentados podem ser obtidos
em diversas publicagoes [9,24,46, 55, 70].

C.1 Ideais e variedades

Os conceitos de ideal e variedade e suas relacoes sao a base para a teoria matematica
denominada geometria algébrica. A natureza geométrica provém das variedades, que sao
as curvas, superficies e objetos de maior dimensao definidos por equagoes polinomiais.
Os ideais, subestruturas dos anéis polinomiais F, [xy, ..., z,], constituem a “dlgebra”

relacionada as variedades.

C.1.1 Variedade afim

Defina um monomio em x, ..., x, por
a o1 «
r =x; ...x,",
em que aq, ...,Q, sao inteiros nao negativos. O grau de z“ é dado por a; + -+ + .

Considere IF,, um corpo finito com p elementos e F, seu fecho algébrico. Um polindémio

fem x, ..., x, com coeficientes em F, consiste numa combinagao linear de monomios

131
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da forma
f= Zaaxa, ao € Fy,
[0
em que a soma ¢ feita sobre um niimero finito de n-tiplas a = (a1, ..., a,). O anel dos
polinémios em xy, ..., z, com coeficientes em [, ¢ denotado por F, [xy, ..., z,].

Defina agora espa¢o afim de dimensao n, sobre F,, como o conjunto
A" ={(a1, .. an) s ar, .0, € Fy}

Um elemento P € A™ é dito ser um ponto do espaco A™. Observe que um polinomio

fe€F, [z, ..., x,] pode ser considerado como um mapeamento f : A" — F, dado por
f(P) :f<a1a "'7an)7
em que P = (ay, ...,a,) € A". Se f(P) =0, diz-se que P é um zero de f.

Definicao 58 (Variedade afim) Considere fi, ..., fs polinomios em F [z, ..., x,]. A
variedade afim V (fy, ..., fs) definida por fi, ..., fs €, entdo, dada por

Em outras palavras, uma variedade afim V (fi, ..., fs) C A™ é o conjunto de solugoes
para o sistema de equagoes fi (1, ..., T,) =+ = fs(x1, ..., 2,) = 0.
C.1.2 Ideal
Definigcao 59 (Ideal) Um subconjunto I C F, [y, ..., x,] constitui um ideal se satisfi-

zer 0s sequintes axriomas:
1. I é um grupo abeliano sob a adicao;

2. Se felehelF [z, ...,x,], entio hf € 1.

Considere fi, ..., fs polinomios pertencentes ao anel F, [xy, ..., z,]. O conjunto de-

notado por (fi, ..., fs) e dado por

(fi, o fs) = {Zhifi thi, ... he € Fy [z, xn]} (C.1)
i=1

¢ um ideal gerado por fi, ..., fs (isto é facilmente verificado aplicando-se os axiomas da
definigao 59).

Considere V' C A™ uma variedade afim. O conjunto denotado por I (V') e dado por

I(V)={f €T, ....,2,]: f(P) =0, PV} (C.2)
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¢ um ideal gerado por V (isto é verificado também aplicando-se os axiomas da definigao
acima).

Todo ideal pode ser gerado por um conjunto finito de fungoes linearmente indepen-
dentes denominado base. Um ideal que pode ser gerado por uma tunica fungao é dito
principal. Um ideal I C Fy [z, ..., x,] é dito primo se I # F, [z, ...,x,] e se, para
abel,aceloubel. Unmideal I C A é dito mdrimo em um conjunto A se nao existir
outro ideal em A que contenha I.

Um ideal I ¢ dito radical se o fato de que f™ € I, para m > 1 inteiro, implicar que
f € I. Para uma variedade V' qualquer, se f™ € I(V), entao f € I(V), uma vez que
[f (x)]" = 0= f(z) =0. Portanto, I (V) é sempre um ideal radical. Por conseguinte,
um ideal I = (f1, ..., fs), em que f* € I e f*=1 ¢ I, nao pode ser representado na forma

I(V), ou seja, nao pode ser gerado por qualquer variedade V.

Teorema 60 (“Nullstellensatz” de Hilbert) Considere o anel de fun¢oes Fylxq, ..
x,] e as funcgoes f, f1, ..., fs pertencentes a este anel . A func¢ao f € T(V (f1, ..., [fs))

*)

se e so se f™ € (fi, ..., [fs), para algum inteiro m > 1.

C.1.3 Bases de Grobner

1

A todo monomio z% = 7" ... 20" pode-se associar uma n-upla a = (o, ..., o) € Z7,

e vice-versa. Portanto, uma mesma regra de ordenacao > pode ser aplicada tanto a
n

monomios quanto ao espago Z', ou seja, se a > 3 segundo a ordenacao adotada, entao

z® > 2P, e vice-versa.

Definicao 61 (Ordenagao de monoémios) Uma ordenacao de monoémios atribuida aos
elementos do anel Folxy, ..., x,] € qualquer relagao > sobre as n-iplas o € Z7, ou sobre

0s monomios x%, que satisfaz as condigoes:

1. > € uma ordenagao linear, ou seja, aplica-se a todos os vetores de 2} ;
2. Sea>f3, coma, B,y €LY, entio o+ > B+

3. Todo subconjunto finito nao vazio de Z', possui um elemento menor e um elemento

maior sob a ordenacdao >.

Um exemplo de ordenagao de monomios é a chamada ordenac¢do lexicogrdfica, denotada
POT >j¢p, €M que & >, 3, com av, § € Z7}, se no vetor a—f3 € Z" o elemento nao nulo mais
a esquerda for positivo. Por exemplo, paran = 2, tem-se que (0,0) <jep (0,1) <per =+ <iew
(1,0) <jex (1,1) <pez ++ <tz (2,0) <pe (2,1) <pez *+ <tew (3,0) <pewr (3, 1) <pegr - - -
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Considere f =)  a,x® um polinémio nao nulo em F, [z4, ..., z,] e > uma ordenacao
de mondmios. Defina, entdo, o grau de f, denotado por deg (f), como o maior vetor «,
expoente de z, segundo a ordenacao >. Defina também o coeficiente lider de f, denotado
por lc (f), como sendo o coeficiente aqeg(f), € 0 termo lider de f, denotado por It (f), como
sendo dgeg( i)

Considere uma ordem de monoémios > e um conjunto de fungoes fi, ..., fs € F [z1,
..., T, ordenadas segundo a ordenacao >. Tem-se que toda fungao f € F,[zy, ..., x,]

pode ser escrita na forma

fZQIfl"i_"'_‘_Qst"i_Ta

em que ¢, ...,qs,7 € Fylz1, ..., 2,], e, ou r = 0, ou r é uma combinacao linear de
monomios nao divisiveis por 1t (f1), ..., 1t (f5). O algoritmo 62 descreve em detalhes a

divisao de polinomios em vérias variaveis.

Algoritmo 62 (Divisao de polinémios em varias varidveis)

Entradas:

e Os polinémios f, fi, ..., fs € Fy[z1, ..., 2] ordenados segundo a ordem >.
Saidas:

© ¢, ....qs, 7 €EFy[z1, ... 2]

Inicializacao:

e ¢1=0,...,¢s=0,7=0.

<<< Unica iteracao >>>

p=1f
WHILE p + 0 DO
i=1

ocorreudivisao = false
WHILE i < s AND ocorreudivisao == false DO
IF 1t (f;) divide It (p) THEN
g = qi +1t (p) /1t (f;)
p=p— fi[lt(p) /1t (fi)]
ocorreudivisao = true
ELSE
t=1+1
IF ocorreudivisao == false THEN
r=r+1t(p)
p=p—1t(p)
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Diferentemente do caso dos polindmios em uma tnica variavel, no caso geral da divisao
de polindmios em n variaveis, os valores dos quocientes e do resto nao sao unicos e
dependem da ordem de monomios adotada. Apesar disto, se uma funcao f pode ser

escrita na forma
f:CI1fl+"'+Qst>

entao f € (f1, ..., fs). Isto implica que r = 0 é uma condicao suficiente para a pertinéncia
de f aoideal (f1, ..., fs). Contudo, ndo é uma condigao necessdria, pois a mesma divisao
pode fornecer um resto r # 0 para uma ordenacao de monomios diferente.

H4, entretanto, a possibilidade de, a partir de um conjunto de funcoes geradoras de
um ideal I, obter-se um conjunto diferente de fungoes geradoras de I que apresentem
boas propriedades, tais como a de serem univocamente determinadas e a de tornarem a

condicao r = ( suficiente e necessaria para a pertinéncia de uma funcao f ao ideal I.

Defini¢ao 63 (Ideal de monémios) Um ideal I C Fy[zy, ..., x,] € dito ser um ideal

de monomios se for constituido de todos os polinomios na forma da soma finita

Z hox?,

acA

em que A CZY e hy € Fylay, ..., 2,

Todo ideal de mondmios I pode ser escrito na forma (x®, ... z%) em que a, ...,
as € A. Em outras palavras, todo ideal de monémios I possui uma base finita de
monomios. Observe, entdo, que um monomio z” pertence a um ideal de monomios
I = (x%:a€ A) se e sé se for divisivel por algum 2z, para a € A. Como conseqiiéncia,
todo polinomio f € I é necessariamente uma combinacao linear de monomios de [, ou
seja, todo termo de f pertence também a I.

Considere agora I C F,[z1, ..., z,] um ideal qualquer diferente de {0} e denote por
1t (I) o conjunto dos termos lideres dos elementos de /. Tem-se que o ideal gerado pelos
elementos de 1t (1), denotado por (It (1)), constitui um ideal de monémios. Além disso,
existem sempre fungoes g1, ...,g: € I, tais que (1t (1)) = (It (g1), ...,1t (g¢)). Associado
a este fato, o chamado teorema das bases de Hilbert afirma que todo e qualquer ideal
I CF,[zy, ..., x,) possul sempre um conjunto gerador finito, ou seja, todo ideal I pode

ser escrito na forma (gy, ..., g;), para algum gy, ..., g, € I.

Defini¢ao 64 (Bases de Groébner) Dada uma ordem de monémios, um subconjunto
finito G ={g1, ..., 9} de um ideal I é dito ser uma base de Grobner (também chamada

base padrao) se

(It (g1), .- 16 (g0)) = {6 (1)) -
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Ou ainda, um conjunto G = {g1, ..., g:} C I € dito ser uma base de Grébner se e sd se

o termo lider de qualquer elemento de I for divisivel por algum 1t (g;), com g; € G.

Uma base de Grobner G de um ideal I ¢ dita minima se lc(g) = 1 e lt(g) ¢
(1t (G —{g})), para todo ¢ € G. Uma base de Grébner G de um ideal I ¢ dita redu-
zida se for minima e nenhum monoémio de g pertencer a (It (G — {g})), para todo g € G.

Todo ideal I # {0} possui uma base de Grobner e, dada uma ordem de monomios,
todo ideal I # {0} possui uma unica base de Grobner reduzida. Além disso, o resto
r da divisao de uma funcdo f € F,[zq, ...,z,] por uma base de Grébner G de um
ideal I C F,[x1, ..., %, é univocamente determinado, independentemente da ordem de
monomios adotada.

Observe que o problema da pertinéncia de uma funcao f a um ideal I reduz-se a
determinacao de uma base de Grébner G para I. Portanto, tem-se que f € [ se e s6 se a
divisdo de f por G for exata (resto r = 0).

O processo de decodificacao de cédigos AG depende diretamente da divisao por po-
linomios em varias variaveis e reduz-se ao problema da busca por uma base de Grobner
para um ideal de polinomios localizadores de erros (polinémios que apresentam zeros nos
pontos associados as posi¢oes onde ocorreram erros na comunicacao). Dai a importancia
do estudo das bases de Grobner e suas propriedades.

O algoritmo de Buchberger [9] é um exemplo de esquema utilizado na na determinagao

de uma base de Grobner para um dado ideal I = (f1, ..., fs).

C.1.4 Anel de coordenadas

Considere um ideal I C F, [zy, ..., z,] e faga f,g € F,[z1, ..., z,]. Diz-se que f e g sao

congruentes modulo I, denotando-se por
f =g modl,

se f —g € I. Esta operagao de congruéncia médulo I estabelece uma relagao de equi-
valéncia, que subdivide F, [z1, ..., z,| nas chamadas classes de equivaléncia. Para qual-

quer f € F,[xy, ..., x,], define-se a classe de f como o conjunto

[f1={g€Fy[zs, ..., 2] : g= f modI}.

Defina agora o quociente de F, [z1, ..., x,] médulo I, denotado por F, [z1, ..., z,] /1,

como o conjunto de classes de equivaléncia por congruéncia médulo I dado por

F,lz1, ....xn] /[T =A{[f] : f €Fylxn, ..., 2]}
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Um quociente F, [z, ..., x,] /I constitui, na verdade, um anel comutativo sobre as ope-
racoes [f] + [g] = [f + g] de adigao e [f].[g] = [f.g] de multiplicacao realizadas entre as

classes de equivaléncia, sendo, por isso, denominado anel quociente.

Definicao 65 (Anel de coordenadas) Considere uma variedade afim V. No caso em

que I =1(V) (um ideal radical), o anel quociente dado por
L'(V)=F,lz1, ...,z,) JI(V)

é denominado o anel de coordenadas de V.

C.1.5 Corpo de funcgoes

A partir do anel de polinémios F, [z1, ..., x,], pode-se construir um corpo com elementos
da forma g, em que f,g € F,[z1,...,2,], denominados fungdes racionais. O corpo
denotado por F, (z1, ..., x,) e dado por

Fy (@, ... zn) = {H

¢ denominado corpo de funcoes.

cfg€eF,lx, .o m), g%O}

Defini¢ao 66 (Corpo de fungoes de uma variedade) Se V' ¢é uma variedade afim e
I'(V) seu anel de coordenadas, entdo o corpo das fragoes 5, com f,g € T'(V), € dito o
corpo de fungoes de V' e denotado por F, (V).

A dimensdo de uma variedade afim V' é o grau de transcendéncia do corpo F, (V') sobre
o corpo IF;. Desta forma, define-se uma curva algébrica X C A™ como uma variedade de
dimensao 1.

Uma curva X é dita ser ndo singular, ou reqular, se todos os seus pontos forem nao

singulares, ou seja, possuirem os mesmos zeros em duas derivadas parciais. Caso contrario,

a curva é dita singular.

C.1.6 Variedade projetiva

Variedades afins sao subconjuntos do espaco afim A" A adicao a A" de “pontos no
infinito” permite criar o chamado espaco projetivo P de dimensao n, do qual derivam as
variedades projetivas.

Considere a relagao de equivaléncia no conjunto A"\ {(0,0, ...,0)}, com termos em

F,, dada por
(ag, ...,an) = (bo, ..., bp) ©IXNEFN{0} : b; = Xa;, i =0,1, ... ,n.

A classe de equivaléncia de (ay, ..., a,) é denotada por (ag : -+ : a,).
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Definigao 67 (Espago projetivo) O espago projetivo P de dimensdo n é o conjunto

de todas as classes de equivaléncia {(ag : ... : ay) : a; € F,}.

Um elemento P = (ag:---:a,) € P" é chamado ponto, e ag, ...,a, sdo ditas as
coordenadas homogéneas de P.

O conjunto H = {(0:ay:---:a,) € P*} é chamado de hiperplano no infinito e os
pontos de H, denotados por (), sao chamados pontos no infinito. O mapeamento ¢ :
A" — P"\ H é definido por ¢ (ay, ...,a,) = (1,a1, ..., a,).

Um polinémio constituido pela soma de monomios de mesmo grau é chamado po-
linomio homogéneo. Um polinémio homogéneo f € F, [z, ..., z,| pode ser considerado

como um mapeamento f : P* — F, dado por

f(P):f((lo,...,an),

em que P = (ag:---:a,) €P" com ay, ...,a, € F,. Se f(P) =0, f édito ter um zero
no ponto P = (ag:---:a,) € P". Isto faz sentido, uma vez que, se f é homogéneo de
grau d,

f(Xag, -+, han) = Xof (ag, -+, an).

E possivel sempre converter qualquer polinomio nao homogéneo em um polindémio
homogéneo. Para qualquer polinéomio f € F, [z, ...,2,]| de grau d, o polinomio f" €
F, [zo, ..., z,] dado por

it T
fxo:--:an) =alf <—, ,—n)
Zo Lo

¢ homogeéneo de grau d.

Definigao 68 (Variedade projetiva) Considerando fi, ..., fs € Fy[zo, ..., z,] poli-
nomios homogéneos, a variedade projetiva V (fi, ..., fs) definida por fi, ..., fs € dada
por

V(fi, ... f)={PeP": f;(P)=0,1<i<s}.

Observe que a soma de dois polindomios homogéneos de diferentes graus nao preserva
a homogeneidade. Portanto, um ideal I = (fi, ..., f;) C Fyxo, ...,z,] gerado por
polindomios homogéneos sempre contém polindomios nao homogeéneos, que nao podem ser
usados na definicao de uma variedade projetiva. Observe também que, apesar disto, todos
os polinomios deste ideal I se anulam nos pontos da variedade projetiva V (fy, ..., fs).
Além disso, mostra-se que, para todo f € I, se f; é uma componente (parte) homogénea
de f, entao f; € I. Estes ideais [ gerados por polinomios homogéneos sao chamados ideais

homogéneos.
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De forma similar ao caso afim, uma variedade projetiva V pode ser também definida
como um subconjunto de P, tal que I (V') é um ideal primo homogéneo.
Define-se, assim como no caso afim, o anel de coordenadas homogéneo de uma varie-

dade projetiva V' C P™ como o anel quociente
Ly (V)=F, [z, ..., z,) /T(V).

Um elemento f € I', (V) é dito ser uma forma de grau d se f = F +I1(V), em que
F eF,[xg, ..., 1z, é um polindmio homogéneo de grau d.

O corpo de funcoes de uma variedade projetiva V' é definido por

F, (V)= {g : fyg € Ty (V) sao formas de mesmo grau e g # O} :

A dimensdo da variedade projetiva V' é o grau de transcendéncia de F, (V') sobre F,.

Define-se uma curva projetiva X C P" como uma variedade projetiva de dimensao 1.

C.2 Anel local

Considere a variedade V' e um ponto P € V. Considere f € F, (V) uma fungao racional,
entao f = ¥, sendo g,h € % (V) para uma variedade V' afim, ou g,h € I';, (V) para uma
variedade V' projetiva. Se h (P) # 0, entao f é dito ser definido em P.

Definicao 69 (Anel local) O anel denotado por Op (V) e dado por
Op(V)=A{feF,(V): f € definido em P}

é chamado o anel local em P.

Defina o ideal mdximo Mp (V') de um anel local Op (V') por
Mp (V) ={f€Op(V): f(P)=0}.

Definigao 70 (Anel de valorizagao) Chama-se anel de valorizagdo de um corpo de
fungoes F, (V) um anel O, tal que F, C O C F, (V) e, para todo z € F,(V), z € O ou
z7teO.

Este anel de valorizacao O de F, (V') é também um anel local, tendo como tnico ideal

méaximo P = O\O*, em que O* = {z € O : Jw € O, zw = 1}. Este tnico ideal méximo
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P de O ¢ dito ser um lugar' de F, (V). O conjunto dos lugares de um corpo de fungoes
F, (V) é denotado por
P={P:P éumlugar de F, (V)}. (C.3)

Observa-se que, se F, é um corpo fechado algebricamente, que é o caso aqui considerado,
entao P possui grau 1 (veja defini¢ao de grau de um ponto fechado, ou lugar, na subsegao
seguinte). Se um lugar P possuir grau 1, entao ele é equivalente a um ponto racional P.

Um anel de valorizacao O apresenta ainda as seguintes propriedades:

Sendo 0 # z € F, (V), entao z € P & 271 ¢ O;

P é um ideal principal,

Se P = tO, entao qualquer 0 # z € F, (V) possui uma representagao unica da forma

z=1t"u,comu € O en e

Se P =10 e {0} # 1 C O é um ideal, entao I = t"O para algum n € N.

A funcao t é chamada parametro local, parametro de uniformizacdao ou elemento primo
de P. Um anel de valorizacao O, cujo respectivo lugar P = tO, é chamado anel de
valorizagao discreto.

Considere O um anel de valorizagao discreto de F, (V') e P seu tnico ideal maximo.
Tem-se que, para z € F,(V), 2z = t"u, com v € O* e n € Z. Defina, entdo, a funcao

v:F, (V) — Z, chamada fun¢do de valorizagio discreta de F, (V'), por

vp (2) ={ O; ;g (C.4)

Esta fungao apresenta as seguintes propriedades:
o vp(x) =00 =0
e vp (zy) = vp () + vp (y), para qualquer z,y € F, (V);

e vp (z+y) > min[vp (z),vp (y)], com igualdade se vp (z) # vp (y);

Existe um elemento z € F, (V), tal que vp (2) = 1;

e vp(a) =0, para todo 0 # a € F,.

1O conceito de lugar é freqiientemente associado a ou confundido com o conceito de ponto. Observe
uma analogia com numeros reais e complexos. Um ntmero a € R constitui um ponto no eixo horizontal
do plano R2. Pode-se dizer que o conjunto dos niimeros complexos a + bi, com b € R, constitui um lugar.

Um lugar costuma ser vulgarmente referido como um “ponto gordo”.
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Sendo X uma curva (afim ou projetiva) e P um ponto de X', o ponto P é nao singular
se e s6 se Op (X) for um anel de valorizacao discreto.

Denota-se por Py o conjunto dos pontos fechados de uma curva X.

C.3 Divisores

O conceito de divisor constitui uma forma extremamente elegante de manipular um con-
junto de pontos relacionados a uma curva.

Considere X uma curva projetiva definida sobre IF,.

Defini¢ao 71 (Divisor) Um divisor D de X é uma soma formal (um conjunto de pontos

dispostos em forma de uma soma ponderada) dada por
D= npP,
pex

em que np € 7Z, podendo ser np = 0 para alguns, mas nao todos, dos pontos P € X.
O suporte de D ¢é definido por
supD ={P € X :np #0}.

Um divisor D é dito ser efetivo, denotando-se por D > 0, se todo np for nao negativo.
Os divisores de uma curva X formam um grupo abeliano, denotado por Div (X),

chamado grupo dos divisores de X. O grau de um divisor D é dado por

deg D = Z np,

PeXx

0 que constitui um mapeamento deg : Div (X') — Z.

Considere uma funcao racional f € F, (X). A ordem de uma funcdo f em um ponto
racional P € X (um ponto racional P equivale a um lugar de grau 1) é definida como
vp(f), em que vp é a funcao de valorizagao discreta (cf. (C.4)) correspondente ao anel de
valorizacao discreto O do corpo de fungoes F, (X). Se vp (f) > 0, diz-se que f possui um
zero no ponto P, e se vp (f) < 0, diz-se que f possui um pdlo em P.

Defina agora o divisor principal (f) da funcao racional f € F, (X') por

(f)=>_vr(f)P, (C.5)

pPex

o diwisor de zeros (f), de f por
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e o divisor de polos (f) de f por

(f)efty:_ Z UP(f)P

vp(f)<0

Efty

O grau de um divisor principal é, por defini¢ao, nulo, o que implica que
Yoowe(f)== > welf).
vp(f)>0 vp(f)<0

Dado um grupo de divisores Div (X), define-se uma ordem entre os elementos deste

Dy= Y npP<Dy= Y npP

PePx PePy

grupo da forma

se e sO se

np S nlpa

para todo P € X.

Defini¢ao 72 (Espago de fungoes de um divisor) Considere G € Div (X) um divi-

sor de uma curva X, entao
L(G) ={f € Fq(X): (f) + G > 0} U{0}

€ o espaco vetorial das fungoes racionais com pdlos determinados pelos pontos do divisor

G, com multiplicidades determinadas pelas ordens destes pontos.

Observe que o divisor do produto de duas funcoes f,h € F,(X) é a soma dos res-
pectivos divisores, ou seja, (fh) = (f) + (h). Ocorre também que o divisor da soma
destas fungoes satisfaz a desigualdade (f +h) > min{(f), (h)}, em que min {(f), (h)} é
o divisor formado com os menores coeficientes vp (¢f. (C.5)) ponto a ponto.

O espago vetorial L (G) definido sobre IF, possui dimensao finita, denotada por [ (G).
Esta dimensao é determinada pelo teorema de Riemann-Roch, que é tratado na secao

seguinte.

C.4 Teorema de Riemann-Roch

De modo a determinar a dimensao [ (G) do espago vetorial L (G), torna-se necessario o
uso e entendimento do conceito de diferencial.

Na matematica classica, uma integral

/C fdx

consiste num operador que fornece um nimero a partir de trés entradas:
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1. Um caminho C, que costuma ser fechado e simples;
2. Uma funcao f sem polos em C'
3. Um diferencial dx.

O diferencial é o mais obscuro dos trés conceitos, uma vez que suas propriedades

permanecem normalmente implicitas. Observe que se pode ter um diferencial

d
dy = Y g = fdx.
dx

Sendo f = Z—Z uma funcao, tem-se que diferenciais na matemaética classica compoem um
espaco vetorial unidimensional sobre um espago de funcgoes.

No caso do presente estudo, pode-se imaginar diferenciais como objetos da forma fdh,
em que f,h € F, (X) sdo fungoes racionais associadas a curva X e o mapeamento linear

2. Para esta derivacao vale a conhecida

que leva de h para dh é denominado derivacao
regra

d (hth) - hldhg + hgdhl.

Para cada ponto fechado (O, P) de X, existe um parametro local ¢, em que vp (t) = 1
(c¢f. (C.4)). Também, para cada diferencial denotado por w, existe uma funcao f, tal que
w = fdt. Tem-se, entao, que a fungao de valorizagao discreta vp (w) é, por defini¢ao, igual
a vp (f).

Assim como no caso das fungoes racionais, pode-se falar em polos e zeros de diferenciais.
Diz-se que w possui um zero de ordem p, se p = vp (f) > 0, e que w possui um pdlo de
ordem p, se p = —vp (f) > 0.

Define-se o divisor de um diferencial w por

(W)=Y vp(f)P.

O divisor de um diferencial é dito ser canonico e possui sempre grau 2g — 2, em que g €
o género da curva X definido em seguida na descrigao do teorema de Riemann.

Denote por 2y o conjunto dos diferenciais associados a curva X'. Assim como foi defi-
nido o espago de fungoes L (G) de um divisor G, define-se também o espaco de diferenciais

denotado por Q (G) e dado por
QG)={weQy: (w)—G=2}U{0}.

A dimensao do espaco 2 (G) é chamada de indice de especialidade de G e denotada por

i (G).

2Serd omitida aqui uma definicao formal ou mais adequada deste mapeamento, o que demandaria uma

longa discussao envolvendo outros conceitos de menor relevancia para o presente trabalho.
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Como afirmado acima, se (O, P) é um ponto fechado de X de grau d e ¢t é um parametro

local neste ponto, entao existe uma fungao racional f, tal que w = fdt. Se uma funcao

~ ;. t 1
f apresenta uma expansao em série de Laurent Zf:f py a;t’,

a, # 0, define-se o residuo de f com relag¢io a P e t por

em que a; € Fy, p= fp(w) e

Resp: (f) = a_1.

Observe que, se vp (f) > 0, entdo Resp, (f) = 0. O residuo de w em P, denotado por

Resp (w), é definido, entao, por

Resp (w) = Resp: (f) -

Este resultado é independente da escolha do parametro local t.

Dado um diferencial w € Qx, o teorema do residuo estabelece que
> Resp (w) = 0. (C.6)

Definido o espaco vetorial de diferenciais, pode-se, entao, retornar a analise da di-
mensao [ (G) do espago de fungoes L (G).
O chamado teorema de Riemann afirma que existe um inteiro nao negativo r, tal que,

para todo divisor G de uma curva X,
[(G)>deg(G)+1—r,

sendo o valor minimo de r denominado género de X e denotado por g. Se X é uma curva
nao singular (todos os seus pontos sao nao singulares) e m é seu grau, entao seu género é

dado por

(m—1)(m—2)
5 :

O problema da determinagao da dimensao [ (G) é resolvido pelo teorema que segue.

9= (C.7)

Teorema 73 (Riemann-Roch) Para um divisor G de uma curva de género g, tem-se
que

[(G) =deg(G)+1—g+i(G).

Além disso, o indice de especialidade i (G) (dimensdo do espago Q2 (G)) é dado por
i(G)=1(K—-GQG)
para todos os divisores G e divisores canonicos K.

Uma conseqiiéncia do teorema de Riemann-Roch é que, para qualquer divisor N, com

deg (G) > 2g — 2, tem-se que

[(G) = deg (G) + 1 — g. (C.8)
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C.5 Lacunas e anti-lacunas

Considere um ponto racional ) de uma curva algébrica X de género g. Sendo m um

inteiro nao negativo, considere divisores do tipo m@) (divisores de um tinico ponto).

Definicao 74 (Lacuna) Um inteiro nao negativo m é dito ser uwma lacuna (“gap”) de

um ponto Q de uma curva X, se l(m@Q) =1((m—1)Q).

Segundo o teorema de Riemann-Roch, para m > 2g—2, tem-se que [ (mQ) = m+1—g.
Portanto, valores de m > 2g — 1 nao constituem lacunas. Para valores de m até 2g — 1,

observe que
L=1(0) < 1Q) < <1((2m—1)Q) = g.

Ou seja, existem g valores diferentes de [ (iQ)), para 0 < i < 2¢g — 1. Conclui-se que o

nimero total de lacunas de gm ponto ) de uma curva X ¢é igual ao género g de X.

Definicao 75 (Anti-lacuna) Um inteiro positivo m € dito ser uma anti-lacuna (“non-
gap”) de um ponto Q de uma curva X, se l(mQ) # 1 ((m—1)Q), ou seja, se e so se

existir uma funcgao racional f € L(mQ), tal que vg (f) = —m (possui pdlos de ordem m

em Q).
Se m; é uma anti-lacuna e m;_; < m;, entao
O=mp<my <---<myg_y <myg =29

em; =1+ g, para ¢ > ¢g. Também, se m; e my sao anti-lacunas de @), entao m; + mo
também é uma anti-lacuna de (). Portanto, as anti-lacunas de um ponto ) formam um

semi-grupo na adic¢ao.
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Apeéendice D

Polinomios Primitivos em Corpos

Finitos

Seguem como referéncia alguns polinomios primitivos de peso minimo em Fy que podem

ser utilizados na geracao de corpos finitos de caracteristica 2. Eles sao tuteis na escolha

dos parametros nas unidades aritméticas implementadas neste trabalho.

For —» 2?2 +x+1

Fos — 23 + 2+ 1

Fos — 2t + 241

Fos — 2® + 22 +1

Fys — 28 + 241

For — 2’ +x+1

Fos — 28 + 2t + 23 + 22 4+ 1

Foo — 2% + 2% +1

Foro — 210 + 23 +1

Fon — ot + 22 +1

Forz » a2+ a8+ a2t + 2 +1
Fois —» o3+t 423 +2+1
Fou —m a4+ 25+ 23+ +1
Fois —» 2 + 2+ 1

Fote — 210 4+ 25 + 23 + 22 + 1
Foir — 27 4+ 23 + 1

Fois — 2 427 + 1

Foro —» 29+ 25+ 22 +2+1
Fo20 — 220 + 23 + 1

Foor — 22 + 22 + 1

Foze — 222 4241

Fo2s
Foos
Fg2s
Fo26
Foe2r
Fozs
Fo20
Fo30
Fos1
]‘.F232
Foas
Fosa
Foss
Fose
Fos7
Foss
Fo30
Faa0
Fou
Foa2
Faas

— B4 ad+1
syt +1
— P a3 +1
— a2+ a5+ 2?41
-T2 2l 41
— ¥ 4341
— ¥ a1
- a0 4l a2t 41
— 3 4’ 41
— 224"+ 2%+ 22+ 1
a3y 13 4
¥ttt +ad+1
— P 241
36 1l
-3 a2t 41
—a¥ 404 2d 41
— a3+t +1
=425+t +aP 41
—at a2 +1
— ool 4ot a1

—aP b+t +at+1
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Fois — 2 4+ 28 425 + 22 + 1
Fois — a® + ot + 23 + 2 +1
Foss — x40 + 28 4+ 27 + 26 +1
Fosr — 247 + 25 +1

Fois — o + 29 4+ 27 + 2% +1
Foio — 29 4+ 29 + 1

Foso — %0 + ot + 23 + 22 + 1
Fos1 — 2%l + 28 + 23 + 2 +1
Fosz — 2°2 + 23 + 1

Foss — 293 + 28 + 22 + 2+ 1
Fosa — %% 4+ 28 + 28 + 23 + 1
Foss — 225 + 224 +1

Fose — 296 + 27 4 2% + 22 +1
Fosr — 257 + 27 4+ 1

Foss — 28 + 219 + 1

Fys0
Fye60
Fy61
Fy62
Foes
Fy6a

— a2 +aT 42t + 22+ 1
— 2%+ +1
— a4+t
— 292+ 28 a5+ 2%+ 1
— a8+ +1
-t a2t a1
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Foes — 2% + 218 +1
Foos — 266 4+ 29 4+ 28 + 26 41
Foor — 287 + 25 + 22 + 2 + 1
Foes — 2% + 29 +1
Foeo — 209 4+ 26 + 25 + 22 + 1
Foro = 2@+ a5+ a2+ +1
Fori — 2™ 420 +1
Fyrs — 27 + 210 429 4+ 23 + 1
Fors — 2™ + 225 + 1
Fora —» 2™ 427 + 2% + 23 +1
Fors 2@+ a8+ a2+ +1
Fors — 270 4+ 25 + 2% + 22+ 1
Forr » 2 4+ 28 + 2% + 224+ 1
Fors = 2@+ 2"+ 22 +a+1
Foro — 2™ + 29 + 1
Foso — 280 429 +- 2t + 22 + 1
Fos1 — 28 + 2% 4+ 1
Fosz — 282 4+ 2% + 26 + 24 + 1
Foss — 28 42" + 2t + 22 + 1
Foss — 284 + 213 1
Foss — 2 + 28 + 22+ +1
Foss — 280 420 4+ 2% + 22 4+ 1
Foysr — 287 + 213 4 1
Foss — 2% + 2t 429 428 +1
Foso — 289 + 238 + 1
Fooo — 299 + 25 + 23 + 22 4+ 1
Foor —» 29 + a2 + a5+ 2 +1
Foor — 292 + 28 + 2% + 22+ 1
Foos — 29 + 22 + 1
Foor — 2% + 221 41
Fyos — 2% + 21 41
Foos — 296 + 210 429 426 +1
Foor — 297 + 26 + 1
Foos — 2% + 21l +1
Fooo — 299 + 27 + 2% + 24 + 1
Fat00 — 2100 4 237 4 1
Foror — 20 42" 428 2 +1
Foro2 — 2102 + 20 + 2° + 23 4+ 1

Fyi03 — 219 429 41
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Faioa
Faio0s
Fa1o06
Faior
Foios
Faio9
Fai10
lell
Fa12
Foi1s
F2114
Fouis
F2116
Four
Foi1s
F2119
Fai20
F2121
Fai22
Fo123
F2124
Foi2s
F2126
Foi2r
Foi2s
F2129
Fa130
Fois1
Fais2
Foiss
F2134
Faiss
Fo1s6
Fois7
Foiss
Fo1s9
Fa140
Foin

F2142

— !4l 2104241
— ! 41041
106 4 15 4

— 20429+ 2" 42t 41
— !0 4 23l 41

— !4 adpat+a?+1
— 042 ot 4o +1
ol 10 4

— 244 ab4 241
— 429 +1
—aMypall 42?41
— a8+ 425 +1
16 26 05 02
— a4 b 42?441
— ! g% 41
g9 4 a8 4

— 1?4+ 20422+ 1
gl2l g 18 4

— a2 a4+ +1
— ! 4?41
124 4 037 4

— o 42T+ ab a5+ 1
— 04T ot 42?41
— T+ 41

— o 4Tyt 4o+ 1
129 4 5
130 4 03 4
1Bl a8y 08 a2 0
182 4 220 4

— x4z a4 2?41
134 5T
1835 4 g1l 4

— 0428 a3 42?41
187 21 4

— ¥t a2l +1
139 g8 4 05 30
140 4 220 4 g
Ml 18 4 6y 0

Fouas
Fo14a
Forss
Fyu46
Forar
Fouas
Fo49
Fa1s0
Foi51
Fors2
Foiss
Fois5a
Forss
Fyis6
Fois7
Foiss
JIPSED)
Fa160
Foi61
Fore2
Fotes
Fyi64
Fores
Fyie6
Foie7
Foies
Fyi60
Foi7o
Foi7i
Foi72
Foi7s
Foi74
Foi7s
Fai7e
Fou77
Foi7s
Foi7e
Fa1s0
IF2181

— B tad+a?+1
— My aT ot 2?41
g5 452 4

— M0y d a3 4?41
— e pat 4?41
48 4 027
494 104 0 0T 4
180 4 253 4
15l 403 4

— x4 ab a2 41
— o' 41

— a4 S+ 41
S L& . g
— a0 429+ 2+ 2% 41
— 2T 428 4 ad 2?41
— '8+ 25 +1
159 4 231 4

S [ e g S |
161 4 218 4

— 2248 4o 42t 1
— !B "+ 2341
1644 124 064 05 4
165 4 09 4 08 4 031
— 104210423 4 2241
— a7 420 +1

S U [ S
169 4 234 4

— 0422 41

— ' a2’ +a22+1
— ' a1

— !B a4 ad 2% +1
ol 13 4

— ! 420 +1
6 12 211 00
1T a8
178 4 08T 4
-2zt + 41
L 180 12 210 0T g

Bl T a1



Fois2
Foiss
F2184
Foiss
Fo1se
Fo1s7

Foiss

—>33‘182+.278—|—1‘6+.27+1
— ! 4 %0 41
84 9L 8 L 0T
o185 4 p24 4
— x4z 4o 42041
— ¥ 42"+ a2l +ad+1

— x4 a0 a4 2?41

Fyis0
Fy190
]F2191
Fyi02
Foios
Foi04

Fo195

— o428+ 2 42?41
— a4 a4 41
191 09 4
1924 015 L 211 05 L
— !B 4 glh 41
194 4 08T 4

— a8 4 ad 2?41

Fy106
Fyi07
Faios
Fy190
Fo200
Fy201

Fo202
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— a0l 429 2?41
— oo ot 42?41
198 4 465 4 q
199 4 034 4
— 2?0 o’ fad 2?41
201 4 gld g

— 2?0 4%+ 1
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