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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo realizar um estudo matematico para investigar a propagacao
de uma caracteristica hereditdria em sucessivas geracdes através da diagonaliza¢do de matrizes
e do célculo de suas poténcias. Neste trabalho serd apresentado um contexto histérico sobre
o surgimento de novos tipos de dlgebras e a biografia de alguns mateméticos que trouxeram
importantes contribuicdes para este ramo da matematica. Também apresentaremos toda uma
teoria de Algebra Linear que vai de Espacos Vetoriais até Diagonalizacdo de Operadores e
conceitos introdutdrios relacionados a hereditariedade, finalizaremos o trabalho com o estudo de
algumas aplicagdes. Neste estudo foi possivel inserir a teoria da Algebra Linear na genética da
hereditariedade e assim investigar a propagacdo de determinadas caracteristicas ndo s6 em um
pequeno nimero de geragdes, mas também, ter resultados de suas distribui¢des em um nimero
qualquer de geragoes.

Palavras-chave: Diagonalizagdo de matrizes. Hereditariedade. Genética.



ABSTRACT

This work aims to perform a mathematical study to investigate the propagation of a hereditary
characteristic in successive generations through the diagonalization of matrices and the calcula-
tion of their powers. In this paper we will present a historical context about the emergence of
new types of algebras and the biography of some mathematicians who have brought important
contributions to this branch of mathematics. We will also present a whole theory of Linear
Algebra ranging from Vector Spaces to Diagonalization of Operators and introductory concepts
related to heredity, we will finish the work with the study of some applications. In this study it
was possible to insert Linear Algebra theory into the genetics of heredity and thus to investigate
the propagation of certain characteristics not only in a small number of generations, but also to
have results of their distributions in any number of generations.

Keywords: Array Diagonalization. Heredity. Genetics.
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INTRODUCAO

A matematica € uma ciéncia presente no cotidiano das pessoas e interligada com vdrias

outras dreas do conhecimento, o que nos permite aplici-la dentro de outras ciéncias.

A Algebra Linear é um ramo da matematica onde por muito tempo os estudantes nio
conheciam e nem se quer chegavam a ver as aplicacdes que se pode trabalhar com a sua teoria,
tanto é que décadas atrds, (BOLDRINI, 1980) logo no prefacio de sua obra chegaria entdo a

destacar essa deficiéncia. Segundo o autor,

Alunos que cursam pela primeira vez esta disciplina, frequentemente julgam-
na muito abstrata e ndo véem como podem utilizar os conceitos basicos. E
normalmente, muitos cursos terminam sem que se mostre aos alunos uma
aplicacgdo concreta de tudo o que aprenderam. (BOLDRINI, 1980)

No entanto, este cenario tem se modificado e como veremos no decorrer deste trabalho,
vérios estudos tem sido realizados aplicando a Algebra Linear em diversas dreas. Neste sentido,
este estudo contribui diretamente para a familiarizacdo das pessoas que cursam Algebra Linear,

no entanto, nao conseguem ainda enxergar onde é possivel aplicar os conceitos vistos.

O fato de a hereditariedade ser um fendmeno que pode ser calculado, nos fez pensar em
como aplicar a Algebra Linear junto a Genética, com isso, resolvemos montar um trabalho que

traz uma conexao entre estes dois ramos.

O objetivo principal deste trabalho € apresentar uma investigacdo sobre a propagacdo de
uma caracteristica hereditaria em sucessivas geragdes através da diagonalizacdo de matrizes e
do calculo de suas poténcias. Os materiais utilizados variam entre livros e artigos cientificos,
monografias e notas de aula, todos os textos relacionados a Algebra Linear, Aplicacdes e Genética.
A metodologia foi a de pesquisa individual combinada com encontros para orienta¢des realizadas

pela professora orientadora.

No decorrer do trabalho, serd apresentada toda a teoria de Algebra Linear que fora
necessaria. Além disso, para o desenvolvimento das aplicacdes € importante que o leitor tenha

um breve conhecimento sobre Probabilidade Basica e Compreensdo Intuitiva de Limites.

O capitulo 1 consiste em apresentar um contexto histérico sobre a teoria da Algebra
Linear. Neste capitulo traremos os principais matematicos e as descobertas que deram suporte
e estdo intimamente ligadas aos contetidos vistos hoje em dia nesta drea da matemética. Além
disso, abordamos o surgimento da dlgebra das matrizes e comentamos um pouco sobre a relagdo
entre a Algebra Linear e as aplicacdes que podem ser inseridas nesta drea. Apresentamos ainda

resultados preliminares relacionados a matrizes e determinantes.
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O segundo capitulo € totalmente destinado a apresentar os principais conteidos visto em
um curso basico de Algebra Linear, tais como: Espacgos Vetoriais; Transformagdes Lineares;

Autovalores e Autovetores; Diagonalizacdo de Operadores.

No terceiro capitulo apresentamos as aplica¢des estudadas, onde trazemos, inicialmente,
uma abordagem sobre caracteristicas hereditdrias e apresentamos os conceitos basicos da genética
e da hereditariedade. Em seguida, apresentamos os resultados das aplicagdes deste estudo relaci-
onados a: Hereditariedade Autossdmica, Doengas Recessivas Autossomicas e Hereditariedade
Ligada ao Sexo.



12

1 CONTEXTO HISTORICO

1.1 Surgimento de novas algebras

Até o inicio do século XIX, viviamos diante de apenas um tipo de algebra, a dlgebra
simbolica, aquela que era usada apenas para representar operacdes com numeros inteiros. Nao
acreditava-se que poderia existir uma dlgebra diferente da dlgebra comum utilizada na aritmética,
até que em 1843, Hamilton desconsiderou a lei comutativa da multiplicag@o e criou a primeira

algebra ndo comutativa, a dlgebra dos quatérnios.

Assim, abriria-se as portas para o surgimento de novas dlgebras, como por exemplo, a
algebra das matrizes que também € ndo-comutativa em relagdo a multiplicagdo. Abrindo mao
de regras e postulados da dlgebra usual, seria possivel a partir de agora, estudar novos tipos de
sistemas, como: corpos, espagos vetoriais, dlgebras de Jordan e dlgebras de Lie, entre outros.
A criacdo de novas dlgebras e o estudo de alguns desses sistemas citados acima, viriam a ser

fundamentais para o desenvolvimento da Algebra Linear que estudamos hoje.

1.2 De Hamilton a Cayley

Hamilton (1805-1865), Grassman(1809-1877), Sylvester(1814-1897) e Cayley(1821-
1895) foram grandes matematicos que contribuiram para o desenvolvimento dos primeiros
conceitos vistos em Algebra Linear, alguns deles como: matrizes, espacos, subespagos, uniio e
intersec¢do de espacos, dependéncia e independéncia linear de vetores, teoria dos invariantes e

conjuntos geradores.

1.2.1 Hamilton

Willian Rowan Hamilton, nasceu em 1805 na cidade de Dublin, na Irlanda. Hamilton foi
um dos pioneiros a contribuir para o surgimento de novas dlgebras, acabando com a supremacia
da élgebra aritmética, aquela em que a algebra € tida apenas como uma forma de representar por

meio de simbolos, a aritmética.

De acordo com (EVES, 2004), ap6s escrever um artigo em que a dlgebra dos complexos
era vista como uma dlgebra de pares ordenados. Hamilton refletiu durante anos em relagao
a dlgebra dos ternos e quidruplos, mas, constantemente encontrou obstdculos para definir a
comutatividade em relagdo a multiplicacdo, até que em 1843, percebeu que deveria sacrificar a

lei comutativa, e assim nascia a primeira dlgebra ndo-comutativa, a Algebra dos Quatérnios.

Hamilton dedicou mais de vinte anos de sua vida ao desenvolvimento dos quatérnios,
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Figura 1 — Willian Rowan Hamilton (1805-1865)

Fonte: Site The Famous People (2017)

mas, faleceu em 1865 na mesma cidade que nasceu, Dublin, basicamente em consequéncia de ser
vitima do alcoolismo, ele que vivia na maioria das vezes deprimido, por conta de um casamento
infeliz. A teoria dos Quatérnios do matematico irlandés ganhou relevancia. Um tratamento
mais geral do alemao Hermann Grassman ao estudar os n-uplos fez com que os quatérnios nao
fossem apenas mais uma peca de museu. Segundo (BOYER, 1996), Hamilton também discutiu
o produto interno de dois vetores, que mais tarde seria chamado de produto escalar, e provou sua

bilinearidade.

1.2.2 Grassmann

Hermann Gunther Grassmann, nasceu em 1809 na cidade de Stettin, na Alemanha.
Uma das maiores contribuigdes de Grassmann para a matemadtica foi a publicacdo da obra
Lineale Ausdehnungslehre em 1844, texto onde Grassmann deu tratamento ao conceito de espaco

n-dimensional.

Grassmann também foi levado a seus resultados estudando a interpretacdo
geométrica de quantidades negativas e positivas e a adi¢do e multiplica¢do
de segmentos orientados em duas e trés dimensdes. Enfatizou o conceito de
dimensao e salientou o desenvolvimento de uma ciéncia abstrata de “espagos”
e “subespacgos” que incluiria a geometria em duas e trés dimensdes como casos
particulares. (BOYER, 1996, p. 405-406)

Segundo (BOYER, 1996), em 1862, Grassmann publicou uma edi¢do revista de sua
Ausdehnungslehre, onde discutiu conceitos de dependéncia e independéncia linear de vetores e
de subespagos, suas unides e intersec¢des e conjuntos geradores, além de distinguir produtos
“Interiores” e “exteriores” que viriam a se resumir aos produtos escalar e vetorial. Por insisténcia

de Mobius(1790,1868) !, Grassman publicou vdrios artigos no Journal de Crelle onde deu um

! August Ferdinand Mobius, astronomo e matemadtico alemio, nasceu na cidade de Schulpforta em 1790 e morreu

em 1868 na cidade de Leipzig.
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seminario sobre os resultados basicos de sua obra.

Figura 2 — Hermann Gunther Grassmann (1809-1877)

Fonte: Site Britannica

1.2.3 Cayley

Arthur Cayley, nasceu em 1821 na cidade de Richmond, na Inglaterra. Cayley se destacou
e fol um dos matemaéticos que mais contribuiu para o desenvolvimento da teoria dos invariantes
que € por alguns autores considerado o seu trabalho mais importante, e para o surgimento do
estudo das matrizes, que serd abordado mais adiante. Além disso, deu contribui¢cdes pioneiras
para a geometria analitica, a teoria das transformagdes, teoria dos determinantes, geometrias de

dimensdes superiores, teoria das curvas e superficies, entre outros topicos matematicos.

Figura 3 — Arthur Cayley (1821-1895)

Fonte: Site The Famous People (2017)
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Para (EVES, 2004, p.559), “Cayley ocupa o terceiro lugar entre os escritores de ma-
temdtica mais prolificos em toda a historia dessa ciéncia, sendo superado apenas por Euler e
Cauchy.” De acordo com (CAJORI, 2007, p.442) “A. Cayley desenvolveu o determinante de
matriz anti-simétrica e introduziu o uso de colchetes, ou o familiar par de retas para indicar o

determinante.”

Arthur Cayley gostava de ler romances, leu milhares em toda sua vida e em cinco linguas
diferentes, eram elas: inglés, grego, frances, alemao e italiano. Cayley morreu em Cambridge no
ano de 1895.

1.2.4 Sylvester

James Joseph Sylvester, nasceu em 1814 na cidade de Londres, capital da Inglaterra.
No ano de 1846, Sylvester se ligou a Cayley, o que fez o mesmo dar importantes contribui¢des
para a dlgebra. Sylvester escreveu artigos sobre a teoria das transformacodes, formas candnicas,
determinantes e raizes latentes de matrizes. Além disso, junto com Cayley, Sylvester deu fortes
contribuicdes a teoria dos invariantes, motivo pelo qual, passaram a ser chamados de “gémeos

invariantes”.

Vale ressaltar que foi Sylvester quem introduziu alguns termos matemdticos como
invariante, discriminante e jacobiano. Sylvester morreu em 1897, na mesma cidade que nasceu,

Londres.

Figura 4 — James Joseph Sylvester (1814-1897)

Fonte: Site Fix Quotes
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1.3 Origem das matrizes

Durante muitos anos os britanicos tinham a dlbegra como praticamente um monopdlio,
com as universidades de Trinity de Crelle e Cambridge e com suas publica¢des centradas no
jornal Cambridge Mathematical Journal. A universidade de Trinity contava com grandes nomes
como Peacock, De Morgan e Cayley, este tltimo que deu fortes contribui¢des para a dlgebra
e para a geometria. Cayley foi o primeiro matematico a estudar a dlgebra das matrizes, uma

algebra ndo-comutativa, descoberta pelo inglés em 1857.

As matrizes surgiram a partir de transformagdes lineares que levam o ponto (x, y) no

ponto (z',y'), transformagdes essas do tipo

T T =ax+ by
cr + dy

<
I

onde a, b, ¢ e d sdo numeros reais.

Como a transformacao depende dos coeficientes a, b, c € d, entdo, a transformacao ficaria

o]

que € o que chamamos de matriz (neste caso, de ordem 2).

simbolizada por

A teoria das matrizes desenvolvida por Cayley, serviu de inspiragdo para seu amigo
Sylvester e para varios outros matematicos. Para (BOYER, 1996, p.409), “O estudo da algebra
das matrizes e outras dlgebras ndo-comutativas foi em toda parte um dos principais fatores no

desenvolvimento de uma visdo mais abstrata da dlgebra.”

Cayley sugeriu que duas matrizes sdo iguais quando seus coeficientes também o sdo, ou
seja,sea =e,b= f,c=ged= h,entdo

R

Perceba que dada a transformacdo 77, podemos aplicar a transformacgao 75 que leva o

ponto (z',y') no ponto (z",3"), dada por

x// — egj/ + !
TQ ’ fy/
y =gr + hy

onde e, f, g e h sdo nimeros reais.

Substituindo os valores de z’ e y' em Tb, temos

LT { x:: = (ea+ fe)x + (eb+ fd)y

z" = e(ax + by) + flcx + dy)
15T
y = (ga+ hc)x + (gb+ hd)y

y = g(ax + by) + h(cx + dy)
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Assim, obtemos uma transformacao que agora depende de a, b, ¢, d, e, f, g e h. Logo,
sua representacao € da forma:
ea+ fc eb+ fd
ga+ hc gb+ hd

Desta forma, o produto entre matrizes foi definido do seguinte modo

e

Vale lembrar que repetindo o processo feito acima, pode-se verificar que a multiplicagao

ea + fc eb+ fd
ga+ hc gb+ hd

entre matrizes é ndo-comutativa, pois, se trocarmos os fatores do produto, teremos

s

Além da multiplicac@o de matrizes, a adi¢ao, a multiplicacdo por um escalar, a matriz

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh

identidade e a matriz nula, também foram definidas.

Mais precisamente, a adi¢ao foi definida como

IR

A multiplicacdo por um escalar k, foi definida pela equagdo
| b | | ka kb
c d| | ke kd |

A matriz identidade € geralmente denotada por /, ela deixa toda matriz quadrada de

a+e b+ f
c+g d+h

ordem dois invariante em relacdo a multiplicacdo, e é dada da forma

1)

A matriz nula deixa qualquer outra, invariante em relagcdo a adicao, ela é a matriz zero,

o0

1.4 Aplicagdes em algebra linear

dada como segue

A matemitica é uma ciéncia que mantém uma relacdo direta com diversas outras areas
do conhecimento, como por exemplo, engenharia, fisica, quimica, economia, informética, entre

outras. Esta relacdo é por muitas vezes mantida pela necessidade de modelar determinadas
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situacdes, comparar dados ou até mesmo pela tentativa de resolver problemas reais que venham a
aparecer. Nestas relagdes sao utilizadas diversas areas da matemaética, como: Calculo Diferencial,

Equacdes Diferenciais, Modelagem Matemadtica, Probabilidade, Estatistica e Algebra Linear.

A Algebra Linear é de fundamental importancia nas relagdes da matemadtica com as
demais areas do conhecimento, pois, se encontra presente praticamente em todas as areas da

matematica, onde sao utilizados constantemente, o calculo matricial e vetorial.

Os conceitos envolvidos em Algebra Linear constituem atualmente ferramentas
bastante tteis nas varias dreas da Matematica, quer seja explorando apenas os
seus aspectos mais algébricos, quer seja levando em conta os aspectos geomé-
tricos e topolégicos embutidos na teoria. Com isto, ela se torna bastante ttil
na resolugdo de sistemas de equacdes lineares, equacdes diferenciais, aproxi-
macdes, interpolacdo, reconhecimento de quddricas, apenas para citar alguns
problemas matematicos. (COELHO; LOURENCO, 2005)

Além da utilizacdo de seus conceitos nas demais dreas da matemadtica, a Algebra Linear
tem muitos resultados interessantes e aplicagdes com outras disciplinas. Com contribui¢des de
muitos matematicos renomados, evoluiu-se o estudo de alguns topicos que sdo fundamentais,

tais como: matrizes, espacos vetoriais, transformacdes lineares, entre outros.

A evolugio do estudo da Algebra Linear fez com que o conjunto de aplicagdes relaciona-
das com essa drea se estendesse, hoje, podemos encara-la com uma das principais dreas onde se
pode estudar aplica¢des utilizando a matematica. Em seu trabalho, (SPECK, 2006) traz algumas
aplicacdes da Algebra Linear, como: Programagio Linear Geométrica, O Problema de Alocagio

de Tarefas, Cadeias de Markov e Criptografia. Além disso, a autora cita vdrias outras aplicacoes.

Outras aplicagdes que poderiam ser vistas sdo, por exemplo, Construindo Cur-
vas e Superficies por Pontos Especificados, Redes Elétricas, Jogos de Estratégia,
Interpolagdo Spline Ctbica, Modelos Econdmicos de Leontief, Teoria de Grafos,
Administracdo de Florestas, Computacdo Grafica, Distribuicdo de Temperatura
de Equilibrio, Tomografia Computadorizada, Fractais, Caos, Genética, Cres-
cimento Populacional por Faixa Etdria, Colheita de Populacdes Animais, Um
Modelo de Minimos Quadrados para a Audicdo Humana e Deformacgdes e
Morfismos. (SPECK, 2006, p.08)

Neste contexto, nossa preocupagdo € apresentar mais uma situagdo onde podemos
utilizar conceitos vistos na Algebra Linear. Neste trabalho, iremos realizar uma investigacio de
caracteristicas hereditarias utilizando a dlgebra das matrizes, mais precisamente, o cdlculo de

suas poténcias.

1.5 Matrizes e determinantes

Nesta se¢do, apresentaremos e definiremos alguns conceitos e propriedades relacionados

ao estudo das matrizes e determinantes.
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1.5.1 Matrizes

Definicao 1.1 (Matriz) Uma matriz é uma tabela retangular de niimeros dispostos em linhas e

colunas, chamados de elementos® da matriz.

A ordem de uma matriz determina o nimero de linhas e colunas que ela tem, uma matriz

tem ordem m X n (pronunciamos ‘“m por n") quando é composta por m linhas e n colunas.

Representaremos uma matriz A de ordem m X n, por

aix Q2 - Qip
Q21 Q22 -+ QAap

Amxn - . . . - [az’j]mxn-
Am1 Am1 **° Qmn

Usaremos sempre letras maitsculas para denotar matrizes e quando quisermos especificar

a ordem de uma matriz A, escreveremos simplesmente A, .

Definicao 1.2 (Matriz Quadrada) Quando uma matriz tem o mesmo niimero de linhas e colu-
nas, é chamada de matriz quadrada. Neste caso, a matriz tem ordem n X n, ou simplesmente,

ordem n.

Veremos que em certos casos algumas operagdes nao estdo definidas para determinados
tipos de matrizes, porém, se trabalharmos com matrizes quadradas, este inconveniente nao

ocorre.

Definicao 1.3 (Igualdade de Matrizes) Duas matrizes sdo iguais quando elas tem a mesma
ordem e os seus elementos correspondentes sdo iguais, ou seja, A = [a;;]mxn € B = [bij|pxq S0

iguais, quando m = p e n = q, e ainda, a;; = b;; parai =1,2,3,--- mej=1,2,3,--- n.

1.5.2 Operagdes com matrizes

Definicao 1.4 (Soma de Matrizes) A soma de duas matrizes de mesma ordem, digamos A =
[@ilmxn € B = [bij|mxn € definida como sendo a matriz C' = [¢;j|mxn, obtida quando somamos

os elementos correspondentes das matrizes A e B, ou seja,
Cij = a;; + b, parat =1,2,3,--- mej=1,223,--- n.

Desse modo, escrevemos C = A+ B.

2 Esses elementos em geral sio elementos do corpo dos niimeros reais, porém, podem ser escolhidos elementos

do corpo dos nimeros complexos.
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Observacao 1.1 A soma de matrizes de ordens diferentes ndo estd definida.

Definicéio 1.5 (Multiplicacdo por Escalar) A multiplicacdo de uma matriz A = [a;;]mxn por
um escalar \ é definida como sendo uma nova matriz D = [dij]mxn que é obtida multiplicando

cada elemento da matriz A pelo escalar \, ou seja,
dij = /\Clz‘j, parat=1,2,3,--- mej=1,2,3,---,n.

Neste caso, escrevemos D = \A e dizemos que D é um muilitplo escalar da matriz A.

A secdo 1.3 deixou claro que existe o produto entre matrizes, que se resume em uma
espécie de composicao de transformagdes. A seguir, traremos esta nocdo de uma forma mais

geral e precisa.

Definiciio 1.6 (Multiplicacdo de Matrizes) O produto de duas matrizes A = [a;;]mxq € B =
[bi]gxn tais que o niimero de colunas de A é igual ao niimero de linhas de B é definido como
sendo a matriz C' = [¢;;|mxn obtida da seguinte forma

q

Cij = apnbij + aigbgj + -+ + aigbg; = Z ik brj (1.1)
k=1

parai=1,2,3,--- . mej=1,23,---,n.

A igualdade 1.1 estabelece que as entradas ¢5 do produto AB = C' € obtida multiplicando-
se os elementos da linha ¢ da matriz A pelos elementos da coluna 5 da matriz B. Este processo é

conhecido como: “multiplicar linha por coluna”.

Simbolicamente, o produto AB é definido como

11 Q12 - Qg Ci1 Ci2 - Cin
buy -+ by oo by,
by - ij cee by,
Q1 Qi - Qg . . . = Cij
by by o by
_aml Am2 - amq_ _le Cm2 - Cmn_

Exemplo 1.1 Sejam

Azlz 3]63213 7 9].
10 16 1

932 21
3 7 9|

O produto AB é:

23+31 27436 29+3.1
1.3+01 1.7+06 1.9+0.1

AB =
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Observacao 1.2 O produto BA do exemplo anterior, ndo estd definido, pois o niimero de

colunas da primeira matriz passa a ser diferente do nitmero de linhas da segunda.

Vale destacar que o produto entre matrizes ndo € comutativo. Nem sempre teremos

AB = BA, mesmo que A e B sejam matrizes de mesma ordem.

A seguir apresentaremos algumas propriedades da dlgebra matricial, divididas em duas
proposic¢des, a primeira com relagdo a multiplicagdo de uma matriz por um escalar e a segunda

com relagdo a soma e a multiplicacdo entre matrizes.

Proposicao 1.1 Sejam )\ e « escalares e A, B e C matrizes de ordens convenientes, sdo vdlidas

as propriedades a seguir.

1. MaA) = (Aa)A (associatividade);

2. M(A+ B) = MA + AB (distributividade);
3. (A + a)A = A\A + oA (distributividade);
4. a(AB) = (a¢A)B = A(aB).

Proposicao 1.2 Sejam A, B e C matrizes de ordens convenientes, sdo vdlidas as propriedades

a seguir.

1. A+ B = B + A (comutatividade da soma);
2. A+ (B +C) = (A+ B) + C (associatividade da soma);
3. Existe uma tinica matriz O tal que A + O = O + A = A (elemento neutro da soma);

4. Existe uma vinica matriz D, tal que A+ D = D + A = O (simétrico da soma) neste caso
D =—-A;

5. A(BC) = (AB)C (associatividade da multiplicagdo)
6. A(B+ C) = AB + AC (distributividade a esquerda);

7. (B+ C)A = BA + CA (distributividade a direita).
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1.5.3 Matriz identidade

Definicao 1.7 (Matriz Identidade) Chamamos de matriz identidade e denotamos por I, ou

simplesmente por I, a matriz de ordem n X n definida por:

=
I
~
I
o O =
o = O
_ o O

000 -1

As entradas de uma matriz identidade de ordem qualquer s@o facilmente escritas a partir

da fungdo Delta de Kronecker, definida a seguir.

Definicao 1.8 (Delta de Kronecker) O Delta de Kronecker é uma fungdo de dois argumentos

i e j, denotada por 0;; e definida da seguinte forma:
{ 0 se i#j
5ij = . .
1 se i1=7.
Desse forma, a matriz identidade pode ser definida como I = [6;;].
De modo geral, se A € uma matriz de ordem m X n, entio:
Al,=1,A=A. (1.2)
A igualdade 1.2 mostra que dada uma matriz qualquer A de ordem m X n, a matriz [

de ordem n é neutra quando multiplicada por A pela direita e a matriz / de ordem m € neutra

quando multiplicada por A pela esquerda.

Observacao 1.3 No caso em que as matrizes A e I sd@o matrizes quadradas de ordem n, é vdlida

a igualdade

Al =TA = A.

Definicao 1.9 (Matriz Escalar) Para qualquer escalar )\, a matriz \I é chamada de matriz

escalar correspondente ao escalar \, e definida como

A 0 0
0 A 0

AM=10 0 A
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Observe que multiplicar uma matriz A de ordem n pela matriz escalar \/,, € equivalente

a multiplicar a matriz A pelo escalar \.

1 2 1
I = 0 e\ =4, temos
3 4 01

A)lez 40:48:412
3 4 0 4 12 16 3 4

1.5.4 Matrizes invertiveis (ndo singulares)

Exemplo 1.2 Sejam A =

Definicao 1.10 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A é uma matriz invertivel ou matriz

ndo singular, se existe uma matriz B também de ordem n, tal que
AB=BA=1,, (1.3)

onde I, é a matriz identidade de ordem n.

Se a igualdade 1.3 for satisfeita, entdo a matriz A € invertivel e B € chamada de matriz
inversa de A. Se ndo existe a matriz B entdo A é uma matriz nao-invertivel ou singular. Além

disso, a matriz inversa de A é denotada por A~
Observacao 1.4 Para verificarmos a igualdade 1.3, basta analisarmos se: AB = [ ou BA = 1.

A definicao de matriz invertivel nos permite apresentar a definicao de matrizes semelhan-

tes.

Definicao 1.11 (Matrizes Semelhantes) Dizemos que duas matrizes A e B sdo semelhantes,

quando existe uma matriz invertivel C, tal que

A=CBC™.

Teorema 1.1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A € invertivel, entdo a sua inversa é

unica.

Demonstracao. Seja A uma matriz invertivel de ordem n. Suponha que A possui duas inversas,
digamos C' e D. Assim, pela definicdo de matriz inversa, temos:

AC=1,=CA e AD=1,= DA,

mas, observe que
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portanto C' = D, o que mostra a unicidade da matriz inversa de A. |

A seguir serdo enunciadas proposicdes que fornecem algumas propriedades para as

matrizes invertiveis.
Proposicio 1.3 Se A é uma matriz invertivel, entdo A~' também é invertivel e (A™1)~! = A.

Demonstragio. Nosso objetivo é mostrar que (A™!)~! = A, ou seja, que a inversa da matriz
A~! ¢ a matriz A. Neste sentido, a prova desta proposi¢cio se resume em encontrar a matriz

inversa de A~!. A inversa de A~! é uma matriz B, tal que

A'B=BA'=1T. (1.4)
Agora, observe que A~! é a inversa de A, ou seja

ATTA=AAT=T. (1.5)

Pelas igualdades 1.4 e 1.5 e pela unicidade da matriz inversa, segue que A = B € a matriz inversa
de A~'. Portanto,
(A Ht=4.

Proposi¢ao 1.4 Se A e B sdo invertiveis, entdo AB é invertivel e (AB)™! = B~1 A1,

Demonstracao. Suponha que A e B sdo invertiveis, nosso objetivo é mostrar que A B ¢ invertivel,

ou seja, vamos encontrar uma matriz (AB)*l, tal que
(AB)(AB) ' = (AB) Y (AB) =1 .

Observe que

(AB)(B'A™) = ABB YA ' =AIA = AA " =1T. (1.6)
Por outro lado

(B'AYAB)=B YA 'AB=B'IB=B"'B=1. (1.7)
Pelas igualdades 1.6 e 1.7, segue que

(AB)(B'A™Y)Y=(B'A™Y)Y(AB)=1.

Portanto, AB é invertivel e sua inversa é a matriz

(AB)™' = (B7'A™).
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Proposicao 1.5 Seja A uma matriz invertivel e n um inteiro ndo negativo, entdo A" é invertivel

e (A")1 = (A1),

Demonstracao. A demonstracao € feita usando o principio da indu¢ao matematica sobre n, e
pode ser vista em (POOLE, 2004, p. 156-157). [ |

1.5.5 Poténcias de matrizes

Definiciio 1.12 (Poténcias de Matrizes) Seja A = [a;;]nxn uma matriz quadrada, as poténcias

de A sdo definidas por
A'= A, A2 =AA, A>=AAA, -, A" =AAA --- AeA°=1T.
—_—

n vezes

A partir da defini¢do acima, pode-se relacionar as poténcias das matrizes com as poténcias

dos numeros reais, isto nos motiva destacar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.6 Se A é uma matriz quadrada e r e s sao niimeros inteiros ndo negativos, entdao

1. ATA® = ATt

2. (Ar)s — Ars

1.5.6 Topicos especiais sobre matrizes

Definiciio 1.13 (Diagonal Principal) Seja A = [a;;],x, uma matriz quadrada de ordem n. A
diagonal principal ou diagonal de A ¢ identificada pelos elementos de A que tem os mesmos

indices, ou seja, a1, a22," - -, Qpn.

Definiciio 1.14 (Matriz Diagonal) Seja A = [a;;]nxn uma matriz quadrada de ordem n, A é

uma matriz diagonal se todos os elementos que ndo estdo na diagonal principal de A sdo nulos.

Proposicao 1.7 Seja

d 0 0 O
0 do 0 0
1o oo 0
0 0 0 d,
uma matriz diagonal de ordem n e p € N, entdo,
a0 0 0
[ 0 & 0 0
0 0

0 0 0 d
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Demonstracao. A demonstragdo desta proposicao € feita facilmente usando inducao matematica
sobre p. Para p = 1 € bastante trivial, supondo que é vélido para p = k, para provar que € valido
para p = k + 1 basta usar o fato de que D**! = D*D. |

Definiciio 1.15 (Matriz triangular) Seja A = [a;;],x, uma matriz quadrada de ordem n, A
€ uma matriz triangular ou matriz superior, se todos os seus elementos abaixo da diagonal

principal sdo iguais a 0, ou seja, a;; = 0 para 1 > j.

Definicao 1.16 (Matriz Linha) Uma matriz de ordem 1 x n, ou seja, que possui apenas uma

linha é chamada de matriz linha ou vetor linha.

Definicao 1.17 (Matriz Coluna) Uma matriz de ordem m X 1, ou seja, que possui apenas uma

coluna é chamada de matriz coluna ou vetor coluna.

1.5.7 Determinantes

Neste topico, introduziremos o conceito de determinante de uma matriz quadrada. Co-
mecaremos definindo o determinante para matrizes de ordem 1 X 1, em seguida para matrizes de
ordem 2 x 2, logo apds para matrizes de ordem 3 x 3, e finalmente, faremos uma generalizacao

para matrizes de ordem n X n.

Quando nos referimos ao determinante de uma matriz, estamos falando de um nimero
associado a uma matriz quadrada. O determinante de uma matriz A = [a;;],,x,, serd denotado
por:

det(A) , detA ou |A|.

Definicio 1.18 (Determinante da matriz de ordem 1) Seja A = [a]1x1 uma matriz de ordem

1, definimos o determinante de A como

det(A) = a .

Definicao 1.19 (Determinante da matriz de ordem 2) Seja A = [a;;]ax2 uma matriz de or-

dem 2, definimos o determinante de A como

ail Az 11 Q12
det(A) = det = = (11022 — (12021 -

A21 Q22 Qo1  A22
Definicao 1.20 (Determinante da matriz de ordem 3) Seja,

@11 Qa2 Q13
AZ[az‘j]sxs: Q21 Q22 A23

a31 dazz G33
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uma matriz de ordem 3, definimos o determinante de A como

Q22 A23 a21 A23 a21 Q22
det(A) = an — a2 + a3

32 Aa33 az1 ass az1 as2

Observacao 1.5 Observe que cada determinante de uma matriz de ordem 2 x 2 é obtido
eliminando a linha e a coluna que contém o elemento que estd sendo multiplicado por ele.
Por exemplo, na segunda parcela do det(A), o elemento a5 estd sendo multiplicado pelo

determinante da nova matriz que é obtida eliminando a linha I e a coluna 2.
Observacao 1.6 O sinal de + e de — se altera em cada parcela do determinante.

Definiciio 1.21 (Determinante da matriz de ordem n) Seja A = [a;j],,xn uma matriz de or-

dem n, com n > 2, definimos o determinante de A como

det(A) = (=1)""tay det(An) + (=1)"2ar det(Ar) + -+ + (1) ay,, det(Ay,)

n

= Z(—l)”j ay; det(Ay;)

j=1

onde A é a matriz obtida de A, eliminando a primeira linha e a j-ésima coluna.
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2 ESPACOS VETORIAIS

Assim como acontece com vadrias outras estruturas algébricas como corpos, anéis e
grupos, a ideia de pensar em um espaco vetorial, se resume em encontrar um conjunto de
elementos que atendem determinadas caracteristicas (dadas matematicamente por meio de
propriedades). Neste topico, traremos definicdes e propriedades que serdo elementares para o

estudo e para a compreensado da teoria dos espacos vetoriais.

2.1 Espaco vetorial

Definicao 2.1 (Espaco Vetorial) Seja V' um conjunto ndo vazio e K um corpo. Dizemos que
V' é um espaco vetorial sobre' K, se entre os elementos de V, que sdo denominados vetores,
forem satisfeitas duas operacoes,“soma (+)” e “multiplicacdo por escalar (-) ” que satisfazem
as seguintes propriedades:

l. v+u=u+v,Yu,veV. (comutatividade da soma)

2. (v+u)+w=v+ (ut+w), Vuv,we V. (associatividade da soma)

3. d0€V, tal que: 0 +v =v, Vv € V. (existéncia do vetor nulo)

4. YveV,3—v eV, talque: v+ (—v) = 0. (existéncia do vetor simétrico)

5. (aB)-v=a(f-v),YveVeVYapeK (associatividade)

6. 1-v=wv,VoveV. (ondeléaidentidade do corpo K)

7.a-(u+v)=a-ut+a-v,YuveVeVaeK (distributividade)

8 (a+pB) v=a-v+5-v,YVveVeVYapeK (distributividade)

Observacao 2.1 Vale lembrar que no item (8) da defini¢do acima, a soma (« + ) é a soma no

corpo K e a soma (- v + (- v) é a soma definida no espago vetorial V.

Exemplo 2.1 Seja V= M,,x,(R) o conjunto das matrizes de ordem m por n com entradas em
R. Dados A = [a;j] e B = [b;j], com A,B € V e a € R. Se V' é munido das operagées:

A+B = [aij +b1]] e A = [aaij],

entdo, (M,,xn(R), +, ) é um espago vetorial sobre R.
1

A expressdo “sobre”, nos diz que os escalares que satisfazem as propriedades de espago vetorial, pertencem ao
corpo K.
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Cientes do que consiste um espacgo vetorial, a partir de agora, avancaremos nossos

estudos e veremos algumas caracteristicas elementares dos espacos vetoriais.

2.2 Subespaco vetorial

Definicao 2.2 (Subespaco Vetorial) Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K e W um
subconjunto de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V' ou simplesmente um subespago

de 'V, se sdo satisfeitas as seguintes condigoes:

1. 0 € W. (existéncia do vetor nulo)
2. w4+veW,Yw,veW. (fechamento da soma)

3 a-weW,VYweWeVaekK (fechamento da multiplicacdo por escalar)

Observacao 2.2 Em alguns textos, a condigcdo (1) da Defini¢do 2.2 acima é omitida, diante do

fato de que o escalar o pode ser igual a 0, e desse modo, 0 = 0 - w € W e portanto 0 € W.

Em resumo, um subconjunto de um espaco vetorial € um subespago, quando ele contém

o vetor nulo, e além disso, € fechado em relacido a soma e em relacdo a multiplicag@o por escalar.

Exemplo 2.2 Seja V' um espaco vetorial, sdo exemplos de subespagos vetoriais:

1. W=V.
2. W = {0}, onde 0 é o vetor nulo de V.
3. W={(z,]z]); z € R}, onde V = R~
4. W ={(x,y,2,0); z,y,2 € R}, onde V = R™%
No exemplo acima, os subespacos dos itens (1) e (2), sdo chamados de subespacos

triviais de V. Os demais subespagos de um espaco vetorial 1/, sdo chamados de subespacos

proprios de V.

2.3 Combinacao linear

Definicao 2.3 (Combinacao Linear de Vetores) Seja V' um espaco vetorial sobre K e
v1,V9, U, € V. Um vetor v € V é uma combinagdo linear de v,,vs,--- ,v,, se exis-

tem escalares ay,as,--- ,a, € K tais que:

n
V= a1V + agUs + - - - + anv, = E a;v;.
i=1
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Exemplo 2.3 Considere vy = (2,—3,4), vy = (5,1,—2), a1 = 4, ay = —3 com vy, v, € R? e
ay,ay € R. Note que o vetorv = (—7,—15,22) € R3 é uma combinagdo linear de v, e v,.
Solucao: De fato,

a1V + U2 = 4<27 _37 4) + (_3>(57 17 _2) = (87 _127 16) + (_157 _37 6)
= (=7,-15,22)

= .

2.4 Subespaco gerado

Definicao 2.4 (Subespaco Gerado) Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Considere o

conjunto de vetores A = {vy,vq,--- ,u,} CV,eay,ay, - ,a, € K. Neste caso, o conjunto:

S={veV,;v=av +aws+ -+ ayv,},

é um subespaco vetorial de V' que chamamos de subespago gerado por vy, vs, - - - , v, e denota-
mos por vy, Vg, - -+ , Uy
Se um subespaco S é gerado por A = {vq, v, -+ ,v,}, entdo A é o conjunto gerador

de S. Neste caso, vale lembrar ainda que S contém o conjunto A, e além disso, S é o menor
subespaco que contém A. Se S € o menor subespaco que contém A, entdo, esta caracteristica
pode ser dita em outras palavras da seguinte forma: se existe um outro subespaco F', tal que
A C F,entdo, S C F.

Exemplo 2.4 Os vetores v; = (1,0,0) e vy = (0, 1,0) geram o subespaco do R*

S ={(z,y,0) eR®; z,y € R},

Soluciio: De fato, qualquer vetor de S da forma (z, y, 0), pode ser escrito como

(x,y,0) = x(1,0,0) + y(0, 1,0).

Observacao 2.3 Note que no Exemplo 2.4, o subespaco S é exatamente o plano xy. Neste caso,

podemos dizer que os vetores v; = (1,0,0) e vo = (0, 1,0) geram o plano xy.

Vale ressaltar que um conjunto de vetores pode ndo gerar apenas um subespaco. Indo
mais além, pode ser que um conjunto de vetores gere todo um espacgo vetorial. Isto nos motiva a

apresentar a defini¢do de espaco finitamente gerado.
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Definicao 2.5 Um espaco vetorial V é dito finitamente gerado, se existe um conjunto finito
de vetores, B = {vy,vq,--+ ,v,} C V, que geram todo o espago V, ou seja, V = [B] =

[U17U27 e 7Un]-

Exemplo 2.5 O espaco vetorial V = Msyo(R), que € o espaco das matrizes de ordem 2 X 2

com entradas em R ¢é gerado pelas matrizes:
10 01 0 0 0 0
) ) e :
0 0 0 0 10 0 1

Soluciio: De fato, uma matriz qualquer de Ms,»(IR), digamos: [ “

] , pode ser escrita como
c

combinacdo linear das quatro matrizes acima, ou seja,
a b 10 0 1 00 0 0
=a +b +c +d .
c d 0 0 0 0 1 0 0 1

2.5 Dependéncia e independéncia linear

Defini¢sio 2.6 (Conjunto LI) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e A = {vy,vq,- -+ ,v,}

um conjunto de vetores de V. Se a equacdo
a1v1 + asvy + -+ + ayv, =0,
admite apenas a solugdo trivial, ou seja,
aL=ay=---=a, =0,

dizemos que o conjunto A é linearmente independente ou simplesmente que A é um conjunto
LI

Exemplo 2.6 Seja V = R, verifique que os vetores v, = (1,2,3,4) e vy = (4,3,2, 1) formam

um conjunto LI.

Solucao: De fato, considere a combinagdo linear av; + bvs = 0. Desse modo, temos:

avi +bvo =0 = a(1,2,3,4) +b(4,3,2,1) = (0,0,0,0)
= (a,2a,3a,4a) + (4b,3b,2b,b) = (0,0,0,0)
= (a+4b,2a + 3b,3a + 2b, 4a + b) = (0,0,0,0).
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Dai, obtemos o sistema,

a+4b=0
2a+3b=0
3a+2b=0
da+b=0

Resolvendo o sistema linear acima, temos como solu¢do a = b = 0. Portanto, os vetores

V1 € vy sdo linearmente independentes.

Definicio 2.7 (Conjunto LD) Seja V um espaco vetorial sobre um corpoK e B = {vy,vq,- -+ , v, }

um conjunto de vetores de V. Se na solugcdo da equagcdo
arvr + agvg + -+ - + apv, = 0,

existir pelo menos um a; # 0, para algum i = 1,2,--- 'n, dizemos que o conjunto B é

linearmente dependente ou simplesmente que B é um conjunto LD.

Exemplo 2.7 Seja V = R?, note que os vetores v; = (0,1) e vo = (0, —3) formam um conjunto
LD.

Solucao: De fato, considere a combinagdo linear av; + bvs = 0. Desse modo, temos:

avy +bvy =0 = a(0,1)+ b6(0,-3) = (0,0)
= (0,a)+ (0,—3b) = (0,0)
= (0,a —3b) = (0,0).
Note que b = 1 e a = 3 € solugdo para a combinag¢do linear acima. Desse modo, em sua solugdo

existe pelo menos uma constante diferente de zero. Portanto, {vy,v2} = {(0,1), (0, —3)} é um

conjunto de vetores linearmente dependentes.

2.6 Base e dimensao

Definicao 2.8 (Base de um espaco vetorial) Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K e
B = {vy,va, -+ ,v,} um conjunto de vetores de V, dizemos que o conjunto B é uma base para

o espago vetorial V', se:

1. B é um conjunto LI;

2. B gera o espagco V.

Exemplo 2.8 O conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base para o espago vetorial
V = R3, pois:
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1. B é um conjunto LI.

De fato, a combinacdo linear
a(1,0,0) 4+ 6(0,1,0) + ¢(0,0,1) = (0,0,0) = (a,b,c) = (0,0,0),
tem como tinica solucdo, a = b = c = 0.

2. B geraoR3

De fato, qualquer vetor (z,y, z) € R3, pode ser escrito como

(z,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

Definicao 2.9 (Dimensao de um espaco vetorial) Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo
Ken e N, temos:

1. Se V possui uma base com n vetores, entdo V tem dimensdo n e denotamos dim V = n.
2. Se V = {0}, entdo dim V = 0.

3. Se V admite uma base finita, entdo V é um espago de dimensdo finita. Caso contrdrio,
se V' admite uma base com infinitos vetores, dizemos que V é um espago de dimensdo

infinita e denotamos dim V = oc.

Exemplo 2.9 Como o conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} possui trés vetores e além

disso é uma base para o R3, entdo, dim R? = 3.

Desde que saibamos qual a dimensdo de um espaco vetorial V', existe uma forma mais
simples para determinar se um conjunto € ou ndo uma base de V. O teorema que serd apresentado

a seguir nos ajudard a determinar qual € esta forma.

Teorema 2.1 Seja V' um espago de dimensdo finita, com dimV =ne A = {vy,va, -+ ,v,}
um conjunto formado por n vetores de V, entdo, A gera o espaco V' se, e somente se, A é um

conjunto LI

Demonstracao. Esta demonstracdo estd disponivel em (LIMA, 2008, p. 30). |

Com a posse deste resultado, temos um modo mais simples de verificar se um conjunto €
uma base de um espago V. De forma alternativa, pode-se verificar se este conjunto gera o espaco,
ou, se este conjunto € L/. No entanto, esta alternativa s6 € vdlida no caso em que a dimensao do

espaco € igual a quantidade de vetores que tivermos no conjunto.

Como exemplo, podemos dizer que qualquer conjunto com dois vetores que gera o R?
¢ uma base para o R%2. Podemos afirmar também que para determinar se um conjunto do R?

formado por trés vetores € uma base, basta verificarmos se este conjunto € L/.
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2.7 Transformacoes lineares

Uma transformacao linear nada mais € do que um tipo especial de fun¢do entre espagos
vetoriais, que tem 0os mesmos como dominio e contradominio. Resumidamente, se considerarmos
uma transformacao linear qualquer 7" entre os espacos vetoriais V' e W, entdo através de 7', cada
elemento v € V' tem um s6 vetor imagem w € W, denotado por w = T'(v). A partir de agora,
trabalharemos sempre com espagos vetoriais sobre um corpo K, caso necessdrio, destacaremos
se K=Rouse K=C.

Definicao 2.10 Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma aplicacdo

T :V — W é uma transformacdo linear se satisfaz as duas seguintes condigoes:
1. T(u+v)=T(u)+T(v), Vu,veV.
2.T(M)=XT(v), VAeK, VveV.

Exemplo 2.10 A aplicacio T : R* — R? dada por T'(z,y) = (22,0, z + y) é uma transforma-

cdo linear.
Solugio: De fato, sejam \ € K, u,v € R%, comu = (x1,%1) e v = (22, y2), temos:
L. T(u +v) = T(x1 + zo,y1 + y2) = (21 + 22),0,21 + 20 + y1 + y2) =
(221 + 222,0, 21 + y1 + 22+ 12) = (21,0, 21 + 1) + (222,0, 22 + y2) = T'(u) +T'(v).
2. T(hw) = Tz, A1) = (2Ax,0, r1 + Ayr) = Az, 0, (1 + 1)) =

/\(2%1, 0, T+ yl) = /\T(U)

Observacao 2.4 Em relacdo as transformacoes lineares é de importdncia destacar as seguintes

observagoes:

1. As condigées (1) e (2) da Defini¢do 2.10 podem ser resumidas em:

TAu+v)=AT(u)+T), VIeK, Vu,veV.

2. Sejam vi,v9, -+ v, €V e A, Ao, -, Ny €K entdo temos:

T(Mv1+ Xovg + -+ Avy) = M T (v1) + AT (v2) + -+ -+ N T(vy,).

3. 8eT : V. — W é uma transformagdo linear e V.= W, T passa a ser chamada de

operador linear.

4. SeT : V — K é uma transformacgdo linear e K é um corpo, T passa a ser chamada de

Juncional linear.
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2.7.1 Matriz de uma transformagao

Neste topico, nosso intuito € apresentar uma nova representacao para uma transformacao
linear 7' : V' — W por meio de uma matriz A, cuja ordem depende das dimensdes de V e W, e
por este fato, quando 7" for um operador linear A serd uma matriz quadrada. Vale lembrar que
tal representacdo € de expressiva importancia para o estudo de autovalores e autovetores que

veremos mais adiante.

Defini¢do 2.11 Seja T : V. — W wuma transformagdo linear, o« = {vy,--- ,v,} e f =

{wy, -+ ,wpy,} bases ordenadas de Ve W, respectivamente. Observe que podemos escrever,
T(Uj) = Q1;W1 + -+ CLij)m,

para cada T'(v;) € W e 1 < j < n. Desse modo, a matriz da transformacdo ' com relagdo as
bases ordenadas o e 3 é a matriz A de ordem m x n e com entradas reais, denotada por [T e

com seus elementos distribuidos da seguinte maneira:

m1 *°° Amn

Observacao 2.5 Com relacdo a matriz de uma transformacdo linear, podemos listar algumas

observacgoes.

1. A cada dupla de bases para V e W, obtemos uma matriz particular que representa
a transformagcdo T' : V. — W, ou seja, dependendo das bases escolhidas existe uma
infinidade de matrizes que podem representar uma mesma transformacdo 'I'. Porém, desde

o momento em que duas bases sdo escolhidas e fixadas, a matriz que representa " € uinica.

2. As colunas da matriz [T'|§ sdo formadas pelas constantes obtidas na combinagdo li-
near das imagens dos vetores de o« em relacdo a base (5. Por isso, se considerarmos

T:V = W comV um espago de dimensdo n, entdo, a matriz [T]g tem n colunas.

3. Para encontrar [T§ basta calcularmos as imagens dos vetores de o, em seguida escrever
tais imagens como combinagdo linear dos vetores de [ e por fim dispor as constantes de
cada combinagdo linear como colunas de [T}, sem esquecer que esta distribuicdo deve

ser feita por ordem, jd que as bases o e 3 sdo ordenadas.

4. Se T for um Operador Linear, ou seja, T' : V — V, entdo, a matriz que representa T’ tem
ordem quadrada e a matriz que representa T serd denotada por [T, onde o é a base do

espago vetorial V.
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Exemplo 2.11 Seja T : R® — R? uma transformacdo linear definida por: T(x,y,z) =
(2x +y — z,x + 2y). Consideremos as bases ordenadas o = {(1,0,0),(2,—1,0),(0,1,1)} e
B ={(=1,1),(0,1)}. Vamos encontrar a matriz [Tj.

Solucio:

Calculando as imagens dos vetores de « através de T', obtemos:

T(1,0,0) = (2,1), T(2,—1,0) = (3,0) e T(0,1,1) = (0,2).

Escrevendo tais imagens como combinagdo linear dos vetores de /3, temos:

T(1,0,0) = (2,1) = —2(=1,1) + 3(0,1)
T(2,—1,0) = (3,0) = —3(—1,1) + 3(0, 1)
T(0,1,1) = (0,2) = 0(—1,1) + 2(0, 1).

Portanto,

a-m- |77

No item 1 da Observagdo 2.5, vimos que dependendo das bases escolhidas existe uma
infinidade de matrizes que representam a mesma transformacao. No caso em que trabalhamos
com um operador linear, um fato curioso sobre quaisquer duas matrizes escritas em relacao
a bases ordenadas e que representam este mesmo operador, serd apresentado na proposi¢ao a

seguir.

Proposicao 2.1 Seja V' um espaco de dimensdo finita, T : V — V um operador linear e (5 e
« duas bases ordenadas de V', entdo, as representagdes matriciais [T e [T, sdo matrizes

semelhantes.

Demonstraciio. Esta demonstracio estd disponivel em (LOUREDO; OLIVEIRA, 2015, p.91).
|

2.7.2 Nucleo e imagem de uma transformagao

Como uma transformacgdo linear é uma “funcdo”,entdo, além de dominio e contra-
dominio, também possui uma imagem. Veremos que o nicleo nada mais € do que o conjunto de

vetores que zeram a imagem desta “funcao”.
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Definicao 2.12 (Nicleo de uma transformacao) Seja T : V — W uma transformacdo linear.
O conjunto de todos os vetores v € V tais que T'(v) = 0 é chamado de niicleo de T e denotado

por Ker(T). Desse modo,

Ker(T)={veV; T(v) = 0}.

Exemplo 2.12 Seja T : R? — R? definida por T(x,y) = (v — 2y, x + 3y), observe que o
Ker(T) ={(0,0)}.

Solucao: De fato,

Ker(T) = {(z,y) € R*; T(z,y) = (0,0)}
= {(z,y) €R*; (z - 2y,z + 3y) = (0,0)}
= {(0,0)}.

Proposicao 2.2 Se T': V — W é uma transformagao linear, entdo o Ker(T') é um subespago
deV.

Demonstracdo. O Ker(T') atende as condi¢des de subespago vetorial. De fato, sejam A € R e
u,v € Ker(T), temos:

1. 0 € Ker(T), pois T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) = T(0) = 0.
2. T(M) =AT(v) =A0=0= v e Ker(T).
3. T(u+v)=T(w)+T(w)=0+0=0=u+v € Ker(T).

O que garante que o Ker(7") € um subespago de V. |

Definicao 2.13 (Imagem de uma transformacao) Seja 7' : V. — W uma transformacao li-
near. O conjunto de vetores w € W que estdo relacionados com os vetores de V', é chamado de

imagem de T e denotado por Im(T'). Desse modo,

Im(T)={weW;w=Tw),veV}={Tw); veV}

Proposicdo 2.3 Se T : V. — W é uma transformacdo linear, entdo a Im(T') é um subespaco
de W.

Demonstracao. A Im(7') atende as condi¢des de subespago vetorial. De fato, sejam A € R e
u,v € Ker(T), temos:
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1. T(0) =0eT(0) € Im(T),logo, 0 € Im(T).

2. Considere A € Re w € Im(T). Entdo, existe v € V, tal que, w = T'(v). Assim,
Aw = AT'(v) = T'(\v). Logo, A\w € Im(T).

3. Considere wq,wy € Im(T'). Entdo, existem vy, v, € V, tais que, wy = T'(v1) e wy =
T(UQ). Assim, Wy + we = T(Ul) -+ T(’Ug) = T(’Ul -+ 1}2). LOgO, wi + wy € Im(T)

2.8 Autovalores e autovetores

Quando pensamos em aplicar os conceitos vistos na Algebra Linear, o estudo de auto-
valores e autovetores que em algumas literaturas sdo respectivamente chamados de valores e
vetores proprios, surge com uma extrema importancia e abrangéncia, pois, suas nogdes permitem
aplicacoes tanto na matematica como em outras dreas. Como exemplo de aplicacdes dentro da
matematica, podemos citar a resolugdo de sistemas de equacdes diferencias e a classificacio de
cOnicas e quadricas. Em outras dreas, os conceitos de autovalores e autovetores estao presentes
em aplicacdes da Fisica Atomica, da Mecanica Quantica, da Economia e da Genética, que por

sinal € o tema abordado com detalhes neste trabalho.

A ideia principal desta secdo é apresentar quais os vetores que sdo levados em multiplos
de si mesmos através de uma transformacao linear 7' : V' — V. Sabendo que um vetor é multiplo
de outro quando eles diferem por uma constante, nossa ideia se resume em procurar um vetor

v € V e uma constante A € K, tal que, 7'(v) = Av.

Nesta secdo, trabalharemos com transformagdes de V' em V/, ou seja, com operadores
lineares. Vale lembrar que a matriz [T'],, do operador linear 7" serd por vérias vezes denotada por
A. Assim como na se¢do anterior, trabalharemos com escalares pertencentes a um corpo K, caso

necessario, destacaremos se K = Rouse K = C.

2.8.1 Polinbmio caracteristico

Definicao 2.14 (Polindmio Caracteristico de uma Matriz) Seja A uma matriz de ordem
n X n, o polinémio caracteristico de A é o polindmio de grau n, denotado por p () e definido

como
pa(A) = det(A — \I),

onde I é a matriz identidade e \ € K.

Exemplo 2.13 Seja A =

8
, 0 polinémio caracteristico de A é
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pa(A) = det(A— \)

3—A 8
= det

0 1—X
= 3=N1-X)
= M —4)\+3.

A defini¢do de polindmio caracteristico de uma matriz qualquer A de ordem 7, nos leva
a pensar que € possivel definir também o polindmio caracteristico de um operador linear, desde

que a matriz A seja a matriz de representaciao do operador linear.

Definicao 2.15 (Polindmio Caracteristico de um Operador Linear) Seja T : V. — V um

operador linear, definimos o polinémio caracteristico do operador linear I’ como sendo
pr(N\) = pa(A\) = det(A — \I),

onde A é a matriz de representacdo de T numa base o do espaco Ve A € K.

Exemplo 2.14 Seja T : R? — R? um operador linear definido como T (x,y) = (x +y, —y), 0

polindémio caracteristico de T é pp(\) = \? — 1.

1
Solucao: De fato, seja A =

] a matriz de 7" em relag@o a base candnica do R2, temos

pr(A) = pa(N)

= det(A— \)
_ et 1—A 1
0 —-1-AX
= (1-=XN(-1-=))
= AN -1

Teorema 2.2 (Teorema de Cayley-Hamilton) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo,

Demonstraciio. Esta demonstracio estd disponivel em (LOUREDO; OLIVEIRA, 2015, p.142).
|

O Teorema de Cayley-Hamilton € um dos teoremas mais conhecidos dentro da Algebra
Linear, e diz que uma matriz quadrada € raiz de seu préprio polindmio caracteristico. Uma outra
versao do teorema pode ser escrita de forma que trate de operadores lineares, esta versao sera

enunciada na proposicao abaixo.
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Proposicao 2.4 Sejal : V — V um operador linear e o« uma base de V', entdo, T é um zero

do seu polindmio caracteristico pr(\), ou seja, pr([T].) = 0.

Vimos na Proposicao 2.1 que duas matrizes relacionadas a bases diferentes e que re-
presentam o mesmo operador sdo semelhantes. Como representam o mesmo operador, as
matrizes tem o mesmo polindmio caracteristico. Uma generalizag¢do desta ideia é apresentada na

proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.5 Sejam A e B duas matrizes quadradas semelhantes, entdo A e B tém o mesmo

polinémio caracteristico.

Demonstraciio. Esta demonstracio estd disponivel em (LOUREDO; OLIVEIRA, 2015, p.138).
|

2.8.2 Autovalor e autovetor

Definicao 2.16 (Autovalor e Autovetor de um Operador Linear) Sejam T : V — V um ope-
rador linear, v € V comv # 0 e A € K. Dizemos que v é um autovetor de T se T (v) é um

miiltiplo escalar de v, ou seja,
T(v) = Av.

O escalar )\ é chamado de autovalor de T’ e neste caso, v é um autovetor associado ao autovalor
A

Exemplo 2.15 Seja T : R?> — R? um operador linear definido como T(x,y) =
(4x + 5y, 2x + y), entdo, o vetor v = (1,—1) é um autovetor de T associado ao autova-
lor A = —1. De fato, a imagem de v através do operador T é um miiltiplo de v com A = —1, ou
seja,

Tw)=T(1,-1)=(-1,1) = —1(1,—-1) = lv.

Na tentativa de encontrar os autovalores de um operador linear 7', sair testando quais
escalares atendem a condi¢do 7'(v) = Av seria uma tarefa bastante drdua, a partir do resultado

que segue, veremos como encontrar os autovalores de um operador.

Proposicao 2.6 SejaT : V — V um operador linear, entdo, os autovalores de T sdo as raizes

A € K do polinémio caracteristico pr(\) de T.

Demonstracio. A demonstragdo desta proposicao estd disponivel em (CALLIOLI; DOMIN-
GUES; COSTA, 1990, p. 249). |
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Exemplo 2.16 Seja T : R?> — R? um operador linear definido como T(x,y) =

(—=3z + 4y, —x + 2y), encontre os autovalores T.

Solucdo: O operador 7' tem como polindmio caracteristico,

pr(A) = det(A—=XI) = X2 + X —2.

Desse modo, pela Proposi¢ao 2.6 acima \; = 1 e A\ = —2 sdo os autovalores do

operador linear 7" em questdo, pois, A; € Ay sdo as raizes de pr()\).

Ap6s sabermos como agir para encontrar os autovalores A de um operador linear
T :V — V, podemos nos preocupar em uma forma de encontrar os autovetores de 7' as-
sociados a cada autovalor A. O processo que procuramos se resume na substituicao do valor de A
na equagdo (A — Al)v = 0, onde v é o vetor genérico do espago V', I é a matriz identidade, 0 é
a matriz nula e A € matriz de representacdo do operador 7' em relagdo a uma base de V. Esta

ideia ficard mais clara apds a compreensao do exemplo a seguir.

Exemplo 2.17 Seja T o operador linear do exemplo anterior, vamos encontrar os autovetores
deT.

Solucdo: Vimos no Exemplo 2.16 que \; = 1 e Ay = —2 s@0o os autovalores do operador linear

T, assim, para cada autovalor de 7', vamos encontrar um vetor v = (x, y) que satisfaz a equagio
(A—X)v=0.
e Para \; = 1, temos

<A—M>v:0ﬁ»[:? ﬂ MZISF

Dai, obtemos o sistema

—4x + 4y

—4x +4y =0
—r+y=0

que tem como solugdo, xr = y.

Assim, os autovetores associados e A\; = 1 sdo os vetores v = (y, y) € R?, com y # 0.

:m.

e Para \y = —2, temos

w11 2]

Dai, obtemos o sistema

—x + 4y
—z + 4y




Capitulo 2. Espacgos Vetoriais 42

que tem como solugdo, r = 4y.

Assim, os autovetores associados € \; = —2 sd0 os vetores v = (4y,y) € R?, com y # 0.

Dessa forma, fica definido qual o método utilizado para encontrar os autovetores de um
operador linear.

Observacao 2.6 Note que, se v é um autovetor associado a um autovalor A de um operador
linear T' e o # 0 um niimero real, entdo, av também é um autovetor de T’ associado ao mesmo

autovalor \. De fato, como T ¢ linear, temos:
T(aw) = oT(v).

Mas, observe que,
T(v) = v.

Desse modo, obtemos
T(av) = a(Iv) = AMaw).

Os autovetores de um operador linear 7" atendem algumas caracteristicas que veremos a

seguir.

Definicao 2.17 (Autoespaco Associado) Seja \ um autovalor de um operador linear T', o con-

junto denotado por V), de autovetores associados a A,
Vii={veV; T() =},

é chamado de autoespago associado a ).

Proposicao 2.7 Sejam T : V — V um operador linear e A\ um autovalor de T, entdo, o conjunto

de vetores V\ é um subespaco de V.

Demonstracao. O conjunto V), atende as condi¢des de subespaco vetorial. De fato, sejam o € R

e u,v € V), temos:
1. 0 € V), pois T(0) = 0 = 0.

2. T(aw) = oT'(v) = a(Mv) = AMav) = av € V).

3. T(u+v)=T(u)+T(w)=Au+Ivw=ANu+v)=>u+veV,.
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O que garante que V), é um subespaco de V. |

E importante lembrar que trabalhando com um mesmo operador, podemos encontrar

varios autoespacos, isto depende da quantidade de autovalores associados a este operador.

Uma vez que ja temos em mente a nog¢do de autoespaco, podemos entdo, definir os

conceitos de multiplicidade de um autovalor \.

Definicao 2.18 (Multiplicidade Algébrica) Denominamos de multiplicidade algébrica de um
autovalor \, a quantidade de vezes que o mesmo aparece como raiz do polinomio caracteristico,

e denotamos por mg ().

Exemplo 2.18 Seja T : R® — R3 um operador linear definido da forma T (z,y,z) = (3x —

4z,3y + 5z, —2z). O polinémio caracteristico de T é,
pr(A) = (3= N)?(=1 - ).

Como o autovalor \y = 3 aparece duas vezes como raiz de pr(\) e o autovalor \y = —1

aparece apenas uma vez, entdo mg(3) = 2 e mg(—1) = 1.

Definicao 2.19 (Multiplicidade Geométrica) Denominamos de multiplicidade geométrica de
um autovalor )\, como sendo a dimensdo do subespago V), de autovetores associados a )\, e

denotamos por m,(\). Mais precisamente, my(\) = dimV.

Exemplo 2.19 No Exemplo 2.18 encontra-se para \y = 3, autovetores do tipo v = (x,y,0).
Logo,

Vi, =Vs = {(z,y,0) e R?; 2,y e R}
= {2(1,0,0) +y(0,1,0) ; =,y € R}
= [(1,0,0,),(0,1,0)].

Portanto, my(3) = dimVs = 2.

Para Ay = —1, encontra-se autovetores do tipo (z 2). Logo,

747

Vie=Vo1 = {(z,22,2)} eR*; z e R}

= {2(1,1,1); z€R}
= (1,3 1]

Portanto, mgy(—1) = dimV_; = 1.
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2.8.3 Autovalores de uma matriz

Definicao 2.20 (Autovalor de uma matriz) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, um es-
calar A € R é um autovalor de A, se e somente se, \ zera o polindmio caracteristico de A, ou
seja,

pa(A) = det(A— NI) = 0.

Existem casos que ndo necessitam do cdlculo do polindmio caracteristico para desco-
brirmos quais os autovalores da matriz trabalhada. Quando esta matriz for do tipo triangular
superior, triangular inferior ou diagonal, os seus autovalores sdo descobertos praticamente de

forma imediata.

Observacao 2.7 Seja A uma matriz de ordem n triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, os autovalores de A sdo exatamente os valores distribuidos na diagonal principal da

matriz A.

2.9 Diagonalizacao de operadores

O objetivo geral da diagonalizagdo de operadores € encontrar uma matriz diagonal
que represente um operador 7', a qual, € a forma mais simples que podemos encontrar para
representar 7T'. O caminho para encontréd-la, se resume em achar uma base o de um espacgo
vetorial V' formada por autovetores de 7' e escrever a matriz que representa o operador 7' em

relagdo a a.

A diagonalizacdo de operadores junto com a teoria de autovalores e autovetores oferecem
sustentacdo suficiente para podermos definir a diagonalizacao de matrizes, e todo este percurso

veremos ao longo desta secao.

Por sua vez, a diagonalizacdo de uma matriz A, d4 suporte para encontrarmos um

resultado que oferece uma forma simples e rapida de calcularmos poténcias elevadas de A.

Os resultados vistos nesta se¢do, serdo indispensaveis para os cdlculos realizados no

préximo capitulo.

2.9.1 Operadores diagonalizaveis

Definicao 2.21 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Um operador T : V — V se diz

diagonalizavel, se existe uma base de V' formada por autovetores de T
No decorrer do texto, veremos maneiras de como identificar um operador diagonalizavel.

Teorema 2.3 Autovetores associados a autovalores distintos sdo linearmente independentes.
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Demonstracao. A idéia da demonstracio deste teorema estd disponivel em (BOLDRINI, 1980,
p- 200). |

Se dimV = n, o polindmio caracteristico de um operador 7' : V' — V tem grau n, e
portanto, 7" tem n autovalores. Dai, teremos duas possibilidades para a natureza dos n autovalores

de T, pr(\) tem n raizes distintas ou py(\) tem pelos menos duas raizes iguais.

Analisando o primeiro caso, observe que, se py(\) tem n raizes distintas, entdo 7" tem
os n autovalores distintos, e assim, a multiplicidade algébrica dos n autovalores sdo todas
iguais a um. Neste caso, pelo Teorema 2.3 7' tem autovetores LI. Assim, para que 1" seja
diagonalizavel, basta que, a quantidade de autovetores associados, seja igual a quantidade dos
autovalores distintos, que € igual a dimensdo de V. Perceba que isto acontece se a dimV),, =1

comi=1,---,n.Ouseja,

ma(N) =mg(N;), i=1,--- n.

Com base nesta ideia, podemos apresentar o resultado a seguir que nos da condi¢des

para decretar se um operador linear € diagonalizivel.

Teorema 2.4 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo K com K = R ou

K = C. Um operador T : V — V é diagonalizdvel se, e somente se,

1. O polinémio caracteristico de T’ tem todas as suas raizes em K.

2. A multiplicidade algébrica de cada autovalor \; de 'T" seja igual a multiplicidade geomé-

trica.

Demonstracao. A demonstracdo deste resultado estd disponivel em (CALLIOLI; DOMIN-
GUES; COSTA, 1990, p. 256-257). |

Exemplo 2.20 Seja T : R? — R? com T'(z,y) = (—3x + 4y, —x + 2y), note que os autovetores

de T formam uma base de V' e que T’ é diagonalizadvel.

Solucdo: De fato, pelos Exemplos 2.16 e 2.17 da secdo anterior, os autovalores de 7" sdo A\; =1

e Ay = —2 e os autovetores associados séo v; = (1,1) e vy = (4, 1), respectivamente.

Note agora que {v;, v} sdo vetores LI e a dimR? = 2, logo pelo Teorema 2.1, o =
{(1,1),(4,1)} é uma base de R? formada por autovetores de 7.

Além disso, observe que \; = 1 e A\y = —2 pertencem ao corpo R e aparecem apenas

uma vez como raizes do polindmio caracteristicos de 7'.

Note também que V), = [(1,1)] e que V), = [(4, 1)], e portanto,

ma(A1) = mg(A1) € ma(A2) = my(Xs).
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Assim, segue pelo Teorema 2.4 que 7' € diagonalizdvel.

Observacao 2.8 De maneira mais simplificada, se um operadorl’ : V' — V tem n autovalores
distintos e a dimV = n, entdo, T é diagonalizdvel desde que cada autovalor esteja relacionado

a apenas um autovetor.

Observacao 2.9 Se um operador T ndo tem autovalores distintos, pode ser ou ndo que I’ seja
diagonalizdvel. Nesta situagcdo, so nos resta verificar a dimensdo do autoespago associado a

cada autovalor.

2.9.2 Matriz de um operador diagonalizavel

Vamos agora analisar a matriz de um operador 7" em relagdo a uma base formada por
seus autovetores. Como exemplo, considere o operador linear do exemplo anterior 7'(x,y) =
(—=3x + 4y, —x + 2y). Vamos entdo, calcular [T, com a = {(1,1), (4,1)}.

Calculando as imagens dos vetores de « através de T', obtemos

T(1,1) = (1,1) e T(4,1) = (—8, —2).

Escrevendo tais imagens como combinacao linear dos vetores de «, temos

T(1,1) = (1,1)=1(1,1) +0(4,1)
T(4,1) = (=8,-2)=0(1,1)+ (=2)(4,1).

Portanto,

[T)a = [ (1) _02 ] : (2.1)

Um fato curioso é que a matriz que representa 7' em relacao a base formada por seus

autovetores € uma matriz diagonal, onde seus elementos sdo os autovalores de 7'.

Observacio 2.10 De modo geral, se o = {vy,vy,--+ ,v,} € uma base de V formada por
autovetores de T, entdo, a matriz [T, é uma matriz diagonal e os elementos da sua diagonal
principal sdo justamente os autovalores \1, Ao, -+ , \, de T. Esta é a forma mais simples de

se representar o operador T

Mais precisamente, para escrever [T, vamos calcular a imagem dos vetores de o por

meio de T. E lembrando que v; sdo os autovetores associados a \;, comi =1,2,--- . n, temos
T(Ul) = \v; = A\v; + Ovg + Ovs + -+ - + Ovu,,

T(UZ) = Avg = Qv + Agvg + Ovz + - - - + Ovu,,
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T(vn) = A\vy, = 0vg + Ovg + Ovg + -+ - + Aoy,

Desse modo, substituindo os valores das combinagoes lineares das imagens dos vetores

da base, em [T, temos

A 0 0 O
0 X 0 O
[T]a = .
o 0 . 0
0O 0 0 M\,

Em particular, a matriz diagonal D = [T, da equag@o 2.1, representa o operador 7" em
relacdo a base de autovetores o = {(1,1),(4,1)} e a matriz C' que representa 7" em relacdo a

base canonica § = {(1,0),(0,1)} é

cz[T]lej’ ;l]

Logo, D e C representam o mesmo operador em bases diferentes, e pela Proposigao 2.1

sao semelhantes, ou seja, existe uma matriz invertivel P tal que

D =P 'CP. (2.2)

Uma observacdo a se fazer é que a matriz invertivel P é exatamente a matriz cujas

colunas sdo compostas pelos autovetores de 7.

Neste caso, como v; = (1,1) e vy = (4, 1) s@o os autovetores de 7, entdo:

[

Com efeito, facilmente verifica-se que

QoM

w
Wl

e ainda, que a igualdade 2.2 € vdlida, ou seja,
1 4
1 1 ’
0 -2 3 3 -1 2 11

Esta ideia, nos convida a apresentar os conceitos de diagonalizacdo de matrizes, que

veremos na se¢ao a seguir.
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2.9.3 Diagonalizacao de matrizes

Definicao 2.22 (Matriz Diagonalizavel) Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se exis-
tir uma matriz invertivel P tal que D = P~*AP é uma matriz diagonal. Neste caso, dizemos

que P diagonaliza a matriz A.

A teoria apresentada nas secdes anteriores para operadores lineares nos traz uma nogao
de como pode acontecer a diagonalizacao de matrizes desde 0 momento em que pensamos numa
matriz de ordem n como a representa¢ao de um operador linear definido num espaco vetorial de

dimensdo n. Vejamos a seguir formas de como diagonalizar uma matriz quadrada de ordem n.

Teorema 2.5 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, entdo, A é diagonalizdvel se, e somente

se, A tem n autovetores LI.

Demonstracao. A demonstracao estd disponivel em (ANTON, 2001, p. 246). |

Uma vez determinado que uma matriz quadrada A é diagonalizdvel. Para encontrar
sua forma diagonalizada D, basta escrevermos a matriz P cujas colunas sdo formadas pelos

autovetores de A, inverter P para encontrar P~! e por fim calcular a forma diagonalizada

D =P AP

Observacao 2.11 Se trocarmos a ordem das colunas de P continuaremos obtendo uma matriz
diagonalizadora. O uinico efeito relacionado a esta troca é a mudanga de posigdo dos autovalores

na diagonal principal da matriz na forma diagonalizada.

A matriz P formada pelos autovetores nao € Unica, pois, as colunas de P multiplicadas
por escalares ndo nulos produzem uma nova matriz diagonalizadora. Se pararmos um pouco
para pensar, isso se deve ao fato apresentado na sec@o anterior de que se v é um autovetor de um

operador linear 7', entdo, um multiplo av também é um autovetor de 7.

A ideia da diagonalizacdo de matrizes € de extrema importancia quando nos referimos ao
célculo de poténcias elevadas de uma matriz, desde que a matriz em questao seja diagonalizdvel.

A seguir, apresentaremos um resultado que torna mais rapido e prético este célculo.

Proposicao 2.8 (Poténcias de uma Matriz) Se A é diagonalizdvel, D é a matriz diagonal de
Aen €N, entdo,
A" = PD"P !

Demonstracao. Note que por hipdtese, A € diagonalizdvel e D é a matriz diagonal de A, ou

seja,

D =P AP (2.3)



Capitulo 2. Espacgos Vetoriais 49

Multiplicando a equacdo 2.3 a direita por P~ e a esquerda por P, obtemos,
A=PDP. (2.4)

Para completar a demonstracdo desta proposicao usaremos agora indu¢do matematica sobre n.

1. Paran = 0, temos
PD'P ! =PIP'=PP ' =1=A"= A"=PD°P"
Portanto o resultado € valido para n = 0.
2. Suponha que é valido para n = k, ou seja,

A¥ = ppFpt (2.5)

3. Mostremos que o resultado € vdlido para n = k + 1. Usando as hipdteses 2.4 e 2.5, temos
Ak—i—l — Ak A

= (PD*P~')(PDP)
= PD*P'PDP!

= PD*DP!
— PDk+1 P—l )
Assim,
Ak+1 — P.Dk+1p_1.
Portanto,
A" = pD"p~t.
Como queriamos! |

Com a Proposi¢ao 2.8, calcular a poténcia de uma matriz diagonalizdvel, se resume
apenas em calcular a poténcia da matriz diagonalizada, o que se torna uma tarefa facil quando

utilizamos a Proposi¢do 1.7 vista na Subsecdo 1.5.6 do capitulo 1.
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3 APLICACOES

3.1 Caracteristicas hereditarias

A hereditariedade ¢ um fendmeno através do qual os seres vivos transmitem caracte-
risticas para as préximas geracdes. E um fendmeno previsivel e que pode ser calculado. As
informacgdes genéticas que sdo repassadas dos pais para os filhos na hereditariedade podem
representar caracteristicas fisicas ou at€ mesmo doengas, e estdo localizadas nos genes, que

resumidamente sdo parte do DNA que estdo no nicleo de cada célula(Figura 5).

Figura 5 — Localizacdo dos genes

Cétula
Wicleo
N e - Cromossomo

Brago

= 1Ty 'ull p Gene

“ AL

Fonte: Site Mundo Educacdo

Em relagdo a uma determinada caracteristica, cada individuo carrega um par de genes,
onde um gene é doado pelo pai e o outro pela mae. Juntos, este par de genes determinam o
gendtipo do individuo em relagdo a caracteristica em questio. Neste caso, o genétipo é o que

expressa uma caracteristica que é determinada por um par de genes.

Vale lembrar que existe uma pequena diferenca entre gendtipo e fendtipo, uma vez que,
o gendtipo € aquilo que expressa a caracteristica a partir do DNA do individuo e o fendtipo € a
caracteristica em si, expressa no individuo. Segundo (JORDE, 2010, p.56) “O termo genétipo
tem sido definido como uma constitui¢ao genética individual em um locus. O fenétipo € o que

se € atualmente observado fisicamente ou clinicamente.”
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Os genes podem ser de dois tipos, aqui consideraremos que os genes podem ser do tipo A
ou a. Neste caso, os possiveis pares de genes, ou seja, o gendtipo de um determinado individuo

pode ser AA, Aa ou aa.

Para efeito de informagdo, considerando uma determinada caracteristica, um individuo
que tem gendtipo formado por dois genes idénticos (AA ou aa) € chamado de homozigoto, ja
o individuo que tem em relac@o a essa mesma caracteristica um gendtipo formado por genes
distintos (Aa) é chamado de heterozigoto. A Figura 6 traz a diferenciagdo dos gendtipos em

relacdo a uma determinada caracteristica.

Figura 6 — Homozigotos e Heterozigotos

AI IA AI Ia al Ia

= = =

Homozigoto Heterozi;::-to Ho_mozigoto
Dominante (Aa) Recessivo
(AA) (aa)

Fonte: Site Toda Matéria (2017)

Existem casos onde cada par de genes expressa uma caracteristica diferente, por exemplo,
na planta boca-de-ledo (Figura 7), segundo (ANTON, 2001, p.473), “O gendtipo AA produz

flores vermelhas, o genétipo Aa produz flores roxas e o genétipo aa produz flores brancas”.

Porém, existem casos onde dois pares diferentes de genes expressam a mesma caracteris-
tica, por exemplo, na cor dos olhos, também segundo (ANTON, 2001, p.473), “Os genétipos
AA e Aa tém olhos castanhos e o genétipo aa tem olhos azuis.”, quando isto acontece, dizemos
que o gene A domina o gene a, pois, o individuo que tem o gendtipo Aa apresenta a mesma
caracteristica do gen6tipo AA (Figura 8). Assim, o gene A é chamado de dominante e o gene a

é chamado de recessivo.

Com isso, para que um individuo expresse uma caracteristica de gene dominante ¢
preciso que tenha apenas uma cépia A em seu genotipo, e para expressar uma caracteristica de

gene recessivo € preciso que no genotipo do individuo existam duas cépias do gene a.
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Figura 7 — Planta boca-de-ledo

Fonte: Site Florist

Figura 8 — Genétipos da cor dos olhos

AA X AA aa

@ ® ®
® @

Aa

(@

Fonte: Site Slideshare (2017)

Com finalidade de informacao, vale lembrar que nem sempre uma caracteristica mais
comum em uma populacio € determinada por um gene dominante, por exemplo, ter cinco dedos
em cada pé e em cada mao € uma caracteristica determinada por dois genes recessivos. Neste
caso, uma pessoa homozigota de gendtipo AA ou heterozigota de gendtipo Aa apresentam a
polidactilia pés-axial, anomalia caracterizada pela presenca de um dedo extra no pé ou na mao
(Figura 9).
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Figura 9 — Pés e maos de uma pessoa portadora de polidactilia pds-axial

&/ 0
(AR E
Fonte: Blog Blogatomia (2015)

O padrao de heranca onde uma caracteristica depende da presenca de dois genes, €

denominado de hereditariedade autossomica e serd investigado neste capitulo.

Além da hereditariedade autossdmica, também investigaremos durante este capitulo a
hereditariedade ligada ao sexo, que ¢ um tipo de hereditariedade onde um individuo fémea
possui um par de genes (AA, Aa ou aa) relacionado a uma determinada caracteristica e um
individuo macho, por sua vez, possui apenas um dos dois genes (A ou a). Neste caso, se estamos
falando de um caracteristica governada com hereditariedade ligada ao sexo, em uma reproducao,
um individuo macho recebe apenas um dos genes da sua méae e um individuo fémea recebe um

dos dois genes da sua mae e o tnico gene do seu pai.

Na continuidade deste capitulo, iremos utilizar vérias ideias vistas durante todo o trabalho
para acompanhar as distribui¢des de gendtipos em reproducdes feitas dentro de uma determinada

populacgao.

3.2 Hereditariedade autossdmica

Na hereditariedade autossomica, cada individuo possui um genétipo formado por dois
genes, onde um gene é doado pela mae e o outro € doado pelo pai. Esta doacdo feita pelos
pais € totalmente previsivel, pois, se o pai ou a mae € um individuo homozigoto com genétipo
AA, sabemos que existe 100% de chance do filho ter em seu genétipo um gene do tipo A. Caso
contrdrio, se por exemplo, o pai € um individuo heterozigoto com genétipo Aa, sabemos que em
relagcdo ao gene dado pelo pai, existe 50% de chance de doagdo do gene A e 50% de chance de

doacao do gene a. Note assim que a doacdo feita por um individuo heterozigoto €é igualmente
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provdvel para A ou a.

Analisando os cruzamentos entre mae e pai de gendtipos iguais ou diferentes, € possivel
organizar as probabilidades dos possiveis gendtipos dos descendentes para qualquer cruzamento

possivel entre os pais, a tabela a seguir apresenta estas probabilidades.

Tabela 1 — Probabilidades de genétipos de descendentes na hereditariedade autossdmica.

Genoétipo do Gendtipos dos Pais

Descendente | AA-AA | AA-Aa | AA-aa | Aa-Aa | Aa-aa | aa-aa
AA 1 % 0 i 0 0
Aa 0 ! 1 ! T
aa 0 0 0 1 2 1

Fonte: Produzido pelo autor

3.2.1 Aplicacdo 1 - caracteristicas hereditarias autossémicas

Vamos supor que um agricultor tem uma grande populagdo de plantas boca-de-ledo
consistindo de alguma distribui¢do de todos os trés possiveis gendtipos AA (produz flores ver-
melhas), Aa (produz flores roxas) e aa (produz flores brancas). O agricultor deseja implementar
um programa de cria¢do no qual cada planta da populacdo € sempre fertilizada por uma planta
do gendtipo Aa. N6s queremos deduzir uma expressao para a distribui¢ao dos trés genétipos

nessa populacdo depois de um nimero qualquer de geracoes.

Para investigar este caso, consideremos n o nimero de geragdes, vamos identificar por,

a, — probabilidade da planta ser do genétipo AA na geragao n.
b, — probabilidade da planta ser do genétipo Aa na geracao n.

¢, — probabilidade da planta ser do gendtipo aa na geracio n.

Desse modo, ag, by € co € a distribui¢do inicial dos trés tipos de gendtipos. Observe também, que
para qualquer geracao n, a soma dos animais dos trés tipos de genétipos correspondem a 100%

da populacdo, logo, temos

ap +b,+c, =1, n=0,1,2,3,--- (3.1)

De acordo com a Tabela 1, podemos determinar a distribui¢do de cada tipo de gendtipo
em uma geracao n, a partir das fertiliza¢des na geracao anterior. Desse modo, temos o sistema
de equacdes

an = 301+ tby1
Y1+ 2bp1 4 enn - (3.2)

1 1
Cn = an—l+50n—1

o
3
I
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Agora, vamos entender o sistema de equagdes 3.2. A primeira equacao diz que metade
das fertilizacOes (AA - Aa) e um quarto das fertilizacdes (Aa - Aa) da geracdo n — 1, compdem
os gendtipos AA da geragdo n. A segunda equacdo diz que metade das fertilizagdes (AA -
Aa), metade das fertilizaces (Aa - Aa) e metade das fertilizagdes (aa - Aa) da geracdon — 1,
compdem os gendtipos Aa da geracdo n. A terceira equagdo diz que um quarto das fertilizagdes
(Aa - Aa) e metade das fertilizagOes (aa - Aa) da geracdo n — 1, compdem os genodtipos do tipo

aa da geracdo n.

Perceba agora que:

1 1 1 1
Un = 50p-1+ 3bn1 an = 50p-1+ 7b0n-1+0cp 1
1 1 1 1 1 1
bn = 50n-1+ 501t 5c1 = § bn = 501+ 501+ 500
_ 1 1 _ 1 1
Cn = an,1 + §Cn71 Cn = Oanfl + an,1 + §Cn71

Logo, o sistema 3.2 pode ser reescrito em nota¢gdo matricial como,

XM = AX(=D 0 =0,1,2,3,-- (3.3)
onde,
an Ap—1 % % 0
(n) _ (n—1) _ 1 1 1
X - bn ’ X b?’b—l € A - 5 5 5
Cn Cn—1 0 i %

Fazendo a substituicdo n = n — 1 em 3.3, temos

XD = Ax (1=l — gx (=2, (3.4)

Substituindo 3.4 em 3.3, temos
XM = AAX2 = A2X (D), (3.5)
Efetuando sucessivas substituicdes deste tipo, até alcancarmos a substitui¢do
n=mn — (n — 1), obteremos
XMW = AX"D = 422X = g3x(0=3) — ... = gnx (O, (3.6)
onde, X representa a distribuicdo inicial dos trés tipos de gendtipos.
Da equagao 3.6, temos
X0 = AnXx O, (3.7)
Assim, se encontrarmos uma expressao explicita para a matriz A", podemos usar a

equacio 3.7 para encontrar uma expressdo explicita para X ™ em funcdo de X9, ou seja, uma

expressao para a distribui¢ao de gendtipos na geracao n, em fungdo da distribuicao inicial.
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Para encontrar uma expressao explicita para A", vamos primeiramente diagonalizar a

matriz A, ou seja, encontrar uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D, tal que,
A=PDP L. (3.8)
A partir da Proposi¢ao 2.8 do capitulo 2, temos
A"=PD"P' n=1,2.3,--- (3.9)

Agora, vamos entdo diagonalizar A e encontrar a matriz P e a matriz D que é a matriz A

em sua forma diagonalizada.

Encontrando o polindmio caracteristico de A, segue

Ly 1 0
2 1 3 2
—2X° + 3\ — A
paN) =det(A—X)=det | 1 1_x 1 |= +2 .
1 1
0 1 73— A
Calculando as raizes de p4(\), os autovalores de A, sdo:
1
)\1:1, )\2:0 € )\3:—.
2
Vamos entdo calcular os autovetores associados.
e Para \; = 1, temos
11
(A=X)v=0 = % —% % =10
1 1
L 0 3 3 0
5+1
= |54+ -
y_z
L 417 2
Dai, obtemos o sistema
P-4 =0,
vy o_ oz
4 2

que tem como solugdo, y = 2z e z = x. Assim, v; = (1,2, 1) é um autovetor associado a
A = 1.

e Para \y = 0, temos

110 z 0
(A-Mpw=0 = | i 11 =10
0}1% z 0
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x Y
271
z 4y, z | =
= 2 T2ty | =
Yy z
113
Dai, obtemos o sistema
T ] _
s T 1 -
xT Y z —
y z
i Ty =
que tem como solugdo, v = —% e z = —%. Assim, v, = (1,-2,1) é um autovetor
associado a A\, = 0.
e Para \3 = % temos
[0 Lo 0
1 xXr
_ - 1 1 —
(A=X)v=0 = 5 0 35 =10
[0 1 0 z
y
. 0
X z P
= st =10
y
L1 0
Dai, obtemos o sistema
Yy _
1 =0
T 4 —
5 + =0,
Yy
a1 =0
que tem como solugdo, y = 0 e x = —z. Assim, v3 = (—1,0, 1) € um autovetor associado

a)\gzé.

Observacdo 3.1 Note que o conjunto o = {(1,2,1),(1,-2,1),(—1,0,1)} é LI, logo, pelo
Teorema 2.1, é uma base do R3. Como o é composta por autovetores de A, entdo, torna-se

explicito que a matriz A é diagonalizdvel.

Desse modo, utilizando conceitos vistos na Secado 2.9, a matriz diagonal D é a matriz

cuja diagonal principal é formada pelos autovalores de A, isto €,

100
D=0 0 0
00 3

Além disso, a matriz invertivel P é a matriz cujas colunas sdo formadas pelos autovetores

de A, logo,
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Calculando a inversa de P, temos,

1 11

4 4 4

-1 _ 1 _1 1
P = 4 4 4
1 1

2 0 2

Substituindo as matrizes D, P e P~! em 3.9 e utilizando a Proposicdo 1.7 do capitulo 1,

segue que
11 —1 10 0 111
A" = 12 =2 0 00 0 i -1
11 1 loo @]l o
(10 - | [ 3 & i
=20 o |5 -4
(10 @" JLl-3 0 3
B %_F(%)n-‘rl % %_(%)n-ﬁ-l
_ 1 1 1
= 3 3 3 (3.10)
- b e
Substituindo 3.10 na equacdo 3.7, temos
_ %-}-(%)Tﬂrl i i_(%)nJrl ao
(n) _— 1 1 1
X = 3 3 3 bo
Li— "™ 1 i+ ] La
(3 g ()
— a b c
- g
| o) g e

Mas, lembrando que por 3.1, ag + by + ¢ = 1. Segue

T+ a(3)" —co(z3)"t!

X = L . (3.11)

a, = 111 4 a()(%)n-i—l _ CO(%)n—H
b, = 1 . n=1,23, (3.12)
¢, = le —a (%)n—i—l + CD(%)n—H

O sistema 3.12 traz as formulas para as fracOes de plantas dos trés tipos de gendtipos na

n-ésima geracdo em funcdo das fracdes da geracdo inicial.
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Perceba que se tendermos o nimero de geracdes ao infinito, ou seja, n — oo, teremos

(3)™*! — 0. Desse modo, segue das equagdes 3.12 que

1
an, -
4

Cn%z.

Dai, podemos concluir que no limite, metade das plantas tendem a ser do gendtipo
Aa produzindo flores roxas e a outra metade tende a ser dividida igualmente entre plantas do

gendtipo AA e plantas do genétipo aa produzindo igualmente flores vermelhas e brancas.

Relacionando o estudo feito na Aplicagdo 1 com estudos apresentados por (ANTON,
2001) e por (MENDONCA, 2005) podemos construir uma tabela que apresenta os tipos de

fertilizagdes com a fracdo de plantas de cada gendtipo no limite de geracdes.

Tabela 2 — Fracoes de plantas de cada gendtipo no limite de geragdes

Fertilizacao Resultados com n — oo
Todas as plantas a, — 1
com plantas b, — 0
do gendtipo AA cn — 0
Todas as plantas a, — }1
com plantas b, — %
do gendtipo Aa Cn — }l
Todas as plantas a, — 0
com plantas b, — 0
do gendtipo aa cn — 1
Todas as plantas an — ap+ 2
com plantas b, — 0
do seu mesmo gendtipo Cp — Co + ”30

Fonte: Produzido pelo autor

3.3 Doengas recessivas autossdmicas

As doengas recessivas autossdmicas sio aquelas que afetam os individuos que por here-
ditariedade autossomica recebem o gendtipo aa e € justamente por este fato que sdo consideradas
recessivas. Neste caso, o individuo que possui o genétipo AA € normal e o individuo que possui
o gendtipo Aa é portador da doenga mas nao € por ela afetado, assim, o gene normal (A) nao

favoravel domina o gene anormal (a) favoravel a doenca.
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Um exemplo de doenca autossdmica recessiva € a fibrose cistica, caracterizada pelo
acumulo de secrecdes mais espessas que afetam principalmente o pulmao e o pancreas (Figura
10), e que € segundo (JORDE, 2010, p.57) ,“[...] uma condi¢do recessiva na qual somente o

homozigoto recessivo € afetado.”

Figura 10 — Pulmado Normal e Pulmao com Fibrose Cistica

Fonte: Site Saidde Dica (2017)

Outro exemplo € a anemia falciforme, uma doencga predominante entre os negros ca-
racterizada por alteracdes nas hemdcias do sangue (Figura 11). Vale destacar que as doengas

autossdmicas recessivas sdo relativamente raras em meio as populacoes.

Figura 11 — Hemécia Normal e Hemadcia Falciforme

Hemacia normal

Hemacia falciforme

Fonte: Blog Fisioterapia PUC-Minas (2010)

3.3.1 Aplicacado 2 - controle de doenca recessiva autossémica

Suponha que um criador de animais tenha uma popula¢do animal portadora de uma
doencga recessiva autossomica. Suponha também que os animais atingidos pela doenca nao

sobrevivem até a maturidade. Uma maneira possivel para o criador controlar uma tal doenga é
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sempre cruzar qualquer fémea, independente do seu gendtipo, com um macho normal. Desta
maneira, todos os futuros descendentes terdo, os pais normais (cruzamento do tipo AA - AA)
ou um pai normal e uma mae portadora (cruzamento do tipo AA - Aa), ndo podendo haver
cruzamentos do tipo (AA - aa), pois, as fémeas de gendtipo aa ndo chegam a maturidade. Neste
tipo de programa de cruzamentos, nao haverd descendentes futuros doentes, embora, ainda haja
portadores em geracoes futuras. Vamos entdo, determinar a fracdo de portadores nas geracoes

futuras.

Como nas geracoes futuras nao havera descendentes doentes, sendo n o nimero de

geracdes, vamos identificar por,

a, — fracdo de animais do genétipo AA na geragao n.

b, — fracdo de animais do genétipo Aa na geracgao n.

Observe que, neste caso, cada descendente futuro terd pelo menos um dos pais normais.
Logo, podemos considerar este programa controlado como um cruzamento constante com o

genotipo AA.

De acordo com a Tabela 1, podemos determinar a distribui¢do de cada tipo de gendtipo

em uma geragao n, a partir dos cruzamentos feitos na geragcao anterior.

Assim, temos o seguinte sistema de equagdes:

1
an = an—1+§bn—1

3.13
b, = lbnfl ( :

Agora, vamos entender o sistema de equacdes 3.13. A primeira equagdo diz que todos os
cruzamentos (AA - AA) e metade dos cruzamentos (AA - Aa) da geracdo
n — 1, compdem os gendtipos AA da geracdo n. A segunda equagdo diz que metade dos
cruzamentos (AA - Aa) da geragdo n — 1, compdem os gendtipos Aa da geracdo n. O sistema

3.13 pode ser reescrito em notagdo matricial como,

X0 = AxCY n=0,1,2,3,-- (3.14)
onde,
1
X — | 9| x| Ot g 2
bn bn—l 0 %

Efetuando sucessivas substituicdes como na Aplicagdo 1, temos
XMW = AX"D = A22x0=2 — g3x(0=3) — ... = gnx (O (3.15)
onde, X representa a distribuicdo inicial dos trés tipos de gendtipos. Assim, perceba que

XM = Anx O (3.16)
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Deste modo, vamos encontrar uma expressio explicita para X (™ em funcio de X (*). Para
isto, vamos diagonalizar a matriz A, encontrar uma matriz diagonal DD e uma matriz invertivel P,

tal que,

A" =PD"P!. (3.17)
Encontrando o polindmio caracteristico de A, temos

pA()\):det(A—)\I):detllg)\ : ]:(A—nu_l).

N
I
>

Portanto, os autovalores de A, sdo:

)\1:16)\2:

> N | —

Vamos entdo calcular os autovetores associados a Ay € .

(A-Aw=0 = |° %1”95]:[0]

e Para \; = 1, temos

Dai, obtemos o sistema

NS
I
o

[

que tem como solugdo, y = 0. Assim, v; = (1,0) é um autovetor associado a A; = 1.

N
|
(@)

e Para \; = £, temos

(A=Xv=0 =

I 1
O NI
O NI

—_

1
< 8

| |

I

1
o O

| I

NI
o +
NI

Dai, obtemos o sistema
X
{5+

que tem como soluc@o, r = —y. Assim, v, = (—1, 1) é um autovetor associado a \y = %

SIS
I
)
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Note que o conjunto o = {(1,0),(—1,1)} é LI, logo, pelo Teorema 2.1, é uma base
do R2%. Como « é composta por autovetores de A, entdo, torna-se explicito que a matriz A €

diagonalizavel e D € a matriz cuja diagonal principal é formada pelos autovalores de A, logo,

1
p=|""].
0 3

Além disso, a matriz invertivel P é a matriz cujas colunas sao formadas pelos autovetores

1 -1
0 1 |
Calculando a inversa de P, temos,

b |11
1o 1|

Substituindo as matrizes D, P e P~! na equagio 3.17 e pela Proposi¢io 1.7 do capitulo
1 o0 |[11
0 ()" ][0 1

— ()
! (i) ] (3.18)

de A, logo,
P=

1, temos

A =

Substituindo 3.18 na equacao 3.16, temos

oo _ |11 ] ] a
0 ()" bo

- [ a0+bo—b0(%)n ]

3.19
bo (L) (3.19)

Mas, como ag + by = 1, a expressdo 3.19 pode ser escrita como o sistema de equacdes,

n = 1=by(3)"
\ P s (3.20)
by, bo(3)

O sistema 3.20 traz as formulas para as fragdes dos dois tipos de gendtipos na n-ésima

geracdo em funcdo das fragdes da geracao inicial.

Se tendermos o ndmero de geragdes a infinito (n — ©0), teremos (3)" — 0. Desse

modo, segue das equacdes 3.20 que,
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a, — 1

b, — 0

Dai, com este tipo de distribui¢ao, pode-se concluir que no limite, ndo haverd animais

portadores em meio a populagao.

Modificando a aplicagao 2

Ainda considerando o caso em que se deseja controlar uma doenga recessiva autossomica,
suponha que um criador tem uma populagdo animal na qual 25% da populagdo € portadora de
uma doenca recessiva autossomica. Vamos investigar o nimero de geracoes que serdo necessarias
para a porcentagem dos portadores cair de 25% para 10%, caso o criador permita aos animais
cruzar sem levar em conta o seu genétipo. Por outro lado, se o criador implementar, em vez disto,
o programa de cruzamentos controlados da Aplicacdo 2, qual serd a porcentagem de portadores

depois do mesmo nimero de geracdes?

Neste caso iremos trabalhar com uma populacdo de 25% de portadores, ou seja, a fracdo

de animais do gendtipo Aa na geragao inicial € by = %.

Segundo (ANTON, 2001), a investigacdo da propagacdo de portadores com cruzamentos
aleatdrios, independente do genétipo, nos leva a trabalhar com equacdes ndo lineares e as técnicas
utilizadas neste trabalho nao sao aplicdveis. Contudo, utilizando-se técnicas convenientes, é
possivel mostrar que a fungdo que associa a fracao de portadores numa geracdo n, com a fragao

de portadores na geracion — 1 €

bnfl

- 1+ bn2—1

b, Cn=1,2,3, (3.21)

Utilizando a equacdo 3.21 e variando o valor de n, € possivel distribuir em uma tabela, a

fracdo de portadores nas proximas geracoes, a partir da geracdo inicial.

Os dados da tabela abaixo foram obtidos utilizando os recursos computacionais do

Microsoft Excel e nos mostras as fracdes de portadores a partir da geragdo inicial.

De acordo com os dados obtidos na Tabela 3 pode-se observar que a fracdo de portadores

que € de 0,25 na geracao inicial, chegaria ao valor 0,1 apenas na geragdo 12.

Portanto, para que a porcentagem de portadores caia de 25% para 10% utilizando um

programa de cruzamentos aleatdrios, necessitaremos de 12 geragdes.

Agora iremos investigar o programa de cruzamentos controlados para compararmos com

o programa de cruzamentos aleatdrios. Das equacdes 3.20 da Aplicacdo 2, segue que

bnfl

by = —2 n=1,23-- (3.22)
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Tabela 3 — Fracdo de portadores durante programa de cruzamentos aleatorios

Geracao 0 1 2 3 4
Fracao
de 0,25 | 0,2222 0,2 0,1818 | 0,1666
Portadores
Geracao 5 6 7 8 9
Fracao
de 0,1538 | 0,1428 | 0,1333 | 0,125 | 0,1176
Portadores
Geracao 10 11 12 13 14
Fracao
de 0,1111 | 0,1052 0,1 0,0952 | 0,0909
Portadores

Fonte: Produzido pelo autor

A equagdo 3.22 mostra que, utilizando o programa de cruzamentos controlados, a fracio

de portadores em cada geracdo € a metade da fracdo de portadores da geragdo anterior.

Utilizando a equacdo 3.22 e variando o valor de n, é possivel distribuir em uma tabela,
a fracdo de portadores nas proximas geragdes, a partir da geragdo inicial. Valores que serao

eXpressos a seguir.

Tabela 4 — Fracdo de portadores durante programa de cruzamentos controlados

Geracao 0 1 2 3 4
Fracao
de 0,25 0,125 0,0625 0,03125 | 0,015625
Portadores
Geracao 5 6 7 8 9
Fracao
de 0,007813 | 0,003906 | 0,001953 | 0,000977 | 0,000488
Portadores
Geracao 10 11 12 13 14
Fracao
de 0,000244 | 0,000122 | 0,000061 | 0,000030 | 0,000015
Portadores

Fonte: Produzido pelo autor

De acordo com os dados da Tabela 4, podemos observar que a fracao de portadores que

na geragdo inicial € de 0,25 chegaria na 12° geragdo ao valor de 0,000061.

Portanto, com o mesmo nimero de geragdes que a porcentagem de portadores cai de

25% para 10% utilizando cruzamentos aleatdrios, poderiamos obter, utilizando um programa de
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cruzamentos controlados, uma queda de 25% para 0,0061% na porcentagem de portadores da

criacdo.

3.4 Hereditariedade ligada ao sexo

Como foi dito na Secdo 3.1, na hereditariedade ligada ao sexo, 0 macho possui apenas
um gene (A ou a) e a fémea possui dois genes (AA, Aa ou aa), desta forma, neste tipo de heranca
um descendente macho recebe um dos genes da mae e um descendente fémea recebe o tinico
gene de seu pai mais um dos dois genes da sua mae, independente do tipo de gene doado pelo
pai.

Podemos entdo analisar os possiveis cruzamentos entre mae e pai e listar na tabela
seguinte as probabilidades dos tipos de gene dados para os seus descendentes numa préxima

geracao.

Tabela 5 — Probabilidades de gendtipos de descendentes na hereditariedade ligada ao sexo

Genotipos dos Pais
(ALAA) | (A,Aa) | (A,aa) | (a,AA) | (a,Aa) | (a,aa)

AA 1 % 0 0 0 0
Fémea

Descendentes Aa 0 : 1 1 i 0

aa 0 0 0 0 3 1

1 1
Macho A 1 5 0 1 5 0
a 0 3 1 0 i 1

Fonte: Produzido pelo autor

Nesta se¢do vamos discutir um programa de procriacdo relacionada com hereditariedade
ligada ao sexo onde os cruzamentos sdo realizados entre pares de irmaos, ou seja, na geragao
inicial teremos um cruzamento realizado entre um macho e uma f€mea, na geragdo seguinte
cruzaremos um par de descendentes da geracdo inicial um de cada sexo, na segunda geragao o
mesmo acontece, selecionamos um par de irmaos da primeira geragdo e 0s cruzamos, € assim
sucessivamente. Este programa de procriacdo entre irmdos € geralmente utilizado entre animais,

entre os humanos chegou a ser usado no Egito antigo para poder manter a linhagem real.

3.4.1 Aplicacdo 3 - procriagdo consanguinea

A seguir discutiremos um programa de procriacdo relacionado com hereditariedade

ligada ao sexo, no qual nenhuma fémea do genétipo Aa chega a maturidade. Neste caso, para a
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procriacdo os gendtipos dos pares de irmdos possiveis, sdo:

(A-AA), (A-aa), (a-AA) e (a-aa).

Os pares de irmaos cruzados em sucessivas geragdes tem determinadas probabilidades
de serem um desses quatro tipos. Perceba que neste sistema nao nos preocuparemos em ter pares

de irmaos do tipo (A-Aa) e (a-Aa), pois, as fémeas de genétipo Aa ndo chegam a maturidade.

Assim, de acordo com a Tabela 5 que apresenta todos os cruzamentos possiveis entre
pares de irmados podemos organizar em uma tabela as probabilidades para os quatro tipos de

pares de irmaos possiveis para 0 nosso novo sistema.

Tabela 6 — Probabilidades de gendtipos dos pares descendentes

Genotipos dos Gendtipos dos Pais
Pares Descendentes | (A-AA) | (A-aa) | (a-AA) | (a-aa)
(A-AA) 1 0 0 0
(A-aa) 0 0 0 0
(a-AA) 0 0 0 0
(a-aa) 0 0 0 1

Fonte: Produzido pelo autor

Sendo n o nimero de geracdes, vamos identificar por,

a, — probabilidade que o par de irmaos na geracdo n seja do tipo (A-AA).
b, — probabilidade que o par de irmaos na geracao n seja do tipo (A-aa).
¢, — probabilidade que o par de irmaos na geracao n seja do tipo (a-AA).

d, — probabilidade que o par de irmaos na geracao n seja do tipo (a-aa).

De acordo com a Tabela 6, podemos determinar a distribui¢do dos pares de irmaos em

uma geracao n. Assim, temos o sistema de equagdes:

Qp = QAp—1
b, = 0
(3.23)
Cn =
dn - n—1

Agora, vamos entender o sistema de equacgdes 3.23. A primeira e a quarta equagao nos
diz que todos os pares de irmaos descendentes do tipo (A-AA) provém de um cruzamento do
tipo (A-AA) e que todos os pares de irmaos descentes do tipo (a-aa) provém de um cruzamento
do tipo (a-aa). A segunda e terceira equagdo nos diz que nao € possivel obter pares de irmaos

dos tipos (A-aa) e (a-AA) que provenham de cruzamentos dos tipos (A-aa) e (a-AA).
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O sistema 3.23 pode ser reescrito em nota¢do matricial como,

X0 = AXCY 0 =0,1,2,3,-- (3.24)
onde,
a, 1 1000
xtm = | O | x| e o 00000
cn Crt 0000
d, dp_1 0001

Como nas aplicagdes 1 e 2 das secdes anteriores, segue de 3.24 que,

x (M — A”X(O), n=1,223"-- (3.25)

Assim, vamos encontrar uma expressio explicita para X ) em funcio de X (©). Para isto,
vamos diagonalizar a matriz A, encontrar uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel P, tal

que,

A" = pp P~ (3.26)

De acordo com a Observagado 2.7 do capitulo 2, segue que os autovalores de A sdo,

)\1:1, /\2:17 )\3:076/\420.

Utilizando os recursos computacionais do Wolfram Alpha, é possivel encontrar os auto-

vetores de A,

v1 = (0,0,0,1), v, = (1,0,0,0), v3 =(0,0,1,0) e vy = (0,1,0,0).

Como o conjunto {vy, vg, v3,v4} corresponde a base candnica do R*, entdo, A de fato é

uma matriz diagonalizadvel.

Desse modo, a matriz diagonal de D € a matriz cuja diagonal principal é formada pelos

autovalores de A, logo,

1000
D:0100
0000
0000

Além disso, a matriz invertivel P € a matriz cujas colunas sdo formadas pelos autovetores

de A, logo,

— o O O
o O O
o = O O
o O = O
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Calculando a inversa de P, temos,

pt=

o O = O
_ o O O
o = O O
o O O =

Substituindo as matrizes D, P e P~! na equagdo 3.26 e pela Proposi¢do 1.7 do capitulo

1, temos
0100 10 00 0001 1 000
0001 0100 1000 0000
A" = = . (3.27)
0 010 0000 0010 0000
1 000 0000 0100 0001
Substituindo 3.27 na equacao 3.25, temos
1 0 0 0 aop Qo
0000 b 0
xn R , (3.28)
0000 o 0
0001 dy dy
A expressao 3.28 pode ser escrita como o sistema de equagdes,
a, = Qo
b, =
, n=123,--- (3.29)
Cp =
dn == do

Deste modo, quando n tende ao infinito, o sistema de equacgdes 3.29 nos mostra que na
n-ésima geragdo todos os pares de irmaos serdo do genétipo (A, AA) ou do gendtipo (a, aa).
Podemos observar que, se os pais iniciais forem do tipo (A, AA) ou do tipo (a, aa), entdo, no
limite, todos os pares de irmaos serdo, respectivamente, do genétipo (A, AA) ou (a, aa). Além
disso, se os pais iniciais forem do tipo (A, aa) ou (a, AA) ndo haverd descendentes, o que decorre

do fato que nenhuma fémea do genétipo Aa chega a maturidade.
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CONCLUSAO

Ao final do trabalho, verifica-se que o objetivo principal foi alcangado, visto que foi
possivel inserir a teoria da Algebra Linear na genética da hereditariedade, e assim investigar
caracteristicas hereditdrias ndo s6 em um nimero pequeno de geragdes com conceitos bdsicos de
probabilidade, mas também, ter resultados das distribui¢cdes das caracteristicas em um nimero
qualquer de geracdes, tudo isto através da diagonalizagdo de matrizes que possibilita o cdlculo

de uma poténcia qualquer de uma matriz.

Assim o desenvolvimento deste trabalho contribuiu para a continuacao do processo de
insercdo da Algebra Linear em meio a outras dreas do conhecimento e para a ampliacio do uso
de aplicacOes desta drea da matemadtica. Possibilitou ainda um estudo de praticamente todo o
conteddo visto em um curso bésico de Algebra Linear, ji que durante o trabalho apresentamos
uma grande teoria sobre matrizes e determinantes além de estudar os espacgos vetoriais, as
transformacoes lineares, os autovalores e autovetores e a diagonalizacdo de operadores e de

matrizes.

As aplicagdes apresentadas no capitulo 3 trouxeram solu¢des que nos permitem calcular a
tendéncia de propragacdo de uma determinada caracteristica hereditdria em uma populacdo para
qualquer que seja o nimero de geracdes. Durante estas aplica¢des procuramos estudar populacdes
formadas por plantas ou animais, pois, € dificil imaginar um programa de cruzamentos como 0s

que foram utilizados que sejam realizados entre humanos.
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