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Resumo

O problema de classificacdo em reconhecimento de padrdes pode ser interpretado como um
problema de estimagdo de uma distribuigdo de probabilidade alvo. Trabalhos recentes apontam
para sua modelagem como uma soma ponderada de distribuigdes, tratando-se portanto de uma
abordagem paramétrica, jd que pesos e par8metros necessitam ser estimados. Neste trabalho a
distribuicio alvo € aproximada sem realizar estimacdo de pardmetros de uma distribuigdo mod-
elo. Admitindo-se que a saida dos classificadores possam ser tratados como distribuigdes de
probabilidades, utiliza-se uma rede Bayesiana como instrumento para realizar a combinagio de
classificadores locais e global. Em linhas gerais o objetivo do trabalho é apresentar uma metodolo-
gia que estabelece como realizar o particionamento do espago de atributos originando um conjunto
de classificadores e como agrupa-los em uma estrutura que combina suas saidas.

Um estudo de caso foi desenvolvido para avaliar o desempenho do sistema proposto no re-
conhecimento de imagens de digitos manuscritos, tendo sido obtido resultados competitivos com

os mais recentes mencionados na literatura.



Abstract

The classification problem in pattern recognition can be viewed as a probability distribution
estimation task. Recent developments try to model it as a weight sum of distributions which
is a parametric approach, since weights and parameters should be estimated. In this work the
target distribution is reached without the need to estimate parameters from a model distribution.
Considering that the output of classifiers are probability measurements, a Bayesian network is
used to combine local and global classifiers. Briefly, the main objective of this work is to present
a methodology that establishes how to partition the feature space in order to generate a set of
classifiers and group them in a framework that combines their outputs.

A case study was developed for a handwritten digit recognition application. The results reveal

that the proposed system is competitive with the best classifiers pointed in the literature.

vi
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Capitulo 1
Introducao

Um dos grandes desafios da ciéncia no inicio do século XX! é desenvolver maquinas que
executem com habilidade tarefas que os seres humanos realizam corriqueiramente, tais como
interpretar informacgdes visuais e auditivas. As maquinas tém sido utilizadas com eficiéncia para
processar grandes volumes de informagdo, como os computadores com sistemas de banco de
dados, ou para processar em larga escala produtos manufaturados, como os robds em aplicactes
industriais, mas o sucesso de sua aplicagdo em reconhecimento de padrdes é ainda bastante
incipiente se comparado com os seres humanos. Uma crianga em idade de alfabetizac3o € capaz
de identificar letras e digitos isclados em diferentes texturas e variagBes de formato e escala,
como em rétulos comerciais e em livros infantis, melhor do que os mais sofisticados sistemas
de reconhecimento de caracteres 6ticos disponiveis, Uma crianca ainda muito cedo é capaz de
atender a uma liga¢3o telefénica, o que sd € realizado automaticamente quando o ser-humano
fornece para a maquina cédigos digitados no teclado do aparelho. A eficiéncia dos computadores
em aplicagdes tradicionais deve-se ao fato de que as taxas de processamento so muito elevadas e
as condigdes de operagdo bastante uniformes, a localizagdo de um registro em um banco de dados,
por exemplo, pode ser feita rapidamente porque a freqiiéncia dos processadores é elevada e porgue
a representacdo bindria da chave de busca é bastante uniforme, de tal modo que uma variacdo no
estado de um bit resulta em uma chave distinta. Em principio, para o computador recuperar uma
imagem em uma base de dados com a mesma rapidez e precisao seria necessdrio que as imagens
comparadas fossem capturadas com as mesmas condicbes de fuminosidade e posicionamento da
camera. Ao contrdrio dos computadores, os sistemas naturais de reconhecimento de padroes
ndo sdo baseados na rigida arquitetura bindria nem executam operagdes de forma puramente
seqliencial, por esta razdo, apesar das taxas de transferéncia de dados na mente humana serem
muito menores, os seres humanos sdo capazes de reconhecer padrdes com muito mais eficiéncia.
Desenvolver sistemas computacionais que imitem a capacidade dos seres humanos de reconhecer
padrdes € portanto um grande desafio. Este é o objeto de estudo de segmentos especificos nos

dominios da Inteligéncia Artificial (IA), Processamento de Imagens e Estatistica e constitui uma



das principais motivacdes para realizacdo desta tese.

Ao longo deste caitulo serd apresentado em maiores detalhes o objeto de estudo da tese,
apresentado na Segdo 1.1, as contribuicdes do trabalho, Secdo 1.2, e a organizacio do texto
como um todo, Secdo 1.3.

1.1 Objeto de estudo da tese

Em reconhecimento de padrdes, o probiema de classificac3o esta relacionado com a construcio
de um modelo probabilistico que relaciona um conjunto de atributos, R”? C R" (o espaco de
atributos), e um conjunto discreto de m possiveis classes, = {w,}™,. Se forem conhecidas
informacdes estatisticas completas sobre as distribuicdes de © € IRP para cada classe 2, 2 =
1...m, isto é, P(x|w,), entdo, 2 um padrio de teste x de classe desconhecida pode ser atribuida

a categoria que maximiza a distribui¢do P{w,|xz), obtida pela férmula de Bayes, isto é:

w” = argmax{P(w,|z)} 2 e RP | (1.1)

com

 Plafw)Plw)
Pl®) = 5= bl aluo) Pl (1.2)

O valor de w* obtido pelas Equagdes (1.1) e (1.2) minimiza o erro de classificagio, quando o

custo associado a uma classificacdo errada é igual para todas as classes. Portanto w* é considerado
um valor étimo (Webb [115]). Na prética, entretanto, como as probabilidades P(w,) e P(z|w,)
ndo sdo conhecidas, o cdlculo de w* ndo pode ser realizado exatamente. Uma grande variedade
de solucdes para realizag3o do cdlculo aproximado de (1.1) foram propostas desde finais dos anos
1950. Algumas referéncias realizam uma cobertura ampla, resumindo as diversas linhas nesta
drea, como em Jain et al. [60], Webb [115], Schalkoff [100] e Duda e Hart [33]). De um modo
geral, a distribui¢do alvo é aproximada através de um processo de treinamento que consiste no
aprendizado estatistico de P(-) a partir de um conjunto amostral.

O processo de treinamento realiza um particionamento do espago de atributos em segmentos
chamados regides de decisdo. Uma maneira de estabelecer estas regides pode ser através do
emprego de funcdes discriminantes, denotadas por f(; 8) em que 0 corresponde a um conjunto
de pardmetros aprendidos durante o treinamento. Este aprendizado consiste de fato em um
processo de otimizacio em @ de uma fungdo objetivo gue ajusta f{-} acs dados de treinamento.
Algumas fungdes objetivo mencionadas na literatura sdo a minimizag¢do do erro médio quadratico,
a maximizac3o da funcgio logaritmica de verossimilhanga e a minimizagdo da entropia cruzada
(Webb [115]). Quanto ao tipo da fung3o discriminante, pode-se ter fungdes lineares e ndo-lineares.

Sendo f(-) linear, pode-se expressd-la como



fl@:0) = z.6, + 6 (1.3)
ou resumidamente como f(z;8) = x'787, sendo =’ e B' os vetores aumentados /7T =<
T, 1> e 0'T =< 07,6, >. Alguns métodos para obtencio de 8 sio popularmente conheci-
dos, dentre eles pode-se citar: redes neurais Perceptron {Haykin [55]), funcdo discriminante de
Fischer (Cover e Hart [26]) e mdquinas de vetores de suporte (Vapnik [112]). A fim de discretizar
o resultado do produto interno, adaptando-o ao problema de classificagdo é comum aplicar sobre
ele a fungdo logistica (logistic function) ou sigmdide, que tem o efeito de mapear a entrada para
valores muito préximos de uma saida binaria, conservando propriedades importantes como con-
tinuidade e diferenciabilidade. Particularmente, em se tratando de um problema de classificacio
bindria, admitindo que x seja normalmente distribuido para as classes w; e wy e supondo que
suas matrizes de covaridncia sejam iguais, a distribuicdo de w, dado x corresponde a aplicacio
da funcio logistica sobre uma combinacdo linear de @ para um conjunto de pesos étimos 91,
para cada classe w, (Jordan [64]). Embora esta seja uma propriedade de um caso particular,
de um modo gerai a fun¢do logistica tem sido usada heuristicamente como ferramenta de dis-
cretizagdo em sistemas de classificagdo. A contra-parte da fun¢do logistica para o problema de
classificacdo multinomial é a funcdo softmax (Bridle [13], Bishop [7}), que assim como a funcio
logistica preserva propriedades de continuidade e diferenciabilidade aplicando-se a um problema
de classificacdo com m > 2 classes. A expressdo da fungdo softmax é dada pela equagio:

exp(xT@,
Fli6) = fla:0) = S (14)
Fungdes discriminantes ndo linear, obtidas pela introdugdo de um termo nio linear em (1.3),

podem ser expressadas pela forma geral

f(@;0. )= 8pd(mpm) +00 7=1,....C (1.5)

em que @ e u sdo parametros de f(-) e ¢{-) é uma fun¢do nio-linear de x. Existem diferentes
tipos de fungdes discriminantes ndo-linear, associadas a diferentes métodos citados na literatura,
tais como: redes neurais multicamada { multilayer perceptron) fun¢des de bases radiais, maquinas
de vetores de suporte ndo-lineares, dentre outros (Haykin [55], Webb [115]). De um modo geral
estes métodos diferem entre si pelo tipo de fun¢do ndo-linear e pelo procedimento de busca
empregados para obten¢do dos parametros. '

Uma outra categoria de métodos de reconhecimento de padrdes procura estabelecer as regides
de decis3o realizando um processo de divisdo hierarquica do espago de atributos. Arvores de de-
cisdo (Classification and Regression Trees — CART) (Breiman et al. [11]} e MARS (Multivariate

Adaptive Regression Spline) (Friedman [39]) s3o exemplos destes métodos. Arvores de decisio



realizam uma divisdo recursiva do espaco RY em regides disjuntas, que sdo associadas as classes
dos padrées. O método MARS também realiza um particionamento recursive de RY, mas ao
invés de estabelecer fronteiras rigidas, a introdugdio de uma fungdo de interpolagio permite que
ocorra um entrelagamento entre estas regides, suavizando as fronteiras de separagao.

Uma abordagem natural para resclver o problema de classificacio consiste em realizar a esti-
magao da probabilidade a posteriori P{x|w} a partir de um conjunto de observacdes, admitindo-se
por hipétese que P(-) seja regida por uma distribuicdo modelo, tipicamente assumida como sendo
a distribuigdo Gaussiana ou Normal. Esta abordagem estd localizada em uma categoria de méto-
dos estatisticos conhecidos como métodos paramétricos pois, com base em uma amostra de
P{.), realiza-se um treinamento estatistico objetivando-se estimar os pardmetros da distribuicio
modelo. A ado¢do desta linha, entretanto, baseia-se em uma hipdtese bastante restritiva. Em
uma aplicagdo de reconhecimento de imagens de caracteres éticos, por exemplo, a distribuic3o
dos padrdes associados a classe do digito sete pode ter diferentes concentracbes no espago de
atributos, relativas a grupos em que ocorre a escrita em estilo anglicano (imagens sem trago
transversal) ou relativas a grupos que utilizam a escrita em estilo latino (imagens com traco
transversal). Neste exemplo, P(x|w) possui mais de uma moda sendo, portanto, pouco apropri-
ado que seja aproximada por uma distribuigdo Gaussiana.

A fim de minimizar as limitacdes impostas pela hipdtese de normalidade, pode-se admitir
que a distribuicdo alvo seja resultante de um modelo de mistura gaussiana {Jordan e Jacobs
[65]) ou que a regra de decis3o apresentada na Equagdo (1.1} possa ser realizada através de
estimagBes ndo-paramétricas de Plw|z). O método dos k vizinhos mais préximos (k-NN) é
um exemplo conhecido de método nio-paramétrico. Uma rede neural com funcdo de ativagdo
softmax (Bridle [13]} é também um método ndo-paramétrico, ambos realizam a estimagdo de
P(w|z) sem requerer a hipdtese de que esta se ajuste a uma distribuicdo modelo.

Este trabalho apresenta uma forma de implementar a regra de decis3o expressa na Equagdo
(1.1) com base em um modelo de mistura, isto é, procura-se compor a distribui¢do alvo como
uma soma ponderada de um conjunto de outras distribuiges. Estas distribuicdes sdo, por sua vez,
estimacdo nido-paramétrica de P(w|x) em regides localmente definidas no espago de atributos.
Uma vez que P(wlx) é de fato a saida de um classificador, o modelo de mistura proposto
compara-se a um método de combinacio de classificadores (Kittler et al. [69]).

A literatura aponta duas abordagens para o modo como classificadores podem ser combinados:
abordagem estdtica e abordagem baseada em treinamento. Na abordagem estdtica as regras
de combinacdo sio fixas e portanto conhecidas a priori. As regras da soma, produto e voto
majoritario (Kittler et al [69]) sdo tipicamente regras estdticas pois independentemente dos
valores originados pelos classificadores elas se aplicam da mesma forma. Neste caso o combinador
nio necessita ser treinado para aprender a regra de combinagdo. Na segunda abordagem o

combinador é treinado com base nas saidas dos classificadores para encontrar uma regra de
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combinagdo dtima. Se o espaco de salda dos classificadores fornece medicdes da probabilidade
a posteriori de w dado x entdo a construgdo de um combinador que implementa a regra de
decisdo apresentada na Equagdo (1.1), realiza efetivamente a composicio de uma distribuicio de
probabilidade complexa e fatorada.

A proposta deste trabalho € apresentar um método de combinacio de classificadores baseado
em treinamento em que as saidas dos classificadores, tratadas como probabilidades, s3o sucessi-
vamente refinadas e combinadas, culminando em uma unidade que resume as safdas produzidas
em todas etapas anteriores, Figura 1.1. A regra de combinagdo é implementada em uma rede
Bayesiana (Jensen [61]). A motivagio em usar uma rede Bayesiana ocorreu em razio desta
ser um método nac-paramétrico que realiza eficientemente a estimacdo de uma distribuicdo de
probabilidade complexa, um problema em geral de complexidade ndo-polinomial. Seu uso como
método de classificagdo foi investigado em diversos trabalhos como em Friedman et al. [41],
Sing e Provan [104], Ezawa e Schermann [35] e Frey [37]. Entretanto seu uso é mais desta-
cado em aplicagdes nas quais relagdes de causa e efeito sdo bem caracterizadas, como aplicagdes
médicas (Olesen et al. [66], Hamilton et al. [52]) e andlise financeira (Abramson [1]). Do
ponto-de-vista da comunidade de |A, uma rede Bayesiana é vista como um sistema especialista
baseado em regras em que os valores verdade, quantificados numa escala continua entre 0 e 1,
s30 associados a probabilidades. Sob esta perspectiva o combinador proposto pode ser entendido
como um sistema especialista, uma visido que simplifica o entendimento do método.

| e

Pl{wic)
m P?w)z)
B :

PS5 (w|@)

= arg max{ P{w|x)}

L

I Estimativa individual de P{w|x)

Figura 1.1: Diagrama de blocos do método proposto



1.2 ContribuicGes deste trabalho

¢ Um método de combinacio de classificadores construido de modo a destacar as
superioridades individuais dos seus componentes Redes neurais do tipo Percep-
tron multi-camada s8o aproximadores de funcdes que, quando concebidas com um ndmero
- suficientemente grande de neurdnios na camada escondida, podem aproximar ao grau de
precisdo desejado qualquer fungdo (Li [78], Leshno et a/. [77}). Quando treinadas com
funcdo de ativagdo softmax ou com um conjunto de treinamento suficientemente grande po-
dem aproximar satisfatoriamente uma distribuicdo de probabilidade (Bridle [13], Gish [49],
Ruck et al. [97]). Formam, portanto, uma solugio bastante apropriada para o problema
- de classificacdo de padrdes. Le Cun {75] aponta redes neurais como sendo o método de
aprendizado baseado em gradiente mais bem sucedido para drea de reconhecimento de
padrdes em espacos de grande dimens3o, em particular para 4rea de reconhecimento de
manuscritos. Entretanto, estas redes também apresentam algumas limita¢des. Por um
lado, o processo de treinamento é fortemente influenciado pela ocorréncia de regiGes planas
e minimos locais na superficie de erro. Além disto, a escolha do nimero de neurdnios da
camada escondida € critica, se muito pequeno resulta em baixa capacidade de predicdo, se
. muito grande torna a rede instdvel. Métodos de aprendizado local (Friedman [40], Peng and
Bhanu [89]) procuram minimizar estas limitagdes pelo aprendizado da fung3o de predigdo
em subconjuntos do espago de atributos. A aproximagido da fun¢do de predicdo em uma
pequena vizinhanga pode ser realizada por um polindmio de baixa ordem, pois os termos
de mais alta ordem podem ser truncados em sua expansdo por uma série de Taylor. Como
conseqiiéncia, em uma pequena vizinhanga o erro de aproximacdo € reduzido. Exemplos
de métodos de aprendizado loca! sdo o método dos & vizinhos mais proximos e outros
baseados em instincia (Aha et al. [3]) e regressdo localmente ponderada (focally weight
regression) (Atkeeson et al. [6]) Métodos de aprendizado local, por sua vez, apresentam
desvantagens por requererem a realizagdo de uma busca por k instdncias mais préximas de
um padrdo de teste. Este procedimento tanto demanda um grande esfor¢o computacional,
uma vez que em IR™*% n3o existe nenhum procedimento de ordenagdo conveniente e répido,
quanto demanda grande espago de armazenamento, pois é necessario manter uma memoria

de inst3ncias usadas no treinamento.

Nesta tese é proposta uma estratégia original de geracdo e combina¢do de classificadores
global e locais que reforca as superioridades individuais de cada um e minimiza suas limi-
tacBes. A geracdo dos classificadores locais é orientada por um processo de particionamento
do espago de atributos que restringe o espago em que os mesmos sao definidos a uma vizin-
hanca em IRP, contribuindo desta forma para minimizar o esforco computacional envolvido

com o procedimento de busca. As saidas dos classificadores, por sua vez, sdo combinadas



atendendo um critério de otimalidade, o que declina a contribuicio de predicdes com erro
e reforca a de predicdes acertadas.

Uso de redes Bayesianas em uma aplicacdo de combinacio de classificadores

Apesar do emprego de redes Bayesianas, para classificaco de padrdes ter sido investigado
em diversos trabalhos, seu uso como agrupador de classificadores € uma linha pouco ex-
plorada na literatura (Webb [115], pp 289 — 290). Esta tese explora a utilizag3o de redes
Bayesianas como agrupador de classificadores e propde procedimentos de aprendizado da
rede adaptados para o problema em foco. A utilizacdo do sistema em um problema de
reconhecimento de imagens de digitos manuscritos produziu bons resultados numéricos,
demonstrando a viabilidade de construir um sistema complexo a partir de classificadores

simples, adequado para treinamento com grandes bases de dados.

Proposicdo de um sistema conexionista cuja arquitetura é ajustavel em funcao do
problema O procedimento de particionamento do espago de atributos define regides que
s3o associadas a classificadores locais. Para realizar uma predigdo Unica os classificadores
conectam-se entre si formando a rede Bayesiana, cuja arquitetura depende da complexidade
do problema, quando maior a dificuldade em aprender os dados de treinamento mais com-
plexa torna-se sua arquitetura. Esta abordagem limita a interferéncia de um especialista
humano em configurar pardmetros livres associados aos classificadores, tais como a especi-
ficacdo do numero de neurdnios e a quantidade de camadas escondidas em uma rede MLP,
possibilitando a criagdo de um sistema complexo a partir de classificadores simples como

redes Perceptron e classificadores locais k-NN.

Apresentacao de um procedimento para extracae de caracteristicas de imagens
de digitos manuscritos isolados  No estudo de caso realizado no Capitulo 6 foi apresen-
" tado um algoritmo de extra¢io de caracteristicas para processamento de imagens de digitos
manuscritos inspirado no modelo bioldgico. O vetor de atributos € construido levando-se
em conta a imagem do contorno, admitindo-se que estes pontos possuam toda informacao
necessaria para a tarefa de classificacdo. A motivacao de se trabalhar com a imagem do
" contorno deve-se ao fato de que o sistema visual humano € seletivo ds componentes es-
" paciais de alta freqliéncia (pontos de borda em uma imagem monocromdtica), que sio
fundamentais para reconhecimento de formas e do sentido de profundidade. Os resulta-
dos obtidos nos experimentos foram competitivos quando comparados aos publicados na
literatura especializada, o que revela a boa capacidade do extrator de caracteristicas em

melhorar a separabilidade entre as classes.




1.3 Organizagao geral do trabalho

Para abordar os assuntos tratados, organizou-se o texto da seguinte forma: os Capitulos 2 e
3 realizam uma revisdo de literatura versando, respectivamente, sobre redes Bayesianas e com-
binacdo de classificadores; o Capitulo 4 apresenta o método proposto em um nivel de abstracio
mais elevado, abordando aspectos teéricos; o Capitulo 5 realiza uma abordagem prética, faz-se
experimentos com diversas bases de padrdes, compara-se os resultados obtidos com outros méto-
dos e procura-se identificar pontos positivos e negativos da proposta; o Capitulo 6 realiza um
estudo de caso em reconhecimento de imagens de digitos manuscritos e o Capitulo 7 contém

consideracdes gerais sobre a tese e apresenta linhas para desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2
Redes Bayesianas

Este capitulo apresenta uma revis3o tedrica sobre redes Bayesianas. S3o discutidos os princi-
pais aspectos relacionados com o aprendizado e uso destas redes e apresenta-se o algoritmo de
inferéncia usado posteriormente no método de combinagao de classificadores proposto. O capitulo
estd organizado da seguinte forma: a Secdo 2.1 apresenta definigdes e alguns conceitos basicos
sobre teoria de probabilidades e grafos empregados ao longo das outras se¢des; a Se¢do 2.1.2 ap-
resenta o algoritmo de inferéncia usado no método proposto no Capitulo 4 e discute os principais
aspectos relacionados com o aprendizado destas redes; a Secdo 2.4 discute a utilizagdo de redes
Bayesianas como classificadores revisando alguns dos principais trabalhos na drea; a Segdo 2.5

encerra o capitulo com conclusdes gerais sobre o conteltdo apresentado.

2.1 Fundamentos

O formalismo da teoria de probabilidades tal como se conhece atualmente se deve 3 funda-
mentacdo axiomdtica de Kolmogorov (Kolmogorov [70}), baseada em teoria dos conjuntos. O
trabalho de Kolmogorov, publicado originalmente em alemio no inicio do século XX, estendeu
a no¢do de probabilidade baseada numa interpretacao frequencista, permitindo associa-la a um
namero que mede incerteza. Na abordagem freqliencista, o conceito de probabilidade é inter-
pretado como o caso limite de uma fregiiéncia relativa associada a um nimero de observagdes
infinitamente longo de um experimento aleatério. Na abordagem axiomatica este conceito pode
também ser relacionado com uma conjectura ou avaliagdo subjetiva. Neste caso a probabilidade
expressa uma nogao de chance que pode ndo ter nenhuma associagdo com um evento do qual se
possa extrair uma freqiiéncia relativa, por exemplo, a probabilidade de que Isaac Newton soubesse
jogar xadrez. Esta segunda abordagem é estudada em Inteligéncia Artificial em areas que procu-
ram reproduzir 0 modo como os seres-humanos realizam raciocinio baseado em conhecimento
incerto. Redes Bayesianas sdo um tipo de sistema especialista em que utiliza-se probabilidades

para quantificar a certeza ou valores verdade das assertivas. O sistema manipula fatos novos e
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o conhecimento armazenado em sua base apoiado na teoria de probabilidades. Rede Bayesiana
é um tipo de sistema especialista que procura imitar o modo como o0s seres-humanos combinam
conhecimentos novos e adquiridos para fazer novas conjecturas. A informagao, expressa como
probabilidade, € utilizada para atualizar o conhecimento existente através do Teorema de Bayes,

apresentado abaixo.

Teorema 1 (Bayes) Dados dois eventos E e F' tais que P(E) # 0 e P(F) # 0, tem-se que:

P(F|E)P(E)

P(EIF) = = /F

(2.1)

O Teorema de Bayes é visto como um instrumento de atualizagdo de conhecimento quando
novos fatos sao apresentados ao sistema. Por relacionar probabilidades a priori, P(E}, com
probabilidades a posteriori, P(E|F'), este teorema pode ser usado para atualizar o conhecimento
sobre um determinado dominio, representado pelo evento E, quando um novo conhecimento é
aprendido, representado pelo evento F. O modo como a base de conhecimento é armazenada
e como um conhecimento novo € usado para atualizar a base existente também se apoia em
alguns conceitos de teoria dos grafos. Estes conceitos estdo definidos na Secdo 2.1.1, que realiza

uma rapida cobertura de teoria dos grafos voltada especificamente para o tratamento de redes

Bayesianas.

2.1.1 Definicoes

Esta secdo apresenta algumas defini¢des que serdo usadas posteriormente ao longo do capi-
tulo. Considere inicialmente a terminologia empregada para descricdo de grafos. Um grafo
n3o-direcionado § = {V, £} é formado por um conjunto finito e ndo vazio de vértices ou nds
V, representando varidveis de um dominio, e um conjunto de pares nao-ordenados de vértices
€, chamados arcos. Um grafo direcionado é também formado por um conjunto de vértices e
arcos, entretanto, os arcos constituem pares ordenados de vértices. Na representagdo grafica de
um grafo ordenado os vértices sdo representados como circulos e os arcos como setas ligando os
circulos. A existéncia de um arco (A, B) exprime o sentido de adjacéncia entre os nés A4 e B,
no diagrama deste grafo haverd uma seta com origem no nd A e terminagdo no né 5. O nd
na origem do arco é chamado pai e aquele na terminagdo € chamado filho. A extensdo destas
relacdes originam outras mais abrangentes que definem os conceites de ancestral e descendente.
Dados dois nds distintos A e B, se A é pai de B ou se, recursivamente, A é pai do pai de B
ent3o A é dito ser ancestral de B ¢ B descendente de A. Chama-se caminho entre dois nés A

™

rms ~ohosaninntn de vértices adjacentes com origem em A e terminacdo em B. Um ciclo é



Definicdo 1 (DAG — Grafo Direcionado e Aciclico) Um grafo direcionado e aciclico, chamado

DAG (do inglés Directed Acyclic Graph), é um grafo direcionado que nio contém ciclos.

Definicdo 2 (Polidrvore (polytree)) Chama-se polfidrvore (do inglés polytree) um DAG uni-
camente conectado, isto € um DAG que, desconsiderando o sentido dos arcos, n3o contém

ciclos.

Definicdo 3 (Condicao de Markov) Dado um grafo § = {V, £} no qual V associa-se a var-
idveis aleatdrias de um dado dominio. G € dito satisfazer a condicio de Markov se, para um né X,
chamando N D, o conjunto de nés nio-descendentes de X,, tem-se que X, € condicionalmente

independente de N D, dado o estado de seus pais, denctado por Pa,. Isto é

P(X,|Pa,, ND,) = P(X,|Pa,) | (2.2)

A condicdo de Markov é utilizada para caracterizar o modelo grafico de uma distribuigao
de probabilidade conjunta. Em Buntine [16] é realizada uma cobertura ampla sobre modelos
grificos dentre os quais se inclui redes Bayesianas e cadeias de Markov. Em se tratando de
redes Bayesianas, refacdes de independéncia condicional podem ser estabelecidas considerando o
conceito de d-separcdo. Este conceito, dentre outros, serdo abordados a seguir. Considere deste

ponto em diante que os nés dos grafos tratados sejam associados a varidveis aleatérias discretas.

Definicdo 4 (Evidéncia)} Dado um grafo G = {V,&}, chama-se evidéncia o conjunto de nds
instanciados, isto & nds em que se conhece o estado das varidveis. Uma evidéncia € denotada
por ECV, com E ={X,|X, = 1,}.

"

(a) Lirear (b) Convergente {c) Divergente

Figura 2.1: Caminhos possiveis entre nés X e Z
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Definicdo 5 (caminho d-conectado) Dada uma evidéncia, E, o caminho entre dois nés, X

e Z, é dito ser d-conectado (conexdo de dependéncia} em relacdo a E se uma das condigdes
abaixo se verificarem

1. O caminho entre X e Z € linear ou divergente (Figuras 2.1(a) e 2.1(c)) e n3o possui nds
em E.

2. O caminho entre X e Z € convergente (Figura 2.1(b)) e os nds no interior do caminho ou

um de seus descendentes estd contide em E.

Definicdo 6 (nos d-separados) Dada uma evidéncia, dois nds sio ditos ser d-separados (sep-

aragdo de dependéncia) se ndo existir nenhum caminho d-conectado que os una.

O conceito de separacdo permite identificar a existéncia de independéncia condicional entre
varidveis aleatdrias numa rede Bayesiana. Uma forma de independéncia se verifica quando num
caminho linear um dos nds em seu interior estd no conjunto de evidéncia. Esta situago, ilustrada
na Figura 2.2, indica que independentemente do estado da variavel X, dado que seja conhecido o
estado do ascendente imediato de Y, a probabilidade de Y n3o € mais inflenciada por X e depende
unicamente do valor de seu ascendente, assim X e Y sio independentes dado E. Posto desta

forma, pode-se apresentar a definicdo de independéncia em redes Bayesianas como apresentado
em Pearl [88].

Definicdo 7 (Independéncia entre nés) Dado uma evidéncia, E, diz-se que dois nés sdo in-

dependentes emn relagdo a E se forem d-separados.

Figura 2.2: Indepéncia entre nds num caminho linear

2.1.2 Redes Bayesianas

Uma rede Bayesiana, denotada como B, é um modelo grifico (Buntine [16]) para repre-
sentacdo da probabilidade conjunta de um grupo de n varidveis aleatérias U = {X:,..., X}
Embora estas variaveis possam ser continuas, este estudo aborda apenas o caso em que U contém

somente variaveis aleatérias discretas, tendo em vista que no método proposto no Capitulo 4 a
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rede utilizada contém somente nds discretos. O modelo é composto por duas partes: uma es-
trutura, representada por Bg, e um conjunto de probabilidades, denotado como Bp. A estrutura
de uma rede Bayesiana consiste em um DAG no qual os nés representam varidveis aleatérias e
os arcos relagSes de dependéncia condicional entre eles. O sentido dos arcos denotam relacdes
de causalidade. Assim, se um arco possui origem em X; e terminagdo em X,, admite-se que
X1 € causa de X, consequentemente X, é efeito de X;. A outra parte que forma uma rede
Byesiana, isto &, o conjunto de probabilidades, contém o conjunto de probabilidades a priori dos
nés raizes e o conjunto de probabilidades condicionais dos eventos associados as ligacBes entre
nds adjacentes,

Além das matrizes que formam o conjunto Bp, que sdo probabilidades que ndo sio alteradas
se o estado da rede muda, cada nd possui um vetor com as probabilidades a posteriori, que
refletem o grau de certeza atribuido a cada estado, face os estados das demais varidveis. Este

vetor € denominado vetor de crenga, do inglés belief, definido como a seguir:

Definicdo 8 (Crenga) Chama-se crenca, denotada por BEL(.), a probabilidade de um nd as-

sumir um valor, dados os valores de todos os demals nds instanciados.

BEL(z,) = p(z,| E), | (2.3)

em que E € uma evidéncia.

Quando associada a um nd, e ndc a uma instdncia, a notagio BEL(-) referencia o ve-
tor de crengas do nd, isto é, BEL(X,) = (BEL{z,), BEL(zy»), -+ ,BEL(zs)), em que
X1, Tz, v, Lo S30 05 possivels valores que o nd X, pode assumir.

A ocorréncia de uma evidéncia gera na rede um desequilibrio, que pode ser interpretado como a
existéncia de inconsisténcias nos vetores de crengas de alguns nds. Para reintroduzir a rede em um
novo estado de equilibrio executa-se um algoritmo denominado algoritmo de inferncia (Lauritzen
et al. [74], Jensen [61], Pearl [87]}). O mecanismo de funcionamento das redes Bayesianas pode,
portanto, ser entendido como a execu¢do do algoritmo de inferéncia em resposta & ocorréncia
de evidéncias. O problema de inferéncia em redes Bayesianas é em geral da classe NP-HARD
(Cooper [22]), entretanto, quando o grafo que a compde € uma polidrvore existem algoritmos de
complexidade polinomial.

Os dois principais procedimentos envolvidos com redes Bayesianas sao a realizagdo de infer-
éncia e a obten¢3o da rede a partir de um conjunto de observagdes, procedimento denominado
aprendizado. O aprendizadoc de uma rede Bayesiana é um problema largamente estudado na lit-
eratura {Buntine [15]). De um modo geral, este problema é colocado como sendo a obtencdo de
Bg e Bp a partir de um conjunto de observagdes ou casos, sendo que a maior dificuldade reside,

de fato, em obter a estrutura da rede — Bs. Nas se¢Bes seguintes serdo estudadas separadamente
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estas duas partes. Na Segdo 2.2 serd abordado um algoritmo de inferéncia proposto por Pearl
[87], na Secdo 2.3 serd discutido o problema de aprendizado em redes Bayesianas, isto é, como
obter a rede a partir de um conjunto de casos, e na Se¢3o 2.4 serd comentada a aplicacio de
redes Bayesianas ao problema de classificagdo.

2.2 Inferéncia em redes Bayesianas

Esta secdo descreve o algoritmo de inferéncia proposto por Pearl [87] e [88], que é utilizado
no método proposto apresentado no Capitulo 4. Este algoritmo possui complexidade polinomial
e se aplica a redes do tipo polidarvore. A idéia do método baseia-se em trocas de mensagens entre
os nods, que ocorrem quando a rede recebe uma evidéncia. Como mencionado anteriormente, o
propdsito do algoritmo é reorganizar a rede em um novo estado no qual os vetores de crengas
nao contém inconsisténcia.

No método proposto em Pearl, o cdmputo de p(z,|e) para um né X, e uma evidéncia E,
deve ser expresso como uma fung¢io envolvendo separadamente as probabilidades de X assumir
um valor z,, dado o estado de seus ascendentes e a probabilidade de seus descendentes terem
assumido os valores apresentados em E dado z,. Este calculo baseia-se numa partigao do conjunto
de evidéncias em relagdo ao né X, ilustrado na Figura 23. E = Ex, = Ey U E},' em que
E} compreende o conjunto de nés formado pela intersecdo entre E e o conjunto formado por
X, e todos os seus descendentes diretos e indiretos, e EY; a intersecdo entre E e o conjunto dos

ascendentes de X,. Obviamente, como E% e E} sdo mutuamente exclusivos tem-se que

Figura 2.3: Particio de E em relagdo a X

BEL(z,) = p(z.|ex,) = p(z.|ex,ex,) (2.4)

Pearl mostra que (2.4) pode ser decomposto como
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BEL(x,) = ap(e}JIl)P(Inle}J

= aiz,)n{z,)
sendo o uma constante de normalizacio e
Az,) = plex, =) (2.5)
m{zr,) = p($;|€£) : - (26)

O vetor de crenga de X pode ser escrito com relagdo a A e 7 como

BEL(X,) = a\(X,) ® 7(X.)

Com a operagdo produto, denotado por @, representado a multiplicacio componente a compo--

nente dos vetores A e 7 definidos abaixo

)\(Xz) ()\(xil)a )\(5522)’ T ’\(xmn))
’,T(XJ = ("7(3711): 71'(2712), st sﬂ'(xm))

sendo r, o nlimero de instancias de X.

Cada nd, portanto, precisa manter um par de vetores auxiliares A e 7 a fim de realizar a atual-
izagdo de seu vetor de crengas. A atualizac3o destes vetores auxiliares pode ser realizada através
de mensagens provenientes de nds adjacente. Estas mensag'ens recebem denominagdes muito
préximas aos nomes dos vetores auxiliares, o que pode trazer dificuldades para a compreensdo do
método. Vetores auxiliares e mensagens diferem na notagio apenas pela presenca de um indice
subscrito, conforme comentado a seguir.

Considere um DAG, G, um ndé X, que possui o, descendentes e p, ascendentes, ou pais,

e uma particdo de G em relagdo a X,. Sejam G _,...,GY ,, particdes de G formada por
- -
ascendentes de X, sejam G ,....G%w articoes formadas por seus descendentes, como
3 'l Xz-rl ! X1+a;
H - . -+ -1 7= T— A
ilustrado na Figura 2.4, sejam EX,_l""’EX,_,,, e EX,+1= -, Ex, . aparte da evidéncia,

Ey contida nos respectivos sub-grafos, os vetores auxiliares A(z,) e 7{x,) usados na atualizacdo
de BEL(z,) e as mensagens A e 7 enviadas de e para X, e um né adjacente X, como definidos

abaixo.
Vetor A — Xz,) = plex 7.

Vetor 1 — 7(z,) = P(Sﬂzwe;)
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Mensagem X\ — A,(z;) = p(ek, |z.)

Mensagem ™ — m,(z,) = p(zz|e§t

1+ i
GX!—I ) \\

Figura 2.4: Particionamento de um DAG

O algoritmo proposto por Pearl é formado por duas etapas denominadas fusdo e propagac¢ao.
A fusdo descreve o procedimento desempenhado por um né para atualizar seu vetor de crencas
ao receber mensagens provenientes de nds adjacentes. O procedimento de propagagdo descreve
como um nd compde uma mensagem a ser enviada para seus vizinhos apds ter sido realizada uma
revisdo de probabilidades referente a uma evidéncia ocorrida na rede. Os procedimentos de fusio

e propagacao serdo apresentados em detalhes a seguir.

Fusdo Da Definicdo 8 tem-se que

BEL(z:) = p(z.|e)

Inicialmente separa-se BEL(-) em duas partes contendo as probabilidades envolvendo X, e

seus ascendentes e X, e seus descendentes. Assim, tem-se que

BEL(z,) = plz|ek ex.)

= p(xiie}te}‘lﬂ : 5 .e£+°1)

Como G%,_, U... LJG}H)z é d-separado de Gy, ., U...UGY, dado X, entdo € valido que

1
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BEL(z,) = Qp(e;(‘+1|$1) .ple x,_,_,,‘l )P(%'GE)
\ J"W
A(:n‘) ()
= alA(z,)7(z,) (2.7)

Como Aj(z.) = p(ex,|z.), 1 € {r+1,2+2,...,2+ 0,}, corresponde 3 mensagem A enviada
por X, a X,, tem-se que

z) = [[ (=) (2.8)

7=1

Expandindo o termo p(z,|e%,) tem-se que

Ti—1 Ti—p

:L',]ex Z Z p $i|$’f. 1hy = =« ‘I‘.'l—p;h.p,_)

hi=1 hp, =1

p(xt—lhz s1Ek & wl"'P:hpi [e;g)

Como z,_;...z,_p, s30 marginalmente independentes em relagdo a e}‘, além disso, como

p(Iz tle} ) P(I; z|€x ) entao

T1—1 Ta—p,
xaleX. Z Zp I'zlxz 1hy - 23-.-,—;r,a,.h;,z)
hl"'l pl—l (2.9)

1+ )
Xi—pihp,

p(xi-"”ll iex,_.l) " p(m"'_plhpl =

i s .
Uma vez que p(:cjk|e£) = m(T,) € a mensagem 7 que o ascendente X, envia para X,

entdo, substituindo m,(z,) em (2.9) tem-se que

Ti-1 Ti—py

= Z T Z p($=|$1—131 - -xz—pupl)wz(xt—l:n) - -Wt(xt—mjm) (2.10)

n=1 JP1=1
=% BEL(z;) =

0y Ti—1 Ti—py (2.11)
i ( H Ay (z0) ) ( Z Z (2| a1z - 'mz—pdpi)m(xz—lax) e Wz(zi—Psz))
g=1]

n=1 Ip =1

Propagacao As equagdes de propagacao descrevem como um né, X,; elabora as mensagens A e
7 enviadas aos seus ascendentes e descendentes, respectivamente, apds ter realizado a atualizacdo

em seu vetor de crengas.
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A mensagem \,(z,) enviada por X, a um ascendente X, referente ao seu k-ésimo estado é
uma revisdo da probabilidade de toda parte de Ex, que envolve X, o que inclui seus descendentes

e ascendentes exceto, logicamente, X, dado z,.. De acordo com a notacdo utilizada A(zy) é
dado por

Au(Zg) = P(e£|xjk)

Reescrevendo A,(z,:) com base na particdo de G em relagdo a X,, tem-se que

Au(z5) = P((ex.\ex,)ex‘“ 'e;f,_[+o‘Ii|IJk) (2.12)

em que e}‘\e}t corresponde  toda parte de E_ excluindo X, e seus ascendentes e descendentes
exceto X,.

Como nos desenvolvimentos anteriores, procura-se neste ponto tirar proveito das relagdes de
independ@ncia que podem ser descobertas a partir do modelo gréfico. Sabe-se que X, origina

uma separacao-d nas sub-redes formadas pelos seus descendentes o que origina a seguinte relagao

Oy
ple.,, €%, 1z) = [ [ ek, |z) (2.13)

Por sua vez, cada um dos ascendentes diretos de X, também origina separagdes-d, expressas

como

P(e;l: L ef!(-t — L .:E,_p_):Hp(e'j?:_l}xI_l) (2.14)

Ent3o reescreve-se (2.12) como

Ti=1 Ti—py T:
M) =D D )
hi=1 —lh 1
h . ~ (2.15)
p(ex, .- -€x,_, Xy - ex'+o‘|xjkx,h:c1_1h, P |
p(It—lhl e+« Lymp,hp, Ilhlzjk) para 7 ?é gk
Substituindo as relacBes expressas em (2.13) e (2.14) em (2.15) obtém-se
Te-1 Ti-pr T
ZCOEDIED DD
hi=1  hp,=1h=1
plex,,, |zm) - - plex, ., |Tm) (2.16)

p(eX,_llzl—lhl) i 'p(exi_m I-'L"l.—p,hpl)

P(Ts1hy -« 'Il—p,hplxthlmjk) para J #1—1
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71— e . , .
Ocorre que p(ex‘+l|x1h) = Ai(z.n) é a mensagem X recebida por X, de seu I-ésimo descen-
dente. Além disto, pode-se reescrever p(z,-15, v« Ty—p.hy, Toh|Tok) COMO

P(Tan|ZokZTo1ny + + + Trmpyhy, JP(Tam1hy « - - Tompyhy, | Tok) (2.17)
Mais uma vez, como as varidveis X, X,_1,..., X,_,, sdo marginalmente independentes, entio
p(‘r'ﬁ—lhl e . zI-Pthp; |I1k) == p(xl—lhl) DfC 'p(x1-Pthp1) (218)

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16) e reagrupando os termos tem-se que

Ti-1 Timpy Ty
Mewd =2 0 DL D
hi=1 p =1 h=1

)\1+1($1h) v )\1+o, (Ilh)
p(e;t_l Ixt—lh1)p(xt—-lh1) . p(eX‘ - |$1-p‘hp, )p($1—p1hp|)

p(m1h|$3k$:—1h1 e xt-—p‘h,,,) para 7 75 1—1

Usando o Teorema de Bayes, cada termo p(ex Z2-1n,)P(Z2-1n,) pode ser rearranjado como

alp(I1—lh: |6},_! )

em que ¢y € uma constante. Finalmente, como p(x1_1h1|efx":_l) = 7,(Z1—1n,), tem-se que

P(ext ,|$t-—lh;)p(Iz—lh1) = 01!'”1(551—lm)

Ti=1 Ti—-pp T

=>A(Ijk)=az---zz

hi=1 hp,=1 h=1
Kol conderalting (2.19)
Wl(mt-lhl) e Wt(:c‘l—p;hm)

p(:czh[zjkrz—lm e I‘L—p;hm) para 7 7& t—1

em que a é uma constante de normalizagdo e p(Z.,|ZjkTo-1h, - - - To-p,h,, ) € parte de Bp, portanto,
conhecido.

E importante destacar que no cdmputo de (2.15) a (2.19), obviamente, néo esta incluida a
contribuicdo proveniente de X, assim o somatério se realiza sobre todos os ascendentes de X,
exceto aquele para o qual ele envia a mensagem A.

A mensagem 7 que X, envia a um de seus descendentes, X,, dada por
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_ +

my(z:) = p(zilex,)
equivale ao cdlculo de BEL(z,) considerando que na evidéncia seja excluida a parte relativa a
X, e seus descendentes e ascendentes, exceto X,. Logo, a partir de (2.11) tem-se que

F;(CC,,) = p(mt[e;_,)

Ti-1 Ti—p;

B a(g Al(l‘z)) (Z Y P(ET gy B T (T ) .frt.(xl_mm)) (2.20)

n=l =1
2.3 Aprendizado de redes Bayesianas

Ao longo dos dltimos 10 anos diversos autores propuseram e aperfeicoaram métodos para
resolver o prcblema de obter uma rede Bayesiana a partir de um conjunto de observacdes. Refer-
éncias importantes nesta drea podem ser obtidas em Buntine [15], que realiza uma completa
revisio de [iteratura sobre o assunto até o ano de 1996, Heckerman [56], que descreve os funda-
mentos de varios métodos e assuntos correlatos e Krause [71] que realiza uma revis3o abrangente
e acessivel procurando localizar-se entre as duas publicacdes anteriores, sendo mais profundo que
Buntine [15] e menos técnico que Heckerman [56].

O maior problema ao obter uma rede Bayesiana a partir de dados é determinar sua estrutura,
Bgs, devido a enorme quantidade de redes que pode ser originada a partir de um pequeno conjunto
de dados. Bouckaert [10] cita que a quantidade de redes, denotado como G{(-), que pode ser

formada por um conjunto de n nds é dada pela expressdo

G(0) = 1, sen =0
{ G(n) = 30 (-1)*1{")G(n—1), caso contrério
Assim, para um conjunto com 10 nds existem aproximadamente 4,2 x 10!® diferentes estruturas
possiveis. A maioria das solu¢Bes propostas sdo baseadas em heuristicas que utilizam uma medida
de adequacio da estrutura aos dados (métrica) e em uma estratégia de busca (search procedure).
Estes métodos também sio denominados métodos de busca e pontuacdo (Carneiro [17]). Além
destes, hd também algoritmos que procuram obter a estrutura da rede através de testes de
independéncia condicional que sucessivamente vdo acrescentando arcos a uma rede inicialmente
formada por nds ndo interligados. Estes s§o denominados métodos baseados em andlise de
dependéncia (Carneiro [17]).

Ao longo desta segdo serdo abordados os problemas relacionados ao aprendizado de Bp e
Bg. Inicialmente sera tratado o problema de aprendizado de Bp considerando os casos em que
se dispde de bases completa e incompleta. Em seguida sera tratado o problema de aprendizado

de Bg considerando a abordagem baseada busca e pontuagao.
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X1 = {3311:13121 s ,Im}

Xy = {121,3?221 v ,$2r2}

X3 = {z31, 730, , Tary}
Figura 2.5: Configuragdo de um conjunto de nés usado para modelar aquisicio de probabilidades

2.3.1 Aprendizado de probabilidades condicionais

O problema de aprendizado de probabilidades consiste em determinar para todas as instincias
deumnd, X, = {z,1, -,z }, a probabilidade condicional da ocorréncia de z,, dada a ocorréncia
da j-ésima instancia dos pais de X, denotado por Pa,. _

Considere inicialmente o desenvolvimento de uma solugdo baseado nos dados da Figura 2.5,
que apresenta uma rede Bayesiana bastante simples formada por apenas trés nés. Como X,
e X, s30 nds raizes entdo o conjunto de pais de X; e X, sdo vazios. O problema de obter
probabilidades condicionais se restringe portanto ao né X3, entdo, com base nos dados desta

figura, o problema de aquisi¢do de probabilidades pode ser colocado como encontrar os valores de

siveis combinacdes de instdncias dos nés X e X, isto é pas, € {z11%21, T11%22, - . ., T1r, L2ry }-

Considere que a base de dados de observagOes das varidveis X, Xo e X3 seja formada por
um conjunto de tuplas com os valores instanciados de cada uma destas trés varidveis, isto €,
D = {{&}, Toips Taiga)s -+ (Thkyys Thissar Thinns )} Cada uma destas tuplas é chamada caso e
a base de dados é dita ser completa se em cada caso existirem observagdes sobre cada uma das
n varidveis que compdem a rede.

Considere agora o caso geral em que o conjunto D é obtido a partir de uma rede com n
varidveis. Uma vez que Bp é o elemento desconhecido e que se conhece Bg, suponha que a base

de dados possa ser reagrupada conforme o arranjo seguinte:

D= { Nin(zi1,pai), Nuo(zig, pa1r), .-, Nue (2. pai),
Na1(z11, Pai2), Niza(zi2,pa1z), -y Nue (71, Pa12),
N1q11(111,Pa1q1): N1q12($12l513511q1), ooy Nigin (z1ry, PQ1G, ), (2.21)
Nr11(Zn1, PQn1), Nn12(Zn2, P@n1)y, -y Natrg (Tne: Pan1);
Npgot (Tn1, PArgn)s  Nuga2(Tn2 POngn)s -5 Nnger (e, Plnga)}
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com N, denotando todas as observacdes da tupla (Tuk, PAyy). Utiliza-se o indice r, para denotar
a quantidade mdxima de instancias de um né X,. O indice g, denota a quantidade maxima de
instdncias do conjunto Pa,. Ao longo de toda esta seco as letras ¢ j e & serfo usadas com o
seguinte sentido: a letra 2 denota o indice do né, que pode variar de 1 até n, a letra 7 denota o

indice dos pais de um nd e k, o indice de uma instancia.

Base de casos completa

Considere as seguintes premissas:

I- A distribuicdo z, dado pa,; denotado por p{z.|pa,,) é multinomial com pardmetros 6,, =
{9231: sty 9’!_’,‘?;}'

Il- A distribuicdo a priori de 8,; é Dirichlet, com pardmetros v,,,..., ¥, denotada como

Dir(Gi1, .o Oy Vig1s -+ o Vagr,)

[1l- Os dados amostrados sdo completos.

Naturalmente, a obtencio de 6, consiste na estimag¢do das propor¢des N,/ >, Nyx, que
por hipdtese possui distribuicdo conjunta a priori Dirichlet. Utilizando o método de inferéncia
Bayesiana a estimag3o de 8, é dada pelo valor esperado da distribuicdo a posteriori de 6, dado
as observagdes, isto é, Eyg, p)(fik]. A distribuicdo a posteriori de 6, é também Dirichlet quando
os dados possuem distribuicio multinomial, por esta razdo as distribui¢Bes Dirichlet e multinomial
sio chamadas complementares (Neapolitan [85]). A literatura {(Heckerman [56], Neapolitan [85})

mostra que a distribuicdo a posteriori de 813 é dada por

p(gzj‘lD) = D,"".’T(Bljla L | 91]‘!"[; Vij]. + N’Lj].\ vy V‘l,_;j'r‘2 + N';Jr,_) (222)
Segue-se a partir da Equag3o (2.22) que o valor esperado de 6,,, usado para estimar p(z.|pa.;)
é dado por
Uk + N'ij
(T |Pay;) = Epe,,|0) Bie] = VN, (2.23)
em que vy, = 3y Yk € Ny =3 00 N

A equagio (2.23) pode ser empregada satisfatoriamente no calculo de Eyp,) 0y [0.5) se existir
um conhecimento a priori sobre a distribuicdo de 8,,. Foi assumido que p(@,,) é Dirichlet, mas
nada foi dito sobre os valores dos pardmetros da distribuicdo. Sem o conhecimento a priori sobre

estes pardmetros, Zabell [106] mostra que a equagdo (2.23) pode ser aproximada por

thk + K

2.24
Ny + Ky ( )

gzjk =
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em que N, e IV, sdo definidos como em (2.23) e K é uma constante, cujo valor sugerido é 1,
% ou % (Herskovits [57]).

Base de casos incompleta

Na pratica, muitas vezes € necessdrio tratar com bases de casos incompletas, isto é, bases em
que, em algumas tuplas, ha valores ndo observados de algumas varidveis. O tratamento de bases
de dados incompletas tem sido largamente estudado na literatura dada a sua importincia pratica.
Alguns trabalhos que resumem os principais desenvolvimentos nesta drea devem-se a Singh [103]
e Heckerman [56], que realizam uma abordagem considerando que os valores ndo preenchidos
obedecam o Principio da Informac3o Ausente (do inglés Missing Information Principle} (Ramoni
e Sebastiani [91]). Este principio estabelece que os dados ndo preenchidos tenham uma ocorréncia
aleatéria na base de casos e que possam ser preenchidos artificialmente com base na informacdo
presente.

Quando a ocorréncia dos valores ausentes obedece ao Principio da Informacio Ausente, as
solucdes de um modo geral consistem em realizar o preenchimento dos dados omissos. Este
preenchimento pode ser feito de diversas formas, como pela atribui¢do de um novo estado carac-
terizando um dado n3o obhservado, ou pelo emprego de um método estatistico. Devido & grande
variedade de métodos estatisticos, hd por conseguinte, muitas formas de estimar os dados ndo
observados. As duas formas mais populares sdo pelo emprego do algoritmo EM (Expectation and
Maximization) (Depster et al. {29]) e pela amostragem de Gibbs (Neal [84], Andrieu et a/. [4]}).
Quando os dados ausentes possuem um viés, isto é, ocorrem de uma forma sisteméatia, Ramoni e
Sebastiani [91] mostraram que pode ser usado um algoritmo deterministico que, no caso medio,
converge rapidamente para a solu¢do exata. O algoritmo de Ramoni e Sebastiani, denominado
Bound and Collapse, ao invés de realizar o preenchimento da base de casos, estabelece limites
(bounds) para os intervalos em que os pardmetros da rede podem se localizar (no pior caso este
intervalo é igual a [0,1]), estes intervalos sdo iterativamente reduzidos (collapse} convergindo
assintoticamente para o valor esperado do pardmetro estimado.

Nesta secdo a idéia dos algoritmos de preenchimento baseados nos algoritmos EM e amostragem

de Gibbs serd explicada em maiores detalhes.
Algoritmo Expectation Maximization O algoritmo EM é comumente empregado para max-

imizacio da funcio de verossimilhanga, que neste caso é a probabilidade condicional dos dados

dado o vetor de parametros, 8, que pode ser denotada como

max 1(8|D) com I(8]D) = p(D|0)
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sendo D a amostra. Num modelo de mistura, uma distribuicio p(z) é tida como o resultado de

uma mistura ou combinagdo linear de outras distribuicdes, podendo ser expressa como

p(ﬂl) = Z . ()6;)

com m, > 0 sendo as proporgdes ou pesos da mistura, satisfazendo > 7, = 1 e p,(x;8) as
densidades que compdem o modelo. No caso da distribuicdo p(D|8), pode-se reescrevé-la como
um modelo de mistura considerando uma parti¢do do conjunto D = {D©, D@} em que D©

refere-se s variaveis observaveis e D€, 3s varidveis escondidas ou n3o observadas. Assim, tem-se

que

p(DI6) = ) _p(DD®).8)p(D|6) (2.25)

Die)

Com base na notagdo empregada na equacio (2.25), a idéia do algoritmo EM pode ser apre-
sentada como a seguir. |nicializa-se o vetor 8 e, com base nestes valores, realiza-se a estimacio
das varidveis escondidas, D), que corresponde a fase E (expectation) do algoritmo. A base
completa resultante da fase E é ent3o empregada para a maximizagdo de 1(8]D), fase M (max-
imization) do algoritmo. Os novos valores de @ resultantes da fase M sdo por sua vez usados
para iniciar uma nova fase E, dando inicio a um processo iterativo que finaliza quando um dado
critério de convergéncia € atingido.

Na literatura é frequente a apresentagdo da fase E do algoritmo como uma etapa em que se
obtém uma aproximacio da verdadeira fun¢do logaritmica de verossimilhanga, com base no valor
corrente de 8. Normalmente emprega-se o simbolo 8% para denotar o valor de 8 na iteragdo
t, e denota-se a aproximacio de 1(8|D) como Q(8]6™). Graficamente, o comportamento do
algoritmo EM pode ser entendido com base na ilustragdo da Figura 2.6, em que se apresentam
duas iteracdes Gue seguem apds a atribuicdo do valor inicial de 8 — (0. ‘

Para uma dada classe de problemas, como o problema de classificagdo com base em mis-
tura Gaussiana, ha estudos realizados que tornam simples a implementacdo do algoritmo EM
(Webb [115], Ghahramani e Jordan [47]). Para o problema de estimagdo de pardmetros em redes
Rayesianas, Lauritzen [73] mostrou que as etapas E e M podem ser realizadas como apresentadas

a seguir:

Etapa E Dado que

1(6]|D) = ﬁp d,/6) (2.26)
=1

em que m é a quantidade de casos e d;, a [-ésima tupla de D. Aplicando o operador E[/]

" sobre o logaritmo de (2.26), segue-se que
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Figura 2.6: Evolugao do algoritmo EM

n G n

elp) = TITIITenw

1=1 7=1 k=1

= Q(616®) = > "> E[N,|D®,6]

Segundo Lauritzen, o valor de N, pode ser estimado como

E[N'ij|D(O)! 6] = Z E@[X:,Jkldl]
=1
com Eg(x!,;|d)] dado por
1 se X, e Pa, sio observados e X, = z,x e Pa, = pa,,

Eg[xi3k|dl] = { 0se X, e Pa, sdo observados e X, # z,; ou Pa, # pa,,

p($13kpa'tg|dl(o), 8, Bs) caso contrario

Podendo ser o valor p(zwkpauldgo),e, Bg) calculado por algoritmo de inferéncia apés a

instanciagdo de d§°] e propagacdo das probabilidades na rede.

Etapa M Na etapa M, utiliza-se os valores de V,;, calculados na etapa E, fazendo

E[N1Jk|D{°), o]
Zk E[N=Jk|D(°)19]

Portanto o valor de 8, € simplesmente aproximado pela propor¢do que IV, ocupa em NN,,.

e'i.jk =
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O algoritmo EM aplicado ao problema de aprendizado de pardmetros em redes Bayesianas €,
portanto, facil de implementar. Segundo Heckerman [56], o algoritmo possui rapida convergéncia
mas conduz a resultados sub-étimos. Por outro lado a amostragem de Gibbs, que serd detalhada

a seguir, pode gerar resultados muito mais precisos, mas requer um ndmero muito maior de
iteracoes.

Amostragem de Gibbs A amostragem de Gibbs é um método de simulacio de Monte Carlo
baseado em cadeia de Markov (MCMC — do inglés Markov chain Monte Carlo). Simulagio de
Monte Carlo € um procedimento de amostragem para obtencg3o de elementos de uma determinada
densidade alvo. O sentido da palavra amostragem utilizada aqui e empregada nos textos que
tratam deste assunto, difere daquele normalmente empregado nos livros de estatistica. Entende-
se como amostrar um elemento de uma dada distribuicdo p(-) a realizacdo de um experimento
aleatdrio, simulado em computador, que produz como resultado um elemento x cuja distribuicio
de probabilidade é regida por p(-). A simulagio de Monte Carlo pode ser usada para gerar
seqiiéncias de numeros aleatdrios com distribuicGes bastante complexas que, ao contrdrio de
distribui¢des conhecidas e bem exploradas como a normal, Cauchy ou uniforme, nido podem
ser geradas a partir de expressoes conhecidas. Através deste procedimento é possivel resolver
problemas dificeis como o calculo do volume de um corpo convexo em d dimensdes em tempo
polinomial (Andrieu et al. [4]). Simulagigo MCMC é também uma ferramenta conhecida e
largamente utilizada no cdmputo de problemas de fisica, economia e em inferéncia Bayesiana
(Andrieu et al. [4], Webb [115]).

A amostragem de Gibbs, introduzida por Geman e Geman [46], é um método de simulagdo
MCMC que gera amostras & de uma distribuicdo multivalorada caracterizando-se por gerar cada
componente z, sequencialmente, uma apds a outra. Presume-se portanto que seja mais facil
simular a geracdo de p(z,|z1, ..., Zio1, Tst1, . - -, Tn) dO que a geragdo de x a partir da distribuicdo
conjunta de p(z,|zy,...,Zn).

Para usar a amostragem de Gibbs na obtencio dos pardmetros de uma rede Bayesiana baseada
em casos incompletos deve-se satisfazer a restricdo de que para cada vetor amostrado x tenha-se
p(x) > 0, denominado condi¢do de irredutibilidade, e que = possa ser amostrado teoricamente
em um nimero infinito de vezes, condicdo denominada aperiodicidade. Heckerman [56] e Singh

[103] apresentam o algoritmo como:

1. Inicializa-se aleatoriamente os casos n3o observados de modo a ser obtida uma aproximagao

inicial de D completa — D©,

2. Para cada valor omisso do conjunto D¢ original — d,; (:-ésima posi¢cdo da [-ésima tupla) —
reavalia-se seu estado com base na distribuicdo p(d,;|D\d,;, Bs) até ser obtida uma nova base

completa D®,
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3. Executa-se o passo 2 repetidas vezes e, ao final, realiza-se a estimacio de p(6|D°, Bs) pela
média das probabilidades p(d,;|D\d,, Bs) originadas no passo 2.

Se um niimero muito grande de iteragdes for empregado e se forem atendidas as restricoes
de que para cada instdncia x, tenha-se p(z) > 0 e que cada instincia possa ser amostrada
teoricamente num nilmero infinito de vezes, a amostragem de Gibbs assegura uma estimacio
acurada do verdadeiro valor de p(6|D°, Bg). Apesar de ser mais preciso do que o algoritmo EM,

a amostragem de Gibbs costuma ser preterida em razdo de convergir mais lentamente.

2.3.2 Aprendizado da estrutura da rede

Esta secdo aborda métodos de aprendizado da estrutura da rede (Bs) baseados em busca e
pontuagdo. S3o apresentadas as medidas de pontuagdo, ou métricas, mais comuns e comentados
alguns algoritmos de busca.

métrica Bayesiana

O critério referenciado por alguns autores (Bouckaert [10], Tian [109]) como medida Bayesiana
é usado para estabelecer a adequacao de uma estrutura, Bg, na representacdo dos dados D. A

métrica Bayesiana é derivada da expressdo

_ p(D|Bs)p(Bs)
p(Bs|D) = (D)

Assim, se Bg é melhor representativo que Bg: deve-se ter que

p(Bs|D) _ p(D|Bs)p(Bs)
p(Bs'|D)  p(D|Bs)p(Bs)
logo, a solugdo, Bs para o problema de encontrar a estrutura da rede a partir dos dados pode ser

= |

expressa como
Bg = arg max = {p(D|Bs)p(Bs)}
s

ou

B} = argmax = {p(Bs, D)}
Bs

Em seu projeto de doutorado Herskovits [57] desenvolveu uma expressdo que fornece o valor
de p(BsD) e um algoritmo, denominado K2 para maximiza-la. A métrica Bayesiana e o proced-

imento para maximiza-la serdo explorados nos pardgrafos seguintes.

Teorema 2 (Herskovits [57]) Seja U um conjunto de nés { X, Xa,...,Xn}, n > 1, em que
cada X, pode assumir valores em {Z,1,..., Ty}, 7w 2 1,2 =1,...,n. Seja D uma base de

dados de casos em U e para cada varidvel X,, seja Pa, o conjunto de pais de X, em Bg. Além
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disso para cada conjunto Pa,, seja pa, sua j-ésima instincia em relagio a D, 3 = 1,...,q,
% 2 0. Considere N,y o nimero de casos em D no qual a varidvel X, possui o valor z,, e Pa,

possui o valor pa.,. Assumindo as seguintes hipcteses:

1. O processo que gera os dados é modelado como uma rede Bayesiana que contém somente
varidgveis em U, que sdo discretas.

2. Os casos ocorrem independentemente, dado um modelo de rede.

3. A base de casos € completa.

4. As distribuicGes f(0,1),. .., f(Oyr,) € f(Ouy1)y .\ f(Buyr,), paral < < n,1 <)<
¢, 1 < 7' < g sdo marginalmente independentes.

5. As probabilidades de segunda ordem sdo uniformes.

Fazendo N,, = 3 ;' | Ny, entdo

p(Bs, D) =p(Bs) [ | H + = 1 ' H Ny! (2.27)

1=1 5=

A expressdo (2.27) fornece uma medida para comparar a adequagdo de uma estrutura aos
dados. O algoritmo K2, proposto em Herskovits [57] descreve um procedimento para obtengio

de By = argmax = {p(D|Bs)p(Bs)} baseado na métrica enunciada no Teorema 2. A idéia

deste algorltmo sera apresentada posteriormente.

métrica MDL

Chama-se comprimento do descritor (do inglés description length) uma medida (em unidade
de informagdo — bit) usada para descrever um conjunto de dados (Rissanen [94]). Se esta
descricdo puder ser realizada sem redundancias obtem-se um comprimento do descritor minimo
(Minimum Description Length). Suponha por exemplo que em um grande conjunto de dados
observa-se uma lei de formac3o. Entdo, existe uma mdquina de Turing que modela tal conjunto.
Logo, a descricdo dos dados envolve a codificagao de um algoritmo e a codificagao de alguns
elementos do conjunto, j& que os demais poderiam ser deduzidos a partir da lei de formagao. Em
um caso extremo, suponha que em um conjunto de dados ndo teria sido identificado nenhum
padr3o de regularidade entre seus elementos, isto é, os dados poderiam ter sido gerados de forma
completamente aleatéria, neste exemplo sua descri¢do envolveria a de todos os elementos do
conjunto. A medida de descricdo de todos os elementos do conjunto é geralmente maior que a de

uma lei de formacdo seguida de alguns elementos representativos, sendo assim deve ser evitada.
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Seja H = {Hy, Hs,...} um espago de hipéteses, ou de leis de formagdo. Como n3o se
conhece a lei de formacdo que originou os dados, D, a MDL é obtida por uma busca em .

Mais precisamente busca-se obter de H o elemento mais provéivel dado o conjunto D, isto é,
procura-se maximizar

p(H|D)

que pelo Teorema de Bayes pode ser expresso como

_ p(DH) _ p(D|H)p(H)
PED)=SD) =~ o)

Aplicando o negativo do logaritmo em ambos os lados, tem-se

—logp(H|D) = —logp(D|H) — log p(H) + log(p(D)) (2.28)

Como p(D) é constante quando se varia H, entdo, para maximizar (2.28) deve-se minimizar

—logp(D|H) — log p(H) (2.29)

Em Teoria da Informag&o, tomando o logaritmo na base 2, — log p(z) é o nimero de bits necessério
para codificar a realizagdo X = z de uma varidvel aleatéria X. O cédibo de Huffman (Lelewer
e Hirschberg [76]) aproxima esse valor assintoticamente quando se considera n observagdes da
varidvel aleatéria X. Baseado na equagdo (2.29), a defini¢do da MDL como descrito em Vitdnyi
e Li [113] é dada por

Definicao 9 (Descritor de comprimento minimo (MDL)) Dado um conjunto de dados, e
uma enumeracdo efetiva de modelos, a MDL ideal seleciona o modelo que minimiza as seguinte

somas:.

1- do tamanho, em bits, da descricdo efetiva do modelo; e

2- do tamanho, em bits, da descricio dos dados quando codificados com a ajuda do modelo.

intuitivamente, se H for muito simples poderia ser descrita ou codificada mais simplesmente,
mas ndo iria explicar satisfatoriamente os dados, o que acarretaria em maior erro na descrigao
dos mesmos. Sendo, por outro lado, H complexa os dados seriam explicados mais precisamente
mas seria necessario maior espaco em sua codificagdo. A MDL, como serd explicado a seguir, é
uma solugdo de compromisso que busca encontrar um balango entre estas duas partes.

A idéia empregada para a descri¢ao dos dados e modelo é baseada na codificagdo de Huffman,
um cédigo cujo valor esperado do tamanho é minimo (Cover e Thomas [27]). Ocorre que a

quantidade de casos requeridos é uma fung¢do exponencial do nimero de nés e do ndmero de
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instancias de cada né (Lam e Bachus [72]). Esta limitagio faz com que o célculo ideal da MDL
ndo seja realizavel, obrigando a serem adotadas solugbes heuristicas. Algumas destas heuristicas
foram propostas por Lam e Bachus [72] e Bouckaert [10], sendo a segunda mais utilizada em
trabalhos subsequentes, como Suzuki [107], Tiam [109] e Friedman e Getor [42].

A solugdo heuristica proposta por Bouckaert [10] se fundamenta no Teorema 3

Teorema 3 (Boukaert [10]) * Seja U um conjunto de varidveis aleatérias U = { X1, Xy,..., X,}.
Seja Bg a estrutura de uma rede Bayesiana e D uma base de dados completa com N casos. Seja

p(Bs, D) a medida Bayesiana de Bs e D e seja L(Bs, D) uma medida de descricio de Bs e D.
Entdo

L(Bs,D) = —logp(Bs, D)+ C

em que C € uma constante que n3o depende de N, sendo L dado pela expressio

L(Bs,D) = —logp(Bs) + NH(D, Bs) + 1OgNK (2.30)
com
AL Nz k NI k
H(D, Bs) = - j\? log NJ
=1 3=1 k=1 1
n gz Ty

K=ZZZ( H r)(r—1)

=1 =1 k=1 x cPa,

O termo H(D, Bgs) corresponde a entropia condicional dos dados em relagdo a rede e o termo
K é uma constante em relacdo a N. K diz respeito a complexidade da rede, quanto maior for
o niimero de conexdes entre os nds, maior serd o seu valor. Pelo grafico da Figura 2.7, pode-se
perceber que a MDL estimada por (2.30) procura selecionar uma solugdo de compromisso entre
os termos NH(Bs,D) e lﬁgzﬁK, considerando — log p(Bs) constante, ou seja, considerando que
todas as redes tenham igual probabilidade de serem geradas. Na realidade procura-se redes mais

simples, mas ndo t3o simples que n3o expliquem satisfatoriamente o comportamento dos dados.

Algoritmos de busca

Como mencionado no inicio da Secdo 2.3, o nimero de estruturas possiveis aumenta expo-

nencialmente com a quantidade de néds, portanto, a avaliagdo de cada elemento do conjunto de

INo artigo original Boukaert apresenta a medida de descricdo, L(Bs, D), como sendo L(Bs.D) =
log p(Bs, D), que é uma medida negativa. Neste texto L(Bs, D) difere daquela apresentada em Boukaert por

um sinal, tornande L uma medida positiva
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NH(Bg, D) + ‘°ENK

Figura 2.7: Description Length em fungdo da complexidade da rede

estruturas individualmente com base em uma métrica estabelecida requer um tempo exponencial.
Herskovits [57] apresentou uma heuristica gulosa, isto é, um método de busca que emprega um
critério de otimizagdo local, que fornece uma solugdo aproximada em tempo polinomial, como
descrito a seguir.

A fim de simplificar a dimens3o do espago de busca, estabelece-se uma ordenacdo nos nés
oriunda de conhecimento de especialistas. Esta ordenagdo assegura que, dados dois nds X, e X,
se 2 < 7, entdo X, pode ser pai de X, mas X, ndo pode ser pai de X,. Considere o conjunto de
nés U = { Xy, X, X3} dispostos segundo esta ordenagdo. Neste exemplo os possiveis conjuntos

Pa, seriam

Pas = {X1,X;} Paz={X,} Pa,={}
Pag = {X1} Pa, = {}

Pas = {X,}

Pas = {}

Baseado nos dados deste exemplo, pode-se perceber que se fosse possivel realizar para cada
nd, X,, a busca do conjunto Pa, que seja étimo em relagdo a métrica estabelecida seria necessério
realizar um niimero exponencial de avaliagdes de estruturas, de fato, a obtencdo de B requereria
3. (7) =2 — 1 avaliagdes para um conjunto ordenado de nés.

O algoritmo K2, proposto por Herskovits, obtém B% em tempo polinomial fazendo com que
para cada né, X,, um dos possiveis predecessores, X, é acrescido ao conjunto Pa, se {X,}UPa,
maximiza métrica Bayesiana.

Em Bouckaert [10] é proposto um algoritmo, denominado K3, em que se emprega a métrica
MDL em substituicio & medida Bayesiana no algoritmo K2.

Baseado no algoritmo K3, Suzuki [107] desenvolveu um método de busca em largura utilizando

(Branch and Bound) que assegura a obtencdo de uma solugdo exata para (2.30). Tian [109]
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methorou o algoritmo de Suzuki utilizando limites (Bounds) mais precisos. Uma cobertura ampla

dos algoritmos de busca foge a proposta deste trabalho, em Carneiro [17] pode-se encontrar uma

revisao extensa de diversos algoritmos nesta drea.

2.4 Redes Bayesianas como classificadores

A aplicagdo mais comum de redes Bayesianas estd focada em problemas em que relac8es de
causa e efeito sdo bem definidas, j& que o sentido dos arcos no grafo subjacente denotam relacGes
de causalidade. Por esta razdo, embora redes Bayesianas sejam uma ferramenta apropriada para
estimacdo da densidade conjunta de um grupo de varidveis aleatérias, a estimacio da classe de
um padrdo dado o estado de seus atributos, tende a produzir resultados insatisfatérios (Friedman
et al. [41}). Esta se¢So apresenta solugdes a este problema referenciadas na literatura bem
como o classificador Bayesiano (Duda e Hart [33]) que, mesmo ndo sendo propriamente uma
rede Bayesiana adaptada ao problema de classificacdo (j& que sua origem antecede ao das redes

Bayesianas) é considerado uma rede Bayesiana simplificada (Naive Bayesian Network).

2.4.1 Classificador Bayesiano (Naive Bayesian Network} {Duda e Hart
133D

Considere um conjunto de n varidveis aleatdrias distintas associadas a medi¢Oes sobre um
determinado dominio e uma varidvel de decisdo relacionada a classe a qual estes atributos se
associam. Sejam Xi,..., X, as varidveis aleatdrias associadas aos atributos e Y 2 variavel
aleatdria associada a classe ou rétulo. Supondo, por hipdtese, que as distribuicdes de X, dado Y
sejam independentes e conhecidas, usando a regra de Bayes pode-se obter uma expressdo para
fornecer a estimacdo da distribuigdo de Y dado X;,...,X,. Uma vez que se pode mensurar
p{y.lz), atribui-se a um padrdo de teste o rétulo da classe que maximiza esta distribuicao,
considerando uma variacio sobre os valores de Y. O classificador assim definido é chamado
classificador Bayesiano. Naturalmente, hd uma associa¢do direta entre este classificador e a
rede Bayesiana ilustrada na Figura 2.8, por isto alguns autores o chamam de rede Bayesiana
simplificada (Naive Bayesian Network).

Na prética, apesar de ter sido proposto hd varias décadas e de ser baseado em uma hipdtese
muito restritiva, pois nem sempre é vilido que ocorréncias dos atributos sejam independentes
dado a classe, o classificador Bayesiano € um método de classificagdo competitivo comparado aos

recentes avangos na area
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Figura 2.8: Classificador Bayesiano (Naive Bayesian Network)

2.4.2 Classificadores Bayesianos seletivos (Singh e Provan [104])

Singh e Provan [104] propdem um algoritmo composto por duas fases. Na primeira realiza-se
uma selecdao de caracteristicas, da qual se extrai do conjunto de atributos aqueles mais represen-
tativos. Na segunda, utiliza-se uma variagio do algoritmo K2, denominada CB (Singh e Valtorta
[105)), para criar uma rede Bayesiana com base nos casos observados. O algoritmo CB ndo requer
o fornecimento da ordenagio dos nds por um especialista, esta ordenacio é realizada com base em
testes de independéncia condicional e, uma vez conhecida tal ordenacdo, € aplicado o algoritmo
K2. No processo de selecdo de caracteristicas os autores propéem uma estratégia gulosa baseada,
também, no algoritmo CB. Partindo de uma rede que possui apenas um nd, aquele associado 2
variavel de decisio — Y, adicionam-se sucessivamente novos atributos enquanto a medida de
adequagao dos dados a rede {métrica Bayesiana) estiver aumentando, algoritmo denominado K2-
AS 2, ou nio estiver diminuindo, algoritmo denominado K2-AS<. A rede Bayesiana obtida pelos
algoritmos K2-AS e K2-AS< sio esperadamente mais complexas que o classificador Bayesiano.
Além disto, ndo imp8em restricBes quando a independéncia estatistica dos atributos. Em exper-
imentos realizados observou-se que as redes K2-AS e K2-AS< apresentam melhor desempenho
que o classificador Bayesiano, especialmente quando os classificadores s3o treinados com bases

de casos mais numerosas.

2.4.3 Classificadores Bayesianos explorados por Friedman et al. [41]

Friedman et al. [41] também realizaram uma extensdo do classificador Bayesiano, relaxando
a hipdtese de independ@ncia dos atributos dado o valor da classe. O trabalho de Friedman
et al. [41], assim como o de Singh e Provin [104], procura estabelecer regras de criagdo de
redes Bayesianas adaptadas ao problema de classificagdo. Naturalmente, redes Bayesianas com
estrutura mais complexa que o classificador Bayesiano eliminam, ou minimizam, o problema
imposto pela hipétese de independéncia dos atributos dado a classe. Por outro lado, redes

obtidas a partir dos dados que buscam unicamente otimizar a fun¢éo de escore (métrica Bayesiana

20 nome do algoritmo significa K2 com selecdo de stributos, do inglés K2 with Atribute Selection
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ou MDL) tendem a desempenhar de maneira insatisfatéria quando aplicada ao problema de
classificagdo. Friedman et al. [41] propde uma modificacio da métrica MDL pela incorporacio
de um termo que penaliza a geracio de redes que n3o atendem 3 maximizagao da probabilidade

condicional de w, dado x. A fungdo de escore apresentada em seu trabalho é dada por

N N
Zlogp(w‘h:") + Zlogp(m") (2.31)
1=1 1=1

Friedman et al. apresentam um procedimento de complexidade O(n?N) que minimiza (2.31)
construindo um tipo de rede Bayesiana denominada TAN ( Tree Augmented Naive Bayes). Os au-
tores também utilizaram um procedimento para obten¢do dos parametros da rede (Bp) diferente
daquele apresentado na Se¢do 2.3, o qual referenciaram como método de suavizag3o dos pardmet-
ros. Experimentalmente eles constataram que redes TAN com suavizagio de pardmetros de um
modo geral tém um desempenho semelhante as redes TAN que ndo empregam o procedimento
de suavizacdo e, em alguns casos, apresentaram desempenho superior. Também foi constatado
experimentalmente que o erro obtido com redes TAN, com e sem suaviza¢do de parametros, na
maioria das vezes € menor que aquele obtido com o classificador Bayesiano,

Friedman et al. também investigaram outra categoria de redes Bayesianas aplicadas ao prob-
lema de classificacdo. Trata-se de uma combinagdo de redes Bayesianas denominadas Bayesian
mutinets (Geiger e Heckerman [44]). Nesta abordagem, a base de casos é dividida em n partices
disjuntas, cada uma associada a uma classe w,. Para cada um destes subconjuntos constréi-se
uma TAN segundo o procedimento proposto e usado no caso anterior. Como cada uma destas
redes fornece uma aproximacio da distribui¢do p(z|w,), aproximando p{w,} pela sua freqiiéncia
relativa, pode-se obter uma expressio que fornece a distribuicdo p{w,|x), usada efetivamente
como critério de decisdo para classificar um padrio de teste. Em experimentos realizados os dois

métodos (TAN e Bayesian multinets) mostraram-se equivalentes.

2.4.4 Classificador Bayesiano explorado por Frey [37]

Frey [37] desenvolve um estudo bastante amplo de aplicagbes de redes Bayesianas, nio se
detendo apenas a seu uso como classificador, ele também a explora como ferramenta para com-

pressio de dados e codificacio de canais.®

A linha de pesguisa investigada em seu trabalho
difere bastante daquela adotada nos trabalhos revisados nas Segdes 2.4.2 e 2.4.3, Frey estuda
modelos de redes mais complexos, com muitos lagos, € que, portanto, ndo podem ser utilizados
por algoritmos de propagacdo de probabilidades nem obtidos com base nos algoritmos estudados
na Secdo 2.3. Os classificadores abordados neste trabalho exploram fortemente a propriedade

da rede Bayesiana em modelar uma distribui¢do conjunta, sendo assim, ao invés de tomar a de-

3do inglds, channel coding.



ciso com base na avaliagio de p{w,|®), a tomada de decisdo é feita com base na avaliacio da
distribuicdo conjunta de = para um grupo de n redes Bayesianas, sendo n o total de classes do
problema. Chamando p,(z) a densidade de x calculada pela t-ésima rede, classifica-se um padrio
de teste atribuindo-lhe o indice da rede que maximiza p,(x). Neste caso, o tipo de procedimento
adotado estd mais préximo daquele utilizado pelo classificador modelos escondidos de Markov
(Rabiner and Schafer [90]).

Os tipos de redes estudados estdo classificados em dois grupos denominados redes autore-

gressivas e redes de multiplas-causas, que serdo revisados nas se¢cdes seguintes.

Redes autoregressivas

Figura 2.9: Redes Bayesianas autoregressivas

Redes autoregressivas sio na realidade uma cadeia de nds totalmente conectados no sentido
esquerda/direita, como ilustrado na Figura 2.9. Para estas redes a probabilidade da ocorréncia

conjunta de x € dada por

p(x|6) = [ [ ple.lzs, . 701, 0) (2.32)

sendo & um grupo de parametros da rede.
Se as varidveis, por sua vez, forem binérias, tem-se um modelo de regress3o logistico (McCul-
lagh e Nelder [82]), podendo p(-) ser aproximado pela aplicacdo da funcdo logistica sobre uma

projecdo de x, como colocado abaixo

P21, .. ey, B) = J:lf(g&kzk) +(1-z,y) (1 - f(g@zkxk)> (2.33)

com f(z)=1/{1+e ") ezy=1

Frey [37) apresentou um procedimento de busca para obter os valores de 6 com base na apli-
cacio do método do gradiente conjugado @ maximizagdo da fungao logaritmica de verossimilhanca,
Em experimentos realizados com reconhecimento de caracteres manuscritos Frey estabeleceu o
sentido de ordenag3o dos nds na cadeia com o mesmo sentido da varredura empregada na leitura
de documentos, isto &, esquerda para direita e cima para baixo. Os resultados destes experi-

mentos foram extremamente promissores quando comparado a outros métodos tradicionalmente
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empregados nestas comparages, como o classificador Bayesiano, o método dos k vizinhos mais

proximos e drvores de decisio.

Redes de multiplas causas

Nas redes de miiltiplas causas, presume-se que o estado das varidveis observadas — z —
seja de fato conseqiiéncia da influéncia direta de um conjunto de varidveis n3o-observadas ou

escondidas — h — como ilustrado na Figura 2.10. Neste caso, em principio, o valor de p(x|@)

é estimado como

p(x|0) = > p(xl|h,0)p(h|0) (2.34)

Figura 2.10: Redes Bayesianas de multiplas causas

Ocorre que a expansido do somatério em (2.34) origina uma explosdo combinatorial o que in-
viabiliza a realizagdo de um célculo exato. Frey explora duas linhas para realizar uma aproximagao
do célculo em (2.34), que sdo: a amostragem de Gibbs e a estimagdo de um limite inferior para a
fungdo de mdxima verossimilhanga — MLB (Maximum likelihood-based estimation} — usando o
algoritmo EM (Expectation Maximization). Neste segundo caso, sdo realizadas experiéncias com
dois métodos empregados no algoritmo EM: estimacdo da MLB por inferéncia variacional (Sau! et
al. [99]) e estimagio da MLB usando uma maquina de Helmholts estocéstica (Dayan et al. [28]).
Nos estudos experimentais, Frey avaliou diversas variagoes dos algoritmos apresentados, como a
utilizacdo de mais de uma camada escondida e agrupamento de maquinas de Helmholtz. De um
modo geral pdde-se constatar que o uso de redes autoregressivas e o agrupamento de mdquinas
de Helmholtz tiveram os melhores desempenhos em testes com reconhecimento de imagens de
caracteres manuscritos, sendo o erro originado por estes métodos muito préximos entre si. En-
tretanto na fase de treinamento, redes autoregressivas demandaram um tempo substancialmente

menor (até dez vezes menor) que o utilizado pelas maquinas de Helmholtz.
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2.5 Conclusao

Neste capftulo foi apresentada a teoria bésica relacionada com redes Bayesianas que cobre
duas linhas principais: como realizar inferéncia com base em um algoritmo de propagacio de
probabilidades e como obter a rede a partir de uma base de casos. Foi também realizado um estudo
importante destas redes no contexto em que se localiza a proposta de tese, isto & procurou-se
investigar o uso de redes Bayesianas aplicadas ao problema de classificac3o. Através deste estudo
pode-se perceber que, apesar de ser uma ferramenta apropriada para estimacio de densidades, a
aplicagdo de redes Bayesianas ao problema de classificacdo nio é uma extensio natural da teoria
apresentada nas se¢des iniciais do capitulo. Conforme pode ser observado nos trabalhos realizados
por Friedman et al. [41] e Sing e Provan [104], é necessdrio realizar alguns ajustes de modo
a adaptar as redes Bayesianas ao problema de classificacdo tirando proveito do conhecimento
existente na drea. No trabalho desenvolvido por Frey [37], os algoritmos e a estrutura das redes
estudados se distanciaram ainda mais das proposicdes que nortearam os trabalhos de Friedman et
al. e de Singh e Provin. Neste dltimo, as redes Bayeianas concebidas possuiam uma estrutura tio
complexa que ndo pdde ser empregado o mecanismo de inferéncia estudado na Secdo 2.2, o que
demandou a investigagdo de algoritmos de inferéncia para realizagdo de um cdlculo aproximado.
Esta é uma linha que parece promissora mas que infelizmente ndo aproveita desenvolvimentos
bem consolidados na drea abordados no inicio do capitulo. O método apresentado nesta proposta,
assim como os revisados nas Secdes 2.4.3 e 2.4.2, também procura realizar adaptagdes para aplicar
os algoritmos revisados nas Secdes 2.2 e 2.3 ao problema de classificagdo.

O problema de classificac3o serd estudado em maior profundidade no contexto de combinacio
de classificadores no Capitulo 3 que, assim como redes Bayesianas, fornecem uma base teérica

que apdia a proposicdo do método apresentado no Capitulo 4.
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Capitulo 3
Combinacao de classificadores

A éombinacéo de classificadores é uma linha de pesquisa cujos trabalhos mais importantes
foram propostos a partir do inicio dos anos 90. Trata-se portanto de uma linha relativamente nova
e potencialmente promissora. O objetivo deste capitulo é fornecer uma vis3o contextual do assunto
a fim de que se que se possa compreender as motiva¢des para construgdo do método proposto. O
capitulo esta organizado da seguinte forma: na Segdo 3.1 apresentam-se as dificuldades inerentes
ao aprendizado de classificadores e uma justificativa teérica para utilizag3o de combinacio de
classificadores; na Seg3o 3.2 realiza-se uma revisdo de literatura sobre os principais trabalhos na

area; e a Secdo 3.3 encerra o capitulo com conclusdes gerais sobre o contelido apresentado.

3.1 Dificuldades relacionadas com aprendizado de classifi-

cadores

Um classificador, segundo o ponto-de-vista estatistico, é um modelo matemético que gener-
aliza o conhecimento adquirido a partir de um conjunto de treinamento para realizar predi¢des
sobre elementos ndo vistos. De acordo com este enfoque, o termo aprendizado se aplica a criacdo
de um modelo estatistico que, como tal, possui vantagens e limitagbes. Alguns dos principais
problemas relacionados com a construgio deste modelo serdo discutidos ao longo desta secio.

Considere um problema hipotético. Suponha serem conhecidas as distribuicdes dos padrdes
de trés classes bem como os valores a priori de cada uma delas, isto &, conhecem-se os valores de
p(zxjw,), 2 = 1,2,3, cujas curvas de nivel estdo ilustradas na Figura 3.1, e p{w,). Uma vez que as
distribuicdes sdo conhecidas, pode-se classificar um padr3o de teste, x, atribuindo a ele o valor

da classe que maximiza p{w,|x) usando o Teorema de Bayes

p(@|w:)p(w:)
p(z)
Sendo conhecidas informagdes estatisticas completas sobre p(z|w,} e p(w,), o classificador Bayesiano

plw,lz) =
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Figura 3.1: Curvas de nivel de densidades conhecidas

obtido é chamado ideal, denotado por h*(x). Eliminando-se o fator de escala p(x), h*(x), pode
ser formalmente definido como

he): R? — C = {w,)} C Z
h’(m) = argxlnax{p(a:|w,)p(w;)}

O classificador Bayesiano ideal pode ser adotado como um referencial para indicar o quio
eficiente é um classificador, pois o erro médio cometido por h*(z) é minimo, sendo h*(z) étimo
guando considera-se que o custo associado a uma predigdo com erro seja igual para todas as
classes (Webb [115]). Na pratica nem sempre é possivel avaliar o qudo préximo um classificador,
h(x), estd de h*(x) mas, neste exemplo, pode-se realizar tais comparagdes usando h*(x) como
referencial.

Suponha que sejam extraidas amostras aleatérias das distribuicdes p(x|w,) para formar um
conjunto T = {(z,,%:);z € RP,y € C,2 = 1,...,n} usado no treinamento de um classificador
1-NN, isto €, o classificador que atribui a um padrao de teste o rétulo de seu vizinho mais préximo
encontrado no conjunto de treinamento, denotado por hyyn(x), cujas regides de decisdo estdo
apresentadas na Figura 3.2(a). O simbolo {2 serd usado para denotar regides de decisio, sendo
2, a regido em que os padrdes sdo classificados como pertencentes a classe w,. Em fungdo de
hinn () considerar apenas o rétulo do vizinho mais préximo, ele classifica corretamente todos os
elementos do conjunto de treinamento, mas alguns elementos exptirios ocorridos em T originam a
formacio de fronteiras, tal como ilhas ou agrupamentos (clusters), que difirem significativamente
daquelas tracadas por h*(x), Figura 3.2(c). Aumentando-se o nimero de vizinhos visitados,
por exemplo, considerando um classificador 5-NN, obtém-se regides de decisdo mais préximas
daquelas geradas pelo classificador h*(x) (Figura 3.2(b)). Na realidade, sendo n suficientemente

grande, aumentado-se o valor de k (nimero de vizinhos visitados), o classificador resultante se
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aproxima assintoticamente de h*(z) (Cover e Hart [26]), o que justifica o fato de hinvn(x)
estar mais distante de h"(z) do que hsyn(x) neste exemplo. O classificador hsyy(z), tanto
quanto h*(x), erram em realizar a predicio de alguns elementos do conjunto de treinamento mas
na média, considerando um grande nimero de testes, o erro cometido por hsnn(x) é inferior
aquele cometido por hyyy(x). Diz-se neste caso que hinn(x) tornou-se superespecializado?
em classificar os elementos do conjunto de treinamento ao custo de ter perdido a capacidade de
generalizacdo.

L] 9 9
61 [ ]
Q
3 3 h ’ 3
0 0 0
-3 -3 92 =3
-6 -6 -6
-4 -1 2 5 8 -4 -1 2 5 g -4
(a) hinn(z) (b) hsnn(z) (c) h*(z)

Figura 3.2: Regides de decisdo

Com classificadores MLP (multilayer perceptron), o problema da superespecializagio ocorre
quando se acrescentam novas camadas ou novos neurdnios a camada escondida. Por outro
lado, poucos neurdnios nesta camada podem redundar na incapacidade de construir um modelo
eficiente, o que origina o dilema superespecializagdo-generalizagao. Em se tratando de clas-
sificadores neurais, algumas técnicas de minimizar tal problema sdo obtidas pelo emprego da

validacdo cruzada, parada brusca?

e regularizagdo. A validagdo cruzada, que é uma das formas
mais popular, consiste em realizar um treinamento com base em dois conjuntos, um deles € uti-
lizado para treinamento efetivamente e outro para validagdo. O processo de treinamento dura
enquanto as curvas de erro obtidas nos conjuntos de validagdo e treinamento estiverem em de-
clinio. Sabe-se que a partir de uma determinada iteragdo a curva do erro de validag3o torna-se
ascendente enquanto aquela do conjunto de treinamento continua em declinio. Esta iteragdo
sinaliza o término do processo de treinamento pois a partir deste ponto a rede comega a tornar-se
superespecializada.

O dilema superespecializagdo-generalizagdo pode ser apresentado de outra forma, com base
no erro empirico, isto é, o erro médio que o classificador comete em um conjunto de teste
independente. Para facilitar esta andlise considere uma mudanga de enfoque quanto ao tipo de

problema estudado. Considere um modelo de regressdo, ao invés do modelo de classificagéo,

1do inglés overfitting
2do inglés early stop
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como esta sendo tratado ao longo do texto. O modelo de regressio é um modelo probabilistico
que relaciona um conjunto de varidveis independentes ou preditoras e um conjunto de varidveis
dependentes que, ao contrdrio do modelo de classificacio, sio continuas. Além disto, para
simplificar os desenvolvimentos considere que seiam tratados funcdes de uma dnica varidvel. As
conclusoes tiradas desta andlise podem ser estendidas para o tratamento de funcdes de mais de
uma varidvel e para o problema de classificagdo sem perda de generalidade, a mudanca de enfoque
e simplificacdo adotadas atendem unicamente ao propdsito de facilitar a apresentacio do assunto.

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias. Sendo X, chamada preditor, e Y, chamada resposta.

O modelo de regressdo é um modelo estatistico que relaciona X e ¥ como

Y = f(X) +e - (3.1)

em que f{.) € uma fungdo deterministica, possivelmente n3o-linear, e € um erro aleatério com
valor esperado nulo e independente de f{-). Um algoritmo de aprendizado é um procedimento
que utiliza um conjunto de treiamento T = {(z,,4,);2 = 1,...,n} para atualizar os pardmetros
w de uma aproximacao de f{-), denotada como h(-;w).

Na analise que se deseja fazer, procura-se avaliar a distribuicao do erro empirico para diferentes
métodos de aprendizado identificando sua tendéncia, ou valor médio, e dispers3o.

Considere inicialmente que a fungdo h(-, w) produzido pelo método de aprendizado seja sem-
pre a mesma independentemente do conjunto de treinamento, Figura 3.3(a). Neste caso, inde-
pendentemente do conjunto de treinamento empregado, o erro empirico em um dado conjunto de
teste serd sempre o mesmo, visto que h(x;w) é sempre 0 mesmo. Como n3o existe dispersao na
distribuic3o do erro, jd que ele se concentra em um dnico ponto, sua varidncia € nula. Se um pro-
cedimento mais complexo for utilizado, por exemplo, a aproximagdo por um polindmio de segundo
grau, obtém-se uma descricdo melhor do conjunto de treinamento que implica no deslocamento
do valor de tendéncia, ou viés, do erro para mais préximo da origem, entretanto aumenta-se um
pouco a variancia pois nem toda aproximagao por um polindmio de grau dots reproduz o mesmo
erro em um conjunto de teste independente, Figura 3.3(b). Aumentando-se mais a complexidade
do procedimento de aprendizado, por exemplo, utilizando-se uma aproximag¢do por um polinémio
de grau dez, obtém-se um modelo bastante habil em descrever o conjunto de treinamento (su-
perespecializagdo) que, no entanto, é bastante sensivel ao conjunto de treinamento e tenderd
a possuir erro elevado quando testado com elementos n3o-vistos (baixa generalizagdo), caso os
dados de treinamento nio sejam representativos, Figura 3.3{c).

Considere que o erro empirico seja fornecido pelo erro médio quadratico multiplicado pelo

fator de escala 1/2, denotado por £{w). Tem-se que

n

E(w) = LZ(ya—hNN(m;w))g (3.2)

2n

i=1
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0 0

(a) h(z; w) = linear (b) A(z; w) = woz®+wiz+wp (c) h(z; w) = 340 wz*

Figura 3.3: Andlise do viés e varidncia do erro empirico para trés métodos de regressdo

que abreviadamente pode ser expresso por

& (w) = 3 Bs{(Y — hyy(Xiw))] (33)

em que o operador Eq representa uma expectancia calculada com base nos elementos de 7.

Somando-se e subtraindo-se f(-) em (3.3) segue-se que

€(w)

1

SEal(Y = £(X) + (F(X) — b (X;w)))) (3.4)
S Brle + (F(X) = haw(X; )] (35)
1

SB[ + 2 Bsl(f(X) = h(X;w))?] + Bole(f(X) = hun(X;w))] (36)
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Como € tem valor esperado nulo e é independente de f(:), por hipétese, e independente de
hnn(-;w), por pertencerem a modelos distintos, ent3o o termo mais 3 direita de (3.6) tende a

zero. O erro médio quadratico, portanto, pode ser aproximado por

2

Sendo que Eq[e?] é um termo que n3o depende da rede, trata-se de um componente de erro

&(w) % 5 Bl + £ Bsl(F(X) — b (X; ) (37)

intinseco do modelo e que portanto sempre existird, por melhor que seja a escolha de w adotada.
Por conta disto, Ex[e?] serd ignorado na andlise seguinte que procura avaliar o comportamento
do erro médio quadratico em funcio de uma escolha em w

Geman et al. [45] mostram que o termo a direita em (3.7) pode ser decomposto como

Er{(hyn(X;w) — f(X))?] = BX(w) + V(w) (3.8)
V(w) = Ex[(hyn(X;w) — Ex[hyn(X;w)])?] (3.9)
B*(w) = (Eg[hyn(X;w)] — f(X))? (3.10)

O termo V(w), pode-se observar, é a varidncia do erro produzido por h(z;w). Na pratica
indica um termo influenciado pela sensibilidade em relagdo aos dados de treinamento. Pode-se
portanto alterar a varidncia alterando-se o conjunto de treinamento. O termo B(w), o quadrado
do viés, por sua vez, é influenciado pela capacidade de h(-, w) em se ajustar a fungdo de predicao,
ent3o independe do conjunto de treinamento, naturalmente, desde que o conjunto seja represen-
tativo. A minimizacdo de &(w) requer a minimizagio simultdnea de V(w) e B?(w). Ocorre
que ao minimizar V(w) aumenta-se o valor de B(w), e vice-versa, o que origina o dilema viés-
varidncia. Em outras palavras, ao tornar a saida desejada mais préxima dos dados de treinamento,
aumenta-se a variancia. Por outro lado, ao procurar minimizar a variancia, tdo somente, obtém-se
uma aproximacgdo que ignora a fungdo de predigao.

Uma maneira de reduzir o erro de aproximagio, como sugerido na literatura (Haykin [55],
Bishop [7]) pode ser realizado através da introducdo de um conhecimento a priori sobre a fungao
de predicdo. Isto contribuiria naturalmente para redugdo do viés e, tomando um conjunto de
treinamento suficientemente grande, também poderia-se reduzir a varidncia. Bishop [7] discute
vérias abordagens para solucionar este problema, uma delas é pela utilizagdo de um agrupamento
de redes neurais. Tumer e Ghosh [111] demonstraram que ao tomar o valor médio de R clas-

sificadores, a contribuicdo da varidncia é decrescida de 1/R. A combina¢do de classificadores,

43



portanto, pode ser uma estratégia plausivel para encontrar uma soluc3o de compromisso para o
dilema viés-variincia. '

O agrupamento de classificadores, entretanto, introduz novos problemas, tais como: como
realizar a divisdo do conjunto de treinamento e que estratégia usar para combinar as predicBes
individuais. Para se ter uma idéia destes problemas considere o seguinte exemplo: suponha que a
varidvel dependente seja obtida pela adi¢do da fun¢io seno a um ruido uniforme de valor esper-
ado nulo, definida no intervalo [0, 37 /2], Figura 3.4(a). Suponha que uma rede MLP totalmente
conectada, com dois neurdnios na camada escondida seja usada para realizar a aproximacio de
flz) = sin(z). Observe que, como a saida da rede é uma aplicagio de uma funcio monotoni-
camente crescente sobre uma combinacdo linear duas fungdes sigmdides, j& que existem apenas
dois neurdnios na camada escondida, deslocada por um escalar, a rede possui uma dificuldade
intrinseca de aproximar funcdes com mais de um ponto critico. Assim, independentemente de
fluantas iteragcoes sejam utilizadas no treinamento, o erro empirico terd um viés elevado ja que
neste intervalo hd mais de um ponto-critico. Entretanto, se o conjunto de treinamento for di-
vidido em duas partes como ilustrado na Figura 3.4, poderia-se obter um modelo seguramente
mais representativo, Figura 3.4(c). O que nem sempre é uma tarefa simples, visto que uma m3
escolha dos conjuntos de treinamento pode redundar em uma tota! falta de conhecimento de
determinadas regides do espago de atributos, Figura 3.4(b). Estes problemas serdo abordados ao

longo da Sec3o 3.2, na qual se realiza um estudo sobre algumas solugdes propostas na literatura.
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~ Figura 3.4: Exemplo de agrupamento de RN

3.2 Combinacio de classificadores

A idéia de combinar miiltiplos classificadores ndo é nova, mas um grande niimeros de con-

tribuicBes nesta drea surgiu apenas a partir dos anos 90 com a renovagdo das pesquisas em redes
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neurais. De um modo geral, a vantagem em usar um combinador é que pode-se melhorar o de-
sempenho do sistema fazendo com que as deficiéncias de um classificador sejam suprimidas pelo
bom desempenho de outros (Kittler et al. [69]). Em detalhes, algumas das principais vantagens

ém empregar uma estratégia de combinagdo, como citado em Jain et al. [60] sio:

I Poder lidar com predicdes de classificadores baseados em diferentes espacos de atributos. Uma

pessoa, por exemplo, poderia ser identificada por sua voz, imagem da face, assinatura, etc.

it Poder lidar com tipos diferentes de classificadores baseados no mesmo espago de atributos.
Diferentes classificadores tm desempenhos locais diferentes, isto €, em dados intervalos do
espago de caracteristicas, os classificadores possuem desempenhos distintos. Desta forma, o

bom desempenho local de um classificador pode compensar as deficiéncias locais de outros.

iii Poder lidar com classificadores homogéneos baseados no mesmo espago de caracteristicas.
Alguns classificadores, como redes neurais, mesmo quando treinados com os mesmos dados

realizam predi¢des distintas em fun¢do da aleatdriedade no processo de inicializag3o.

Um esquema de combinacio ndo deve ser aplicado quando os classificadores componentes sgo
muito equivalentes. Se n3o existir divergéncia a utilizagdo do combinador torna-se sem sentido.
Também n3o se deve usar um combinador quando o problema pode ser satisfatoriamente resolvido
por um classificador isoladamente. _

Tipicamente, um esquema de classificagdo é composto por um conjunto de classificadores or-
ganizados em uma arquitetura e uma regra de combinag3o. Quanto a arquitetura estes esquemas
sjo classificados como lineares, paralelos e hierdrquicos. Na abordagem linear, os classificadores
sio invocados em série. A saida de um classificador fornece uma classificagdo a priori que é
sucessivamente refinada por classificadores mais especializados em cadeia. Na abordagem em
paralelo, as saidas dos diversos classificadores sao combinadas simultaneamente para realizagao
de uma predi¢do tinica pelo combinador. Na abordagem hierdrquica, ocorre uma combinagao das
arquiteturas mencionadas anteriormente, isto é, as predigcdes dos classificadores sdo combinadas
tanto em série como em paralelo.

Quanto a regra de combinag3o, os combinadores s3o classificados como baseados em regras
fixas ou estaticas e baseados em treinamento (Webb [115]). Uma andlise mais detalhada a
respeito da avaliagio do combinador quanto a regra de combinagdo serd desenvolvida nas Segdes
3.2.1e323

3.2.1 Combinadores baseados em regras fixas

Regras de combinagdo fixas realizam um procedimento pré-determinado. A forma como as

entradas s30 combinadas para gerar uma saida tnica € estabelecida a priori, isto €, o conhecimento
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Figura 3.5: Esquema de combinacdo paralelo

requerido para realizar a combinagdo ndo é adquirido através de um processo de treinamento.
A fim de entender seu principio de funcionamento, considere a classificagio apresentada por Xu
e Krzyzak [116] para categorizar um classificador. Xu e Krzyzak [116] avaliam combinac3o de
classificadores quanto ao que eles referem como niveis de informagdo. Segundo os autores ha trés

tipos de niveis de informag3o, a saber:

Tipo 1 Nivel abstrato — sao classificadores que produzem como saida apenas o rétulo a qual o

padrao apresentado fora classificado. Ex: classificador sintdtico puro.

Tipo 2 Nivel de posto — sao classificadores que organizam os rétulos de saida em postos. Tal
organizagao possibilita listar em uma dada ordem, da melhor para a pior opgao, os rétulos

associados a um dado padrao. Ex: redes neurais.

Tipo 3 Nivel de medigdo — sdo classificadores que fornecem para cada rétulo uma medigdo da
probabilidade a posteriori p(w,|x). Ex: classificador Bayesiano, HMM (cadeias escondi-
das de Markov).

A classificagdo segundo niveis de informagdo é muito importante para o entendimento das
regras de combinagdo apresentadas a seguir. Nesta se¢do serdo estudadas algumas das regras de

combinag3o mais populares mencionadas na literatura.

Regra da média (Xu e Krzyzak [116])

Esta regra aplica-se a classificadores do tipo 3 organizados em um esquema de combinagdo
paralelo, como ilustrado na Figura 3.5. Xu e Krzyzak [116] consideram que a decisdo tomada
pelo combinador pode ser realizada com base numa estimagdo de p(w,|z). p(w,|x) é aproximado
pelo valor médio de p(w?!|z), 7 = 1,...,m, em que m é o nimero de classificadores. Sendo
assim, atribui-se a um padr3o desconhecido x, o rétulo w*, que maximiza o somatério em ;7 de

p(w!|z). Portanto,
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w' = argznaX{ ip(wflm)} (3.11)

=1
Regra do produto (Kittler et al. [69])

A regra do produto também € aplicada a classificadores do tipo 3 mas, ao contrério do esquema
abordado anteriormente, admite-se neste caso que as entradas possam ser distintas. Tem-se assim
m entradas, denotadas por x,, 2 = 1,...,m, em que m representa o nimero de classificadores
que, por hipétese, sdo independentes, isto €, admite-se que p(z1,. .., Tm|w,) = [, p(;|w).

Como usual, considera-se como meta introdutéria a obtengdo de uma expressio que forneca

o valor de p(w,|xy,. .., Ty). Assim, usando o Teorema de Bayes tem-se que

p(T1,. . Tm|wi)p(w,)
E:=1p(mla ey Zn|wi)pwi)
p(w;) H;l1 p(m_?'wl)
> e P(wi) H;n=1p(m3|wk)

Como p(x,|w,) é desconhecido, pode-se aplicar novamente o Teorema de Bayes para expressar

plw|zr, ..., Tm)

(3.12)

a equagdo (3.12) em fungdo das distribui¢des de p(w,|x,) que sdo conhecidas, pois 0 método é
aplicado a classificadores do tipo 3. Além disto, como o denominador de (3.12) é constante
para todo 2, ele pode ser ignorado nos desenvolvimentos subsequentes. Assim, o valor de w, que

maximiza p(w,|x1, ..., Zx), denotado por w*, pode ser expresso como

w* = argmax{p(w,|®1,...,Tm)}

p(wtkl!, ﬂ:,) }
=1 P(w|z;)p(z;)

m
= argmax{ ) Hp wy|,)p( }
1 e

Supondo que as ocorréncias de &, sejam equiprovaveis, entdo segue-se que

- w5

o = argmax{ (o) f[lp(wlimj)} (313)

A expressio dada em (3.13) é bastante susceptivel a problemas de instabilidade numérica, ja
que algum dos fatores que a compde pode ter valor muito préximo de zero. A fim de resolver
este problema, Kittler et al. [69] propuseram a regra da soma, que consiste numa variagdo da

regra do produto pela introdugdo de uma nova hipdtese.
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Regra da soma (Kittler et al. [69])

A regra da soma consiste numa variac3o da regra do produto, pela introdu¢do da hipétese de
que p(w,|x,) é préximo de p(w,). Admite-se que

plwrl®;) = p(w)(1+ 6y) (3.14)
com 6, < 1.
Substituindo (3.14) em (3.13), tem-se que

I

ot = sxgmax{plu) " [T o)1+5,))

2 j=1
argmax{p(w,) H(l +6,)}
2
2
Como §,, < 1, pode-se aproximar HJ(I + 6,;) pela sua expansdo de primeira ordem, o que

implica em

W = a,rgxfax{p(wt)(l - Zé,;,)} (3.15)

=1
A fim de expressar ZJ 0., em fungdo de termos conhecidos, pode-se aplicar o somatério em

7 nos dois lados da igualdade em (3.14), obtendo

i_";p(wzlmj) - Jilp(wt)(lw)
- Jﬁ:jipwwj) = plw)m+ Fiié”)
. JZ’:; i, = b p(wizjj)— mp(w) .15
Substituindo (3.16) em (3.15), tem-se que
" = argmax{(1 - m)p(u,) + gp(watmj)} (3.17)

Considerando p(w,) equiprovével, a expressio (3.17) redunda em (3.11).

Empiricamente, bons resultados em experimentos realizados por Kittler et al. [69], que
avaliaram diversas regras de combinacao fixas, foram obtidos quando utilizaram a regra da soma.
Nestes experimentos, a combinagdo de classificadores baseada na regra da soma apresentou taxas
de acerto superior aquelas obtidas por classificadores individuais. A regra do produto, por sua
vez mostrou um desempenho geral inferior, tendo inclusive taxa de acerto menor que as obtidas

por classificadores isolados.
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Voto majoritario (Xu e Krzyzak [116])

Utiliza-se a regra do voto majoritario para classificadores do tipo 1, ou quando pode-se admitir
as hipéteses de que

1 sew,=w,

p(w,]a:_-,) = {

0 sew #w,
e p(w,) eqliiprovavel.
Assim, chamando freg(w,) a contagem ou fregiiéncia absoluta do rétulo w, entre os resultados

originados pelos classificadores, faz-se

w* = argmax{ freg(w,) }
1
Uma atitude conservadora propde admitir que w* seja considerado desconhecido caso exista
empate entre os rétulos vencedores neste processo de votagao.
Regras do maximo, minimo e mediana (Kittler et al. [69])

Estas regras sdo na realidade extensdes das regras do produto (3.13) e da soma (3.17) que
executam um procedimento diferente pela adogdo de algumas simplificagoes.

A regra do maximo, originada a partir de (3.17), é dada por

1= mfxx{(l - m)p(w,) + mm}axp(w,la:,)}

em que se utiliza m max p(w,|@,) para limitar superiormente ij(w,|m3). Naturalmente, ad-

mitindo iguais distribuigdes a priori de w,, tem-se

y" = max max p(uw|;)

A regra do minimo é uma extens3o de (3.13) na qual maximiza-se [ [, p(w:|z;) por min, p(w:|z;),

obtendo-se

y" = max{p~ "1 (w,)min p(w,|,)}
) J

em que, admitindo-se iguais valores de p(w,), tem-se

y* = max min p(w,|z,)
t g

A regra da mediana é uma extensdo da regra da soma quando se assume iguais distribuigdes a

priori de w,. Neste caso a regra da soma torna-se a média de p(w,|x,), fazendo 7 variar para um
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grupo de m classificadores. A regra da mediana aproxima a média de p(w,|x,) pela sua mediana.
Tem-se portanto,

y" = maxmed plwi/,)

Outras regras fixas

Além das regras mencionadas até entdo, uma variedade de outras est4 relacionada na literatura
(Webb [115], Kittler et al. [69] e Xu e Krzyzak [116]). Foge ao propésito deste texto realizar uma
cobertura exaustiva sobre este assunto. Sugere-se uma leitura das referéncias supra citadas para

aprofundamento em agrupamento de classificadores baseados em regras de combinac3o fixas.

3.2.2 Métodos de amostragem do conjunto de treinamento

Um dos principais problemas envolvendo combinacio de classificadores é a existéncia de de-
pendéncia entre os mesmos. Como comentado na Se¢do 3.2.1 este é um problema particularmente
influente quando se emprega a regra do produto. De fato, se os classificadores estiverem cor-
relacionados apenas se consegue reduzir a varidncia do erro, enquanto que o viés mantém-se
praticamente inalterado. Ocorre que mesmo classificadores distintos podem ser correlacionados
se forem treinados com os mesmos dados. Uma maneira de efetivamente fazer os classificadores
discordarem é treind-los com conjuntos de treinamento distintos. Esta é a idéia dos métodos de
amostragem do conjunto de treinamento. Dois dos principais métodos nesta linha serdo discutidos

ao longo desta segdo.

Bagging (Breiman [12])

Bagging, contragdo de bootstrap aggregating, é um método de geragdo de conjuntos de
treinamentos para um dado nimero de classificadores previamente estabelecidos. A idéia consiste
em gerar conjuntos de treinamento por um processo de amostragem aleatéria com reposicao. Os
classificadores sio entdo treinados e aplica-se no combinador a regra do voto majoritario. Como
a amostragem é feita com reposi¢do, surgirdo alguns elementos replicados nos novos conjuntos
de treinamento. A probabilidade de um elemento ocorrer pelo menos uma vez em uma amostra
de tamanho n, que corresponde a propor¢do de elementos distintos na amostra, é dada por

L= {1=EP
n

1

de tal modo que, no limite, quando n — 00, espera-se encontrar 1 — e™' = 63% elementos

distintos.
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E importante observar que, se os classificadores que constituem o agrupamento forem in-
stdveis, por exemplo, redes neurais e drvores de decisdo, isto &, se respondem de forma bastante
diferenciada quando treinados com dados ligeiramente distintos, ent3o o processo de amostragem
proposto resultard em um conjunto de classificadores distintos, sendo portanto um procedimento
vélido. Se por outro lado, os classificadores forem estdveis, ex. k-NN, entdo a combinacio

resultante teria pouco efeito, j& que os classificadores tenderiam a apresentar a mesma predicio.

Boosting (Freund e Schapire [36])

O método boosting também é aplicado a classificadores baseados no mesmo espaco de car-
acteristicas. Assim como o anterior, também trata-se de um método para geragdo de conjuntos
de treinamento e utiliza-se no combinador a regra do voto majoritario. Mas, diferentemente do
método bagging, os conjuntos de treinamento nio sdo gerados simultaneamente. Neste caso
os conjuntos s3o gerados em série e para cada um deles atribui-se um peso usado no processo
de combinagdo. A regra do voto majoritario, portanto, é regida com base nas ponderacdes
determinadas no treinamento.

O método foi concebido para combinar classificadores que podem tratar entradas com pesos.
Considera-se a principio que os classificadores envolvidos sejam capazes de levar em consideragcdo
além do par ordenado padrio/rétulo — (z,,y,) — um peso associado a ele — w,. A idéia de
um modo geral consiste em, dado um conjunto de treinamento T = {(z,,v.);2 = 1,...,n}
e um conjunto de classificadores h,(x),7 = 1,...,m, iniciar um processo iterativo em que, a
cada iteracio, sejam estabelecido pesos w, para os elementos do conjunto de treinamento, seja
treinado um classificador h,(x) e seja estabelecido um peso associado ao classificador, denotado
por e,. Os pesos w, sdo estabelecidos de tal modo que seu somatdério € sempre igual a 1 em
todas as iteracoes.

O algoritmo proposto por Freund e Schapire [36], denominado ADABOOST, para classificagdo

bindria, compreende os seguintes a seguir:

. . . . . 1
e Inicializar w, com valores iguais — fazer w, = _.
e Parayg=1,...,m

— Treinar h,(x) com os dados de T e pesos w,.

— Calcular e, como

e, = E w, para os padrdes classificados erradamente
1

- Se e, > 0.5 ou e, = 0 finalizar o lago, sendo
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l1—e ~ a
x Fazer w, = w,(—-;l) para os padroes classificados erradamente.

* Normalizar os pesos de modo que Y-, w, = 1

e Classificar um padrdo desconhecido, x, considerando que h,(z) = 1 para os padrdes clas-

sificados como pertencentes 3 classe w; e h,(x) = —1, no caso contrério, calcular i como

h=3log (1 = ef)hj(m)

€
e, sendo ¢ a saida do combinado, fazer § = 1 se h > 0, ou 7 = 0, caso contrério.

Uma extensdo do algoritmo ADABOOST, denominado ADABOOST.MH, para classificac3o
de muiltiplas classes fora proposta por Schapire e Singer [101].

No caso geral, quando os classificadores n3o sdo capazes de treinar padroes com pesos, pode-
se elimina-los fazendo um processo de amostragem com reposicio, em que considera-se como
pesos a proporgdo ou probabilidade de se sortear um padrio a partir do conjunto de treinamento
original.

Segundo a literatura (Webb [115], Dietterich [30]) boosting é uma técnica que permite com-
binar classificadores que isoladamente s3o fracos, mas que em conjunto podem realizar uma boa
predicdo. Dietterich [30] apresenta resultados experimentais mostrando que, de um modo geral,
a utilizagdo de uma estratégia de combinagdo, como bagging, resulta na obtencdo de melhores
taxas de acerto que aquelas produzidas pelos classificadores isoladamente. Nos seus experimentos,
esta taxa de acerto € ainda ligeiramente maior nos casos em que fora empregado como estratégia

de combinacao a técnica boosting.

3.2.3 Combinadores baseados treinamento

As regras baseadas em treinamento formam um espectro muito amplo, especialmente pelas
contribuicdes relativas a literatura que trata da combinagdo de classificadores neurais (Rogova
[95], Hansen e Salamon [53], Hashem e Schmeiser [54], Cho e Kim [19] e [20] ). Por se tratar
de um assunto muito amplo, serd dada &nfase apenas as técnicas mais populares. Aos leitores
mais interessados, recomenda-se a leitura das referéncias anteriormente citadas e do Capitulo 8

de Webb [115], bem como das referéncias nele citadas.

Mistura de especialistas (Jacobs et al. [59] e Jordan e Jacobs [65])

A mistura de especialistas, proposta por Jacobs et al. [59] e posteriormente melhorada
em Jordan e Jacobs [65], consiste num agrupamento em paralelo de classificadores baseados

no mesmo espaco de caracteristicas. O processo de combinagdo emprega uma idéia semelhante
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Figura 3.6: Mistura de Especialistas

aquela do voto majoritdrio. Na realidade, trata-se de uma soma ponderada das saidas de um grupo
de redes neurais (especialistas), sendo os pesos obtidos através de um processo de treinamento.
Como pode ser observado pela ilustragdo da Figura 3.6, os pesos, denotados por g,, sio as saidas
de uma rede denominada gatering network (GN). Observe que se os pesos tiverem a mesma
ordem de grandeza, os especialistas agiriam como se cooperassem entre si. Neste caso, a regra
de combinagao desempenharia um papel semelhante a do voto majoritdrio. Se, por outro lado,
a ordem de grandeza de um (Unico classificador fosse demasiadamente maior que a de todos os
demais, estes agiriam como se participassem de um processo de competicdo. Esta é a idéia do
método. Aplica-se um processo de segmentagdo do espago de caracteristicas e para cada uma
destas regides um Unico especialista responde majoritariamente pela classificagdo dos padrdes nela
inseridos. Ao contrario de outros métodos que realizam segmentagao do espago de caracteristicas,
como arvores de classificagdo (Breiman et al. [11]), as fronteiras entre as regides n3o sio rigidas,
s3o suaves. Isto significa que nas regides limitrofes, especialistas vizinhos exercem influéncia no
processo de classificagdo.

O processo de treinamento, que consiste na obtengdo dos pardmetros (pesos) dos especialistas
e da porta (gate), pode ser realizado com base em um enfoque estatistico. Inicialmente considere
que os especialistas e a porta sejam redes perceptron lineares. A fim de que se estabeleca o
processo de competicdo esperado, poderia ser aplicada sobre a saida da porta a regra vencedor
leva tudo® fazendo com que o peso associado ao especialista vencedor tivesse valor unitdrio
enquanto que todos os demais tivessem valor nulo. Esta regra, embora atenda ao requisito de
estabelecer um processo de competicdo, falha por ndo possuir algumas propriedades matemdticas

desejaveis, tais como continuidade e diferenciabilidade. Sua suavizagdo, dada pela expressdo

3do inglés winner takes all
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em que v refere-se aos pardmetros (pesos) do combinador, é mais adequada. Uma rede cuja saida
é computada pela expressdo dada em (3.18) realiza um procedimento conhecido pela comunidade
de redes neurais como método softmax que, sob determinadas condicBes, aproxima a saida da
rede as probabilidades a posteriori — p(w,|x) (Bishop [7], pp 212-222). Para a comunidade de

estatistica a expressdo em (3.18) é vista como um modelo de regressio denominado regressio

9,(x) = gy(z;v) = (3.18)

logistica mdiltipla (Webb [115]), um caso particular de um modelo de regressio mais amplo e
largamente estudado pela comunidade de estatistica — o modelo linear generalizado (MacCullah
e Nelder [82]).

Considerando g(z) proporgdes oriundas de uma distribui¢do multinomial, Jordan e Jacobs [65]
modelaram a mistutra de especialistas como uma mistura de densidades, cujo valor da predicdo

— y — dado um padrédo de entrada — x — é dado por

p(ylz, @) = > gle|z, v)p,(y|e, w,) (3.19)

em que P refere-se a todos os padrdes do modelo, incluindo os pesos dos especialistas — w — e
da porta (gate) — v. Jordan e Jacobs estudaram a aplicagdo do algoritmo EM para maximizar
a fungdo logaritmica de verossimilhanga obtida a partir de (3.19) estabelecendo, desta forma,
um procedimento estatistico para obtengdo dos pesos, isto é, para realizagdo do treinamento.
Naturalmente, para ajustar o problema ao modelo dado em (3.19) é necessario admitir que as
saidas dos especialistas possam ser regidas por distribuigdes conhecidas. Tipicamente se utiliza
a distribuicdo normal quando se trata de um problema de regressdo, utiliza-se a distribui¢cao
Bernoulli para problemas de classificagdo com duas classes e a distribuicdo multinomial para
problemas de classificagdo com miuiltiplas classes.

A fim de introduzir ndo-linearidade ao modelo, uma vez que tanto os especialistas quanto
a porta s3o redes perceptron linear, Jordan e Jacobs [65] propuseram um método no qual cada
especialista é, em si, uma mistura de especialistas. Este método € denominado mistura hierarquica
de especialistas. Embora pudesse ter sido empregada uma estratégia diferente para introduzir a
nio-linearidade desejada, como o emprego de redes MLP para realizar as tarefas dos especialistas
e porta, a vantagem em usar a mistura hierdrquica de especialistas € manter uma perspectiva
uniforme do sistema de modo a poder ser empregada a mesma estratégia de treinamento, isto €,
poder ser realizada a obtenc¢do dos pesos através do algoritmo EM.

Tanto a mistura hierdrquica de especialistas quanto as redes MLP podem aproximar ao grau
de precisdo desejdvel a distribuicdo a posteriori de w, desde que se tenha um ndmero de amostras

suficientemente grande e um modelo suficientemente complexo (Bishop [7], pg. 214), o que
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sugere, na pratica, serem métodos com desempenho semelhantes. Uma das vantagens da mistura
de especialistas mencionadas por Jordan e Jacobs é sua répida convergéncia, uma vez que pode
ser empregado na fase M (maximizagdo) um método de otimizacdo de convergéncia quadratica
(método de Newton, por exemplo), comparativamente muito mais rapido que o algoritmo de
descida na diregdo do gradiente empregado no algoritmo backpropagation.

Diversas extensdes a proposicdo de Jordan e Jacobs foram propostas subsequentemente. Os
principais desenvolvimentos nesta linha foram discutidos por Waterhouse [114] no seu trabalho
de doutorado, que realiza uma apresentagao minusciosa e clara da mistura de especialistas, sua
contextualizagdo em relagdo a outros métodos e as extensdes mais importantes. Dentre estas
extensdes pode-se destacar a utilizagdo de métodos Bayesianos para obtencio dos pardmetros do
modelo, o desenvolvimento de métodos que dinamicamente realizam a expans3o ou crescimento
da estrutura hierdrquica e o de métodos que estabelecem critérios de parada antecipada a fim de

aumentar o poder de generalizagdo do sistema.

Regra baseada no formalismo Bayesiano (Xu e Krzyzak [116])

Este método se aplica a classificadores do tipo 1, baseados em um mesmo espago de car-
acteristicas e agrupados em um esquema paralelo. O método emprega valores de p(wtlyf), que
correspondem & probabilidade do padrdo de teste pertencer a classe w, dado que o k-ésimo
classificador o tenha classificado como sendo da classe w,. Como estas probabilidades sdo de-
sconhecidas, a fim de estima-las, Xu e Krzyzak [116] sugerem que estes valores sejam estimados
a partir de freqiiéncias relativas calculadas da matriz de confusdo dos classificadores. O célculo
de p(w,|y¥) € realizado como

k
N T
plwlyy) = 5 Jn - (3.20)
1 11)

L ~ . -~ o . pe 5 k

em que n{} corresponde a entrada (2, 7) da matriz de confusdo do k-ésimo classificador. Isto &, 7]

é o niimero de ocorréncias com que hy. classificou um padrao da classe w, como sendo da classe
Wy,

O método Bayesiano procura determinar a classe w, que maximiza a distribuicdo de w, dado

o estado da entrada do combinador, que corresponde ao estado do espago de saida dos classifi-

cadores. Chamando §* a saida do k-ésimo classificador, tem-se que

y* = argmax{p(wi|¢’, ..., 9", €)} (3.21)

em que £ representa um conjunto de parametros desconhecidos da distribuicdo. Assumindo a
hipétese de independéncia dos classificadores e aplicando o Teorema de Bayes sobre (3.21) tem-

se que
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p@1’ e ,ﬂml‘u.),, E)P(welf)
p(g ..., 9m|€)

P(erl6) T p(7*|wr, €)
H?:l p(9k|€)

Aplicando novamente o Teorema de Bayes a fim de expressar (3.21) em funcdo de p(w,|7%)
tem-se que

p(wilgl""ﬁﬁm’g) =

ot m o _ Plldp(@)  pwili™)p(@™)  plw)
Plrli’s -, 97, €) D€ T p@le) I p@)

H;r;lp(%lﬁ") »
[Tizi p(ws) Ples) ig:22)

O denominador em (3.22) é um fator de normalizagdo, que assegura que 1, p(w,|§*)p(w,) =
1, logo, pode ser eliminado. Utilizando (3.20) como aproximag3o de p(w,|§*) e supondo ser p(w;)

equiprovavel, define-se y* como

m
y* = argmax{] | p(w:|9*)}
£ k=1

BKS - Behavior-Knowledge Space (Huang e Suen [58])

O método BKS é similar 3 abordagem proposta por Xu e Krzyzak [116] apresentada na Secdo
3.2.3, uma vez que ambos sdo métodos que realizam combinagdo de classificadores de tipo 1,
organizados em um esquema em paralelo, e obtém uma base de conhecimento originada a partir
da aplicag3o dos classificadores sobre o conjunto de treinamento. O que os autores denominam
behavior-knowledge space é na realidade um espago que guarda informagdes sobre o desempenho
dos classificadores. Considere, por exemplo, dois classificadores, hy(-) € hs(+), cujas saidas estejam
associadas a um conjunto de n categorias. Para este exemplo o BKS associado seria uma matriz
de dimens3o n x n, em que cada linha estaria associada as predi¢des do classificador h; e cada
coluna, as predicdes do classificador hy. Cada elemento (2, 7), denominado unidade focal (focal

unit), contém as seguintes informagdes:

ny;(k) — corresponde ao niimero de ocorréncias em que um padrao da classe wy foi classificado

por h; como sendo da classe w, e como sendo da classe w, pelo classificador hs.

T,) — corresponde ao nimero de ocorréncias em que os padrdes do conjunto de treinamento

foram classificados por h; como sendo da classe w, e por hy como sendo da classe w,. Isto
& T, = ¥ ;T
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R,; — corresponde ao elemento mais representativo da unidade focal. E calculado como R, =
argznax{nzj(k)}

O critério de decisdo baseia-se nestas informagdes. Se, por exemplo, hi(z) =2 e hy(z) = 3,

consulta-se a unidade focal (1, 7) e realiza-se a seguinte decisio

v = R, seﬂj>0eﬁ%'?—)>x\ A e (0,1)
desconhecido caso contrario

Naturalmente o método pode ser aplicado a conjuntos com mais de dois classificadores sem

perda de generalidade. A utilizacdo de dois classificadores neste exemplo foi adotada para facilitar

a exposicao da idéia. De um modo geral, considerando um conjunto de m classificadores, a regra
adotada é

= B se T},.m>0e Ramlflom) 5 30 ) € (0,1)
desconhecido caso contrario

Ao propor o método, os autores ainda apresentam uma forma de obter o limiar () e realizam

uma analise estatistica do critério de decis3o adotado.

Redes Bayesianas como combinadores de classificadores (Garg et al. [43])

Os métodos desenvolvidos por Xu e Krzyzak [116] e Huang e Suen [58] empregam um método
estatistico para estima¢do da densidade no espago de saida dos classificadores. Segundo Webb
[115], podem-se ser utilizadas novas abordagens para estimar esta densidade, dentre elas o em-
prego de redes Bayesianas. O trabalho desenvolvido por Garg et al. [43] segue esta linha.
Os autores desenvolveram uma rede Bayesiana de classificadores com uma topologia bastante
simples, trata-se de fato de um classificador Bayesiano puro (Capitulo 2).

Em seu artigo, Garg et al. [43] provaram que a probabilidade da rede realizar um erro é
sempre menor ou igual ao valor minimo da probabilidade de algum classificador errar, o que

matematicamente pode ser expresso como

p(h’*(mz) #u) < mJin{p(hJ(:n,) = ya}

sendo que x,,y, correspondem respectivamente 3 entrada e saida desejada, h*(:) e h,(-), a
classificacdo gerada pela rede e pelo j-ésimo classificador, respectivamente.

Garg et al. [43] mostraram que o classificador Bayesiano puro possui uma arvore de decisao
equivalente, cujo niimero de nds de decisdo, nds folhas, cresce exponencialmente com a profundi-
dade da drvore. Para simlificar a estrutura do combinador, os autores propuseram um processo de

poda baseado em uma ordenagdo dos classificadores quanto ao erro de predicdo. Este processo
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origina a obtencdo de drvores de decis3o substancialmente mais simples que, embora ndo se-
jam &timas, por ndo serem equivalentes 3 rede que as originou, experimentalmente apresentaram

desempenho promissor quando aplicadas a classe de problemas investigado pelos autores.

QOutros métodos

Além das classes de métodos relacionados nesta se¢3o, outras formas de combinacio baseadas
em um processo de treinamento do combinador foram propostas ao longo dos Gltimos dez anos,
dentre estas vale salientar os métodos baseados em Idgica nebulosa (Cho e Kim [19] e [20] ) e

métodos basedos no formalismo de Dempster e Shaffer (Xu e Krzyzak [116], Rogova [95] ).

3.3 Conclusao

As discussdes e revisdes abordadas neste capitulo apresentam combinacio de classificadores
como uma forma de melhorar a predicdo geral de um sistema de classificacdo. Os principais
problemas relacionados com o aprendizado de classificadores foram apresentados na Secdo 3.1.
Mostrou-se que o aprendizado de classificadores obedece a um principio, denominado principio
de Occam (Johannes [62]), o qual diz que n3o se deve introduzir complexidade extra além do
necessarto, isto é, deve-se procurar um balango entre a complexidade do problema e a do algoritmo
para soluciond-lo. O algoritmo ndo deve ser tdo simples que ndo seja capaz de lidar com a
complexidade dos dados envolvidos (viés elevado), nem tdo complexo a ponto de realizar uma
superespecializac3o dos dados de treinamento (varidncia elevada), Figura 3.7. A combinagdo
de classificadores contribui para encontrar uma solugdo de compromisso entre viés e varidncia

distribuindo a complexidade do método de aprendizado entre vérios classificadores.

Total

- Varidncia

Erro

Complexidade
Figura 3.7: Dilema viés-varisncia (adaptado de Johannes [62])

No Capitulo 4 serd discutido em maior profundidade a idéia do método propesto, que con-
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siste em obter um agrupamento em que os classificadores sdo adicionados progressivamente de
acordo com a complexidade do problema. Desta forma procura-se encontrar um equilibrio entre
a complexidade do problema e do sistema de classificagdo. Os classificadores obtidos sdo entdo

combinados por meio de uma rede Bayesiana.
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Capitulo 4
Metodo pfoposto — teoria

Este capitulo apresenta o método de combinac&o de classificadores utilizando redes Bayesianas.
Realiza-se uma abordagem de alto nivel focada nos aspectos teéricos envolvidos. A abordagem
destes assuntos se desenvolve em duas partes principais: na descricio do método de particiona-
mento do espaco de atributos, que consiste na fase de criagdo de novos classificadores, e na
obtencdo da rede Bayesiana, criada para combinar suas saidas a fim de gerar uma predicdo tnica.
Apresenta-se um método de obten¢do da rede Bayesiana adaptado para o tipo de problema em
foco e discute-se duas diferentes variagdes dos algoritmos de inferéncia e aprendizado, o que gera
quatro diferentes variagdes do método de combinagio de classificadores proposto.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: a Segdo 4.1 discute o algoritmo de segmentacio
do espac¢o de atributos; a Se¢do 4.2 discorre sobre o sistema de tomada de decisio, que consiste na
utilizagdo de uma rede Bayesiana como um combinador baseado em treinamento e na Segio 4.3

encerra-se o capitulo com conclusGes e discussdes gerais.

4.1 Segmentacao do espaco de atributos

Alguns métodos conhecidos como CART (Breiman et al. [11]), MARS (Friedman [39]) e
mistura de especialistas (Jordan and Jacobs [65]) sdo baseados em um particionamento recursive
do espaco de atributos. O principio comum que apoia estes métodos € o de dividir para conquistar.
Dividir para conquistar é uma técnica que procura resolver um problema complexo pela sua
decomposicio em instancias menores, resolvendo-as sucessiva e independentemente e combinando
adequadamente as solu¢Bes parciais para obter a solu¢do do problema original.

Este capitulo apresenta um método para particionar recursivamente o espago de atributos
que, tal como na mistura de especialistas, promove um particionamento suave (soft partition-
ing), isto &, as parti¢des criadas possuem um pequeno entrelagamento de tal modo que um dado
padrio pode pertencer a mais de uma partigdo. O esquema de particionamento pode ser de-

scrito brevemente como a seguir: primeiro um classificador € treinado com todo os elementos do
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conjunto de treinamento; se os padrdes sio aprendidos apropriadamente o processo se encerra;
caso contrario, novos classificadore sdo criados para reconhecer o espaco nas vizinhancas dos
padrdes ndo aprendidos. Se alguns dos conjuntos usados para treinar os novos classificadores
ndo sao aprendidos apropriadamente, os mesmos serSo particionados, Este processo é repetido
recursivamente até que nenhum particionamento possa ser realizado. A Figura 4.1 ilustra como

este processo pode ser realizado, admitindo-se que o espago de atributos seja um subconjunto de
R? e que o classificador global seja linear.

Padrdes nao aprendidos
/

1.0
0.5
0.0 \
-05 . -7 Fronteira estabele-
/- - . ke cida por classifi-
1.0 : cador linear
=3.50 /-1.75 0.00 1.75 3.50

Particdo do espaco de atributos

Padrdes da classe wy

E Padrdes da classe wy

Figura 4.1; Simulag3o de particionamento em IR” C R?

O treinamento dos classificadores acima descrito assemelha-se ao realizado em métodos de
reamostragem do conjunto de treinamento denominados “Arcing” (Adaptive Resampling and
Reweighting) (Duda e Hart [33)), que procuram fazer com que classificadores baseados no mesmo
espaco de atributos difiram entre si treinando-os com subconjuntos diferentes. O método Boost-
ing (Freund e Schapire [36]), por exemplo, também estabelece que novos classificadores sejam
treinados com padrdes ndo aprendidos pelo classificador anterior. Entretanto, ao contrario deste,
o método aqui proposto nio é limitado a um numero pré-estabelecido de classificadores e, além
disto, define efetivamente um conjunto de parti¢des que caracterizam o espago em que estes
classificadores s3o treinados e testados.

Diferentemente do que ocorre em métodos como CART e MARS, as particdes obtidas nao

cobrem coletivamente todo o espaco de atributos mas apenas os volumes com maior erro de
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classificagdo, ja que elas séo vizinhancas em torno de padrdes nio aprendidos.
Por convenigncia, a notagdo empregada neste texto aproveitars parte daquela empregada na

literatura que descreve métodos que realizam particionamento de R”, tal como Friedman [40] e
Peng e Bhanu [89]).

Definicao 10 (Particdo) Uma partigdo, denotada por R,, C RP é uma regi3o caracterizada

por sua forma s, (), expressa pela Equagdo (4.1), e pelo seu centro U,

Sm(a) = avewERm(iat(m - um)')a (4'1)

sendo & um vetor unitdrio em RP e ave(-) a fungdo média.

A expressdo {4.1) é uma representacdo genérica para a forma de uma particio. Sua forma é
mais expandida ou mais contraida em uma direcdo o se, na média, a proje¢io de © — u,,, nesta
direcdo for mais ou menos acentuada.

No método proposto, a forma de R, deve ser regida pela fung3o de predigdo f(x), sendo mais
targa onde f(x) e sua aproximagio h(x}, gerada pelo classificador, discordam mais intensamente.
A adog¢do deste principio implica na criacdo de novos classificadores especializados em resolver
os casos nao aprendidos pelo classificador original. Por serem treinados em uma vizinhanga do
espago de atributos, o erro entre h{x) e f{x) para cada classificador focal deve ser inferior aquele
calculado para o classificador original. Nas secdes seguintes € apresentada em maiores detalhes
a estratégia usada para criar particdes pequenas e que ao mesmo tempo favoregam a criag3o de
um combinador preciso e robusto, isto é, que possua uma elevada taxa de reconhecimento, e seja
pouco sensivel a variabilidade amostral existente no conjunto de treinamento. As secdes 4.1.1 e
4.1.2 explicam respectivamente como obter w,, e a forma de R, e a Secdo 4.1.3 apresenta o

algoritmo de particionamento proposto.

4.1.1 Obtenc¢ao de u,,

Como as parti¢Bes sdo criadas sobre os padrdes n3o aprendidos pelo classificador original, u,,
deve escolhido em uma vizinhanga com a maior quantidade possivel destes padrdes. Natural-
mente, qualguer procedimento de busca envolvendo uma contagem por padrdes em uma dada
vizinhanga implica em um elevado custo computacional, o que justifica a adogdo de uma solugdo
heuristica. Admitindo-se que as maiores concentracdes de padrdes n3o aprendidos estejam lo-
calizadas nas imediacdes das fronteiras entre as regides discriminantes de cada classe, a escolha
de u,, deve favorecer 3 escolha de padrdes préximos a uma fronteira. Como € requerido que as
safdas dos classificadores sejam probabilidades, as regies de fronteira, que sao regides associadas

a uma classificacdo dibia, sdo bem caracterizadas pela entropia no espago de saida dos classifi-
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cadores. Portanto, a obtencdo de u,, pode ser estabelecida pela seguinte regra de maximizagao
da entropia:

Uy = argmax{— Z h(z)Inh,(z)} (4.2)
zeM i
sendo M o conjunto de padrdes ndo aprendidos pelo classificador original.

A escolha do elemento de maxima entropia pode ser executada rapidamente e tende a originar
particdes com um nimero elevado de padrdes n3o aprendidos pelo primeiro classificador, como
avaliado experimentalmente em testes discutidos na Secdo 5.3. Alternativamente, outro critério,
como o erro médio quadratico, pode ser usado ao invés da entropia, com a desvantagem de
poder conduzir a selecdo de elementos expurios (outliers). Um elemento explirio, caracterizado
por ser uma ocorréncia isolada e deslocada do centro da classe 3 qual pertence, possui elevado
erro médio quadrético. Entretanto, por estar distante da fronteira, tende a possuir baixa entropia.
A entropia, por conseguinte, possui a propriedade desejdvel de ser pouco suscetivel a influéncia de
elementos expirios. Esta propriedade estd ilustrada nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b). Neste exemplo,
construido com dados simulados, R? ¢ R? e h(zx) é uma fungio discriminante linear. Observe
que os elementos de mais alta entropia, por estarem localizados nas imediagdes das fronteiras de
separacdo, tendem a estar préximos a um nimero maior de padrdes ndo aprendidos, o que ndo
se verifica com a superficie gerada pelo erro médio quadrético, que possui picos nas imediagoes

de elementos explrios.
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Elementos expiirios

Fronteira de h(z)

Fronteira de f(x)

(a) Isolinhas de distribuic3o da entropia

Elementos expiirios

Fronteira de h{x)

Fronteira de f(x)

(b) Isolinhas de distribuicéo do errc médio quadratico

Figura 4.2: DistribuicGes da entropia e do erro médio quadratico no espago de atributos
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4,1.2 Identificacdo de s..(a)

A forma de R, é tanto melhor quanto mais eficiente for em identificar os padrdes em torno
de wuy, Gue necessitem ser submetidos a um novo ciclo de treinamento. Em um espaco de
grande dimensdo mesmo que u, esteja localizado préximo a muitos padrdes n3o aprendidos, ele
também pode se localizar préximo a muitos que tenham sido aprendidos, pois o espaco ao seu
redor se prolonga em muitas direcdes. E desejavel que sy, (a) se estenda somente nas direcdes dos
padroes ndo-aprendidos. Para identificar estas dire¢des utilizou-se o erro médio quadratico que,
como demonstrado nos Lemas 1 e 2 a seguir, possui a propriedade de identificar se um padrio
foi ou ndo classificado corretamente quando a saida do classificador é uma aproximacéo de uma

distribuicdo de probabilidades.

Lema 1 Seja h(:) : R® —» IR™ um classificador que aproxime uma distribuico de probabilidades,
sefa y = h(x) a saida produzida, isto €, y =< y1,... . ym > comy, > 0e> " v, =1 e sga

t ¢ IR™ 5 saida desejada, entdo, tem-se que um padrio x € corretamente classificado sempre

05

que mse(xT) < =

Prova:

Por conveniéncia, assuma que a classe de x seja w,, entdo, como se trata de um problema
de classificacio, o vetor ¢ possui todas as componentes nulas exceto a Ultima em que t,, = 1,
t =< 0,...,0,1 >. Observe que y,, > 0,5 implica que x foi classificado corretamente pois
por hipétese > =y, = 1, com y, > 0, » = 1,...,m. Em outras palavras, se y, < 0,50
padrido x pode ter sido classificado corretamente ou ndo, entretanto, se y, > 0,5 seguramente
a classificagao terd sido correta.

Considerando que x tenha sido corretamente classificado entd3o tem-se que

1 m
mse(x) = ~ Z(t1 -u)?
i=1

m-—1
= %ny—i—(l—ym)?, com ym > 0,5 (4.3)
1=1

O vetor v que maximiza (4.3) possui a m-ésima componente igual a 0,5 pois para qualquer
outro valor os dois termos somados em (4.3) s3o simultaneamente minimizados. Portanto, para
obter uma expressio que maximize o erro médio quadrdtico quando x € classificado sem erro é
necessario obter um vetor y tal que o primeiro termo em (4.3) seja maximizado sujeito a restricio

Zf:{l y, = 0, 5. Isto &, deve-se resolver:
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Y
Observe que, como y > 0, entdo > 32 <

(=)

m—1

max Z y?

=1

S.da.
m-—1 (4'4)
$=0,5
1=1
>0
(2 y1)2 pois
= Y B +2) > uy, (4.5)
1 11>
> > g2 (4.6)

Dado que (Z:’;’ll v,)? = 0, 5% ent3o 2 igualdade em (4.6) ocorre somente se Jy, = 0,5; 7 =

1...m —1, logo, o problema possui mais de uma solu¢do étima. Entretanto o valor maximo do

erro médio quadrdtico para um padrdo corretamente classificado é tinico e igual a:

TR
max mse(x) = L AL = 20,5 = Q—S: (4.7)
{z]cls(z)=wm} m g : m m
0 0
- e L 0’ 5 .
em que cls(x) denota a classe de um padrdo = e || - || a norma de um vetor. g

Lema 2 Sejah(-) : R" — R™ um classificador que aproxime uma distribuic3o de probabilidades,

seja y = h(x) a saida produzida, isto é y =< y,...

Ym > comy, > 0ed "y, =1 eseja

t € R™ a saida desejada, entdo, tem-se que um padrdo x é classificado com erro sempre que
p

mse(z) > L.

Prova: Considerando a notagdo empregada na prova do Lema 1, pode-se afirmar que z é classifi-

cado com erro sempre que ¥, < 1/m. Entdo, dado que x tenha sido classificado incorretamente,

o erro médio quadratico obtido é dado por

mse(x)

1 m
;’L— Zl(ti - yt)g

m—1

1 1
-1 21 y; + (1= ym)?, com ym < —
1=



Observe que (4.8) é minimizado quando v, = 1/m pois, para qualquer outro valor, os dois
termos somados sdo simultaneamente maximizados. Portanto as componentes do vetor y que

minimizam o erro médio quadratico quando  é classificado incorretamente satisfaz

m—1
s 2
min v,
1=1

S.a.
m-—1 (49)

y=20

Considere que y, =k+¢,21=1,...,m—1,0< k < 1constantee 3 ¢, = 0. Segue-se que

Yot = (k+ea)+...(k+em)? (4.10)

= ) K+ 2ke+ >y € (4.11)
- Treya o
> ) K (4.13)

Portanto a solugdo que minimiza Y 2 sujeito as restri¢des do problema (4.9) é dnica e dada
por y; = ... = Ym-1. Como as componentes ¥ ...Ym—1 S0 iguais e Y, = $ e como por

hipétese >y, = 1 tem-se que y =< y, >, ¥, = —};,z = 1...m. Para este caso o de mse(x) é

dado por
- = 9 i
1
0 | m
1|0 = 1m-—1
min  mse(x) = — R = —— (4.14)
{zlcls(z)Fwm} m : m m
1
0 —
1
L Jd L m
O limiar -}E pode ser adotado como caso limite, isto é, lim,, . {zlclsr?mi}n#wm}mse(m) = #
O

Com base na propriedade apresentada no Lema 1, a estratégia para delinear a forma de R,,

pode ser estabelecida como:
0.5
R, ={z| | — um| <rAmse(z)> vTT} (4.15)
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sendo 7 o raio de uma hiperesfera em IR” com centro em ., usada para definir uma vizinhanca,
Nos experimentos realizados o valor de r foi estabelecido como sendo a distancia média de wu,,
ax € M, em que M denota o conjunto de padrdes ndo aprendidos em R. Este procedimento
favorece a ocorréncia de um entrelacamento entre fronteiras de particdes adjacentes.

O critério do erro médio quadratico origina uma regra simples e eficiente para definir a forma
de Ry, contribuindo para uma répida convergéncia do processo de treinamento por isolar efe-
tivamente os padrdes que necessitam de um novo ciclo de treinamento para serem aprendidos.
Entretanto, o erro médio quadrdtico é bastante suscetivel & presenca de elementos expiirios,
o que favorece a criagdo de particdes com prolongamentos indesejaveis. Uma forma de mini-
mizar este problema consiste em relaxar o critério de inclusdo de um padrdo em R,,, dado pela
Equagdo (4.15), admitindo-se um nimero maior de padrdes ja aprendidos nas novas particdes
criadas.

4.1.3 Algoritmo de particionamento

O algoritmo de particionamento € apresentado como

Algoritmo 1 (Particionamento do espaco de atributos)

Particionar(R, h)

R : Regido

h : Classificador (Hipétese)

M : Conjunto de exemplos néo-aprendidos
M  {z|h(z) # cls(z)}
enquanto M # 0

Ay, = arg%ax{— > h(z)Inh,(x)}

para todo z € R
se (||z — um|| < r Amse(z) > 7)entdo R, — R, U{z}
M = M\ R,

Observe que o particionamento proposto origina uma arvore, de modo similar ao que ocorre
com métodos como CART e mistura hierdrquica de especialistas. Entretanto, diferentemente
daqueles, o nimero de filhos de cada né nao € uma constante. Na drvore originada deste parti-
cionamento, Figura 4.3, chamada diagrama de classificadores, cada né corresponde a uma regido
e a um classificador distintos. O classificador global associa-se ao né raiz e os classificadores
locais associam-se aos nds descendentes. Na Sec3o 4.2 serd discutida a construgdo do sistema

de tomada de decisio a partir do diagrama de classificadores.
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Figura 4.3: Diagrama de classificadores

4.2 O Sistema de tomada de decisiao

O sistema de tomada de decisdo é de fato um combinador de classificadores que funde as
predigcdes elaboradas por classificadores locais e global em uma predicio tinica. Este combinador
é uma rede Bayesiana obtida a partir do diagrama de classificadores originado pelo processo de
particionamento do espaco de atributos. Nas Se¢Ges 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 apresentam-se proced-
imentos para realizar o aprendizado da estrutura e pardmetros (probabilidades condicionais) e

realizagdo de inferéncia de uma rede Bayesiana orientada em func3o do problema.

4.2.1 Obtencao da estrutura da rede

Uma rede Bayesiana pode ser vista como um sistema especialista em que as regras da base de
conhecimentos s3o definidas no grafo subjacente. Uma implicagdo do tipo SE A A B ENTAOD C
pode ser associada a um grafo como o ilustrado na Figura 4.4. Neste caso, os valores verdade de A
e B, quantificados numa escala continua entre 0 e 1, contribuem para formagdo do valor verdade
de C. A intensidade com que estas quantidades se somam é ponderada pelas probabilidades
condicionais envolvendo os nés pai e filhos. Esta analogia pode ser facilmente transportada para o
problema de combinac¢&o de classificadores. Um né tomador de decisdo combina as contribui¢des
provenientes de nés folhas, representando classificadores, ponderando-as pelas probabilidades

condicionais que s3o aprendidas com base em um histérico de casos observados.
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Aprendizado

P——
Observacdes T

Rede obtida

C A B
1 1 1
1 1 1 Bp ﬁ{ P{0)
O 0 ¢
0 0 1
0 1 0
0 1 0

P{0(0)

Bp —
0 0 0 P{O|1)
00 0 P{li1) ,
oy -~ -~

0 1 0
11 1 AANB=C

{a) Aprendizado

™ Bel(C) = {0,755, 0,245)

7 | 7
r I
P(y={0.1. 0.9}  P()=1{0,9 0.1}

{b) Inferéncia

Figura 4.4: Implementagdo de uma regra de decisdo em uma rede Bayesiana

O diagrama de classificadores gerado na etapa de particionamento do espaco de atributos
orienta a aquisicao de Byg. Os classificadores, que fornecem uma estimativa individualizada sobre
a classificacdo de um padréo, sdo associados a nds folha. Os nés de combinagio, que sumarizam
os resultados de varios classificadores, sio associados a nds ndo-terminais. A fim de preservar a
estrutura hierdrquica existente no diagrama de classificadores pode-se fazer a introdug¢do de um
né nio-terminal para cada nivel do diagrama. Este procedimento leva a geracio de uma rede

Bayesiana que é na realidade uma arvore, formadada pela introducao de noés nao-terminais a cada
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nivel do diagrama de classificadores, Figura 4.5.

diagrama de classificadores

rede bayesiana

Figura 4.5: Construcio da rede Bayesiana

4.2.2 Obtencdo das probabilidades condicionais

Uma vez obtida a estrutura da rede, as relagdes de adjacéncia passam a ser conhecidas, per-
mitindo a estimagao das probabilidades condicionais. Estas probabilidades s3o estimadas com
base em valores observados em uma base de casos contendo ocorréncias simultineas de instan-
cias de nds filho e pai. Como o sistema é formado por um conjunto de classificadores localmente
especializados, para um dado padrdo de treinamento apenas algumas observacdes sdo realizadas,
ja que o classificador nao avalia um padrdo fora da particdo em que estd definido. A base de
observagdes, portanto, € incompleta. Os métodos estuados no Capitulo 2 para tratar com incom-
pletude sdo caros computacionalmente e por esta razio ndo se aplicam ao problema particular
tratado neste trabalho, pois a ocorréncia de valores ndo observados é muito freqliénte em todas
as tuplas da base de casos. Adotou-se portanto uma solugdo heuristica. Uma vez que os classi-
ficadores mais especializados sdo mais precisos, ja que foram criados para resolver os casos ndo
aprendidos pelo seu ancestral, ao realizar a classificagdo de um padrdo de teste, a contribuigao
destes classificadores deve ser mais influente na tomada de decisdo final. Na pratica este principio
é implementado fazendo com que as matrizes de probabilidades condicionais dos nés mais espe-
cializados possua baixa entropia. A fim de obter Bp com esta caracteristica, o preenchimento das
observacdes também foi feito com os valores dos objetivos. Esta estratégia certamente favorece a
obtencdo de Bp com baixa entropia nos nds mais especializados visto que a observagao associada
ao né ancestral, que é necessariamente um né de decisdo, também € atribuida ao objetivo do
padrdo de treinamento.

Como apresentado no Capitulo 2, a estimagdo de 6, = p(zw|pa,,, D), também chamado
pardmetro da rede Bayesiana, isto é, a probabilidade de que X, = z,; dado que o estado de seu
ancestral seja Pa, = pa,,, quando ha disponivel uma base de casos completa D e sob a hipdtese

de que © seja Dirichlet(8) com pardmetros v, ..., Vn_1 € dada por
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Vg + Sk

913;: = p(z,k|paw, D) = m (416)

sendo N = )", v, e s igual ao niimero de ocorréncias de pa,; entre M tuplas observaveis em
D.

A Equagdo (4.16) ¢ usada para calcular os pardmetros de uma rede Bayesiana qualquer.
Neste trabalho apresenta-se um procedimento ligeiramente diferente para calcular 6., quando z,
€ um nd associado a um classificador, isto é um né folha, visto que neste caso pode-se tratar
com valores amostrados diretamente da distribuicio de ®. Esta adaptacdo do procedimento de
aprendizado de Bp estd comentada a seguir.

Sejam X, e X, varidveis aleatérias e Pay = X,. Para simplificar a notacdo, assuma sem
perda de generalidade que X; e X, sejam varidveis binarias. Se X, é um né folha, a base de casos
contera observagdes sobre instancias de X, e da probabilidade de X, dado X, j& que um né
folha associa-se a um classificador. Considere a representacdo para esta base de casos ilustrada
na Figura 4.6.

Rede Bayesiana

Base de casos @

I{ P1($21|Ii) P1(3322|I%)

I? PQ(I21|I%) P2($22|If)

¥ pM(za|z}) pM(zae|zif)

L - Y
&)

Figura 4.6: Representacdo matematica da base de casos de uma rede Bayesiana com dois nés

Assumindo que ©, seja beta(f; ;) ! e que B, seja o limite de uma uma freqiigncia relativa
com uma contagem infinitamente longa, isto é, chamando mj; a freqiiéncia em que X3 = zo e
X, =z, na c-ésima tupla da base de casos, entdo

c

C = 1 mk]
P (I2k|3313) = ml_l}lw =

(4.17)

com m = m§, + m§,. De acordo com esta notagéo a base de casos pode ser reescrita como

1A distribuicdo beta € um caso particular da distribuicdo Dirichlet, ocorre quando o nimero de argumentos

da distribuic3o Dirichlet é igual a dois
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#11 my, mi
2 2
In mi Mg
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sendo M} o nimero de tuplas em D em que X; = zy;.

De (4.16) segue-se que

M

_ wetmp 4+ mi .+ myt

To)| L1 = lim 2
P(Zak[z1;) m—oeo N4+m+m+...+m

1
= M sz(:ﬂzkll‘lj) (419)

A Equagdo (4.19), usada para calcular Bp nos nés terminais, mostra que o valor estimado de

6., para estes nés pode ser aproximado pelo valor médio da freqiiéncia relativa de z.x|pa,, em
.

4.2.3 Calculo de inferéncia

Neste trabalho, a estrutura da rede usada para realizar o agrupamento de classificadores é
uma arvore, tratando-se, portanto, de um caso particular de um grafo unicamente conectado, o
que torna possivel a utilizagdo de um algoritmo de inferéncia exato. Foi utilizado o algoritmo de
propagac3o de probabilidades apresentado no Capitulo 2.

O célculo da inferéncia corresponde a realizacdo de um teste, apds a fase de aprendizado ter
sido concluida. Quando um padr3o de teste é apresentado a rede, os nds associados as partigdes
em que ele se localiza propagam mensagens A que culminam na atualizagdo do vetor de crenca
do né raiz. O resultado de sua classificacdo é obtida pela avalizac3o deste vetor, visto que o né
raiz € o né de decisdo de mais alto nivel.

A introducio de informacdo na rede, que desencadeia o processo de inferéncia, pode ocorrer de
duas formas possiveis: como valores discretos ou como probabilidades. No primeiro caso, a saida
de um classificador é usada para modificar o vetor A do né terminal associado tornando todas
componentes nulas, exceto aquela associada 3 classe com maior probabilidade. Esta abordagem
tem o efeito de tornar o estado do né conhecido, isto é X, = z,, Figura 4.7(a), pois pela

Equagdo (2.4) segue-se que

MX,) =<0,...,0,1,0,...,0 > = BEL(X,) = AX,) (4.20)
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No segundo caso, a saida do classificador é atribuida ao vetor A do né tal como ele é. O
estado do nd, entdo, n3o passa a ser conhecido, entretanto, seu vetor de crencas é modificado e
tende a reproduzir a mesma distribui¢do do vetor A, desde que seu vetor 7 assegure probabilidades
aproximadamente iguais para cada possivel estado. Esta abordagem é equivalente 2 introdugio
de evidéncia em um nd vazio (dump node), Pearl [87]. Um né vazio é instanciado e propaga
para seu unico ascendente uma mensagen A igual a saida de um classificador. Ao receber esta
mensagem o né terminal recalcula seu vetor A pela Equagdo (2.8), o que equivale a torné-lo igual

a safda do classificador, visto que um né terminal possui apenas um falso descendente: o né

vazio, Figura 4.7(b).

mensagem A
s e g

P il
nd com estado i

conhecido ‘\*{ A(X,) =<0,...,0,1,0,...,0 >

(2) Modelo discreto

mensagens A

~
A .""'—-)-./
~

“
"4
né vazio (dump

S
S
de) mhaa é
node ==
~ = né com estado

L

conhecido

(b) Modelo baseado em probabilidades
Figura 4.7: Modelos de inferéncia avaliados

A segunda abordagem lida com informagdo quantitativa do grau de confianga associado a

cada um dos estados do né. Esta informacdo é dominante quando a distribuicio de Bp no né
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raiz € aproximadamente uniforme pois, neste caso, as diferencas entre as componentes do vetor )\

contribuem fortemente para a formagdo do vetor de crenca do né. Esta propriedade é explorada
em diversas situag¢des praticas no Capitulo 5.

4.3 Conclusao

Este capitulo apresentou as principais idéias relacionadas com o método proposto, que sio:
o processo de particionamento do espaco de atributos e a combinagdo de classificadores por
meio de uma rede Bayesiana. Na etapa de particionamento do espaco de atributos procurou-se
tirar proveito da bem conhecida premissa de dividir para conquistar, que também apoiou diversos
outros métodos na drea de classificagdo de padrdes. Um aspecto original da proposta estd no
fato de que o nimero de partigdes criadas ndo é estabelecido a priori, ele varia conforme o grau
de dificuldade existente em se tragar as fronteiras de separacdo entre as classes. Outro aspecto
original, pelo que se péde observar no levantamento bibliogréfico realizado, estd na forma como
se estabeleceu a forma das partigdes, que se entrelagam e se extendem na direc3o dos padroes
ndo-aprendidos. Métodos como boosting também sdo voltados aos padrdes ndo-aprendidos mas,
ao contrdrio deste, o método aqui proposto lida com um conceito de vizinhanca de modo que se
considera, além do resultado de uma classificacdo anterior, a proximidade em relacdo ao centro
da particdo.

O emprego de rede Bayesiana como agrupador de classificadores da forma como apresentada
constitue também contribuigdo original do trabalho. O emprego do classificador Bayesiano, caso
particular de uma rede Bayesiana, ja havia sido investigado em trabalhos anteriores, como em
Garg et al. [43]. Diferentemente do classificador Bayesiano, a rede que forma o método proposto
possui uma estrutura mais complexa e n3o requer, por exemplo, que todos os nés associados a
classificadores sejam instanciados, tendo em vista que as evidéncias apresentadas variam de acordo
com o padrdo de teste. Padrdes localizados préximo as fronteiras entre as classes sdo passivos
de serem classificados por mais de um classificador, logo instanciam mais de um né. Padrdes
localizados em regides distantes das fronteiras geram evidéncia em apenas um né da rede.

Devido 3 estrutura particular da rede Bayesiana e ao tipo de problema abordado, os pro-
cedimentos de aprendizado e inferéncia puderam ser adaptados a fim de tratar as saidas dos
classificadores como probabilidades, gerando duas variagbes do procedimento de aprendizado e
duas variacdes do procedimento de inferéncia o que resulta em quatro variagdes do sistema de

tomada de decisio como um todo.
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Capitulo 5
Método proposto — avaliacao

Este capitulo trata de aspectos praticos relacionados com o método proposto. Procura-se
avaliar experimentalmente seu comportamento considerando diversos aspectos tais como: a uti-
lizagdo do erro médio quadrdtico ou da entropia como critério para definigdo de s,,(a), quais
classificadores utilizar e como configurar seus parametros e a influéncia das adaptagdes apresen-
tadas no Capitulo 4 sobre o procedimento de aprendizado e inferéncia da rede Bayesiana.

O estudo experimental se apoiou em algumas bases de padrdes do repositério de aprendizado
de maquina da Universidade da California em Irvine (Blake e Merz [8]). Estas bases s3o tradi-
cionalmente utilizadas pela comunidade de aprendizado de maquina, apresentam diferentes graus
de complexidade e possuem especificidades, como ser ou ndo uma base completa e guardar uma
relacio hierdquica implicita entre os atributos (o que a torna apropriada para métodos baseados
em segmentacdo), dentre outras. Particularmente, procurou-se realizar uma avaliagdo do método
proposto nao direcionada a uma aplicagdo em particular. Esta avaliagio mais ampla, contemp-
lando um universo maior de aplicagdes, possibilitou identificar mais precisamente as vantagens e
as limitacdes deste método.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: a Secao 5.1 descreve as bases de padrbes
utilizadas, a Se¢3o 5.2 discorre sobre os classificadores que compdem o método e os parametros
usados em sua construcdo, a Secdo 5.3 avalia experimentalmente o processo de particionamento
proposto, a Secdo 5.4 realiza uma avaliag3o sobre o sistema de inferéncia e a Secdo 5.5 encerra

o capitulo com discussdes e conclusdes gerals.

5.1 As bases de padroes utilizadas

O repositério de aprendizado de mdquina da Universidade da Califérnia em Irvine possui
dezenas de bases de padrdes, a maior parte com permiss3o de acesso piblica, coletadas a partir
de diversas fontes sendo associadas a muitos problemas distintos, tais como: reconhecimento de

caracteres on-line € off-line, reconhecimento de casos clinicos, andlise de crédito, jogos (como
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Tabela 5.1: Dimens3o das bases avaliadas

Base de padrdes | Nimero de casos (x10%) | Niimero de atributos | Niimero de classes
Adult 45,22 14 2

Letter 20 16 26

Musk 6,59 166

Nursery 12,96 8

Pageblocks 5,4 10

Pendigits 10,99 16 10

xadrez ou jogo-da-vetha) etc. Muitas destas bases s3o bastante pequenas, com apenas algumas
centenas de instdncias para treinamento e testes, enquato outras, maiores, s3o incompletas. Os
formatos adotados ndo sdo uniformes, ha atributos nominais (ex. proper, less_proper, improper,
t, f), atributos continuos e discretos com intervalos de variagdo bastante irregulares. Apesar
das disparidades existentes, todas contém padrdes pré-processados e todos os atributos e classes
sao bem documentados, o que demanda apenas que seja realizada uma etapa preliminar para
condicionar os dados ao formato de entrada do sistema. Portanto, ndo € necessario realizar
extrac3o de caracteristicas de modo a melhorar a separabilidade entre as classes ou minimizar o
nimero de atributos, visto que neste capitulo chjetiva-se realizar exclusivamente uma avaliagdo do
método de classificacio proposto sem que exista preocupagdo com o pré-processamento do vetor
de atributos, mas é necessario converter as entradas nominais em nimeros e limitar a amplitude
dos atributos numéricos a fim de serem utilizados por uma rede neural sem introduzir problemas
de instabilidade numérica.

Ao selecionar as bases deste repositério procurou-se identificar aquelas com nimero de in-
stncias disponiveis maiores do que 4000 e menores do que 50000. A Tabela 5.1 apresenta as
dimensdes das bases utilizadas nos experimentos realizados neste capitulo, discutidas brevemente

a seguir.

Adult Esta base contém dados demograficos extraidos do Censo do governo dos Estados Unidos.
Ha 45222 instincias sem valores ausentes, das quais 30162 sdo usadas para treinamento
¢ 15060 usadas para teste. Os conjuntos de treinamento e teste sdo disponibilizados em
separado. O objetivo é classificar a renda anual de um individuo em uma das duas categorias:
superior ou menor ou igual a US$ 50000, 00. Os atributos mensurados misturam valores
nominais tais como sexo, estado civil, pais de origem, etc., com valores continuos como
ntimero de horas de trabalho por semana. A taxa de acerto relatada na documentagao

desta base situa-se em torno de 86%.
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Letter Esta base é formada por 20000 vetores de caracteristicas extraldas de imagens de carac-
teres manuscritos. Na documentagdo que acompanha a base sugere-se que sejam usadas
as primeiras 16000 amostras para treinamento e as 4000 (ltimas para teste. As classes
dos padrdes associam-se as 26 letras do alfabeto inglés e os atributos a 16 caracteristicas
extraidas de imagens de varredura do caracter. Na documentaciio desta base hd uma refer-

encia a um artigo publicado em 1991 (Frey e Slate [38]) que obteve uma taxa de acerto

um pouco acima de 80%.

Musk Esta base contém 6598 padrdes dos quais foram escolhidos aleatoriamente 80% para
treinamento e 20% para teste. Os vetores de atributos sio formados por 166 caracteristicas
relacionadas a mensuragdes de distincia (em centésimo de Angstron) usadas para medir
moléculas.  Os aigoritmos de classificacdo devem classificar as medidas que formam o
vetor de atributos em uma de duas classes possiveis, que s30; musco e n3o-musco. Na
documentacdo que acompanha a base, reporta-se uma taxa de acerto de 91%, em Singh

[103] reporta-se uma taxa de reconhecimento de 93, 56%.

Nursery Esta base foi obtida a partir de questionario de um modelo de decis3o hierdrquico. Ha
oito atributos nominais, cinco classes e 12960 instancias das quais escolheu-se aleatoria-
mente 10368 para treinamento e 2392 para teste. Em Singh [103] cita-se uma taxa de

reconhecimento de 94, 88%.

Pageblocks Base de padroes designada para testar diferentes métodos de simplificacdo para
arvores de decisdo. O problema consiste em identificar o conteiddo de um bloce extraido de
uma imagem de documento. O bloco pode ser classificado em uma das cinco categorias:
texto, traco vertical, traco horizontal, imagem ou grafico. O conjunto de atributos envolve
dez mensuracOes tais como altura, largura, percentual de pontos pretos, drea, dentre outras.
Ha 5473 instancias das quais se utilizou 4378 para treinamento e 1095 para teste, escolhidas
aleatoriamente. Em Singh [103], foi obtido taxa de reconhecimento de 96,09% para esta

base.

Pendigits Esta base é formada por 10992 padrdes distribuidos em dois conjuntos separados:
um conjunto de treinamento formado por 7498 elementos € um conjunto de teste com
3498 elementos. O problema consiste em realizar a classificacdo de uma padrdo obtido
por mensuracdes da escrita on — line de digitos. Ha 16 atributos inteiros variando na
faixa 0...100 e 10 classes, correspondentes aos digitos 0...9. Na documentagdo que
acompanha a base reporta-se uma taxa de reconhecimento de 97, 74% obtida pela utilizagdo

do método 1 — NN utilizando-se come medida de similaridade a dist3ncia euclidiana.

Verificou-se experimentalmente que a distribuicdo dos padroes por classes exerce alguma

influéncia no desempenho do método proposto, sendo assim, a fim de subsidiar a interpretagdo dos
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resultados que serdo apresentados ao longo deste capitulo, as distribuicdes, em termos percentuais,

dos padrdes por classes em cada uma das bases avaliadas est3o ilustradas na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Distribuicdo de padrdes por classes (%)
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5.2 Definicao dos classificadores

Em razdo do método proposto usar um combinador e diversos classificadores localmente
especializados é razodvel que o classificador global seja fraco, isto é, seja capaz de distinguir
apenas aproximadamente as fronteiras de separacdo entre as regides de decisio, bem como o
ajuste fino seja realizado somente pelos classificadores localmente especializados. Sendo assim,
a utilizagdo de uma rede Perceptron como classificador global torna-se apropriada, tanto pela
simplicidade de codificagdo e baixo custo de treinamento e teste quanto porque a no-linearidade
do método serd introduzida pelo combinador e pelos classificadores locais.

A defini¢do dos classificadores locais é um problema mais complexo. H3 uma grande variedade
de abordagens que podem ser adotadas dado que existe uma grande variedade de classificadores,
alguns essencialmente locais tais como k-NN e regressdo logistica local. Igualmente existem
classificadores de propdsito geral que podem ser usados como métodos de aprendizado local,
como redes neurais (Bottou e Vapnik [9]). Além disto alguns classificadores sio mais bem
sucedidos do que outros para determinados tipos de problema, o que introduz um grau maior de
dificuldade nesta tomada de decisdo. Adotou-se uma linha que reduz a interferéncia ou poder
de decisdo de um especialista, tornando o método mais automatico. Assim foram utilizados
como classificadores locais redes perceptron ou classificadores k-NN, independendentemente do
problema a ser resolvido.

Tendo sido estabelecidos os tipos de classificadores global e local a serem utilizados, precisou-
se decidir qual classificador local deveria empregar nas parti¢oes originadas. Esta decisao foi
tomada considerando que uma rede neural deve ser preterida em fun¢do do £-NN quando a quan-
tidade de instancias para treina-la ndo é suficientemente grande. E dificil precisar objetivamente
um limiar de decisdo para o que se considera grande ou pequeno neste contexto. Resolveu-se
adotar para este fim o nimero empirico de instdncias requeridas para treinar um classificador
minimizando os efeitos da praga da dimensionalidade. A praga da dimensionalidade (curse of
dimensionality — Jain et al. [60]) é um fendmeno ocasionado pela dimensdo do espago de atrib-
utos. A alta dimensio do vetor impde dificuldades ao sistema de aprendizado tanto porque um
nimero grande de atributos torna o processo computacionalmente mais caro, quanto porque re-
quer grandes conjuntos de treinamento. Em Jain et al. [60] sugere-se que o nlimero de instancias
para treinamento seja pelo menos dez vezes superior ao tamanho do vetor de atributos. Adotou-
se neste texto uma solucdo mais conservadora, estabelecendo o limiar como o médximo entre dez
vezes a quantidade de atributos e um décimo do tamanho do conjunto de treinamento. Esta
atitude favorece a utilizac3o do classificador k-NN em problemas em que o nimero de atributos é
bastante reduzido, sem incorrer nas limitacdes inerentes ao custo de armazenamento e busca, ja
que emprega-se no maximo dez por cento das instancias de treinamento. Esse limiar também es-

tabelece a quantidade minima de amostras requeridas para iniciar o processo de particionamento
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pois, naturalmente, o método proposto se aplica somente quando o conjunto de treinamento for
suficientemente grande.

5.2.1 Algoritmo de particionamento do espaco de atributos e treina-
mento dos classificadores

As regras que orientam o processo de criagdo dos classificadores estabelecem implicitamente
alguns passos do algoritmo de particionamento do espago de atributos que devem ser colocados
mais claramente. Esta segdo reapresenta o Algoritmo 1 em maior nivel de detalhe, incorporando
informacgoes relativas aos classificadores.

Tendo em vista a regra de amarragdo que relaciona classificadores locais a particdes, pode-se
definir objetivamente o critério de parada do processo de particionamento. Como uma particdo
associada a um classificador k-NN n3o pode ser segmentada em outras que utilizem um classifi-
cador diferente, e como o critério de classificagdo é baseado em uma contagem, torna-se pouco
vantajoso realizar o particionamento de uma regido associada a este tipo de classificador, j& que
muitas das instincias consultadas no processo de votagdo seriam as mesmas reproduzindo, por-
tanto, os mesmos erros anteriores. Sendo assim, a fixagcdo do k-NN pode ser vista como um caso
final para segmentacio de uma regido do espago de atributos.

Baseado no que fora mencionado ao longo desta segdo, o algoritmo de particionamento pode

ser reescrito como
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Algoritmo 2 (Particionamento do espaco de atributos)

Particionar(R, h)
R : Regido
h : Classificador (Hipdtese)
m : Nidmero de classes
M : Conjunto de exemplos n3o-aprendidos
T : Conjunto de treinamento original
M — {z|h(z) # cls(z)}
se (h = kNN)entdo retorne;
enquante M # (

U = argn;&aX{— > h(z,) Inh(z,)}

para todo z € R
se (||lz — up|| < r Amse(z) > 7)entdo R, — {z} UR,,
M — M\ Rn
se (|Rm| > 10m) A (|Rm| > 0,1]7]) entdo
hm «— Perceptron
senao
hm «— kENN
Treinar(Rm, hm)
Particionar(Rm, hm) m=1,...,. M

5.2.2 Fixacdo do parametro k£ (k-NN)

Normalmente o valor do parametro k é escolhido por validagdo cruzada no treinamento de
um classificador k-NN (Friedman [40]). Nos testes realizados foram mensuradas taxas de recon-
hecimento do método quando treinado com classificadores k-NN empregando diferentes valores
de k. Foram também implementadas diferentes variagdes do método empregando procedimentos
de aprendizado e inferéncia baseados em mecanismos para tratamento de evidéncias e de casos
observados como valores discretos ou como probabilidades, como sumarizado na Tabela 5.2

Os resultados destes experimentos estdo apresentados nos graficos das Figuras 5.2-5.7. Pode-
se observar que na maioria dos casos a taxa de reconhecimento é mais elevada quando k = 1.
Este fendmeno pode ser justificado pelo fato de que nas parti¢des criadas ha muita ambiguidade,
aliado ao fato de que em um espaco de grande dimensdo, esparsamente povoado por instancias
do conjunto de treinamento, ao consultar um nimero maior de vizinhos o resultado de uma classi-
ficacdo acertada fica diluido devido a contribuigdo de elementos de outras classes. Teoricamente,
embora um niimero maior de vizinhos aproxime melhor a distribuigdo alvo (Cover e Hart [26]),

na pratica isto ndo ocorre por ser limitado o ndmero de insténcias disponiveis no conjunto de
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Tabela 5.2: Descrigdo dos sistemas implementados

Sistema Implementado | Procedimento de treinamento | Procedimento de inferéncia
Sistema | Continuo Continuo
Sistema |l Continuo Discreto
Sistema Il Discreto Continuo
Sistema IV Discreto Discreto

treinamento. Além disto, existe o erro associado a construgdo da rede Bayesiana. Para obter
Bp utilizou-se uma estratégia de preenchimento que favorece fortemente as contribuigdes dos
classificadores mais especializados. Portanto, desde que estes classificadores ndo fornegam uma
estimativa acurada da distribui¢do alvo, o mecanismo de inferéncia n3o consegue realizar uma
predicdo precisa.

Este fendmeno é mais acentuado nas saidas produzidas pelos sistemas | e Il, em que Bp €
construido com base em uma aproximacdo de uma distribuigdo de probabilidades. Na pratica o
k-NN é bem empregado como classificador, mas ndo revela bons resultados como aproximador
de funcdes, em particular de uma fung¢do de distribuicdo de probabilidades. Assim, a medida
que aumenta-se o valor do pardmetro k, o classificador tende a ficar menos especifico sem, em
contrapartida, tornar-se suficientemente acurado como aproximador de fungdo. Sem fornecer uma
estimativa precisa das distribuicdes subjacentes os classificadores ndo fornecem suporte a tomada
de decis3o realizada pelo combinador. Enquanto que, para k = 1, embora n3o seja realizada uma
boa aproximagdo de p(w|x), a classe atribuida ao padrdo de teste, que em geral é acertada, é
introduzida na rede Bayesiana com um peso bastante elevado, o que justifica o bom desempenho

dos algoritmos para valores de k pequenos.
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Os resultados também revelaram um comportamento aparentemente paradoxal dos sistemas
implementados. Observa-se que o Sistema |, por empregar um tratamento suave na manipu-
iag3o das saidas dos classificadores incorporando adaptagdes para construcio e utilizacio da rede
Bayesiana, apresenta taxas de reconhecimento muito baixas quando empregado com as bases
adult e musk. Este comportamento se justifica pelo fato destas bases, que tratam de problemas
de classificagdo bindria, possuirem distribuicio de classes extremamente assimétricas, ilustrados
na Tabela 5.3. Esta distribuicdo assimétrica origina matrizes de probabilidades dos nds impre-
cisas. Como ilustrado na Figura 5.8, em que sdo apresentados os dois primeiros nds da rede
Bayesiana associada a base adult, ha forte incerteza na associagio dos pares {Xp = 0, X, = 0}
e {Xo = 0.X, = 1}, assim, o valor de Xy n3o é afetado significativamente quando alguma
evidéncia sobre o valor de X; é fornecida. Se a rede admite probabilidades como entrada, ent3o,
é necessario que exista forte evidéncia de que X; = 0, isto é P(X; = 0) — 1, para tornar o
estado Xy = 0 mais provavel. Este tipo de imposicdo ndo se faz necessdria quando a entrada de

evidéncias é tratada como valores discretos.

Tabela 5.3: Distribuicio das classes na base adult

Classe | Quantidade de instancias

0 22654 (75, 1%)

1 7508 (24, 89%)
) ]
(N -
(00) [ |
(N [ e
(10 | ]
(10—

Figura 5.8: Nés da rede Bayesiana associada a base adult

5.3 Avaliacido do processo de particionamento

Para avaliar o processo de particionamento foi realizada uma comparagdo entre os critérios

de entropia e erro médio quadratico adotando-se a seguinte metodologia: selecionou-se um sub-
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conjunto de treinamento com trés quartos das instincias disponiveis obtidas aleatoriamente,
aplicou-se o algoritmo de particionamento e procedeu-se & contagem do niimero de vetores ex-
istentes em cada uma das particdes originadas. Este processo foi repetido 30 vezes a fim de se
obter uma curva ilustrando o comportamento dos valores médios do ntimero de instancias por
particGes, considerando-se apenas o primeiro nivel do diagrama de classificadores. Uma extenséo
desta andlise, considerando-se os demais niveis do diagrama de classificadores, torna o experi-
mento mais caro, sem um correspondente ganho na qualidade da informag3o obtida, j& que o
experimento se limita a investigar essencialmente as diferencas resultantes da aplicacio do critério
da entropia ou do erro médio quadratico na definicdo de sp(a). Uma vez que o classificador
k-NN é considerado um caso limite para aplicagao do algoritmo de particionamento, e jd que
a investigagdo estd restrita ao primeiro classificador, é desnecessario investigar a influéncia do
parametro k£ na andlise realizada nesta secdo. A rede neural usada como classificador global
nestes experimentos foi uma rede perceptron treinada com critério de parada igual ao maximo de
100 ciclos ou erro médio quadratico inferior a 0, 01.

A fim de estabelecer um valor de referéncia, foram investigadas particdes originadas por um
processo de busca exaustiva. Para realizar a busca exaustiva definiu-se uma hiperesfera H em R”
com o0s mesmos raios obtidos pelos critérios de entropia e erro médio quadratico. Selecionou-se
dentre os elementos de M aquele que maximiza a quantidade de vizinhos contidos em MNH. Este
experimento foi repetido 32 vezes a fim de que se pudesse observar o comportamento médio do
nimero de particdes geradas por cada um dos critérios investigados. A curva do niimero minimo,
maximo e médio de elementos por particdo obtidos por cada um dos critérios estd ilustrado nas
Figuras 5.9 a 5.20. A curva originada pelo procedimento de busca exaustiva pode pode ser
considerada um caso ideal, entretanto, em razdo de requerer a realizagio de O(NN?) operagdes
de célculo de distdncia em IR”, sua aplicacdo torna-se proibitiva em casos praticos.

Observa-se que na maioria dos casos o critério da entropia origina um maior nimero de par-
ticdes, especialmente para as bases com muitas instancias (Figuras 5.9 e 5.15, 5.10 e 5.16). Nas
bases menores (Figuras 5.11 e 5,17, 5.12 e 5.18, 5.13 e 5.19, 5.14 e 5.20) as curvas obtidas
pelos dois critérios s3o proximas. A razdo deste comportamento deve-se ao fato de que o raio
da hiperesfera que contém a partigdo é calculado com base no valor médio das distancias do seu
centro as demais instancias de M. Como a entropia possui a propriedade de localizar melhor os
elementos em uma vizinhanca de paddes ndo aprendidos entdo o raio da hiperesfera é menor,
gerando, portanto, um maior niimero de pequenas partigdes. O erro médio quadrético, por sua
vez, origina poucas particdes com muitos elementos. Na prdtica, € preferivel usar o critério da
entropia tendo em vista que ele aproxima melhor a curva ideal obtida pela adogao de um proced-
imento de busca exaustiva. Se for desejavel diminuir o niimero de partigdes pode-se aumentar o

tamanho do raio fazendo r = (1 + 4) agjc;[ﬂa:m — ,|} com § > 0.
s
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5.4 Auvaliacdo do sistema de inferéncia

O sistema de inferéncia foi avaliado comparando-se as taxas de reconhecimento obtidas pela
aplicagdo de cada uma das quatro variagbes do sistema proposto com aquelas obtidas pela apli-
cacao dos classificadores 1-NN, 3-NN e de redes Perceptron (PCPT) e MLP isoladamente. Os
resultados destes experimentos estdo apresentados na Tabela 5.4. Pode-se observar que, na
maioria dos casos, a aplicagdo do algoritmo de inferéncia eleva a capacidade preditiva do sistema.
Para algumas bases, como adult, a diferenca obtida é ainda mais proeminente. De um modo
geral o processo de particionamento realiza uma boa identificacio das instancias que precisam
ser empregadas num novo ciclo de treinamento. Nas bases em que o classificador linear tem
um desempenho muito baixo o resultado do k-NN isoladamente supera o do combinador, como
ocorrido com a base /etter. Quando as novas particdes sdo treinadas também por classificadores
neurais e estes se mostram efetivos, entdo a predicio do combinador supera a dos classificadores

componentes isoladamente.

Tabela 5.4: Comparagao entre o método proposto e outros algoritmos de aprendizado de maquina

Base de Taxas de reconhecimento (%)
padroes I-NN | PCPT | MLP | ST |S—-I1I|S-III|S—-1V

adult 78,05 | 82,62 | 84,36 | 87,2 | 96,0 89,21 96, 6
letter 95,67 | 68,62 | 83,85 90,32 | 91,32 | 91,12 92,02
musk 95,37 | 94,31 | 97,87 | 91,51 | 97,19 | 95,22 | 99,69
nursery 80,4 | 91,89 | 92,66 | 96,33 | 97,68 | 96,41 97,49
pageblocks | 93,05 | 93,42 | 93,79 | 91,23 | 95,79 | 92,05 | 95,89
pendigits | 97,74 | 87,22 | 92,68 | 97,34 | 96,88 | 97,39 97,34

5.5 Conclusao

A aplicagio do método proposto para os problemas abordados neste capitulo revelaram taxas
de reconhecimento bastante elevadas, sendo compativeis com muitos métodos conhecidos na
literatura de aprendizado de mdquinas. Tais resultados demonstram que a estratégia usada para
realizar o particionamento do espaco de atributos conciliada com a combinagdo dos classificadores
originados pode ser empregada em diversas situagdes praticas. O combinador obtido com uma
rede Bayesiana eleva a capacidade preditiva produzindo resultados que superam os obtidos com

os classificadores constituintes isoladamente. Esta estratégia permite que possam ser empregados
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classificadores fracos* na composicio do sistema e ainda assim obter taxas de reconhecimento
compativeis com a de métodos mais competitivos.

Os testes também revelaram que a eficiéncia dos sitemas avaliados, considerando as quatro
variagOes apresentadas na Tabela 5.2, é bastante diferenciada quando a distribuicio das classes é
desigual ou assimétrica. Os sistemas que empregam probabilidades no tratamento de evidéncias
sao bastante afetados quando o niimero de vizinhos consultados pelos classificadores locais (k-NN)
aumenta, passando o sistema a depender mais fortemente da estimativa acurada da distribuicio
p(w|z), que vai se tornando menos especifica em razio do conjunto de treinamento ser finito,
e menos do resultado da classificagdo. Entretanto a capacidade preditiva do Sistema IV, que
trata as evidéncias e os casos de aprendizado como valores discretos, ndo é afetada 3 medida em
que k£ aumenta. Isto demonstra que as idéias discutidas no Capitulo 4, que procuram suavizar
o tratamento das entradas empregadas no aprendizado e inferéncia da rede Bayesiana, nio se
aplicam as bases em que o nimero de instdncias por classes ndo é uniformemente distribuido.

A proposta de criagdo do sistema de classificagdo de padrdes apresentada procurou atender
o requerimento de que o grau de intervengdo de um especialista humano na configuragio dos
classificadores fosse minimizada. A arquitetura do método proposto é modelada dinamicamente.
Quanto mais complexa for a tarefa de discernir as fronteiras de decisdo do espaco de atributos,
mais complexa sera a arquitetura do sistema, que cria sob demanda novos nés e conexdes a fim de
suportar a complexidade do problema apresentado. Esta plasticidade dindmica entretanto pode
nao ser alcangada se a natureza do problema for tdo complexa que um discriminante linear seja
incapaz de realizar uma predic3o acertada. Se a taxa de reconhecimento de um classificador linear
for muito préxima de zero o sistema jamais ird convergir, uma vez que fora estabelecido que o
classificador global é uma rede perceptron. Sendo assim, as vantagens em se utilizar o método

proposto podem ser alcangadas para problemas em que:

1. Um classificador linear, ou um outro classificador fraco, possa ser empregado como clas-
sificador global (requisito de convergéncia). E necessario, portanto, que exista uma boa
separabilidade entre as classes. Mesmo ndo sendo possivel separd-las por hiperplanos, a
transicio entre padrdes de classes distintas no espago de atributos deve ser suave. Se
os padrdes forem demasiadamente misturados, o classificador global ndo podera localizar,

mesmo que aproximadamente, as fronteiras de separagao.

2. Exista um grande nimero de amostras de treinamento. Um nimero elevado de instancias
também implica num elevado nimero de redundéncias, sendo assim, o custo de treina-
mento é minimizado ja que o balango entre o nimero de instancias usadas no treinamento
dos classificadores global e local fica melhor distribuido: muitas insténcias para treinar o

classificador global (fraco) e poucas instncias para treinar os classificadores locais (fortes).

1do inglés weak classifier
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3. Preferencialmente exista uma distribuicdo de classes aproximadamente uniforme. Desta
forma pode-se usar com seguranca os Sistemas | e |l que fornecem como saida, além da
classe do padrdo de testes, uma estimativa mais acurada da probabilidade p(w|z). Esta

probabilidade pode ser usada, por exemplo, como critério de rejeigao.
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Capitulo 6

Estudo de caso — experimento com

reconhecimento de digitos

A fim de validar o método em um caso prético, realizou-se sua comparacio com diversos
métodos de aprendizado de mdquina aplicados a um problema de reconhecimento de digitos
manuscritos isolados. Foi empregada a base de caracteres mantscritos NIST (US National In-
stitute of Standarts and Technology) (Grother [51]). Esta base contém imagens de caracteres
alfanuméricos agrupados em vérias bases menores formadas por imagens de letras maitisculas,
mindsculas, palavras, digitos isolados e cadeias de digitos (digit strings). A base de digitos iso-
lados é formada por 341858 imagens bindrias, com resolucido de 300 dpi, distribuidas em trés
sub-conjuntos: hsf 0123 (223123 imagens), hsf 4 (58646 imagens) e hsf_7 (60089 imagens). O
conjunto hsf_0123 é normalmente utilizado para treinamento e validagio, enquanto que os con-
juntos hsf_4 e hsf_7 sao usados para teste. Do conjunto hsf.0123 emprega-se as primeiras 19500
imagens de cada classe para treinamento, resultando no particionamento ilustrado na Tabela 6.1.
Preferencialmente, utiliza-se mais frequentemente a base de testes hsf_7, por ser mais bem com-
portada, em detrimento da hsf_4, que é mais ruidosa. Por conta disto, as taxas de acerto
alcancadas sio muito elevadas. A Tabela 6.2, ilustra alguns resultados citados na literatura.
Naturalmente a comparacao direta destes nlimeros deve ser evitada. Isto é, deve-se evitar tirar
conclusdes julgando um método como mais ou menos preciso que outro pois, embora os testes
tenham sido realizados com a mesma base, as imagens empregadas em treinamento e teste n3o
foram necessariamente as mesmas, assim como nao foram empregadas as mesmas operacgdes de
pré-processamento, nem foram usados critérios de rejeicao em todos os experimentos. Além disto,
as diferencas percentuais existentes precisariam ser comparadas sob a luz de um teste estatistico
a fim de que se possa julgar ¢ quio significativa elas s30. Pela Tabela 6.2 pode-se perceber que as
taxas de reconhecimento sdo, de fato, bastante elevadas mas ndo se pode antecipar informacdes
qualitativas que indiquem se um método é mais ou menos preciso que outro.

A fim de tornar as condic@es de realizacdo dos testes mais homogéneas foram usadas as mes-
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Tabela 6.1: DistribuicGo de amostras na base NIST (adaptado de Correia [25])

hsf_0123 hsf_4 | hst_7

Amostras | Treino | Validagio | Teste | Teste

0 22971 | 19500 3471 5560 | 5893
1 24771 | 19500 3371 6655 | 6567
2 22131 | 19500 2631 5888 | 5967
3 23172 | 19500 3672 5819 | 6036
4 21549 | 19500 2049 5722 | 5873
5 19545 | 19500 45 5539 | 5684
6 22128 | 19500 2628 5858 | 5900
7
8
9
>

Classe

23208 19500 3708 6097 | 6254
22029 19500 2529 5695 | 5889
21619 19500 2119 5813 | 6026
223123 1 195000 | 28123 | 58646 | 60089

mas imagens para treinamento e teste e o mesmo algoritmo de pré-processamento, apresentado
detalhadamente na Segdo 6.1. A Segio 6.2 realiza uma avaliagio do sistema de extracdo de
caracteristicas utilizado quando zplicado 2o algoritmo de particionamento do espaco de atributos.
A Secdo 6.3 discorre sobre a metodologia de testes empregada, apresenta e analisa os resultados
numéricos obtidos. A Secdo 6.4 realiza um fechamento do capitulo tracando consideracdes finais

sobre o conteldo apresentado.

6.1 Extracao de caracteristicas

Reconhecimento de caracteres Sticos € uma linha de pesquisa com um longo histérico na area
de reconhecimento de padrdes (Arica e Yarman-Vural [5]). Aimportancia das pesquisas nesta drea
se verifica tanto pelo potencizal econdmico das aplicagdes de processamento automdtico de docu-
mentos, considerando um contexto mais amplo onde o reconhecimento de caracteres se localiza,
como pela existéncia de foruns especificos de abrangéncia internacional criados para discussao
e veiculacio destas pesquisas a exemplo das conferéncias IWFHR (/nternational Workshop on
Frontiers in Handwritten Recognition) e ICDAR {International Conference on Document Analysis
and Recognition), além de um grande volume de publicagdes veiculadas em periddicos cientificos
internacionalmente reconhecidos tais como: Pattern Recognition, IEEE Transactions on Pattern
Analysis and Machine Intelligence e Pattern Recognition Letters.

No resumo elaborado por Arica e Yarman-Vural [5], os autores situam os desenvolvimentos na

96



Tabela 6.2: Resultados obtidos com classificadores que operaram sobre a base NIST

Referéncia Tipe do Nimero de | Subconjunto Reconhe- Rejeicio | Erro
classificador | amostras cimento (%) (%) (%)

Britto Jr. [14] Estatfstico 10000 hsf_7 98.02 - 1.98

Correia {24] Neural 58646 hsf_7 98.25 - 5.51

Kim et al. [67] Nevral 1060% - G8.62 0.42 1.39

Cheung e

Yeung [18] Estatistico 11791 - 94.7 - 5.3

Lin et al. [79] Neural 3060 - 98.24 - 1.76

Teo e Hibride {neu-

Shinghal [108] ral /estrutural) 20000 - 93.21 3.47 3.26
Similaridade

Zhang et al. [117) e correlagdo 10000 - 95.7 - 4.3

Shi et af. [102) et al. Estatistico 58548 hsf_7 98.25 1.75

Ofiveira [86] Hibrido 68061 hsf_7 99.13 0.87

area de reconhecimento off-fine de caracteres em irés momentos histdricos: um tempo anterior
aos anos 1980, em que a tecnclogia existente para adquirir e processar imagem de caracteres 6ticos
era bastante limitada, a década de 1980 — 1990 em que os avangos em tecnologia da informagao
propiciaram um rapido desenvolvimento de antigas metodologias e um tempo posterior aos anos
1990 em que os autores apontam estar ocorrendo o verdadeiro progressoe em reconhecimento de
caracteres com o desenvolvimento de novas metodclogias, tais como redes neurais multi-camada
e cadeias escondidas de Markov, aliadas com os continuos avanges em tecnologia da informagao.
Um grande desafio no tempo atual € realizar o reconhecimento de imagens de caracteres cursivos,
que apresenia uma grande variabilidade de estilos por serem produzidos a mao. Em contraposicao
3 escrita cursiva, o reconhecimento de caracteres dticos impressos € uma linha cujo dominio esta
consolidade e n3o requer novos investimentos (Trier et al. [110], Arica e Yarman-Vural [5]).
Imagens de caracteres cursivos tipicamente est3o associadas a vetores de um espaco de atrib-
utos de grande dimens3o. E desejavel, portanto, que o vetor de atributos seja pré-processado a
fim de reduzir sua dimensdo. Se este processo é feito preservando a natureza fisica dos atributos,
isto é, mantendo as caracteristicas mais significativas e eliminando aquelas que sdo redundantes,
ele é denominado selecio de caracteristicas. Se, por outro lado, o vetor de caracteristicas é levado
a outro de dimensdo menor por uma operagéo de transformacao espacial, em que os componentes
nio preservam os mesmos valores existentes no vetor original, ocorre um processo de extragdo
de caracteristicas. Um dos métodos mais populares de extracdo de caracteristicas é a analise de
componentes principals (Johnson e Wichern [63]}, largamente explorado em Analise Multivariada,

Reconhecimento de Padrdes de um modo geral e em Processamento de Imagens.
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A literatura contém vasta referéncia a métodos de extragio de caracteristicas para reconhec-
imento de caracteres manuscritos, um resumo dos principais desenvolvimentos nesta area pode
ser obtido em Trier et al. [110], que trata especificamente de extracdo de caracteristicas. Os
trabalhos de Liu et al. [80] e Dong [32] avaliam diversos métodos de extragdo de caracteris-
ticas mas realizam uma abordagem mais ampla estendendo sua analise também para métodos
de classificagdo. O trabalho de Dong [32] procura apresentar o estado da arte na drea de re-
conhecimento de caracteres comparando diversos métodos de extracdo de caracteristicas e de
classificagdo. Nesse artigo, Dong identificou o método de histogramas direcionais de Shi et al.
[102] como o mais bem-sucedido em seus experimentos. A descricdo detalhada deste método
estd apresentada na Secdo 6.1.1 e uma variacio do método de histogramas direcionais, descrito

na Secdo 6.1.2, foi empregado nos experimentos apresentados neste capitulo.

6.1.1 Maétodo de histogramas direcionais (Shi et al. [102])

Um histograma direcional é um procedimento para realizar cruzamento de caracteristicas
pontuais de uma imagem através de uma distribuicio de freqiiéncias. As caracteristicas pontuais,
isto é, pertencentes a um pixel isoladamente, exploradas por Shi et al. sdo curvatura e gradiente.
Sendo o gradiente um vetor, esta caracteristica é por sua vez desmembrada em duas outras: a
magnitude e a fase. Uma vez que a fase tem uma variagdo limitada ao intervalo 0 a 27, ela pdde
ser usada para gerar intervalos de mesma amplitude empregados como classes para a distribuicao
de freqiiéncia, por este motivo o método é denominado direcional.

Segundo Shi et al. [102] a gerac3o destes histogramas a partir de imagens bindrias pode ser

obtido através da seqliéncia de passos listada a seguir:

i Aplica-se um algoritmo de normazlizagdo em escala a fim de padronizar a dimens3o das imagens

para um nimero de linhas e colunas previamente estabelecido, Figura 6.1.

Figura 6.1: Normalizagdo em escala

i Aplica-se o filtro da média 2 x 2 (Dong [32] empregou um filtro de dimensdo 3 x 3) r* vezes

1os autores n3o especificam o valor de r utilizado
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a fim de obter uma imagem em nivel de cinza, Figura 6.2.

Figura 6.2: Conversdc de binario para nivel de cinza

ii Aplica-se um algoritmo de normalizagio para limitar a variagio dos niveis de cinza ao intervalo
[0, 1]

iv Aplica-se o filtro de Roberts (Gonzales [50]) para obter a magnitude e fase do vetor gradiente,

dado pelas equagdes abaixe.

Au = fe+15+1)-f(2) (6.1)
Av o= flt1g)— flug+1) (6.2)
#(2,7) = arctan (i—?) (6.3)

s(1,7) = VAu? + Av? (6.4)

Em que 8{(z,7) e s{z,7) correspondem respectivamente as matrizes da fase e magnitude

(Figura 6.3) da imagem em nivel de cinza f(z, 7).

Figura 6.3: Imagens da fase e magnitude

Os passos listados acima formam uma etapa inicial que se aplica a construgao de qualquer tipo
de histograma, seja o originado através do cruzamento da fase com a magnitude do gradiente,
seja o originado pelo cruzamento da magnitude com a curvatura. Para realizar o cdlculo da

curvatura Shi et al, [102] apresentam o procedimento descrito a seguir:

i Seja F' umaimagem e f, o valor de F' no pixel 1. Considere a representacao abaixo empregada

para definir uma vizinhanca em F' em torno de fy



fa| fa | F2
fs | fo| 1
fe | fr | fs

Obtém-se as seguintes aproximagdes das derivadas parciais de F'(-) nas diregdes = (horizontal)

e y (vertical):

= —_ 2 ~ —
axo (fr=fs)/ 52 (6.5)
O*F
an = (htfs—2f)/4 = ) (6.6)
oF
ann = (fs— 2 = — 6.7
01 ( 3 f7)/ ay ( )
0°F
ae = (fa+fr—2f0)/4 = £ (6.8)
0*F
ann = ((fo— fo) = (fa— f6))/4 By0z (6.9)
it O valor da curvatura em f; € estimado
yﬂ'
= ——— 6.10
(1+97?) e
sendo y' e y” definidos como
v o= () (6.11)
Qo1
g _(2(42?0002 - (10161310041 + aglazo)) (6.12)

Qpy

A etapa final consiste em montar os histogramas. Os passos seguintes descrevem como
realizar a construcdo dos histogramas relacionando fase com magnitude do vetor gradiente. O
mesmo procedimento pode ser usado para construir histogramas que relacionam intensidade do
gradiente com curvatura, as ocorréncias em que se aplicam a contagem se mantém constante, isto
é, conta-se sempre a magnitude ou intensidade do gradiente, muda-se apenas o conjunto no qual
se realiza a estratificacdo das classes. Para fazer um histograma relacionando fase e magnitude,
utiliza-se como classes sub-intervalos da faixa 0...27. Para fazer um histograma relacionando
curvatura e magnitude as classes sugeridas pelos autores foram intervalos equispagados na faixa
(—3,3), em principio como a curvatura pode ter magnitude infinita a faixa de variagdo tem que

ser aberta nas duas extremidades.

100



i Realiza-se a quantizagio do intervalo [0, 27] em 32 classes de amplitude w/16.

ii Divide-se a imagem normalizada do caracter em 81 blocos (9 linhas por 9 colunas) e acumula-
se a intensidade do gradiente em cada uma das 32 classes. Obtendo-se desta forma 81

histogramas direcionais, Figura 6.4.

Figura 6.4: Histograma direcional calculado para um bloco da imagem
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iii Aplica-se um filtro Gaussiano 5 x 5 que origina uma nova matriz, cujos histogramas contém

valores médios daqueles existentes na matriz orignal. Nesta nova matriz realiza-se uma sub-

amostragem a cada duas linhas e duas colunas para reduzir sua dimensio de 9 x 9 para 5 x 5,

Figura 6.5.
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Figura 6.5: Filtragem e sub-amostragem da matriz de histogramas

iv Aplica-se sobre os histogramas resultantes um processo de sub-amostragem similiar 2o real-

izado no passo anterior. Primeiro executa-se uma filtragem linear com uma mascara w

[146 4 1)7, para produzir um histograma de valores médios. Em seguida reduz-se a dimen-

102



sao deste histograma amostrando uma a cadz duas classes, produzindo um histograma de 16
classes. '

v Compde-se o vetor de atributos pela concatenacdo dos 25 histogramas, cada um contendo 16
classes. O vetor de atributos, portanto, possui dimensio 400 x 1. Aplica-se sobre este vetor

a transformacdo y = x%* para torni-lo aproximadamente normal.

Foram realizados experimentos com a base NIST avaliando o desempenho de uma funcdo
discriminante pseudo-Bayesiana, definido em Kimura et al. [68]. O desempenho do classificador
fora comparado quando utilizando diversos vetores de atributos obtidos por histogramas de gra-
diente e curvatura, calculados por diferentes abordagens, e por estratégias combinadas. As taxas
de reconhecimento foram bastante elevadas, superiores a 99%, quando utilizando vetores que

combinam histogramas de gradiente e curvatura.

6.1.2 Histogramas direcionais com zoneamento

Estudos na area de visio monstram que a percepcio visual humana é fortemente influenciada
por caracteristicas espaciais e temporais de alta freqiiéncia {Cormack [23]). O contorno, onde se
manifestam as contribuicdes das altas freqiiéncias espaciais, desempenha um papel primordial no
reconhecimento de formas e interpretacio do estimulo visual {Marr [81]), como na identifica¢3o do
sentido de profundidade, Figura 6.6. Como imagens de caracteres manuscritos sdo representagoes
visuais de um tracado feito a m3o, procurou-se trabalhar com imagens do contorno por se admitir

que nele esteja localizado a informag&o mais relevante para a realizagdo do reconhecimento.

hexagono (2D) cubo (3D}
Figura 6.6: llustracio do sentido de profundidade introduzido pelo contorno

A imagem do contorno, assim como a do esqueleto, estd tipicamente relacionada com uma
matriz de pixels esparsa. Estas matrizes, se consideradas como vetores em um espago multi-
dimensional, formam um espaco de atributos bastante dificil de ser segmentado em regiCes de
decisio, dado ao fato de que o espago de atributos é por sua vez muito esparso. Este fendmeno
pode ser observado pela ilustragio da Figura 6.7. Neste exemplo uma imagem de esqueleto de um
digito manuscrito é usada como referencial, Figura 6.7(a). A imagem de referéncia € deslocada

no sentido noroeste, Figura 6.7(b), e calcula-se a distincia entre as duas. Uma terceira imagem
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bindria é gerada aleatoriamente com a restricio de que sua distancia com relacio ao referencial
seja igual a da imagem deslocada, Figura 6.7{c). Naturalmente, para um interpretador humano,
as imagens das Figuras 6.7(a) e 6.7(b) possuem a mesma interpretagio. Entretanto, para um
algoritmo de aprendizado de maquina, que baseia-se na segmentacio do espaco de atributos em
regides de decisdo, estas imagens podem estar tdo distantes quanto aquelas das Figuras 6.7(a)
e 6.7(c), portanto, podem se inserir em regides de decisio distintas. Consequentemente, para
classificagdo de imagens de contorno, faz-se necessédrio proceder a um processo de extracio de
caracteristicas que dé superte a tarefa do classificador, jd que a matriz de pixefs usada como

vetor de atributos ndo assegura boa separabilidade entre as classes.

. A Bt e ]

e | e Pl

(a) (b) ' (c)

Figura 6.7: Imagens equidistantes: d(a,b) = d(a, ¢)

Neste trabalho foi desenvolvido um método que utiliza histograma com algumas simplificagoes.
Uma vez que o método de histograma realiza uma contagem da intensidade do vetor gradiente por
classe de variacdes da fase ou da curvatura, o procedimento de contagem torna-se mais simples ja
que no contorno, per ser uma regido de transicdo, a intensidade do gradiente € maxima, podendo
ser considerada igual em todos os pontos.

Para evitar distor¢des geométricas introduzidas pela rotina de normalizagdo em escala, optou-
se em trabalhar com zonas que sio independentes da resolugdo espacial da imagem. As zonas
n3o possuem dimensio fixa, elas mapeiam uma determinada regido, como canto superior direito
ou canto inferior esquerdo, etc. Naturalmente, para imagens de dimensdes distintas as zonas
possuirdo dimensdes distintas. Entretanto, € esperado que em cada uma delas as propor¢des de
pixels com as mesmas intensidades de fase e curvatura sejam aproximadamente iguais desde que
elas pertencam a mesma classe. Na imagem do digito dois, por exemplo, os pontos de curvatura
costumam ocorrer nas mesmas posicdes, as maiores inflexdes ocorrem nos cantos superior direito
e inferior esquerdo e nas extremidades do tragado, como ilustrado na Figura 6.8. A distribuigao
dos Angulos do vetor gradiente também possui alguma regularidade, ha um abaulamento na parte
central e superior, um tracado aproximadamente reto entre o canto superior direito e 0 canto
inferior esquerdo e um tragado reto na base da imagem. Como as zonas n3o possuem dimensdo

fixa ent3o a contagem do niimero de ocorréncias de pixels por classe de angulo e curvatura em
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cada uma delas € bastante varidvel: imagens de drea grande originam histogramas com frgiiéncias
elevadas e imagens de drea pequena, histogramas com freqiidncias menores. Para caracterizar
uma imagem sem introduzir variagdes nos histogramas decorrentes do tamanho, utilizaram-se
histogramas de freqiiéncias relativas.

Em fungdo das imagens serem esparsas adotaram-se zonas que cobrem uma regido maior, ao
contrario daquelas usadas no trabalho de Shi et al. , que s3o bastante refinadas. Os passos para

extragdo de caracteristicas empregados neste trabalho estdo listados a seguir.

i Aplica-se a imagem bindria um algoritmo de extra¢do de bordas a fim de obter as posicdes
dos pontos de contorno. Este passo ndo requer o uso de um algoritmo sofisticado pois a
imagem passard por uma filtragem passa-baixas, de modo que as caracteristicas extraidas

destes pontos levard em conta valores médios calculados em uma vizinhanga.

ii Aplica-se o filtro da média 3 x 3 r vezes sobre a imagem original a fim de se obter uma imagem

em nivel de cinza (nestes experimentos foi usado 7 = 4).

iii Aplica-se um algoritmo de normalizagdo para limitar a variagdo dos niveis de cinza ao intervalo
[0,1]

iv Aplica-se o filtro de Roberts para obter a magnitude e fase do vetor gradiente.

v Calcula-se a curvatura e fase nos pontos de contorno, Figura 6.8.

(a) Imagem em (b) Fase (c) Curvatura

nivel de cinza

Figura 6.8: Caracteristicas extraidas do contorno da imagem

A (Gltima etapa consiste na construgdo dos histogramas direcionais e geragdo do vetor de

atributos, que estd descrita na seqiiéncia de passos a seguir:

i Realiza-se a extratificacdo da fase do gradiente em 10 classes de amplitude 7/10. Angulos
separados de 7 radianos s3o considerados iguais, logo, considera-se apenas a diregdo do vetor

e ignora-se o sentido.
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ii Realiza-se a extratificagio dos valores de curvatura em 5 classes,

il Aplica-se um procedimento de zoneamento dividindo uma imagem F.., em 16 blocos (4 x 4)
para imagens aproximadamente quadrdticas. Nas imagens retangulares realiza-se uma divis3o
em 20 blocos, 4 blocos por linha e 5 por coluna caso a imagem tenha uma disposi¢c3o horizontal
(r > 1.25¢), ou 5 blocos por linha e 4 por coluna, caso tenha uma disposicio vertical (¢ >
1.257), Figura 6.9.

(a) (b)

Figura 6.9: Zoneamento aplicado a imagens retangulares
iv Para cada bloco realiza-se a contagem do nuimero de ocorréncias de cada uma das classes da
fase e curvatura originando histogramas com 15 classes.

v Para cada um dos histogramas, normalizam-se os valores de modo que o nimero de ocorréncias

em cada classe fique limitado ao intervalo [0, 1].

vi Realiza-se a concatenac¢io dos histogramas obedecendo a seqiiéncia apresentada abaixo:

21345
6 7,8] 910
11112 |13 |14 | 15
16 |17 |18 |19 | 20
211222324

6.2 Método proposto x caracteristicas utilizadas

Esta secdo mostra o resultado de alguns experimentos que avaliam o comportamento do
procedimento de particionamento quando aplicado aos vetores extraidos pela aplicagdo do método

do histograma com zoneamento.
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6.2.1 Avaliacdo do procedimento para obtencio de u,,

A obtencdo de w,, pelo critério do elemento de maxima entropia foi avaliada experimental-
mente tomando-se um subconjunto de 10000 imagens escolhidas aleatoriamente dentre as 195000
disponiveis para treinamento. O método foi treinado com 16 destes sub-conjuntos (N = 10000).
Procurou-se avaliar a quantidade de particBes originadas quando utilizando os critérios de en-
tropia, erro médio quadratico e busca exaustiva, tal como descrito na Secdo 5.3. A Tabela 6.3
mostra a quantidade média e a varidncia do niimero de parti¢des obtida quando aplicando cada
um destes critérios. Observe que, pelo critério da entropia, a quantidade média de particdes
originadas é menor que pelo critério do erro médio quadratico, entretanto, a dispersido é maior.
Tal como ocorrido com as bases de padrdes estudadas no Capitulo 5, aumento da varidncia se
justifica pelo fato de que o raio da hiperesfera H em que se localiza R, é funcdo de u,,. Este
raio, calculado como a distancia média entre u,, e © € M tende a ser menor quando empregado
o critério da entropia, dai a necessidade de em alguns casos ser originado um nimero maior de

particBes para cobrir inteiramente o espaco definido por M.

Tabela 6.3: Estatisticas sobre o numero de particdes originadas por critério de particionamento

Critério L On—_1
Busca exaustiva 8.31 | 2.47
Entropia 8.44 | 6.43
Erro médio quadratico | 12.25 | 1.81

Outra forma de avaliar o critério de definicdo de u,, € pela contagem do nimero de padrdes
inseridos nas particdes que s3o sucessivamente criadas. A contagem do nimero de ocorréncias
tende a diminuir 3 medida que novas particdes sdo criadas. O critério usado na defini¢do de
U, € tanto melhor quanto mais acentuado for este decaimento porque tende a localizar mais
precisamente o padrio que contém mais elementos de M em uma vizinhanga. Observe pelo
grafico da Figura 6.10 que o critério da entropia aproxima melhor o grafico da busca exaustiva,

em forma de uma exponencial decrescente, considerado como um modelo de referéncia.

6.2.2 Avaliacdo do procedimento para definicdo de s,,(a)

Na avaliagdo de s,,(a) procurou-se investigar a distribuicdo dos padrdes aprendidos e nao
aprendidos na hiperesfera { em que se localiza a particio. A forma de uma parti¢do € tanto
melhor quanto maior for a quantidade de instancias ndo aprendidas que ela contiver. Num espago
de atributos de grande dimensdo, hd grande quantidade de instincias corretamente classificadas

préximas de ., na hiperesfera J{, pois ha muitas direcdes em que seu raio se proionga. A
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Figura 6.10: Curva da contagem de padrdes por particio gerada

forma da particao deve ser tal que consiga localizar a faixa na qual os padrbes n3o aprendidos se

distribuam em JH. Para fazer esta avaliagdo foi feito o seguinte experimento:

1. Selecionou-se um conjunto com 10000 amostras obtidas aleatoriamente dentre as 195000

disponiveis para formar um conjunto de treinamento T
2. Treinou-se um classificador Perceptron com cinco ciclos.
3. Calculou-se u,, pelo critério da entropia.

4. Definiu-se a hiperesfera H fazendo seu raio igual a distdncia média entre u,, e os demais

padrdes em M.

5. Calculou-se uma distribuigdo de freqiiéncia relacionando a quantidade de amostras por inter-
valos do erro médio quadratico. O intervalo mdximo de variagdo do erro médio quadratico
[0,2/n] (n = 10) foi dividido em 16 particdes disjuntas para formar as classes da dis-

tribui¢ao.
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6. Repetiu-se os passos 1 a 5 16 vezes a fim de se obter uma média destas distribuicdes de
freqiiéncia.

O gréficos das distribuicdes médias dos padrdes aprendidos e n3o aprendidos estio ilustra-
dos na Figura 6.11. Como discutido na Segdo 4.1.2, os padrdes ndo aprendidos localizam-se
acima do valor 0, 5/n, como pode ser visto na Figura 6.11(b). Observe também pelo gréfico da
Figura 6.11{a) que a classe que define o limiar de inclus3o inclui ainda alguns exemplos correta-
mente classificados mas ignora uma quantidade substancialmente maior. Esta é uma propriedade
bastante atraente porque ignorando um grande ndmero de instdncias que ndo precisam ser sub-
metidas a um novo ciclo de treinamento reduze-se o custo computacional do método, por outro
lado incluindo-se uma pequena quantidade de amostras aprendidas declina-se a influéncia de

elementos explrios na formacio de Bp.
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Figura 6.11: Contagem do mﬂméro de padrdes aprendidos e ndo-aprendidos em H

Deve-se ressaltar que as distribuicdes de freqiiéncia apresentadas na Figura 6.11 s3o especificas
da base de padrBes e do procedimento de extracio de caracteristicas utilizados. O formato de
uma exponencial decrescente da Figura 6.11(a) mostra que a maioria dos padrdes podem ser
aprendidos satisfatoriamente por um classificador linear. O que se pode considerar um ajuste fino,
o aprendizado dos elementos ambiguos localizados préximo as fronteiras entre as classes, depende
de uma quantidade de exemplos substancialmente menor. Esta propriedade torna a aplicagéo do
método proposto apropriada pois utilizam-se poucas amostras no ciclo de treinamento seguinte,

sem que com isto seja ignorado o conhecimento adquirido na etapa anterior.
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6.3 Comparacaoc com outros métodos

O objetivo de muitos estudos na &rea de aprendizado de méquina é apresentar um novo algo-
ritmo ou variagdo de um existente que possua um desempenho superior a métodos tradicionais
para um dominio especifico. Entretanto, a comparagdo de algoritmos e classificadores realizada
através de ensaios experimentais € uma tarefa complexa que, se n3o for cuidadosamente elabo-
rada, pode conduzir a conclusdes estatisticamente incorretas. O surgimento de grande quantidade
de artigos apontando a superioridade de um determinado algoritmo sobre outros, especialmente
na literatura de redes neurais, fez surgir a preocupacdo em se analisar criticamente a validade dos
procedimentos estatisticos empregados (Salzberg [98]) e a se tentar estabelecer padrdes para real-
izagao de comparagdes entre algoritmos e classificadores. Uma das primeiras iniciativas no sentido
de fixar uma metodologia de testes a ser empregada em estudos comparativos desta natureza foi
o projeto DELVE (Data for Evaluating Learning in Valid Experiments) (Rasmussen et al. [92]) da
Universidade de Toronto. Este projeto consiste de fato em um programa de computador, similar a
um shell do sistema operacional UNIX, que organiza conjuntos de treinamento, validagZo e testes
e métodos de aprendizado (incluindo também métodos de regressao) em uma estrutura prépria e
implementa facilidades para realizagdo de ensaios experimentais. Apesar de sua existéncia, diver-
sos pesquisadores realizam por conta propria os testes estatisticos necessdrios. Uma importante
fonte de apoio para identificagdo do tipo de teste a ser empregado é um resumo apresentado por
Dietterich [31], em que s3o analisados cinco testes estatisticos, suas especificidades e situagdes
em que devem ser empregados.

Segundo a analise realizada por Dietterich, deve-se, ao escolher um teste, identificar ini-
cialmente que tipo de objeto procura-se comparar: se um classificador ou um algoritmo de
aprendizado. Na literatura em lingua portuguesa, o termo algoritmo de aprendizado também
é conhecido como indutor (Rezende [93]). Um classificador pode ser interpretado como uma
funcdo matemdtica que dado um vetor de atributos retorna um rétulo ou classe. Um indutor,
por sua vez, é um gerador de classificadores que dado um conjunto de treinamento produz uma
hipétese ou classificador. A comparagdo de classificadores leva em consideragdo essencialmente
a capacidade de predicdo para elementos ndo-vistos, isto €, procura-se comparar o quanto clas-
sificadores ja treinados sdo capazes de acertar em um conjunto com amostras nao-vistas. Neste
caso, a fonte de variagdo localiza-se no conjunto de testes. A comparagdo de indutores procura
avaliar a capacidade de um método em produzir um classificador avaliando-se o quanto estes sao
capazes de acertar em um conjunto com amostras ndo-vistas. Neste caso a fonte de variagdo
localiza-se também nos conjuntos de treinamento pois procura-se avaliar o quanto os métodos de
aprendizado s3o sensiveis a variabilidade amostral destes dados. O julgamento de dois indutores
deve levar em consideracio ndo somente o quanto os classificadores originados podem acertar

mas também sua estabilidade em torno deste valor.
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Em fun¢do do tempo disponivel para realizacdo dos experimentos nao comportar a avaliagao
de indutores, pois demandam a realizagdo de varias etapas de treinamento, o estudo comparativo

apresentado nesta segdo restringe-se a avaliagdo de classificadores.

6.3.1 Metodologia de testes

Para avaliar quantitativamente os classificadores estudados foi utilizado o coeficiente Kappa
(Rossiter [96]), largamente utilizado para comparar o grau de precisdo de classificadores em
reconhecimento de imagens (Moraes [83], Afonso [2], Giacinto e Roli [48]). Este coeficiente mede
o grau de concordancia entre observadores. Neste caso, compara-se o grau de concordancia entre
a saida produzida por um classificador com o rétulo associado ao padrdo de entrada. O valor
nulo indica que as respostas do classificador n3o se relacionam com as saidas desejadas, tendo
sido geradas ao acaso, enquanto que o valor unitario indica total concordancia.

Para calcular o coeficiente Kappa constroe-se uma matriz de erros, cuja notagdo empregada

para representar suas células estd apresentada na Tabela 6.4:

Tabela 6.4: Notagdo empregada para representar matriz de erros

Wy Wa ot Wy 3
Wi | M1 Ni2 Nim | Nie
Wn | Mn1  Mn2 Nmm | Mo
Y | Mol M2 Mom N

O coeficiente Kappa, k, é fornecido pela expressao:

k= 1%, (6.13)
com
_ 21
6 = N (6.14)
ni NyoMon
6, = L—lﬁ—— (6.15)
A varidncia deste coeficiente é dada pela expressdo:
o e 2 61(1—6,) 2(1—6,)(26,0, — 65) 4 (1—6,)%(64 — 48%)) (6.16)
N\ (1-6,)? (1—06,)3 (1-—6,)*

com
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B = 2 ”uj(v"';m + Nor) (6.17)

g Z}’ll Ty (Mo + Ny’

94 —_— N3 (618)

6.3.2 Algoritmos implementados

No estudo comparativo foram testados redes neurais MLP, um classificador 5-NN, um agru-
pamento usando o método boosting e o Sistema I. As redes neurais e 0 agrupamento usando
boosting foram implementadas a partir da biblioteca Torch (Collobert et al. [21]), cuja arquite-
tura e demais parametros livres estdo listados na Tabela 6.5. Para o treinamento do sistema

usando boosting foram usadas 5 redes neurais com estas mesmas configuragoes.

Tabela 6.5: Pardmetros usados para construgdo e treinamento das redes neurais

Parametro Valor

Nimero de camadas 3

Nimero de neurdnios por camada 375 - 256 - 10
Camada de saida softmax
Funcdo de transferéncia tanh™1(-)
Nimero maximo de ciclos de treinamento | 20

O sistema de agrupamento de classificadores com redes Bayesianas empregou classificadores
Perceptron e 3-NN e utilizou probabilidades como entrada para o sistema de inferéncia e no
tratamento dos casos observados (Sistema I). Para treinamento do classificador global utilizou-
se apenas um tnico ciclo e nas redes neurais originadas a partir do segundo nivel do diagrama de
classificadores, realizou-se um treinamento com 50 ciclos. A arquitetura do sistema obtido com

base neste experimento esta ilustrada na Figura 6.12.
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| P —
35 nés k-NN

Figura 6.12: Diagrama de classificadores originado do treinamento

Os classificadores k-NN foram implementados usando como medida de dissimilaridade a dis-

tancia euclidiana. Utilizou-se um algoritmo de busca exaustiva para localizacdo dos k vizinhos

mais proximos.

6.3.3 Resultados com a base reduzida

Os classificadores foram treinados com 60000 imagens obtidas aleatoriamente dos conjuntos
hsf_0, hsf_1, hsf_2 e hsf_3 e testados com 60089 imagens do conjunto hsf_7, isto &, todas imagens
disponiveis no conjunto. As taxas de reconhecimento, bem como os valores dos coeficientes e

variancia da estatistica Kappa, estdo apresentadas na Tabela 6.6.

Tabela 6.6: Taxas de reconhecimento obtida com a base NIST

Classificador | Taxa de reconhecimento (%) | Kappa (%) | Varidncia
MLP 97,94 ar. 7 3,39 % 10°7
Boosting 08,08 97,86 2,46 x 107
5-NN 98,57 98,4 2,9 % 107
Sistema [ 98, 89 98,72 |2,25x 1077
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A fim de quantificar numericamente as diferencas expressas na Tabela 6.6, as distancias entre
os coeficientes foram tabulados em escores normalizados, calculados em funcio da quantidade
de desvios-padréo associado a cada coeficiente, originando desta forma a matriz apresentada na
Tabela 6.7. Esta matriz ndo é simétrica, pois os desvios-padrio associados a cada classificador
sdo distintos. Cada célula d,, desta matriz é calculada como:

d, = E-Cf—_—k“ﬂ (6.19)

g,

Tabela 6.7: Distancias normalizadas entre os coeficientes

Milp | Boosting | 5-NN | Sistema I
Mip 0 2.43 10.72 | 16.29
Boosting | 2.52 0 8.59 14.37
5-NN 12.86 9.95 0 6.69
Sistema I | 22.27 | 18.95 7.62 0

Os dados da Tabela 6.7 revelam que n3o ha entrelagamento entre a classe em que se localiza o
coeficiente do método proposto com as demais pois, pode-se observar na tltima linha e coluna da
tabela, que as distancias normalizadas superam pelo menos 6 desvios-padrdo. Embora em alguns
textos (Evans [34], Afonso [2]) a andlise do coeficiente Kappa seja realizada em conjugacdo com
um teste Z, a rigor ndo se pode desenvolver uma analise a luz de um teste de significancia pois a
distribuicio do coeficiente ndo é Gaussiana. Apesar desta limitagdo, ainda assim € possivel admi-
tir que ha diferencas entre o coeficiente associado ao Sistema I e os demais, face aos resultados
apresentados na Tabela 6.7. Isto permite concluir que, no experimento realizado, o método pro-
posto superou os demais métodos comparados. E importante destacar que n3o se deve interpretar
estes resultados como uma realidade estdtica, o que levaria ao julgamento de que as redes neu-
rais MLP, e consequentemente o agrupamento com Boosting, sdo pouco apropriados para serem
utilizados com o método de extracdo de caracteristicas desenvolvido. Na criagdo/treinamento de
uma rede neural ha diversos pardmetros livres que podem ser configurados de modo a melhorar
seu desempenho, tais como: o ndmero de camadas escondidas e a quantidade de neurdnios em
cada uma delas, a utilizagdo de decaimento de peso (weight decay), momentos, condicionamento
dos dados de entrada, utilizacdo de arquitetura modular, etc. Certamente outra arquitetura neu-
ral conduziria a um resultado mais acurado desde que devidamente configurado para a aplicagdo
alvo. Deve ser destacado que a principal vantagem do método proposto foi ter obtido resultados
competitivos utilizando-se um treinamento que exige menor esforco computacional, ja que se
trabalhou com classificadores lineares ou com k-NN em regides limitadas do espago de atribu-

tos, e que requer pouca interferéncia de um especialista humano, pois na configuracdo destes
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classificadores ha poucos pardmetros livres que precisem ser ajustados.

6.3.4 Resultados com a base expandida

Realizou-se um experimento em que se testou o Sistema I utilizando-se como classificador
global uma rede perceptron e como classificadores locais redes percepton e 1-NN. Empregou-se
no treinamento 180000 imagens dos conjuntos hsf_012 e 3, o que representa 92, 3% das imagens
disponiveis para treinamento. Os testes foram realizados com todas as imagens do conjunto

hsf_7. Os resultados deste experimento estdo colocados na Tabela 6.3.4, em que se apresenta a

matriz de erros.

Tabela 6.8: Matriz de erros — Treinamento com 180000 amostras

Saida Saida produzida
desejada | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (%)
0 5802 1 5 0 3 1 11 1 13 7 0.993
! 0 6491 0 2 3 1 4 2 10 2 0.996
2 6 31 5930 7 6 1 3 9 7 0 0.988
3 4 12 5 5963 0 6 0 14 2 2 0.993
4 12 5 0 5834 3 4 9 9 10 0.990
5 7 3 0 19 1 5637 4 1 6 1 0.993
6 17 2 0 8 3 5870 0 5 0 0.994
7 1 15 v 19 3 3 0 6192 5 17 0.989
8 27 1 10 9 9 10 3 2 5818 il 0.986
9 L b g 4 3 17 6 19 1 24 14 5976 | 0.983
m 99,04

Comparando-se a taxa de reconhecimento obtida neste experimento com outras citadas na
literatura, como apresentadas na Tabela 6.2, pode-se observar que o método proposto mostra-se

competitivo e revela uma boa adequagio para a tarefa de reconhecimento de digitos manuscritos.

6.4 Conclusao

Neste capitulo foi realizado um estudo de caso da aplicagdo do método proposto a um prob-
lema de reconhecimento de imagens de digitos manuscritos. Para realizar este estudo desenvolveu-
se um método de extracido de caracteristicas baseado na imagem do contorno do caracter, Esta
abordagem tem uma inspiragdo no modelo bioldgico. A visdo dos seres-humanos € seletiva as
componentes espaciais de alta freqiiéncia, que sdo fundamentais para reconhecimento de formas

e do sentido de profundidade. Como estes componentes se manifestam nos pontos de contorno
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admite-se que estes pontos contenham toda informagdo necesséria para o reconhecimento deste
tipo de imagem, que s3o imagens monocromaticas portanto desprovidas de cor, textura ou outra
caracteristica relevante neste contexto. Procurou-se conciliar a informacdo extraida do contorno
com um procedimento de zoneamento, imitando desta forma os campos receptivos do sistema
visual humano. Os vetores de atributos obtidos por este processo de extracdo de caracteristicas
foram utilizados pelo sistema de reconhecimento apresentado no Capitulo 4. Os resultados exper-
imentais demonstraram que para este tipo de aplicagdo o método proposto é bastante apropriado.
Foi obtido uma taxa de reconhecimento competitiva tanto em relagdo a outros métodos com-
parados na Sec3o quanto em relagdo ao que a literatura especializada apresenta. Estes resultados
s3o conseqiiéncia da boa separacdo inter-classes que o extrator de caracteristicas propicia e da

boa adequacio do sistema de reconhecimento aplicado ao problema em foco.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas futuras

7.1 Conclusoes

A proposta deste trabalho foi apresentar um método de classificagdo de padrdes que realizasse
o particionamento do espag¢o de atributos em regides entrelacadas associando a cada uma destas
um classificador. Para realizar uma predigdo (nica, as saidas dos classificadores deveriam ser com-
binadas atendendo a um critério de otimalidade. Propds-se usar uma rede Bayesiana como agru-
pador de classificadores. Apesar de potencialmente promissor como estimador nao-paramétrico
de uma distribuicdo de probabilidade, ou como sistema especialista baseado em conhecimento
incerto, o uso de redes Bayesianas € ainda insipiente na drea de combinagdo de classificadores, que
tem experimentado intensa movimentacdo desde inicio dos anos 2000, a exemplo do surgimento
de uma conferéncia internacional (International Workshop on Multiple Classifier Systems), em
2000, e de uma revista especializada (/nformation Fusion), também em 2000. Deve-se ressaltar
que em alguns artigos ha utilizagdo do classificador Bayesiano, que trata-se de um caso particular
de uma rede Bayesiana como explicado no Capitulo 2, entretanto, a construgdo de um sistema
com varios niveis de decisdo como o proposto neste trabalho nao foi encontrada no levantamento
bibliografico realizado. Explorou-se a perspectiva de que na drea de combinagdo de classifi-
cadores, um combinador baseado em treinamento aprende a regra de combinagio atendendo a
um critério de otimalidade podendo ser a aproximagdo de uma distribuicdo de probabilidade, o
que torna apropriado a utilizacdo da rede Bayesiana. O cerne do método proposto estd no pro-
cesso de particionamento do espago de atributos. E através deste processo que se originam 0s
classificadores locais, arranjados em uma estrutura chamada diagrama de classificadores da qual
deriva-se a estrutura da rede Bayesiana. Nos ensaios experimentais realizados nos Capitulos 5
e 6 demonstrou-se que a estratégia de particionamento adotada, conciliada com o combinador
construido a partir desta, resulta num método de classificagdo de padrdes que realiza predigoes
em geral mais precisas do que a dos classificadores constituintes. Esta propriedade foi usada

para criar um sistema composto por classificadores fracos, que tanto demandavam menor esforgo
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computacional para serem treinados, quanto menor interferéncia de um especialista humano na
configuragio dos parametros livres. Para o treinamento de grandes bases de dados, como tratado
no Capitulo 6, a adogdo do método de combinagio proposto revelou vantagens tanto por ap-
resentar resultados competitivos quanto por realizar uma distribuicdo balanceada no ndmero de
amostras necessarias para treinar cada classificador: muitas amostras empregadas no treinamento
do classificador global, que requer menor esforco computacional, e poucas amostras empregadas
no treinamento dos classificadores locais.

No estudo de caso na drea de reconhecimento de imagens de caracteres manuscritos foi apre-
sentado um algoritmo de extragdo de caracteristicas inspirado no modelo biolégico. A utilizacio
deste algoritmo, bem como do método de agrupamento de classificadores proposto, foi avaliado
experimentalmente no reconhecimento de digitos manuscritos da base NIST. Os resultados destes

experimentos revelaram-se competitivos com relacdo aos referenciados na literatura.

7.2 Perspectivas futuras

Um trabalho cientifico nunca é um produto acabado que se encerra em si mesmo. Ao contrério,
ao se investigar um tema abrem-se perspectivas para novas exploragoes e desdobramentos que
s6 se descobrem a partir da investigacdo inicial. Este trabalho realizou a cobertura de varios
aspectos de um problema complexo mas nao foi suficiente para cobrir alguns outros que também

se mostram potencialmente promissores. Alguns destes estdo comentados a seguir:

Aprendizado incremental A arquitetura do sistema proposto como um todo é modelada di-
namicamente, isto é, novos nds e conexdes sao criados no diagrama de classificadores a
fim de suportar a complexidade dos dados apresentados. Esta propriedade pode ser usada
para realizar um treinamento incremental que viabilize o aprendizado de novos padrdes
sem perder o conhecimento ja adquirido. Em um sistema conexionista o conhecimento,
armazenado nas conexdes, é perdido sempre que os valores das conexdes é alterado, en-
tretanto, em um sistema modular o treinamento incremental pode ser feito localmente
em unidades isoladas nio comprometendo, portanto, a manutengdo do conhecimento ar-
mazenado em outros nés. Além disto, novos nés no diagrama de classificadores s3o criados
quando os padrdes apresentados diferem significativamente dos modelos associados aos nés

ja existentes.

Na prética, a aquisicdo de conhecimento incremental pode ser substituida por uma nova
etapa de treinamento com base em um conjunto formado pela unido dos conjuntos com
antigas e novas instincias. Entretanto, hd situagbes em que esta estratégia possue um

custo proibitivo, por exemplo, em um sistema em produgdo que precise aprender com os
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erros deve-se evitar interromper uma execugdo em andamento, pois o tempo necessario

para treinar todas as amostras pode ser muito longo.

Revogacao da hipétese de independéncia A fim de aproveitar o mecanismo de propagacio
de mensagens, o procedimento de aquisicdo de Bg cria, em cada nivel da rede, nds que
nao possuem ligagdes entre si, sdo portanto independentes dado o estado do né ancestral.
A hipétese de independéncia pode ser revogada em prol de um modelo um pouco mais
complexo e preciso. Pode-se usar, por exemplo, um agrupamento de redes do tipo TAN
(Tree Augmented Bayesian Network) ([41]), Figura 7.1, que como citado na literatura

sao modelos mais precisos da distribuicdo subjacente e cuja complexidade do algoritmo de

aquisicdo possui complexidade polinomial.

(2
O ©® ©
® ©
(a) Diagrama de clas- (b) Rede Bayesiana (c) Agrupamento de
sificadores TAN's

Figura 7.1: Redes Bayesianas construidas a partir do diagrama de classificadores

Utilizacao de mensagens w Uma rede Bayesiana é um sistema de inferéncia que possui algu-
mas semelhan¢as com o modelo empregado pelos seres-humanos. Vale destacar dois pontos
importantes neste contexto. Primeiro, a dimensdo do vetor de entrada nao possui tamanho
fixo, as evidéncias fornecidas a rede podem ocorrer em qualquer né e em nimero variavel,
n3o necessariamente em um conjunto de nds que formam uma camada de entrada. Ao tra-
balhar com entradas de dimensio fixa introduz-se distor¢cdes decorrentes da normalizagao
em escala, o que pode ser evitado quando a entrada do sistema possui dimensao varidvel.
O segundo ponto destacado € a potencial contribuicdo que pode ser obtida com o con-
tetido das mensagens 7, que sao associadas a diagndsticos ou conclusdes. Na imagem da
Figura 7.2 vé-se nos vazios entre os quadrados adjacentes uma formacdo nebulosa iluséria
em tons de cinza. Esta ilusdo é causada pelo preenchimento dos espagos vazios pelos pro-
longamentos dos segmentos de reta dos quadrados vizinhos. Semelhantemente ao modelo

biolégico, mensagens 7 enviadas por nds ancestrais induzem os nds descendentes a atu-
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alizarem seus vetores de crenca, eventualmente mudando o valor do estado mais provavel.
A retro-alimentagdo destes valores leva os nés em niveis superiores a gerar interpretactes
baseadas em evidéncias imaginarias, semelhantes aquelas produzidas pelo sistema de in-
terpretacdo humano. A construgdo de um sistema de reconhecimento de imagens usando
multiplos classificadores combinados com uma rede Bayesiana pode ser empregada de uma
forma em que os classificadores sejam especializados em regides da imagem ao invés de
serem especializados em regides do espago de atributos. Neste contexto, as mensagens
7 podem ser usadas para identificar as regides que ndo contribuem efetivamente para o

processo de reconhecimento e que demandam a utilizago de classificadores mais especial-

izados.
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Figura 7.2: llus3o originada pelo prolongamento de segmentos de reta

Investigacio mais extensa do algoritmo de extracdo de caracteristicas O processo de ex-
tracdo de caracteristicas proposto no Capitulo 6 mostrou-se promissor apesar de ndo ser
este 0 foco de atencdo principal do trabalho desenvolvido. Em razdo de ter se mostrado
efetivo como ferramenta para melhorar a sperabilidade inter-classes uma investigagdo mais
extensa deve ser conduzida. Algumas investidas neste sentido podem ser iniciadas pelo
estudo da quantidade e disposicdo das zonas e pelo estudo de estratégia de composigdo do
vetor de atributos que produza resultados mais promissores do que o obtido pela simples

concatenagdo das caracteristicas fase e curvatura.
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