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RESUMO

Esse trabalho é caracterizado como uma pesquisa bibliografica cujo objetivo é explorar um
modelo matematico de crescimento e decaimento aplicado a algumas dreas do conhecimento
cientifico. Ao cursar a disciplina Equac¢des Diferenciais Ordindrias foi possivel estudar algumas
de suas aplicacdes, dai surgiu o questionamento de como um mesmo modelo matematico pode
ser usado para resolucdo de problemas de naturezas distintas, despertando assim a curiosidade e
motivagao para esse trabalho. O modelo aqui apresentado pode ser resolvido facilmente, todavia
0 que o torna interessante € que por meio dele, pode-se interpretar problemas de dindmica
populacional, na drea de Ciéncias Bioldgicas; decaimento radioativo, na area de Quimica e
Fisica; capitalizag@o continua, em Matematica Financeira, entre outras aplicacdes. Inicialmente
foram apresentados uma breve introdugio referente a modelagem matematica e o modelo que
servird de base para a resolucdo dos problemas analisados. Em seguida, abordados alguns
conceitos e resultados sobre Equacdes Diferenciais Ordindrias lineares de primeira ordem,
enfatizando a resolucdo do modelo. foram explorados alguns problemas que partem de conceitos
e exigéncias distintas, mas que adaptam-se a um modelo comum, cuja solucdo matemaética
¢é igual, no entanto pode ter interpretacdes totalmente diferentes, a depender das varidveis e
constantes de proporcionalidade de cada um. Por meio dessa pesquisa, nota-se a necessidade
de estudar os modelos tradicionais, pois conhecimentos adquiridos em um problema podem ser
transferidos para outros.

Palavras-chave: Modelagem Matemética. Dinamica Populacional. Radioatividade. Capitaliza-

¢do Continua.



ABSTRACT

This study is characterized as a bibliographical research, whose objective is to explore a mathe-
matical model of growth and decay applied to some areas of scientific knowledge. When studying
the Ordinary Differential Equation subject, it was possible to study some of its applications, from
there came the questioning of how a same mathematical model can be used to solve problems of
different natures, thus arousing the curiosity and motivation for this work. The model presented
here can be easily solved, however what makes it interesting is that through it, one can interpret
problems as: population dynamics, in the area of Biological Sciences; radioactive decay, in the
area of Chemistry and Physics; continuous capitalization in Financial Mathematics; among other
applications. At first, it was presented a brief introduction regarding mathematical modeling and
the model that will serve as a basis for solving the problems analyzed. Then, some concepts
and results on first order linear Ordinary Differential Equations were discussed, emphasizing
the resolution of the model. However, we have explored some problems that start from different
concepts and requirements, but that adapt to a common model, whose mathematical solution
is equal, nevertheless can have totally different interpretations, depending on the variables and
constants of proportionality of each one. Through this research, we note the need to study
traditional models, since knowledge acquired in one problem can be transferred to others.

Keywords: Mathematical Modeling. Population Dynamics. Radioactivity. Continuous Capital-

ization.
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INTRODUCAO

Estudos referentes a historia do ser humano mostram que sua mente evoluiu o suficiente,
cientificamente falando, para que o mesmo tenha nos dias atuais, a capacidade de fazer previsoes
sobre determinadas situacdes, consideradas no passado como misteriosas ou misticas como
doencas, domesticacio de animais selvagens e cultivo de alimentos. Além disso, a interpretacdo
de fendmenos naturais como chuvas, trovoes, furacdes e terremotos vem tendo uma importancia
cada vez maior, tendo em vista que a humanidade vem sofrendo com essas catdstrofes e nao esta

preparada para lidar com as mesmas.

Diante disso, a matemética vem desempenhando papel relevante no que se refere a inter-
pretacdes de muitos problemas, sendo eles naturais ou artificiais. Nesse contexto vem ganhando
destaque a modelagem, cujo objetivo central consiste em desenvolver modelos matematicos para

facilitar a resolugdo e interpretacdo de problemas.

O modelo a ser estudado tem seu nome na dinamica populacional como modelo malthu-
siano e relaciona o tempo necessario para que a populacdo de determinados organismos cresca
ou diminua. O mesmo serviu de escada para alguns modelos mais avancados de estudiosos como
Verhulst, Montroll e Gompertz. Na drea da radioatividade, ¢ chamado de decaimento radioativo,
e sua caracteristica principal € relacionar o tempo necessario para que um determinado is6topo
radioativo chegue a sua meia vida. E com isso, pode-se determinar o radioisétopo ideal para
descobrir a idade de organismos e objetos, saber qual o melhor elemento radioativo para usar no
diagnoéstico ou tratamento de doengas cancerigenas e até mesmo quais seriam os melhores na

producdo de energia nuclear.

Em outras dreas exploradas ndo hd uma nomeacgao para o modelo, mas o0 mesmo possui
algumas caracteristicas interessantes. Na parte da matemadtica financeira, passa a ser uma
explicacdo para o empréstimo de capital, desenvolvido pelo homem, onde o tempo € relacionado
com o montante de dinheiro a ser ganho em relacio ao investido inicialmente. Nota-se que nesse
caso, ndo é usado para tentar explicar um fendmeno da natureza, mas sim de uma drea voltada a

valores monetarios.

Na Fisica, € usado para tentar responder ao seguinte questionamento: “por que uma
corda simplesmente enrolada num poste sustenta um barco?” Vale destacar que a varidvel
independente, neste caso, é o angulo formado por um arco de corda em volta de um poste com
formato cilindrico, e ndo o tempo, como nos problemas anteriores. Ainda na fisica, tratamos
outro problema interessante, relacionando a varidvel independente que € a altura, com a varidvel
dependente denominada pressdo atmosférica. Através da interpretacdo da funcio encontrada ao
resolvé-lo, pode-se associar a pressao exercida da atmosfera em um determinado objeto com a

altura do mesmo.
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Bassanezi (2006) ressalta a importancia da comparacio no procedimento de modelagem,
pois ha conceitos e estudos feitos em um problema especifico que podem ser transferidos para
outras areas. E que para ser um modelador de qualidade € fundamental ter conhecimento dos
modelos matemaéticos tradicionais, pois 0 mesmo pode se deparar com situacdes diferentes, que

ao modelar, terd um modelo em comum.

Esse trabalho destaca a modelagem matematica como um dos meios de descrever esses
fendmenos naturais ou artificiais com o uso de Equagdes Diferencias Ordindrias (EDO). E em
particular, usaremos uma dessas equagdes, que pode ser denominada por modelo matematico
de crescimento e decaimento, para descrever alguns fendmenos de dreas cientificas diferentes.

Nosso trabalho estd dividido em trés capitulos, os quais passaremos a descrever.

O primeiro capitulo serd dedicado a uma introdu¢do a modelagem matemaética e sua
utilizacdo, destacando o modelo matematico de crescimento e decaimento, que serd essencial

para a resolucdo dos problemas apresentados no ultimo capitulo.

Para o segundo capitulo, elencamos algumas defini¢cdes e resultados referente as Equacdes
Diferenciais Ordindrias (EDQO’s), e apresentamos a resolu¢do do modelo referente as aplicacdes

que serdo trabalhadas.

No terceiro capitulo usamos o modelo estudado no capitulo 1 e resolvido no 2, como
meio de resolugdo e interpretacdo para algumas aplicagdes. Selecionamos cinco problemas

propostos nas dreas de Biologia, Matematica Financeira, Fisica e Quimica.
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1 INTRODUCAO A MODELAGEM MA-
TEMATICA

Desvendar os mistérios dos fendmenos da natureza com a finalidade de prever desastres
naturais como terremotos, maremotos e furacdes, produzir substancias que tragam beneficios
como remédios e combustiveis, ou até construir sua historia através de métodos para datar objetos

com uma boa aproximacgao, vem sendo algumas das prioridades do ser humano na atualidade.

Nos primérdios, o sol, o trovao, a lua, a chuva, entre outros fendmenos de natureza
desconhecida receberam nomes e passaram a ser tratados como divindades. Um dos motivos em
que se explica tal fato era o temor que o homem sentia por aquilo que ele ndo tinha conhecimento.
Mas com o passar do tempo, através de muito estudo e curiosidade por parte do ser humano,
que buscava o conhecimento de sua existéncia, tanto individualmente quanto como parte de
um universo cada vez mais amplo, muitos fendmenos foram sendo elucidados cientificamente.

Atualmente estas explicacdes estdo registradas em livros, artigos, reportagens entre outros.

O fato de alguns fendmenos ou elementos da natureza serem cada vez mais utilizados,
de forma benéfica ou maléfica, traz a necessidade de estudé-los e compreendé-los, para assim
conseguir uma interpretagao e prevengao de catdstrofes naturais ou de criacdo humana. E a
matemadtica € uma das dreas em que essas interpretacdes emergiram, pois a mesma € usada desde
problemas simples como somar objetos ou saber o quanto se produzird calculando a drea em que
vao plantar determinada semente, até problemas mais avangados como a distancia da Terra até o

sol ou a velocidade da luz.

A matemadtica em si como drea do conhecimento tem sua importancia em diversas outras
areas de natureza cientifica como em Fisica, Quimica, Biologia, entre outras. Nessas areas a
matemadtica € usada na resolucdo e interpretacdo de alguns problemas, no entanto, a solucao sé é

aceita se funcionar com todas as condi¢des que o problema impde.

E o fator determinante para tal importincia € a modelagem feita para aquele problema
especifico a ser estudado na busca por um modelo matematico. De acordo com Bassanezi (2006,
p- 20), “chamaremos simplesmente de Modelo Matematico um conjunto de simbolos e relagdes
matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado.”

A palavra modelar d4 a ideia de tomar um objeto palpavel e dar a ele a forma que lhe
convém. J4a quando o assunto é modelagem matemadtica, vem de imediato a ideia de moldar
um problema voltado a matemaética ou a outra drea do conhecimento que traz a matemaética
como ferramenta essencial para a traducdo e interpretacao das suas teorias. Assim, o problema
¢ moldado/modelado para simbolos matematicos, depois busca-se sua solugdo, e se houver,

aplicam-se as condi¢des exigidas, para que com isso, seja feito um estudo que dird se a solucao



Capitulo 1. introducdo A modelagem matemdtica 13

satisfaz ou ndo o que € exigido pelo problema.

Bassanezi (2006, p. 16) explica categoricamente que “a modelagem matemadtica consiste
na arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpre-
tando suas solucdes na linguagem do mundo real”. E para isso hd uma longa jornada de estudo
e tentativas para desenvolver essa solu¢do em que muitas vezes € falha. Todavia, o avango de
vdrias pesquisas mostrou a importancia da modelagem matemadtica para as mais diversificadas
ciéncias.

As vantagens do emprego da modelagem em termos de pesquisa podem ser
constatadas nos avancos obtidos em vérios campos como a Fisica, a Quimica, a
Biologia e a Astrofisica entre outros. A modelagem pressupde multidisciplina-
riedade. E, nesse sentido, vai ao encontro das novas tendéncias que apontam
para a remocdo de fronteiras entre as diversas dreas de pesquisa (BASSANEZI,
2006, p. 16).

Desenvolver uma modelagem matematica requer um conhecimento matematico muito
amplo e diversificado, pois as vezes o problema vai exigir a unido de algumas areas da propria
matematica, ou da matematica com outras areas do conhecimento. Ou seja, “a modelagem
matematica €, assim, uma arte ao formular, resolver e elaborar expressdes que valham ndo apenas
para uma soluc¢do particular, mas que também sirvam, posteriormente, como suporte para outras
aplicacdes e teorias” (BIEMBENGUT, HEIN, 2007, p. 13).

Ao trabalhar com modelagem matematica, deve-se primeiramente definir o objeto que
serd estudado, e em seguida, especificar um modelo matematico que melhor descrevera através

de simbolos e ligacdes matemadticas esse objeto estudado. Bassanezi (2006, p. 20) da énfase a
essa afirmacdo dizendo que

A importincia do modelo matemadtico consiste em se ter uma linguagem concisa
que expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além de
proporcionar um arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso
de métodos computacionais para calcular suas solu¢des numéricas.

E para se obter um modelo matemético e sua validacdo, utiliza-se como base a modelagem
matemadtica. Tem que se ter consciéncia que o trabalho tem como finalidade obter aproximacdes, €
ndo confirmagdes reais e precisas, para que assim, a modelagem tenha um melhor aproveitamento,
tendo em vista que se € tomado uma situacdo real para transforméa-la em um problema matematico,
facilitando assim a busca de uma solu¢ao (BASSANEZI, 2006).

Antes de ter a no¢do do objeto de estudo, € necessario definir alguns procedimentos a
serem seguidos, como forma de facilitar a futura pesquisa. Biembengut e Hein (2007) dividiram

tais procedimentos em trés etapas descritas a seguir:

e [teracdo

Esse procedimento consiste no estudo aprofundado do problema, sendo o mesmo prético

ou tedrico. Nao € suficiente apenas saber a situagdo que vai abordar, mas deve-se também
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conhecer um pouco sobre a drea em que vai atuar, para que se tenha uma interpretacdo de

qualidade.

Matematizagao

Nessa parte o problema tem que ser traduzido matematicamente, € esse processo requer
originalidade, experiéncia e ideias desenvolvidas para formular as hipdteses e a resolucio
do problema em forma de modelo. Para a hipdtese é necessario classificar todas as
informacdes possiveis, decidir os fatores com os quais se quer alcangar ao utilizar hipéteses,
distinguir as incégnitas de maior importancia e as constantes que circundam o problema,
representar as incognitas com simbolos adequados e fazer a representacdo dessas relagoes

em termos matematicos.

O foco desse procedimento € trazer através da modelagem, um conjunto de expressoes
matemadticas, equacdes, graficos e programas computacionais que cheguem a uma solugao,

ou permitam a deducdo de uma solucao.

Experimentacdo

Ap6s isso serd analisado a solucdo ou experimentagdo com o ferramental matematico que
se conhece. A experimentacdo poderia ser considerada um tépico, pois € uma atividade

fundamental, onde € analisado os dados obtidos do problema.

Além disso, ha a necessidade de um amplo conhecimento sobre os ramos da matemadtica
que foram utilizados na resolu¢io do problema. E importante usar alguns instrumentos

para analisar como a calculadora cientifica ou o computador.

Modelo matematico

Por fim vem a avaliacao de tudo o que foi feito anteriormente, para saber até que ponto a
solucdo se aproxima da situagdo-problema e seu grau de confiabilidade. Nesse sentido, €
feita a interpretacao da situacdo estudada ao avaliar as solu¢des do modelo com o problema

natural e averiguar sua validacao.

Caso ocorra do modelo ndo resolver as necessidades especificas, deve-se voltar para

a matematizacdo e modificar as hipdteses, as varidveis, as constantes ou até mesmo o proprio

modelo matematico utilizado. Se a modelagem for bem sucedida, podera ser usada como

instrumento de explicitacdo do problema, interpretando de forma aproximada as solugdes
obtidas.

1.1

O uso da modelagem matematica

Usar a matematica para o entendimento dos fendmenos da natureza tem sido cada vez

mais frequente, pois esta unido com outras ci€ncias se mostrou eficaz, além de tornar o estudo
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mais interessante, uma vez que os calculos encontrados sdo mais faceis de se interpretar do que
o proprio fendmeno em si. Como a modelagem matematica serve de ferramenta para entender
muitos problemas, pode-se defini-la como a matematica aplicada da atualidade. Bassanezi (2006,

p. 32) ressalta que

A Matematica Aplicada moderna pode ser considerada como a arte de aplicar
matemadtica a situagdes problematicas, usando como processo comum a mo-
delagem matemitica. E esse elo com as ciéncias que distingue o matemético
aplicado do matematico puro. A diferenca consiste, essencialmente, na atitude
de se pensar e fazer matematica.

O matematico puro estuda no intuito de desenvolver o conhecimento nas ramificacoes
da matemadtica, ou em uma area especifica da mesma. Ja o aplicado busca unir o conhecimento
matematico com outros conhecimentos, sendo da matematica ou de outras areas do conhecimento,

para solucionar e interpretar as adversidades de tudo o que ainda ndo se foi explicado cientificante.

Para destacar a importancia da modelagem matematica como ferramenta de pesquisa,
Bassanezi (2006, p. 32) aborda alguns pontos importantes para o desenvolvimento dessa drea,

destacados a seguir:

e Incentiva o desenvolvimento de ideias inovadoras e procedimentos experimentais;

e Mesmo com uma previsdao daquilo que acontecerd, pode ocorrer casos em que as informa-

coOes obtidas sejam diferentes das previstas;
e Pode ser uma técnica para realizar interpolagdes, extrapolacdes e previsoes;
e Pode privilegiar aplica¢des de pesquisas, recursos e decisdes;

e Caso o objeto de estudo tenha algumas lacunas em aberto, pode ocorrer de serem desco-

bertas as informacdes necessdrias para preenché-las;

e As pessoas terem uma compreensdo cada vez melhor da realidade do problema a ser

estudado;

e Auxilia na interpretacdo e trabalho entre os varios pesquisadores de diversas dreas do

conhecimento.

Podemos ver uma série de motivacdes para estudar a modelagem matemadtica, devido a
amplitude e diversidade de sua aplicacdo, além da facilitacdo na interpretacdo de estudos mais

complexos.
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1.2 Modelo a ser estudado

Diversos fendmenos vem sendo interpretados com o auxilio de modelos matematicos,
trazendo informacdo e beneficios para a humanidade, como exemplos temos a catendria, a
tratdria e o crescimento populacional de uma colmeia. Bassanezi (2006) define de forma simples
que o Modelo Matematico € um conjunto de simbolos e relacdes matemadticas que buscam a

tentativa de descrever o objeto que estd sendo estudado.

Bassanezi (2006) classifica a elaboracdo dos modelos mateméticos dependendo da
natureza dos fendmenos ou cendrios analisados e classificados em concordancia com o tipo de

matematica utilizada:

i- Linear ou ndo linear, dependendo de sua equagao;

ii- Estatistico, quando descreve o aspecto fisico do objeto; ou dindmico, quando ha variacdes

de estdgio do fendmeno;

iii- Educacional, tendo base em um nimero pequeno ou simples de hipoteses, onde quase
sempre sao solugdes analiticas; aplicativo, quando € baseado em hipdteses realisticas que
tem um ndmero muito grande de varidveis; e na maioria das vezes, métodos numéricos,
onde sdo usados algoritmos de operacdes aritméticas menos complexas para a resolugao

do problema;

iv- Estocdstico, quando a descricdo do estudo € feita através da probabilidade; ou Determinis-
tico, que € baseado na suposi¢io que existem informagdes suficientes em um instante ou

estdgio de algum processo.

Como exemplos de classificacdo e elaboragdo de um modelo matemaético, mais especi-

ficamente do dindmico reportado nesse trabalho, tem-se o modelo de Malthus, cuja equacao é
dP

dt

. . . L . dA
ou decrescimento populacional, e o decaimento radioativo, cujo modelo € i kA, em que a

= kP, onde a populagdo P varia com rela¢do ao tempo t, sendo k a constante de crescimento

atividade A da amostra de um material radioativo varia em relagdo ao tempo t, e neste caso, k

seria a constante de decaimento radioativo.

E ficil ver que os exemplos anteriores tem o mesmo modelo matemdtico, diferenciando-
se um do outro pelas constantes de proporcionalidade e a interpretacdo das varidveis. E disso,
confirmamos que “uma Unica equagdo diferencial pode servir como um modelo matemético para
varios fendmenos diferentes” (ZILL, 2003, p. 24).

Note que hd um estudo detalhado da modelagem matematica até a elaboracdao de um
modelo ideal, referente ao problema abordado. Isso se d4d muitas vezes porque através da

manipulagcdo dos dados e conversiao em algoritmos ou simbolos para algum ramo da matemaética,
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em algum momento chega-se a um modelo matematico comum. E referente a isso, é importante

o conhecimento dos modelos tradicionais.

No caso desse trabalho, iremos estudar o modelo continuo de crescimento ou decaimento

exponencial, que tem como forma a seguinte equacao:

dy
— = ky, 1.1
gy Y (1.1)
observa-se que a taxa de variacdo de y em relagdo a x € proporcional a y, e a constante k sera
maior ou menor que zero. Resolver a equagdo (1.1) € algo simples e sua solu¢do (1.2) mostrada

a seguir, € apresentada detalhadamente no capitulo 2:

y = Ce*. (1.2)

Destaca-se que a maior dificuldade nesse caso ndo € a resolucdo do modelo, e sim a
interpretacdo de cada problema especifico para obté-lo. O foco da nossa pesquisa € evidenciar
a utilizacdo da equacgdo (1.1) para modelar cinco problemas de naturezas distintas, fazendo as

devidas interpretacdes e apresentando as respectivas solugoes.

Diante disso, com um breve estudo sobre Equac¢des Diferenciais Ordindrias que serd feito
no proximo capitulo, teremos os conhecimentos necessdrios para a obtencdo da funcao (1.2), e
apos isso, poderemos fazer uma interpretacio para cada um dos problemas a serem abordados

adiante.
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2 CONCEITOS BASICOS DE EQUA-
COES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Este capitulo € destinado a uma breve introdu¢do das Equacdes Diferenciais Ordindrias
(EDO) de primeira ordem linear, e a solucdo do modelo matemaético a ser explorado no capitulo
seguinte. As defini¢des e resultados usados a seguir foram baseados nos livros de Zill (2003),
Diacu (2000), Zill e Cullen (2001), Boyce e Diprima (2006).

Definicao 2.1 Toda equacdo formada com operagdes envolvendo as derivadas ou diferenciais
de uma ou mais varidveis dependentes relacionadas a uma ou mais varidveis independentes é

chamada de equagao diferencial (ED).
Exemplo 2.1 Exemplo de ED: x’ = x.

O exemplo 2.1 nos mostra uma equagdo diferencial onde se associam a fungio x(¢) a sua
dx

E.
A classificacdo das ED € feita de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade de cada

derivada 2’ =

uma.

2.1 Tipos de equagoOes diferenciais

Se uma equacdo contiver somente derivadas ordindrias de uma ou mais varidveis depen-
dentes em relagdo a uma unica varidvel independente, ela serd chamada de Equacgdo Diferencial
Ordinaria (EDO).

Exemplo 2.2 Como exemplo temos:

dy
a) — + 5y = e".
dx

dy dx
b) L+ — oy,
b T TR
Py dy
S22l gy =0
c) dx? dx+ Y

Ja uma equacdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes

de duas ou mais varidveis independentes é chamada de Equacao Diferencial Parcial (EDP).
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Exemplo 2.3 Temos como exemplo:

yu_ v
Yoy T or

2 2
b) au_ﬁu_za_u

or2 o2 ot

Ja que nosso estudo € voltado para Equacdo Diferencial Ordinéria, serd nessa drea que

iremos focar.

2.2 Ordem das EDO’s

A ordem de uma EDO € a ordem da maior derivada que nela aparece. Uma EDO geral

de n-ésima ordem pode ser representada pelo simbolismo:

dy d?y d™y
= — ..., — | =0. 2.1
7y7 dx7 d:c27 7dxn ( )

F |:.CE
Exemplo 2.4 Exemplo de ordem das EDO’s:

d? dy\’
a) d—‘g +5 (d_y> — 4y = €*; tem ordem 2, pois a ordem da maior derivada é 2.
x x

b) y+y +y® =t; aderivada de maior ordem é 4, e como consequéncia, sua ordem é 4.

2.3 Linearidade de uma EDO

Uma EDO ¢ dita linear quando pode ser escrita da forma a seguir:

_y + ..+ al(:c)—i + ap(z)y = g(x). (2.2)

Em que sdo satisfeitas as condigdes:

e A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo elevadas ao expoente 1;

e (Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente x.

Quando pelo menos uma dessas condicdes ndo for satisfeita, a EDO € dita nao-linear.

Exemplo 2.5 Exemplos de EDO lineares e ndo-lineares

a) y' + vy +y = 0; é linear, pois satisfaz as duas propriedades citadas acima;
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b) 2y + xy = €%; também é linear, pois satisfaz as duas propriedades;

c) yy" — 2y’ = x; é ndo-linear, pois tem coeficientes dependentes de y. Neste caso é uma

EDO de segunda ordem ndo-linear;

d) y — 2xy® = 0; é ndo-linear porque tem poténcia diferente de 1 em y. Portanto é uma

equagdo de primeira ordem ndo-linear.

2.4 Solucao de uma EDO

Nosso objetivo principal ao estudar EDO’s é encontrar suas solucdes, e fazer uma

interpretacdo gréfica.

Definicao 2.2 Qualquer funcdo f definida em algum intervalo I, que quando substituida na

EDO, reduz a equagdo a uma identidade, é chamada de solugcdo para a EDO no intervalo.

Ou seja, uma solugdo para a equagdo 2.1 é uma fungdo f que possui pelo menos n

derivadas e satisfaz a equacdo, ou seja:

F(x, f(z), f'(x),..., f™(x)) = 0, (2.3)
paratodoz € I.

Nao se pode ter uma solucdo de uma EDO sem pensar simultaneamente em um intervalo.
O intervalo [ na defini¢do 2.1 é chamado de intervalo de defini¢do, intervalo de existéncia,
intervalo de validade ou dominio da solugdo. I pode ser aberto (a, b), fechado [a, b], infinito

(0, 00), e assim por diante.

Uma maneira de verificar se uma funcio € solucdo de uma EDO € substitui-la na equacio

e observar se os lados sdo iguais. Como exemplos, temos:

Exemplo 2.6 Verifique se a funcdo indicada é uma solugdo da EDO no intervalo (—oo, 00).

dy 1 1
ay _ 2., Lo
a) . xyy 163: .
- - I : dy 1, N
Solugdo: Substituindo y = 1—6:U e sua derivada T = 1% na equagdo dada, vamos
x
obter:
dy L, 1 AN
RS VN . B (e L e
dz Y 1" $<16$ ) TR

b) y' =2y +y=0;y=xe".
Solugdo: Analogamente, ao substituir y" = xe® + 2e® e y' = xe® + e* na equagdo dada

teremos:
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(xe® 4 2e%) — 2(xe” + €*) + xe® = 0= 0= 0.

2.5 Problema de valor inicial

Na busca da solu¢do de uma EDO sujeita a determinadas condi¢des impostas a solu¢ao
desconhecida y = y(z) e suas derivadas em algum intervalo / contendo z, o problema a resolver

¢ o seguinte:

dny o / (n—1)
dl’n _f(xay7ya--'ay )

Sujeito aos valores y(zo) = Yo, ¥ (20) = Y1, ... Y™V = y,,_1, de onde yo, Y1, ..., Yn_1
sdo constantes reais especificas, chamaremos de problema de valor inicial, ou PVI. Os valores de
y(x) e suas n — 1 derivadas em um tinico ponto xo: %o, ¥’ (20) = y1, ..., ¥V (2¢) = Yn_1, s30

chamados de condi¢des iniciais.

Destacando o PVI de primeira ordem, por ser a ordem do modelo que vamos trabalhar,

teremos: d
y
- — x’
@Y (2.4)
y(wo) = yo

O que garante a existéncia de uma solu¢@o tnica para um PVI do tipo acima € o teorema

de Picard, que enunciaremos a seguir.

Teorema 2.1 (Existéncia de uma tnica solucdo) Seja R uma regido retangular no plano xy
definida por a < x < b, ¢ <y < d, que contém o ponto (xo,o) em seu interior. Se f(x,y) e
—= sdo continuas em R, entdo existe um intervalo I centrado em x, e uma vinica fun¢do y(x)

y

definida em I que satisfaz o problema de valor inicial 2.4.

A demostracdo do teorema (2.1) pode ser feita através dos passos citados no livro do
Boyce e Diprima (2006).

Mostraremos agora um método para resolver equagdes separdveis. Em seguida, veremos

a solug¢ao do modelo matematico S’ = n.S, que sera estudado no capitulo 3.

2.6 Equacoes separaveis e solucao

ds
As EDQ’s pertencentes ao grupo do tipo o= f(a), onde f(a) é uma fungdo continua,
a

sdo ditas as mais faceis de se resolver, pois 0 método consiste em simplesmente integrar em
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ambos os lados. Ou seja,

% = fla) = S = /f(a)da + C. (2.5)

Definicao 2.3 Uma EDO de primeira ordem linear da forma

dy _ 9(x)
o (2.6)

é chamada de separdvel ou de varidveis separdveis.

A equacio 2.6 pode ser escrita da forma:

dy
hy) - = g(a). @.7)
Se considerarmos h(y) = 1, chegaremos que (2.6) é igual a (2.7). Considerando
y = f(z), chega-se a:
h(f () f'(z) = g(). (2.8)
Logo:

[rrans@ = [ g+ c. 2.9

E como dy = f'(x)dx, segue que,
/h(y)dy = /g(x)dx +C. (2.10)

Exemplo 2.7 Resolva:
d
a) Y =3 y=3s+K
dx

d
b) d—?:sintémz—costhC.

2.6.1 Meétodo de solucao

A equacio (2.10) indica o procedimento na resoluc¢do de equacdes separdveis. Ou seja, o
método para resolver a equacao (2.6) consiste em separar as varidveis de modo que se tenha a

equacao equivalente, e integrar. Assim, resolvendo h(y)dy = g(x)dx, obtemos:

/h(y)dy +c = /g(x)dx +cp =
/h(y)dy = /g(m)dm +ep—cr. 2.11)
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Como ndo h4 a necessidade de se ter duas constantes na integracdo de uma equacado

separdvel, chamaremos ¢, — ¢; = C' e substituiremos na equagao (2.11), e chegaremos em,
/h(y)dy = /g(x)d$+C’. (2.12)

2.7 Resolucao do Modelo

ds
Considerando o modelo = nS que sera utilizado no préximo capitulo, e Sy = S(0)

a
como condi¢ao inicial, temos um PVI da forma,

dS
= —ns
da " (2.13)

sendo n a constante de proporcionalidade.

Resolvendo a equacdo separdvel (2.13) pelo método de separacdo de varidveis, temos:

dsS dsS dsS
%—nSég—ndaé/g—n/da

= In|S| =na+c. (2.14)

Aplicando a exponencial a ambos os lados da equacgao (2.14), obteremos
eS8l = enate o |G| = enate = G = Jenate o G = (fef) (2.15)
Chamando +e° = C, chegamos a equacio,

S(a) = Ce™. (2.16)

Substituindo Sy = S(0) na equag@o (2.16), segue que C' = S, e podemos reescreve-la

da seguinte forma:

S(a) = Spe™?, (2.17)
onde Sy € a condi¢do inicial, n € a constante de proporcionalidade que pode ser obtida por
1. S
n=—In (@) , a é a varidvel independente e S(a) a varidvel dependente.
a 0

Podemos observar na Figura 1, referente ao esboco do gréfico da solucdo (2.17), que a
mesma terd para ¢ = 0 a condigdo inicial S(0) = S, satisfazendo o PVI. No caso de n > 0,
S(a) serd crescente, e paran < 0, S(a) serd decrescente. Observe ainda que o dominio de S(a)

serd os reais positivos, uma vez que 0 < a < oo, pois a varidvel se refere ao tempo.
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Figura 1 — Gréfico de S(a) paran >0en <0

s

S(a) = Spe™, n=0

Fonte: Produzido pelo autor

No préximo capitulo a solugdo (2.17) serd interpretada de acordo com a especificidade

de cada problema a ser estudado.
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3 APLICACOES EM PROBLEMAS DE
NATUREZAS DISTINTAS

No capitulo que segue, iniciamos explorando o modelo apresentado no capitulo 1, cuja

representacao se dd por Ta = nS. Usaremos esse modelo em problemas como dindmica
populacional, radioatividade, pressdo atmosférica, fisica e capitalizacdo continua. Em algumas
areas ele tem denominacgdo especifica, por exemplo, na dindmica populacional é conhecido como
o modelo de Malthus (Malthusiano), j4 na radioatividade ¢ chamado modelo de decaimento

radioativo.

3.1 Modelo de Malthus

Comecemos nossos estudos pelo modelo de Malthus por ser o mais conhecido, ja que é
classico em problemas de dindmica populacional, e foi a partir dele que surgiram outros modelos

mais realisticos para essa area, como os de Verhurst, Montroll e Gompertz.

3.1.1 Thomas Robert Malthus

Thomas Robert Malthus nasceu em 1766, no Condado de Surrey, e sua morte se deu no
ano de 1834, em Bath, Condado de Somerset, ambos da Inglaterra. Seu pai, Daniel Malthus, tinha
amizade com pessoas como David Hume (1711-1776) e Jean-Jacques Rousseau (1712-1778),
além de ser um grande admirador do marqués de Condorcet (1743-1794) e William Godwin
(1756-1835). Esses filosofos citados sdo famosos, e tiveram suas importancias naquele periodo
(HENRIQUES, 2007).

Galvéas (1996) destaca que no ano de 1805, Malthus iniciou seu trabalho como professor
de Histéria Moderna e provavelmente foi o primeiro a lecionar a disciplina de Politica Economica,
e ainda fazia parte de multiplas sociedades culturais. Além de seu livro Ensaio Sobre a Populagdo
(1798), também teve o Principles of Political Economy Considered with a View to Their Practical
Application, de 1820 (conhecido como Principios de Economia Politica), que foram os mais

conhecidos que ele publicou.

3.1.2 Modelo Malthusiano

Ap6s a leitura do livro publicado por William Godwin, An Enquiry Concerning The
Principles of Political Justice and Its Influence on General Virtue and Happiness (Um Inquérito
Concernente aos Principios da Justica Politica e Sua Influéncia sobre a felicidade e a Virtude

em Geral), houve um forte impacto negativo na vida de Malthus. Isso se deu pelo fato do
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livro mencionar um mundo que futuramente seria sem preocupacoes, tristezas, doengas ou
desigualdades, onde todo ser humano teria uma vida perfeita (HENRIQUES, 2007).

Henriques (2007, p. 2) afirma ainda que

Em 1798, Malthus escreveu e publicou, sob anonimato, o seu célebre livro,
An Essay on the Principle of Population, as It affects the Future Improvement
of Society: with Remarks on the Speculations of Mr. Godwin, M. Condorcet
and Other Writers (Um Ensaio sobre o Principio da Populagao que Afectam
0 Melhoramento Futuro da Sociedade: com Observacdes sobre as Especula-
¢oes do Senhor Godwin, Monsieur Condorcet e Outros Escritores), uma obra
essencialmente polémica, dirigida os autores e as ideias utdpicas oriundas da
Revoluc¢do Francesa.

Em seu livro, Malthus menciona que a populagdo cresce em progressdo geométrica,
enquanto a produc¢do de alimento cresce em progressao aritmética, e que futuramente os alimentos
ndo seriam suficientes para a grande populacdo de humanos. Assim, no intuito de comegar a
construir suas ideias sobre o crescimento populacional ser maior que a producao de alimentos,
Malthus (1996, p. 246) elabora dois postulados que, segundo ele, seriam adequados a essa

explicacdo:

e "Que o alimento € necessério para a existéncia do homem."

e "Que a paixdo entre os sexos € necessdria e que permanecerd aproximadamente em seu

atual estagio."

Através desses dois postulados, Malthus tras a afirmacdo que a populagdo em geral deve-
ria passar por situagoes que equilibrassem essa diferenca, pois sem isso a popula¢cdo aumentaria
a uma velocidade de propor¢ao alarmante, e o alimento produzido nao seria suficiente para todos
(BASSANEZI, 2006).

Malthus menciona que o crescimento populacional teria que ser contida de alguma forma.
Caso contrdrio a quantidade de pessoas dobraria em periodos de 25 anos, ou cresceria de forma
geométrica, € com isso a morte precoce seria inevitavel, uma vez que a populagdo cresce mais
réapido que o poder de producao de alimentos do planeta. (HENRIQUES, 2007).

Diante desse contexto Malthus (1996) apresenta em seus argumentos dois tipos de

obstaculos, sendo eles:

e Obstaculos positivos- a fome, a desnutri¢do, as epidemias, doencas, as pragas, entre
outros- no sentido de aumentar a taxa de mortalidade. Pode-se notar que a maioria dessas

dificuldades acorrem com as pessoas de classe baixa;

e Obstdculos preventivos- a educacdo dos pais ricos para que seus filhos ndo casem até que
possam sustentar sua familia, e o uso de anticoncepcionais voluntariamente- no sentido de

reduzir a taxa de natalidade.
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Esses obstaculos teriam o objetivo de controlar a populacdo para que se tenha um volume
equilibrado de pessoas em relagcdo a produgdo de alimentos no planeta. Mas esses obstdculos
nao seriam suficientes para que esse objetivo fosse alcan¢ado pois como ja foi dito, a producao

de alimentos ndo consegue crescer na mesma velocidade em que a populagdo humana.

E diante disso, através do estudo das ideias de Malthus, podemos afirmar que o cresci-
mento populacional serd dobrado ou cresce geometricamente em um certo periodo. Com isso,

Bassanezi (2006) afirma que

Atualmente, em dindmica populacional, o que se convencionou chamar de
modelo de Malthus assume que o crescimento de uma populagdo é proporcional
a populagdo em cada instante (progressdo geométrica ou crescimento exponen-
cial), e desta forma, a popula¢do humana deveria crescer sem nenhuma inibi¢ao.
Assim, o modelo de Malthus propde um crescimento de vida otimizada, sem
fome, guerra, epidemia ou qualquer catédstrofe, onde todos os individuos sdo
idénticos, com o mesmo comportamento. A formulag¢do deste modelo em ter-
mos de uma equagao diferencial ndo foi feita por Malthus, apesar de ser muito
simples, mesmo para a época em que foi postulado.

Essa ideia foi desfeita com o tempo, pois a producao de alimentos teve um crescimento
muito acima do que se esperava, e a populacdo que seria prevista pelo modelo ndo foi atingida.
Todavia, tomando a ideia de Malthus, em que a taxa de crescimento populacional € proporcional
a populacdo P em cada instante, vamos desenvolver a equacio do crescimento populacional com

relacdo ao tempo.

Assim, em um crescimento populacional, a propor¢do de individuos reprodutores per-
manece a mesma, bem como as taxas de natalidade n e de mortalidade m. Essas condi¢des sao
validas se considerarmos um habitat sem predadores ou desastres naturais que atrapalhem seu

desenvolvimento.

Diante disso, temos que « = n — m, € a taxa de crescimento especifico da populagcdo
P(t), considerada constante. Ou seja, dado um valor inicial e um valor final, temos que subtrair

o inicial do final, e dividir o valor encontrado pelo valor inicial. Sendo assim,

_P(t+1)—-P(t)
n—m= P = q. (3.1)

A expressao (3.1) mostra que a variagdo da populagdo € proporcional a populacio a cada

instante ¢. Considerando um tempo discreto, o modelo é:

P(t+1) — P(t) = aP(t). (3.2)

Se a populago inicial é dada por P(0) = P, a solugdo de (3.2) pode ser encontrada a
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partir do PVI abaixo, chamado de modelo discreto:

Pt+1:(()é+1)Pt

(3.3)
P(0) = PR.
De onde podemos atribuir valores discretos t = 1,2, ..., e com isso observar que:
t=0=P=(1+a)FR
t=1=P=1+a)P=>P=_01+a)l+a)Py= P = (1+a)’F
t=2=P=1+a)P=>P=1+a)(1+a)*Py=P=(1+a)}h
P, = (1+a)'P.
Rescrevendo a equacdo acima na forma e, temos:
P ln [(14+a)t Po] — P — eln(1+a)t In Py -
P, = Pyeln (4o, (3.4)

Quando sdo dados P e P(t), podemos facilmente encontrar «, usando a equagao:

| By
=4/—= -1 3.5
o 2 (3.5

Para o modelo continuo, podemos reescrever a equagao (3.2) com o instante At como
segue:
P(t+ At) — P(t) = bP(t)At — dP(t)At = (b — d)P(t) At.

Considerando b — d = f3, teremos a equagao:
P(t+ At) — P(t) = pP(t)At. (3.6)
E sabendo que a defini¢ao de derivada é:

ap y P(t+ At) — P(t)
dt  Arbo At '

(3.7)

Podemos substituir (3.6) em (3.7), pois a equacao (3.6) € continua e ndo decrescente.
Assim tem-se como resultado:

P BP{t)At _dP
R Tl oo

E usando a mesma ideia de que a populagio inicial é dada por P(0) = P, chegaremos

no PVI! da forma: ip
&~ Bp(t
o BP(t) 3.9)

P(0) = P

I Problema de Valor Inicial
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E como o modelo (3.9) foi resolvido no capitulo 2, sua solucdo € a equacao:

P(t) = Pye?. (3.10)

Fazendo uma comparacio da solu¢ao do modelo discreto de Malthus (3.4) com a solucao
do modelo continuo (3.10), teremos 5 = In(1 + «). Ou seja, com a mesma condig¢io, as solu¢des

serdo aproximadas.

Exemplo 3.1 (ZILL, 2003, p. 96) Uma cultura tem inicialmente Py bactérias. Emt =1 h, o
niimero medido de bactérias é de §Po. Se a taxa de crescimento for proporcional ao niimero de
bactérias presente no instante t, P(t), determine o tempo necessdrio para triplicar o niimero de

bactérias,

a) Usando o modelo continuo;

3
Solugdo: Usando a equagdo (3.10) e tomando P(1) = EPO’ teremos:

3 3 3
§P0:p0€/3:>5265:>1H§ZB:>5:0,405465.

Substituindo o valor de 3 em (3.10), temos P(t) = Pye®%1%%. Como a questdo pede o

tempo necessdrio para o niimero de bactérias triplicar, faremos

3Py = Pye 0105 = 3 = 040105 = In 3 = 0, 405465t =

In3
t=———=1t=2,7095 h.
0, 405465 ’
b) Usando o modelo discreto.
Solucdo: Usando a equagdo (3.4) e sabendo que parat = 1 obtém-se P, = §P0,
teremos:
In (14-a)?t 3 In (1+«) 3 In (1+a) 3
P, = Bye :>§P0:P0€ :>§:€ :>§:1+Oé:>0é:0,5.

Substituindo o valor de o em (3.4), temos P, = Pye™(15)" = Pye%4054% - parg a quantidade de

bactérias triplicar, faremos:

3Py = Ppe™ ™1 = 3 = 1P = In3 = 0,40547t =

In3

= — =2 4 h.
t 0740547:>t , 7094 h

3.2 Juros e aplicacao

Nessa secdo apresentamos um breve histérico do surgimento dos juros, além do conceito
bésico sobre juros simples, compostos e capitalizagdo continua. Apds isso, estudamos juros

compostos sobre capitaliza¢do continua usando o modelo abordado.
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3.2.1  Origem dos Juros

Quando falamos de juros, logo nos vem dois conceitos em mente: o juro do verbo
jurar, cujo significado € cumprir o prometido, e o juro referente a transacdes e investimentos
bancdrios, que muitas vezes assombra aos que investem ou precisam fazer empréstimos a juros
altos. Todavia, podemos notar que ao se referir a empréstimos, o verbo jurar cai muito bem no
contexto, pois o empréstimo € feito com o compromisso. Ou seja, um juramento de pagar o
referido capital acrescido de um valor correspondente ao tempo de pagamento, que € chamado

juro.

Nao ha uma data certa para o surgimento dos juros, mas sabe-se que veio da necessidade
de se ter um valor alto em um curto espaco de tempo, e em contrapartida, teria que se pagar o

valor adquirido com um acréscimo pelo tempo de empréstimo.

E bastante antigo o conceito de juros, tendo sido amplamente divulgado e
utilizado ao longo da Histéria. Esse conceito surgiu naturalmente quando
o homem percebeu existir uma estreita relacdo entre o dinheiro e o tempo.
Processos de acumulagdo de capital e a desvalorizacdo da moeda levariam
normalmente a ideia de juros, pois se realizavam basicamente devido ao valor
temporal do dinheiro (MOREIRA et al., 2010, p. 2).

E além disso, esse valor acrescido através da relagdo do tempo com o dinheiro vinha
da moderacdo que o emprestador teria que ter, tendo em conta que ele perderia uma parte do
seu poder de compra por um certo periodo de tempo. Ou seja, era uma gratificagao por abrir
mao daquele valor emprestado. Podemos também dizer que juros é o preco pago por quem fez
0 empréstimo, ja que o valor adquirido na transacao ndo seria conseguido em um periodo de

tempo tdo curto.

A nogao de juros decorre do fato de que a maioria das pessoas prefere consumir
seus bens no presente, € ndo no futuro. Em outras palavras, havendo uma
preferencia temporal para consumir, as pessoas querem uma recompensa pela
abstinéncia. Este prémio para que ndo haja consumo € o juros (MATHIAS;
GOMES, 2009, p. 3).

Através do tempo, as pessoas sentiram necessidade de obterem objetos que ndo produ-
ziam ou nao tinham, e com isso surgiu a troca como sendo o primeiro tipo de comércio que
se tem registro. No decorrer do desenvolvimento da sociedade surgiu um bem que comecou a
fazer parte do processo de troca, que seria a moeda, e “ assim, o preco passou a ser denominador
comum de medida para o valor dos bens e a moeda um meio para acumular valor e constituir
riqueza ou capital” (MATHIAS; GOMES, 2009, p. 3).

Feito esse breve histdrico para os juros, passaremos a falar agora dos conceitos e repre-
sentacdes, além do calculo dos mesmos. Os juros sdo representados em forma de porcentagem

ou nimero decimal, e podem ser classificados em dois tipos: simples e compostos.
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3.2.1.1 Juros Simples

Os juros simples sdo aqueles em que o valor extra é cobrado tendo como referéncia
sempre o capital inicial, ou seja, o valor adquirido. Por exemplo, suponhamos que um empréstimo
seja feito com uma cobranca de 1 % ao més, a ser pago em 10 meses. Se o capital adquirido foi
de R$ 50,00, os juros serdo de R$ 5,00, e como o pagamento serd em 10 meses, o valor total a
ser pago serd de R$ 55,00 que dividido por 10, dard R$ 5,50 por més.

Podemos calcular esse valor com a férmula para juros simples j = C'- i - n, onde j
representa os juros, C' € o capital inicial que no caso do exemplo é de R$ 50,00, 7 € a taxa de

juros, ou seja, 1% ao més, e n o total de parcelas, que é 10. Assim:

Jj=250-0,01-10 = 5. (3.11)

Confirmando assim o valor de 5% durante 10 meses. Vale destacar a taxa de juros,

descrita na férmula como 7, que € o juro dividido pelo produto do total de parcelas pelo capital

C . . . J
inicial, donde podemos representar matematicamente por ¢ = ——.

Cn
Para saber o total que vai pagar, o devedor pode somar os juros com o capital inicial, e

terd como igualdade o que chamamos de montante, denotado pela letra N. Ou seja, N = C' + 7,

onde j = C'in. De modo que teremos a seguinte férmula para o montante:
N = C+j

= C+CCin
= C(1+in).

Para o mesmo exemplo, vamos calcular o montante usando a férmula encontrada. Com
C=5,i=0,01len = 10, temos

N = C(1+in)
— 50(140,01 - 10)

= 50(140,1)
= 50-1,1
= 55

Portanto, o valor a ser pago ou montante sera de R$ 55,00.

3.2.1.2 Juros Compostos

Os juros compostos sdo aqueles calculados tendo como referéncia o capital a cada

instante determinado do intervalo a ser pago. Para tentar entender, vejamos o exemplo anterior
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como base para a explica¢do. Assim, calculando os juros compostos durante os dez meses, ou
seja, J1, J2, * + *» j1o teremos:

J1=2950-0,01=0,5

jo = (504 0,5) - 0,01 = 0,505

Jjs =51,005-0,01 = 0,51005

j10 = Co[(14+4)1° — 1] = 50[(1 +0,01)1° — 1] = 5,23

Observe que o valor de C' estd mudando no intervalo de 10 meses. O que estd acontecendo
¢ a soma dos juros do més calculado com o capital anterior, e a partir deste resultado é calculado

os juros referentes ao més seguinte.

Portanto, o montante também deve ser obtido de maneira diferente. Ele é calculado a

cada instante do intervalo e usado no instante seguinte. Assim:
C1 = Co(14+17) =50(1+0,01) =50,5
Cy=Cy(1+14) =50(1400,1)(1+0,01) =50,5(1 +0,01) = 51,005
C3 = Cy(1+414) =50(1+0,01)(1+0,01)(1+0,01) =51,005(1+0,01) = 51,515

Cho = Co(1+14) = 50(1 4+ 0,01)!° = 55,23

A diferenca entre os juros simples e os juros compostos para o exemplo acima foi de
R$ 0,23. Isso parece pouco, pois considerou-se com um capital baixo (R$ 50,00). No entanto,
considerando um valor mais alto, como exemplo se o capital inicial é de R$ 50 000,00, o
montante calculado a juros compostos serd R$ 231,10 a mais que o montante calculado a juros
simples. Nesse caso notamos que essa diferenca entre os juros de um mesmo capital e a um

mesmo periodo de tempo, dependerd do capital investido.

Assim, generalizando as férmulas, temos o calculo do juro composto j, = Cp[(144)"—1]
e do montante para juros compostos C,, = Cy(1 4 i)", donde Cj € o capital inicial, C,, € o

montante no instante n, j,, 0s juros naquele instante n, e ¢ € a taxa de juros.

3.2.2 Capitalizagdo continua

Nos célculos anteriores, era definido um tempo, e com esse era calculado os juros simples
ou compostos. Na capitalizacdo continua, o tempo € anual, e o cdlculo sera feito de acordo com
os periodos que dividirdo esse periodo de tempo anual, que pode ser didrio, semanal, mensal,

bimestral e até mesmo anual. Ou seja, os juros compostos serdo calculados anualmente, chamado
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de i, e o periodo serd de n vezes. Assim, a equagdo do montante sera:
C(n) = 00(1 + 1) (3.12)
n

Para exemplificar, supomos que € aplicado um valor R$ Cy = 1000,00 a uma taxa
anual de 6%, e queremos calcular o montante apds 1 ano, para juros capitalizados mensalmente.

Sabemos que 1 ano tem 12 meses, a equagao ficara:

0,06\ "
C(12) = 1000( 1 + ST = (C(12) = 1061, 67.
Verificando qual a quantidade de periodos por ano serd mais vantajoso para quem quer

investir, vamos utilizar o exemplo acima com uma capitaliza¢do semestral, cujo resultando é:

2
C(2) = 1000(1 + ¥> = C(2) = 1060, 9.

Note que, quanto maior o nimero de periodos n, maior serd o valor do montante para uma
mesma taxa anual de juros. Ou seja, caso queiramos fazer um empréstimo usando a capitalizagdo
continua, devemos procurar o menor nimero de periodos n ofertado. J4 se formos emprestar,

quanto maior for o nimero de periodos n, maior serd o lucro.

Agora, observe a equacdo C'(n) para um valor inicial de R$ 1,00 e i = 1, ou seja, 100 %,

e uma capitalizacdo de n vezes. Assim obteremos:

= (1)

Vejamos através da Tabela 1 o que ocorrera caso o valor de n cresca.

Tabela 1 — Associagdo entre o periodo e o montante

n = numero de periodo <1 + E) = Montante apds 1 ano
1 2
2 2,25
3 2,37
4 2,44141
5 2,48832
6 2,5216
7 2,5465
365 2,7145
1000 2,7169
10000 2,7181
100000 2,7182

Fonte: Autoria propria

E fécil ver que a partir de n = 365 em diante, o montante vai se aproximando de um

limite, e € menor que 3. Se calcularmos o limite do montante, quando n — oo, chegaremos na
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defini¢do de um nimero irracional de extrema importancia na matemaética, onde sua representagcdo
¢ a letra e, em homenagem a Leonhard Euler (1707-1783). Logo, teremos:

1 n
lim (1 + —) =e. (3.13)
n

n—oo

Esse nimero tem a seguinte defini¢do comercial:

Definicao 3.1 O niimero e é o montante apdés um ano de um investimento de R$ 1,00 a uma taxa

anual de juros de 100 %, capitalizados continuamente.

Associando o que foi aprendido sobre juros compostos com capitaliza¢do continua, se

C) for investido a uma taxa anual ¢ de juros, sendo capitalizados n vezes por ano, e a = —, com
i

a — 0o, o montante C,, apds t anos serd calculado da seguinte forma:

.\ nt
Co(t) = lim CO<1 + %)

n—0o0

1 a- it
_ co{nm <1+_)]
a—r0o0 a

= Cye'. (3.14)

Agora, tendo como referéncia Boyce e DiPrima (2006), vamos supor que o célculo dos

juros sejam continuos para que possamos escrever um problema que descreve o crescimento do

- . . o : . dc .
capital investido. Assim, a taxa de variacao do investimento descrita como o serd proporcional

a taxa de juros no qual o capital aumenta, ou seja :C'. Ao considerarmos a condi¢ao inicial
C'(0) = Cy, teremos o PVI do tipo:

©_ic
dt (3.15)

Cuja solucio serd (3.14), de onde (), € o capital inicial, 7 € a taxa de juros continua e ¢ é
o tempo. Podemos entdo calcular os juros com capitaliza¢do continua através da Funcao (3.14),
onde C'(t) é o montante depois de um certo periodo ¢ sempre em anos, Cj é o capital investido

inicialmente, ¢ € a taxa anual de juros.

Exemplo 3.2 Suponha que é investida uma quantia Cy a uma taxa de rendimento anual 1

composto continuamente.

a) Encontre o tempo t necessdrio, em func¢do de i para a quantia original dobrar;

Solugdo: Para isolar o tempo t em fungdo de i sabendo que Cy ird dobrar, temos:
In 2

2

QOOZCUGit:>2:€it:>t:
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b) Determine t se 1 = 7%;

Solugdo: Se i = 7% = 0,07, temos:
In 2

= ——
0,07

=t =9,90 anos.

c) Encontre a taxa de rendimento que tem que ser usada para que o investimento inicial

dobre em 8 anos.

Solugdo: Para descobrir o valor de i para C' = 2C), temos que substituir t = 8 anos.

Assim temos:

| In2
0=200;»200=00ez8;»z=%:»z:o,0866=8,66%

3.3 Radioatividade

Muitas pessoas associam o tema radiacdo a alguns fatos histéricos importantes, como o
acidente na usina nuclear de Chernobyl, na Ucrania, o qual € considerado o acidente de maior
impacto negativo na histéria da humanidade. A explosao em um dos reatores dessa usina resultou
na exposicao de mais de 40 radiois6topos, sendo os mais nocivos o iodo-131, sais de césio-137
e estroncio-90, acarretando a morte de 31 pessoas e centenas ficaram feridas. Dados oficiais
informam que aproximadamente 8.400.000 pessoas em 3 paises diferentes foram expostas a
radiacdo causada por esse acidente. No Brasil, houve um acidente radioativo em Goiénia, no
estado de Goids, causado pelo abandono de uma cépsula de césio-137 em escombros de um
antigo instituto de radiologia. Este ocasionou a morte de 4 pessoas e a contaminagdo de mais de
200 outras (XAVIER; Et al., 2007).

Ainda de acordo com Xavier (2007) em Hiroshima e Nagasaki, cidades do Japao, foram
confirmadas mais de 220 mil pessoas mortas apds o langcamento de duas bombas atdomicas
americanas nessas cidades. O impacto foi tdo devastador que mesmo com o passar dos anos as
pessoas contaminadas continuaram morrendo, e devido a radiagdo também houve a ma formagao

genética em alguns bebés filhos de pessoas contaminadas.

Embora os fatos supracitados estejam relacionados ao uso nocivo da radiagdo, a mesma
também tem seu uso direcionado ao beneficio do ser humano. Ou seja, a agdo provocada
pela radiacdao dependera do individuo que a estd usando, podendo trazer impactos positivos
ou negativos para a humanidade. Apds esse breve histérico negativo, vamos apresentar alguns

beneficios adquiridos quando a radiagdo € usada de maneira correta e cautelosa.

Mas para falar sobre radiacdo, deve-se primeiramente estudar sobre a radioatividade.
Comecemos os estudos a partir do 4tomo, o qual foi considerado durante muito tempo como
sendo a menor particula da matéria, ou seja, era indivisivel. “Demdcrito acreditava que as
diversas espécies de matéria poderiam ser subdivididas em pedagos cada vez menores até atingir

um limite, além do qual nenhuma divisao seria possivel” (MARTINS, 2001, p. 2).
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Hoje sabemos que existem particulas muito menores que o dtomo, porém ¢é dele que
comecaremos nosso estudo. Ele tem seu nucleo formado por particulas positivas chamadas de
prétons e particulas neutras denotadas néutrons. Envolta de seu nticleo, ficam movimentando-se

em orbitais as cargas negativas que sdo chamadas de elétrons.

Figura 2 — Imagem genérica de um dtomo

Nicleo
atdmico

Fonte: https://www.infoescola.com/fisica/condutividade-eletrica/

Quando se tem uma aglomeragdo de dtomos com a mesma quantidade de prétons,
podemos chamar esse conjunto de elemento quimico ou substancia simples, cuja representacao
do numero de prétons € dada pela letra maiuscula “Z", e denominado numero atdomico. Os
elementos quimicos sdo denotados por uma sigla composta por uma ou duas letras, sendo a
primeira maidscula, e a segunda, se houver, mintdscula. A sua representacdo pode ser feita de
algumas formas diferentes. Como exemplo temos o carbono: C'2, 0 s6dio: #3Na e o ferro:
s¢Fe'?. Note que os valores 6 no carbono, 11 no sédio e 56 no ferro, representam o nimero
atomico de cada um, e 12 no carbono, 23 no sédio e 12 no ferro representam a massa dos

respectivos elementos quimicos.

Menezes (2005, p. 158) descreve que “as espécies quimicas sao definidas pelo nimero
de prétons igual ao nimero de elétrons no dtomo neutro. Um ndmero diferente de né€utrons
resulta um dtomo da mesma espécie com massa diferente, um is6topo.” Desta forma, os is6topos
compdem a classe dos elementos quimicos com mesmo nimero atdmico “Z”, mas com nimero
de massa diferente, ou seja, possuem as mesmas particularidades definidas de acordo com o

nimero atdmico, mas suas propriedades fisicas dependentes do nimero de massa serdo diferente.

A radioatividade pode ser definida como a propagacdo de energia ou particula pelo
nucleo de um atomo. E segundo Heneine (2008, p. 339), a mesma € localizada em 4tomos

removidos da natureza, que é chamado de radioatividade natural, ou compondo-os artificialmente
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pelo homem em laboratérios, denominada radioatividade artificial.

Com a descoberta das radiagdes ionizantes e dos compostos que tem radiagcdo natural, o
interesse no estudo desses achados foi sendo cada vez maior, tanto da ci€éncia médica quanto
da biologia. Inicialmente porque os estragos causados pela radioatividade em estruturas vivas
eram assustadores e preocupantes, mas com o passar do tempo, observou-se que poderia utilizar
esse fendmeno fisico no diagndstico e tratamento de algumas doencas, na datacdo de fosseis, na
producdo de energia, e muitas outras aplicacoes (GARCIA, 2002).

Para Zill (2003, p. 24) “O nicleo de um dtomo consiste em combinacdes de prétons e
néutrons. Muitas dessa combinagdes sdo instaveis.” Fazendo com que os dtomos se modifiquem
através de emissdo radioativa, tornando-os dtomos de outras substincias ou is6topos do mesmo

elemento quimico.

“Os nuclideos radioativos possuem excesso de matéria ou energia no nicleo. Conforme
a termodinamica, esses elementos tendem a um estado minimo de energia, ejetando o excesso de
matéria ou energia” (HENEINE, 2008, p. 339). Para que eles cheguem a uma estabilidade em
seu nucleo, os is6topos radioativos emitem uma quantidade desnecessdria para seu equilibrio de

massa ou energia localizadas em seu ntcleo.

Okuno (2007) define a meia-vida fisica como o tempo em que a metade dos nucleos
atomicos de certa amostra radioativa se desintegra. Como exemplos, temos o carbono-14,
cuja meia-vida é de aproximadamente 5730 anos e o potdssio 40, que tem a meia-vida de

aproximadamente 1, 3 bilhoes de anos.

De acordo com Heineine (1996), as principais emissoes radioativas sdo as primdrias e
as secunddrias. As emissOes primadrias sdo as emissoes alfa, beta e gama, e as secunddrias, que
sdo a captura de elétrons, a transi¢do isomérica e a captura isomérica. Contudo, nosso estudo

abordard apenas as emissdes primarias.

A emissdo alfa («) € a perda do nucleo instdvel de dois prétons e dois néutrons, € como
consequéncia pode-se perceber que a massa € diminuida em 4 e o nimero atdmico decresce
em 2. Na emissao beta (/3) ocorre o decaimento de um elétron, fazendo com que um néutron
se transforme em um préton e seu nimero atdbmico aumente em um, no entanto sua massa
permanece a mesma (CARNEIRO; MIZUSAKI; ALMEIDA, 2005).

J4 a emissdo gama (y), também conhecida como radia¢do eletromagnética, ndo € alterada
a massa nem o numero de protons, pois diferente das outras, ndo sao emitidas particulas, mas

sim ondas eletromagnéticas.

Agora vamos estudar um isétopo radioativo muito famoso, no qual foi de fundamental

importancia na constru¢do de partes da nossa histéria: o carbono-14.
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3.3.1 Carbono-14 e seu uso em datacao de materiais
3.3.1.1 carbono-14

O carbono-14 € utilizado para determinar a datagdo de fdsseis e objetos antigos cuja
estrutura seja composta de carbono. Dos 100 % da quantidade do carbono, “a maior parte do
carbono presente na Terra € composta de uma mistura de dois isétopos estiveis: 98,9 % de
carbono-12 e 1,1 % de carbono-13"(FRANCISCO; LIMA; ARCARI, 2002, p. 5).

No entanto, hd um terceiro isétopo muito raro, denominado carbono-14, sempre encon-
trado em amostras de carbono com infimas propor¢des, sendo ele radioativo. A emissao € por
371, e sua meia-vida é de aproximadamente 5730 anos” (FARIAS, 2002).

O carbono-14 ¢é produzido nas mais altas camadas da atmosfera da Terra, através da
colisdo de raios césmicos altamente energéticos com atomos gasosos, emitindo néutrons, e
esses néutrons colidem com 4tomos de nitrogénio-14, formando assim o carbono-14. Quando o
carbono-14 se combina com o0 oxigénio do ar, € formado uma molécula de gas carbonico, que
por sua vez serd radioativa. Logo, essa molécula sera dispersa no ar e se misturard com o gés
carbdnico normal (PEZZ0, 2002).

Segundo PEZZO (2002), através da fotossintese, o gds carbonico da atmosfera € ab-
sorvido pelas plantas, e o Carbono-14 € absorvido também, ja que estd misturado, mas em

quantidades muito pequenas, com uma propor¢ado equivalente a produzida na atmosfera.

Quando os animais vegetarianos respiram ou se alimentam das plantas, o Carbono-
14 também passa a fazer parte do organismo deles, e 0 mesmo acontece quando os animais
carnivoros se alimentam dos vegetarianos. Assim, constata-se que o carbono-14 € ingerido por

todos os seres vivos que fazem parte dessa determinada cadeia alimentar (FARIAS, 2002).

Edwards Jr (1995) diz,

A chave para o método de datag@o por carbono radioativo € que a porcentagem
constante dos dtomos de carbono em qualquer criatura viva € constituida do
isétopo radioativo 14C do carbono. Essa porcentagem permanece constante
porque a fracdo de 14C na atmosfera permanece quase constante, e a matéria
viva estd continuamente retirando carbono do ar, ou consumindo outra matéria
viva contendo a mesma taxa constante de 4tomos de 14C para 4tomos comuns
de 12C (EDWARDS JR. 1995, P. 30).

Apds a morte do organismo o carbono-14 continua decaindo, mas sem reposicao, ja que
0 organismo ndo ingere mais o carbono, e consequentemente seus isotopos. Por outro lado, o
carbono-12 permanece constante. Através de estudos, notou-se que a quantidade constante de
carbono-14 em um ser vivo € igual a que existe na atmosfera terrestre. Como a meia-vida do
carbono-14 € de 5.700 anos aproximadamente, pode-se determinar a idade de algum organismo
que viveu antigamente com uma precisdo bem significativa (FRANCISCO; LIMA; ARCARI,
2002).

2

Esse tempo serd o utilizado em nossos exemplos.
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3.3.1.2 Datacao por decaimento radioativo

Existem vdrias técnicas de datacdo para objetos, sedimentos de rocha, vestigios e fosseis
de épocas passadas. Essas técnicas sdo divididas em duas categorias, sendo elas as relativas e as
absolutas. Os métodos relativos sdo a comparaciao de materiais ou objetos entre si, ou seja, tendo
idade de um objeto estudado como certa, 0 mesmo € usado como comparacao com outros objetos
semelhantes, e assim a idade € determinada. J4 os métodos absolutos de datacdo permitem uma
melhor precisao da idade real, mas a origem da amostra coletada deve ser organica ou devem ter

cronologia com os espécimes organicos (ALVES, 2010).

De acordo com Gongalvez (2006) o quimico Willard Frank Libby, percebeu que se
conseguisse provar que a concentragdo de carbono-14 se manteve a mesma nesse periodo de
tempo, calcular a atividade de uma amostra qualquer e comparar com uma amostra atual, e
determinar através dessa diferenca de concentracdo, o tempo que se passou desde a morte da

amostra a ser datada, provaria que o carbono-14 poderia ser usado para datar materiais organicos.

Willard Frank Libby, juntamente com sua equipe, desenvolveu a técnica utilizando
contadores Geiger muito sensiveis que foram desenvolvidos por ele mesmo. Esses contadores
faziam a medicao de particulas 5~ que eram emitidas pela amostra. Esse método necessitava
de uma amostra relativamente grande para o procedimento tivesse €xito. Ja para a medi¢do nos
tempos atuais € usado um espectrometro, que requer miligramas de uma amostra, se mostrando
mais eficaz, j4 que o objeto de estudo ndo serd tdo danificado para se calcular sua datacao
(FARIAS, 2002).

Para Alves (2010), em uma amostra, saber qual ndcleo de d&tomo decaird € impossivel,
tendo em vista que o decaimento € probabilistico, mas por isso € possivel estimar a probabilidade

de decaimento pelo tempo referente a um elemento quimico, denotado taxa de decaimento.

Assim, tomando uma amostra de material que contém N (¢) d&tomos de um radionuclideo
qualquer em um instante ¢, haverd uma fragdo entre esses d&tomos que nao se altera, decaindo
espontaneamente durante cada unidade de tempo. A amostra tem comportamento semelhante
a uma populagdo com constincia em sua taxa de mortalidade, sem que a populagdo procrie
(EDWARDS; PENNY, 1995).

Desta forma, o modelo ideal para N (¢) seria:

dN
= AN, (3.16)
onde A > 0, e \ € a constante de decaimento radioativo, sendo dependente do isétopo radioativo a
ser estudado. Nota-se que essa € uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem, separdvel.
Assim, considerando Ny = N(0) como a quantidade inicial de um radionuclideo qualquer,

teremos o PVI: IN
— = —-JAN
dt (3.17)
Ny = N(0)
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Entdo, pelo método de resolucao com separagdo de varidveis visto no capitulo 2, chega-
mos a solugdo:
N(t) = Ce™ (3.18)

Aplicando a condigdo inicial Ny = N(0) , temos N(0) = Ny = Ny = Ce ™0 = N, =
C. Logo, a equagdo é dada por:
N(t) = Noe™ ™ (3.19)

onde N, € a quantidade inicial de materiais radioativos, N (¢) é a quantidade de materiais

radioativos no instante ¢ € A € a constante de decaimento.

Para o carbono-14, sabemos que sua meia vida € de aproximadamente 5730 anos, assim

1
fazendo N (5730) = 5]\70 para encontrar o valor de A, temos:

1 1 1 1
N(5730) = 3No = 5Ny = Noe™ 730 = 3= e 70 = In (5) = —\5730 =

In2
—In2=-\ A= —=)\= 12 )
n 5730 = 5730 = 0, 00012096809

Portanto, a fun¢do que determina a quantidade de material radioativo de carbono-14 em

relacdo ao tempo € dada por
N(t) — N0670700012U96809t' (320)

Agora, tendo como base a equagao (3.20), vamos analisar alguns problemas famosos

referentes a datagdo por carbono-14.

3.3.2 Aplicacdes famosas do carbono-14

Algumas das grandes curiosidades do ser humano € saber sobre sua existéncia, porque
e como surgiu a vida na Terra, dentre outras. Através da datacao de objetos, 0ssos, vestigios e
outros materiais encontrados, pode-se estimar suas datas e com isso, criar uma cronologia da

historia na Terra.

Para Pezzo (2002) datacdo € o conjunto de técnicas que nos fornece uma estimativa
do tempo que determinada amostra encontrada possui. A datagdo por decaimento radioativo

utilizando o carbono-14 é um exemplo das datagdes absolutas, e também o mais conhecido.

Mediante essa explicagdo, utilizaremos a seguir a técnica de data¢do por carbono-14 para
analisar trés casos interessantes da histéria: os Manuscritos do Mar Morto, o Sudario de Turim e

as ruinas de Stonehenge.

3.3.2.1 Manuscritos do Mar Morto

Nao se sabe a data exata de quando foi encontrado os Manuscritos do Mar Morto, pois

Mohammad Adh-Dhib, pastor de ovelhas que foi em busca de uma das suas ovelhas perdidas
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e por coincidéncia encontrou os pergaminhos dentro de vasos localizados numa caverna, era
beduino, e os beduinos nao marcam os anos como o0s ocidentais, e isso trds uma duvida perante

0 ano da descoberta.

Assim sendo, no ano de 1947, (vamos usar esse ano por ser 0 ano mais encontrado nos
artigos estudados), um pastor de ovelhas chamado Mohamed Adh-Dhib encontrou uma caverna
estreita de onde, com a ajuda de um amigo, retirou um conjunto de pergaminhos que viriam a ser

conhecidos como os “Manuscritos do Mar Morto".

O préprio Willard Frank Libby fez a andlise do carbono-14 encontrado nos manuscritos.
A atividade nos manuscritos era de aproximadamente 11 dpm g~!. Assim, a idade pode ser

calculada através da equacao,

N \
N = Noe 0,00012096809¢ = __ —¢ 0,00012096809¢ =

No

N
In <F) = —0,00012096809¢ =

0

1 N
t= In (- 3.21
—0,00012096809 (N0> -2

Sabendo que N = 11 dpm g~ ! que € a atividade do carbono-14 na amostra selecionada
e Ny = 14 dpm ¢g~' é a atividade do carbono-14 no tecido vivo, que consideramos como sendo

a mesma da atmosfera. Sendo assim, substituindo em (3.21), teremos:

1 11
t= In(— | = ¢=1993,6006 = 1,9936006 - 10 3.22
—0,00012096809 (14) ’ ’ ’ (3:22)
onde t = 1,9936006 - 10° é aproximadamente 2 mil anos. Como hd 2 mil anos foi o periodo
em que Jesus viveu e evangelizou na Terra, logo pode-se confirmar que através do método da

datagdo por radiocarbono que esses pergaminhos sao do periodo de Jesus Cristo.

3.3.2.2 Sudario de Turim

A datag@o do Sudério de Turim foi uma das mais polémicas, pois tratava-se do possivel
Sudério que cobriu o corpo de Jesus Cristo. O pano foi encontrado em 1956 e estd marcado com
uma mancha com contorno de um corpo humano, e a crenga era que esse pano era do proprio

Jesus de Nazaré.

Alves (2002) trata sobre a datacdo do Sudario de Turim, onde foi relatado que nao faz
parte da época em que Cristo viveu. A primeira datacdo ocorreu 1988 pelo Museu Britanico, onde
0 mesmo recebeu autorizacio do Vaticano. O Museu Britinico relatou que as amostras coletadas
do pano continham entre 92% e 93% de carbono-14. Assim, com essas duas porcentagens, foi

feita uma média com o resultado das duas datas calculadas.
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Para o célculo, tomaremos a equacdo (3.20), e deixaremos ¢ em evidéncia. Assim a

equacdo serd da forma:
1 N

- In —
0,00012096309 Ny’

(3.23)

onde — = 0,92 e — = 0, 93. Logo:
N() ’ NO ’ &

No calculo de ¢, temos:

1
t = 1 0) ) |
' -0,00012096809 n(0,92) = 689, 2859839

Ja no calculo de t,, obteremos:

1
ty = 1n(0.93) = 599. 9160012.
27 20, 00012096809 n(0,93) ’

Observe que esse teste foi feito em 1988, o que nos diz que através do método do
carbono-14, o suposto Suddrio de Jesus Cristo teve sua origem entre os anos de 1298 e 1388
aproximadamente. E como Jesus viveu no periodo de 0 até 33 do nosso calendario, foi compro-
vado através desse método que o Sudario de Turim ndo foi produzido na mesma época em que

Jesus Cristo viveu, e sendo assim nao o pertenceu.

3.3.2.3 Stonehenge

Stonehenge sempre foi um mistério para a humanidade. Tratasse de um conjunto de
pedras onde estd localizado na planicie de Salisbury, no sul da Inglaterra. Na reportagem feita
por Morgan (2008), descobriu-se que Stonehenge foi construida entre os periodos de 2400 a.C. a
2200 a.C.

Como ja temos as datas aproximadas, faremos uma média entre elas, ou seja 2300 a.
C. e calcularemos a porcentagem média que continha nas amostras que foram usadas para a
datacdo. Lembrando que a data média 2300 é contada do ano O para trés ja que € antes de Cristo,
e usando a data da reportagem que foi em 2008, podemos calcular ¢ = 2300 + 2008 = 4318.

Assim, teremos:

N(4308) — 6—0,00012096809-4308 — 07 5938488. (324)
No
Note que nos calculos obtidos foi encontrado o nimero decimal 0, 5938488, que pode
ser escrito em forma de porcentagem, ou seja, a porcentagem média que foi obtida é de aproxi-
madamente 59, 38%.

3.3.2.4 Esta técnica é confiavel?

Essa datacdo ainda trds muitas duvidas a respeito de sua confiabilidade. Pezzo (2002)
destaca algumas suposi¢des necessdrias feita por Roberto R. Cordero Otero, para que o tempo

calculado seja aproximado ao tempo em que O ser vVivo morreu:
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e A quantidade de carbono-14 na atmosfera permanece a mesma;
e Essa quantidade € igual em qualquer lugar do planeta;
e A proporcao dos isétopos é a mesma nos ciclos quimicos em que intervém o carbono;

e Com a morte do organismmo, o carbono-14 deixa de ser renovado no mesmo.
Mediante essas suposi¢des, Farias (2002, p. 7) ressalta que

a técnica de datagdo através do carbono-14 do carbono tem contudo sua limita-
¢des. Uma delas € a consideracio de que a quantidade total de que o carbono-14
na atmosfera permaneceu constante ao longo do tempo(milhares de anos). O
que pode nao ser totalmente verdadeiro.

Ja para Alves (2010), a técnica ndo € totalmente confidvel, pois tem algumas excecoes
conhecidas, sendo elas: a média de carbono-14 ser diferente entre os organismos que o adquirem;
os resultados ndo sdo seguros para amostras que tenham menos de 100 anos uma vez que nao
havera decaimento suficiente; também ndo € seguro o calculo para materiais que tenham acima

de 40 mil anos.

Mediante isso, chegamos a conclusdo de que a técnica de datacdo por carbono-14 tem
suas limitagdes, porém apds a comprovacgdo das quatro suposi¢des feitas acima, pode-se uséa-la

com uma melhor confiabilidade.

3.3.2.5 Datacao com outros radioisétopos

Para objetos nao-organicos, ou com idade acima de 40 mil anos, ndo é possivel, como
mencionado anteriormente, usar o carbono-14 para data-los. Mas € possivel em alguns casos
como datar rochas e minerais, usar o mesmo método, mas com um radioisétopo diferente, como
€ 0 caso do uso do Samario-147 com meia vida de 106 bilhdes de anos, do rubidio-87 com meia

vida de 48,8 bilhdes de anos, e do potdssio-40 com 1,25 bilhdes de anos de meia vida.

3.4 Por que uma corda simplesmente enrolada num poste
sustenta um barco?

Um problema fisico interessante é o de uma corda que sustenta um barco com apenas
algumas voltas num poste fixo verticalmente. Para modelar esse problema foi preciso ter um
conhecimento bésico sobre forca, vetores e seus componentes, além de recorrer a primeira Lei

de Newton, a qual diz que um corpo em equilibrio, tem o somatdrio de suas for¢as iguais a zero.

Consideremos um poste de formato cilindrico na posi¢ao vertical, e uma corda em

contato com o mesmo, de modo a ser enrolada horizontalmente, e seja 1 o coeficiente de atrito
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estatico entre eles. Devemos supor que esse contato entre o poste e a corda se dd em um arco AB,
de angulo . Como estamos falando de uma corda enrolada, no minimo uma volta completa,
de um objeto com formato cilindrico, esse angulo serd maior que 360 graus, mas no problema
abordado, vamos supor inicialmente um angulo menor que 180 graus para as for¢as nio ficarem
com direcdes opostas.

Teremos uma for¢a que denominaremos 7 aplicada a uma das extremidades, e vamos
calcular a forca da outra extremidade, denominada 7}, de modo a estarem em equilibrio, como
na figura 3.

Figura 3 — Corda no poste

Fonte: Produzido pelo autor

Notemos ainda na Figura 3 que as tensdes 7 e 77 sdo exercidas em direcdes diversas,
mas com o < 180 graus, assim como foi proposto anteriormente. Observemos que para o poste
permanecer parado, essas tensoes, também chamadas de for¢as, devem estar em equilibrio. E
para isso hd uma forca sempre presente neste tipo de problema chamado forca de atrito estatico,

cuja acdo faz com que o corpo permaneca imével, pois atua no sentido contrdrio a0 movimento.

Na Figura 4 podemos visualizar de maneira mais detalhada as forgas | F} |, |F5| e | F3| que

sdo exercidas no poste, e desta forma iniciamos a modelagem do problema.
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Figura 4 — Corda em equilibrio

Fonte: Produzido pelo autor

Estudando de inicio o equilibrio do arco C'D da corda, onde 7'(¢) é a funcdo da tensdo
no arco da corda, correspondente ao angulo 6, medido a partir de O A com o sentido anti-horario,

e N (0) areagdo exercida da superficie sobre a corda. A forga | F}| é tangente ao arco no ponto

C correspondente ao angulo (0 — 7) , a forca | F3| é a soma da tenséo em D, cujo dngulo

0 . . .
serd <9 + 7) , com a forca de atrito estatico. Devemos supor um Af bem préximo de zero

para que assim a forga de atrito tenha intensidade N (6)r A6, onde N (0)rAf é a reagdo total da

superficie ao longo do trecho CD de comprimento rA6.

E assim, chegamos as forgas:
A A
|Fi| = T(9 - 7>, | Fa| = T(9 + 7) + ulFsl;  [F3] = N(0)rAd.
Sabendo que o arco C'D estd em equilibrio, podemos aplicar a primeira lei de Newton, e

com isso teremos como resultado a equacao:

A6 A6
T(H — 7) + T(0 + 7) + uN(0)rA0 + N(0)rAf = 0. (3.25)

Usaremos de base a Figura 5 para o melhor entendimento do que faremos. Assim,
projetando a equacao (3.25) sobre a dire¢ao de F3 e sobre a direc@o ortogonal, € facil ver que
podemos decompor as forcas atuantes na corda em for¢as componentes, e com isso facilitar

nosso estudo.
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Figura 5 — Forcas componentes

Al Fy
0

Fonte: Produzido pelo autor

Assim, as forcas componentes sdo:

A A A A A

N(O)rAf — T(9 - —9) sin a0 T(@ 9) sm—e — uN(0)rAfsin a0 =0. (3.26)
2 2 2 2 2

(9 - %) cos % + uN(0)r cos % - T<6 + %) cos % = 0. (3.27)

Dividindo (3.26) e (3.27) por Af vamos obter:

A 49 A &9 &t
N(O)r — (9 - 79) SIZ z - T(9 + —‘9) S NOratiE o (328

Ab cos— cosM Af cos—
r(0-5) S +uvor S -r(0+5) S —0 6

Agora, como consideramos um Af bem pequeno, vamos faze-lo tender a zero em (3.28)

e (3.29), ou seja, A8 — 0. Logo, o resultado das equagdes sera:

rN(@)—T(@)=0=rN(0) =T(0). (3.30)
dT
= —(0) + prN(9) = 0. (3.31)
Substituindo a equacao (3.30) em (3.31), teremos:
dT
— T = 3.32
o TH 0. (3.32)

A solugdo para o problema (3.32) j4 foi solucionada no capitulo 2, tendo como solucio:

T(0) = Toe . (3.33)
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Como o objetivo é encontrar uma fun¢do para descrever a for¢a necessdria em 7} para o

equilibrio se manter, podemos reescrever a equacdo (3.33) como 7} (0) = Tpe .

O estudo da equagdo (3.33) mostra que quanto maior o angulo for, menor serd a forca
necessdria em 7 para que o equilibrio seja mantido. Note também que (3.32) € uma equagao
de primeira ordem linear, assim como as equacdes dos problemas anteriores, mas nesse caso
a solucdo (3.33) € uma funcao cuja varidvel independente € o angulo, tornando esse problema
diferente dos demais, pois nos problemas anteriores tinham em comum o tempo como varidvel

independente.

Exemplo 3.3 Suponha que a corda dd duas voltas completas em torno do poste, cujo coeficiente

de atrito ¢ 0, 4. Supondo que a forca Ty é 1000 N, calcule T para que haja equilibrio.
Solugio: Ty = 1000e~%** = T, = 6,56 N.

3.5 Pressao atmosférica e sua variagao

A massa especifica p,dos gases, diferente da dos liquidos, tem um valor comparativo
muito pequeno entre os gases, tornando a diferenca entre dois pontos préximos entre si quase
desprezivel. Isso trds a ideia de que em um recipiente pequeno onde estd contido um gas,
podemos supor que sua pressao serd a mesma em qualquer ponto contido no interior daquele
recipiente. Todavia, a pressdo do ar varia muito em relacdo a altura, desde o nivel do mar até a
atmosfera, e os gases sendo compressiveis, a variagdo na pressao tem como consequéncia uma
variacao na massa especifica p com a altitude. Assim, antes de qualquer coisa, devemos conhecer
a variagdo de p em relacdo a altitude y. Ao admitirmos uma massa especifica proporcional a
pressdo, € possivel obter um valor préximo ao da variag@o da pressdao com a altitude (RESNICK;;
HALLIDAY; KRANE, 2003).

Partindo dessa hipdtese, e considerando a variagdo da gravidade g com uma altitude

tendendo a 0, podemos obter a pressdao p de uma altitude y acima do nivel do mar. Ou seja:

d
d—p — —pg. (3.34)
Yy
Caso p seja proporcional a p, vamos ter:
L_P 2 (3.35)
Po  Po Do

Onde p, € o valor da massa especifica e py € a pressao quando se estd no nivel do mar.
Substituindo (3.35) em (3.34), teremos:

? — (@)p. (3.36)
Yy Po



Capitulo 3. Aplicacbes em problemas de naturezas distintas 48

Reescrevendo a equagdo (3.36) chamando a = g@, temos:
Po

dp _ —ap = dp _ —ady. (3.37)
dy p

) d
Ao integrar ap de p, ap, e —ady de 0 a h, temos:
p

? d h
& _ —/ ady. (3.38)
Po p 0
Cuja solucdo é:
= —ah = L —e % =
Po Po
p = poe . (3.39)

Podemos notar da equacgdo (3.39) que a pressao diminui exponencialmente a medida
em que a altura aumenta. Diante disso, podemos calcular a altura de determinado objeto ao

Po < . .
sabermos o valor de a = g— e da pressdo atmosférica exercida sobre ele.
Po

Exemplo 3.4 (KELLER; GETTYS; SKOVE, 1997, p. 413) Sabendo que a pressdo varia com a

altitude, responda:

a) Estime a pressdo da atmosfera no pico do Monte Everest, que estd a cerca de 14 km acima

do nivel do mar.

k
Solugdo: Calcularemos de inicio o valor de a, sabendo que a densidade py = 1,29 —gg,
m
a pressdo atmosférica ao nivel do mar p, = 101000 Pa e a gravidade g = 9,8 o Ou
9
seja,
po 1, 29 _4
=9g— =98 =1,25168 - 10™".
=9 T 2% 01000

Dai, substituindo o valor de a, pg e h = 1,4 - 10* m na equagdo (3.39), temos:
p = 101000e 125168107 41.410% _ 17 509 [ Pg,
b) A que altura acima da superficie da Terra a pressdo é a metade da pressdo na superficie?
Admita que a temperatura da atmosfera seja constante.

1
Solugdo: Resolvendo a equacdo (3.39) de modo que p = §p0’ pois é quando a pressdo

atmosférica final serd a metade da pressdo atmosférica inicial, ou seja,

1 1 1 1 In2
P=—=po= —Po :poe*ah = _——¢ " ln-=—gh=—-In2=—-ah=h= n—.
2 2 2 2
Dai, atribuindo o valor de a encontrado na questdo anterior, temos:
In2

= T 5ries o1 = = 99377347 m.
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CONSIDERACOES FINAIS

Na procura pela solu¢dao de um problema, € de fundamental importancia para o modelador
encontrar um método descomplicado, sempre respeitando as condicdes do problema, para que
a interpretacdo seja melhor entendida. Se deparar, mediante interagdo e matematiza¢do do
problema, com um modelo matemdtico simples passa a ser o mais desejado pelo modelador.
E diante disso, surge a divida a respeito de um mesmo modelo matematico ter interpretacdes

diferentes, de acordo com o objeto estudado.

Por meio dos problemas tratados no ultimo capitulo deste trabalho pudemos notar que
um mesmo modelo matemético tem a capacidade de explicar problemas distintos, facilitando a
compreensdo dos mesmos. E diante disso, € de suma importincia na drea da matemaética aplicada,
se ter um conhecimento abrangente nos ramos da matematica pura, além de ter a consciéncia
que haverd momentos em que hd necessidade de estudar sobre outras dreas do conhecimento

para a interpretacdo do objeto de estudo.

Os problemas abordados nesta pesquisa podem ser utilizados para motivar o estudo
das EDO, tendo em vista que a modelagem matematica € considerada uma metodologia de
ensino promissora. Através dessa pesquisa notamos uma evolucdo ou modificagdo no modelo

malthusiano e de capitalizag¢do continua, os quais podem ser analisados em trabalhos posteriores.
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