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"Nao se preocupe muito com as suas
dificuldades em Matemdtica, posso
assequrar-lthe que as minhas sao ainda
masores.”

(Albert Einstein)



RESUMO

H& razoes tedricas, inspiradas nas teorias de unificacao, para acreditarmos na
existéncia de dimensoes extras. Neste cendrio um dos modelos mais instigantes do
ponto de vista tedrico é o modelo de branas conhecido como RSII, em que o nosso
espago-tempo quadridimensional estd imerso em um espaco ambiente com uma di-
mensao extra de comprimento infinito. Um dos maiores desafios desse modelo é encon-
trar solucoes exatas que representem buracos negros ou estrelas confinados na brana.
Nosso trabalho visa oferecer um método para obter solucoes exatas que descreve corpos
confinados na brana a partir de métricas, ja conhecidas, do espago ambiente com sime-
tria axial. Para tanto utilzaremos um método indireto de obtencao destas solugoes, o
Método de Imersao, que consiste na aplicacao do Método ” Deslocar, Cortar e Refletir”
ao formalismo de imersao. Com isto, podemos determinar as propriedades fisicas da
distribuicao de matéria, valendo ressaltar que este método pode ser aplicado a uma
brana com uma forma qualquer. Estudamos alguns casos particulares e reproduzimos
resultados ja obtidos.

Palavra-chave: Dimensoes extras, buracos negros, método de imersao.



ABSTRACT

There are theoretical reasons, inspired in the theories of unification, that allows
us to believe in the existence of extra dimensions. In such a scenario, one of the
most thought-provoking, according to the theoretical point of view is the Brane model
known as RSII, in which our quadri-dimensional space-time is immerged in a space
environment contains one extra dimension with infinite length. One of the biggest
challenges in this model is to find exact solutions that represent black holes or stars
that are confined in the Brane. Our goal in this paper is to offer a method for obtaining
of exact solutions that describes the matter that is confined in the Brane starting from
the already known metrics of the space environment with axial symmetry. To achieve
this goal, we will use one indirect method for obtaining these solutions, the Immersion
method, which consists in using the Shifting, Reflecting and Stretching Method to
the immersion formalism. With this, we can determine the physical properties of
distribution of matter, pointing out that such a method can be used to Branes with
any shapes. By studying some particular cases, we reproduced results already obtained
before.

Keywords: Extra dimensions, Black Holes, Immersion method.
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Capitulo 1

Introducao

Em sua Teoria da Relatividade Geral - TRG, publicada em 1915, Einstein con-
cluiu que a gravidade nao é uma forca, como Newton julgava, mas sim curvatura do
espaco-tempo. Assim como na Teoria da Relatividade Restrita -TRR-, tal espaco-
tempo tém (3+1) dimensoes, sendo trés dimensoes espaciais e uma temporal. Con-
tudo, sua geometria é modificada pela presenga de matéria e energia[l, 2]. Na TRG,
toda informacao geométrica do espaco-tempo estd contida em um objeto matematico
chamado de tensor métrico, g,,[1, 2]. Por outro lado, a distribui¢do de matéria e ener-
gia presentes no espaco-tempo € representada pelo tensor energia-momento, 7),,. De
acordo com a TRG, a dindmica do campo gravitacional (geometria do espago-tempo)
¢é descrita por um conjunto de equagoes denominado por equagoes de Einstein. Estas
equacoes estabelecem uma relacao entre os tensores g, e T),, permitindo determinar
qual deve ser a geometria do espago-tempo, gerado por uma determinada configuragao
de matéria e energia. Pelo menos, para campos gravitacionais fracos, podemos afirmar
que a TRG é uma teoria extremamente bem sucedida, com uma base experimental
bastante consolidada. Suas previsoes vao desde a existéncia de buracos negros, até
radiacao gravitacional.

Todas estas solugoes foram obtidas a partir de informacoes sobre a distribuicao de
matéria e energia, isto é, as equagoes de Einstein foram resolvidas a partir do conheci-

mento do tensor energia-momento e determinando a métrica do espago. Desta forma,



partindo de um determinado grau de simetria, esférica e axial sao as mais comuns, para
tornar mais simples a resolugao destas equacoes, foram obtidas as chamadas Solucoes
Ezatas da relatividade geral. Estas solugoes possuem interpretacoes claras e entre elas

estao:
e Solugao de Schwarzschild(Solugao esfericamente simétrica e estética).

e Solugao de Reissner-Nordstrom(Solucao esfericamente simétrica e com carga

elétrica).
e Soluga de Kerr(Solugao esfericamente simétrica e com rotagao).
e Métrica de Robertson-Walker(Descreve modelos cosmolégicos homogéneos e isotrépicos)

Contudo, podemos resolver estas equagcoes no sentido inverso. Primeiro consideramos a
métrica do espago-tempo, para, em seguida, determinarmos a fonte de energia (tensor
energia-momento) responsavel pela respectiva geometria. Esta forma de obter solugdes
cosmoldgicas e relativisticas é interessante por nao ter que resolver diretamente as
equacgoes(ja que as mesmas nao sao triviais), permitindo trabalhar com modelos de
dimensoes extras, sobre tudo o RSI e o RSII.

Entre os métodos pode-se destacar o ”Deslocar, Cortar e Refletir” (método que
¢é capaz de gerar solucao com distribuicao de matéria a partir de uma solucao de
vécuo utilizando métrica na forma de Weyl) e o método de imersao (método que gera
solugoes quando consideramos um espaco de dimensoes superiores no qual esta imerso
um espago menor que é o objeto de estudo).

Desta forma, propomos estudar, através do método de imersao, solugoes com sime-
tria axial no modelo de RSII de dimensoes extras. No capitulo 2 é feita uma revisao
sobre o estudo de dimenoes extras, desde o modelo precurssor de Kaluza-Klein até
o modelo utilizado como base para o estudo, o RSII. Neste capitulo, também apre-
sentamos, de maneira sucinta, os aspectos sobre a massa dos gravitons e como esta

distribuida de maneira discreta(modos Kaluza-Klein), porque nao podemos observar a



dimensao extra e seus métodos de compactacao dos diferentes modelos apresentados.
No capitulo 3 mostra-se o funcionamento do método ”‘Deslocar, Cortar e Refletir”’e
aplicacao do mesmo ao espago Schwarzschild — AdSs. No capitulo 4 desenvolve-se o
Método da Imersao, o qual é caracterizado pela aplicagao do formalismo de imersao
ao método "Deslocar, Cortar e Refletir”. Por fim, no capitulo 5 sao apresentadas as

consideracoes finais.



Capitulo 2

Dimensoes Extras

Unificar as forcas fundamentais: esta era a intensao por tras da teoria de Theo-
dor Kaluza. Por ele foi proposto a analise de um espago com mais dimensoes, com
dimensoes extras além das quatros ja conhecidas. Neste cendrio a teoria da relativi-
dade geral de Einstein uniria as forcas fundamentais, até entao gravitacional e ele-
tromagnética, através de uma aplicagao em cinco dimensoes|7]. Tal forma de pensar
ganhou base fisica e matematica mais sélida quando Oscar Klein explicou a aparéncia
quadridimensional do Universo. Segundo ele, a quinta dimensao tinha topologia cir-
cular e um raio muito pequeno, na escala de Planck, impossibilitando, desta forma, a
deteccao direta.

Apesar de unificar de maneira formal as interacoes, o modelo de Kaluza-Klein nao
explicava porque a forca gravitacional era tao fraca se comparada com as outras, o
chamado Problema de Hierarquia. Com o proposito de resolve-lo, Arkani, Dimopoulos
e Dvali desenvolveram um novo modelo de estudo para as dimensoes extras, o ADD.

O modelo ADD é o primeiro modelo de branas que trabalha com a idéia de que a
nossa realidade quadridimensional estd imersa em um universo de dimensoes maiores,
como uma subvariedade dentro de uma variedade de dimensoes superiores. Nesta sub-
variedade estariam aprisionadas todas as forcas fundamentais, exceto a gravitacional.
Esta ultima pode se propagar na dimensao extra e por isso seria tao mais fraca que

as outras na subvariedade. Assim, este foi bem aceito. Outra caracteristica, que o



torna muito interessante é a possibilidade da dimensao extra, embora compacta, ser
da ordem submilimétrica, muito maior que Planck. Contudo, faz-se necessério , pelo
menos, duas dimensoes extras para garantir consisténcia com os resultados experimen-
tais obtidos até entao.

Talvez por isso os modelos RSI e RSII, ambos propostos por Lisa Randall e Raman
Sundrun, despertaram grande interesse também. Ambos sdo modelos que utilizam bra-
nas, mas ao contrario do seu predecessor, trabalham com apenas uma dimensao extra
sem ser incompativel com os dados experimentais, podendo ter a dimensao extra com-
pacta(RSI) ou nao(RSII).

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na secao 4.1 apresentamos o
modelo de Kaluza-Klein. Na segao 4.2 apresentamos o modelo ADD, mostrando o
metodo de aprisionamento dos campos e porque nao ha deteccao da dimensao extra .

Na se¢ao 2.3 descrevemos o RSI e por fim na secao 2.4 falamos do RSII.

2.1 Modelo Kaluza-Klein

Proposto inicialmente por Kaluza e Nordstron, de maneira independente, tal mo-
delo de dimensao extra tinha o objetivo de unificar a teoria da gravitacao, sob a forma
da relatividade geral de Einstein, e o eletromagnetismo de Maxwell a partir da adicao
de uma dimensao extra. Com a adi¢ao de uma quinta dimensao, surgiu um problema.
Por que a quinta dimensao nao era observada na natureza? Para justificar isso Klein

propés que

e A dimensao extra nao aparece por ser compactada com comprimento de ordem do
comprimento de Planck, de tal maneira que as escalas experimentais de energia

nao possibilitam a observacao da mesma;

e A topologia desta deve ser cilindrica, que faz com que as derivadas com respeito

a dimensao extra sejam nulas para baixas energias.



Kaluza demonstrou que trabalhando com uma teoria de vacuo pentadimensional,
em Relatividade Geral, obteriamos um espago quadridimensional na presenca de um

campo eletromagnético sob as leis de Maxwell.

Gap =0 (2.1.1)

4
G = 1B (2.1.2)

No qual os indices maitsculos representam 5D(0 — 4) e os indices gregos representam

4D (0 — 3).

Figura 2.1: Cilindro KK segundo a topolégia circular [4]

A métrica utilizada tinha assinatura(-,4+,4,+,+) com xk = 81G ec=h =1 [3], e

foi colocada no forma:

Guv + k2¢AuAV ¢Au
gAB =
A, k¢

onde, g,, seria a métrica quadridimensional, g,. teria o papel de campo eletro-
magnético A, e g,, seria um campo escalar.

Com respeito as suposicoes tomadas:

09aB
0z

—0 (2.1.3)

Para entendermos melhor o mecanismo de Klein para esconder a dimensao extra,

vamos considerar uma campo escalar no espaco “cilindrico” de cinco dimensoes. Por



ter uma topologia circular, todos os campos sao periddicos com respeito a dimensao

extra. Assim, um campo escalar pode ser expresso por:
plat,2) = 3 o) (ah)ein! (2.1.4)

No qual [ é o raio da dimensdo extra e os campos ™ (z#) sio chamados de modos
Kaluza-Klein, modos KK[8].
Admitindo um cilindro homogéneo e a métrica plana podemos escrever os campos

como um produto de fungoes:

et z) = X(2")a(z) (2.1.5)

E as equagoes de Klein-Gordon para o campo escalar ¢;

D(5)90 =0 (2.1.6)

2

e =0+ — 2.1.7
(5) +622 ( )

aplicando o D’lambertiano ao potencial,

I

K 622

O ®(2", 2) JP(x,,2) =0 (2.1.8)

admitindo que ambas as partes dessa equagao devem ser iguais a uma constante,temos

que:

Ox(z) = Cx(a*) (2.1.9)

a(z) = Asin/cz + Bcos ez (2.1.10)



Na equagao (2.1.10) a constante ¢ pode ser interpretada como a massa do campo

2

escalar quadridimensional, o™, ¢ = m2. Pelas condicdes de periodicidade, ¢ = o
representa os valores permitidos de modo que a massa assume:
n
m, = id (2.1.11)

0l

Para n igual a zero, a massa é nula. Por isso, o campo beo) ¢ chamado de modo zero.
Se apenas este modo estiver excitado, o campo nao dependera da dimensao extra. Os
outros os modos, chamados de modos KK, podem ser considerados particulas diferentes
cuja a massa depende do tamanho da dimensao extra e cada um destes modos pode
ser considerado uma particula diferente que depende da dimensao extra, do inverso do
seu raio, como ¢ mostrado na equagao anterior|7].

Desta forma, para excitarmos umas particulas, é necessario uma energia minima
para cada modo. Por esta ser inversamente proporcional ao raio da quinta dimensao,
a unica forma de explicar porque nao é possivel detectar as particulas do primeiro
modo KK é considerar o raio muito pequeno, da ordem do comprimento de Planck
I, ~ 10~%m.

Assim, a energia minima seria muito grande, indisponivel para a experimentacao

atual[4].

2.2 ADD

E, historicamente, o primeiro modelo a tentar solucinar o problema da hierarquia
usando dimensdes extras e foi elaborado por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [6].

O ADD, como é conhecido, inicia-se assumindo que o espago-tempo é uma com-
posicao (4 +n), com n > 1, um espaco ambiente. Depois, todas as particulas do
modelo padrao estdo localizadas em um espa¢o menor, uma subvariedade(3-branas),

em uma parede (1 + 3) dimensional[8], Vamos descrever o mecanismo de localizagao



Figura 2.2: Solugao parede de dominio. [4]

do campo de matéria.
Utilizando a teoria de campos, podemos considerar um campo escalar definido no

espaco superior, ¢(z™, z). Sendo a aciol4]:

S = /d%dz[%(aquﬁ)Q —V(9)] (2.2.12)

com V(¢), o potencial escalar, dado por:

V(g) = %)2@52 —V?)? (2.2.13)

Tal potencial possui dois pontos de minimo que sao os Estados de Vicuo. Utili-

zando a equacao de Euler-Lagrange em cinco dimensoes;

oL oL
5~ (50) =* i

fazendo (2.2.12) aplicada a (2.2.14) podemos obter a equagao:

)\2
2 2 2 2y
0:¢ = 0,0+ —(¢” —v7) =0 (2.2.15)
da qual uma das solucoes possiveis é:

¢o(2) = vtanh (ﬂ) (2.2.16)

(07
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Pode-se evidenciar o comportamento do potencial com relagao a dimensao extral[4].

Figura 2.3: Gréafico potencial.[4]

E importante notar que, quando ¢(z) = 4v para z = +00, temos o valores de
minimo citados anteriormente. Tais valores sao separados por um pico de energia em
z=0.

Este acontecimento mostra que toda a energia do campo esté concentrado em torno
desta regiao. Por isto esta solucao é conhecida como parede de dominio. Calculando

a densidade de energia desta regiao:

+o0
o= Hodz (2.2.17)

Com o igual a densidade de energia por 3-volume e Hj a densidade de Hamiltoniano

do campo escalar. Sendo,

1 A2
Hy = a(aAﬁb)Q + g(ﬁbg —v?)? (2.2.18)
entao para a solucao encontrada, temos:
1 A%t
e 2.2.19
07y cosh‘%%) ( )
portanto de (2.2.17) obtemos:
A\ 3
o= (2.2.20)
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O termo A pode ser interpretado como o inverso da largura da parede. Agora
se fizermos A — oo a energia ¢ mantida constante, damos origem a uma 3-brana
localizada em z=0.

Uma vez que descrevemos a parede de dominio, nos falta o confinamento. Para
isto, vamos pensar no confinamento dos férmions [6].

Partindo da equacao de Dirac em 5D,
(iT40, — M)W =0 (2.2.21)
no qual I'* sdo as matrizes e Dirac em 5D, e ¥ é o espinor em 5D

L7 = At (2.2.22)

I = —in® (2.2.23)

Admitindo uma interacao tipo Yukawa entre os férmions e o campo escalar, temos

a acao:

S = / (d*zdz(iDTA0,V — MU — hpo W) (2.2.24)

Considerando férmions sem massa, com a acao obtemos a equacao de movimento

dos mesmos:

iT20,W + iT%0,T — hogl = 0 (2.2.25)
Aplicando o método de separagao de variaveis (¢ = 1(x) f(2)), obtemos de (2.2.25);

iv' o, —miyp =0 (2.2.26)

= (m —n¢) f(z) (2.2.27)
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onde ¢ (z) sera o espinor em 4D. A constante de separacao "m” funciona como a massa
deste espinor. Devemos enfatizar que admitimos a condicao I = —). Resolvendo

(2.2.27) encontramos:

f(z) = exp(—h/oz ¢o(2)dz (2.2.28)

em que ¢o(z) é a solu¢do da parede de dominio. Agora, considerando o espinor de

modo zero, podemos verificar que serd uma funcao de onda em 5D descrita por:

¥ = exp (— / ) hqbo(z)dz> wo(x) (2.2.20)

0

Como f(z) tende a zero exponencialmente no infinito, logo temos que o modo zero
fermionico esta localizado préximo de z=0.

Uma vez entendido o mecanismo do confinamento, falta dizer porque a gravidade
é tao fraca no nosso universo com trés dimensoes espaciais e porque recuperam o com-
portamento quadridimensional para longas distancias. Considerando o espago como
uma topologia R*, o campo produzido por uma forma puntiforme pode ser expresso

por:

(2.2.30)

Como a dimensao extra tem topologia circular (S!), o espago ambiente acaba tendo
topologia de cilindro (R® x S'). Tal forma nos permite pensar em vdrias linhas de
campo que partem da massa e percorrem o cilindro, modificando a percepcao de um
observador, que vera mais de uma massa pontual separadas umas das outras por
uma distancia constante de 2L, que representa o comprimento da dimensao extra.
Tais imagens sao chamadas de Imagens Topolégicas, que podem ser vistas como uma
distribuigao continua caso a distancia para o observador for muito grande.

Neste caso, usando a Lei de Gauss, podemos obter o potencial gravitacional [4],

)
$(R) = —G;TmyR (2.2.31)
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mye, A
.;
1T
ah
T W 0 //
o > ]
b L)
me- s, mg—Y
o r

Figura 2.4: Representacao das imagens topolégicas. A forma como se da a distribuicao
discreta e forma continua como é vista a longas distancias.[4]

se indentificarmos G® = GW2rl, entéo:

O(R) = — (2.2.32)

Pelo fato de os demais campos nao revelarem a dimensao extra devido ao confina-
mento na brana, o comprimento da dimensao extra pode ser maior que o apresentado
no modelo anterior, chegando a ordem submilimétrica. Sendo assim, faz-se necessario
ajustar o [ para justificar a nao detec¢ao da dimensao extra [7, 8|, por efeitos gravita-
cionais.

Baseados a relacao, que aplicamos anteriormente,

GO

onde [. é o comprimento da dimensao extra, podemos generalizar para n-dimensoes,

G ™)

_ n—4
o =k (2.2.34)

por sua vez, podemos reescrever G e G em termos de comprimento de Planck

definidos no espaco-tempo com dimensao n, <lz(9")> e 4, (I,)[4]. Assim chegamos a

solucao

5"

lo = 100 (L)% (2.2.35)

Ly
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Desta forma, chegamos a conclusao que o comprimento das dimensoes extras esta re-
lacionada ao ntimero de dimensoes do espago ambiente.

Para resolver o problema de hierarquia farfamos I = 10-°m. Neste caso, com
n = 5, I, chegaria a ordem de 10'?m tornando o modelo incoerente com a experi-

mentagao. No entanto, n = 6 para a dimensao seria de ordem submilimétrica [8].

2.3 Modelo RSI

O modelo proposto é construido em um sistema de 3-branas em cinco dimensoes
com uma constante cosmoldgica negativa.

Como elementos integrantes do RSI temos:

e Dimensao extra com comprimento finito, assumindo uma forma g—;, que pode ser

entendida como um circulo.

e 5; é como um circulo com dois pontos opostos (6 e —@) identificados. Esta

identificacao, tem dois. pontos fixos que sao § =0e 6 =7

e Duas branas sao postas nestes pontos da dimensao extra, sendo uma com tensao

positiva e a outra com tensao negativa.

Neste modelo, o elemento de linha assume a seguinte forma [9]:
ds® = exp(—A(2))nuda"ds” — dz* (2.3.36)

no qual A(z) = 2k |z| chamado de fator de deformagao. Considerando o espago

ambiente, as equacoes de Einstein serao;

1
Rap — §QABR =Tap (2.3.37)

cujos indices mostrados correspondem a um espago em cinco dimensoes. Anali-
sando o segundo membro, o tensor energia momento, teremos uma contribuicao das

branas,T4ap, € uma contribuigao da constante cosmolédgica do ambiente, A [14].
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Tap = Agap + 87TG(5)TAB (2.3.38)

Ja 745 tomara a forma,

Ty = Jgfﬁ)é(z) — agfﬁ)é(z — Z) (2.3.39)

indicando a presenca de uma brana com tensao positiva o em z = 0 e outra com tensao
negativa —o em z = z.. Além disso, 74z = 0, garantindo que nao ha fluxo de energia
entre a bra e o espaco ambiente.

Utilizando (2.3.37) e (2.3.38), podemos verificar que a métrica (2.3.36) ¢ solugao

das equacoes de Einstein desde que:

A = —6r> (2.3.40)
€
S B (2.3.41)
- 32m2GY -

Esta constante cosmoldgica negativa implica em um espago-tempo anti- de Sitter em
cinco dimensoes, AdSs, e o valor da tensao estd ajustado ao da constante cosmologica.

Para estudarmos o campo gravitacional na brana devemos considerar que os campos
e matérias presos a brana influenciam o campo gravitacional. Essa influéncia resulta

em uma pertubacao da métrica, que pode ser descrita pelo seguinte elemento de linha:

ds® = [a*(2) 0 + hy (2, 2)]da da” — d? (2.3.42)

tendo hy,, << 1.
Neste cenério (Matéria + Brana + Constante Cosmoldgica) as equagoes de Einstein

podem ser escritas como:
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00, (z) + OB, (z) = 0 (2.3.43)
(&
9 C
U zom) (2) = 4670 ) (2) + —5 Uy (2) = 0 (2.3.44)

onde fazemos h,, (X, 2) = ¥ (2)P,, ().
Devemos ressaltar que C é uma constante de separacao nao-negativa, portanto,

que pode ser escrita como C' = m?[10]. Logo:
O¢,, + m*®,, =0 (2.3.45)

2

Wy e (2) — AR2 () (2) + %\I!(m)(z) —0 (2.3.46)
A primeira equacao representa uma equacao de Klein-Gordon para o campo gravita-
cional ®,, com massa “m”, sendo interpretado como um campo grévitons de massa
“m”. Cada valor de m permitido representa um modo possivel para o campo ®,, , o
que nos leva a pensar gravitons com massa como modos KK. Aplicando as condi¢oes
de contorno em z =0 e z = z. a (2.3.44), podemos mostrar, que o primeiro valor néo

nulo de m é dado por

m = ke " (2.3.47)

Assim podemos constatar que a massa da graviton depende do comprimento da

dimensao extra e de k = 4/ %A. Admitindo z. = % e que k é muito grande, os gravitons

massivos necessitariam de muita energia, nao aparecendo nos experimentos realizados.
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2.4 Modelo RSII

Nos outros modelos, vimos que o termo constante "m” que poderia ser interpretado
como a massa do graviton e que seus valores permitidos formavam um conjunto discreto
inversamente dependente do raio da dimensao extra. Removendo a segunda brana,
no entanto, terifamos uma mudanca nessa distribuicao, que passaria de discreto para
continuo e como consequéncia os modos KK que representam os gravitons mais leves
ja deveriam ter sido observados.

No entanto, segundo Randall e Sundrum, a uma forte supressao dos gravitoes
leves, devido a curvatura do espago ocasionada por um termo cosmoldgico constante

e negativo. Em funcao disso é possivel mostrar que a funcao de green

K 1

— 1 244
47rR[ i /€2R2] ( 8)

G(R) =

associada as equagoes (2.3.43) e (2.3.44) tem a forma de (2.4.48) que recupera o com-

portamento 4D para longas distancias.

Usando (2.4.48), pode-se mostrar que a métrica gerada por um corpo simetrica-

mente esférico na brana:

2GWM  4GWD M dr?

_ ) 2 _
2.3 (4) (4)
r 3K2r (1— M ae 0

ds* = (1 — —r2dQ?  (2.4.49)

Por possibilitar a existéncia de uma dimensao extra nao-compacta, o modelo RSII
¢é alvo de estudo afim de obter solugoes das equacoes de Einstein, sobre tudo, solugoes

que possam descrever buracos negros na brana.
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Capitulo 3

Método Deslocar, Cortar e Refletir

A obtencao de solugoes que representam fenomenos gravitacionais, campos e po-
tenciais, por muito tempo foi condicionada a Teoria Newtoniana; onde, a partir de um
potencial, pode-se calcular a equacao de Poisson para encontrar a massa e o campo.
Hoje, sabe-se que o campo gravitacional é uma deformacao do espaco que é gerada
por um corpo portador de massa, passando a ser visto como um fenomeno geométrico.

Tal ideia é apresentada pela relatividade geral de Einstein, onde toda e qualquer
distribuicao de matéria pode gerar uma deformacao espaco-temporal. Essas carac-

teristicas estao relacionadas pelas equacoes de Einstein.

1
Rap — §QABR =Tun (3.0.1)

No qual o primeiro membro define a geometria do espaco e o segundo a distri-
buicao de matéria e energia. As solucoes dessas equacgoes representam os fenéomenos

gravitacionais e podem ser obtidas de duas maneiras [5]:

1. Método Direto; que consiste em resolver tais equagoes a partir de uma distri-

buigao de matéria, a fim de achar a geometria.

2. Método Inverso; que consiste em determinar a matéria a partir de uma métrica

dada.
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Este capitulo esta dividido da seguinte forma: Na sec.3.1 mostramos o método
Deslocar, Cortar e Refletir, na sec.3.2 desenvolvemos a aplicacao do método a Teoria
Newtoniana, e na 3.3 aplicamos a Teoria da Relatividade com métrica Schwarzschild-

AdSs.

3.1 O método

Um dos métodos inversos que pode ser utilizado é o Deslocar, Cortar e Refletir.
Tal método pode ser entendido como uma extensao do método das imagens, podendo
ser visto no processo de construcao de modelos com simetria axial, a exemplo do discos
galaticos. O método consiste de trés passos [5].

Primeiro, vamos assumir um espaco-tempo com singularidade localizada em z=0.
Apos isso, deslocamos o eixo z para uma posicao z=a, estabelecendo uma linha de
corte e dividindo o espaco em duas partes: uma com fonte e outra sem. Neste plano
estabelecido é descartada a parte detentora de fonte. Por tltimo, faz-se uma reflexao,
da parte que sobrou, no lugar da parte extraida, estabelecendo um novo espaco que
possui matéria e energia[5, 13, 14].

® ©

Figura 3.1: Representacdo do método ilustrando cada etapa do mesmo. a) o deslica-
mento e a linha de corte; b) corte e exclusao da regiao e inferior; c) reflexdo da parte
restante. [13]
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3.2 Aplicagao a Teoria Newtoniana

Na teoria gravitacional newtoniana, o potencial gravitacional em uma determinada
regiao do espago é gerado por uma distribuicao de matéria e ambas grandezas estao

relacionadas pela equacao de Poisson:

V20O)(R) = 47Gp(R) (3.2.2)

O potencial no vacuo, ®© (R, z), é solucdo da equacido de Laplace, cuja forma em

coordenadas cilindricas é dada por:

1
V20 = —af) + o), + o0 (3.2.3)

Sendo ®©) = ®O)(R, 2). Através desse potencial vamos construir uma nova funcio
®(R, z) que represente o potencial gravitacional gerado por uma distriuigao de matéria,
que neste caso sera um disco. Para tanto, vamos aplicar o método “Deslocar, Cortar e
Refletir” ao potencial de véacuo, fazendo uma transformacao de coordenadas z — 2’ =
h(z) + a.

Desta forma, o novo potencial ®(R, z) sera:

d(R, z) = DO(R, ) (3.2.4)

A fungao h(z), além de par, deve ser escolhida de tal modo que h(z) e h(2’) . sejam
continuas na regiao —a < z < a, além do que h(z’) . e h(2’) .. devem ser escolhidos de
modo que a densidade de massa seja nao negativa.

Tomando o potencial ®(R, z), podemos determinar a distribui¢do de matéria do

disco por meio da equacao de Poisson.

V2®(R, z) = 47Gp(R, 2) (3.2.5)



Calculando o laplaciano para este potencial:

1
V2O(R, z) = Eq),R +Prr+D ..

Da forma deste potencial, podemos ressaltar:

d0(R,z)  9P(R,2) 02

0z 0z 0z

que resulta em;

OP(R,z)  0PO)(R,2")dh

0z 0z 0z
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(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

quando aplicamos 2’ = h(z) + a. Reescrevendo na notagao apresentada em 3.2.3:

_ ©) (0)
oo =he®) + 0Py

De posse de 3.2.9 e 3.2.10, o laplaciano toma a forma de:

1
V2P (R, z) = Ecpfg) + o, + h,zzcbf,(j) +h,0)

E a equacao de Poisson:

R

1
L0060+ )+, = 4Gl

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)
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Assim escrevemos a densidade de massa referente a ®(R, z) em fungao do potencial
de vicuo ®©) (R, 2) e da funcdo h(z).
Nas coordenadas (R,z’) a equagao de Laplace do potencial de vacuo poder escrita

COo1mo:

1 1
VEQO(R, o) = S0 + @ + @0, = 0 + 0y + @) =0 (3.213)

0 que nos fornece,

1
O + R, = —0) (3.2.14)

Aplicando (3.2.14) em (3.2.12) temos que:

_ b (0) 2 1140
p(R.2) = = {hm@,h () 1]<1>7hh} (3.2.15)

A equagao representa a expressao geral da densidade de massa p(R, z) associada ao
novo potencial, ja que possibilita encontrar qualquer distribuicao de matéria através
do potencial de vacuo e da escolha da funcao h(z).

Para o estudo dos discos finos, devemos tomar h(z) = |z|, ressaltando que, h, =
0, |z| = 260(z) — 1, onde 6(z) é a fungao de Heaveside, e h,, = 20(2) ¢ a funcao delta
de Dirac.

Aplicando as derivadas da fungao h(z) a expressao da densidade de massa, obtemos

a densidade do disco fino em fun¢ao do potencial de vécuo.

1
p(R, 2) = ﬁcpf}j)a(z) (3.2.16)

Mostrando que a densidade de massa p(R,z) é proporcional a d(z), significando
que esta densidade respresenta uma distribuicao de massa concentrada no plano z = 0,

cuja densidade superficial é:
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1
o(R) = %d)f,?) (3.2.17)

Escolhendo o potencial newtoniano de uma massa pontual M escrito em coordena-

das cilindricas, para ilustrar o método;

GM

podemos construir o novo potencial . Aplicando a transformacao de coordenadas

dO(R, ) = - (3.2.18)

z— 2/ = h(z) + ae h(z) = |z, 0 novo potencial de vacuo passa a ser expresso por:

 GM
VR A+ (2] +a)?

Para encontrar a densidade de massa, segundo (3.2.16), basta encontrar a forma

dON(R, ) =

(3.2.19)

de CDE,OL). Logo, para z > 0:

o GM(|2| +a) *?

= 3.2.20
P R4 (|2 + a)? ( )
Como a matéria esta concentrada em z = 0:
3/2
0) GMa
N R2? + a2 (3221)
Finalmente resultando em,
Ma
p(R,z) = o (B + a2)3/25(z) (3.2.22)
cuja densidade superficial sera:
M
o(R, 2) ¢ (3.2.23)

- 27 (R? + a?)3/2
O resultado encontrado é uma reproducao do modelo proposto por Kuzmin, quando

aplicamos a ele a solugao particular.
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3.3 Aplicacao a Teoria da Relatividade

Como mencionado anteriormente, ha duas formas de encontrar solugoes exatas; o
método direto e o método inverso. Utilizaremos o método Deslocar, Cortar e Refletir
para encontrar uma solucao esfericamente simétrica e estatica. E importante ressaltar
que parte do processo a ser aplicado consistira em utlizar as coordenadas de Weyl para
encontrar o espago-tempo associado aos potenciais presentes na métrical[5].

Vamos considerar a métrica do espago sendo a de Schwarzschild-AdS; [15].

1

ds? = —U(R)dt* + (R

dR? + R*dx* + R?sin® xd? (3.3.24)

onde dQ)? = df? + sin® Od¢? e

m

U(R) =1+ k*R* — 7 (3.3.25)

Podemos escrever essa métrica na forma de Weyl[14],

ds? = P07 + o5 jag TP (AR + d®) + ao(d6? + sin®(6)de?)]  (3.3.26)

com:
Dy(r, z) = \/73 InU(R) (3.3.27)

E:
ao(r, z) = R*sin? XU? (R) (3.3.28)

R3sin yU?/*

2 ] (3.3.29)

1
\I[0<T’ Z) - 5 ln[
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onde £ é definido por

dR [ dg
/ el (3.3.30)

De posse dos potenciais da forma de Weyl vamos aplicar o método ” Deslocar,Cortar
e Refletir” para encontrar uma solucao nova que contenha agora a brana. Segundo o

método descrito na secao anterior, fazemos as seguintes transformagoes:

O(r,z) = Do(r, 2") (3.3.31)
a(r, z) = ap(r, 2) (3.3.32)
U(r, z) = Wy(r, 2') (3.3.33)

Calculando o tensor energia-momento e substituindo os potenciais, com h(z) = |z,

temos:

- 6c m
P = Gyl — (L KPR = 55) 10 () (3.3.34)
_ 2c R NT
P= ey 120+ K2 = ) — 1)t
—1/2
(128 + g5) (14 K2R — 35) }5(2') (3.3.35)
P.=0 (3.3.36)
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onde p = —T[ representa a densidade de matéria; e p = p, = Py = Py Sa0 as
pressoes.

Como as equagoes dependem de 0(z) podemos concluir que as pressoes e a ener-
gia serao distribuida em z = 0 , ou seja, na hipersuperficie. Tomando a integral
das equagoes anteriores em relacao a direcao transversal a hipersuperficie, obtemos

distribuicao de energia e pressao sobre a brana, ou seja, a distribui¢ao volumétrica 3D.

+1 5
TH = lim TH/9s-dz (3.3.37)
-V J-
portanto,
6¢ m
= [1—(1+Kk*R*— —)\/? 3.3.38
p (87TG(5))77R[ (1+ Rg) ] ( )
(§
2c m .1
= — 12|14+ KR* - =)2-1
P (87TG(5))§R{ 1+ )’ J+
m m\ ) —1/2
+ (BR+ ﬁ) (1+ K2R - §>} (3.3.39)

no qual p representa a densidade de energia 3D da brana. Tal distribui¢ao, formado
pelo método D.C.R, depende de R, sugerindo que ha, além da prépria brana em z = 0,
um corpo esférico e estatico confinado a mesma.

Analisando a expressao para a densidade de energia e para pressao, vemos que ha
uma dependéncia de R, incluindo £(R). E importante lembrar que R = R(r,z) e que
aplicamos z — 2’ = |z| 4+ ¢. Para a posi¢ao da brana, z = 0, R = R(r,c). Desta forma
estabelece-se um valor minimo para R quando fazemos r = 0; tal valor, R(c), deve ser
superior a R j& que este ultimo refere-se ao horizonte de eventos (ver figura (3.2)).

O R(c) estd determinado por:
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Regido | 2=

Regidoll

Figura 3.2: Regiao de corte que divide o espa¢o em dois(z=c), acima do horizonte de
eventos( Ry ).[14]

Rc) 1 C

Analisando assintoticamente as densidades de energia e pressoes por 3-volume,

obtemos
6c
TANG T 7o _N(EIN o~ x 3.3.41
Tb (87G®) ¢ ( )
(&
Pvrana = —Obrana (3342)

para &, representando o valor de £ para a situagao assintética(R — 00). Os resul-
tados anteriores nos mostram uma brana com tensao negativa. A tensao podendo ser
ajustada pelo parametro ¢ [14].

Como jé dissemos anteriormente, (3.3.37) e (3.3.38), representam toda a distri-
buigao de energia confinada na brana.Isso inclui evidentemente, o corpo.

Entao, o tensor (3.3.37) é uma composicao de brana e matéria:

Tap = Tag" + Thg™ (3.3.43)
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relacionando as equacoes “originais” e as assintéticas, temos;

Pcorpo = P — Obrana (3344)
(§
Pcorpo = P + Obrana (3345)
o que resulta em:
6¢ 1 m k
corpo = ———|=[1 — (1 + kK’R* — =)V + = 3.3.46
(§]
_ 2c 1 ap2 M2
pcorpo - W{R_g [2(1+kR —ﬁ> —2—|—
-1/2 3k»
12 R? ﬁ)(l L2 2_2) 9k 24
+ (RR ) (1 RR - : (3.3.47)

Podemos analisar os comportamentos arbitrando valores para k, m, c¢. Logo os
graficos de energia e pressao com respeito a distancia para m = 0,3, k =1, ¢ = 2,
R(c) = O, 686 e R+ = 0,492.

Podemos verificar que a densidade de energia peorpo ¢ positiva em todos os pontos.
Portanto, a matéria de que é feito o corpo satisfaz a condicao fraca de energia [16].
No entanto, observemos que peorpo = Deorpo, d0 centro do corpo até um raio Ry = 0; 94
(para os valores escolhidos). Para pontos além desse raio: peorpo > Peorpo- Sendo assim,
a condicao de energia dominante (peorpo = 0€pcorpo = Peorpo) NAO € satisfeita em todos
os pontos. Se a condi¢ao de energia dominante nao é satisfeita, isto indica que o fluxo

de energia pode ocorrer a uma velocidade superior a velocidade da luz para alguns

observadores [16]. Portanto, este corpo nao serd constituido de matéria ordindria.
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0.4

0.3 \

Figura 3.3: Comportamento da densidade de matéria(cor vermelha) e da pressao(cor
azul) em funcao de R. [14]

Sendo assim, podemos dizer que este método nao produz uma solugao totalmente

satisfatéria do ponto de vista fisico.
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Capitulo 4

Método de Imersao

Com finalidade de encontrar solucao para as equacoes de Einstein, foi apresentado
no capitulo anterior o método Deslocar, Cortar e Refletir, no qual partimos de uma
métrica na forma de Weyl para encontrar uma solugao, método que é utilizado para
encontrar solucoes de discos e com simetria esférica.

No presente capitulo abordaremos um outro método, o Método de Imersao; que é
considerado mais abrangente que o anterior, ja que nao exige que a brana tenha a forma
de um plano(z=constante) nas coordenadas de Weyl. Por meio de imersao podemos
levar um espaco n-dimensional, M™, chamado de hipersuperficie ou subvariedade, para
um espaco maior (n + 1)-dimensional, M™*1 também espago ambiente ou variedade,
através da identificagao dos pontos pertencentes de um espaco com o outro, feita a
partir de funcoes paramétricas, as funcoes de imersao, que definem como os sistemas

de coordenadas sao relacionados. Dito isto, podemos definir a fungao de imersao como:

yt = A% (4.0.1)

no qual os indices latinos representam o espago maior e os indices gregos o espago
menor.
Reconhecendo o fato de que os vetores pertencentes ao espago menor também

pertencem ao espaco maior, podemos escrever os vetores da hipersuperficie em termos



dos vetores 04 do espaco ambiente. De (4.0.3), temos;

onde definimos:

a_ 0t

o e

e
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(4.0.2)

(4.0.3)

Além disso, podemos determinar a métrica induzida na hipersuperficie pela métrica

da variedade ambiente. A idéia é que na hipersuperficie é definida pela métrica do

espago ambiente “tomada emprestada” para calcular o produto interno dos vetores da

hipersuperficie. Sendo assim, a métrica da hipersuperficie pode ser expressa por

hap = €ie5 gap

onde gap ¢ a métrica do espago ambiente.

(4.0.4)

Pelo conceito de imersao, temos uma superficie que pode ser vista de dua formas:

e Pela visao dos ”habitantes” da brana, onde ficam explicitas as caracteristicas

intrinsecas da brana.

e Pela visao do espaco ambiente, onde fica explicito como a hipersuperficie se

comporta com relagao ao espago ambiente, ou seja, as caracteristicas extrinsecas

da hipersuperficie, cuja definicao é:

Esta tltima ¢é analisada com base no Tensor de Curvatura Eztrinseca,

Kaﬁ = 6§€§(VBNA)

(4.0.5)

que é essencial para encontrar a distribuicao energética que gera tal fendmeno,

tensor energia-momento, utilizando as condic¢oes de Juncao de Israel.
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Ty = 2(K,y — Khy) (4.0.6)

TH = 2(K* — K& (4.0.7)

v

Onde K ¢é o trago do tensor de curvatura extrinseca.

Este Capitulo, estd organizado da seguinte forma: Na secao 4.1 descreveremos
o método para encontrar solucao com simetria esférica confinada na brana, caso de
estrelas e buracos negros; posteriormente, em 4.2, faremos uma aplicagdo ao caso
Schwarzschild — AdSs na forma Weyl com intuito de achar uma distribuicao que

represente um fluido perfeito na brana.

4.1 O Método

Vamos considerar que o espaco ambiente é axialmente simétrico e estatico. Assim,

sua métrica pode ser colocada na chamada forma de Weyl:

2EEAT? 4 o [ag 2P (AR + d\?) + ao(d6? + sin®(0)de?)]  (4.1.8)

ds® = —e

No qual as fungoes @, 1 e o tem o seguinte comportamento:

® = &(R, x)
V= W(R, )
a=a(R,x) (4.1.9)

Como na secao anterior, para utilizar o método de imersao, seguem as funcoes de

imersao:
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T =t (4.1.10)
R=r (4.1.11)
X = x(r) (4.1.12)
0=10 (4.1.13)
o= (4.1.14)

De posse de (4.1.10, podemos calcular as derivadas das mesmas com respeito as

coordenadas do espago menor utilizando (4.2.46), obtendo:

el =1
ef=1
e = Xor
eh=1
ey =1 (4.1.15)

Utilizando os termos do elemento de linha 4.2.71 e as derivadas 4.1.15 em 4.0.4,

obtemos a métrica induzida da hipersuperficie.

—e 0 0 0
By — e =5t a~ze2¥(1 + x2) 7\954) 0
0 0 e 3« 0

0 0 0 e~ sin?(6)

Considerando um deslocamento arbitrdario na hipersuperficie, escrito na base do

espaco ambiente,

di* = (dt; dr; x dr; df; do) (4.1.16)

vamos tomar um vetor normal ao deslocamento, N4:
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Nadl* =0 (4.1.17)
Nodl® + Nydl' + Nodi? + Nsdl® + Nydl* =0 (4.1.18)
Nodt+ NldT+X’rN2dT+N3d0+N4d¢ =0 (4119)

Como dt, dr, df e d¢ sao variacoes arbitrarias e independentes, entao, concluimos

que Ng = N3 = N, =0 e que:

Niydr + x Nodr =0 (4.1.20)

esta equagao se torna verdadeira quando N; = —x, e Ny = 1. Portanto, o vetor
normal sera

Ny= N(0;—x,7;1;0;0) (4.1.21)

cujo fator de normalizagao, N, serd dado por:

g*BNANg =1 — g"'(N))? + g2(Ny)? =1 (4.1.22)
o 2ET 2w
N =( )1/ (4.1.23)

—e2V _ e‘/gq’ewaéx?r

Agora, para calcular as componentes do tensor de curvatura extrinseca, precisa-
remos dos simbolos de Christofell com respeito a métrica do espaco maior. Com os
termos nao nulos e o vetor normal 4.1.20, calculamos o tensor de curvatura extrinseca

a partir de 4.0.5, cujos termos nao nulos sao:

\/5041/26\/5‘1’
Ktt = N{?T[_X’TQ’T + (I):X] (4124)
Koo = N[22 [\, (V30,0 — 3a,) + (V3D o — 3a.,)]] (4.1.25)

6e2v
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041/2 SiIl2 (9)

Ky = N[——5—1

—xr(V3® a0 — 3ar,) + (V3D o0 — 30, )] (4.1.26)

Utilizando a métrica induzida e os termos de curvatura extrinseca, calculamos o

traco do mesmo.
K =K% =h"Kyg, (4.1.27)

\/§a1/2 J@ 1
K:N——— 7P, + D 2——T<I>r — 3a,
(=5 [P+ Ol 2@ 0 = 30,)

1 Xor
O o —3a,)|| + —x, 7+ 25 [ (2V30 a — 12 a + 3a,) —
(@0 =30+ [ e+ G2V~ 1200+ ay

12«
(2V3® o — 120 o0 + 3a,)]]]] (4.1.28)

(2V3®, — 12¢,,a + 3a,)] + [x.(2V3®, — 12¢,.a + 3a,) +

Utilizando a Juncao de Israel, 4.0.6, obtemos finalmente as componentes do tensor

energia-momento:

TtZQN—Q——rCI)T — 3, () -3 —
¢ [ [6041/2 \3Fq>e2¢’[ X (@ a,) + (P a )]

1
X,rr—l—— V3D, o — 129 o + 3,
E e N e 2Y3a — 120+ 30y
(]‘_X,T‘)

—(2V3®, — 12¢,a + 3a,
(2v/30, Yoo+ 3ag)] + —-

+(2V3® o — 120 o + 3, )]]]] (4.1.29)

[X,r(2\/§q),r - 12¢,r04 + 3a,r)

V3 all2e% Vg
7 —2N[[13 0, 40,
-2 — [—xr (P — 3av,)

(0 —3a,y)]]] (4.1.30)
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V3
= VR e ) - (e - 3a,)
b (@0 —3a,)] - [eé%l/z;m o ol (2VB® 40— 120,00 + 3ay)
- @%ﬁm—uuﬂ+&%ﬂ+gi%@uﬂmﬁqrqmma+&wmwmﬁgw
— 12¢ a0+ 3a,)]]]] (4.1.31)
V3
= VR e ) - (e - a,)
+ (@ o —3a,)] - [eéﬁam;w(l ) [—x, 77 + %[X,r(2\/§®,x04 —12¢ a + 3a)
- @ﬁ@w—m¢@+&%ﬂ+Ei%2hA%@QFJ&Wa+Mﬂ
+(2V3D o — 120 0 + 3a,)]]]] (4.1.32)

Se quisermos encontrar um fluido perfeito na brana, temos que seguir a condigao

de que a pressao ¢ igual em todas as direcoes:

P=P =P =P, (4.1.33)

Portanto, devemos impor que:

T =Ty (4.1.34)

Obtendo a seguinte expressao:

1 X 1 X 1
2N — - r7~+A(—’1——+1)+B<—’——1— i)]
{ B’Tmal/2€2¢(1+x?r) { X, 6a( 2) 6a(2 ) X,

N [—
6al/2e =5 e2¥

1

—/3%

[—xr (a0 —3a,) + (P, o — 3oz7x)]} = 0
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(4.1.36)

Escolhida uma solucao para a eq (4.1.35), ou seja, uma forma conveniente para a
hipersuperficie, podemos através de T}, (4.1.29), determinar diretamente a densidade
de energia do fluido confinado na brana. Se usarmos a eq (4.1.35) para eliminr o termo

X, da equacao (4.1.29), podemos reescrevé-la na forma:

3

6041/26_é§<I> ey

p=—-T/=2N {— [—xr (. —3a,) + (P, o — Sa,x)]} (4.1.37)

Finalmente, falta-nos determinar a pressao do fluido para caracteriza-lo completa-
mente. Isso pode ser feito diretamente da componetente 7, dada na equagao (4.1.30).

Ou podemos introduzir a equacao de estado do fluido:

D(r) = WP(r) (4.1.38)

onde w é um fator que define o estado. A partir de T} e T, podemos mostrar que:

20-/\/g _X,rq),r + CI),X
w =
3 —Xr (P00 —3a,) 4+ (P a —3a,)

2
— = 4.1.39
] (41.39)

Devemos lembrar que x(,) define a forma da hipersuperficie no espaco ambiente.
Sendo assim, no primeira conclusao é que x(,) nao pode ser uma funcao arbitraria se
queremos gerar um fluido perfeito na brana. De fato, a funcao x deve ser solucao da
equacgao (4.1.35).

Portanto, se conhecermos uma solugao do espaco ambiente, i.e, se temos «, @, ),
entdo, as expressoes (4.1.37) e (4.1.39) nos permitem calcular diretamente as propri-
edades do fluido que sera “gerado” na brana cuja localizacao é descrita pela fungao

X = X(r), que, por sua vez, deve satisfazer a equagao da brana (4.1.35).
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4.2 Espaco Schwarzschild — AdS5

Para verificar a validade deste método, vamos aplica-lo ao espago-tempo Schwarzschild—

AdS5. Como ja vimos na se¢ao anterior, nas coordenada de Weyl, a métrica é:

AT 4 e [ag T (AR + dx?) + ao(d6? + sin®(0)dg?)]  (4.2.40)

ds®> = —e

com;

V3

Dy(r, z) = 7111 U(R) (4.2.41)

ag(r, z) = R?sin’ xU? (R) (4.2.42)
1. R3sinyU3*

Wo(r,2) = 5 1n[§—§<] (4.2.43)

Com objetivo de encontrar solugoes esfericamente simétricas utilizaremos o espaco
de Schwarzschild — AdS5 cujo elemento de linha, do qual pode ser extraida a métrica

deste espaco ¢ dado por:

1
ds® = —Upydt? + mdhﬁ + R*dy* + R?sin®(x)dQ’ (4.2.44)

No qual dQ? = df? + sin®(0)d®? ¢ Upy = 1+ K2R? — 2 definem os demais termos
do elemento de linha.

Como dito anteriormente, a imersao trabalha com a identificacao dos pontos da
hipersuperficie com os pontos do espaco ambiente, ou BULK. Esse processo ¢ feito a
partir das funcoes paramétricas supracitadas, funcoes de imersao, que mostram como

as coordenadas de um espaco estao ligadas as coordenadas do outro.



39

Considerando os sistemas de coordenadas do espa¢o ambiente(T, R, x, 0, ) e da

hipersuperficie(t, r, 0, ¢), as fungoes de imersdo que adotaremos serao:

T=t
R=r
X = X(r)
=20
d=9 (4.2.45)

De posse de 4.2.45, podemos calcular as derivadas das mesmas com respeito ao

espago menor,

o A
e = % (4.2.46)
obtendo:
el =1
ef=1
e = X
eh=1
eg =1 (4.2.47)

Utilizando os termos do elemento de linha 4.2.44 e as derivadas 4.2.47 em 4.0.4,

obtemos a métrica induzida da hipersuperficie.

~U 0 0 0
oy — 0 g +x5r? 0 0
0 0 2 sin?() 0

0 0 0 2 sin® () sin?(6)
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Considerando um deslocamento arbitrario, escrito na base do espaco ambiente,

I = (dt; dr; x pdr; df; do) (4.2.48)

vamos tomar um vetor normal ao deslocamento, N4:

Nadl* =0
Nodl® + Nydlt + Nodl? + N3dl® + Nydi* =0

Nodt + Nldr + XmNgd’f’ + Ngd@ + N4d¢ =0 (4249)

Assumindo que,

Nydr + x Nodr =0 (4.2.50)

esta equagao se torna verdadeira quando N; = —x, e N, = 1. Portanto, o vetor
normal sera

Ny = N(0;—x,7;1;0;0) (4.2.51)

cujo fator de normalizacao, N, sera dado por:

gABNANB -1 911(N1)2922(N2)2 —1

N = ! (4.2.52)

1
(X2Uw) + 72)2

De posse do vetor normal, podemos entao descobrir o tensor de curvatura extrinseca.
Ea partir deste tensor que poderemos encontrar a distribuicao energética em questao.
Para tanto, o tensor de curvatura extrinseca mede a variacao do vetor normal da hi-
persuperficie ao longo de suas direcoes paralelas, uma projecao da derivada covariante

do vetor normal; sendo dado por:
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Kog = —€le; (VpNa) (4.2.53)

oyt ON4 oy oyP e

Kop=—
g oz OxP Oz OB~ A

sN¢ (4.2.54)

Podemos calcular os simbolos de Christofell por:

1
FZB = §QCD(9DA,B + 9pB.A+ 9aB.D) (4.2.55)

Tomando a métrica inversa a partir de 4.2.44, utilizando o vetor normal 4.2.51 e
os simbolos de Christofell nao nulos calculando através da equacao anterior, teremos

os seguintes termos nao nulos do tensor de curvatura extrinseca:

Ky = —N[gU(r)U,rX,r] (4.2.56)

Kpr = N[Xr ;U[’;(i()’r ? + Upyrx’ (4.2.57)

Koo = N{Uio(rsin® (x))x,» — sin(x) cos(x)] (12.58)

Ky = N[Uqy(rsin®(x)) sin®(0) x,» — sin(x) cos(x) sin*(6)] (4.2.59)

Elevando o primeiro indice dos termos deste tensor a partir da interacao com a

métrica do espaco menor, temos que os termos mistos seguem a seguinte forma:

K§ = K,5h™" (4.2.60)



Assumindo:
' 1
K, =—-NU,x,
2 k] k]
N 1 2x Uy )
K =—— [UpXer+ =U,xs : U243
P T, VX ¥ gl T Ui X
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(4.2.61)

(4.2.62)

(4.2.63)

(4.2.64)

Analisando o tensor de curvatura extrinseca como uma matriz, temos de 4.2.61 a

4.2.64 representando os elementos da diagonal desta matriz. Sendo o trago de qualquer

tensor a soma dos elementos da diagonal principal da matriz representante, para os

termos acima, teremos o seguinte traco do tensor de curvatura extrinseca:

K =K2=K| + K] + K + KJ

1
K =—-N[zU,x,+

UT rr
5 Uy X or+

1+ X?TTQU(T)
UnXr COt(X)]]
r 72

2xX Ui

1
+§U¢X,r + + U(%)X?ﬂ’] + 2[

(4.2.65)

(4.2.66)

Como ja foi dito anteriormente, este método é mais abrangente que o ”Deslocar,

Cortar e Refletir”, gracas a liberdade quanto a manipulacao da métrica do espaco

maior e a hipersuperficie escolhida para dividir o espago em dois(como no método

”Deslocar, Cortar e Refletir”) nao precisa ser constante.



43

Figura 4.1: Método “Deslocar, Cortar e Refletir” aplicado a Imersao[13]

Quando a hipersuperficie em questao divide o bulk em duas regioes, temos o calculo
da curvatura possivel tanto por uma regiao quanto por outra. Essas curvaturas, a
priori, coincidem. Contudo, quando existe energia na brana ha uma descontinuidade,
nao havendo coincidéncia entre as curvaturas calculadas nestas regioes.

A partir desta continuidade é possivel encontrar o conteido energético da hipersu-
perficie através da Jungao de Israel. Com os termos mistos e nao nulos do tensor de
curvatura extrinseca e seu trago, podemos entao encontrar a distribuicao energética

da situacao, segundo 4.0.7: Os termos do tensor energia-momento serao:

N Ur r 4U7" T
T} = { (2 | ZZOX, + 33U, 3x 5+

1+ X?TTQU(T) 2
t
U)X — 20t () X2 Uy — QCOTEX)]} (4.2.67)
UT' T U'f‘ T t
T = oN[ 2 Xr g2 €O % (4.2.68)
+ T r

0 N

U)X
T — ) oU, ., 4+ AU + 6D 382
b 1+ X?T,T2U(T) { e * (T)er * r * ( )X’rr , -

cot?(x)
2N = 5 2 cot(X)x%Ugr (4.2.69)
T =Ty (4.2.70)
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Escolhendo a forma da hipersupeficie para a divisao do bulk em regioes como x ) =
arccos(exp(— [ m+ﬂ)) e aplicando aos termos T} e T, teremos entao a densidade de

energia e a pressao radial, respectivamente.

_ oy,

t
T;
r

U2 —1] (4.2.71)

2
=1+ - 2
;.

T

P21 (R (4 R = D)7 (4.272)

r2
No qual y = exp(— f(rU;l/er)) Portanto, e = =T} e p = T, respectivamente
a densidade de matéria e energia e a pressao radial. Adotando os mesmos valores
utilizados no capitulo anterior para os termos k e m, enquanto que o limite inferior
da integral sera R = 0,686. Tal escolha do raio se deve pelo fato de que a distancia
minima deve ser maior que o Raio de Schwarzchild, o horizonte de eventos.
Ao aplicar tais valores constamos o retorno a solucao anteriormente obtida, 3.3, nos

permitindo concluir que o método exposto é mais abrangente que o Deslocar, Cortar

e Refletir.
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Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

No decorrer deste trabalho, tivemos como principal motivagao a possibilidade de
encontrar solucoes das equacoes de Einstein que representem buracos negros em di-
mensoes extras no modelo RSII. Para tanto, utilizamos dois métodos indiretos aplica-
dos ao cendrio de dimensodes extras. Este ultimo foi abordado através de uma revisao
sobre a ideia de Kaluza-Klein, o modelo ADDe os modelos de Randall e Sundrum, RSI
e RSII.

O primeiro método utilizado foi, o “Deslocar, Cortar e Refletir”. Vimos que, a par-
tir de uma solugao de vacuo é possivel adquirir solucao com distribuicao de matéria.
Isto é possivel através de uma transformagcao de coordenadas, que fisicamente equivale
a estabelecer um plano ao longo da coordenada extra, dividindo o espago em duas
partes: uma com singularidade, ou fonte, e outra sem. Descarta-se a parte com fonte e
a parte sem fonte ¢é refletida em seu lugar. Como resultado temos o surgimento de uma
distribuicao de matéria no plano de corte. A partir disto utilizamos as equacoes de
Einstein para estudar propriedades fisicas da distribuicao presente na hipersuperficie.
Este método foi aplicado a métrica de Schwarzschild — AdSs e entdao analisamos a
pressao e a densidade na hipersuperficie. Vimos que a pressao e a densidade obtidas
sao positivas e diminuem com o aumento da coordenada radial, permitindo concluir
que a distribuicao encontrada corresponde a de um corpo com simetria esférica, possi-

velmente uma estrela confinada na brana. Com tudo, chegara o ponto em que a pressao
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serd maior que a densidade, quebrando a condicao de energia dominante. Como
queriamos analisar solugoes em modelos RSII e o método anterior nao permitia um
plano de corte arbitrario, utilizamos um outro procedimento. O Método de Imersao
permite um plano de corte arbitrario e sem uma forma especifica. Nele, a brana esta
imersa em um espaco de dimensoes maiores, espaco ambiente, e sua localizacao é defi-
nida por x(g). Partindo de uma métrica axial e estatica, induzimos a métrica na brana,
através da condicao da Juncao de Israel podemos encontrar o conteudo energético da
brana e a pressao utilizando o tensor da curvatura extrinseca. Ao comparar os resul-
tados dos dois métodos, pela forma do plano de corte ser arbitrario e por poder ser
dependente do tempo, constatamos que o método de imersao é mais abrangente.

Em pesquisas futuras, pretendemos aplicar o método a métrica Schwarzschild-AdS5
na tentativa de construir uma hipersuperficie que cruze o horizonte de eventos e passe
pela singularidade. Talvez, nesta situacao, a solugao obtida tenha caracteristicas de
buraco negro na brana. Além da métrica acima, pretendemos usar as métricas de
Garriga-Tanaka, D.M.P.R e Vaidya — AdS5 e analisar as caracteristicas fisicas presen-

tes na hipersuperficie.
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