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RESUMO

Os códigos de alfabeto redundante (AR) , propostos por Ungerboeck [1] , bem como, generalizações 
dos mesmos [2,3,4], melhoram a imunidade ao ruído, introduzindo a redundância pelo aumento do alfa 
beto de modulação, em relação ao da transmissão não-codifiçada. Por serem códigos de treliça, os 
códigos AR ótimos costumam ser obtidos através de procura, sobre o universo destes códigos [1,5]. 
Em [5], foram propostos algoritmos de procura exaustiva e não-exaustiva de tais códigos, sob o cr_i 
tério da máxima distância mínima Euclidiana. A procura não-exaustiva se realiza sobre subconjuntos 
especiais, onde é alta a probabilidade de encontrar bons códigos. Este trabalho apresenta vários 
destes subconjuntos e a distância mínima de seus códigos ótimos. O conhecimento prévio destas dis
tâncias simplifica a procura de códigos AR ótimos para qualquer sistema de modulação / codificação 
AR utilizado.

INTRODUÇÃO Y = {Y1, Y 2 , Y 3, __ } ( 2 )1 .

Considerando a codificação de canal e a modulação 
como uma entidade, Ungerboeck [l]*propôs uma classe de 
códigos aqui referidos como códigos de alfabeto redun
dante (AR). Esta classe de códigos caracteriza-se por 
adicionar a redundância através do aumento do alfabeto 
de modulação, em relação ao da transmissão não-codifi- 
cada. Estes códigos têm sido aplicados a- sistemas de 
modulação de uma ou mais dimensões [1 ,2 ], desta forma, 
melhorando a imunidade ao ruído, sem comprometimento 
da taxa de informação e da largura de faixa requerida. 
Uma generalização dos códigos AR [3,4] permitiu apli
car a técnica de codificação a sistemas multidimensio- 
nais, associados à modulação em frequência. Neste caso, 
foram obtidos melhores desempenhos, ao preço de maio
res larguras de faixa requeridas.

1.1. A Codificação AR

Em sua estrutura, os códigos AR podem ser visualiza 
dos como codificador convolucional binário de taxa R =  
K/N, seguido de um mapeamento dos bytes codificados 
num conjunto com 2 N símbolos de canal multiníveis (fig. 
1 ) .

Este mapeamento, conhecido como mapeamento por par
tição de conjunto [1 ], é obtido por sucessivas parti
ções da constelação de sinais, em subconjuntos com cres
centes distâncias mínimas Euclidianas (A0 <A]_<...< ),
entre os sinais que os compõem (fig. 2 ).

1.2. A Distância Mínima Euclidiana

Através do processo de codificação convolucional, a 
cada sequência de informação x (semi-infinita):

x = {X1, X2 ' X 3' • • •' * (D

composta de bytes de entrada _X^ = [X^ X 2 . . . X^] , o codi^ 
ficador faz corresponder uma sequência transmitida, ou 
palavra-código y (semi-infinita):

com bytes de saída yt = [Y^ Y 2 ... Y^] , para t=l,2,3.. ., 
e para um código de taxa R = K/N.

A distância mínima Euclidiana entre as sequências de 
sinais modulados a(y) é definida [1 ] como:

dMIN = min dE [a(y), a(y')] (3)

onde djr[a(y),a(y')] = { % dp[a (Yfc) , a (Y' fc) ] } é a
t=l

distância Euclidiana entre sequências a(y) e a(y') de 
sinais modulados (símbolos de canal); e cada parcela 
dentro da somatória representa o quadrado da distância 
Euclidiana (em termos vetoriais) entre os símbolos de 
canal correspondentes aos bytes Y "*1 e Y 1 ̂ , respectiva- 
mente, para quaisquer duas sequências codificadas yey' 
não-coincidentes, de comprimento Ly = Ly'.

Para os códigos AR, Ungerboeck [1] também derivou um 
limi.tante inferior para a distância mínima Euclidiana, 
de forma que: Ly

dMIN S AMIN = m^n S &q(Yt) (4)y/O t= 0 H -

onde q(yt) é o número de zeros seguidos, a partir do 
bit de mais baixo índice, no byte codificado Y*1 do ca
minho não-nulo y de comprimento Ly; e Aq(Y^) é o peso 
AR do byte Y^ [4].

1.3. O Desempenho dos Códigos AR

Na decodificação por máxima verossimilhança dos có
digos AR (Algoritmo de Viterbi [1]), para altos valores 
de relação sinal-ruído (SNR), a probabilidade de evento 
de erro aproxima-se assintoticamente do limitante infe 
rior [1 ]:

Pe ^ ^ dMIN^ * Q^dMIN^2a  ̂ (5)
onde N(d^j^) é o número (médio) de eventos de erro com 
distância mínima Euclidiana; o2 é a variância do ruí
do; e Q(z) é a função de probabilidade de erro Gaus-
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siana:
Q(z) exp (—t 2 / 2 ) d.t ( 6 )= (1 //Ti) .

Das eqs. 5 e 6 , conclui-se que devem-se procurar có 
digos AR com a máxima distância mínima Euclidiana en
tre as sequências de sinais modulados, no sentido de 
minimizar a probabilidade de erro.

Assim, como uma medida do desempenho dos códigos AR, 
um ganho de codificação assintótico pode ser definido
[1 ] como:

GCA = 20 . log^o(^MIn /^REF^ (7)

onde dRjpp é a distância mínima entre os sinais de um 
sistema não-codifiçado, utilizado como referência.

1.4. Representações dos Códiqos AR

Pela facilidade de tratamento dos números binários, 
costuma-se representar o código AR pelo código convolu 
cional que o caracteriza, a menos do mapeamento.

Como se trata de uma máquina sequencial de estados 
finitos, um codificador convolucional pode ser repre
sentado tal qual o exemplo da fig. 3. Na fig. 3a, es
tá a representação esquemática (em termos de registra
dores de deslocamento, ou elementos de memória) de um 
codificador de taxa R =  2/3 (duas entradas e três saí
das) , uma entrada codificada com dois elementos de me
mória e uma entrada não-codifiçada (sem elementos de 
memória). Na fig. 3b, está a representação em treliça 
para o mesmo codificador, onde a presença de transições 
paralelas entre os estados (nós) se deve ã existência 
de uma entrada não-codifiçada [4].

Neste trabalho, serão adotados codificadores como os 
da fig. 3, cujas representações esquemáticas não possu 
am qualquer tipo de realimentação, e cujas entradas poŝ  
sam ser ou não codificadas. Além disso, para um codifi_ 
cador de taxa R = K/N e sendo m^ o número de elementos 
de memória na entrada i (i = 1 ,2 ,...,K), então: m^  ̂m 2 = 
... = m^ = 0. Também, será chamado de comprimento total

K
de memória de um codificador, o valor CTM = E m ^ .i=l

Assim, define-se uma classe simples de codificado
res {Gr n ; m i , m 2 , . . . , mp } como o conjunto de todos os 
codificadores de taxa R = K/N e estrutura de memória: 
m i , m 2 , . .., mp. E define-se um conjunto total de clas
ses {Gpftj ; M) como o conjunto de todas as classes sim
ples, tais que C T M = M [5]. No exemplo da fig. 3, o co 
dificador pertence ã classe simples {G2 3 ; m^ = 2 , m 2 = 0 } 
e ao conjunto total de classes ÍG2 3 ; M =  2 }.

Na fig. 4, estão dispostas todas as possibilidades 
de estrutura de memória, para codificadores de K entra 
das (K ̂  5) e CTM elementos de memória (CTM ̂  5) . Fixan 
do-se um valor de ÍT (N > K) , cada possibilidade repre
sentará uma classe simples de codificadores. Assim, pa 
ra K = 2  e C T M = 2, há duas classes simples de codifica
dores : (G2n ; mi = 2 , m 2 = 0 } e {G2 N ; m^ = 1 , 102 = 1) . Es
tas duas classes simples definem o conjunto total de 
classes {G2 n ; M = 2}.

Ainda uma terceira representação está exemplificada 
na fig. 3c: a dos vetores coeficientes. Um vetor coe

ficiente VC(j)(j = 1 ,2,...N) consiste na representação 
da saída j do codificador, em função das conexões desta 
saída às entradas e aos elementos de memória do mesmo. 
Para tanto, a partir da representação esquemática, de
vem-se numerar os elementos de memória e as entradas, no 
sentido de cima para baixo, e da direita para a esquer 
da, em ordem crescente, como na fig. 3a. Em seguida, pa 
ra cada vetor coeficiente VC(j), preenche-se um *1' (ou 
'0 '), numa dada posição do vetor, se a saída j tiver 
(ou não) conexão com esta posição.

Pode-se verificar que, para codificadores de uma mes 
ma classe simples { Gr n  ; n*i r ̂ 2 > • • • • mK >, a sua represen 
tação por vetores coeficientes possuirá o mesmo número 
de vetores (N) e as mesmas posições por vetor (em núme 
ro de K + M) . Os codificadores diferirão entre si pela 
designação de '0' ou '1', para estas posições [4].

2. A PROCURA DE CÕDIGOS AR ÓTIMOS

Como possui um código convolucional embutido em sua 
estrutura, o código AR é um código de treliça, não apre 
sentando, portanto, um tratamento algébrico, como ocor 
re para códigos de bloco. Desta forma, a determinação 
de códigos AR ótimos costuma ser realizada através de 
procura, sobre o uni^rso destes códigos [1,5].

Um critério de otimalidade apropriado, como já visto 
(eqs. 5 e 6 ), é a distância mínima Euclidiana do códi
go. No entanto, os códigos AR não apresentam as proprie 
dades de linearidade dos códigos convolucionais [6 ]. 
Assim é que, para efeito de procura, utiliza-se o cri
tério de máximo AMIN (eq.4), que é um limitante infe
rior muito próximo, quando não, igual a djyjiN (eq. 3) [1,5]. 
A adoção deste limitante inferior e, portanto, das diŝ  
tâncias entre os sinais como função dos da partição 
de conjunto, permite trabalhar com o código como se e- 
le tivesse essas propriedades de linearidade. Isto fa
cilita enormemente o trabalho computacional envolvido.

A definição de código AR ótimo está associada a uma 
dada taxa R = K/N e dado valor de CTM, já que estes fa
tores definem a complexidade de decodificação [4]. Des 
ta forma, será definido como ótimo, o código que pos
suir o máximo A MIN, entre todos os códigos cujos codi
ficadores pertençam ao conjunto total de classes (Gr n ? 
M}, onde CTM = M. Isto implica a realização da procura 
para todas as classes simples de um conjunto total de 
classes (fig.4) e comparação final dos melhores códigos 
de cada uma destas classes. Também será definido como 
codificador AR ótimo, aquele que gera o código AR óti
mo .

2.1. A Procura Exaustiva

Na procura exaustiva de códigos ótimos, são analisa 
dos todos os codificadores de uma classe simples, para 
todas as classes simples de um conjunto total de clas
ses. Para tornar a procura eficiente, são eliminadas 
realizações equivalentes de um mesmo codificador, ou se 
ja, aquelas que geram códigos com mesmas propriedades 
de distância,. [5].

Infelizmente, valores crescentes de K, N e  CTM po-
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dem tornar inviável este tipo de procura, a depender 
das disponibilidades computacionais. Daí, surge a ne
cessidade de se definirem tipos não-exaustivos de pro
cura que sejam eficientes.

2.2. A Procura Não-Exaustiva

A procura não-exaustiva é realizada sobre subconjun 
tos especiais de codificadores de cada classe simples 
de um conjunto total de classes. A eficiência deste ti. 
po de procura está em serem encontrados subconjuntos a 
dequados, com um pequeno número de codificadores, ecom 
uma alta probabilidade de possuírem bons códigos.

Em [5], foram sistematizados procedimentos que per
mitem a criação de subconjuntos eficientes, sem a ne
cessidade de um conhecimento profundo da estrutura dos 
códigos AR.

A economia em esforço computacional permitiu a rea
lização de procura, para classes simples de complexida 
de tal a tornar impraticável a procura exaustiva.

A criação destes subconjuntos foi feita a partir da 
representação por vetores coeficientes dos codificado
res de uma dada classe simples. Para tanto, são descon 
sideradas as entradas não-codifi#adas e os vetores coe 
ficientes resultantes são dispostos como linhas de uma 
matriz, chamada MVC. A partir daí, através da aplica
ção de certas regras [5], vão-se preenchendo '0' , '1',
ou 'X' (don't care), nas posições da matriz. O resul
tado será um subconjunto de codificadores, dentro da 
classe simples. As posições em 'X' definem possibili
dades de codificadores, dentro do subconjunto.

Na fig.5a, está exemplificado um subconjunto de co
dificadores, pertencente à classe simples { G 2 3  ; m^ = 
4, m 2 = 0 }. As posições em 'X' representam 16 possibi
lidades de codificadores, a serem analisadas, na procu 
ra do codificador ótimo. Na fig.5b, está a sua repre
sentação por vetores coeficientes, obtida da matriz 
MVC, acrescentando-se a linha e a coluna, referentes â 
entrada não-codifiçada.

3. ALGUNS SUBCONJUNTOS ESPECIAIS E A DISTÂNCIA MÍNIMA
DE SEUS CÕDIGOS ÕTIMOS

Neste trabalho, são apresentados subconjuntos espe
ciais de codificadores, para todas as classes simples 
constantes na fig.4, ao se fixar o número de saídas N= 
K+l. Isto corresponde a códigos de taxa R = K/(K+1), e- 
xatamente aqueles mais promissores, em termos dos pa
râmetros ganho versus complexidade, para os esquemas 
de modulação analisados na literatura [1 ,2 ,3,4].

Na fig.6 , estão estes subconjuntos, representados 
por suas matrizes MVC. Como a matriz MVC é obtida, a 
partir dos vetores coeficientes, eliminando-se as en
tradas não-codifiçadas, então, várias classes simples 
têm a mesma matriz MVC. Para obter a representação 
VC(j) completa, basta que se acrescentem as últimas li
nhas e colunas, em número igual ao de entradas não-co 
dificadas da classe simples.

A partir destes subconjuntos especiais e do conhecjl

mento da estrutura dos códigos AR, foram obtidos os 
^MIN(ec2*4) dos seus códigos ótimos. A fig. 7 apresenta 
os valores de A^i n 1 definidos em função dos valores 
Aj_ (i = 0,1, . . . ,N-1) da partição de conjunto da conste
lação de sinais.

A utilidade da tabela da fig. 7 está na simplifica
ção da procura de códigos AR ótimos que esta acarreta. 
Isto porque, para uma dada constelação de sinais, de 
um sistema de modulação, e um dado conjunto total de 
classes de codificadores (definido pelos valores de K 
e CTM, na fig. 7) , pode-se obter a classe simples de má 
ximo Am j n . A partir daí, ao invés de realizar a procu 
ra para todas as possíveis classes simples, analisar a 
penas a classe simples escolhida. Isto reduz bastante 
o trabalho de procura de códigos, podendo ser utilizado 
para qualquer sistema de modulação, em que se aplique 
a codificação AR.

Um outro aspecto é a possibilidade de união destas 
informações com as regras heurísticas de construção de 
códigos AR ótimos, propostas por Ungerboeck [1]. Estas 
regras, embora não haja prova formal de resultarem nos 
códigos de desempenhos ótimos, são comuns aos melhores 
códigos encontrados. No entanto, a aplicação destas re 
gras é subsequente à escolha de uma representação em 
treliça, para o codificador. Isto equivale àescolha de 
uma classe simples para o mesmo. A partir da tabela da 
fig. 7, pode-se determinar qual a classe simples mais 
apropriada (a de máximo valor para A MIN) e, em seguida, 
aplicar as regras.

Vale, ainda, ressaltar algumas observações, resul
tantes da análise das figs. 4, 6 e 7, as quais, podem 
ser estendidas para valores maiores de K e CTM:

a) A aplicação das regras de criação de subconjuntos à 
matriz MVC resulta, para algumas classes simples, na 
definição do(s) código(s) ótimo(s), eliminando, as 
sim, a necessidade de procura. Um exemplo é a classe 
simples { G 2 3 ; mi = 1 , m 2 = 1 }.

b) A expressão do AM jn de classes simples com entradas 
não-codifiçadas (transições paralelas na treliça) é 
o mínino, entre a expressão para a classe simples 
que a originou (aquela sem as entradas não-codifica 
das) e o valor Au+^, onde u é o número de entradas 
da classe simples original.

c) Os códigos de memória unitária (m^ = m 2 =. . . = mj( = 1) 
otimos apresentam aMIN = a l + A q , para qualquer va
lor de K. Desta forma, são códigos pouco eficientes, 
havendo, pelo menos, uma classe simples mais efi
ciente, em qualquer conjunto total de classes, com 
exceção do caso K = C T M =1, onde há uma única classe 
simples.

d) Para classes simples em que K >1, com m^ elementos 
de memória na primeira entrada, e estrutura de memó 
ria decrescente (m^ > m 2 >... >mjç)/ então, o código 
ótimo possui A ^ jn  ̂ A*^jN , onde A*^IN é relativo 
ao código ótimo da classe simples { G\2 ? m^}.

e) Para um dado conjunto total de classes, há uma ten
dência dos melhores códigos se encontrarem nas clas^
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ses simples com maior número de entradas não-codifi 
cadas. Isto está de acordo com as observações de 
Unqerboeck [11, quanto à otimalidade dos cõdiqos AR.

4. CONCLUSÃO

Neste trabalho, foram apresentados diversos subcon
juntos de cõdiqos AR, para diferentes níveis de comple 
xidade de seus codificadores. Esta complexidade foi de 
finida pela taxa de codificação R = K/(K+1) e pelo com
primento total de memória do codificador CTM, sendo a- 
nalisados valores de K ̂  5 e CTM ̂  5. Além disso, foi a 
presentada uma tabela, com expressões do Aĵ jN dos có
digos ótimos destes subconjuntos, em função das distãn 
cias mínimas de subconjunto A^, resultantes da parti
ção de conjunto da constelação de sinais. Os subconjun 
tos de códigos e os respectivos AjyjIN dos seus códigos 
ótimos permitem simplificar consideravelmente o traba
lho de procura de códigos AR ótimos, para qualquer sis 
tema de modulação, em que se aplique a codificação AR.
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Fiqura 1 - Estrutura do codificador AR.
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Figura 2 - Método da Dartição de conjunto aplicado à constelação 8 - PSK.

(c)

{s2s, ] {x,x 2 / y, y2 y3 } 
0 0 / 0 0 0 ,01/ 001,0 0 / 110,01/111

IO / 110111/111,10/000,11/001

0 0 / 100,01/ 101,00/ 010,01/011

10/ 010 , 11/ 011, 10/ 100 , 11/101

VÇ(j) = 1 1 2 3 4 1

VC(1) = 1 i i 0 1

VC (2) = || 1 0 i 0 ■ I

VC (3) = | 0 0 0 1 I

Figura 3 - Representações de um codificador convolucional de taxa R=2/3: 
a) Esquemática; b) Treliça; c) Vetores coeficientes.
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Figura 4 - Estrutura de memória de codificadores com K = 1, 5 e C T M = 1, . 5.
O asterisco significa a presença de transições paralelas em seus dia
gramas de treliça.

I 0 I 1 1 X 1 X 1 0 1

I 1 1 0 1 X 1 x 1 1 1

VC(1) = | 0 1 X X 0 0 |
VC (2) = | 1 0 X X 1 0 I
VC (3) = | 0 0 0 0 0 1 |

(a) (b)

Figura 5 - Subconjunto de codificadores, pertencente ã classe simples
{G23 ; mi = 4 , = 0 } : a) Matriz MVC; b) Vetores Coeficientes.
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1 0 | 1 1 X | X. | 0 | 0 | 0 1

1 0 0 ■1 X X | 1 1 1 1 0 |
1 1 1 0 1 X X | X ! X | 1 1

ÍGK,K+1 ; mi=1’ ra2=1’ m3=1>
1 . = 0 0 4  }

1 0 I 0 1 1 1 0 1 0 1 o !
1 0 1 o 1 0 1 1 1 0 1 0 |
1 0 | 1 1 0 1 0 1 1 1 0 I
I 1 1 0 1 0 1 0 1 X t 1 í

K ,K+l : ra1 = 2 ■ m 2 =i’ ra3=i
m ^ = 0 i>4

1 0 1 1 1 0 | 0 | 0 1 0 | o 1
1 0 | 0 1 0 I 1 1 1 1 0 | 0 1
t o l o 1 1 1 0 | X 1 1 1 0 |
I 1 1 0 1 0 | 0 | X 1 X | 1 1

1G,, „ , ; rn =2 ,, m = 2 , m = 1 .K , K+l

•

1 2 ’ 
rn.í

3 ’ 
= 0 0 4 ]

{GK,K+1 ; m i=2 ’ m2=1’ ra3=1-
m =1, m. =0 i>/5 \4 1 ' J

1. 0 1 0 I 1 1 X | 0 1 0 0 1 0 |
1 0 1 o 1 0 1 X | 1 ! i 0 1 0 |
1 o 1 1 1 0 1 X | X X | 1 1 0 |
1 1 1 0 1 0 1 X ! X X X 1 1 1

tGK,K+1 ra =3, m -1, 
1 2 m3=1 ’

m . =0 i)/4 [ 
1

1 o 1 ! x ! 0 1 0 | 0 | 0 1 0 i
1 o 0 1 x I 0 1 1 1 1 1 0 1 0 I
1 0 0 1 x I 1 1 X | X | 1 1 0 I
1 1 0 1 x I X 1 X | X | X 1 1 I

1g k K+l ; m t= 1 , m = 1 , m = 1 , 
2 3 ’ ra4 = i

1 o I o | x ! i  | i 0 1 1 0 i 1 0 1 o | 0 1 o 1 0 0 1 0 |
1 1 1 0 | X | X | X 1 1 1 0 0 1 o 1 o | 1 1 1 1 o 0 1 0 |

1 o 0 1 o 1 1 1 0 1 x 1 1 0 1 0 I
ÍG „ : m„=4, m =1, l K ,K+l 1 2

m^=0 i>/3} 1 o 0 1 1 1 o | 0 1 x 1 X 1 1 0 |
1 i 0 1 o 1 o | 0 X 1 X X 1 1 I

{ G56 ; m = 1 , m =1 , m =1 , m =1 , m_ = ll * i ’ p * 3 ’ a  ’ r J

1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 ! o i 0 1
1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 o 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 I 1 0 1 0 1 0 i
1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 X 1 1 o 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 X X 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 I 0 1 0 1 0 1 X X 1 x 1 1 1

m . = 0 i>5 fí ' 1

1 o 1 0 1 o 1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 o 1 1 I o 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 o 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 o 1 0 I 0 ! X 1 0 1
1 1 1 o 1 o 1 0 1 o 1 X X 1 1

Ficrura 6 - Subconjuntos de codificadores AR, representados por suas 
matrizes MVC, oara classes simples com K ̂  5 e CTM ̂  5.
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Figura 7 - Expressões de A^i n para as classes simples da fig. 4 , 
definidas para taxas F = k/N, onde N =  k + 1.


