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RESUMO

A determinação da probabilidade de erro em sistemas de comunicação digital consome excessivos tempos de computação. 

Neste trabalho mostra-se que o erro em excesso tem uma função distribuição de probabilidade que permite utilizar o 

método de cálculo aproximado da probabilidade de erro (e portanto muito mais rápido) proposto por Soder (1).

I. INTRODUÇÃO •

Os fatores de degradação considerados neste trabalho 

na deteção dos símbolos recebidos são o ruído gaussia 

no aditivo e a interferência entre símbolos (IES). Um 

equalizador DFE (Decision Feedback Equalizer) adaptati 

vo é utilizado para minizar a IES, uma vez que seu de 

sempenho é melhor que equalizadores lineares |_.l,2], Su 

põe-se que o sinal transmitido é uma seqttência de im

pulsos com amplitudes + 1 igualmente prováveis.

Na parte II será feita a análide do erro médio quadra 

tico residual (EMQR). Mostra-se através de simulação 

que o erro após a convergência do filtro é composto 

de três componentes, onde duas delas apresentam dis 

tribuição gaussiana e uma com distribuição discreta.

Na parte III, apresenta-se a metodologia de cálculo 

da probabilidade de erro proposta por Soder |~1~[. uti 

lizando-se as três componentes do erro (após a conver 

gência do filtro) determinadas na parte II.

H .  ANÁLISE DO EMQR

Na figura 1 apresenta-se o modelo do sistema de comu

Figura 1 - Modelo do sistema de comunicação

Na análise, as seguintes notações serão usadas :

K : K-ésimo intervalo de transmissão
T ~(.) : denota transposição de vetor

denota valor esperado

â(K) : réplica de a(K)

n(k) : ruído gaussiano com média zero

hQ : valor principal da resposta impulsiva do canal 
Th = (h^, ... hN ) : vetor interferência entre símbolos

a (k) : K-ésimo sinal transmitido, com valores + 1 equiprovãveis

aK = (a(K-l), a(K-2), ..., a(K-N))T : vetor dados trans 

mitidos

â. = (â(K-l), â(K-2), ..., â(K-M))T : vetor réplica dos 

dados transmitidos.

i(K) : K-ésima interferência entre símbolos

i(K) : K-êsima réplica da interferência entre símbolos

s(K) : K-ésimo sinal recebido

Supõe-se a(K) e n(K) estatisticamente e mútuamente in 

dependentes. Nestas condições, a interferência entre 

símbolos i(K) e o sinal recebido s(K) são dados por :

i (K) = hT .aK (2.1)

s(K) = hQa (K) + i (K) + n(K) (2.2)

O DFE adaptativo é suposto ter estrutura transversal e 

o algoritmo de adaptação utilizado será o algoritmo de 

iteração estocástico (SIA), também conhecido como algo 

ritmo LMS (Least Mean Square).



Na figura 2 mostra-se a estrutura do DFE adaptativo : ê o valor do controle de ganho a

Figura 2 - Estrutura do DFE

Em (2.8) e (2.9) GAGC 

daptativo (ou ajustável), o qual foi feito igual a hQ . 

Caso o DFE não apresente controle de ganho adaptativo 

(ajustável) a convergência do DFE não fica comprometi 

da, porém o erro residual do DFE será maior.

O sinal u(K) pode ser escrito então por :

u(K) = h . a ( K )  + r (K ) (2.10)o

Supondo â(K) = a(K), o erro médio quadrático EMQ(K )=

E|_r(K) j[ , tem uma convergência dada (4,5) por :

O sinal u(K) é utilizado para a decisão do elemento 

transmitido e é dado por :

u(K) = s(K) - i (K) (2.3)

EMQ(K) =E|_r(K)2 ] = (l-46+462M)K (EMQ(O)

-âí?------  . EMQ . ) +  — —  . EMQ . +min m m
1-BM 1-BM

A réplica da interferência entre símbolos i(K) forneci 

da pelo DFE é dado por :

i (K) T - 
CK-aK (2.4)

onde c(K) é o vetor dos coeficientes do equalizador DFE 

adaptativo de M taps dado por :

+ EMQ . (2.11)min
•

onde, EMQ . é o erro médio quadrático mínimo devido a 

sinais incanceláveis, que se originam do ruído e da 

condição N > M (ou seja seja as componentes de IES são 

em número maior que os coeficientes do DFE).

De fato sendo N > M, prova-se que :

CK = (C1 (K), C2 (K), ... , Cm (K))T (2.5) EMQ . = 0m m  ruído + h M+l ... + h" (2 .1 2 )

o algoritmo LMS que é aplicado para atualização dos co 

eficientes, é descrito por |_3,4,5^, é representado pe 

la equação abaixo :

CK+1 = CK + 26 £ÍK) âK (2'6)

onde : 6 é passo do algoritmo e

e (K) é o sinal erro usado para ajuste dos coef_i 

cientes do DFE.

A partir da figura 2 conclue-se que :

onde a2 = El n2 (K) 1 (2.13)ruído -- -1

O fator 8M.EMQ . /1-BM é comumente denominado de erro m m
médio quadrático em excesso, aqui denotado por EMQ^. 

Portanto,

8M.EMQ .
EMQ = ------- - = 6. EMQ . (2.14)ex m m

1-BM

onde

S =  —  ou 6 = 10 log  — — C<3Bl[ (2.15)
1-BM 1-BM

e(K)=s(K)-i (K)-â(K)

Definindo-se

r (K)

Resulta :
e (K)

=AGC = hoa(K)-GAGC â(K) + i»)-i(KHn(K)

i (K) - í (K) + n (K)

h a(K) - G . „  â(K) + r (K) O AGC

(2.7)

(2 .8 )

O erro em excesso é o resultado da flutuação dos coefi 

cientes em torno do valor ótimo. Essa flutuação é devi 

da a presença de ruído n (K) no canal e/ou da condição

N > M |~ 5 3 •

Foi observado através de simulação (veja parte IV) que 

o erro em excesso (após a convergência do DFE) tem uma 

distribuição gaussiana, com média zero e variança dada
(2.9)
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por

o = o .EMQ . = EMQex min ex (2.16)

Este fato será utilizado posteriormente no cálculo da 

probabilidade de erro.

III. ANÃLISE DA PROBABILIDADE DE ERRO

De (2.11) e (2.12), após a convergência do equalizador 

e o erro médio quadrático ê dado por :

* Na simulação utilizou-se o canal apresentado na figura 

3.

Figura 3 - Resposta impulsiva do canal considerado

EMQR = EMQ (°°) = E |_r (K) ̂  j =

2 2 2...+ h^T) + cr .. + +N ruído M+l

(0 2 + h 2 +... 
ruído M+l

1-3M

(3.1)

Desta forma o vetor interferência entre símbolos é da

do por :

h = (h1# h2 , h 3, h4) (3.5)

EMQR = (l+ô).EMQ .m m (3.2)

A partir da equação 3.1 e como mencionado anteriormen- 

te, o sinal r(K) é composto pela soma das três compo
nentes dados a seguir :

a) componentes discretas devido aos fu não cancelados,
2 2com potência total igual a (hM+1 + ... + hN ). Estas 

componentes discretas surgem apenas quando M < N e

sao em número de 2 (N-M)

b) uma componente gaussiana devida ao ruído aditivo com
2variança a e media zero eT ruído

c) uma componente gaussiana (verificado através de simu

lação) devido ao erro em excesso, com média zero e 
2variança o = Ô.EMQ .T ex min

Caso 6 seja pequeno podemos supor o erro em excesso e 

o ruído aditivo estatisticamente independente, resultan 

do o efeito conjunto numa variança dada por :

As figuras 4a,b mostram as distribuições de u(K) para 

equalizadores com M = 3 e 2 respectivamente.

a) M = 3

uídô -̂ in

Figura 4a. Função densidade de probabilidade de u(K)pa 

ra DFE com 3 taps.

Nesse caso, PM = 2 í P .L si
i—1

b) M = 2

2 2 2 2o4_ J„ 1 = a  , , + o = o , _ + ô.EMQ . (3.3)total ruid^ ex ruído min

e com media zero.

Para sistemas binárias, com v interferências percurso

ras e n interferências poscursoras incanceláveis, pode 

mos definir a probabilidade de erro média PM através 

de .

PM = 2
■ (n+v+1)

, (n+v+1)
P . si (3.4)

Fiaura 4b - Função densidade de probabilidade de u(K) 

para DFE com 2 taps.
i=l

onde Pgi é a probabilidade de erro, correspondente a 

seqúência i.

Nesse caso, P„ = 2 J P .M si
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A partir das figuras 4a, b observa-se que, se o número 

de interferências precursoras e poscursoras não cance 

ladas é grande, o cálculo da probabilidade de erro mé

dia Pw torna-se trabalhoso.M

Faz-se necessário obter métodos aproximados para a de 

terminação da probabilidade de erro.

A probabilidade de erro de pior caso (Py) é um método 

eficaz [ 1 ], onde se calcula a probabilidade de erro a 

penas para a seqúência que ocasiona o pior caso (quan

do a IES é destrutiva).

IV. SIMULAÇÕES E RESULTADOS

Foi utilizado para simulação o canal com a seguinte res 

ta impulsiva :

h =1 h =0,75 h =0,5 h =0,2 h =0,1 o 1 2 3 4

Dois casos foram supostos. Em um o equalizador DFE adap

tativo possui 3 taps, <5=-2 0 dB, e não há presença de

ruído no canal. No outro o equalizador DFE adaptativo

possui 2 taps, ô=-15 dB, e há ruído gaussiano aditivo no

canal com média zero e variança

Nestas condições a distribuição proposta para u(K) é 

mostrada nas figuras 5a, b. 

a) DFE com 3 taps

Figura 5a. - Função densidade de probabilidade de U(K) 

para M = 3.

Neste caso.

Pu = Q

b) DFE com 2 taps

h - h. o 4

total

(3.6)

a2 ' = 1,6.10 3ruiao

(IV.1) M=3 6=-20 dB=0,01 o „ruido=0

De (2.12), (2.15), (2.16), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.6),

temos :

S = 0,003303

EMQ . = ( 0 , 1 ) 1 =  0,01m m

EMQR = EMQ (00) = (l+ô)EMQmin = 0/0101

a = /  6 (0,1)2 = 0,01ex

a. . . = 0 , 0 1total

—  I ^ i =  —  
4 . , ’ 2

h -h o 4 1+ Q
total

h +h . o 4

total

L

0/9 + Q
0 , 0 1  I

j .

1,1
0,01

Figura 5b. - Função densidade de probabilidade de u(K) 

para M = 2.

Neste caso,

PU
°total

(3.7)

ÍT 0
1 ET

= Q 0,9
0,01total

A seguir para validar o modelamento desenvolvido, são 

apresentadas as figuras da convergência do EMQ(K) e da 

distribuição de u(K), obtidas por simulação.
!>»>TTEEI5TICA K  ÍCV-SRCSJCt- ?0  ESWLIZfiDOR K  TRfiNSVEFSAL 5T«P5

e 5f? 1. ! íf  :. :r?  í, we mn 5. use

Figura 6a. Convergência do EMQ(K)
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Comentários : A partir da figura 6a. se verifica que o 
EMQR teórico e simulado são iguais.

CARÍCTEREZACAO DO I ERRO RE9IIUAL-SINAL !
EGUALIZAIOR DFE TRANSVERSAL 3 Ttf3 DELTA5-2BDB I£TA=3. 3BB3E-B3

1 8pM = -L- £ p .
M 8 i=l 31

1 o 3 4
4 °total

§»-
DLRACA0 D0 PULSO RECEBIDO DE 4 JANELAS. S/RU EDO SIGMA5D

+ Q
h - h, + h. o 3 4 1

h + h, - h. o 3 4
£
S 4[!“ °total °total

ri

-l----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1----- 1
B.BB D. IP B. 4B D. bD B.BD L BB L. 2B i. 4B l.bB 1. BB 2. BB AfPLITUBE CVtLTS)

tivo.
CARACTERE AC AO DO I EFPO RE9IDJAL-SINAL ! 

EQUALEABOR DFE TRANSVERSAL 3 TAPS DELTA5-2BDB í£TA=3, 3BB3E-B3 
BLRAQAO DO PLIL90 RECEBIDO DE 4 JANELAS. S/RU HO SIGf1A= B

S IB_| ri

- TEDRECA
- SIMULADA

f l í w1  B-
S B, B5B B, BbB D, B7B B. BBB B. BBB B. 9BD B, BLB B. 92B B. BSD B, B4B B, B5B ÍÚ AfPLITUBE CVCLT9)

Figura 6c : Uma das gaussianas da figura 6b expandid

Comentários : Para uma distribuição gaussiana com va- 

riança °£otal» ° valor máximo é

total

f (x = x t o) =
1.6487213

Isto se verifica para a curva simulada onde 

fm,v = ---- 1------  = 39,894228
/  2 tt 0 . 0 1

-15 dB = 0,0316228 o2 =1,6.10 3 ruído(IV.2) M = 2 6

De (2.12) , (2.15) , (2.16), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.7)

temos :

EMQ . min

EMQR

Oex
2

0 total

= (0 ,1)2 + (0 ,2)2 + 1 ,610~3 = 5 ,16.IO-2

= (1+6) EMQmin = 5,3231736.10 - 2

= / 6 EMQ . = 4,0394758.10“min
„-3o +0 =1,6317365.10 +1,6.10 =3,2317365.10ex ruído ' '

-3

t , =  5,6848364.10 total
-2

+ Q
h + h + h. o 3 4

total

PM
1 o 0,7 + Q 0,9 + Q 1,1

posi- 4 °total °total °total

+ Q 1,3

total

pu = Q

r
h - h, - h. o 3 4 = Q 0#7

°total °total

= Q (12,324)

/  2 TI o
= 7,0176562

total

A seguir são mostradas as figuras da convergência do 

EMQ(K) e da distribuição de u(K) obtidas na simulação.

CAEACTERISTECA TE CONVERGÊNCIA D0 EQUALIZADOR DFE TRANSVERSAL ZTAF5 
BETA5!.:3"b7E-D2

t. BB-, 
i 
\

b. e o—|

Ç  B. bC-

5

° P, ZP-

%

- CANAL C/DiJRACAO DE 4 JANELAS DE TEMF0. C/RUID0 SIGMh54. BE-BZ

— n-i---- i-----1----1----1---1----1----i i •
P SB iBB l-.B 2PB ZBO 3BB 33B 4PP 45B 5BB

NUMERO ITERAÇÕESCK)
Figura 7a. Convergência do EMQ(K)

Neste item, para se verificar o modelamento feito com 

os resultados da simulação, procede-se como no item 

anterior.

279



QARACTERmCAQ DO I EFRO RE9IIUíL*9INflL I

Figura 7b - Distribuição de u(K) (apenas o lado positi 
vo)

Pelo exposto anteriorraente, os resultados obtidos por 

simulação comprovam os resultados esperados.

V. CONCLUSÕES

Neste trabalho foi desenvolvido um equalizador DFE a 

daptativo para equalizar IES's poscursoras e a partir 

do fato verificado por simulação que o erro em excesso 

tinha uma distribuição gaussiana, foi utilizado o meto 

do proposto por Soder |~l] para o cálculo da probabili^ 

dade de erro, não sendo necessário avaliá-la por simu 

lação através do método de Monte Cario, que é um pro

cedimento computacional muito penoso, principalmente quan

do se trabalha em sistemas de transmissão de dados on
„  - 7de a probabilidade de erro e baixa (abaixo de 10 ), co

mo é de interesse em Redes Locais e Rede Digital de Ser 

viços Integrados (RDSI). Ê conveniente observar que es 

ta metodologia pode ser aplicada à canais que apresen

tam IES precursoras pequenas, tais que não comprometam 

a convergência do equalizador DFE, pois caso contrário 

teremos â(K) a(K) e os coeficientes do DFE adaptati- 

vo não convergirão.

Nestas condições este trabalho auxilia o estudo do de 

sempenho de sistemas combinados de equalizadores e can 

celadores de eco, visando aplicações a transmissão di 

gital "full-duplex" num par de fios através da técnica

da híbrida, propostas em |_3 ,6  para implementação nu

ma rede local ou na linha de assinante no caso de uma 

RDSI.
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