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R E S U M O

Neste artigo mostra-se, inicialmente, que qualquer código 
de Hamming pode ser expresso como uma combinação linear de códi 
gos simples, quais sejam, os códigos de repetição e de um único 
dígito de verificação de paridade. Tal propriedade permite tan­
to gerar como decodificar códigos de Hamming de modo recursivo, 
isto é, um código de Hamming de comprimento 2m-l pode ser obti­
do a partir de um código de Hamming de comprimento 2m ^-1, com­
binado com um código de repetição e um código de um único dígi 
to de verificação de paridade, ambos de comprimento 2 m ^-1 . 
Quando apresentados nesta forma, os códigos de Hamming admitem 
um procedimento de decodificação simples e prático.

0 desenvolvimento aqui apresentado refere-se aos códigos 
de Hamming ordinários e pode ser deduzido a partir da teoria dos 
códigos Reed-Muller, porém deve ser enfatizado que a referida 
teoria lida com os códigos de Hamming extendidos.

1  * INTRODUÇÃO

Neste artigo mostra-se, inicialmente, que qualquer 
código de Hamming pode ser expresso como uma combina - 
ção linear de códigos simples, quais sejam, os códigos 
de repetição e de um único dígito de verificação de pa 
ridade. Tal propriedade permite tanto gerar como deco­
dificar códigos de Hamming de modo recursivo, isto é , 
um código de Hamming de comprimento 2m-l pode ser obti. 
do a partir de um código de Hamming de comprimento 
2m ^-1 , combinado com um código de repetição e um códi 
go de um único dígito de verificação de paridade, am - 
bos de comprimento 2m -1. Quando representados nesta 
forma, os códigos de Hamming admitem um procedimento de 
decodificação simples e prático.

0 desenvolvimento aqui apresentado refere-se aos 
códigos de Hamming ordinários e pode ser deduzido a par 
tir da teoria dos códigos Reed-Muller, porém deve ser 
enfatizado que a referida teoria lida com os códigos de 
Hamming extendidos. Devido â sua importância prática , 
os códigos referidos a seguir serão sempre binários , 
salvo indicação contrária. A notação (n,k,d) será u'sa- 
da para representar um código de comprimento n, conten 
do k dígitos de informação e distância mínima d.

2• ÇÕDIGOS_ DE_RE PETIÇÃO

Os códigos de repetição (CR) tem seus blocos forma 
dos com um único dígito de informação, o qual é repeti 
do n vezes. A distância mínima ê portanto igual a n e

o alfabeto consiste de apenas duas palavras, que são 
respectivamente as énuplas toda 1 e toda zero. Na re - 
cepção, a decodificação ê feita por lógica de maioria 
da seguinte forma. Efetua-se a contactem do número de 
l's da énupla recebida, compara-se o resultado com n/ 2  

e decide-se pela palavra toda 1 caso a contagem exceda 
n/2 , em caso contrário decide-se pela énupla toda zero. 
Ouando n for par e ocorrer um empate na contagem dos 
1 's e zeros da énupla recebida, apenas deteta-se a o - 
corrência de n/2 erros. Os parâmetros dos códigos de re 
petição são, portanto:

Comprimento : n

Número de dígitos de informação : k = 1

Distância mínima : d = n

3• cOd i g o s de u m On i c o  d í g i t o de v e r i f i c a ç ã o

DE__PARIDADE

Estes cõdiqos, referidos daqui por diante pela for 
ma abreviada (UDP), tem cada uma de suas palavras com­
posta por n - 1  dígitos de informação e um único dígito 
de verificação de paridade. Este dígito de verificação 
de paridade ê calculado como a soma modulo 2 dos dígi­
tos de informação. O código resultante tem distância 
mínima dois, portanto apenas deteta a ocorrência de um 
número ímpar de erros.

Os parâmetros dos códigos UDP são os seguintes :
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Comprimento n

Número de dígitos de informação : k = n-1

Distância mínima : d = 2

4• CÓDIGOS DE HAMMING

Os códigos de Hamming corrigem um erro por palavra 
e sao caracterizados pelos seguintes parâmetros :

Comprimento : n=2m-l , m>l

Número de dígitos de informação : k=2m-l-m

Distância mínima : d=3

Uma maneira simples de especificar um código de 
Hamming é através de sua matriz de verificação de pari 
dade [_h ] • A matriz í_HJ destes códigos tem m linhas e 
n = 2ra - 1  colunas, sendo cada uma das n colunas reore 
sentada por uma m-upla não-nula e distinta das demais 
£lj. Os códigos de Hamming são perfeitos Ql] e são por 
demais conhecidos. Quando na forma cíclica, admitem pro 
cedimentos extremamente simples de geração e de decodi 
f icação.

5. CÓDIGOS REED-MULLER

Um código Reed-Muller (RM) de ordem r tem os se 
guintes parâmetros :

_ mComprimento

Numero de dígitos de informação 

Distância mínima
k = 1 + 
j ~n~r

i=l ™

Um código RM é usualmente denotado por E(r,m).
A teoria dos códigos RM é bem desenvolvida e encon 

tra-se disponível na literatura especializada £l], [ 2 ], 
A construção destes códigos é a seguir descrita, em 

termos da matriz geradora £g ]. A s linhas de £g ] são 
formadas a partir de vetores v ^ , 0 : i < m, de compri­
mento n = 2 m , escolhidos do seguinte modo. O vetor V q 
i a ênupla toda 1. Os demais vetores v^, 1 <: i <_ m, são 
as linhas de uma matriz cujas colunas são todas as pos 
síveis m-uplas binárias. A matriz £g ] é então formada, 
tendo como linhas os vetores v.. , 0 _< i < m, juntamente 
com seus produtos dois a dois, três a três, etc.,... , 
m a m. 0 produto de vetores, acima referido, ê defini­
do do seguinte modo :

a = (ax , a2 , a3 , ... .... an>
b~ , . . .. . . , b )1 ' 2 ' 3 . . . , n/

ab = (a b̂-̂ , a2°2' ■■■ n n

Os códigos RM são não-sistemáticos e podem ser de­
codificados por um método clássico, conhecido por algo 
ritmo de Reed £lj. Recentemente um outro procedimento 
de decodificação para estes códigos foi introduzido
[33.

Uma propriedade importánte dos códigos RM ê a que 
permite gerá-los de forma recursiva [ 2 ] conforme indi­
cado a seguir :

R(r+l,m+l) = {u|u+v : ueR(r+l,m), veR(r,m)} (1)

Fazendo r = m-2 em R(r,m), o código R(m-2,m) resul 
tante ê equivalente a um código de Hamming com um dígi­
to de verificação de paridade adicional. Os códigos 
R(m-l,m) obtidos fazendo-se r = m-1 em R(r,m), possuem 
um único dígito de verificação de paridade.

Os códigos de Hamming extendidos podem ser gerados 
recursivamente, bastando para tanto fazer r = m - 2 em 
(1). Dessa forma é obtida a seguinte expressão de re - 
corrência :

R(m-l,m+l) = {u|u+v : ue.R(m-l,m), veR(m-2,m)} (2)

6 . GERAÇÃO RECURSIVA DOS CÓDIGOS DE HAMMING

A notação H(s) e UDP(s) será usada a seguir para 
indicar, respectivamente, os códigos de Hamming e de 
um único dígito de verificação de paridade, ambos de 
comprimento 2 S- 1 , enquanto que I(s) indicará a simples 
nresença de 2 S - 1  dígitos de informação.

Suprimindo-se uma coluna de dígitos de verificação 
de paridade do dicionário do código RM indicado em (2), 
obtêm-se um código de Hamming com a seguinte fórmula de 
recorrência, onde m > 2

H(m) = {u+h|v : heH(m-l), uel(m-l), veUDP(m-l)} (3)
__ •

Com relação ao cõdiao R(m-l,m+l), o código H(m) da 
do po ' m o mesmo número de dígitos de informação,
porém ..... distância mínima de 3, como consequência da 
supressão de uma coluna. Portanto, H(m) é de fato um 
código de Hamming ordinário, expresso numa forma não- 
sistemática .

O exemplo apresentado a seguir ilustra a geração 
do código de Hamming (7,4,3) empregando (3).

EXEMPLO 1

Para m = 2 o código de Hamming obtido tem parâmetros 
(3,1,3),.ou seja, é equivalente a um código de repeti­
ção. Para m = 3, o código (7,4,3) resultante não evi - 
dencia uma relação óbvia com os códigos CR e UDP.
Sejam k-^, k 2 » k^ e k^ os dígitos de informação do códi 
go (7,4,3). A codificação das palavras é feita do se - 
guinte modo. Inicialmente forma-se o vetor 
(kf, k-^, k^, 0 , 0 , 0 , 0 ) cujas três primeiras posições 
constituem uma palavra do código de repetição (3,1,3). 
Em seguida é formado o vetor (k2 , k^, k^, ^2 , k^, k^,c) 
ónde c = k 2 +k^+k4 representa o dígito de paridade do 
código (4,3,2), cujas posições de informação são ocupa 
das por k 2 , k^ e k^. Somando os dois vetores obtém - se 
como resultado uma palavra do código (7,4,3).

7. DECODIFICAÇÃO

Supondo que uma palavra b do código H(m) é transmi 
tida, mostra-se a seguir como proceder para detetar e 
corrigir um erro aue eventualmente venha a atingí-la.

a) Recalcular o dígito de verificação de paridade 
do segmento v da énupla recebida e compará-lo com o seu 
correspondente recebido. Caso ambos coincidam, os u 
dígitos de informação de v são declarados livres de er 
ro e são entregues ao destinatário. Em caso contrário, 
há um erro entre os referidos dígitos do segmento v.
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b) Adicionar modulo 2, bit a bit, os dígitos nas 
posições de informação de v às correspondentes posi - 
ções do segmento reoresentado oor u+h. Esta operação 
permite prosseguir com a decodificação trabalhando ago 
ra sobre o código H(m-l).

c) Aplicam-se os procedimentos descritos em a) e
b) ao código H(m-l), reduzindo o problema â decodifi- 
cação do código H(m-2) e assim sucessivamente até a 
obtenção do código (3,1,3). O código (3,1,3) é do ti­
po CR e ê dçcodifiçado por voto de maioria, dando co 
mo resultado o valor de k-^.

d) Caso tenha ocorrido um erro, somar modulo 2 , 
às três primeiras posiçoes da énupla recebida, o va - 
lor de k-̂  obtido em c) . Desta forma remove-se o efei­
to de ^  sobre o código (7,4,3). A correção de k2 , k^ 
e k^ é feita por comparação das posiçoes que se cor - 
respondem no código C(3), onde :

C (3) = {u|v : ueCR(2), veUDP(2)}

Para o par de dígitos que discordar, o dígito de 
verificação de paridade indica m m l  dos dois é o erra 
do. Este procedimento vai sendo repetido, nas demais 
etapas intermediárias, aos cõdiqos H(m-i), m^-i<m-2 ,
até completar a decodificação.

EXEMPLO 2

Neste exemplo é considerada a decodificaçao do código 
(7,4,3) do exemplo 1. A decodificaçao obedece a se - 
guinte sequência :

a) Recalcula-se c na palavra recebida. Caso ocor­
ra c = 0 , então k-2 , k^ e k^ estão livres de erro e são 
entregues aò destinatário. Caso ocorra c = 1, então 
há um erro em um dos quatro dígitos situados mais à 
direita na palavra recebida.

b) Soma-se modulo 2 as posições 1 e 4, 2 e 5 , 
3 e 6 , eliminando-se o efeito de \̂2 ’ ^ 3  e k^ sobre a 
palavra recebida. Toma-se para k^ o valor assumido pe 
la maioria das três somas indicadas.

c) Remove-se o efeito de k-̂  nas três primeiras po­
sições da palavra recebida somando-o modulo 2 a cada 
uma delas.

d) Finalmente, obtém-se k£, k^ e k^ por compara­
ção das Dosições d e l e 4 ,  2 e 5 ,  3 e 6 .

8 . COMENTÁRIOS

0 procedimento de codificação descrito dá origem 
a um código parcialmente sistemático. Como conseauên- 
cia, com um único dígito de verificação de paridade de 
codifica-se a maioria dos dígitos de informação, exce 
to em cerca de metade das vezes em que ocorre erro.
Em sistemas codificados adaptativos, o procedimento 

> aqui introduzido proporciona a flexibilidade necessá­
ria para a mudança de códigos e a correspondente alte 
ração do decodificador.
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