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Neste artigo mostra-se, inicialmente, que qualquer codigo
de Hamming pode ser expresso como uma combinagao linear de cddi
gos simples, quais sejam, os cddigos de repetigao e de um Gnico
digito de verificagao de paridade. Tal propriedade permite tan-
to gerar como decodificar cddigos de Hamming de modo recursivo,
isto &, um cbédigo de Hamming de comprimento 2"-1 pode ser obti-

m-1

do a partir de um codigo de Hamming de comprimento 2 =1, com~-

binado com um cddigo de repeticao e um cddigo de um Gnico digi
m-1
e

Quando apresentados nesta forma, os cddigos de Hamming admitem

to de verificacao de paridade, ambos de comprimento 2

um procedimento de decodificagao simples e pratico.
O desenvolvimento aqui apresentado refere-se aos co6digos
de Hamming ordinarios e pode ser deduzido a partir da teoriados

codigos Reed-Muller, porém deve ser enfatizado que a referida

teoria lida com os cb6digos de Hamming extendidos.

1. INTRODUGAO

Neste artigo mostra-se, inicialmente, que qualquer
cddigo de Hamming pode ser expresso como uma combina -
¢ao linear de cbédigos simples, quais sejam, os cddigos
de repeticao e de um Gnico digito de verificagao de pa
ridade. Tal propriedade permite tanto gerar como deco-
dificar c6digos de Hamming de modo recursivo, isto & ,
um cédigo de Hamming de comprimento s | pode ser obti
do a partir de um cdédigo de Hamming de comprimento
Zm_l-l, combinado com um cddigo de repeticao e um codi
go de um Gnico digito de verificagao de paridade, am -
bos de comprimento Zm—l—l. Quando representados nesta
forma, os c6digos de Hamming admitem um procedimento de
decodificagao simples e pratico.

O desenvolvimento agui apresentado refere-se aos
coddigos de Hamming ordinarios e pode ser deduzido a par
tir da teoria dos cddigos Reed-Muller, porém deve ser
enfatizado que a referida teoria lida com os codigos de
Hamming extendidos. Devido a sua importancia pratica ,
os cbddigos referidos a seguir serao sempre binarios ,
salvo indicagao contraria. A notacao (n,k,d) sera usa-
da para representar um cddigo de comprimento n, conten

do k digitos de informagao e distdncia minima d.
2. CODIGOS DE REPETICAO
Os codigos de repetigao (CR) tem seus blocos forma

dos com um Gnico digito de informagao, o qual & repeti

do n vezes. A distancia minima & portanto iqual a n e
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o alfabeto consiste de apenas duas palavras, que sao

1

respectivamente as énuplas toda e toda zero. Na re -
cepcao, a decodificagao &€ feita por logica de maioria
da seqguinte forma. Efetua-se a contagem do nimero de
1's da énupla recebida, compara-se o resultado com n/2
e decide-se pela palavra toda 1 caso a contagem exceda
n/2, em caso contrario decide-se pela énupla toda zero.
Ouando n for par e ocorrer um empate na contagem dos
l's e zeros da énupla recebida, apenas deteta-se a o -
corréncia de n/2 erros. Os parametros dos cddigosde re

peticao sao, portanto:

Comprimento gi=in
Nimero de digitos de informagao : k =1
Distancia minima s d=n

3. CODIGOS DE UM ONICO DIGITO DE VERIFICAGAO

DE__PARIDADE

Estes codigos, referidos daqui por diante pela for
ma abreviada (UDP), tem cada uma de suas palavras com-
posta por n-1 digitos de informacao e um Gnico digito
de verificagao de paridade. Este digito de verificagéo
de paridade & calculado como a soma modulo 2 dos digi-
tos de informacao. 0O c6digo resultante tem distancia
minima dois, portanto apenas deteta a ocorréncia de um
nimero impar de erros.

Os parametros dos codigos UDP sao os seguintes :



Comprimento B
Nimero de digitos de informacao : k =

Distancia minima e = )
4. CODIGOS DE HAMMING

Os codigos de Hamming corrigem um erro por palavra

e sao caracterizados pelos seguintes parametros :

Comprimento : n=2"-1 v
- = Lo s ~ m
Numero de digitos de informagao : k=2 -1l-m
Distancia minima : d=3
Uma maneira simples de especificar um cédigo de
Hamming & através de sua matriz de verificacao de pari
dade [H] . A matriz [H] destes cddidcs tem m linhas e
m .
n = 2" - 1 colunas, sendo cada uma das n colunas reore

sentada por uma m-upla nao-nula e distinta das demais
[1]. 0s cddigos de Hamming sdo perfeitos [1] e sdo por
demais conhecidos. Quando na forma ciclica, admitem pro
cedimentos extremamente simples de geracao e de decodi

ficacgao.

5. CODIGOS REED-MULLER

Um cbdigo Reed-Muller (RM) de ordem r tem os se -

guintes parametros

Comprimento & Thos o
r
- . ] ~ 3
Namero de digitos de informacao : k =1 + _Zl o
i=
s oo ner
Distancia minima B o [
Um cddigo RM & usualmente denotado por R{r,m).

A teoria dos coédigos RM & bem desenvolvida e encon
tra-se disponivel na literatura especializada [1], [2]

A construcao destes cddigos € a sequir descrita, em
termos da matriz geradora [G]. As linhas de [G] sao
formadas a partir de vetores Vi 0 <4iz<m,

m
mento n = 2,

de compri-
escolhidos do seguinte modo. O vetor Vo
& a énupla toda 1. 0s demais vetores Vi 1 < i< msao
as linhas de uma matriz cujas colunas sao todas as pos
siveis m-uplas bindrias. A matriz [G] & entdo formada,
tendo como linhas os vetores vy, 0 < i < m, juntamente
com seus produtos deis a dois, trés a trés, etc.,... ,
é defini-

m a m. O produto de vetores, acima referido,

do do seguinte modo :
a = (al, Ay, 834 ceeans = an)
b = (bl, b2, b3, ...... , bn)
ab = (albl, a2b2, ...... 7 anbn)

Os cddigos RM sac nao-sisteméaticos e podem ser de-
codificados por um método classicec, conhecido por algo
ritmo de Reed [1]. Recentemente um outro procedimento
de decédificaqéo para estes codiges foi introduzido
E2l.

Uma propriedade importante dos codigos RM & a que
permite gera-los de forma recursiva [2] conforme indi-

cado a sequir :

R(r+l,m+1) = {u|lu+v : ueR(r+l,m), veR(r,m)} (1)
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Fazendo r = m-2 em R(r,m), o cédigo R(m-2,m) resul
tante & equivalente a um cédigo de Hamming com um digi
to de verificacao de paridade adicional. Os cddigos
R(m-1,m) obtidos fazendo-se r = m-1 em R(r,m), possuem
um unico digito de verificacao de paridade.

Os cbdigos de Hamminag extendidos podem ser gerados
recursivamente, bastando para tanto fazer r = m - 2 em
(1) . Dessa forma & obtida a sequinte expressao de re -

corréncia :

R(m-1,m+1) = {u|u+v : ueR(m-1,m), veR(m-2,m) } (:Z)

6. GERACAO RECURSIVA DOS CODIGOS DE HAMMING

A notacao H(s) e UDP(s) serad usada a segquir para
indicar, respectivamente, os cddigos de Hamming e

e

a
um Gnico digito de verificacao de paridade, ambos a

{®

comprimento 25-1, enquanto que I(s) indicara a simples
presenca de 2%-1 digitos de informagao.

Suprimindo-se uma coluna de digitos de verificagao
de paridade do dicionario do codigo RM indicado em (2),
obtém-se um cddigo de Hamming com a seguinte férmulade

recorréncia, onde m - 2

H(m) = {u+h|v : heH(m-1), uel(m-1), veUDP(m-1)} (3)

L ]
Com relacao ao cbédico R(m-1,m+l), o cbédigo H(m) da

do por n o mesmo numero de digitos de informacao,
porén Zistancia minima de 3, como consequéncia da
supresszc de uma coluna. Portanto, H(m) & de fato um

cédigo de Hamming ordindrio, expresso numa forma nao-
sistematica.
O exemplo apresentado a sequir ilustra ‘a geragéo

do codiao de Hamming (7,4,3) empregando (3).

EXEMPLO 1

Para m = 2 o cddigo de Hamming obtido tem parametros
(3,1,3), ou seja, & equivalente a um codigo de repeti-
cao. Para m = 3, o codigo (7,4,3) resultante nao evi -
dencia uma relacao obvia com os cédigos CR e UDP.
Sejam-kl, k,, ky e k, os digitos de informagdoc do cddi
go (7,4,3). A codificacao das palavras & feita do ge. =
guinte modo. Inicialmente forma-se o vetor

(kl, kl' kl’ 0, 0, 0, 0) cujas tres primeiras posigSes
constituem uma palavra do cddigo de repetigao (3,1,3).
Em seguida & formado o vetor (k2' k3, k4, k2, k3, k4,d
onde ¢ = k,+k;+k, reoresenta o digito de paridade do
cédigo (4,3,2), cujas posigbes de informagao sao ocupa
das por k2, k3 e k4. Somando os dois vetores obtém - se

como resultado uma palavra do cadiqo (7.,4,:3)=
7. DECODIFICAGAO

Supondo que uma palavra b do cddigo H(m) & transmi
tida, mostra-se a segquir como proceder para detetar e

corrigir um erro aue eventualmente venha a atingi-la.

a) Recalcular o digito de verificacao de paridade
do seamento v da énupla recebida e compara-lo com oseu
correspondente recebido. Caso ambos coincidam, os u
digitos de informagao de v sao declarados livres de er
ro e sao entreques ao destinatario. Em caso contrario,

ha um erro entre os referidos digitos do segmento v.



b) Adicionar modulo 2, bit a bit, os digitos nas
posigoes de informagao de v as correspondentes posi -
¢oes do segmento reoresentado por u+h. Esta operacao
permite prosseguir com a decodificacao trabalhando ago

ra sobre o cddigo H(m-1).

c) Aplicam-se os procedimentos descritos em a) e
b) ao cdédigo H(m-1), reduzindo o problema i decodifi-
cagao do cddigo H(m-2) e assim sucessivamente até a

obtencao do cddigo (3,1,3). 0 cdédigo (3,1,3) & do ti-

po CR e & decodificado por voto de maioria, dando co
mo resultado o valor de kl.

d) Caso tenha ocorrido um erro, somar modulo 2 ,
as trés primeiras posicoes da énupla recebida, o va -
Desta forma remove-se o efei-

k
2% "3
e k, e feita por comparacao das posicoes que se cor -

lor de kl obtido em c).

to de k; sobre o coédigo (7,4,3). A correcao de k

respondem no cédigo C(3), onde :

C(3) = {u|v : ueCR(2), veUDP(2)}

Para o par de digitos que discordar, o digito de
verificacao de paridade indica aual dos dois & o erra
do. Este procedimento vai sendo repetido, nas demais
etapas intermediarias, aos codigos H(m-i), m:i:m~2 Y

até completar a decodificacao.
EXEMPLO 2

Neste exemplo & considerada a decodificacgao do codigo
(7,4,3) do exemplo 1. A decodificagao obedece a se -

guinte sequéncia :

a) Recalcula-se c na palavra recebida. Caso ocor-
ra ¢ = 0, entao k2, k3 e k4 estao livres de erro e sao
entregues ao destinatario. Caso ocorra c = 1, entao
ha um erro em um dos quatro digitos situados mais a

direita na palavra recebida.

b) Soma-se modulo 2 as posigées 1-& 4 -2 &S o

3 e 6, eliminando-se o efeito de k2' k3 e k4 sobre a
palavra recebida. Toma-se para k1 o valor assumido pe

la maioria das trés somas indicadas.

c) Remove-se o efeito de k; nas trés primeiras po

si¢oes da palavra recebida somando-o modulo 2 a cada
uma delas.
d) Finalmente, obtém-se k2, k3 e k4 por compara-
cao das posicoes de 1 e 4, 2 e 5, 3 e 6.
8. COMENTARIOS
0 procedimento de codificacao descrito da origem

a um cddigo parcialmente sistematico. Como conseguén-
cia, com um Gnico digito de verificagao de paridade de
codifica-se a maioria dos digitos de informacao, exce
to em cerca|de metade das vezes em que ocorre erro.

Em sistemas codificados adaptativos, o procedimento

aqui introduzido proporciona a flexibilidade necessa-
ria para a mudancga de codigos e a correspondente alte

racao do decodificador.
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