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R E S U M O

Um método ê descrito para a geração de polinómios 
irredutíveis em um campo finito, a partir de um 
polinómio irredutível dado. Mostra-se que em cam 
pos finitos de característica 2, i.e., GF(2m ), o 
número máximo de polinómios irredutíveis que podem 
ser gerados desta forma é 6. Em geral, em campos 
de característica p ^ 2, um número de polinómios 
irredutíveis maior que 6 é obtido. A caracterís- 
tica principal deste método é não necessitar co - 
nhecer os elementos do campo explicitamente,ou se 
ja, não requerer uma tabela contendo os elementos 

^ do campo. Esta teoria encontra aplicações no pro
jeto de sistemas codificados e em sistemas cripto 
gráficos.

INTRODUÇÃO MÉTODO DE GORDON

Um método é descrito para a geração de polinómios irre 
dutíveis em um campo finito, a partir de um polinómio 
irredutível dado. Mostra-se que em campos finitos de 
característica 2, i.e., GF(2m ), o número máximo de po
linómios irredutíveis que podem ser gerados desta for
ma é 6 . Em geral, em campos de característica p ^ 2 ,
um número de polinómios irredutíveis maior que 6 é ob
tido. A característica principal deste método é nao 
necessitar conhecer os elementos do campo explicitamen 
te, ou seja, não requerer uma tabela contendo os ele - 
mentos do campo. Esta teoria encontra aplicações no pro 
jeto de sistemas codificados e em sistemas criptográfi 
cos.
Conforme é explicado abaixo, existem pelo menos três 
procedimentos conhecidos para fatorar xn - 1 sobre um 
campo finito. O procedimento padrão para fatorar xn - 1 
encontra-se descrito nos textos de códigos corretores 
de erros, nos capítulos de revisão de álgebra £l] E2D- 
Encontra-se também na literatura []3],£4] um algoritmo 
para fatorar polinómios em campos finitos de autoria de 
E. Berlekamp. O terceiro procedimento é devido a John 
Gordon [5] e, apesar de extremamente simples, necessi
ta de uma tabela com os elementos do campo.
O método de Gordon, na sua forma original, é aplicável 
apenas a campos finitos de característica 2. A exten - 
sao para um campo de Galois GF(pm ), p ^ 2, é imediata 
e é apresentada neste trabalho. Como os dois primeiros 
procedimentos de fatoração são bastante divulgados, no 
que segue será descrito apenas o método de Gordon £5 ] 
em versão generalizada, antes da apresentação do novo 
método.

Uma descrição alternativa para o método de Gordon foi 
obtida pelo autor, a qual permite visualizar com sim - 
plicidade o funcionamento do referido método, assim co 
mo também generalizá-lo para campos de Galois de carac 
terística p ^ 2.
Seja a uma raiz do polinómio p(x), primitivo em GF(pm), 
portanto do grau m. Deseja-se determinar c polinómio ml 
nimo ntg(x), sobre GF(p), de um elemento arbitrário 8 , 
não nulo, de GF(p ). Este polinómio ê de grau igual ou 
inferior ao de p(x) [l], tendo como raízes :
6, 6p , Bp2..........  BpS_1 s
onde s é o menor inteiro tal que 3P = 8 e pode ser re 
presentado como :

2 s — 1
m g (x) = (x - 6) (x - 3P ) (x - 3P ) . .. (x - 3P ).... (1)

Sabe-se da álgebra C d que o algoritmo da divisão ds po 
linômios permite escrever :

m^(x) = q (x)p(x) + r (x) ( 2 )

onde q (x) na verdade ê igual a zero ou 1, respectiva - 
mente, quando o grau de m^(x) é menor ou igual ao grau 
de p(x) e r(x) é de grau menor que m.
Substituindo x por a em (2), obtém-se :

rp(a) + r(a) = r(a), para m^(x) de grau m .
m.(a) = < 
p (3)

r(a) , para m^(x) de grau menor que m.

Utilizando a representação para m^(x) dada em (1) , o 
valor de r(a) da expressão (3) pode ser obtido da se - 
guinte forma:
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2 nS_1(a - B)(a - BP )(a - BP )...(a - BP ) = r(a).... (4)

Como r(x) é necessariamente de grau menor que o de 
p(x), a sua representação polinomial é obtida de (4) 
bastando para isso apenas mudar a por x. Assim sendo , 
m fi(x) é finalmente obtido do seguinte modo :

 ̂ Cp(x) + r(x), para m R (x) de grau m.

--- (5)m Q (x) =<

r(x) , para m Q (x) de grau menor que m., D
EXEMPLO 1

_ 4Considerar o polinomio binário p(x) = x + x + 1, pri
mitivo em GF(16) . Seja a uma raiz de p(x) , i.e. , 
p(cO = 0.

a) Determinar o polinómio mínimo de B = sobre GF(2). 

Solução :
, \ _ t 3,, 6W  12, , 9.m (x) - (x - a ) (x - a ) (x - a ) (x - a )p

m 0 (a) = (a - a3)(a - a6)(a - a12)(a - a9) = r(a)

Com a ajuda da tabela I do APÊNDICE, obtêra-se
, , , , 9 11 13 3 6m c (a) =r(a) = a  .a .a .a = a 3 , 2a + a

Portanto,

Finalmente,

m D (x) = p(x) + r(x) = x 2 + 4 x + 2 + x + l = x 2 + 3
p

NOVO MÉTODO

Este método permite obter polinómios irredutíveis a par 
tir de um polinómio irredutível f(x) dado, por meio de 
transformações de variáveis que preservam o grau de 
f(x). Essencialmente, apenas duas transformações bási
cas são empregadas :

f (x) -- f(l + x) ...................................... (6)

f (x) — *- xm f(l/x), onde m ê o grau de f(x) .......(7)

A transformação indicada em (7) gera a transformada de 
raízes recíprocas £lj do polinómio f(x), a qual obvia- 
mente dá origem a um polinómio do mesmo grau que f(x). 
Não ê obvio porém que a transformação indicada em (6) 
preserva o grau do polinómio usado.
O lema a seguir demonstra este fato.

LEMA 1

Dado o polinómio f(x), de grau m, irredutível em GF(p), 
tal que f(B) = 0 ,  B £^GF(pm ), então f (1 + x) ê também 
irredutível em GF(p).

r(x) = x3 + x2 

Finalmente,
4 3 2m D (x) = p(x) + r(x) = x  + x  + x  + x + 1tá

b) Determinar o polinómio mínimo de B = a3 sobre GF(2) 

Solução :

Procedendo de maneira análoga ã descrita acima, re
sulta :

mg(x) = ( x - u ) ( x - o t  )
, , , , , 5W  10, 2 8 10m Q(a) = r(a) = (a - a ) (a - a ) = a . a  = a

p

r(a) = a10 = a2 + a + 1

Portanto, 

r(x) = x + x + 1 

Finalmente,
2m c (x) = r(x) = x + x + 1p

EXEMPLO 2
- 2Considerar o polinomio p(x) = x + 4x + 2, primitivo em 

G F (25). Seja a uma raiz de p(x), i.e., p(a) = 0. 
Calcular o polinómio mínimo de B = a3 sobre GF(5).

PROVA.

Como B e raiz de f(x), então decorre que :
2 m-1

b , e p , ep .......... . . . . . . . . .  6p
são as raízes de f(x) []l]- Aplicando a transformação
(6) em f(x) resulta f(x + 1) que tem como raízes :

e - i ,  ep- i ,  e p 2- i ,
Dm-1

. . . . . . . . . . . . . . . ep - i
i  j

Se ep -1 = Bp -1 , 0 < i , j < m - l , i  < j
i j j i m

então Bp = Bp , ou seja, Bp p = 1 = Bp ,

portanto p-̂  - p1 m
= P

o que é uma contradição. Portanto, f (x + 1) tem o mes
mo numero de raízes que f(x), todas distintas, sendo as 
sim irredutível em GF(p). CQD.
O polinómio f(x + 1) é na verdade o polinómio mínimo 
[l] de S - 1. No caso binário, i.e., p = 2 as transfor 
mações indicadas em (6) e (7) são aplicadas sucessiva
mente e repetidamente, parando quando o resultado obti 
do for f(x), conforme é mostrado no EXEMPLO 3. Em ge - 
ral, para p / 2, aplica-se (6) p - 1 vezes seguido de 
uma aplicação de (7), depois (6) por mais p - 1 vezes, 
depois (7), etc., q assim sucessivamente até repetir 
f (x) , conforme é mostrado no EXEMPLO 4.

Solução :

Seguindo passos análogos aos do EXEMPLO 1, resulta:

m Q (x) = (x - a 3) (x - a 15) tá
3 15mQ(a)  = r ( a )  = (a -  a ) (a - a ) tá

Com a ajuda da Tabela II do APÊNDICE, obtém-se:
, , 4 18 22 _ ,r (a )  = a . a  = a  = a  + l

Portanto,

EXEMPLO 3

Considerar o polinómio f(x) = x + x + 1 ,  irredutível 
em GF(2). A aplicação das transformações (6) e (7) for 
nece a seguinte sequência de polinómios irredutíveis :
x5+x2+l

t (x+1)
5 4 2X  + X  + X  + X + 1

1/x

5 3 2x +x +x +x+l

I (x+1)
5 4 3x +x +x +x+l

1/x 5^ 4, 3, 2 , 
X  +x +x +x +1

(x+1)

x5+x3+l
r (x) = x + 1
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EXEMPLO 4 q-1 + x (8)
Considerar o polinómio f(x) = x + x + 2, irredutível 
em G F (5). A aplicação das transformações (6) e (7) for 
nece a seguinte sequência de polinómios irredutíveis :
2 „ x+1 2 „ , x+1 2 „ x+1 2 „ . x+1 2 ,x +x+2  *• x +3x+4 »- x +3  *■ x +2x+4  *- x +4x+2

x +2 ■x+1 x +3x+3
x+1

x +x+l-
x+1

x +4x+l-
x+1

| 1/x
x + 2x+3

A determinação do comprimento de um ciclo de transfor
mações, ou seja, do numero de polinómios irredutíveis 
gerados, pode ser feita conforme é indicado a seguir .

a) Caso binário

A sequência de polinómios irredutíveis é obtida as
sim :

1/x
(1) f (x) (4) (1+x) f(1+1/íl+x)) 

x+1

(2) f(l+x)

1/x

x+1

► X a (1+1 /x)m f ( 1+---- )
(5) . 1+I/x

x+1

{3? xm f(l+l/x) (6) (l+x)ra(l+— )mf (1+— iy-)
1+x 1+-

1+x

O próximo termo seria

xra(l+l/x)m (l+— -— )m f(l+-- i  ) = f (x)
1+1/x 1+— - 

1 + 1/x

Visto que

m / 1 * -i / \ m / 1 1 \ m 3x (1+1/x) (1+----- ) = 1

f (1+-

1+1/x 

-) = f(x)
1 + -

1+1/x

Portanto, no caso binário, são gerados no máximo 6 po 
linômios irredutíveis.

b) Caso não binário

A sequência de polinómios irredutíveis é obtida as 
sim :

(x+q-lPf (q-l+  — ) — *-xm (1/x+q-l) mf (q-l+—
. q - l+ x  1/k

f (x)

I 1+x 

f(1+X)

| 1+x T
f (2+x) (x+2)m f (q-1 + 2^ )

i I 1+x '

)
q-l+l/x

1+x

(x+l)“ f (q-l+-4-) 
1+x

|l+x
’ -\/y

1 + X
1/x

f (q-l + x) -»xraf (q-l + l/x)

onde q é um número primo.

E assim sucessivamente atê a obtenção do termo cujo ar 
gumento de f ( ) ê o seguinte :

q-1 +
q-1 +

q-l+l/x

O período da sequência de transformações pode ser obti 
do de (8), somando os valores do primeiro membro a par 
tir do último termo, i.e.,

( q - 1 )  + 1/x = [(q - l)x + l] / x.

Uma expressão de recorrência pode ser deduzida para cal
cular a referida soma, tendo o seguinte termo genéri - 
co :

A.(x)=
(q-l)ai_1 (x) + ai_2 (x) â  ̂(x)

ai-!< X> a^gíx)
(9)

onde as condições iniciais são a^(x) = x e Sq (x ) = 1, 
i.e.,
A^(x) = [(q-l)x + l]/x

. / \ _ (q-1)2x + x + (q-1) = xÇ(q-1) + ll + (q -1)
2 (q-l)x + 1 (q-1) x + 1

e assim sucessivamente, parando no termo An (x) = x.
A expressão (9) serve para implementar o seguinte algo 
ritmo, para cálculo do número de termos :
i a± (x) ai-i(x> A. (x) 1

1 X 1 X

2 (q-l)x + 1 X [ (q-1) X- + l] / x

3 [(q-1) + l]x + (q-1) (q-1)X + 1 a3 (x) / a 2 (x)

n ax a X

onde a eGF(p).

EXEMPLO 5

Determinação do comprimento máximo do 
mações quando p = 5.

ciclo de transfor-

i a± (x) a±_-X A ± (x)

1 X i X

2 4x + 1 X (4x+1)/x

3 2x + 4 4x + 1 (2x+4)/(4x+l)

4 2x + 2 2x + 4 (2x+2)/(2x+4)

5 2 2x + 2 2/(2x+2)

6 2x 2 X

Assim, no máximo 25 polinómios irredutíveis em GF(5) 
são gerados.

COMENTÁRIOS

O grupo de transformações indicadas por (6) e (7)tem 
ordem 6 no caso binário e foi utilizado £6] para a fa-
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toração de trinômios em GF(2). TABELA II.
Como consequência do lema 1, mostra-se facilmente que
(6 ) aplicada a um polinómio composto de dois ou mais 
fatores irredutíveis, dã como resultado um oolinõmio 0

composto de dois ou mais fatores irredutíveis.
O método introduzido i caracterizado pela simplicida
de. Pode ser automatizado para uso com computador di-
gital ou circuito digital. a^=a+3
Sobre os polinómios gerados pode-se dizer apenas que a^=4a+3
são irredutíveis, nada se sabendo quanto .ao fato de 4

serem primitivos. 0 comprimento máximo do ciclo de a =2 a+ 2

transformações não foi determinado exatamente e obser 
va-se que depende da sequência em aue são aplicadas as 
transformações (6 ) e (7). Quanto a possíveis aplica - 
ções em criptografia, chaves para "stream ciphers" aue 
fazem uso de polinómios irredutíveis, podem vir a ex
plorar as relações de dependência que existem entre 
os polinómios de um mesmo ciclo.
Para finalizar, o método aqui apresentado reduz bas - 
tante a tarefa de encontrar polinómios irredutíveis , 
quando comparado com outros métodos, e pode ser usado 
com vantagem em combinação com eles.

Elementos nao-nulos de GF(25),
- 2modulo p(x) = x + 4x + 2

a 5 =4a+l 1 1  -3 , Oa =3a+.2 a^ 7 =a+4

a6 = 2 1 2  „a =4 a 1 8  = 3
7a =2 a 13 ,a -4a a 1 9 =3a
8a = 2 a+l a 1 4 =4a+2 70-3a+4
9a =3a+l a =a+ 2

71a =2a+4
1 0a =4a+4 a =3a+3 2 2  ,, a =a+l

23a =2a+3
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APÊNDICE

TABELA I . Elementos nao-nulos de GF(16),

0

módulo

3a

, . 4 p (x) = x +

7 3a =a +a+l

x + 1

1 1  3, 2 ,a =a +a +a

1
4a =a + l 8 2 ,a =a + 1 1 2  3 2 ^a =a +a +a+

a 5 2 ,a =a +a 9 3 ,a =a +a a13=a3+a2+1
2a 6 3 , 2a =a +a 1 0  2 , a =a +a+l a 1 4 =a3+l
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