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Resumo

Neste trabalho vamos provar a existéncia de solugdes para alguns sistemas elipticos envol-
vendo operadores divergentes com peso, do tipo

) W3(X)f(|X|,I/t,V), X € B,
—div(wa (x)Vv) = wa(x)g(|x|,u,v), x € B,
u(x)=0=v(x), x€dB,

onde B é a bola unitdria do RY e wy, wa, w3, wy sio as fungdes pesos. Estudamos um caso
em que o operador associado ao sistema € linear e outro caso em que o operador € ndo linear.
Notamos que cada um desses casos apresentaram desafios particulares ainda que a ideia geral
em ambas as situacOes sejam semelhantes. A existéncia de solucdes € obtida via Teoria de
Pontos Fixos em Cones, mais especificamente pela aplicacio direta do Teorema de Ponto Fixo
de Krasnoselskii.

Palavras-chave: Sistemas Elipticos, Divergente com Peso, Teoria de Pontos Fixos em Co-
nes, Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii
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Abstract

In this work, we will prove the existence of solutions for some elliptic systems involving
divergent operators with weight, of the type:

—le( I(X)VM):W3(X)f(|X|7u,V)7 XGB,
—div(wa (x)Vv) = wa(x)g(|x|,u,v), x € B,
u(x)=0=v(x), x€dB,

w
w

where B is the unitary ball from R" and wy,w», w3, w4 are the weight functions. We studied
one case where the operator associated with the system is linear and another case where the
operator is nonlinear. We noted that each one of these cases has particular challenges despite
both situations having similar general ideas. The existence of solutions is obtained by Fixed
Points Theory in Cones, more specifically by a direct application of Krasnoselskii’s fixed point
theorem.

Key Words: Elliptic Systems, Divergent with weight, Fixed Points Theory in Cones, Kras-
noselskii’s Fixed Point Theorem.



Lista de Simbolos

#(A) denota a cardinalidade do conjunto A

Apu = div(|Vu|P~2Vu) designa o p—Laplaciano de u
diamQ Diametro de

conv(Q) Fecho convexo de Q

(,-)  Produto interno

|| A menos de mengio contrdria denotara a norma usual do RV
Q Fecho de Q

0Q  Fronteira de Q

B/(y)={xe R : [x—y[<r}

u™ = max{u,0}

u~ =max{—u,0}

V — W denota que V estd imerso em W

X
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Introducao

Neste trabalho vamos estudar a existéncia de solucdes radialmente simétricas para sistemas

elipticos sob condi¢des superlineares em torno da origem. Os sistemas sdao da forma

—div(wi (x)Vu) = w3(x) f(|x[,u,v), x€B,
—div(w2 (x)Vv) = wa(x)g(|x|,u,v), x € B,
u(x) =0=v(x), x€adB,

onde B = B1(0) = {x € RV : |x| < 1}, as ndo linearidades f e g sdo continuas e nio-negativas,
as funcdes pesos wi, wa, wz € w4 vao ser particularizadas, juntamente com as hipéteses técnicas
em cada uma das situagdes.

A ideia principal é usar métodos de ponto fixo aliados as mudancas de varidveis adequadas,
associando os sistemas a operadores compactos definidos em cones, para entdo obter a exis-
téncia de solucOes através da Teoria de Pontos Fixos em Cones, mais especificamente com a
aplicagdo direta do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoseskii [10].

Naturalmente, tornou-se crucial o conhecimento da Teoria de Pontos Fixos em Cones, cujo
peso € insubstituivel para que o entendimento das ideias envolvidas no uso dos Teoremas de
Pontos Fixos sobre Cones possam ir além da superficialidade. Dessa forma, demos uma atengdo
especial para esse tema, bem como para o estudo do grau de Leray-Schauder, que precede a
Teoria dos Pontos fixos em Cones. Esses estudos podem ser vistos no Capitulo 1, além de alguns
outros resultados de Pontos Fixos em Cones. Modesta parte, acreditamos que este capitulo foi
bem construido e acaba por enriquecer este trabalho. O leitor que ja tiver conhecimento sobre
o Indice de Ponto Fixos em Cones ou jd tiver estudado Teoremas de Pontos Fixos em Cones,
caso deseje, pode seguir para a leitura do Capitulo 2 em diante, onde tratamos dos Sistemas

Elipticos.



Introdugao 2

No Capitulo 2, vamos considerar o caso em que
wi(x) = x|, wa(x) =[x[" e

wa(x) = [P, wa(x) = [x|P2.

Neste caso trabalhamos com as ideias de P. Cerda, M. Souto e P. Ubilla usadas em [3], para

garantir a existéncia de solucdes radialmente simétricas para o sistema

(|x|* Vi) = |x[P1£(|x|,u,v), x€B,
—div(|x|%2Vv) = |x|P2g(|x[,u,v), x € B, (1)
u(x)=0=v(x), x€aB.

—div

Destacamos que sdo consideradas condi¢des adequadas para os expoentes dos pesos, a saber
B; —ay > —1 parai = 1,2, aliados com as seguintes hipiteses técnicas: sejam
’,.Z—N—OC,‘

= X~ A i:1727
N+op—2

ai(r)
e suas fungdes inversas rq,, juntamente com fungdes nao-decrescentes
£,8:[0,400) x [0, +e0) — [0, 4-00)

e A e A os primeiros autovalores associados aos problemas

Y

—div(|x|*V¢) = Alx|P1p, em B — div(|x|2Vy) = Ax|P2y, em B
(&}
¢ =0, sobre 0B y =0, sobre 0B

dos quais as respectivas autofungdes ¢ e Y sdo positivas, ademais exite ¢ > 1 de sorte que
~1
6 01 <y <09
Com estas considera¢des podemos ir para as hipéteses técnicas:

(Hy) Temos B
U+v—r+oo u+v

(Hy) Existe s tal que

f(A s7Ba210c1 (s))+g(Aaire,(s),Bs) < o(s)
f(A,B)+g(A,B) -

para todo s > 5 e todos A,B > 0, onde ¢ : [0, 4o0) — [0, +o0) é uma fungdo que satisfaz

+oo0 N+B;
/ O(s)s2W+) dg < 400,  i=1,2.
1
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(Hy) Para A = min{A;, A, }, supomos que existem Gy e s satisfazendo

A
0<0p0 < —— >0,
0 1+o € %0

e tais que se 0 < u,v < 59, entdo

SCxlu,v) + g(|xlu,v) < 6o(u+v).

(LH) Existem constantes cr,cg >0e 0 < 8 < 1 tal que se r € [0,9], entdo

Fluv) < f(ru,v) <cpf(u,v),Vu,v >0

8u,v) <g(ru,v) < cog(u,v), Vu,v > 0.

(H4) A fungio f satisfaz

utv—+too y4v

Como exemplos de fungdes que satisfazem essas hipdteses, mencionamos somas de potén-
cias, digamos
fxl u,v) =uP +vI" e g(|x|,u,v) = uP? +v%.

Podemos pensar em situacdes onde
f(xlu,v) = ar([x[)u’ +br (v e g(|x],u,v) = ax(|x])u? + ba(fx|)v?.
No final do capitulo tratamos disso com detalhes.

O principal resultado do Capitulo 2 € o seguinte teorema:

Teorema 2.4. Suponha as hipoteses (Hi ), (Hz), (Hy) com of = 02 e (LH). Entdo o sistema (1)

possui solucdo radialmente simétrica positiva.

O teorema acima garante solu¢ao quando o/ = 0z, no entanto também sdo obtidas solucdes

quando o > o com uma pequena mudanca nas hipéteses técnicas necessdrias, a saber:

Teorema 2.5. Suponha as hipéteses (Hz), (Hy) e 0 > o com (LH) e (Hs). Entdo o sistema

(1) possui uma solugdo radialmente simétrica positiva.

Trabalhando com hipéteses técnicas similares as consideradas para o Sistema (1) também
¢ estudada a existéncia de solucdes para o sistema do tipo Hamiltoniano. Neste caso, temos o

sistema
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—div(|x|“Vu) = |x|P1 f(|x[,v), x€B,
—div(|x|%Vy) = ]xlﬁzg(\x\,u), x€EB, 2)
u(x)=0=v(x), x€aIB,

com as hipoéteses:

(Hs) Existem fungdes f,g : [0, +o0) — [0, +o0) ndo decrescentes que satisfazem

lim W *HE@
U+v—r-+oo u-+v

(Hg) Suponha oy e 59, com 0 < 6p0 < 1+Lc e so > 0 tais que se 0 < u,v < s entdo

f) +g(u) <oo(u+v).

(H7) Existe s tal que

f(Bagry, (s)) +8(Aairg,(s) < 0(s)
f(B)+%(A) -

para todo s > 5 e todos A,B > 0, onde ¢ : [0, +o0) — [0, +c0) é uma funcdo que satisfaz

400 N+B;
O(s)s> Vo) ds < oo, i=1,2.
1

(LH)" Existem constantes cg,cy >0e 0 <3 < 1 tais que se s > 0 e r € [0,9], entdo temos

f(s) < f(rs) < crf(s)

O teorema que garante solucdo para o Sistema (2) € o seguinte:

Teorema 2.6. Suponha as hipéteses (Hs), (Hg), (H7) e (LH)'. Entdo o Sistema (2) possui

solucdo radialmente simétrica positiva.

Na abertura do Capitulo 2 mencionamos novamente as hipéteses técnicas tratando-as com

mais detalhes. Uma atencdo especial também € dada para o Problema de Autovalor

—div(|x|*V¢) = A|x|Pd, em B
¢ =0, sobre dB,

cuja discussao pode ser vista no Apéndice A.
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No Capitulo 3 consideramos que w3(x) = 1 = wa(x) e
wi(x) = [Vu()P=2 e wa(x) = [Vy()]172,

com 1 < p,g < 2. Perceba que para essas escolhas de fungdes obtemos

[Vv(x)|972Vy) = g(|x],u,v), x€B, 3)
u(x) =0=v(x), X € 0B,

com A,u sendo conhecido como p—Laplaciano de u e A,v conhecido por g—Laplaciano de
v. Baseando-se nas ideias de P. Cerda, M. Souto e P. Ubilla usadas em [4]. Destacamos que
o operador associado a este sistema € ndo linear, caracteristica que difere completamente do
operador associado ao sistema estudado no Capitulo 2.

Neste capitulo temos apenas duas hipdteses técnicas, a saber:

Hg) Existe 0 < 8 < 1 tal que se |x| < deu,v >0, temos
q
w2 < f(lxluv) <OV e ult < g(|xlu,v) < Cul,

onde C é uma constante positiva e valem as seguintes desigualdades entre os expoentes

B (p—1) ((g=2)N+gq)
TISn<GT) T )

N (¢—1) (p=2)N+p)
PRSP T g

(Hg) Existem Gg,s0 > 0 tais que se 0 < u,v < 59 e x € B, temos

F(xl,uv) < co(u+v)' ™" e gllxl,u,v) < oo(u+v)".

Sob as condi¢des que impomos, as integrais

1
m(1-N) m—1

+oo oo N — N—m
/ / <1 + m’c) dr ds, param=p,q,
0 s m—1

sdo finitas, assim fica bem definido A o maximo desses valores.
No fim do capitulo veremos que algumas fungdes com poténcias adequadas satisfazem as

hipdteses técnicas acima. Veremos em detalhes que algo do tipo

f(’X’,M,V) = vm(|x\) € g(|x|7l/lgv> = un(|x|)’
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sob certas condi¢des, tem esses comportamentos desejados.

Antes de mencionar os principais resultados, destacamos que neste caso as funcdes peso
wi,wy dependem, respectivamente, de u,v. Além disso, o operador diferencial principal (que
estd associado ao sistema) deixa de ser linear, fato que difere do estudo dos sistemas do Capitulo

2. Agora sim, com tais hipdteses, os principais resultados sdo:

Teorema 3.2. Suponha as hipéteses (Hg) e (Hg), com

1 1
T T
A (GO +0, ) <1
Entdo o sistemas (3) possui solu¢do radialmente simétrica positiva.

No final de cada capitulo sdo apresentadas algumas aplicagdes para os principais teoremas.

Como fica fécil de perceber, para encontrar as solu¢des dos sistemas supracitados usamos
primordialmente as referéncias [3] e [4], que ndo por acaso também sao as principais referéncias
deste trabalho. No entanto, muitas outras referéncias que estao citadas ao longo do texto tam-
bém tiveram extrema importancia fornecendo resultados fundamentais para as demonstracoes
dos teoremas que precedem o estabelecimento do objetivo final. Alguns desses resultados fun-
damentais foram colocados no Apéndice A juntamente com referéncias que foram uteis para
consulta e revisdo de alguns contetddos, essas referéncias também podem ser encardas como

sugestoes de leituras.



CAPITULO 1

Teoremas de Ponto Fixo em Cones

Neste capitulo vamos apenas estabelecer alguns teoremas de ponto fixo sobre cones, dessa
forma o leitor pode se sentir a vontade, caso deseje, para ir direto para o Capitulo 2, onde co-
mec¢amos as discussoes sobre os Sistemas Elipticos. A titulo de contextualizagcdo, apresentamos
uma visao geral sobre o indice de pontos fixos em cones justificando alguns resultados. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [6] ou [9].

1.1 Retracoes em Cones

Primeiro vamos recordar o grau de Leray-Schauder: seja Q aberto e limitado de um espaco
E de Banach real, F um operador compacto em Q ey ¢ (I — F)(dQ), com [ : E — E sendo a
identidade. Para esses ternos admissiveis (I — F,Q,y) o grua de Leray-Schauder, denotado por

d, associa um valor inteiro que satisfaz as propriedades:
(d1) Normalizagdo: d(1,Q,y) =1 paray € Q;

(d2) Excisdo: se Q; e Q, subconjuntos de &, abertos e disjuntos tais que y ¢ (I —F)(Q\ (Q; U
Q,)), entdo
d<I_F797y) - d<I_F7917y) +d(I_F7QZ7y)’

(d3) Invariancia por homotopia: se 4 : [0,1] x Q@ — E é compacto e y : [0,1] — E é continua
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com y(t) ¢ (I —h(t,-))(0Q) para todo ¢ € [0, 1], entdo

d(I—h(t,-),Q,y(t)) é constante paraz € [0, 1].

(d4) Temos que d(I — F,Q,y) # 0 implica (I — F)~!(y) # 0.

Dizemos que o conjunto ndo-vazio C é um cone em um espaco de Banach E = (E, || - ||)

quando valem as seguintes propriedades
(1) x,yeC=x+ye(C;
(i) A>0,xeC= A eC,

(ii)) xe C\ {0} = —x ¢ C.

Das propriedades (1) e (i1) segue automaticamente que
(I—A)x+AyeC,

para todos x,y € Ce A € [0, 1], ou seja, todo cone C é convexo. Perceba também que 0 é aderente
1

a C, de fato fixado xo € C temos que a sequéncia (1xo) estd em C por (ii) e lim (1x9) = 0.
n

Quando um cone C contém a origem podemos considerar a seguinte ordem parcial
x<y&sy—xeCl,

da qual vamos denotar x £ y quando x <y e x # y. Diremos também que C faz de E um espago
de Banach monotdnico se para todos u,v € C, entéo ||u|| < [ju+v].
Doravante, diremos que uma aplicacdo R : E — E € uma retracao de E sobre o conjunto

C C E ndo-vazio, quando R € continua e satisfaz
(R1) R(E)=C;
(R2) R(x) = x, paratodo x € C,

e neste caso dizemos que C € um retrato de E. Quando C € um convexo fechado temos o
seguinte resultado, cuja ideia € estender a identidade definida em um subconjunto do espaco, a

seguir:
Lema 1.1. Todo convexo fechado C é um retrato de E.

Demonstracdo. Para cada x € E \ C seja By a bola de centro em x com diamB, < dist(B,,C),

isso é possivel quando B, = B,(x) com r = dist(x,C) /6, por exemplo. Dessa forma

E\C= |J B,

x€E\C
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essa cobertura admite um refinamento localmente finito (Up )yca, OU Seja, uma cobertura aberta
localmente finita de E \ C tal que cada U, estd contido em algum em algum B, (sabe-se que
todo espaco métrico € paracompacto, saiba mais sobre paracompacidade em [13] ou [9]). A
cobertura ser localmente finita significa que para cada x € E \ C existe uma vizinhanga V (x) que

intersecta apenas uma quantidade finita de abertos U). Agora vamos definir

[0 sexty e
Plx) = {dist(x,aUx), sexel Wal¥) = Qux)’

HEA

Notamos que Y, @,(x) >0 em E\ C e ), € continua em E \ C, de fato para cada x € E \ C,
escolhendo a vizinhanga V (x) temos que Y, ¢, (x) tem uma quantidade finita de parcelas nao
nulas. Ademais 0 <y (x) < le Yy (x)=1.

Agora vamos definir R : E — E dada por

X, sexcC,
R(x) =
Lava(x)ay, sex¢C,

onde cada ay foi escolhido adequadamente, a saber: uma vez que cada U C B, para algum
z € E\ C, entdo dist(U,,C) > dist(B;,C) > 0, e pela defini¢do de infimo podemos escolher
ay, € C tal que dist(ay,U,) < 2dist(U),C) para cada A € A.

Para este escolha feita, vamos garantir que R € a extensdo continua de /, que por sua vez

deve ser a retragcdo desejada. Naturalmente, notamos que R € uma extensdo de / com
R(E) C conv(C) =C,

desde que C é convexo. Vale também que R € continua no interior de C e no interior E \ C.
Dessa forma, resta provar que R também é continua em dC C C. Seja xy € dC, notemos que se
x € C entdo

IR(x) = R(x0) | = [lxx = o[-

Por outro lado, quando x € E \ C segue-se

IR(x) = R(x0) || = R(x) —xo0]| = ||} wa(x)ar, —xo

A

<Y w0l — ol
A

No caso em que x ¢ U, entdo temos W (x) = 0, dessa forma vamos trabalhar com o caso em
que x € U,. Consideramos z € E \ C tal que U, C B, e assim diam U) < diam B;, além disso

afirmamos que vale a seguinte desigualdade

|x — ay || < dist(ay,Uy) + diam Uj,.
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De fato, para cada n € IN existe y,, € U, tal que
dist(ar, Up) +1/n > [[yn — ap |-
Consequentemente,

[Ix = ap ]l < [lx = yull + llyn — arl
< diam U, +dist(ay,Uy )+ 1/n,Vn € N.

Passando ao limite quando n — 4o, obtemos a desigualdade afirmada, ainda mais, com ela e

recordando que diam B, < dist(B;,C) podemos obter que

|lx —ay || < dist(ay,Uy) + diam Uy,
< 2dist(Uy, C
< 2dist(Uy, C
< 2dist(Uy,C
— 3dist(Uy, C

< 3|}x = xol|

+diam B,
+ dist(B;,C)
+ diSt(U;b,C)

~— ~—  ~— ~—

De onde segue-se que se x € U,, entdo
[lar = xol| < llar, —x[| + [lx = xol| < 4[lx —xol|
Portanto, quando x € U, temos
IR(x) = R(x0) || < llaz, —xo]l < 4}x —xo[-
Conclusao: dado € > 0 podemos tomar 6 = €/4, para conquistar que se ||x —xp|| < & entdo
|IR(x) —R(x0)|| = [[x —x0]| <€quandox € C e

IR(x) — R(x0)|| <4|x—x0|| < €quandox € E\C.
Isto prova que R também € continua em dC. |

Esse demonstragao foi retirada de [6] (Teorema 7.2) que é enunciado de maneira mais ge-
ral, considerando uma aplicacdo continua definida em espacos lineares normados que podem
ser distintos, no entanto nosso objetivo aqui € de apenas estender continuamente a identidade
definida em um cone fechado.

A partir de agora C denotara um cone fechado ao qual, pelo tltimo lema, podemos sempre

considerar uma retracdo R : E — E de E sobre C. Agora vamos melhorar essa retracdo de modo
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que
Lema 1.2. Existe uma retracdo R sobre C tal que R(x) # 0 para todo x € E \ {0}.

Demonstragdo. Inicialmente, pelo lema anterior, vamos considerar Ry : E — E uma retra¢ao
de E sobre C, desse modo R é continua, R(E) = C e R(x) = x para cada x € C. Agora vamos
definir R : E — E dada por

R(x) = Ro(x) + ||Ro(x) — x]||v, com v € C\ {0}.

De imediato ja notamos que R € continua, pois Ry é continua. Ainda mais, desde que v € C
entdo ||Ro(x) —x||v € C e por Ry(x) € C devemos ter R(x) = Ro(x) + ||[Ro(x) — x||v € C, para
cadax € E. Logo, R(E) C C. Ademais, se x € C entdo Ry(x) = x e daf

R(x) = Ro(x) + ||Ro(x) — x|[v=x+||lx — x|[v =x.

Dessa forma, R € uma retracdo de E sobre C.

Finalmente suponhamos que R(x) = 0 para algum x € E, dessa forma temos
Ro(x) = —||Ro(x) — x||v € —C.

Assim Ro(x) € CN(—C), acarretando que Rp(x) =0 e dai 0 = —||x||v. Uma vez v # 0, podemos
concluir que x = 0. Por outro lado, como C € um cone fechado, entdo 0 € C e vale que Ry(0) =0,
logo

R(0) = Ro(0) +[[Ro(0) —0f[v = 0.

Portanto, provamos que R(x) = 0 se, e somente se, x = 0, ou seja R(x) # 0 paracadax#0. W

Com o lema que acabamos de provar, podemos conquistar uma retracao R ainda melhor, no

sentido de que além das propriedades (R1) e (R2) também vale
(R3) ||R(x)|| = ||x||, para todo x € E.
A construgdo dessa retracao € feita na demonstragio do seguinte resultado:

Lema 1.3. Para C um cone fechado em um espago de Banach E, existe uma retracdo de R de

E sobre C tal que ||R(x)|| = ||x|| para todo x € E.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, consideramos Ry uma retragio de E sobre C tal que Ro(x) #

0 para cada x # 0. Agora vamos definir R : E — E dada por

R(s) = 4 TRoGy 0 sex 70,

0, sex =0.
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E imediato que R é continua em E \ {0}. Além disso, desde que Ro(x) € C segue-se que

R(x) =

TRy 0 €€

de onde temos R(E) C C. Bem como, sendo R(0) =0 e parax € C\ {0} termos

x|
R()(X) = wx =

Até agora ja garantimos que R satisfaz as propriedades (R1) e (R2), ainda mais quando
x € E\ {0} entdo

i
R = TRo Gl

IR = | ko) = s

logo R também satisfaz a propriedade (R3).

Por fim, resta garantir que R é continua na origem. Com efeito, seja (x,) uma sequéncia em
E tal que limx, = 0, isto é, dado € > 0 existe ny € IN de sorte que ||x,|| < € para todo n > ny,
com isto !

n>no = [[R(xa) = 0f| = [|Rn ()| = |l <.

Portanto, limR(x,) = 0 = R(0). Da arbitrariedade da sequéncia (x,) podemos concluir a conti-
n
nuidade de R em 0. |

Doravante, pelos lemas estabelecidos até aqui, R denotard uma retracdo de E sobre o cone

fechado C com as propriedades

(R1) R(E) =C,

(R2) R(x) = x, paratodo x € C,
(R3) ||R(x)|| = ||x||, para todo x € E.

Sejam Q um subconjunto aberto no cone C, R uma retracio de E em C e f : Q — C um

operador compacto tal que x # f(x) para todo x € dQ2. Desejamos mostrar que o terno
(I_ (fOR),R_l(Q)7O)

¢ admissivel, isto €, podemos calcular o grau de Leray-Schauder. Fato que € garantido por
Lema 1.4. Temos para Q,R e f que:

(a) QC R7Y(Q);

(b) z# (foR)(2), para todo z € R (Q);

(c) sez=(foR)(z), entdo z € Q.
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Demonstragcdo. Sendo € aberto relativo em C, podemos escrever 2 = CMA para algum aberto
A de E. Veja que como R é continua, entdo R~ (Q) é um aberto em E e limitado uma vez que

R satisfaz (R3). Ademais valem as igualdades
Q=CNR'(Q) e 9Q=0R (Q)NC (Fronteira Relativa).
De fato, quando x € C e x € R™1(Q) entdo
x=R(x) €Q,

e por outro lado quando x € Q C C temos x € C e R(x) = x € Q. Logo, valem CNR~1(Q) C Q
e Q C CNR Q). Assim, Q C R~!(Q), garantindo a validade de (a). Ademais, para fronteira

relativa 9Q = dR~!(Q) NC, temos: se x € IQ fronteira relativa, entio existem sequéncias
(x,) CQ e (yn) CC\Q

tais que limx, = x = limy,. Daf, R(x,) = x, € Q e assim x, € R~'(Q), para cada n € IN.
Por outro lado, y, € CNQC, donde y, € R~1(Q) e assim y, € (R_I(Q))C, para cada n € IN.
Concluindo que x € R~ (Q) N C e assim vale IQ C IR~ (Q) NC. De maneira similar segue a
inclusdo contréria.

Observe que esta bem definida a aplicagdo foR: R_I—(Q) — C, uma vez que vale a inclusdo

R-1(Q) c R71(Q). Com efeito

CR Y Q), w, —x
ceQcCcC,VneN,w, —»x
€Q,Vne N, R(w,) — R(x)

U
/\E/-\A

=

S
m\_/v\./

Mais ainda, se z= (foR)(z) € C, entdo z € C e consequentemente z = R(z), donde z = f(z)
e portanto z € 2. Com isso provamos (c).

Por fim, para garantir (b) basta usar que z # f(z) para todo z € dQ juntamente com a igual-
dade 0Q = dR~!(Q) NC. De fato, vale a implicagio

2# f(R(z)),VR(z) €0Q =0R ' (Q)NC =

z# f(R(z)),Vz=R(z) € aR*I(Q).
[ |

Com este resultado podemos calcular o grau de Leray-Schauder de (I — (foR),R~(Q),0).
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Com efeito, ja sabemos que R~!(Q) é aberto e limitado e pelo lema acima garantimos que
I# (foR) em 0R™!(Q). Resta apenas notar que foR : R~1(Q) — C é compacto. De fato,
seja (x,) C R~1(Q) limitada, digamos ||x,|| < M para todo n € IN, com M > 0. Ja vimos que

R-1(Q) c R71(Q), dessa forma (x,) C R~ (Q) e assim
R(x,) € Q,Vne .
Ainda mais, pela propriedade (R3) temos
IR(xn)[| = [[xa]| <M, Vn € N.

Logo, pela compacidade de f, existe (R(xy;)) subsequéncia de (R(x,)) de tal sorte que a sequén-
cia

F(R(xn;)) = (f 0 R) (xn))

¢ convergente. Portanto f o R é compacto.
Além de tudo isso, a boa noticia é que o cdlculo do grau de Leray-Schauder independe da

retragdo R considerada, isto &,

Lema 1.5. Sejam R e R| duas retracoes satisfazendo (R1), (R2) e (R3), f um operador compacto
tal que f(x) # x para todo x € 0Q. Entdo

d(l_ (foR),R_l(.Q),O) = d(l_ (fOR1)7R?1(Q)7O>'

Demonstragdo. Sendo A =R~1(Q) ﬂRl_l () um aberto contendo Q, por (a) e (b) do Lema 1.4
temos
2# (foR)(2),Vz€dR(Q) e z=(foR)(zx)=z€QCA.

Dai,

2# (foR)(2),Vz€ R71(Q)\A.

Consequentemente 0 ¢ (I — (foR)) ™! (R_ Q) \A) e pela propriedade da excisdo do grau de

Leray-Schauder temos
d(I—(foR),R"1(Q),0)=d(I— (foR),A,0).
De maneira andloga obtemos
d(I—(foR1).Ry'(Q),0) =d(I - (foR1),A,0).
Desse modo, nosso trabalho se resume a provar que

d(I—(foR),A,0) =d(I— (foR)),A,0).
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Para tanto, considere a homotopia & : [0,1] x A — E dada por
h(t,2) = 1f(R(2)) + (1 = 1) f(R1(2))-

Notamos que 4 é compacta e se z— h(t,z) = 0, entdo
z=1f(R(2)) + (1 -1)f(Ri(z)) €C,

uma vez que f(R(z)) € Ce f(Ri(z)) € C. Dessa forma, R(z) = z=R;(z) e assim

z=tf(z)+(1—1)f(z) =tf(z)+ f(z) —1f(2) = f(2).

Desde que z # f(z) para todo z € dQ, deve seguir que z € Q e assim z ¢ JA. Concluimos que
0¢ (I —h(t,-),0A) para cada t € [0, 1]. Finalmente, observando que

I—h(0,-)=1—(foR;) e h(l,-)=I—(foR),
segue da propriedade (d3) que

d(I—(foR),A,0) =d(I— (foR}),A,0).

Pelo que vimos anteriormente isso encerra a demonstracao. [ |

1.2 Indice e Teoremas de Ponto Fixo

Finalmente apds toda essa formalizagdo podemos definir bem o Indice de Ponto Fixo em
Cones: considerando C um cone fechado no espago de Banach E, definimos o conjunto admis-

sivel
Yc = {(f,Q) : Qaberto limitado, f : Q — C compacto tal que x # f(x) em 9Q} .
Agora definimos o indice de ponto fixo no cone C como sendo i : ¥c — Z e dado por
i(f,Q) =d(I—(foR),R(Q),0),

onde R € uma retracio de E sobre C com as propriedades (R1), (R2) e (R3). Note que este grau
independe da retracdo R tomada, fato que € garantido pelo Lema 1.5.
Fixe a notacao
C,=B,(0)NC={xeC; x| <r}.

Um fato admirédvel € que o indice de ponto fixo em cones herda propriedades andlogas a (d1),
(d2), (d3) e (d4), a saber



1.2. Indice e Teoremas de Ponto Fixo 16

(i1) i(0,C,) = 1;

(i2) Quando Q e ©; sio subconjuntos disjuntos de Qe QN C Q, QI NQ, C Qe f(x) #x
em Q\ (Q;NQ,), entdo
1(f7Q) = 1(f791)+1(fag2)’

(i3) Se h:[0,1] x Q — C é uma homotopia compacta e x # h(t,x) em x € 0, entio
i(h(t,-),Q) é constante parat € [0,1].

(i4) Temos que i(f,Q) # 0 implica que f tem ponto fixo.

A justificativa da propriedade (i1) é automaética. Para mostrar (i2) usamos as propriedades
da imagem inversa para notar que R~!(Q;) e R~!(Q,) satisfazem as condi¢des mencionadas
em (d2), observando que se x € R-1(Q)\ (R™1(Q1) UR™!(Qy)), entdo, por (c) do Lema 1.4,

deve valer x # (f o R)(x) e assim

i(f,Q) =d(I—(foR),R"'(Q),0)
=d(I—(foR),R™"(Q1),0)+d(I - (foR),R™"(Q2),0)
=i(f, Q) +i(f,Q2).

Provamos (i3) notando que A(z.-) o R é compacto para cada t € [0, 1] e, pelo item (b) do Lema
1.4,1+# h(t,-)oR em OR~(Q) para cada t € [0, 1], segue entdo de (d3) que

d<1_ (h(t7 ) OR)’Ril(‘Q‘)aO) = l(h(tv )aQ)
¢ constante com ¢ € [0, 1]. Por fim, para provar (i4), notamos que
0 7£ l(f,Q) = d(I_ (fOR)aRilv())'

Logo, por (d4), segue que (I—(foR))™'(0) # 0, assim existe x € R~'(Q) de tal sorte que
(I—(foR))(x) =0, consequentemente

x=1(x) = (foR)(x) = f(R(x)) € C.

Portanto vale x = f(x).

Agora sem mais delongas, veremos alguns teoremas usando essa teoria:

Teorema 1.1. Sejam E um espaco de Banach monoténico, um cone C C E, F : C, — C uma

aplicag¢do continua e compacta tal que existam 0 < p < r satisfazendo

(a) ||F(x)| < ||x|| para todo x € C com ||x|| = r;
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(b) ||F(x)|| > ||x|| para todo x € C com ||x|| = p.
Entdo F possui um ponto fixo x tal que p < ||x|| < r.

Demonstracdo. Da condicdo (a) se ||x|| = r entdo
[lx = F @) = [[[}xll = 1F )] >0,
assim x — F(x) € C\ {0}. Ainda mais para cada ¢ € [0, 1] temos
[2F Q)| = e[ F ()| < [[F (o)} < [l
de onde x # tF (x). Consequentemente,
i(F,C,) =i(tF,C,) = i(0,C,) = 1.

Agora vamos calcular i(F,Cp). Para isto, seja 6 = sup{F (x); x € Cp } e fixemos ¢ € C tal que
||| > 6+ p. Ademais, considere a homotopia H : [0, 1] x C — C dada por H(t,x) = F(x) +t¢.
Vejamos que H é uma homotopia admissivel. De fato, como o cone C faz de E monot6nico e

usando (b), para ||x|| = p temos
Il < IE Q| < [[F (x) +16]], v € 0, 1].
Portanto i(H(t,-),Cp) € constante em [0, 1]. Ainda mais, como
lx = F Q)| < [lx][ +[1F &) < p+o <ol

ou seja, x # F(x) + ¢, para todo ||x|| < p. Isto mostra que i(H(1,-),Cp) = 0. Assim, podemos

finalmente notar que

0=1i(H(1,-),Cp) =i(H(0,-),Cp) =i(F,Cp).
Portanto, usando a propriedade (i2) temos

i(F,C/\Gp) =i(F,C,) —i(F,Cp) =1-0=1.

Logo, por (i4), existe p < ||x|| < r um ponto fixo de F. |
Com argumentos similares demonstramos que

Teorema 1.2. Seja E um espaco de Banach, 0 < p < r, um cone fechado C CE e F : C, — C

uma aplica¢do compacta e continua tal que

(a) tF(x) # x para todo ||x|| =ret €[0,1];
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(b) existe v € C\ {0} tal que x — F (x) # Av para todo ||x|| = p e L > 0.
Entdo F tem um ponto fixo x tal que p < ||x|| < r.

Demonstracdo. Da hipétese (a) temos que h(z,x) = ¢tF(x) é uma homotopia admissivel, logo
1(F7Cr) = l(h(17)7cr) = l(h(07)vcr) = 1(07Cr) =1

Por outro lado, da hipétese (b) temos H (A, x) = F(x) + Av também é uma homotopia admissivel.
Dai,
1(F7Cp) = 1<H(Oa ‘)7Cp) = I(HO\G '):Cp)7 VA > 0.

Como F(Cp) € limitado, existe 6 > 0 tal que ||F(x)|| < o para todo ||x|| < p. Observe que para
||lx|| < p temos
lx = F)[| < lxl[ + IF (&) < p+0 <Aollv] = [[Aov]

para Ay suficientemente grande, ou seja, x = H(A,x) ndo possui solugdo em C, e portanto
i(H(Ao,-),Cp) = 0. Agora,
i(F,C,\Cp) =i(F,Cr) —i(F,Cp) = 1.
Implicando que
A~ (FoR),R™(C\Gp),0) = 1.
Dai, por (i4), existe p < |x| < r de tal sorte que x = F (x). |

Trocando r por p o resultado é o mesmo e a demonstracdo € feita de maneira andloga. Deste

ultimo teorema também podemos provar o proximo resultado.

Teorema 1.3. Sejam E um espaco de Banach, C C E um cone fechado e F : C, — C uma

aplica¢do compacta e continua tal que existe 0 < p < r satisfazendo
(a) F(x) £ x para todo ||x|| = r;

(b) F(x) % x para todo ||x|| = p.

Entdo F possui um ponto fixo tal que p < ||x|| < r.

Demonstra¢do. A condigdo (a) implica que se ||x|| = r, entdo x — F(x) € C com x # F(x).
Assim,
x—tF(x)=x—F(x)+(1—1)F(x) e C\{0},Vr €]0,1],

mostrando que vale a condicao (a) do Teorema 1.2.
Ja a condigdo (b) implica que se ||x|| = p, entdo F(x) —x € C\ {0}. Neste caso, fixado

qualquer v € C ndo nulo, temos

F(x)+A—x=F(x)—x+Ave C\{0},VA>0.
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Logo, também vale a condicdo (b) do Teorema 1.2. Portanto o resultado segue. [

Para finalizar, também apresentaremos a demonstragao do Teorema do Ponto Fixo de Kras-

noselskii, o leitor também pode encontrar o sketch dessa demonstracdao em [14]:

Teorema 1.4 (Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii). Sejam C um cone em um espaco de

Banach E = (E,||-||), F : C — C um operador compacto tal que F(0) =0, e

(a) existe algum r > 0 tal que x # oF (x), para todo ||x|| =rec € [0,1];

(b) existe uma homotopia compacta H : [0,1] x C — C tal que H(0,x) = F(x), para todo x € C;
(c) existe R > r tal que H(C,x) # x, para cada ||x|| =R e { € [0,1];

(d) H(1,x)# x, para todo ||x|| < R.

Entdo, F tem um ponto fixo tal que x € C e r < ||x|| < R.

Demonstragcdo. Considere as notagdes ja usadas nos resultados anteriores. Pela hipé6tese (d) ja
podemos obter que

Ademais, temos que H é uma homotopia compacta com H(0,-) = F pela hipétese (b). Além
disso, segue de (c) que
x# H(C,x),Yx € dCg,t €[0,1].

Logo, pela propriedade (i3) do indice de pontos fixos em cones temos que i(H(C,-),Cr) é cons-

tante para todo { € [0, 1]. Implicando que
i(F,Cgr) =i(H(0,-),Cg) =i(H(1,-),Cg) = 0.

Por outro lado, considerando a homotopia compacta h(z,x) = tF(x), segue-se que tal homo-

topia € admissivel e que vale
i(F,C,) =i(h(1,-),C,) =i(h(0,-),C,) =i(0,C,) = 1.
Por fim, juntando todas as informag¢des obtidas e usando a propriedade (i2), deve valer que
i(F,Cgr\C,) =i(F,Cg) —i(F,C,) =0—1=—1.

Consequentemente, por (i4), F tem um ponto fixo em Cg \ C,, ou seja, existe x € C tal que
F(x) =xcomr < ||x|]| <R. |

Observacao 1.1. Destacamos que neste ultimo teorema, ndo necessariamente a homotopia H
precisa estar definida em [0, 1] x C, também é possivel considerar H definida em [0, p| x C,

desde que H ainda seja compacta, H(0,u) = F(u) e que H(Co,u) # u para qualquer ||u|| <R.



CAPITULO 2

Sistemas Elipticos Envolvendo Divergente com Peso

2.1 Hipoéteses Técnicas
De acordo com as ideias de [3] vamos resolver o sistema eliptico

—div(|x|* Vu) = |x|P1 f(|x|,u,v), x€ B,
—div(|x|%2Vv) = |x|P2g(|x[,u,v), x€ B, (2.1)
u(x) =0=v(x), x€9IB,

onde B = {x € R" : |x| < 1}, os expoentes satisfazem B; —a,; > —2 e P — 0tp > —2, € as
ndo-linearidades
f,8:10,1] X [0,400) x [0,400) — [0, 4-00)

sdo fungdes continuas.
Estamos interessados em estabelecer a existéncias de solu¢des radialmente simétricas e po-
sitivas para o Sistema (2.1). Para tanto, vamos estabelecer algumas hipéteses fundamentais.
Para listar as hipGteses precisamos conhecer as fungdes a; : (0, 1] — [0, +e0) dadas por
rZ—N—(X,' -1

i=1,2.

“=Nia—2 =h
1

Podemos notar que a; sdo fungdes continuas, injetoras e definidas em um intervalo da Reta.

Dessa forma, existem as fungdes inversas rq, : [0,4c0) — (0, 1], cujas leis de formacdo sdo

20
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dadas por
1
ro,(t) = (1 4+ (N+o; —2)t)2-Wre) - j =12,
Observacao 2.1. Consideramos que os expoentes 2 — N — ;, para i = 1,2, sdo negativos.

Também € importante notar que a; € rq, 30 funcdes decrescentes. Ademais, serd util conhe-

cer a derivada de rq,, assim calculamos

d 1 [
76, (6) = gyou®) = gy (1 (V4 0y = 20 0T T (N 0y 2)

N+o;—1

=—(1+(N+o;—2)r)> W)
=t ), i=12.

Em alguns momentos no decorrer do texto serd usado que, para 0, > 01, temos que as compo-

sicoes de fungdes arrgy, € arq, valem
arro,(s)>s € s> airg(s),

para todo s suficientemente grande. De fato, perceba que para s suficientemente grande as

fungdes a; e rq, se comportam como poténcias, por exemplo:

) 2-N—-0op 2-N—0p
asro, (s) ~ (SZ(NHH)) =52 Vro) > g

para o caso em que O > 0(;. De maneira similar obtemos a segunda desigualdade.
A titulo de curiosidade, apesar dos graficos ndo serem usados nas demonstragdes, conhecer
os graficos de a; e de rq, pode auxiliar no melhor entendimento do leitor, assim como foi para

os autores deste trabalho, a saber:

Iy ry

a; o,

Tendo em mente os esbogos dos graficos de a; € rq;, ndo € dificil se convencer de que

SETooaer“ (5) = oo = SETwalraz (5). (2.2)
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Continuando, vamos considerar que existem f,g : [0, +o0) X [0, +o0) — [0, +o0) funcdes
crescentes no sentido de que fixado v > 0 a fungdo u +— f(u,v) é monétona ndo-decrescente e
fixado u > 0 também tenhamos que v — f(u,v) é monétona ndo-decrescente. Isto equivale a

termos f(u,v) < f(u1,v1) quando (u,v) < (u1,v1), ou seja,

f(uvv) < 7(”17‘}) < 7(”17"'1)

onde u <wujev<vyy.
Sabendo que B; —a; > —2 e B, — o > —2, considere A; € A1 os primeiros autovalores,

respectivamente, associados aos problemas de autovalor

—div(|x|*"1V¢) = k|x|?¢, em B . —div(|x|2Vy) = Ax|Py, em B
¢ =0, sobre dB vy =0, sobre dB

dos quais consideramos ¢; > 0 e y; > 0 autofungdes associadas a A; e A, respectivamente.
Ainda mais, existe ¢ > 1 de tal sorte que 6101 < W < 60; (veja o Apéndice A).

Finalmente, vamos admitir as seguintes hipoteses:

(Hy) Temos B
i T0) 4800
u+v—r-+too u-+v

que € equivalente a: para qualquer M > 0 existe ¢ > 0 tal que

F(u,v) +8(u,v) > M(u+v) — ¢, Yu,v > 0.

(Hy) Existe s tal que

J(As Bazra, () +8(Aarra(s).Bs) _ o
7(A,B)+3(A,B) N

para todo s > 5 e todos A,B > 0, onde ¢ : [0, +o0) — [0, +c0) é uma funcdo que satisfaz

+oo N+B;
27<N+0"> [ole) | —
) 5~
o(s)s i) ds < + i=1,2
1

(H,) Para A = min{A;,A;}, supomos que existem Gy e s satisfazendo

A
O<opo < —— >0
0 l+o € 3o ;

onde o > 1 verifica G_]¢1 <y < 06¢y, e tais que se 0 < u,v < 59, entdo

Sxl,u,v) + g(lxl,u,v) < o0(u+v).
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(LH) Existem constantes cr,c, >0e 0 < 8 < 1 tal que se r € [0,9], entdo

Ffu,v) < flru,v) < Cff(u,v), Yu,v>0

g(u,v) < g(ru,v) <cgg(u,v),Vu,v > 0.

Observacao 2.2. A hipétese (H») vale caso tenhamos

= 0 uniformemente, onde r € [0, 1].
u+v—0t u-+v

Observacao 2.3. Ao longo da préxima secdo, em decorréncia das mudangas de varidveis usa-

das, aparecem as fungdes

2N+Oti+Bi72

Gi(s) = (1+ (N+0;—2)s) ZWre | =12,

Essas funcdes possuem propriedades muito importantes para os resultados da préxima sec¢ao,
que diz respeito a estimativa a priori. Além de que destacamos uma importante relagdo das
funcdes G; com a hipétese (Hy), que em verdade serd a maneira com a qual a hipétese (Hy)
serd usado nesse trabalho: para todo s suficientemente grande (G; se comporta como poténcia

de s) temos

+oo +o0 2N+o;+B;—2
/ sq)(s)G,-(s)ds%/ sO(s)s N+ dy
5 5
/q) 2N+aNiE;ll —Hds

N+B;
§/ O(s)s> V) ds < oo,
1

2.2 Estimativa a Priori

Ap6s considerarmos as hipdteses técnicas vamos localizar as solugdes desejadas no seguinte
sentido, supondo a existéncia de solugdes vamos provar que o conjunto formado por tais solu-
coes € limitado.

Primeiro vamos supor que existe uma solugio cldssica (u,v) de (2.1) com u e v radialmente
simétricas, isto é, podemos escrever u(x) = u(r) e v(x) = v(r) onde r = |x|. Para fixar ideias

vamos realizar os calculos com u(x) = u(r):

e dai temos
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Agora, notando que

d , :
_(ral—lu/(r)xj) — r(Xl—lu/(r) +xj po = 1 I/(r)ﬁ —|—u'(r)(0L1 . l)rocl_zﬁ]
axj r r

2

2

X7 x4
= N () N (L d () (o — 1) r 2L
r r

podemos obter

—div(|x|*Vu(x)) = — ai(i‘m_lul(”)xj)

HMZ

=— Nro”_lul(r) —I—ro“_lu"(r)é +u' (r) (o — l)ro‘l_zr—
— [NF N () + P (r) + ! (r) (o — 1)r
—[(N+ay = 1) (r)r -l + % (r)] .
Por outro lado, usando a primeira igualdade em (2.1), notamos que
— [N+ — Did (r)r = 7% (r)] = P f(ru,v).
Daf, multiplicando toda a igualdade por V=, conquistamos
N e y) = — [(N+ay — Dl (r) N2 +rN+a1_1u"(r)] = (PN ()Y,

onde a derivacgdo diz respeito a variavel r.
Realizando um procedimento andlogo ao que foi feito, trocando u por v e f por g, também

obtemos

rN+BZ_1g(r,u,v) = — [(N—i— Oy — 1)v’(r)rN+°°2_2 + rN+°‘2_1v”(r)}
d or—1,/
= (rN+ % (r))
=— (rNjLO‘Z*lv'(r))l.

Com isto podemos reescrever o Sistema (2.1) na forma

—(rNJ“O‘l’lu’(r))/:rNJ“Bl*lf(r,u,v), re(0,1),
— (rN+°‘2_]v’(r))/ = rN+BZ_]g(r,u,v), re(0,1), (2.3)
u(1)=4'(0) =0,v(1) =V (0) =0.

Observacio 2.4. Vamos justificar que #'(0) = 0. Com efeito, tomando arbitrariamente y € R

e definindo a fung@o h(r) = u(ty) podemos notar que 4 é par, pois estamos considerando que u
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é radialmente simétrica. Ademais, & é de classe C! e valem

De onde devemos ter

0 =lim (h(t) —h(0) + h=t) = h(o)) = h'(0) +1'(0) =2/ (0).

t—0

Consequentemente /' (0) = 0, e portanto
0=Hh'(0) = (Vu(0),y).
Desde que y € RV ¢ arbitrario, podemos concluir que Vu(0) = 0.

Agora vamos prosseguir com as mudancas de varidveis

Recordando que

Segue-se

20 =4 [ L)

=—%[ (1 ()7 1)
P 0 g ()P (0) o (e () (N -+ a1 — A2 1)
A ) [ 0 (g 1)

drq,
Dai podemos substituir a primeira igualdade (2.3) nesta tltima igualdade para obter que

—2"(6) = PO o P ) £ (e (8), uray (1)), (e (1))
ran TP f(rgy (1) u(ry (1)), V(e (2)))-

= 061
De maneira exatamente andloga podemos obter
(1) = rg 2 (), (08 (o (1), 4(ry (1) V(7 (1)
vt 1)(rs (1), (e (1)) V(e (1))).

= r(x2

Com estas igualdades podemos reescrever o Sistema (2.3) na forma
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—2(1) = rat P f gy (1), (e (1))
() = ran T (1) g (g (1), ulray (1)), V(ras (1)), 1 € (0,+00),
2(0) = 7 (+90) = 0, w(0) = W/ (++o0) = 0.

Note que as condig¢des iniciais foram obtidas de
2(0) = u(re, (0)) =u(1) =0 e w(0) =v(ra,(0)) =v(1) =0,
bem como de

Z(+e0) = lim Z(t) = lim —u/(rg, (t))rAT "7 (1) =0 e

t—+oo f—>+oo

w(+oo) = lim w'(t) = lim —w/(re,(r))ri®2 1 (t) = 0.

{—>+oo t—-+oo
Observando que

w(azro, (1)) = v(ro,a2(ra, (1)) = v(ra, (1))

Z(alr(lz(l)) = ”(ralal(r(xz(t))) = u(ro, (1)),

e usando a expressdo de rq, vista anteriormente podemos novamente reescrever o sistema ante-

rior na forma
—w'(t) = Ga(t)g(ro, (1), z(a1re, (1)), w(t)), 1€ (0,40), (2.4)

onde

2N+(X1+Bl -2 2N+0¢2+ﬁ2—2

Gi(t) = (1+(N+oy —2)t) =W e Ga(t) = (14+(N+op—2)r) >Vl

Finalmente, integrando as igualdades do Sistema (2.4) e usando os dados iniciais, conquis-

tamos o seguinte sistema de integrais

/ +w G1(1) f(ro, (1),2(7),w(azra, (1)) dtds

S too (2.5)
/ G (0)g(ray (1), 2(arra, (1)), w(t)) deds.
Vamos prosseguir considerando o espago
X ={(z,w) € C([0, +00),R])? tal que z e w sdo fungdes limitadas }
com a norma da soma |[|(z,w)|| = |z]e + |W|. Onde |h|w = suph(t). Definimos o operador

t>0
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F : X — X dado por
F(z,w)(t) = (A(z,w)(1), B(z,w)(1)) (2.6)

onde

A= [ [ 618, (9,200, w(azren (5)) s,
Joo

Blew)(t) = [ [ Ga(0)grus(0) a1 (), wim) s

Observacdo 2.5. E muito importante notar que os pontos fixos do operador F sdo solucdes
radialmente simétricas ndo negativas do Sistema (2.1).

De fato, sendo (z,w) um ponto fixo de F devemos ter
(2(1),w(t)) = F (z,w)(t) = (A(z,w)(1),B(z,w) (1)),
¢ consequentemente deve valer
2(t) =A(z,w)(t) e w(t)=B(z,w)(t).

Para fixar ideias vamos trabalhar com esta primeira igualdade: considere a notacao

+o0
I(t) = /t G1(1)f (re (7),2(1), w(azrq, (1)) )dt
e note que

LML _ L™ 6, 0) (0, (0).200) wlarr (),

passando ao limite quando & — 0, sendo G e f continuas, obtemos

) = Jim “ = = 6 0) (0,200, (e (1))

Assim, podemos aplicar o Teorema Fundamental do Célculo para obter

20)= [ Gi(5)(rey (1), 200) wlazrey () d5 =),

Além disso, pelo que foi visto

() =T'(t) = =G () f (re, (1), 2(t), w(@azre, (1))
De maneira andloga, obtemos que

(0= tim D) G 1)1, ). 2larman (1)) (1),
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Dessa forma z e w s@o solucdes do Sistema (2.4) e, consequentemente, sdo solucdes de (2.1).

Observacao 2.6. Outra fato importante também justifica a escolha das desigualdades [3; — o; >
—2. De fato, dela valem

N+B; N+ B;
— >l — < -1 <0.
N+o;—2 2—(N+ay)
Ainda mais, vale
N+ 2+Bi—o
—+1<0= —— <0.
2—(N+a) 2—(N+o)

Esta estimativas v@o nos ajudar a provar que o operador F' estd bem definido e € compacto.
Lema 2.1. O operador F é bem definido e é completamente continuo.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que

~+o0 ~+o0
/ (/ G,-(t)dr) ds < +oo, i=1,2.
0 s

Com efeito, vale que

oo b
/ Gi(t)dt= lim [ Gi(t)dt
N

b—roo Ky
b 2N-+o;+B; -2
=1lim [ (1+(N+o;—2)1) =M dr
b—yoo Ky
WraptBi=2 7 (b
. 1 (I+(N+o;—2)1) >Nto)
= jim N+to—2 N+oBi—2 |
’ (Vo) T ;
. 1 2— (N—I—OC,) N+B; b
=1 1+ (N+o;—2)t)2 Vi)
ﬁﬂ[N+m—2 Nip (W=7 )
De onde, obtemos
" Gityd=— 1 Ly 2)b) T L 2)5) 0
(T)dT = — lim +(N+o; — —(N+oy) | + (N+o; —2)s) 2N+
[ G e fim |1 (V-2 g+ (V4= 2)9
1 N+B;

1+ (N+oy;—2)s)2Wre),
vp )s)

Aqui usamos a relagdo entre o; e [3; vista na Observacgdo 2.6. Agora com esta igualdade prosse-
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guimos
+oo —+o0 +oo 1 N4B;
/ ( Gi(T)dT) ds = (1+ (N +o;—2)s)> Mo ds
0 s o N+B
N+B;
1+(N+o;,—2 ~Ntoy) ]
,HOO/N Bl( + (N + )s) 2 s
N+B; 41 b
~ lim | — I (0 (VAo —2)s)> e
b ] | — N+Bi
3 1 1 2_ (N‘l‘al) 2+Btf i b
=1 14+ (N+o;—2)s)2r Vo)
bgg’ _N+BiN+OCi—2 2+Bi—0€i ( +( T )S) 0
| 1 (1+( pe =l
= lim | — 1+ N+O€'—2s2—N+0‘i}
boeo | (N+Bi)(2+Bi— o) ‘ .

1 .
T INIB)C B ST 1,2.

Aqui usamos novamente as estimativas vistas na Observacao 2.6. Dessa forma, o operador F
estd bem definido.

Prosseguimos provando que F ¢é continuo: seja (z,,w,) uma sequéncia em X tal que
12y wn) =

(z0,wo)|| — 0 quando n — oo, para algum (z9,wp) € X. Agora observe que

|F (20 wn) (2) = F (20, w0) (1)] = [ (A2, W) (1), B(20, W) (1)) = (A(z0,w0) (), B(20,w0) (1))
= [(A(zn, wn) (1) = A(20,w0) (t), B(zn, Wn) (1) — B(20,w0) ()]
< |z, wn) () = A(20,w0) (1) ] + | B(zn, wa) (1) = B(20,w0) (1)]

Ademais, temos

Atz 0)= Ao O] = | [ [ Gu(EM G (020w (9) s

/ - Gi(t ral 7).z (T),Wo(azrql (1)))dtds

)

/S G1(0) f (e (%), 2a (), wa (@27, (7)) dr
B v/sﬁ><> Gi (T)f(l’(xl (T>7Z0(T)7W0(a2r061 (T))) dt
= [T Irs) ~To(s)las,

ds

onde

La(s) = /S " 610) £ ey (3), 200 Wil a@zre ()

To) = [ G1(R)f (1 (), 20(2), wolazray (%)) .

N
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De maneira inteiramente andloga podemos escrever

~+o0
|B(zn, wn) (1) — B(z0,wo) (1)] < /0 | An(s) = Ao(s)| ds,

M) = [ (08 (8) 2l (9) wa(e) e

Mols) = [ G281 (5) 2ofarres (0), wo () .

Note que da convergéncia ||(z,,w,) — (z0,wo)|| — 0 podemos obter que |z, — zo| — 0 € que
|[Wn — wole — 0 quando n — . Consequentemente, sendo f e g fungdes continuas, podemos
concluir que I',;(s) — To(s) e Au(s) — Ao(s) sdo convergéncias pontuais. Além disso, para

| (znywn)|| < co, considerando
M; =max{f(rt,s):0<r<1,0<t,s<co} e
My =max{g(rt,s):0<r<1,0<t,s<co},

podemos obter que

+oo
Ca(s) < /s G1 (1) f (ro, (1), 20(T), wa(a2ra, (7)))| dT

—+oo
SMI/ G (T) dt, Vs € [07+°°)7
s

com
—+oo ~+oo
Ml/ (/ G (’C)d’c) ds < oo,
0 K
Outrossim,
~+oo
|An(s)| < M, G2(t)dt, Vs € [0, +00),
s
com

~+oo ~+oo
Mz/ ( Gz('c)d*c) ds < +oo,
0 s

Desse modo, aplicamos duas vezes o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
para obter que

oo 00
| ~To@)lds 0 e [ 1@u(5) ~ @o(s)lds >0

quando n — +eo. Com isto, provamos que ||F(z,,w,) — F(z0,wo)|| — 0, garantindo que F ¢é
continuo.
Por fim, resta provar que F' é completamente continuo. Considerando (z,,w,) uma sequén-

cia em X com ||(z,,wy)|| < co, novamente com as constante M e M> definidas anteriormente,
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obtemos as estimativas

t oo
|A(Znawn)(l)| = /0 GI(T)f(r(Xl (‘c),zn(‘c),wn(azml (T)DdeS

N

< /Ot - G1(0)|f (ro, (1), 2n(T), wa(a2ra, (7)) dds

N

oo
<M, / G (t)dtds
0

N

—+o0

—A (20, wn)(t) Gy (T>f(r(x1 (1), 2n(T), W (02’"0(1 (1))dr

dt

' d

t+oo
g/l G1(T)|f(ro; (7),2a(7), wn(aar, (1)) dT

~+o0
<M, / Gi(t)dt.
0

Dessa forma,
(A(zp,wn)) e (%A(zn,wn))
sdo limitadas. Logo, a sequéncia de fun¢des (A(z,,wy)) € equicontinua e equilimitada.

Até este momento podemos usar o Teorema de Arzeld-Ascoli para obter uma subsequén-
cia de (A(zy,wy)) que converge uniformemente em partes compactas de [0, +e0). No entanto,
desejamos uma subsequéncia que convirja uniformemente em toda a semirreta [0, o). A boa
noticia € que podemos alcangar o objetivo desejado usando uma propriedade adicional de que
para qualquer € > 0 existe 7 > 0 de sorte que

~+oo ~+oo
/ ( G,~(1:)dr) ds <e, parai=1,2.
T K

Dessa forma, para cada k € IN exites Ty > k de tal sorte que

Foo oo

/Tk i G (t)dtds < MK

Por outro lado, afirmamos que para cada k € IN a sequéncia (A(z,,w,)) possui uma sub-

sequéncia que converge uniformemente em [0,7;]: de fato, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli

existe INy C IN infinito tal que (A(zn, ws))nen, converge uniformemente em [0, 77]. Novamente

pelo Teorema de Arzeld-Ascoli existe INo C Ny infinito, com n; = minIN| < ny = minIN», tal

que (A(zn,Wn))nen, converge uniformemente em [0,7>]. Prosseguindo com esta construgdo
podemos obter

Ny CINg_yC---CINyCN,

infinitos e com n;_; = minIN;_; < ny = minINy,, tal que (A(z,,w,))nen, converge uniforme-
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mente em [0, 7;|. Dai, para o conjunto de indices
Na={n<m<--<m<--}

afirmamos que (A(z,Wn))nen, converge uniformemente em [0,+o0). Com efeito, para todo
k € N tal que 1/k < €/2, ja vimos que (A(zn, Wn))nelv, deve ser uniformemente de Cauchy em
[0, T;], isto é, existe ng = no(€) € IN de sorte que

|A(zp,wn) (1) — A(zm, wim)(2)] < €/2,V1 € [0,4c0), para n,m € Ny com n,m > ny.
Logo, se t < T} entdo ja temos
|A(zn, wn)(t) — A(zm, wm)(t)| < €/2 < €, paran,m € N4 com n,m > ny.

Por outro lado, quando ¢ > T} notamos que

o0 ~+oo

|A(zpy W) (1) — A(Zg, W) (£)] < |A(zn,wn)(Tk)—A(zm,wm)(Tk)|+2M1/Tk i Gi(t)dtds

<€/2+2M1

2Mk

< &, paran,m € Ny com n,m > ng.

De maneira anédloga, para a sequéncia (B(z,,w,)) podemos construir um conjunto INp ade-
quado de indices de tal sorte que (B(zy, Wn))nelN, converge uniformemente em [0, +oo).
Com as subsequéncias de (A(z,,wy,)) € (B(zn,wy)) obtemos uma subsequéncia de (F(z,,,wy))

uniformemente converge em [0, +0). Assim fica provado que F é completamente continuo. W

A préxima observacdo € bastante importante para os resultados que vem logo a seguir, por
meio dele vamos calcular algumas integrais e realizar estimativas fundamentais nas demonstra-

cdes que seguem:

Observacao 2.7. Serd conveniente saber que
~+o0
/ 1Gi(T)dT < 4o, parai=1,2.
0

De fato, fazendo a mudanga de varidveis y = 1 + (N + o; — 2)T podemos obter

dy

——— =dr T=(y—1
Nto 2 e y—1)

N—l—(Xl'—Z’

ademais T = 0 implica que y = 1 e quando T — 40 entdo y — +oo. Com isto conquistamos que
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2N+B;4-0; -2

+oo +o0 Wiray 2
/ TGi(T)dT = / T (1 + (N—|— (xi — 2)1) 2—(N+oy) dT
0 0

2N+Bj+0;—2 dy

—+oo
— S [ U R 1V A
/1 b )N+0€i—2y N+o;—2

1 +o0 2N+Bi+u,~72+l 2N+B;+0o;—2
- - y 2—(N+o;) —y 2—(N+ay;) dy
2)2 )1

(N+o; —
1 +o0 5 12’+[5i ; 21;+?]<]+ai;2 p
— —(N+a;) —(N+ao;
o) (y g ) ’
i 2N+P;+ay—2 Foo
e ﬁ yZ—III;E(Xl') +1 — y Zt?N:’Ot[) +1
N+o;—2 1
1 24P~y N+B; o
— (y 2—(N+oy) yzf(NJroci) )
(N +0a;—2)> 1

Logo, pela Observacio 2.6 os expoentes do lado direito desta ultima desigualdade sdo negativos,
concluimos que as integrais sdo finitas.
Com esta observagdo segue imediatamente, se (z,,w,) é uma sequéncia em X, entdo para

cada n € IN fixado, podemos considerar
M, = max{f(r,z,t) : (r,z,w) € [0,1] X [0, |za o] X [0, W]},

e assim,

oo +oo
s G f(ra, (t),2n(T), walaare, (T)))dT < M, / G (1)dx.

N

Consequentemente, sabendo pela Observagdo 2.7 que a integral do lado direito da desigualdade

é finita, devemos ter

lim s [ G(%)f(re (5),20(%), wa(asra, (7)))d 0.

s—+oo S

Por razdes andlogas temos

§— o0

~+oo
lim s / G (0)g(ray (%), 20 (@17, (), wa (%) )dT = O,
)
para cada n € IN fixado.

Teorema 2.1. Supondo as hipdteses (Hy), (Hy) e (LH) com 0y = 0. Entdo o conjunto dos

pontos fixos do operador F é limitado, ou seja, existe K > 0 tal que
l(z,w)|| <K, para cada (z,w) € X satisfazendo F (z,w) = (z,w).

Demonstracdo. Vamos supor por contradi¢do que exista uma sequéncia (z,,w,) de pontos fixos
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do operador F tal que ||(z,,wy)|| — 4oo. Como (z,,w,) sdo pontos fixos de F entdo podemos

escrever

a0)= [ [ G180, (). 20(0) walasre (0)dds
i) = [ 626180 (5) 2l (9),wa(5) s,

e dai podemos notar que z,, € w, sdo fun¢des ndo-decrescentes, continuas e concavas.

2.7)

Definido a fun¢ao
0,(t) = 2[zx(t) +wy(7)], parat >0,

podemos notar que 6,(0) =0e

1im 8, (1) =2 1im 2,(1) + lim w, ()| = 2([2le + [wle) > (20, w0

Logo, sendo 6,, continua pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe T, € [0, o) de tal sorte
que
2[zn(tn) +wa ()] = 6, (Tn) = || (zn, wn) -

Afirmagdo 2.1.1. Existe uma subsequéncia de (T,) que converge para +oo.

Para provar a afirmagdo vamos supor

0 < sup{t,} =S5 < +eo
nelN

€ notar que
2(za(S) +wa(8)] = 2[zn(Tn) +wn(Tn)] = || (20, wn) |-

Pela igualdades vistas em (2.7) devemos ter

S oo
2n(S) +wa(S) = /0 G1(7)f(roy (1), 2n(T), wn(azry, (1)) dds

N
S oo
] 6@l (). zularrn (8)).w, (3) dds,
S
Agora, escolhendo T > 0 suficientemente grande tal que
ra; (T) <8 e rg(t)<9d, VI>T,

podemos usar a hipétese (LH ) para obter que

f(zn(8),wa(a2ra, (S))) < f(ro, (S),2a(S), walazra,(S))) e

8(zn(a170,(5)), wa(8)) < 8(ray(5),2n(@170,(S)), Wa(S))-
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Com isto temos

o0

2n(8)+wn(S) = S [f(zn(S), wn(a27a,(S))) +&(an(arre, (S)), wa(S))] /T min{G (1), G2(1) } dt.

Logo, usando que o = 0l devemos ter

> f(Zn(S),wgn(g)):i(jg()S),wn(S))S/T+°°min{G1(T),Gz(T)}dr.

Esta desigualdade é uma contradi¢do com a hipétese (H)). Portanto, a afirmagdo estd provada.
Doravante vamos considerar T,, —> +oo.
Da expressao
2[zn(Tn) +wa(Ta)] = | zn, wa) | = [znleo + [Wn|e

podemos escrever

2an() + ()] = [ [ GO (9 2n(8) wnlazr, (9)) dnds

—|—/O+°°/s+°°Gz(’C)g(l’a2(‘C),Zn(aquz('c)),Wn(»c))dfcds_

Para simplificar os calculos vamos adotar a notacio

)= [ Gi(5) (9Dl () e

0l9) = [ GaDglraa 0,17 (), () .

Desse modo, temos as implica¢des

2 [/Otnhn(s)ds—i—/otngn(s)ds] = /0+mhn(s)ds+/o+oogn(s)ds:>

2/()Tnhn(s)ds+2/otngn(s)ds: /()+oohn(s)ds+/()+wgn(s)ds:>
/()T”hn(s)ds+/ornhn(s)ds+/()Tngn(s)ds+/Orngn(s)ds: /0+whn(s)ds+/0+wgn(s)ds:>
" hy(s)ds — OTn hn(s)ds) + (/O+Oogn(s) ds — /Otn gn(s) ds) =

/Ornhn(S)ds+ /Ofn gnls)ds = | :mhn(s)ds+ / jmgn(s)ds- 238)

Prosseguimos performando integragdo por partes para computar cada uma das integrais

Tn T"l
m(s)as+ [ =
0 0

0
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desta dltima igualdade: fazendo

M=ha(s) _ Jdn=—Gi(s)f (e (5),2a(s), wala2re, () ds
dO =ds 0=s

obtemos

[ (o) ds = ) = [ S1=G1 617 512005 are () s

= ala(50) + [5G (5)f (0 5),20(6), v (5)) s

—+oo

—+oo
| nls)ds = (om0l = [ s[=G1 (0 (e (5). ) wn(aare (5))) ] s

400
= i [sha ()] = Tula (50) & [ 5G1 (1 (6):20(8), wnlari () ds

§—r+o0

= _Tnhn(Tn) +/T+wSG1(s)f(r0C1 (s),zn(s),wn(azral (S)))ds

Note que nesta ultima igualdade usamos os limites calculados na Observacao 2.7.

De maneira andloga, fazendo:

M=gn(s) _ Jdn=—G2(1)g(re, (1), zn(a170 (7)), wa(T)) ds
de =ds 0=s

conquistamos

/oTn gn(s)ds = [sgn(s)]lg" — /OTnS (= G2(1)g(roy (1), 2a(a170, (7)), wa(T)) ds

= agn () + [ G2 (87 (520170 (), () s

[ s = b= [ 1= Gal®glran (0 e (), wa(0)) ds] s

Tn

~+o0
= lim [sgn(s)]—1:,1g,,(1:,,)+/T $G2(1)8(r0, (1), zn(@17a, (T)), wa(T)) ds

§—>—oo

= —taga(n) + [ 5GD)glras(5) 2 (1)), ) s

Novamente usamos a Observagado 2.7.

Substituindo as expressdes obtidas por meio das integragdes por partes na igualdade (2.8),
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segue-se
20, [hn(Th) + gn(Tn)] + /OT" sG1(8)f (ray (5),zn(s), wn(azra, (s))) ds
+/TnSG2(T)8(rocz(T)7Zn(alrocz(f))ywn(f))ds
0
~+oo
= /T sG1(8) f(ra, (5),zn(s), wn(azrq, (s))) ds
o
+ [ 5Ga(08(res(0)2a(a170s (0 wal5) .
E entao

[ 561570, 5), 2060, wn{azr () s+ [5G (D)7 (8) a7 (2)) wa(2) s

oo oo
< /T SG1(8)f (roy (5)2n(s), wn(azra, (s))) ds + 5G2(1)8(r0, (1), zn(@17a, (1)), wa(T)) ds.

Tn

Agora vamos usar que 0.; = 0 e o fato de T, — oo para tomar n suficientemente grande tal

que T, > T > 0 e usar a hipdtese (LH) como feito anteriormente para obter

[5G 5)7@als)wa(s)) s+ [ 5Ga(s)8(an(s),wa5)) ds
oo _ oo
< [ sG] T dst [ sleGeg@ms)ds. @9

Por outro lado, recordando que z, e w,, sdo funcdes concavas, vale

Zn(Tn) — 20 (0) < Zn(s) — z,(0)
T,—0 - s—0

= A= Z"(Tn)s < zu(s)

n

O<s<1,=>

wn(Ty) —wy(0) < wn(s) —wy(0)

O<s< 1T, =
St -0 — 5-0
T
= B,s = W"E ")s < wy(s).
n

Outrossim, ainda pelo fato de que z, € w,, s@o cOncavas, temos

s—0 T,—0
= z,(s) < Zn(Tn)S =Aus

Tn
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wi(s) —wy(0) < Wi (Tn) — wn(0)
s—0 - T,—0
wn(Th)

n

0<T, <s5=

= wp(s) <

s = Bys.

Logo, agora usando a hipétese de que as funcdes f e g sdo crescentes, obtemos da Desigualdade
(2.9) que

7(An,B) / " 5G1(5)ds+2(An, By) / " $Ga(s) ds
T T
oo oo
S/ s [CfGl(S)} f(Aus,Bys)ds + s[cgGa(s)]8(Ans,Bys)ds.

Tn

De onde podemos escrever

f(An,By)
f(An,By) +28(An, By

< /T+wsmax {CfG] (s),chz(s)}

Tn g(Al’th) Tn
)/T SGl(S)dS+7(An,Bn)—|—§(An7Bn)/T sGa(s)ds
?(AnsanS) +§(AnsanS)

f(An,By) +3(An, By)

ds. (2.10)

Considere as sequéncias de nimeros reais

f(A,.B
0<0,=~= f(An, Bn) <1 e 0<

(==]]

n

Passando a subsequéncias de 6,, e 6,,, caso necessario, podemos admiti-las convergentes. Ade-

mais ambas ndo podem convergir para zero, do contrario teriamos

0—hm9n+hm9n—hm(9 +6,) = lim = i
n—soo n—>°°f(Anan)+

Assim, para fixar ideias podemos supor que lim 6, = 6 # 0. Além disso, usando a (Hy) em
n—yoo
(2.10) segue

T T 40
0< Gn/ sGi(s)ds+ Gn/ sGo(s)ds < / smax {CfG1 ,cgGa(s }(])
T T Tn

com a integral do lado direito da segunda desigualdade sendo finita. Consequentemente, tal
integral deve convergir para zero uma vez que T, — —+oo.
Donde deve valer .
Gn/T sG1(s)ds — 0, quandon — oo,
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que € um absurdo pois

Tﬂ

lim6,=0+#0 e lim sGi(s)ds =T #0.

n—oo n—oo Jr
Essa contradicdo encerra a demonstragao do Teorema 2.1. |
Teorema 2.2. Suponha as hipdteses (Hy), (LH), 0y > 04y e (Hy), onde:

(Hy) afungdo f verifica

|

im0V
u+v—+oo Y4y

Entdo, o conjunto dos pontos fixos do operador F é limitado.

Demonstra¢do. Com a mesma notagdo do Teorema 2.1, vamos supor a mesma sequéncia (z,, wy,)
de pontos fixos do operador F tal que ||(z,,wy)|| — . Considere também a sequéncia T, de

sorte que
2[zn(Tn) +wn ()] = [[(zn, wa) |-

Novamente vamos provar que T, — oo, supondo por contradi¢io que sup{T,} < +oo e consi-
nelN
derando 0 < § < +e0 uma cota superior de (T,) que seja suficientemente grande verificando

asrq, (S) > S, isto é possivel pois temos como hipétese que 0y > 0. Desse modo vale
2[zn(S) +wa(S)] = 2 [za(Tn) +wa(Tn)] = [|(Zn, wa) |-

Como visto anteriormente, sendo (z,,w,) pontos fixos do operador F podemos escrever

S) + (S / 7 G (2 f (o (1), 20(%)  w(aor (5))) dds
+ / /+MG2 2(rou (V) 2n(@17a, (1)), wa (7)) dds
> F(zn(S), wal(aare, (S)))S /T ™ min {Gy (1), Ga(¥) L,

onde 7 > 0 foi tomado suficientemente grande de modo que podemos usar a hipétese (LH),

justo como foi feito no teorema anterior. Dai conquistamos

2n(S) +wn(S) > f(2n(S), wa(azra, (S)))S/;w min{G (1), G2(1)} dT,

e assim

7(Zn(‘s),wn<a ’”oc](S))) e
1> Zn(S)+W2n(S) /T min{G1(x),Ga(7)} dr.

Dai, usando que
Clzr(xl (S) 2 S7
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juntamento com o fato de que f é crescente, deve valer que

F(za(S),wa(S)) ., [+ .
2 (8) L wa(S) Sy mindGi(D) Ga(T)} d

1>

Porém isto contraria a hipdtese (Hy). Esta contradi¢do garante que T,, — +-oo.
Com isto e repetindo os cdlculos realizados na demonstracao do Teorema 2.1, usando a

expressdo de T,, obtemos novamente que

/ " 5G1 ()T (2n(s), wn(azre, (s))) ds + /T " $G(1)8 (2 (1704 (5)), Wa(s)) ds 2.11)

T
< /:OOSmaX{CfGMs),Cng(S)} [f (zn(8), wa(azro, (5))) + 8 (za(@17a,(5)), wals))] ds,

com T > 0 suficientemente grande de modo que valha a hipdtese (LH) e n é suficientemente
grande de sorte que T, > T.
Aqui ndo podemos usar que 0. = 0l, no entanto podemos usar que z, € w, concavas: para

fixar ideias vamos trabalhar com w,:

0<s5<T,=0<ayrg(s) <axrg, (T,

= . walazro, (tn)) _ walazro, (s))
= Bui= arrq, (Tn) T axre(s)

= By < wy(azrg, (s)).

De maneira exatamente andloga obtemos

— . zm(arre, (tn))

A, = < .
n 17, (1) < zp(aira,(s))

Por outro lado,

0<t,<s=0 S(ZZV(X](Tn) SaZrOLl(S)
Wn(02r(x1 (S)) < W’l<a2r0(1 (T”)) —B
ara(s) —  axre(Ta) !

= wy(aare, (s)) < Buazra, (s).

Com um procedimento andlogo vem

2n(@170,(5)) < Andi, (s)-

Por outro lado, recordando as estimativas feitas na demonstracio do teorema anterior sabemos
que
0<s<T, = 2zu(s)>An e wy(s)>By
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0<t,<s = zu(s) <Aps e wy(s) <Bys.

Ainda mais, com 0 > 0] € novamente usando que z, € w, sdo concavas segue-se de
azro, (Tn> >T, € T2 ajro, (Tn)

obtemos que A, < A, e B, < B,
Portanto, substituindo em (2.11) todas as desigualdades supracitadas juntamente com f e g

serem crescentes, devemos ter

Tn

7(2,1,3”)/:' sGl(s)ds—i-g(K,,,Bn)/T sGo(s)ds

< /:wsmaX{CfGl (5),¢4Ga(s) } [f(Ans, Bnazra, (s)) +8(Anairay(s), Bus)] ds.

Donde

7(AnS,BnClzl’(x1 (S)) +§(Analr(x2 (S)anS)
f(An,By) +3(An,By)

Tn _ Tn
Gn/ sGl(s)ds+9n/ sGa(s)ds
T T
+

§/ smax {c;Gi(s),cgGa(s) } ds,
T

com

f(AmBn) c 0 g(AnaBn)

n— = n— =

Novamente, faga n — 40 e use que T, — +oo com a hipdtese (Hy) para chegar a uma contra-

dicdo. Com esta contradi¢ao o Teorema 2.2 estd provado. |

2.2.1 Sistemas do tipo Hamiltoniano

Observe que para os sistemas da forma

—div(|x[*Vu) = [P f(|x],v), x€B,
—div(]x|2Vv) = |x[P2g(|x|,u), x€ B, (2.12)
u(x)=0=v(x), x€dB,

as hipéteses (Hi), (H>), (Hy) e (LH) sdo dadas, respectivamente, por: primeiro destacamos
que aqui também admitimos a existéncias das fungdes crescente f,g : [0, +0) — [0, +0), agora
seguem as hipoteses técnicas:

(Hs) As funcdes f e g satisfazem

fv) +g(u)

utv—+teo  y+vy

= 4o
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(Hg) Existe 0 < 690 < 1+Lc e so > 0 tais que se 0 > u,v < 59 entdo

fv)+g(u) <oo(utv),

onde recordamos que 6 > 1 e satisfaz 6~ 19; < y; < 60;.

(H7) Existe 5 tal que B
[(Bazr, (s)) +8(Aa1re,(s))
f(B)+3(A)

paratodo s >5eA,B > 0onde ¢ : [0,4o0) — [0,+e0) é uma fungio que satisfaz

< (s)

+oo N+B;
/ O(s)s> Vo) dg < 4o, i=1,2.
1

(LH)" Existem constantes cg,cy >0e 0 < 8 < 1 tais que se s > 0 e r € [0,9], entdo temos

fs) < f(r.s) <cpf(s)

8(s) < g(rs) <ce8(s).

Relembramos o que foi feito no comego da Se¢do 2.2: admitimos a existéncia de solugdes

radias positivas e com cédlculos andlogos obtemos

— (PN () = N (), 1 e (0,1),
— (el (r) = VR le (), re(0,1),
u(1) =u'(0) =0 =v(1) =v/(0).

Dai, realizando a mudanga de varidveis

conquistamos
=2"(t) = Gi(t) f(ra, (1), w(azre, (1)), t € (0,+00),
—w'(t) = Ga(t) f(ra,(1),z(a170,(t))), t € (0,+o0), (2.13)
2(0) = 7/ (4o0) = 0 = w(0) = w'(+o0),

com

2N+oq+B1 -2 2N+ap 4By —2

Gi(t)=(1+(N+oy— 1)) 2070 e Gy(t) = (1+(N+0p— 1)) = o]

Para 0 mesmo espaco X visto anteriormente vamos definir outro operador £ : X — X dado
por

F(va)(t) = (A(Z7W)(t)7é(z7w)(t))a
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onde R
Acw)O)= [ [ Gi(8)f (e (2) wlaares (7)) drds

N

A ! +°o
Bew(®) = [ [ Ga@)glron(0).2aron (1)) duds.
N
Como haviamos provado anteriormente também temos o seguinte resultado

Lema 2.2. O operador F' é bem definido, continuo e compacto. Além disso, os pontos fixos

deste operador sdo solugoes radialmente simétricas positivas do Sistema (2.12).

Demonstragdo. O procedimento é o mesmo ao que foi feito na demonstracdo do Lema 2.1.

Novamente o fato de N N
/ / Gi(t)dtds < +eo, i=1,2,
0 s

€ crucial para garantir que F estd bem definido, é continuo e é completamente continuo. [

Finalmente podemos estabelecer também o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Suponha as hipéteses (Hs), (H7) e (LH)'. Entdo, o conjunto dos pontos fixos do

operador F' é limitado.

Observacao 2.8. Uma pergunta natural e importante € se podemos usar os Teoremas 2.1 e 2.2
para obter o teorema enunciado acima. A resposta € sim. Para aplicar o Teorema 2.1, basta
considerar que a fun¢do f depende apenas de |x| e v, bem como a fung¢do g dependa apenas de
|x| e u, ademais com consideracdes andlogas as que foram feitas para as funcio f e g, podemos
usar o Teorema 2.1 para concluir que o conjunto dos pontos fixos £ ¢é limitado apenas para o
caso em que O] = 0.

Por outro lado, recorde que no Teorema 2.2 temos (Hs) como hipdtese, que significa

o Ty

— oo,
utv—too Y4y

neste caso ainda que valha (Hs), isto é,

i TOHEW)

u+vy—r-oo u-+v
ndo temos garantia que (Hs) = (Hy), neste caso ndo podemos usar o Teorema 2.2 com 0y > Q1.
De qualquer modo, a demonstracao feita a seguir € valida independentemente da relacio entre

o e dp, bem como independente de uma hipétese similar a (Hy).

Demonstrag¢do do Teorema 2.3. Supomos por contradi¢do que existe uma sequéncia (z,,w,) de
pontos fixos do operador £ tal que ||(z,,wy)|| — -oo. Pela justificativa que ja vimos anterior-

mente podemos considerar T, de tal sorte que

2[zn(t) +wa ()] = [ (20, wa) |-
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Ademais vamos provar que T, — +oo. Admitiremos por contradi¢do que sup{t,} = S é tal que
nelN

0 < § < +oo. Pelo fato de (z,,w,) serem pontos fixos do operador ¥, podemos escrever

array(S) oo
Zn(a1ra2(5))=/0 - G0 (ry (1), walazra, (1)) deds e

arra, (S) [+oeo
walazrey ()= [ [ Gal0g(rs (0 za(arran (0) dds.

Agora escolhemos T > max {azrq, (S),a1rq,(S)} e suficientemente grande tal que rq, (T) < de

ra, (T) < 8 para todo T > T, para usarmos a hipétese (LH)' e obter

airoy(S) e _
217 (5)) +lazr, (9) 2 | G1 (%) (wnlarra, () dads

T
az”(xl(S) oo —
[T [T Gawaatarnss (o)) duds
+

—aira(s) [ "Gy (0)F (walazre, (1)) dr
+oo
t azrg, () /T Ga(D)2(za(a1705(x))) dT

> are, (S) /T+°° G1(T)dT f(wa(Ta))

() [ Gadrg(anla)

desde que S > 1, para cada n € IN e, por (2.2), por exemplo, podemos fazer axry, (T) > S e
airq, (T) > S para todo T > T. Dai, temos

oo _ oo
[l = arrea(S) | G @AT(0a(0) + e (5) [ Ga(0)dng(zan(ra)

Entao
1>

bl

n ) ?(Wn (Tn)) —|—§(Zn(Tn))
2 zu(Th) +wa(th)

onde 1 € a constante dada por

oo oo
1N = min {a1 Yoy (S) Gi(t)dr, azrg, (S) G2 (7) d’c} .
T T

Como esta tltima desigualdade contradiz a hipétese (Hs), entdo provamos que T, — +oo.

Agora, realizamos um procedimento andlogo ao que foi feito nos dois dltimos teoremas,
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usando a expressao de T, e método de integracdo por partes para obter

[ 5G1(5) 1 (5w asrey (5))) s+ [5G (5)8(0 5). 2170 (5))) s

< /T+OOSG1(S)f(ra1 (s), wn(azra, (S)))ds+/:wSGz(S)g(rocz(S)aZn(alrocz(S)))ds-

Desde que T, — +oo, para n suficientemente grande temos T, > T > 0 pela hipétese (LH)',
obtemos

/T " 5Ga(5)F (walazre, (5))) ds + / " SG(8)8 (a7 (5))) ds
o0 _ o0
< / s [¢£Ga(s)] Fwalazra, (s))) ds + / 5[cgGa(5))8(zn(array (5))) ds

—+oo
g/ smax{ch1 , ¢gGa(s } r f(walazro, (s))) +8(zn(arra, (s )))} ds.
Tn

Prosseguimos usando que z, € w, sdo concavas e adotando as nota¢des de B, e A, vistas na

demonstracdo do Teorema 2.2, bem como as estimativas

B, <wy(aare,(5)) e A, <zy(aira,(s)), para0 <s <7,

wn(aara, (5)) < Buazre,(s) e zn(aire,(s)) < Anaire,(s), para0 <1, <s.
Com estas desigualdades e recordando que as funcdes f e g sdo crescentes podemos obter
T

f(By) /Tn sGl(s)ds+§(f_1n)/ sGa(s)ds

T T

< /:ooSmax{CfGl (5), ¢sGa(s) } [f(Buazra, () +8(Anairay(s))] ds.

De onde
O /TTn sG(s)ds+9, /TTn sGa(s)ds
< [ s fesG1(0). e} LB N Qs 0)
onde o o
0, = f(Bn) e 0, — g(An)

f(By) +32(An) b f(Ba) +E(A)

Por fim pela hip6tese (H7) temos

Tn _ Tn oo
en/ sGl(s)ds—f—G,,/ st(s)dsg/ smaX{CfGl( , cgGa(s }(b
T T Tn



2.3. Existéncia de Solucdes 46

Dai usamos que T, — —+oo e ainda da hipdtese (H7) chegamos a um absurdo exatamente como
foi feito nas demonstracdes dos Teoremas 2.1 e 2.2. Com esta contradi¢do o Teorema 2.3 esta

provado. [ |

2.3 Existéncia de Solucoes

Nesta se¢dao vamos usar o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii para demonstrar o prin-
cipal resultado deste Capitulo que garante a existéncia de solu¢des radialmente simétricas posi-
tivas para o Sistema (2.1). Dessa forma, o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii serd nossa
principal ferramenta. Para saber mais sobre este teorema o leitor pode consultar o Capitulo 1,
ou até as referencias [10] e [5]. Nas aplicacdes também usaremos uma outra versdo do Teorema
do Ponto Fixo de Krasnoselskii que também pode ser consultado no Capitulo 1.

Assim sendo, nossa trabalho nesta secdo se resumird a provar resultados que vao verificar
as hipéteses do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii para s6 entdo podermos estabelecer o

objetivo desejado.

Lema 2.3. Supondo a hipétese (H,), o sistema (2.1) ndo possui solugdo para ||(u,v)| < so e
0<opo < Hic

Demonstragdo. Vamos supor por contradi¢do que o sistema (2.1) possui solugdes positivas u e
V COM |Ut]oo, [V]oo < 59 € 0 < G0 < HLG.
Agora vamos tomar 3 = min{B;, B2} e considerar ¢; e y; autofun¢des associadas aos pro-

blemas de autovalores
—div(|x|*1Vo;) = Ay |x[Po;, em B

(2.14)
¢, =0, sobre oB
e A
—div(|x|%2Vy) = Ay |x|Py;, em B (2.15)
y; =0, sobre dB

Para saber mais sobre esses problemas de autovalor o leitor deve consultar o Apéndice A. Vamos
calcular algumas integrais: primeiro multiplicamos a primeira equacao do Sistema (2.1) por ¢
para obter

—div(|x[*1Vu)or = |x[P £(|x],u,v) 1, x € B.

Agora, usando a férmula do divergente do produto de um campo vetorial por uma fun¢ado real
temos
div(|x|*'Vudy) = |x|*'VuVo +div(|x|*' Vi) o, =

—div(|x|*"Vu)d; = —div(|x|* Vud,) + |x|* VuVo,.

Dati, pelo Teorema do Divergente aliado ao fato de que ¢; = 0 sobre dB, obtemos

_ / div(|x|1 Vi) oy dx — / X% ViV, dox.
B B
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Por outro lado, multiplicando (2.14) por u segue-se
—div(|x|* Vo1 )u = Ay |x|Pou.
Donde, novamente pela férmula do divergente menciona a pouco,
div(|x|*'Voiu) = div(|x|* Vo1 )u + |x|*' Vo Vu,
que novamente pelo teorema do Divergente juntamente com u = 0 sobre dB segue-se
— /Bdiv(|x|°Ll Vo )udx = /B 1xX|*'Vé Vudx.
Finalmente com todas essas igualdades estabelecidas e recordando que B < 1, conquistamos
. /B %P1 udx — —/Bdiv(|x|°‘1V¢1)udx
= / |x|*' Vo1 Vudx
B
= /Bdiv(|x|°‘1 Vu)o dx
= [ WPl ) d
< [ IPA(l ) .
Agora, recordando a hipétese (H,) que nos diz que para 0 < 6o0 < ch’ quando u,v < sg entdo
S(lxl,uv) < f(lxl,u,v) + g(|x],u,v) < 00(u+v),

podemos concluir que

K1/|x|ﬁ¢1udx§00/|x|B(u+V)¢1dx. (2.16)
B B

De maneira exatamente andloga repetindo os mesmos argumentos para a segunda equacao

do Sistema (2.1), usando (2.15) podemos obter que

5»1/ ]x]ﬁ\ylvdxgco/ 1x|P (1 + )y dix. (2.17)
B B

Somando as Desigualdades (2.16) e (2.17) devemos ter
M /B xPorudx+ A /B Py vdx < GO/B B () (01 + 1) dx,
e considerando A = min{A;,A;} vem que

x/ %P (o + vy dx < co/ B+ v) (01 + 1) dix.
B B
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Ademais, como 6~ ¢ <y <601 com 6 > 1, temos 601 > ;1 e 6y > iy, daf u(cdy) > uy
e v(oyp) > vy, donde
(u+v)y1 < o(udr +vyi).

Consequentemente valem as desigualdades
x/ xB vy dx < ox/ 3By + vy ) dx
B B

gcsco/B\x\B(u—l—v)((I)l—i—wl)dx

§00(1+G)6/ 1xB -+ V) dx.
B

Como, por (H;) esta tltima desigualdade ndo pode ocorrer pois 6o(1 + 6)o < A, chegamos a

uma contradi¢do. Esta contradi¢do encerra a demonstracao do Lema 2.3. [ |

Como consequéncia do lema logo acima, temos que o operador F ndo tem pontos fixos para
|(z,w)|| < s0e0< o0y <A/(1+0). Ainda mais que isso, para cada 8 € [0, 1] o operador
OF também ndo tem pontos fixos com ||(z,w)|| < so e 0 < 669 < A/(1+G). De fato, caso

tivéssemos
—div(|x|*Vu) = 0]x[P' f(|x],u,v) ou  —div(|]x|*2Vv) = O[x|P2g(|x],u,v),
entdo ainda valeriam as estimativas

M [ 1xPorudx =0 [ P £ (1] uv)udx
< [ WPl v)ond
B

i [ lPyrvdr =6 [ [xPg(lxl.uv)yidx
B B

< [ bPe(iurwiar,

uma vez que estamos considerando 6 € [0, 1]. Portanto, mesmo com a presenga do 8 € [0, 1], o
ultimo lema € valido e, consequentemente, o operador 6F também nao tem pontos fixos com
| (z,w)|| <s0e0<o06yg<A/(l+0).

Prosseguimos considerando o sistema auxiliar

—div(|x|“1Vu) = x[P1 (f(|x],u,v) +7), x€B,
—div(|x|2Vv) = [P (g(|x|,u,v) +7), x€ B, (2.18)
u(x)=0=v(x), xecdB.
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Supondo que u e v sdo radialmente simétricas, juntamente com as mudangas de varidveis

t:ai(r) € Z(l):u(r(xl(t))7w(t):V(r()tz(l))?

realizamos cdlculos andlogos aos que foram feitos no comeco da secao anterior, para reescrever

o sistema auxiliar e naturalmente associar o operador Fy : X — X dado por
FY(ZﬂW) = (A'Y(va)aB'Y(Z?W))v

onde

a0 = [ [ 618 (7000 (0, 20) wlar () + ) s e

Bew)0) = [ [ 6a(8) (400 (0) 2larr () wl0) + 1) s

Além disso, ainda inspirados pela se¢do anterior, podemos notar que os pontos fixos do
operador Fy sdo solugdes radialmente simétricas do Sistema (2.18).

Argumentos andlogos aos que foram vistos na demonstra¢do do Lema 2.1 sdo usados para
garantir que Fy € bem definido, continuo e compacto.

Por outro lado, provamos que:

Lema 2.4. Admitindo as hipdteses (H,)" e (LH), existe Yo > 0 tal que o Sistema (2.18) ndo tem

solugdo positiva para Y > Yo.

Demonstracdo. Considere B = max{P,B2} e ¢; e y; as primeiras autofun¢des associadas,

respectivamente, aos problemas de autovalor

—div(]x|*' V1) = Ai[x[Po;, em B (2.19)
¢; =0, sobre 0B
e .
—div(|x|%Vy;) = A1 |x|Pyy, em B (2.20)
y; =0, sobre dB.

Vamos supor por contradicao que o Sistema (2.18) possui solucdo para todo y > 0. Agora

vamos realizar alguns célculos: multiplicando a primeira equagao do Sistema (2.18) por ¢; vem
—div(|x|“1Vu)dr = 2P (£(|x],u,v) +7)01, em B.

Agora note que
div(o1 |x|*'Vu) = ¢1 div(|x|*' Vu) + |x|*' VuVo, =

—¢1 div(Jx|* Vi) = —div(dq|x|* Vi) + |x|“ VuVo,.
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Aplicando o Teorema do Divergente juntamente com o fato de ¢; = 0 sobre dB, concluimos

- / (|Jx|*'"Vu) oy dx = / x| VuVo, dx.
B B
Por outro lado, multiplicando (2.19) por u segue-se
—div(|x|*' Vo1 )u = Ay |x[P1u, em B.

Ademais,
div(u|x|*'Vo1) = udiv(|x|* Vor) + |x|*' VuV;.

Aplicando novamente o Teorema do Divergente aliado a u = 0 em dB, devemos ter

—/div(|x|“‘V¢1)udx:/]x]a‘VuV(l)ldx.
B B

Portanto, com todas as igualdades estabelecidas temos

7&1/B|x|Bu(|)1dx:—/Bdiv(\x|a‘V¢1)udx
:/\x|°‘1VuV(|)1dx
B
_ _/div(\x|°‘lvu)¢1dx
B
= [ P () + )0
=/|x|51f(|x|,u,v)¢1dx+y/ x|P1o; dx. (2.21)
B B

De maneira exatamente andloga, para a segunda equacao do Sistema (2.18) e (2.20) pode-

mos obter que

5»1/B|x|ﬁv\|11 :/B|x|32g(|x|,u,v)\|11 dx—f—y/B |x|BZ\|11 dx. (2.22)
Da hipétese (LH) temos

fuv) <flruv) e gluv) <glru,v)

para r = |x| € [0,8] com 0 < 8 < 1. Consequentemente, de (2.21) e (2.22) podemos escrever

M [ Puordx> [ [PFev)ordr+y [ [xPonds e
B B B

[ ePoyndx> [ gty de ey [ s

usando também que |x[P < |x[Pr e |x|P < [x|P2 desde que |x| < 1 e B> Bi,B2. Considerando
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A =max{\, il} e somando estas duas dltimas desigualdades obtemos
A [ elPui+vyn)dr = [ 6P P+ 8ev)wn) dery [ [P0+ yn)dr.

Agora, sabendo que 619 < ¢; e 61 < 1, podemos obter

f(u,v)¢1 27(1"7‘})671(1)1 € §(M7V)‘V1 > g(”?‘))cilq)lv

donde vale que

F,v)or +5(u,v)wr > 67" (F(u,v) +5(u,v)) 01

Consequentemente,
A [ Py vy = 07 [ P () +ge) drdr+y [ 160+

Da hipétese (H;)', para qualquer M > 0 dado, em particular quando M verifica 6 'M > GA,

deve existe ¢ > 0 tal que

F(u,v) +2(,v) > M(u+v) — ¢, Yiu,v > 0,
Logo,
A/B|x|B(u¢1+v1|11)dx26_1/B|x|B(M(u+v)—c)¢1dx+y/B|x|B(¢1+\|I|)dx
ot [ WPM(utv)ordr—ole [ [xPordr+y [ 1P+ n)ds
=o' [ [Pt v)ordr—ole [ [xPordr+y [ 1xP(i+n)ax
Por outro lado, como ¢ < 6¢; e Yy < 601, temos
ud +vy; <o(u+v)or,

donde vale
/B 3B (udr +vy1)dx < 6 /B 3B+ v) 1 dx.
E portanto,

GA/|x|B(u+v)({)1deG_]M/|x|B(u+v)q)1 dx—c6_1/|x|5(|)1dx+y/ B (01 +w1) dx.
B B B B

Dai, desde que nossa hipdtese de absurdo € a existéncia de solugdo do sistema auxiliar para todo

Y > 0, podemos considerar que 'y € suficientemente grande, a fim de que valha

cG1/B|x|B(I)1dx<y/B\x\B(¢1+\|!1)dx.
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Consequentemente
GA/ ]x|5(u+v)¢1dx>6_1M/ 1x|P (1 +v)0 dx.
B B

Implicando que 6A > 6~ 'M. Absurdo, pois M > 0 foi considerado satisfazendo 6~ 'M > GA.

Esta contradi¢do conclui a demonstracdao do Lema 2.4. [ |

Deste ultimo resultado, uma vez que as solugdes do sistema auxiliar sdo pontos fixos do

operador Fy, podemos concluir que Fy, ndo tem pontos fixos, isto €,
Fy,(z,w) # (z,w), paracada (z,w) € X.

Por outro lado, quando ¥ < Y entdo podemos garantir que o conjunto dos pontos fixos do
operador Fy € limitado. Este fato € provado em dois resultados diferentes, um quando o = 0

e outro quando 0 > 0Ol1.

Lema 2.5. Suponha as hipoteses (Hy), (Hy) e (LH) com o = 0. Entdo existe C > 0 tal que
| (z,w)|| <C, para todo (z,w) € X tal que Fy(z,w) = (z,w) para todo Y € [0,o).

Demonstragdo. Podemos repetir exatamente os mesmos passos feitos na demonstragdo do Te-
orema 2.1 e chegar ao mesmo resultado final. Porém optamos por usar a Teorema 2.1 que j4 foi

provado: para isto vamos definir as fungdes

f(lxl,u,v) = f(Ixluv) +v e gllxl,u,v) = g(lxl,u,v) +v,  v€[0,7]

e provar que elas satisfazem hipéteses do tipo (Hi), (Hy) e (LH). De fato, considerando as
fungdes f,g : [0,+00) X [0,400) — [0, 400) crescentes dadas pelas hipSteses técnicas (Hy ), (Hy)

e (LH). Agora, notamos que as funcdes

f(uvv) = 7(”}"') +y e g(uvv) = g(”?‘/) +vY

sao crescentes e verificam:

i ) +gwy) L (Fy) ) + @) +Y)

U-+v—r—+oo u-+v U-+v—r—+oo u+v

~+oo

Bem como, partindo da hipédtese técnica (LH ), para |x| € [0, 8] temos

Bu,v) = F () +7 < F(lxl1,v) < ep(F(u,v) +9) = exb(,v), Yu,v > 0

f(ut,v) = 8(u,v) +7 < Z(xl,u,v) < cg(8(u,v) +7) = c8lu,v), Yu,v > 0,
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desde que cr,cg, > 1. Dessa forma ja verificamos que para f e g valem hipéteses do tipo (H;) e

(LH). Ainda mais, usando o] = 0y segue-se que a7, () =S € a|rq,(s) = s, donde

f(As,Bs) + 8(As,Bs) _ f(As,Bs)+g(As, Bs) +2’y f(As,Bs) +g(As, Bs)
f(A.B)+8(A,B)  f(A,B)+g(A,B)+2y ~ f(A,B)+%(A,B)

paratodo s > 1 e A,B > 0. Logo também deve valer uma hipétese do tipo (Hy). Finalmente

pelo Teorema 2.1 concluimos a demonstragao. |

Lema 2.6. Suponha as hipoteses (Hy), (LH) e 0y > 1 com (Hs). Entdo existe uma constante
C > 0 tal que ||(z,w)|| < C para todos (z,w) € X satisfazendo Fy(z,w) = (z,w) com Y € [0,Yo].

Demonstragcdo. Similar a demonstracdo do Teorema 2.2, mas com alguns pequenos ajustes.
Novamente supomos por contradi¢do que existe uma sequéncia de pontos fixos de Fy tal que

| (20, wn)|| = +oo. Com ela obtemos uma sequéncia (T,) verificando

2[zn(Tn) +wa ()] = [[(zn, wa) |-

Repetindo o argumento visto anteriormente, e fazendo ajustes minimos, podemos considerar
que T, — +oo a menos de subsequéncia.

Em seguida realizamos os mesmos passos com a igualdade anterior até obter que
/TTHSG1(S) (f(An,Bn) +7) ds—l—/ sGa(s) (g(An,Bn) +7v) ds
< cf/:oosGl(s) (f(Aps,Bnazra, (s)) +7v) ds+c, /:m sG2(s) (8(Anaira, (s), Bas) +7) ds.
De onde podemos escrever
y/ (G1(s) + Gals ds+/ F(An,Ba)G1 () +Z(An, B)Gals)) ds
< /T 5 (¢1G1(5)F (Aus, Buttares (5)) + ¢Ga(5)g(Antt1 s (5), Bus)) ds
—|—'Y/T+oos (cfGi(s) +cgGa(s)) ds.

Note que se fosse

Y/TT" 5(G1(s) +Ga(s))ds < V/T:ws (cfGi(s)+cgGa(s))ds,

entdo, pela Observacdo 2.7 juntamente com o fato de T, — +oo, teriamos um absurdo. Conse-
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quentemente, deve valer que

/T’cn 5 (F(An, Ba)Gi () + (A0, By)Go(s)) ds

< /+°os (cfGi1(s)f(Ans, Bparra, (s)) + cgGa(s)8(Anairo, (s), Bns)) ds.

E portanto

7@ | " 5G1(s)ds + (A, Ba) / " $Ga(s)ds

< /T+°°smaX{CfG1 (5),¢4Ga(8)} [f(Ans, Buazra, (5)) + 8(Anaira,(s), Bus)] ds.

Daqui em diante prosseguimos como feito no final da demostracao do Teorema 2.2 para chegar

a uma contradicdo. Isto encerra a demonstragao. |

De modo similar ao sistema auxiliar considerado anteriormente, também podemos conside-

rar um sistema Hamiltoniano auxiliar da forma

—div(|x[*1Vu) = [xP' (f(|x.v) +7), x€B,
—div(|]x|%2Vv) = |x[P2 (g(|x|,u) +7), x€B, (2.23)
u(x) =0=v(x), xecdB.
Também deve existir ¥y de sorte que o sistema supracitado ndo tem solu¢do quando Y > 4p.
Ainda mais, sob as condi¢des ||(u,v)|| < so e 0 < 669 < A/(1+ ©) da hipétese (Hg), também
devemos ter que o sistema hamiltoniano auxiliar ndo tem solugdo.

Podemos também associar ao Sistema (2.23) o operador Fy : X — X dado por

A A A

FY(Z’W) = (AY(Z7W)>BY<Z>W))7

onde ¢ e
A0 = [ [ 610) (@) wlazr, (1) +1)drds e

N

Biew0)= [ [ 620 (sras(5) earras () + 1) s

Para o operado Fy também temos o seguinte resultado:

Lema 2.7. Suponha as hipdteses (Hs), (H7) e (LH)'. Entdo existe C > 0 tal que ||(z,w)| < C,
para todo (z,w) € X tal que Fy(z,w) = (z,w) paray € [0,)].

Demonstragdo. A ideia é replicar a demonstracao feita para Teorema 2.3 fazendo apenas alguns
ajustes. Supondo que existe uma sequéncia de pontos fixos do operador F tal que ||(z,, wy)|| —

+o0, novamente tomamos uma sequéncia (T,) de sorte que

2 [zn(t) +wa ()] = [ (20, wa) |-



2.3. Existéncia de Solucdes 55

Passando a uma subsequéncia, caso necessdrio, podemos assumir que T, — —+oo. A partir da

expressao de T, repetimos os célculos feitos até obter

/Trn sG1(s) (F(By) +7) ds+ /TT" sGa(s) (8(An) +7) ds

<cs / :wsGl (5) (f(Bnazro, (s)) +7) ds+cq / :m sG(s) (8(Anaira, (s)) +7) ds.

Aqui repetimos o argumento visto a pouco na demonstragdo do Lema 2.6, notando que ndo

pode valer
Tn +oo
v /T 5(Gi(s) + Ga(s))ds < y / 5(c/G1(s) +cgGal(s))ds,
Tn
para conquistar que

T

7B [ 5Gi(s)as-+ g [ sGals)ds

T T

—+oo - —_
S/r smax{cGi(s),ceGa(s)} [ f(Buazro, (s)) +8(Anaira,(s))] ds.

Daqui obtemos uma contradi¢@o. Portanto o lema esta provado. |
Finalmente, com os resultados estabelecidos até aqui podemos provar que

Teorema 2.4. Suponha as hipdteses (Hy), (Ha), (Hy) com oy = 0 e (LH). Entdo o sistema

(2.1) possui solucdo radialmente simétrica positiva.

Demonstracdo. Vamos garantir que as hipéteses do Teorema de Krasnoselskii sdo satisfeitas,
ou seja, que valem (a), (b), (c) e (d). Primeiro note que estamos trabalhando com o cone (veja o
Capitulo 1)

C={(u,v) €X;u,v>0}.

Sabemos que F(0,0) = (0,0), a compacidade de F foi garantida pelo Lema 2.1 e sua invari-
ancia sobre o cone C vem do fato das fungdes serem nado negativas. Agora vamos considerar
a homotopia H : [0,Y] x C — C dada por H (Y, (u,v)) = Fy(u,v), tal homotopia é compacta,
satisfaz H(0, (#,v)) = F (u,v). Com isto ja verificamos a validade de (b).

Pelo Lema 2.3 temos que (u,v) # CF (u,v) para todo ||(u,v)|| = so e para cada { € [0, 1],
donde vale (a). Ainda mais, pelo Lema 2.5 o conjunto dos pontos fixos do operador Fy €

limitado, assim podemos considerar R > s suficientemente grande de sorte que

H(Y? (u’v)) = FY(”‘?V) 7é (u,v),

para todo ||(u,v)|| =R ey € [0,70], provando que vale (c). Por fim, pelo Yy tomado pelo Lema
2.4, vale que

H(Yov (va)) 7é (u,v),
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para todo || (u,v)|| <R, isto é, vale (d). Portanto o operador F tem um ponto fixo (u,v) € C tal

que so < ||(u,v)|| < R, que é uma solugao radialmente simétrica do Sistema (2.1). |

Argumentando de maneira semelhante também provamos que vale o mesmo resultado quando

oy > o e trocando a hipétese (H;) pela hipdtese (Hy), isto é,

Teorema 2.5. Suponha as hipdteses (H>), (Hy) e 0 > oy com (LH) e (Hy). Entdo o sistema

(2.1) possui uma solugdo radialmente simétrica positiva.

Demonstracdo. A validade de (a), (b) e (d) € feita de maneira exatamente andloga ao que foi
feito no teorema anterior, assim basta mostrar que vale (c). Para tanto, pelo Lema 2.6 também
obtemos que o conjunto dos pontos fixos do operador Fy € limitado s6 que dessa vez fazendo o
uso das hipéteses (Ha), (Hy) e 0y > ouf, logo podemos tomar R > sq suficientemente grande tal
que

H(Cn (u7v)) = FY(M7V) = (u, v)a

para cada ||(u,v)|| =R ey € [0,7)]. Assim também garantimos a validade de (c).
Portanto, existe um ponto fixo (u,v) € C, com sg < ||(u,v)| < R, que é solugdo radialmente

simétrica positiva do Sistema (2.1). |

Estabelecemos também a existéncia de solugdo radial positiva para o Sistema (2.12) do tipo

Hamiltoniano:

Teorema 2.6. Suponha as hipéteses (Hs), (Hg), (H7) e (LH)'. Entdo o Sistema (2.12) possui

solucdo radialmente simétrica positiva.

Demonstragcdo. Similar ao que foi feito nos dois ultimos teoremas. Aqui recordamos que o
operador F' estd bem definido, ¢ invariante sobre o cone C e verifica £(0,0) = (0,0). Seme-
lhante ao que foi feito anteriormente, consideramos a homotopia H : [0,%y] x C — C dada por
H (Y, (u,v)) = Ey(u,v), que j& sabemos ser compacta e satisfaz H(0, (u,v)) = F(u,v). Desse
modo vale (b).

Como mencionamos (u,v) # {F (u,v) para cada ||(u,v)|| = so e { € [0,1], assim também
vale (a). Ademais, pelo Lema 2.7 o conjuntos dos pontos fixos do operador FY ¢ limitado, dai

podemos considerar R > s suficientemente grande tal que

H(y,(u,v)) = Fy(u,v) # (u,v),

para ||(«,v)|| = R ey € [0,70], isso garante a validade de (c).
Por fim, recordamos que 4y foi tomado de modo que o Sistema (2.23) ndo tivesse solugio,

dessa forma vale
H<Y07 (M,V)) = ﬁ'YO (M,V) 7& (M,V)

para todo ||(«,v)|| < R, provando que vale (d).
Portanto, existe um ponto fixo de F' de tal sorte que so < ||(«,v)|| < R, do qual obtemos uma

solucdo radialmente simétrica positiva do Sistema (2.12). [
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2.4 Aplicacoes

Nesta secao apresentamos algumas aplica¢des dos principais resultados demonstrados ao

longo do capitulo, obtendo solucdes radiais positivas para alguns problemas.

2.4.1 Sistema Eliptico envolvendo o gradiente

Primeiro considere o problema

—div(|x|*Vu) = |x|*|Vul? + f(u,v), x€B,
—div(|x[*Vv) = |x|*|Vv|]> +g(u,v), x€B, (2.24)
u(x)=0=v(x), x€9IB,
onde B é a bola unitdriado R" e f,g: [0, 4o0) X [0, +c0) — [0, 4-o0) s@o fungdes continuas. Note
que existe uma dependéncia do gradiente, dessa forma ndo podemos usar nos resultados vistos.

Porém, vamos prosseguir realizando a mudanca de varidveis

{Z:eu_l , (2.25)

w=¢e"—1

para transformar o Sistema (2.24) no sistema

—div(|x|*Vz) = (z+ 1) f(In(z+ 1),In(w+ 1)), x€B,
—div(|x|*Vw) = (w+1)g(In(z+1),In(w+1)), x€ B, (2.26)
z(x) =0=w(x), x€dB.

Com efeito, para fixar ideias vamos trabalhar com a primeira equacdo do Sistema (2.24)
substituindo a mudanga de varidveis z = ¢" — 1 e usando que u = In(z+ 1): primeiro obtemos

que Vu=V(In(z+1)) = 1/(z+ 1)Vz. Com isto, segue-se

1
—div(|]x|*Vu) = —div | [x[*——V
iv(|x|*Vu) iv (|x| — z)

e 1 oz

Z—l—laxj
P |oc 1 0z az+ 1 i ||aaz
z+1)28xjax z+10x; ox;

e L (Y L9 (e
(z+1)2 ox; z+10x; ox;

1
1 div(|x|*Vz).

i
.

= |x[*
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Por outro lado, ainda com u = In(z+ 1), temos

x| Vu|? + f(u,v) = |x|* |Vz]2 + f(In(z+1),In(w+1)).

1
(z+1)?
Com as igualdades obtidas devemos ter

x| V2> + f(In(z+ 1), In(w+1)) = |x[* Vz]? div(|x[*Vz) =

1
(z+1)2 (z+1)2 +1

—div(|x|*Vz) = (z+1)f(In(z+ 1),In(w+1)).

Esta € a primeira equagdo de (2.26). De maneira exatamente andloga procedemos com a
segunda equagdo de (2.24) para obter a segunda equagdo de (2.26). Por fim, desde que u(x) =
0 = v(x) quando x € 9B, segue-se que

z=e"®—-1=¢"-1=0, xcoB
w=e'W_1=¢"-1=0, xcodB.

Isto conclui a afirmacdo feita sobre a obten¢ao de (2.26) usando a Mudanga de Varidveis (2.25).
Agora sim, o Sistema (2.26) estd na forma em que podemos usar os nossos resultados provados,
eles garantirdo solugdes radialmente simétricas positivas, desde que as hipdteses técnicas sejam
verificadas. Por exemplo, neste caso em que ot = 0l = O, é possivel verificar se as hipdte-
ses (H1), (H2), (Hy) e (LH) valem para o Sistema (2.26), para obtermos solugdo aplicando o

Teorema 2.4.

2.4.2 Sistema Eliptico Nao-Homogéneo

Agora vamos considerar o sistema

—div(|x[*1Vu) = [xP' (f(u,v) +na(lx])), x€B,
—div(|x|2Vv) = |x|P> (g(u,v) +mb([x])), x€B, (2.27)
u(x)=0=v(x), x€dB,

onde M é um parimetro positivo, B = {x € RV; [x| < 1}, B —oy > -2 e B — 0 > —2.
Ademais, suponha que a,b : [0,1) — [0,4o0) sdo fungdes continuas e limitadas, e as ndo-
linearidades f,g : [0, +o0) X [0, +00) — [0, +o0) sdo fungdes continuas (que podemos considerar
sendo crescentes, desde que elas podem ser as préprias fungdes f e g, respectivamente) verifi-

cando as hipéteses (Hy), (Hy) €

utv—07t u-+v

—0. (2.28)

Vamos justificar que o Sistema (2.27) tem uma solucdo radialmente simétrica positiva para
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7 suficientemente pequeno. De fato, a primeira solucdo € obtida por meio de um ponto fixo do
operador Fy, : X — X dado por

Fa(z,w)(1) = (An(z,w)(1), Bn (2, w)(1)),

onde

— /Of | oo G1 (1) [f(z(7),w(azre, (7)) +ma(t)] drds,

t ptoo ~
:/o/s G2(1)(g(z(a1ra, (1)), w(t)) +Mnb(T)) dds,

onde @(t) = a(rq, (1)) e b(t) = b(re,(t)). E importante notar que aqui também §é realizado o
mesmo procedimento feito na secao de Estimativa a Priori, supondo a existéncia de solucdes ra-
dialmente simétricas positivas, realizando as mudangas de varidveis vista para obter o operador
Fy que, pelas mesma justificativas vistas anteriormente, € compacto.

Podemos fazer as estimativas
[0 (2, W) | = |An (2, W)]ee + [By (2, w) |eo
Hoo popoeo
:/0 G1(t) (f (z(7), wlazre, (1)) +Ma(t)) dids
Hoo ptoo _
+ [ 6 (el (®) w() +b(r)) duds
Hoo oo Hoo oo
<[] 6@ wlar, (@)dwds +fal.. [ G1()drds
b hen e e
4 / Go (V) a(2(arra, (1)), w(t))dtds + 1Bl /O G (%)dds
—+oo
< [ (elos wlo) +(dmslwlc)] [ [ max{G1(0). Ga(o)hanas
_ Hoo oo
+1 ([l + [B]..) /0 / max{G\ (), G2 (1) }d1ds,
donde podemos escrever
[0 (2, W) < e1(f ([2leo, [Wleo) + 8 (I2]e0, [ W]eo)) 4 €M,
onde
Hoo oo _
e :/O / max{G(1),Ga(t)}dtds e = ([alw+ Bl) c1
Ademais de (2.28) para 1/(2¢;) > 0 existe 8; > 0 tal que se ||(z,w)|| = 8; entdo

(2len 1) + 8002k Wlo) < 52k o) = 5 2 Wl = ok

e dai 5,
C1(f([2]ee, [W]eo) + & (J2o W) < 5.
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Agora, considerando 0 <N < 5= tal que para cada m suficientemente pequeno 0 < m < 1,

devemos ter

10 (2, W) | < e1(f([zlea, [W]eo) + & ([2]eos [W]eo) ) 4 oM

PRI
R C PRN—
2 20

=9
=z w)l-

Por outro lado,

|1Fn(z,w)|| = [An (2, w)|oo + | By (2, W) oo
— /0+°° s+°° G1<’C) (f(Z(T),W(azral (fc))) +T]5(T))d'cds
- /+°o +°°Gz(r)(g(z(alraz(r)),w(r))+n5(1))d1ds

> / " +°°G1 (0)dtds -+ / - +°°Gz )dds
> /0 +°° / " min{G1 (%), Go()} @(x) + b(x) deds
oo oo
>N (mm{a( )} + min {b(t) )/0 /Y min{G (), G2 (1) }dds,

>0 >0

e assim podemos escrever

[Fn(z,w)]| > eam,
onde

>0

¢3 < (gg{a( )} + min {b(7) ) /O +°° / " min{G1 (%), Ga (%) }dds.

Agora desejamos 0 < 8; < §; de sorte que c3n > 81, assim basta considerar &; > 0 tal que
Sl < min{d;,c3n}.

Logo, se ||(z,w)| = &1, entdo

154z w) [ > [z, w) -
Recapitulando, obtemos até aqui 0 < §; < §; tais que
@ [[Fy(z,w)[| < l(z,w)]| para todo [|(z,w)[| = &1

(®) [[Fa(z,w)]| > [[(z, w)|| para todo || (z,w)|| = 8.

Portanto podemos aplicar um dos teoremas de ponto fixo em cones, para obter um ponto fixo

(z1,w1) de Fy, que por sua vez nos fornece uma solugdo (u1,v;) para o Sistema (2.27). O leitor
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pode consulta detalhes deste dltimo teorema no Capitulo 1. A solugdo (z;,w;) depende de M
que pode ser escolhido suficientemente pequeno.
Nao precisamos parar por aqui: considerando a solucdo (uj,vi) associada ao ponto fixo

(z1,w1), note que se (u+uj,v+vy) também € solucdo de (2.27) entdo temos

Pt (f (et g, v+ v1) +maxd)) = — div([x|® V (u+ur))
= —div(|x|* Vu) — div(|x|*' Vi, )
= —div(|x|* V) + [x|P' (f (ur,v1) +ma(lx]))

de onde podemos escrever
[P (F (A ur,v+vy) — Fug,v)) = —div(jx|* Va).
De maneira andloga, podemos escrever
P2 (g (u+ur,v+v1) — g(ur,v1)) = —div(|x[*2Vv).
Entao, se para as funcoes

£(|x|,u,v) = fu+ur,v+vi) — f(ur,v1)

g(|x|,u,v) = g(u+ur,v+vy)—g(ur,vi)

valem as hipéteses (Hy) e (LH ), entdo obtemos uma segunda solugdo resolvendo o sistema

— div(j{“Va) = [P (I ), xeB,
—div(|x|®2Vv) = |x[P2g(|x|,u,v), x€ B, (2.29)
u(x)=0=v(x), xecdB.

De fato as fungdes f e g satisfazem as hipéteses do Teorema 2.4 com 0 = Olp, uma vez que,
notamos sem dificuldade, as hipéteses (H}) e (H,) sdo herdadas das fungdes f e g. Com cons-
trucdes similares € possivel obter situagdes em que aplicamos os Teoremas 2.5 e 2.6 para obter

segundas solugdes.

Observacao 2.9. No Sistema (2.27) também € possivel trabalhar com situacdes em que as

fungdes f e g dependam de |x|, que neste caso temos o sistema na forma

—div(|x*Vu) = [Pt (£(|x],u,v) +na(lx])), x€B,
—div(|x|2Vv) = |x|P> (g(|x],u,v) +b(Ix])), x€ B,
u(x)=0=v(x), x€aB.

No entanto, para encontrar soluc¢do para 1 suficientemente pequeno precisamos de hipoteses
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adicionais. Por exemplo, f, g : [0,1] X [0,+c0) X [0, 4o0) — [0, +00) serem crescentes em todas
as entradas. Outro maneira é supondo que vale a hipétese (LH ). Em ambos os casos, realizando
manipulagdes similares as feitas, para 1 suficientemente pequeno podemos obter 0 < 8 < &
tais que

[En (W)l <[l(zw)ll e [1Fq(z,w)ll > [I(z,w)]l;
para ||(z,w)|| = 8, e para ||(z,w)|| = &1, respectivamente.

Vejamos um exemplo particular:

(a) Sistemas envolvendo somas de poténcias

—div(|x[*Vu) = [x|P (u?' +v8' 4me (%)), x € B,
—div(|x[*Vv) = [P (P2 + v +mea(fx)), xeB
u(x) =0=v(x), x€9IB,
comB;i—a>—-2,1<q,pi1,p2,q91 < ]2\,1[3%, para i = 1,2. Admitindo que cy,c2 : B —
[0, +e0) sdo fung¢des continuas e limitadas. Neste caso temos

(i) Garantimos uma solug¢do positiva quando n = 0;
(i1)) Temos solucao positiva quando 1 > 0 € uma suficientemente pequena.
¢aop q n peq
Neste caso temos
Fluy) =uP 09 e gluy) = uP 2,

e vamos considerar

f(”av) :f(uvv) € g(uav) :g(u,v).

Note que o item (ii) € resolvido como caso particular do que vimos no comego dessa se¢ao.

De fato, temos

N el
B u-+v

< lu+v|P1 N lu+v|  Ju+v|P2 |utv|?
T u+tv u-+v u-+v u-+v

‘f(u,v)+g(u,v)
u-+v

Desde que p1, p2,4q1,92 > 1 podemos concluir que esta dltima expressdo converge para zero

quando u +v — 0, e consequentemente

) )
u+v—0+ u-+v

=0

provando que vale (H;) e a existéncia de soluc¢do para 1 > 0 suficientemente pequeno.

Seguimos provando que vale (i). Para tanto vamos aplicar o Teorema 2.4, desse modo

devemos verificar que valem as hipéteses (Hi), (LH) e (Hy), sendo que jd vimos que vale
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(H»). Naturalmente
fu,v) < f(u,v) < f(u,v), YVu,v > 0.

De maneira andloga
g(u,v) <g(u,v) <g(u,v),Vu,v>0.

Com isto ja temos que vale (LH).

Agora veja que B
f(l/l,V) +§(M,V) o uP1 —+ Y41 + ub2 +vq2
u+v B u+v

como p1, p2,4q1,492 > 1 temos que esta ultima expressao converge para +oo quando u +v —

+oo. Entdo vale (H;). Por fim, para

F@S’Bs) +38(4s, Bs) = (As)P' + (Bs)?' + (As)”? + (Bs)? < P11 4 gP2 D2
f(A,B)+3(A,B) AP! 4 B4l + AP2 + B4 = ;

paratodo s > 0eA,B > 0. Defina

O(s) =P 5T +5P2 457 5 >0

24Pi—a
Note que de p1,q1,p2,92 < Nﬁx_z temos

N—I—B,‘ Z—I—Bi—OC N"’Bi _2—(X—N_

= —1
2—(N+a) N+oa—-2 2—(N+oa) N+a-—2

pi+

e de maneira exatamente andloga

N+B;
N |
ql+2_(N+a) 9

parai = 1,2. Com isto podemos garantir que

o0 N+B;
O(s)s2WH0) < oo j=1,2.
1

Portanto também vale a hipétese (Hy). Com isto aplicamos o Teorema 2.4 e obter uma

solucdo positiva para o sistema visto em (a).

(b) Notamos também que € possivel realizar o mesmo trabalho caso o sistema fosse da forma

—div(|x[*Vu) = [P (ar (|x[)u + by (| +mei ([x]), x € B,
—div(|x[*Vv) = [x|P (a2 (x| )u” + bo (|| )V +mea(al)), x € B,
u(x)=0=v(x), x€9IB,

realizando apenas algumas mudangas nas consideragdes, a saber: com B; —a > —2, 1 <

q2,p1 < 12\,1[3&:(;, parai=1,2, e apenas pz,q; > 1. Admitindo também que ay,as,b1,ba,c1,¢2:
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()

B — [0,+00) s@o fun¢des continuas e limitadas, satisfazendo b;(0),a2(0) > 0 e existe
0 < p < 1tal quea;(r)=by(r)=0parare|0,p]

Aqui temos
f(xlu,v) = ar(|x[)u? + by (v e g(lx],u,v) = ax(|x])uP? + ba(|x])v?,

as quais podemos considerar

fluv)=u' e g(u,v)=v%.

Com tais considera¢des argumentamos de maneira semelhante a que foi feita logo acima
para obter existéncia de solu¢do quando 1 = 0 e também para | > 0 suficientemente pe-

queno.

Sistema envolvendo produto de poténcias,

—div(|x|*Vu) = |)c|Bl (a1 (|x])uPt + by (|x])v1), x€B,
—div(|x|*Vv) = |x[B2(d(|x| uP2v42), xX€eB
u(x) =0=v(x), x€dB,
comfB;—a; > —2parai=1,2,1 < p1,q1 < %:’g parai=1,2¢e pr+¢> > 1. Supondo
também que aj,by,d : B— [0, +o0) sdo fungdes continuas e limitadas com a1 (0),5;(0) > 0

e que existe 0 < p < 1 tal que d(r) =0 para r € [0,p].

Neste caso temos
Flouv) = ar (e + oy (v e gl u,v) = d(fx]uPve.

Para este caso, podemos também por exemplo garantir existéncia de solucdo aplicando o

Teorema 2.4 considerando ol = 0 juntamente com as funcdes

flu,v) =uP' +v1" g(u,v)=0.

Aqui as justificativas das hipéteses (Hi), (LH), (Hy) e (H>) sdo feitas de maneira seme-

lhante ao que ja vimos anteriormente.



CAPITULO 3

Alguns Sistemas p,g-Laplacianos

3.1 Hipoteses Técnicas

Com base nas ideias de [4] usaremos argumentos envolvendo estimativas a priori € mudan-
cas de varidveis para provar a existéncia de solu¢des radialmente simétricas positivas para o

sistema
—Apu= f(|x|,u,v), x€B,

Ay =g(x|,u,v), xeB 3.1)
u(x)=0=v(x), x€dB,

onde 1 < p,q < 2, temos o p-Laplaciano que € dado por
Apu = div(|Vu|P2Vu),
B é a bola unitiria do R" e as ndo-linearidades
f,8 B x[0,400) x [0,400) — [0, 4o0)

sdo fungdes continuas. Vamos considerar as hipoteses:

(Hg) Existe 0 < & < 1 tal que se |x| < dewu,v >0, temos

V2 < () SO e u < gl ) < Cu,

65
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onde C é uma constante positiva e valem as seguintes desigualdades entre os expoentes

3 (p—1) ((g=2)N+gq)
N e ) R G2

P 1< py< (g—1) ((p—2)N+p) (3.3)

(r—1) (N—q)
(Hg) Existem G, s > 0 tais que se 0 < u,v < 59 e x € B, temos

F(xl,uv) < co(u+v)P~" e gllxl,u,v) < oo(u+v)".

Observacao 3.1. Note que a hipétese (Hg) implica na propriedade local de superlinearidade

em +oo, isto é, existe 0 < & < 1 tal que para todo |x| < & temos

i (L) s

U+v—r—+oo (u—i—v)P*l (l/t—l—v)qil

De fato, da hipétese (Hg) para0 < 8 < 1, com |x| < 3 e u,v > 0 temos
V2 flxluv) e ut <g(lxf,u,v),

donde segue-se que

v fday) gl
(u+v)P=1 = (u+v)r-1 (u+v)a=1 = (u+v)a-t"

Assim, sabendo que p—1 < pr e ¢ — 1 < py, quando u + v — 40 devemos ter que u — 40 ou
v — +oo, em qualquer dos casos as desigualdades acima estabelecem o limite desejado.

Note também que se p = g em (3.2) e (3.3), entdo

—2)N +
p—1<pi,p2< w
N-p
Ademais, a hipétese (Hy) € verificada, por consequéncia, se a seguinte hipétese for vélida

(Hy)" As fungdes f, g satisfazem

(S | ()
i (Gt eyt ) =0

u+v—0
uniformemente em B. Esta tltima hipétese pode ser mais f4cil de ser obtida.

Além das hipéteses supracitadas serd importante fixar a fungdo a,, : (0,1] — [0, 4o0) dada

por
_m= Ny ]
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Ademais, sendo a,, uma fun¢do continua, injetora e definida em um intervalo da Reta, podemos
considerar a fungdo inversa ry, : [0,4+0) — (0,1] cuja lei de formagdo é obtida por meio da

expressao de a,,, a saber:
—1 m—N N—m m—N
r=2 {rn'fl—l}j t=rp ' —1
N—p m—1
N-—m =
= t+1=ry
m—1
m—1
N—m }mN
t

= rp(t) = {1-|-m_1

Note que as fungdes a, € ry, sdo decrescentes. E interessante também conhecer a derivada de

m—1

rm’
d d N—m |mN
() = —rp(t) = — |1+ ——t
) = g = g 11
m—1
- m—1 1_'_N—mt NN —m
 m—N m—1 m—1
N—1
[ N—m } m—N
=—|1+ t
m—1
De onde podemos escrever
N—1
() = —rp " (2).

Apresentamos também um esboco do grafico das funcdes a,, € r;,;, para auxiliar no entendimento

do comportamento dessas funcdes

ry
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3.2 Estimativa a Priori

Vamos supor que u e v sdo solucdes radialmente simétricas do Sistema (3.1). Assim pode-

mos considerando u(x) = u(r) com r = |x|:

9 .
gju(r) = u’(r))%, paracada j=1,2,....,N.

Dessa forma

Dai,

ou \? ou \?
p—2 _ - _
a2 J(aﬂ% ey

.
- -2
~ | wrs
— W2,
E assim, obtemos que
VulP 2= [ ()72 (€ ()7l (1))
= (W P2 ()2 W ()2 ().

Agora observe que

2102 (9] = P2 (0 = ) (0
J
(=2 () P2 i () ()3 = [ud ()20 ()
+Xj r2
2
= (P2 () = L () P2l ()
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Dai, podemos obter que o p—Laplaciano de u serd dado por
Apu = div (\Vuyl’—zvu)
_ )P~ X
Z s % (W]
= N|” (r)[P~ 2”’(”)”71 — \u/(r)]pfzu/(r)rfl
/
+ (p — 2)|u ( )|P 3 | Er;|u//(r)ul(7’) + |u/(r)|p—2u//(r)

u\r
= (N =) (r)|"~ 2 (r)r™!

NV (P13 u'(r)
=20

Recordando que u € solucdo do Sistema (3.1), podemos obter que

" (r)ad (r) + |u (r) [P =2 (r).

~f () = (N = 1)l ()Pl ()

+(p— 2)Iu’(r)|”‘3|;t:%u"(")u’(r) +1d (r)[P72u" (1)

Multiplicando ambos os lados da igualdade por ¥V~!, conquistamos que
A f () = = (V= D2 ()2 ()
/
A =W Ll )+ ) )
=~ (MW ()

onde o simbolo de derivacdo representa a derivacdo com relagcdo a varidvel r. Dai, definindo

0, (t) = |t|P~%t, a igualdade acima se resume a

— (N o, (1) = N F ().

Procedendo de maneira exatamente andloga ao que foi feito para v(x) = v(r) com r = |x|

também obtemos
_ / _
— (rN ](I)q(v'(r))) = 1g(r,u,v).
Assim finalmente, pelas igualdades estabelecidas, podemos escrever o Sistema (3.1) na forma

)
)/:rNilg(r’u’V)’ re (071)7 (34)
0

Observacio 3.2. Justificativa de #/(0) = 0: tomando arbitrariamente y € RY e definindo a
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fungdo h(r) = u(ty) podemos notar que € par pois estamos considerando que u é radialmente

simétrica. Além disso / é de classe C', logo existe /' e tal derivada é impar. Consequentemente,
1(0) = '(=0) = —#'(0),
implicando em /’(0) = 0, e portanto
0="H(0) = (Vu(0),y).

Desde que y € RV ¢ arbitrario, podemos concluir que Vu(0) = 0.

Agora vamos aplicar a mudanga de varidveis t = a,,(r), com m = p e m = ¢, dai podemos

definir

2(1) = ulrp(r)) e w(t) = v(ry(t)).

Dessa forma

E assim
0 0) =0, (~ut0rf )
=t (<o )
W (O () (0 (1)
= —0p (W (rp(1))) ry (1)
Consequentemente,

= —rp (O T ) f(rp(e),ulrp (1), v(rp(1)))
= PV G) £y (), 2(0), wlagry (1))).
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Procedendo de maneira exatamente andloga podemos obter que

— (0,0 (1)) = PV (g (g (1), 2apry (1)), (1)),

Com as igualdades que acabamos de estabelecer, o Sistema (3.4) pode ser reescrito na forma

) (
) = iV (g (ry (1), 2(aprg (1)), w(2)), 1€ (0,400), (35

sdo obtidas quando observamos que
2(0) = u(rp(0)) =u(1) =0 e w(0) =v(rg(0)) =v(1) =0,

bem como, quando notamos

/ o) = li / =— N ! p=l =
Z(teo) = lim 2(r) = — lim u'(ry(t))ry” (1) =0 e
/ / / N711
oo p— 1 = — 1 47 pr—
W (4o0) zEToow (1) ZETNV (rg())rd " (t) =0.

Agora vamos integrar as equacdes do Sistema (3.5) e utilizar as condi¢des de contorno para

obter um novo sistema de equagdes integrais, a saber:

1

p—1

z(t):/of {/S+°°Gp(r)f(rp(ﬂc),z('c),w(aqi’p(T)))d’c} | ds, 36

q—1

w)= [ [ Gumetn(@rctary @) menas]as
onde

N—gq
q—1

p(1=N)/(N=p)
) :

N— q(1=N)/(N=¢q)
Gy(t) = (l + ‘f’t ) :

e Gy(t) = (1 +
De fato, para fixar ideias considere a primeira equagao de (3.5),

— (0, @) = ra TN @) f(rp(0),2(2) s wlagry (0))),
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integrando ambos os lados da igualdade, segue-se

— [ @@y ar= [ 020 wlagry ()

e - ==

- [T (1+520) F(rpl0),2(2), w(agrp (1)) dn
o0 _ (1-N)p/(N—p)

- (1#; _fr) F(rp(0),2(8) wlagry (1)) d

e assim pelas condi¢des de fronteiras

—+o0

Gp(1)f (rp(1),2(1), w(agrp(1)) dt = — (0p(2 (+0)) — 6,(/(s))
= —0,(0) +0,(<(s))

= ‘z’(s)|p_2z’(s).

N

Da igualdade acima devemos ter que |2/(s)|” 22 (s) > 0 pois f e G, sdo ndo-negativas, € como
1 (5)|P~% > 0 entdo deve valer Z/(s) > 0, donde

()72 () = [ ()]

Dai, podemos escrever

€ consequentemente

1
P

/Ot [/;oo Gp(T)f(rp(T),z(T),w(aqrp(T)))dt} o ds = /Otz’(s)ds =z(1).

De maneira exatamente andloga, obtemos a expressao para w vista anteriormente. Assim fica
justificada a obtenc¢do do Sistema (3.6).

Por outro lado, vamos considerar o espaco
X ={(z,w) : z,w € C(]0,4=), R) sdo fungdes limitadas},
munido da norma da soma das normas do maximo, ou seja,

1z W)l = |zleo + [W]es
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com

|zl = sup 2(z)] e |wle= sup |w(r)].
1€]0,4-00) 1€[0,+0)

Considere F : C; — X o operador definido por

F(z,w)(t) = (A(z,w)(1), B(z,w)(1))

onde

1w ® = [ | [ Goortnm e @) s e

1 pteo
B0 = | [ Gutrstr(@ratar ) weyaz| s
N
e o cone C (veja Capitulo 1) € definido por
C; ={(z,w) € X : z,w s@0 ndo negativas, concavas e z(0) =0 =w(0)}.

Podemos notar que as solugdes do Sistema (3.6) sdo ndo negativas e crescentes, € ainda mais
sao concavas. De fato, vale que

1
p—1

Joo
0= | [ 6000w @)a] " 2o

Para derivar novamente precisamos garantir que a expressao dentro dos colchetes € derivavel,
sabemos que de fato acontece mas por preciosismo fazemos a justificativa. Com efeito, pode-

mos notar que

2eeh -2 1 { : Gp(¥)f (rp(1),2(7), w(agry(v))) dv
~+oo

- Gp<r>f<rp<r>,z<r>,w(aqw)))dr}

t
1 ptth

==/ Gy (1) f(rp(n),2(7),w(agry(t)))dr.

Dai, pela continuidade das func¢des envolvidas, podemos concluir que

20 = tim D G 0) 0,y 0,20, w(agry 1)),
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Com isto e pela Regra da Cadeia, segue-se

0= | [T G @@ tanona]” L [ 6,000,020 w0
= [ G2 @de] G0 0020w o) <0

Isto mostra que z € concava. O procedimento para mostra que w também &€ concava € feito de
maneira exatamente andloga. Com estes mesmo calculos podemos notar que os pontos fixos do
operador F sdo solugdes do Sistema 3.5.

Com estas observagdes vamos comegar a estabelecer alguns resultados.

Lema 3.1. O operador F é bem definido, e o cone C| é invariante sob F. Ademais, F ¢ um

operador compacto.

Demonstragcdo. Primeiro, para todo s > 0 mostraremos que

o0 1 N(m—1)
Gn(t)dt= ﬁGm(s) m(N=1)

De fato,

N(l—m
1 N— N—m 1 N_ N—m
— —— lim (1+——"p b 1+
N b—s+oo m—1
N(1-m) m(1-N)

B 1 (1 N—m N—m “m(1-N)
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Ainda mais, desta dltima igualdade, segue-se que

o0 o0 T foo 1 NEmflg. L
= e — m(N—1) m—
/0 ( i Gm(T) d’c) ds /0 (N]/(m_])Gm(s) ) ds

1 - m(N—T)
- m(N—1
= /0 Gn(s) ™ T dis

m(1-N)
B 1 /+°° 1_|_N_m
= N J, —1°

m1-N) N _
N—m 'm(Nfl)
m
o /+°° AN
= N J, m—1"

B 1 m—1 (1+N;7nfs - Nem
C NUm=1) N—m - N 41

_ L m-l Nem( N-m TR
TNV N—m —m '

B m—1 1_i_N—m " N-m
= N1 m—1"

N
=
L=
3
QU
©

0
m—1 ) N—m \ ¥ m—1
= TN (1 i ”) N
. m—1
_le/(mfl)'

Com isto provamos que
1

doo [ oo T
/ (/ G (7T) d‘C) ds < +oo.
0 s

Desde que a conclusdo é a mesma para m = p e m = ¢, podemos concluir que o operador F
estd bem definido. A finitude dessas integrais ndo sé prova a boa definicdo do operador F' mas
também, veremos logo adiante, é fundamental para garantir as demais propriedades do operador
mencionado.

Observando que A(z,w)(t) e B(z,w)(t) sdo fungdes de classe C2, vamos calcular suas deri-
vadas de primeira e segunda ordem. Para fixar ideias vamos calcular as derivadas de A(z,w)(¢) :
a primeira decorre imediatamente do Teorema Fundamental do Calculo,

1
p—1

A0 = | [ 0@ e as

Agora vamos para derivada de segunda ordem, de maneira semelhante ao que foi feito anterior-
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mente aplicamos a Regra da Cadeia para obter que

[\
S}

2 0o p—T
A0 =~ 11G0)| [ G000, 20wl O] 0300 200 wlary0)
2-p
=160 | A0 70,020 wlary0)

Com um calculo similar obtemos

80 = | [ G0l @) w(e)ae]
e que )
2 q
jz (z,w)(t) = —ﬁGq(t) {%B(Z,w)(t)] g(rg(t),z(apry(r)),w(1)).

De onde, sendo o sinal de % (z,w) e dtB(z w) positivos, podemos concluir que A(z,w)

%B(z,w) sdo negativos, deve

valer que A(z,w) e B(z,w) sdo concavas. Por fim, observando que

~ . 2
e B(z,w) sdo crescentes, ademais como o sinal de WA(z,w)

A(z,w)(0) =0=B(z,w)(0),

fica provado que C € invariante sob F, ou seja, F(Cy) C C;. Isto prova a segunda afirmagio do
enunciado.
Para finalizar resta provar que F' é um operador completamente continuo. Considere (z,,, w,)

uma sequéncia em Cj tal que ||(z,,w,)|| < CoparaCy >0e
M =max{f(r,z,w) : (r,z,w) € [0,1] x [0,Cp] x [0,Co]},

que estd bem definido uma vez que f € continua. Dai segue

w%mmmgmuw UWM)()M%MDWﬂHﬁ

1
I

Hoo [ oo =
< M” / { G,(7) d’t} " ds
0 s

e que
k= <[ 1t 0.0 e n]

1

%1 oo p—1
M! {/o Gp(r)drl :

A(men)(t)

IN
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Desse modo, como

d

Aam) e (A

dt
sdo limitadas, devemos ter que (A(z,,wy)) € equicontinuo e equilimitado. Até aqui é possivel
usar o Teorema de Arzeld-Ascoli para obter uma subsequéncia de (A(z,,w;)) que é unifor-
memente converge em partes compactas de [0,4o0), no entanto, nosso objetivo é obter uma
subsequéncia que seja uniformemente convergente em toda semirreta [0, +e<), aqui somos ca-
pazes de atingir esse objetivo devido a uma propriedade adicional, saber, dado € > 0 existe

T = T (¢g) de tal sorte que

1

Hoo [ pefoo =i
/ { G,(7) dr} ds < €.
T s

Para tanto, primeiro notamos que pela propriedade acima, para cada k € IN existe 7 > k tal

G,(Tt)dt ds < ————.
/Tk U () ] 2k /7D

Por outro lado, afirmamos que para cada k € IN existe uma subsequéncia de (A(z,,w,)) que

que

converge uniformemente em [0, 7;]. Com efeito, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli exite N; C IN
infinito, tal que (A(zy,wn))new, converge uniformemente em [0, 7;]. Novamente pelo Teorema
de Arzela-Ascoli, deve existir INp C IN; infinito € com minIN; = 1y < n, = minIN,, de sorte
que (A(zn,Wn))nen, converge uniformemente em [0, 73].

Prosseguindo com esta constru¢io, obtemos
Ny CINgyC---CINyCN

infinitos e com minIN;_; = n_; < mx = minINy, de tal sorte que (A(zy, Wn))nel, converge

uniformemente em [0, 7;]. Agora consideramos
Na={n<m<--<m<-}

para o qual deve valer que (A(zn, wy))nen, converge uniformemente em [0, +o0). De fato, para
todo k € IN tal que 1/k < €/2, sabemos que (A (2, Wn))nen, € uniformemente de Cauchy em
[0, T;], isto &, existe no = np(€) tal que

|A(zn, Wn) (1) — A(zm, wn) (t)| < €/2,Vt € [0,T;], para n,m € Ny com n,m > ny.
Dessa forma, caso t < Tj entdo ja vale que

|A(zn, wn) (1) — A(zm, wn) (t)| < €/2, paran,m € N4, com n,m > ny.
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Por outro lado, quando ¢ > Tj temos, para m,n € N4 e n,m > ng que

A (20, Wi ) (1) = Azim, W) ()| < [A(zns Wi ) (Tk) — A(zimy W) (Ti)|

+ /t {/jwGp(f)f(rp(f)azn(r)aWn(aq”p(":)))d'c} ﬁds

Tk

+ /t {/jwGp(T)f(”p(T)>Zm(’c),Wm(aq”p(’c)))dT] ﬁds

T

1p-1) [T [T p/(p—1)
<e/2+2M! / G, (t)dr ds
Tk s

€ 1/(p—1) 1
< —+2M -
2 1 2kM;/(P_1)

< €, paran,m € Ny com n,m > ny

Assim, (A(zn,wn))nen, € de Cauchy em [0,+o0) e, consequentemente, deve ser uniforme-
mente convergente em [0, +-o0).
De maneira exatamente andloga, ainda com (z,,w,) tal que ||(z,,wn)|| < Co, mas agora
tomando
My = max{g(r,z,w) : (r,z,w) € [0,1] x [0,Cp] x [0,Co]},

vamos garantir a existéncia de uma subsequéncia de (B(z,,w,)) que converge uniformemente

em [0, o). Novamente primeiro notamos que

1
g—1

Bl [ [ 6wl e mlar| s

Ll ~+oo ~+o0 q
<Mj / { Gq(r)dr} ds
0 s
e que

g—1

Dai também vale que
d
Bam) e (GBGnw))
t
sdo limitadas, acarretando que (B(z,,wy)) € equicontinuo e equilimitado. Enfatizamos que

novamente podemos obter a existéncia de uma subsequéncia de (B(z,,w;)) uniformemente
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convergente em [0, +o0) devido a propriedade: para cada € > 0 dado, T = T (€) de sorte que

/ {/ Gy(7) d'c] ds < e.
T s

De fato, seguindo os mesmos passos vistos anteriormente obtemos um conjuntos de indices
Np C IN de tal sorte que (B(zy, Wn))nen, € uniformemente convergente em [0, +-oo).

Portanto, das subsequéncia de (A(z,, Wn))nenN € (B(zn, Wn))nelN, Obtemos uma subsequéncia
de (F(zn,wn))new que converge uniformemente em [0, +0). Provando que F é um operador
compacto.

Prosseguimos provando que F € continuo: seja (z,,w,) uma sequéncia em C; tal que
| (22, wn) — (z0,w0)|| — 0 quando n — oo,

Desse forma também vale que (z,,w,) é limitada, digamos ||(z,,w,)|| < Co e consideramos
novamente M| e M, que foram dados anteriormente. Observamos também que da convergéncia
uniforme (z,,w,) — (z0,wo) aliada a hipétese de f ser uma fung¢@o continua, temos

iim_ [ GO (0 aa(®)mnlagry @)z = [ Gyl 1,00 w0y ()

n——+o [o

Logo, adotando a notacdo

1
p—1

06 = | [ @@ a@man@)] "

o) = | [ Gpla) 0 2a(®molar(N)as|

podemos concluir que liIE I';, =T'p pontualmente. Além disso, vale que
n—r—+oo

1

1
foo =1
uuwsMFﬂ @mwﬂp’wemﬁa,

com 1
teo LT re =
M [ Gq(t)dt} ds < oo
0 s

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se

~+oo
lim |Tn(s) —To(s)|ds =0.

n—+oo /0
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Com o limite acima e notando que

[A (20, wa) (1) — Alz0,w0) (1)] < ‘/Ot [Ta(s) —To(s)|ds

—+oo
</ ITu(s) = To(s)| ds, Yn € IN, Vit € [0, +o0),
0

podemos finalmente obter que |A(z,,w,) —A(z0,Wo)|e — 0.
De maneira similar, considerando

1
g—1

6= | [ G0t aarn@lm@]

1
q—1

w0 = | [ 6,002 0) ()i

Também vale que lirJrrl ¥, = ¥y pontualmente, com
n—s~oo

1
L[ oo 1
sl <3| [ Gy@ar| " vse e

1

teo L[ e T
M {/ Gq(‘c)dt} ds < +oo.
0 s

Assim, aplicamos também o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se

~+o0
lim |W,(s) —Wo(s)|ds = 0.

n—+o J(
De onde conquistamos que |B(z,, wy) — B(z0,W0)|s — O.
Finalmente, provado que A e B sdo continuas, podemos entdo concluir que F' também ¢é
continuo.
|

Estabelecidas as propriedades desejadas para o operador F', antes de irmos para o proximo

resultado, faremos a seguinte observacao que serd importante para as proximas demonstracoes:

Observacio 3.4. Usando da hipdtese (Hg) as desigualdades vista em (3.2) e (3.3), a saber

pol<pc @D (=2N+p) o (p=D) (a=2N+q)

(p—1) (N—-q) (g—1) (N—p)

podemos obter que

/OJFOO sGp(s) (agrp(s))?ds < +eo e /()+°oqu(s) (aprq(s))™" ds < +oo.
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Vamos justificar a finitude da primeira integral. Das expressoes de a, e r, obtemos

r—1 q:lil
q—1 N—p \r¥N
agry(s) = —— 1 s -1
N—q p—1
1 N =R
— — p—N gq—
< i ( ps) ,
N—q p—1
agora usamos que p> > 0 e a expressdo de G, para escrever
p(1-N) p=1 g-N
~+o0 ~+o0 N _ N—p N W?PZ
/0 sGp(s) (agrp(s))” < /0 s ( i fs) ( ) (1 + 119 > ds
n(l 4 o=l g=N

<q_1>p2/+w ( = p) co
= —— Ky ds.
N—gq 0 p—1

Agora usamos (3.3) para conquistar que

. e, . N—
Para concluir usamos a mudanga de varidveis y = 1 + pT‘l’s com

—1 —1
s:p—(y—l) e ds:p—dy,
N—p N—p
para establecer que
Foo -1 T p—1 p—1
sG,(s) (agry(s pzds<(q—> £yt —yg
/0 p( )( a"p( )) N—gq | N—p(y )y N—p Y

2 -
N—q N—p 1

Desde que B < —2 devemos ter B+ 1 < —1 e portanto

~+oo
/1 WHdy < 4o,

Isto prova a finitude da primeira integral, e com um procedimento andlogo também justifica que

a segunda integral € finita.

Ainda mais, nesta tltima observacdo podemos usar que a,r,(s) > 1 e a,ry(s) > 1 para todo

s suficientemente grande, juntamente com p;, p; > 0 para concluir que

oo oo
/ sGp(s)ds < +oo e / sG4(s)ds < oo
0 0
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Teorema 3.1 (Estimativa A Priori). Supondo a hipdtese (Hg), temos que o conjunto dos pontos

fixos do operador F é limitado, ou seja, existe K > 0 de tal sorte que
|l(z,w)|| < K, para todo (z,w) € Cy que satisfaz F(z,w) = (z,w).

Demonstragdo. Suponha o contrario. Entao deve existir uma sequéncia (z,,w,) de pontos fixos
do operador F tal que
1 zns W) || = e

Observe que como (z,,w,) € ponto fixo do operador F entdo podemos escrever

e .
2n(1) = A(zn, wa) (1) = Gp(0)f (rp(T),2n(T), Walagrp(T)))dT|  ds
0 s

1

—1

[ ptoo
wa(t) = B(zn,wn) (1) = Gy(T)8(rq(T),zn(apry(t)), wa(t))dt|  ds.
0 s

<

Vamos garantir que existe T, de sorte que
2(zn(Tn) +wn(tn)) = [ (zn, wa) |-
De fato, considere a fung¢do @(t) = 2(z,(T) +wa (7)), € note que ¢(0) = 0, ademais
Jm 0(t) = 2([znleo + Waleo) = 21 (zny wa)[| > [ (2, wa )|

Logo, sendo ¢ continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe T, tal que

[ (zns wa) | = () = 2(20(Tn) +wn(Tn))-

Dessa forma, realizando este procedimento para cada n € IN, obtemos uma sequéncia (Tt,) sobre

a qual afirmamos que

Afirmagdo 3.1.1. Passando a uma subsequéncia de (T,), caso necessério, podemos admitir que

T, — +oo.

De fato, vamos admitir o contrério, dai podemos definir

0 < sup{T,} =S < Hoo.
nelN

Agora vamos escolher 0 0 < 8 < 1 da hipétese (Hg) e S > 0 de tal sorte que
rp(T) <8 e ry(t) <8, V1>,

com S > max{a,r,(S),asr,(S)}. Observamos que desta dltima desigualdade, usando que a,,
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ag, rp € rq sdo decrescentes, também deve valer que
apry(S)>8 e agry(S)>S.
Pelas expressdes de z,, e w,, vistas no come¢o da demonstra¢do temos

S +oo
20 (5) = Ao m)5) = [ [ Gp<r>f<rp<r>,zn<r>,wn<aqrp<r>>>dr] ds

S +oo
Wi (S) = B(zu, wn)(S) :/0 [ ; Gq(T)g(rq(T)vZn(aprq(r))aWn(T))dT} ds.

Dai, somando essas igualdades segue-se que

_1
-1

20(S) +wn(S) :/OS[ Awa” d‘t}

o [ o]

onde, para simplificar a notacdo, escolhemos

{S;(r) — Gp(1) £ (rp(T),2a(T), walagry (1))
S2(t) = Gg(1)g(rq (1), zn(aprg(T)), wa(1)).

E importante notar que ainda da hipétese (Hg) como fizemos r,(t) < § e r,4(t) < § para todo

T > S, entdio obtemos as estimativas

Sp(1) = Gp(1) (Wn(aqrp(T)))pz e Sy = Gy(T) (Zn(aprq(r)))pl .

Consequentemente, temos

L
—1

zn(§)+wn(3>=/os{ S+°°s" dﬂ:}

S +oo
/ { | Sp(t d’t}
0 |/S

ds+/ [/ r_la’s
ds+/ { r_lds

vV
m‘_

T e = =
il S (t )dt} +S[S Si(x )d}
>3 _/;w G, (1) (walagry(1)))™ dr] & +3 V;w G,(1) (Zn(aprq(’t)))pl} &
Ry = [ e =
> S /S Gp(t)dt (Wa(agrp(8))) 7"+ /S Gq(T)dT} (zn(aprq (S)))
>3 /S+wGp(1)dr pll(wn<5))p”2 +§[/S+°°Gq(r)dr]"ll(zn(5))q"'
> S [q+wGP(r)dr pll(wn(rn))ppzl +§[/S+qu(r)dT]ql](zn(Tn))qp]
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De onde, obtemos

2[zn () +wa ()] = [[(zn, wa) | = k1 (W (Tn))) 7T + ka2 (20 (Tn) ) 4

P2 Pl
I

onde ] ]
_T e = _T e =
ki =S l 2 Gp(t)d*c] e k=S l 2 Gq(t)dt]
S S
sdo constantes positivas. Ademais

K1 (1)) 71 + K (20(T,)) T

22 Zn(Tn) +Wn(Tn>

)

que é uma contradi¢do, desde que ||(z,, wn)|| — 40 com p» > p—1e p; > g— 1, de acordo
com o que foi visto em (3.2) e (3.3). Assim, fica provada a Afirmacao 3.1.1.

Por outro lado, pela defini¢do de T, e desde que (z,,w,) € ponto fixo do operador F, temos

1 1

2(2n(ta) + W () = /0+°° Vs+°°s;(c) dr} ! ds+/0+°° [/S+MSZ(T) d«;] s,

Para simplificar as notac¢des, considere também

oo oo

Yu(s) = Sy(t)dt e An(s) = Sq(t)dt.
S N
Com isto, podemos escrever
Tn 1 Tn 1 Foo ne Foo 1
2/ Yn(s)l’—‘ds—|—2/ An(s)‘l—‘ds:/ Y,(s)PTds+ Ay(s)a1ds,
0 0 0 0

e portanto

0 0
~+oo 1 Tn 1
+/ An(s)qlds—/ Ay(s)rTds
0 0
—+o0 1 oo 1
= Y,(s)rTds+ Au(s)a1ds. (3.7
Tn Tn

Agora vamos usar o método da Integracdo por Partes para calcular as integrais acima: pri-

meiro, para calcular
Tn 1 oo 1
/ Y,(s)r-1ds e / Y, (s)r-1ds,
0 Tn

facamos
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Substituindo nas integrais, temos

Tn 1 4 Tn 2-p
Y,(s)rTds = (sYn(s)P ! 1/ $S7(5) Y, (s) P~ 1ds
0
4 Tn 2p
=1,Y,(T,) P T 1/ sS,(s)Yu(s)P~Tds,
e
/ Y,(s)r-Tds = (sY( )P 1 / sS” pflds
Tn Tn 1
L Feo 2-p
= —T, Y, (Ty) P T 1/ sS,(5)Yu(s)P~Tds.

Antes de continuar, destacamos que nesta dltima igualdade usamos que para, cada n € IN,

lim sY,(s)"/P~1D =0.

§—r+4o0

Isto vale pois, para M, = sup{f(r,z,w); (r,z,w) € [0,1] X [0, |z4|e] X [0, [Wp|c] }, temos

- e (p—1)

+oo 1/(p—1)

= 5| [T G0 (o (1), 2al0), walagr (D))

LY S
oo -1)

1/(
<s|M, Gy(t )d‘t}

+o0 1/(p—1)
- Mrl,/(pfl)s {/ Gp(r)dﬂ:] :

E assim, usando a integral ja calculada anteriormente, segue-se

o110 <y s [ L ]
= %s(;p(s) s
B (% sy
NS N—p P T
:<W> s(l—l—p_ls)
()
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Onde basta notar que
N P

N-p N-p

para concluir que o limite desejado € zero. Os mesmos argumento usados de maneira seme-

1-— <0

lhante justificam que
lim sA,(s)"/@=1) = 0.

§—r—+00

Prosseguindo, de maneira exatamente andloga, para calcularmos as integrais
T 1 T 1
/ Au(s)eTds e Au(s)ads,
0

facamos

N = An(s)7 T L Jdn= G5 Au(s) T (=SH(s)) ds
dx=ds .

Substituindo nas integrais, obtemos

Tn

Ay (s) Tids = (sAn (s) ﬁ)

0 0o g—1Jo
Ant) T+ — [ 55 (9) A(s)
= q—1 [ n q—1
TnAAn(Tn) +q_1/() 584 (s)An(s) a1 ds,
e
+o0 1 L +oo 2—q
/ An(s)rTds = (sAn(s)‘i—1 1/ 58 (5)An(s) ‘I—‘ds
Tn Tn
1 2-¢q
=T Ap(Tp) T T+ —— sS”( VAp(s)a1ds.
q—1Js,
Substituindo em (3.7) as igualdades obtidas usando o método da Integracdo por Partes,
conquistamos
2—p
21, [Y (’ttn)L1 + Au(s)pT / S, (s ﬁds
Sq(s i
1/ ’ )Has
+oo —+o0 2—¢q
1/ 58 ( P lds-l— 1/ 58y (s qflds
Consequentemente
1 T 2-p 1 Tn 2
pTl SSP(S)Yn(S) r=Tds—+ qT/O SSq(S)An(S)q—ldS
o0 2-p o0 -
< i sson s /T S5 s



3.2. Estimativa a Priori 87

Entdo deve existir uma subsequéncia de (T,) tal que

l Tn 2-p 1 +o0 2-p
Pt /0 SHE() s <= [ s (o)) s
- /.
ou
1 Tn 2-¢ 1 ~+o0 2-¢
" /0 Sy M) s < 5 [ Sy An(e) s,
- /.

de fato o contrario de cada uma das desigualdades acima ndo pode ocorrer simultaneamente.
Sem perda de generalidade, vamos supor que ocorre a primeira possibilidade. Desde que valem

1 < p,q <2 ecaday, é ndo-crescente, entdo temos para todo n € IN que

1 2=p [T 1 2p [0
Ly () / $Sp(s)ds < —— ¥, () / 58" (s) ds.
0 T

n

De onde,

Escolha T > 0 suficientemente grande, e tomando n € IN de tal sorte que 7' < T, € temos

Tn +oo
/ sSZ(s)a’sﬁ/T 58, (s)ds,

T

onde a escolha de 7 > 0 foi feita de modo que r,(T) < 6 sempre que T > T. Entdo, de acordo

com a hipétese (Hg) temos

(VVn(aqrp(T>))p2f§.f(rp(T)aZn(T)aVVn(aqrp(T))) f;(f(vvn(aqrp(T)))pz,

onde C > 0. Com isto, vale que

/Th sGp(s) (wn(agrp(v))) ™ ds < C/T sGp(s) (wa(agry(v)))"™ ds.

T

Desde que, para qualquer n € IN a fun¢@o w,, € concava, segue-se que em 7" < s < T,, temos

0 <s<1,eassim0 < ayr,(s) < agrp(t,), donde

Wi (agrp(th)) _ walagry(s))
agrp(te) = agrp(s)

Wn(agrp(Tn))
aqrp(Tn)

= aqrp(s) < wn(agrp(s)).

Implicando que

Wn(“q’"p('fn))'

agrp(8)By < wylagry(s)), se T <s < 1T,, onde B, = 2o (5
q"p\Tn
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Por outro lado em 0 < 1, < s, temos 0 < a,rp(T,) < aqyrp(s), donde

wa(agrp(s)) < wa(agrp(Tn))
agrp(s) = agrp(th)

= wn(agry(s)) < Buagrp(s).
Portanto,

T teo
BP? (aqrp(T)>P2/T sGp(s)ds < C/T 5Gp(5)B2 (agry(s)) " ds

€ assim
Ty
s

(@, (1)) [

—+oo
Gpy(s)ds < C/ sGp(s) (agrp(s))"* ds.
T Tn
Dai, pelo que vimos na Observacdo 3.4, a integral do lado direito desta dltima desigualdade
converge para zero quando n — 4o, uma vez que T, — +oo. Dessa forma o produto do lado
direito da desigualdade também deve convergir para zero quando n — +oo, consequentemente
devemos ter .
(a,r5(T)* =0 ou / 5Gp(s)ds = 0.

T
Porem, isto é um absurdo pois, como 7 > 0 entdo temos (a,r,(T))"* #0e
Tn

lim sGp(s)ds # 0,

n—+oo JT

desde que T, — +oo quando n — +oo. |

3.3 Existéncia de Solucoes

Nesta secdo vamos provar a existéncia de solu¢des radialmente simétricas positivas para o
Sistema (3.1), usando novamente a Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii (pode ser consul-
tado no Capitulo 1).

Dessa forma ao longo dessa se¢do estabeleceremos resultados que vao satisfazer as hip6te-
ses do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii.

Vamos fixar as constantes

A:max{/(;w (/wap(*c)dt)pllds,/OJroo (/erqu(t)dt)t]llds}
k:min{/()+w (/s+wGp(r)dr)p1'ds,/O+w< s+qu(’E)d’t>qllds}.
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Consideramos também para ¢ € [0, 1] o sistema auxiliar

—Apu=06f(x,u,v), emB.
—A4v =o0g(x,u,v), em B, (3.8)
u=0=v, emoB.

Tomando (u,v) solu¢@o radialmente simétrica positiva do Sistema (3.8) e realizando a mu-

danca de varidveis
1) =ulrp(r)) e wlt) =v(rg(r)),

com t = a,,(r) para m = p,q, é possivel reescrever este sistema na forma

() =0 /0 t [ / " 6,(%) f(rp(’c),z(r),w(aqrp(’c)))dr} e
w(i)=o /0 t [ / +°° Gq(’c)g(rq(’c),z(aprq(’c)),w(‘c))d‘c} T

Ao qual associamos o operador F5 : C; — X dado por
Fo(z,w)(1) = (0A(z,w)(t),0B(z,w) (1))

onde
1/(p—1)

o)1) =5 [ [/ +°°Gp<r>f<rp<r>,z<r>,w<aqrp<r>>>cm-} ds e

t [ ptoo 1/(g—1)
B0 = [ | [ G0, @ clapm @) welas| s

Dessa forma os pontos fixos do operador Fs sdo solugdes radialmente simétricas positivas do
Sistema (3.8). Os precedimentos para realizar cada uma das passagens feitas sdo inteiramente

andlogos ao que foi visto no comeco da Se¢do 3.2. Além disso, provamos

Lema 3.2. Sob a condi¢do (Hy), o Sistema (3.8) ndo possui solugdo radialmente simétrica para

0 < |tt|o, [V|oo < 50 cOm
N
A <66"1 —1—68_]) <1.

Demonstracdo. Suponha que o Lema ndo é vélido. Entdo existe (u,v) solugdes radialmente

simétricas do Sistema (3.1) com 0 < |u]e, [V]eo < 50 €

T
A(cs(’)’1 +631) < 1.
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Sabemos que, ap6s performar uma mudanga de varidveis, obtemos

1
p—1

0= [ ([ G0 a@mtan@ae) as

1
g—1

w(t) = /Ot < S+oo Gq(‘c)g(rq(’c),z(aprq(r)),w(’c))d‘c) ds

com 0 < |z, |[W|e < 50.
Em virtude da hipétese (Hy), valem as estimativas

Frp(2),2(8), w(agrp (1)) < 00 (2(8) +w(agry(8)" " < 00 (|2 + w])”"

8(rg (1), 2(apry (1)), (1)) < 00 (2(apry (1)) +w(t) "™ < 6 ([2leo + w]ee)?
Ainda mais, temos

1
p—1

=0 /0 +°° ( / " 6,(%) f(rp("c),w(’c),w(aqrp(’c)))d"c> ds

oo oo =
< c/ (Go(|z|oo+|w|m)p_l/ Gp(r)dr) ds
0 s

/O+w ( :w Gp(7) dt) s ds] (I2]oo + [W]oo)

1
< 066§ A(|z]eo + [W]eo)

1
_ p—1
= 00,

e de maneira andloga

Wl = 0 /O - ( / +°° Gq(’c)g(rq(‘c),z(aprq(’c)),w(’c))d”c) ds

+oo too g1
< G/ (00(\z\w+|w|°@)"_1/ Gq(r)d1:> ds
0 s

<660 " A(|Z]w + [W]eo)-

Somando essas duas tltimas desigualdades, obtemos

N
1Z]o0 + [W]eo < OA(|Z]o0 + [W]e) [ 67 +027" ).
0 0
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E dai 1 1 1 1
1<oA ((5671 +66’") <A <<56’l +G(‘)’") :
Isto € uma contradi¢do. Logo, o resultado estd provado. [

Essencialmente, o Lema acima nos garante que para cada ¢ € [0, 1] temos
(z,w) # Fo(z,w) = OF (z,w),

quando 0 < |z]e, [W]e < 50 €
1 1
T g T
A <GO +0, ) <l
Prosseguimos considerando outro sistema auxiliar, a saber

—Apu = f(x,u,v)+7v, em B,
—Agv = g(x,u,v)+7v, em B, (3.9
u=0=v, emdB.

Aqui também enfatizamos que se u,v sdo solu¢des radialmente simétricas do Sistema supra-
citado, entdo com as mesmas mudancas de varidveis citadas no comego desta secdo, podemos

reescrever tal sistema como sendo o seguinte sistema de equagdes integrais

t[ e 1/(p-1)
0= [ | [T 6o om0 man@) ] as

}1/(4—1)

1 [ oo
w(t) :/0 [ i Gy(7) [g(rq(’c),z(aprq(‘c)),w(’c))—{—ﬂ dt ds.

Que agora, com mais naturalidade, associamos o operador Fy : C; — X dado por

Fy(z,w)(t) = (Ay(z,w)(2), By(z, w)(1))

onde

1/(p—1)
} ds e

t [ oo
Ay(z,w)(1) = /O [S Gp(t) [f(rp(7),2(7), wlagry(t))) +7] dr

t [ ptoo 1/(g—1)
Ben0)= [ | [ 6 @ sty i a| - as

Note que a notacdo as notagoes de Fg € semelhante a notagdo escolhida para Fy apesar de
serem operadores distintos, a justificativa desse escolha é epenas por comodidade.
E importante notar que o operador Fy € compacto e esse fato € provado de maneira andloga

ao que foi feito na demonstra¢do do Lema 3.1. De fato, quando ||(z,,w,)|| < Co com Cy > 0,
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entdo para
M, :max{f(r,z,w) : (r7Z7W> S [07 1] X [07C0] X [O’CO]} e

My =max{g(r,z,w) : (r,z,w) € [0,1] x [0,Co] x [0,Co]},

também vale que (Ay(z,,wn)) € (By(zq,wn)) sdo equicontinuos e equilimitados. Além disso,
dado € > 0, existe T = T'(€) > 0 de tal sorte que

1 1

/Jm { :ooGp(T)dr] ﬁa?s <e e /er {/:qu(r)d’c} qjds <e.

T T

Esse fatos, como feito no Lema 3.1, sdo suficiente para encontrarmos subsequéncias de (Ay(z,, wn))
e (By(zn,wn)) que convergem uniformemente em [0, +c0). Isso assegura que Fy é completa-
mente continuo.

Feitas estas observagdes, podemos seguir com o proximo resultado.

Lema 3.3. Sob a condi¢do (Hs), existe Yo > O tal que o Sistema (3.9) néo tem nenhuma solugdo

radialmente simétrica positiva para Y > Yo.

Demonstracdo. Suponha o contrdrio. Assim, para cadan € N existem Yy, > n e (z,, w, ) solugdes
do Sistema (3.9). Dessa forma vy, — 4o €

zn(t) = /0[ ( :w G,(7) [f(rp(’c),zn(’C),w,,(aqrp(’c))) -I—Yn] dt) Tlds,

1

<

g—1

w0 = [ ([ 640 (st aapra() vt + ) a) s

gt +o0 T
w2 [ (/ Gp<r>dr) s,
0 K
ot Foo T
Walt) >y / (/ Gq(t)dt) ds,
0 s

Entao temos

1
p—1

e
ds > Ny

para todo ¢ > 0, portanto
1

L e oo
|Znloo > Vi~ /0 ( Gp(7) d’t)
N
L oo [ oo = i
Waleo > / (/ G,(7) dT) s>,
0 s

onde A € a constante positiva mencionada anteriormente.

Entdo |z,|e € [Wn|. convergem para 4o, e consequentemente

| (zny W) || = |znloo + [Wn|eo — oo
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Com isto, pela mesma justificativa vista no Teorema 3.1, exite uma sequéncia T, de tal sorte que

2(za(tn) +wa(Tn)) = [[(zn, wa) |-

Agora provaremos que aqui também temos T, — 4o a menos de subsequéncia:
Afirmagdo 3.1.2. Existe uma subsequéncia de (T,) que converge para +-co.

De fato, supondo o contrario podemos considerar

0 < sup{t,} =S < +oo.
nelN

De acordo com a hipétese (Hg), podemos escolher S > 0 tal que
S > max{a,ry(S),a,rp(S)} e ry(t),ry(t) < paratodot > S,
valendo as estimativas

C (Wn(aqrp(’c))pz > f(rp(7),2a(T), walagry(t))) > (Wn(aq"p(T))pz

C(Zn(ap”q(’c))pl > g(rq(t),znlapry(t)),wa(1)) > (Zn(ap”q<'c)))pl .

Valendo também que

20(S) + wn(3) = /0 ’ ( / +mSZ(r)dt) " ds+ OS ( / +mSZ(1:)d1:> s,

onde
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Com esta dltima desigualdade e a expressdo de T, obtemos, de maneira exatamente anidloga
ao que foi visto no Teorema 3.1, um absurdo. Com esta contradi¢do a Afirmagdo 3.1.2 esta
provada.

Destacamos que, como podemos perceber, estes passos sdo andlogos aos que foram feitos
no decorrer da demonstracdo do Teorema 3.1, com uma pequena diferenca nas expressoes de
S, e S, onde notamos a presenga do Y.

Por outro lado, também da defini¢ao de T, temos

1

2(2n(T) + Wa(T)) = /0+°° ( S+WS;‘,(*C) dt) ”i'ds+/0+°° ( S+ng(t) dt) s,

Fixe + +
Y(s) = / S'(t)dt e As) = / s(x) d.
N N
Entdo podemos escrever
Tn 1 Tn e Foe 1 i
/ Yn(s)PldH—/ An(s)qlds:/ Y,(s)rTds+ Au(s)a1ds.
0 0 Tn
Performando integracdes por partes, conquistamos
— [ sspe () s [T ssi(s)An(s) T
[ p— - q—
p_losps,,s Sq—losqs a(s s
1
=— sS”
p—1Jg,

Passando a uma subsequéncia de T,, caso necessdrio, e usando que 1 < p,g < 2, temos para

todon € IN que

T +o0 T +oo
/0 58, (s)ds < /T sS,(s)ds ou /0 58y (s)ds < /T 58y (s)ds.
Admita sem perda de generalidade que
Tn +o0
/ sS,(s)ds < / sS},(s)ds,
0 Tn
e recorde que para s suficientemente grande temos
rp(s) <& e rys) <.
Desse forma, usamos novamente a hipétese (Hg) para obter

(Wa(agrp(s)))? < f(rp(s),za(s), walagrp(s))) < Clwa(agrp(s)))".
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Donde

(Wn(agrp(s)))?> +Y < f(rp(s),2n(s), walagrp(s))) +¥n < Cwal(agrp(s)))?* +¥n,

acarretando em

GP(S) [(Wn(aqrp(s)))pz +Yn] < SZ(S) < CGp(S) [(wn(aqrp(s)))m +Yn} .

Desse modo, seguem as implicacdes

T, oo
/0 sS,(s)ds S/T sS),(s)ds =

n

[5G 5) Townlagro ) 4] ds < € [5Gy (6) [omlaany(s)) + 1] ds =

Tn

/Tn sGp(s) (Wn(aqrp(s)))pzds-i—'yn/ sGp(s)ds

T T

<c /T "7 3G (5) (wn(agry (5)))ds + /T G, (s)ds

Podemos passar a uma subsequéncia de (T,) e uma subsequéncia de (,) tais que ocorra

Tn o0
y,,/ st(s)dsgCYn/ sGp(s)ds ou
T

Tn

/T" SGp(s)(walagrp(s)))ds < C/+MSGP(S)(Wn(aqrp(s)>)p2ds-
T T

Pela demonstracdo do Teorema 3.1 ja sabemos que a segunda possibilidade nos conduz a um
absurdo, dessa forma prosseguimos admitindo que vale a primeira possibilidade. Neste caso

segue-se que

Tn o0
/ sGp(s)ds < C/ sGp(s)ds.
T Tn

Assim, desde T,, — +oo também caimos em uma contradi¢do. Esta contradi¢do prova o teorema.
[ |

Ainda sobre a familia de operadores Fy vamos estabelecer o seguinte resultado:

Lema 3.4. Suponha a hipétese (Hg). Entdo o conjunto formado pelos pontos fixos do operador

Fy é limitado. Ou seja, existe R > 0 de sorte que
|(z,w)|| <R para cada (z,w) € Cy que verifica Fy(z,w) = (z,w).

Demonstragdo. A demonstragdo desse Lema pode ser feita com argumentos vistos na demons-

tracdo do Teorema 3.1 e da demonstracao do Lema 3.3. Primeiro supomos por contradi¢do que
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exista uma sequéncia de pontos fixos do operador Fy tal que
[ (zns wn) || = oo
Com isto, deve existir uma sequéncia (t,) tal que para cada n € IN vale
2(zn(Tn) +wn(tn)) = [ (zn, wa) |-

Com o auxilio de (Hg), jd sabemos que a sequéncia (T,) converge para +oo a menos de sub-

sequéncia. Ademais, com a notacao

{Szm = F(rp(1), 20(0), walagry (1)) +
S5(1) = 8(rg (), zalapry(T)), wa(T)) +7,

segue-se que pelo menos uma das seguintes desigualdades deve ocorrer

T +oo Tn o0
/OSS;’,(s)dsg/Tn sS,(s)ds ou /0 sSZ(s)dsS/Tn 58y (s)ds.

Em qualquer dos casos, novamente usando (Hg), chegamos a um absurdo. [

Agora com o auxilio do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii vamos demonstrar o prin-

cipal resultado deste capitulo, a saber:

Teorema 3.2. Suponha as hipéteses (Hg) e (Hy), com

1 1
p—1 g—1
A (GO +0, ) <1
Entdo o sistemas (3.1) possui solucdo radialmente simétrica positiva.

Demonstracdo. Como consequéncia do Lema 3.1 temos que o operador F esta bem definido, é
compacto e F(0,0) = (0,0), além do cone C; ser invariante sob F.

Pelo Lema 3.2, temos (z,w) # 6F (z,w) paratodo ||(z,w)|| = so e 6 € [0, 1], assim a condigdo
(a) esta verificada.

Vamos definir a homotopia H : [0,Yo] x C1 — C dada por H(Y, (z,w)) = Fy(z,w). Neste caso
H ¢ uma homotopia compacta e H(0, (z,w)) = F(z,w), com isto ja garantimos que vale (b).

Do Lema 3.4 sabemos que o conjunto dos pontos fixos do operador Fy € limitado, assim

concluimos que existe R > 0 suficientemente grande tal que

H(Y,(z,w)) = Fy(z,w) # (z,w), para qualquer [|(z,w)[| = R e ¥ € [0,70]-

Logo a condi¢ado (c) € satisfeita.
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Finalmente, pela constru¢do da homotopia H vemos que pelo Lema 3.3, devemos ter
H(YOa (Za W)) = FYO (va) 7& (Za W)7 para qualquer || (Za W) H S R.

Portanto, também vale a condi¢do (d). [

Uma versdo ligeiramente mais simples do resultado principal, baseada na Observacio 2.2,
pode ser dado por

Teorema 3.3. Suponha as hipdteses (Hg) e (Hy)'. Entdo o sistema (3.1) tem solugdo radial-

mente simétrica positiva.

3.4 Aplicacoes

Nesta se¢do apresentaremos alguns exemplos em que aplicamos o resultado principal deste
capitulo, dessa forma em cada situacdo estaremos buscando verificar que valem as hipéteses
(Hg) e (Hy), ou até mesmo (Hy)' ao invés de (Hy).

Admitindo que py, py verificam as desigualdades vistas em (3.2) e (3.3), o sistema

—Apu = a(|x|,u,v)v”2 + fo(|x|,u,v), emB,
—Agv = b(|x|,u,v)uP' +go(|x|,u,v), emB, (3.10)
u=0=v, em dB,

onde 1 < p,g<2e fy,g0:BXx[0,+) X [0,400) — [0,4o0) sdo fungdes continuas satisfazendo
a hipétese (Hy)' e existe 0 < & < 1 tal que se |x| < d e u,v > 0 entdo

Jo(lxl,u,v) < Gi(lx)v? e gollxf,u,v) < Ga(lx])u™,

onde G e G sdo fungdes continuas e ndo negativas com G1(0) = G2(0). Admita também que

a e b sao funcdes positivas tais que
c1 <a(lx|,u,v) <cy e c1 <b(|x|,u,v) <cy,

para todos |x| < & e u,v >0, parac; > 1 e ¢ > 1 constantes. Aqui assumimos que valem as

desigualdades

(g—1) ((p—2)N+p) (p—1)((g—1)N+q)
(p—1) (N—q) (g—1) (N-p)

Para provar a existéncia de solu¢des radialmente simétricas positivas para o Sistema (3.10)

p—1<p2< e g—l<p <

vamos verificar as hipéteses (Hg) € (Hy)': neste caso as ndo linearidades sdo dadas por

f(lX’,u,V) = a(|x|7u7v>vp2 —|—f0(|x|,u,v)
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g(Jx],u,v) = b(|x|,u,v)uP" + go(|x|,u,v).

Dai, tomando 0 < & < 1 devemos ter para |x| < de u,v > 0 que

vP2 < a(|x|,u,v)vP?
< a(lx],u,v)v?2 + fo(lx|, u,v)
< P2 + Gy (|x])vP?

S (C2 + CGl )vp27

onde Cg, = |max G1(|x|). De maneira andloga, ainda com |x| < d e u,v > 0, temos
x| <0

uPt < b(|x|,u,v)u’!
< b(|x|,u,v)uP' + go(|x|,u,v)
< couP' + G (|x] )™

< (Cz —i—CGz)upl,

onde Cg, = Tna)é G2(|x|). Das duas desigualdades obtidas podemos escrever
x| <

P2 < f(lx],u,v) <CvP?2 e uPt < g(|x|,u,v) < CuP',

para todos |x| < d e u,v > 0, feita a escolha C = max{c, +Cg,,c2+Cg, }. Com isto, jd provamos
que vale a hipétese (Hg).
Agora, recordemos que fy e go satisfazem a hipétese (Hy)', ou seja

1i f0(|x|7uvv) g0(|x|a”7v) o
m =
utv—=0 (u+v)P=1 - (u+v)a-1

Com isso basta notar que

FUxlu,v) - glxluv) — a(lx],u,v)vP2 + follxl,uv) | b(|x|,u,v)uP + go(|x[, u,v)
(u+v)P=1 " (u+v)i-! (u+v)p-1 (u+v)a1
a(|x|,u,v)(u+v)P2  b(|x|,u,v)(u+v)P?
(u+v)r=1 (u+v)a-1
fO(’x|7uvv) g0(|x|,u,v)
(utv)p=t = ()t

+

dai quando u+v — 0 entdo do lado direito dessa ultima desigualdade as duas primeiras parcelas
convergem para zero, gracas as condi¢des p—1 < pr e g—1 < py, e as duas tltimas parcelas

convergem para zero devido ao fato de fj e go satisfazerem a hipétese (Hy)'. Consequente-
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mente, vale que

Sy | glddey)
wtv—=0 (u+v)P=1 " (u+v)e-t 7
ou seja, as fungdes f e g também verificam a hipétese (Hy)'. Portanto, pelo Teorema 3.2 (ou
pelo Teorema 3.3) o Sistema (3.10) possui solu¢des radialmente simétricas positivas.

Agora vamos estudar outro sistema: considere m,n : [0,1] — [fy, +o0) duas fungdes conti-

nuas comfp > max{p—1,g—1}e 1 < p,g<2eosistema

—Apu = v (X)) em B,
Ay =u"F) em B, (3.11)

u=0=vemodB,

onde para algum 0 < 8 < 1 assumimos que m(r) = py e n(r) = p; sempre que r < d. Natural-

mente, aqui também admitimos que

(g—1) ((p—2)N+p)

3 (p—1)((g—1N+q)
PEISRELT T g |

(¢g—=1) (N-p)

e g—1<pi<

Como feito na aplicagdo anterior, vamos garantir que valem as hipéteses (Hg) e (Hg)' para pro-
varmos a existéncia de solucdes radialmente simétricas positivas para o Sistema (3.11): primeiro

observamos que neste caso temos
F(lxlu,v) =v" B e g(lx],u,v) = w B

Agora tomamos 0 < 6 < 1 tal que se |x| < 8 e u,v > 0, entdo m(|x|) = pa e n(|x|) = pi, para
obter
v <vP (= flxl uv)) < 1072

Pt <uPt (= g(|xf,u,v)) < T-uf.

Logo, ja vale a hipétese (Hg).

Ademais, note que

flxluv)  g(lx],u,v) pm(lad) (D)

R R L B R N T

(u—}-v)m(\X\) (u+v>n(|x|)

(u+v)p=t ~ (u+v)a1

= (u+v)™ D=1 4 (g 4 yyrlD=(a=1),

<

com isto e sabendo que m(|x|) > 19 > p—1 e que n(|x|) > to > g — 1, devemos ter que m(|x|) —

(p—1)>0equen(jx|)—(¢g—1) > 0, consequentemente o lado direto da desigualdade acima
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converge para zero quando u + v — 0, isto &,

SUxluv) - g(xluv)

utv—=0 (u+v)P=1 " (u+v)a-1

Acarretando que vale a hipétese (Hy)' e portanto pelo Teorema 3.2 (ou pelo Teorema 3.3) o

Sistema (3.11) admite solucdes radialmente simétricas positivas.
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Resultados importantes

A.1 Fatos do Calculo

A menos de mencao em contrario, 2 denota um aberto do RY e u: Q — R denota uma fun-
¢do mensuravel', e |X| representa a medida de Lebesgue do conjunto X C RY. Apresentamos

logo a seguir alguns espacos e resultados que geralmente sdo estudados em cursos de Teoria da
Medida:

Para 1 < p < oo definimos o espago
LP(Q) = {u : Q — R, mensurdvel : / lul? < 00}
Q

O qual é um espaco de Banach com a norma,

1
p
el = (")

Definimos também o espago

L*(Q)={u:Q— R:3c¢>0;ul <c,qsemQ}

T Assim como em [1]

101
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o0 espago L=(Q) é um espago de Banach com a norma
||u|l = supessg |u|

onde supessg |u| = inf{c € R : supg |u| < ¢, q.s em Q}. Com essas defini¢des enunciamos:

Teorema A.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
em L! (Q) que converge quase sempre para uma fungcdo mensurdvel f. Se existe uma fun¢do
g € LN (Q) tal que | f,| < g quase sempre em Q entdo, f € L'(Q) e f, — f em L' (Q).

Quando uma aplicagio F : Q :— R¥, que a cada ponto x € Q associa
F(x) = (Fi(x),F(x),...,Fy(x)) e RY

€ chamada de um campo vetorial sobre £ . As fungdes, F;: Q — R, j=1,2,...,N sdo chamadas
fungdes coordenadas do campo F. Diremos que F é um campo de classe C* se cada uma de suas
componentes for de classe CX. Recordando que o divergente de um campo vetorial F : Q — RV

¢ dado por
Y. OF;
divFk = Z .
j=1 dx;

. ~ ~ oF; .
onde Fj, com j=1,2,...,N, sdo as fungdes coordenadas do campo F e 5 denota a derivada
J
parcial da func@o F; com relagdo a j—ésimas coordenada.
Com essas notagdes podemos enunciar o Teorema do Divergente, tal resultado tem uma

importancia fundamental no Cdlculo e em particular no presente trabalho:

Teorema A.2 (Teorema do Divergente). Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira 0%,

suave. Se F' é um campo vetorial de classe C 1 sobre Q entao,

/ div Fdx = / (F,)dS
Q 0Q

onde M =M (x) € o vetor normal unitdrio exterior a 0Q em x.
Como consequéncia podemos obter os resultados que seguem:

Proposicdo A.1 (Integragio por partes). Sejam u,v € C'(Q). Entdo

onde M € a j—ésima coordenado do vetor normal unitdrio exterior a 0.

Proposicio A.2 (Identidades de Green). Sejam u,v € C>(Q). Entdo,

. ou
(i) /QAudx— aQ%dS
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(ii) /Vqudx:—/uAvdx+/ uﬁdS
Q Q a0 on

(iii) /QuAv—vAudx: agu%—v%dS

Sobre fung¢des reais continuas em intervalos temos muitos resultados importantes, alids al-

guns deles foram utilizados ao longo desta dissertacao, enunciamos eles a seguir.

Teorema A.3 (Teorema do Valor Intermedidrio). Sejam [a,b] um intervalo da Reta e uma fun-
¢do f : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe c € (a,b) tal que f(c) =d.

Teorema A.4. Seja f: 1 — R uma fungdo continua e injetiva, definida num intervalo 1. Entdo

f é monétona, sua imagem J = f(I) é um intervalo e sua inversa f~' : J — R é continua.

Estes e outros resultados podem ser encontrados em [ | 2]. Ainda na mesma referencia citada,
recordamos defini¢des e resultados sobre sequéncias de funcdes que foram necessérios neste
trabalho. Considere E um conjunto de func¢des f: X C R — R,

* Dizemos que E € simplesmente limitado quando para cada x € X existe ¢, > 0 tal que

|f(x)] < ¢y, paracada f € E;

* Diz-se que E é uniformemente limitado quando existe ¢ > 0 tal que

|f(x)] <c, paracadax € X e cada f € E;

* Diremos que E é equicontinuo quando para cada xy € X e para todo € > 0, existe 0 > 0
tal que
xeX, |x—xo| <d=|f(x)—f(x0)| <&, VfEE.

Recordadas tais definicdes e a definicdo de convergéncia uniforme, a saber, dizemos que
uma sequencia f, : X C R — R converge uniformemente para f quando para todo € > 0 existe,
no =< NN tal que

|fn(x)— f(x)| <€, paratodon >ngexeX.

Com esta ultima defini¢do, podemos finalmente enunciar o seguinte resultado

Teorema A.S (Arzeld-Ascoli). Seja K C R compacto. Toda sequéncia equicontinua e simples-

mente limitada de fungées f, : K — R possui uma subsequéncia uniformemente convergente.
De maneira mais geral, vale

Teorema A.6. Seja E um conjunto de funcoes continuas definidas em um compacto K C R. As

seguintes afirmacoes sdo equivalentes
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(i) E é equicontinuo e uniformemente limitado;
(ii) E ¢é equicontinuo e simplesmente limitado;

(iii) Toda sequéncia de fungdes (f,) C E possui uma subsequéncia uniformemente conver-

gente.

Recordamos que uma sequéncia de fungdes f, : X — R € dita de Cauchy quando para cada
€ > 0 existe ng € N tal que se n,m > ng entdo |f,(x) — f(x)| < € para todo x € X. Com esta

defini¢do podemos enunciar outro importante teorema:

Teorema A.7. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R é uniformemente convergente se, e so-

mente se, é de Cauchy.

Prosseguindo, com as duas proximas definicdes podemos considerar o espaco das fungdes
infinitamente diferencidveis e de suporte compacto: seja u : Q — R uma funcdo continua. De-

finimos o suporte de u, denotado por suptu, como sendo o conjunto,

suptu = {x € Q : u(x) # 0}.

Dizemos que uma fungio é de classe C'(Q) se u é diferencidvel em Q e sua diferencial é
continua. Indutivamente, dizemos que u € C*(Q), se u possui diferencidvel de ordem k e ela é
continua.

O conjunto das func¢des infinitamente diferencidveis € dado por
C(Q)={u: Q= R:uecC"Q),Vk e N}.

O conjunto das funcdes infinitamente diferencidveis com suporte compactamente contido

em Q (que eventualmente também € chamado de funcdes testes) serd denotado por
Co(Q) ={uecC”(Q):suptu CC Q}.
Recordamos também o conjunto das fun¢des localmente integraveis,
L,.(Q):= {u : Q — R, mensuravel : /K]u] < oo, VK CC Q}.
Similarmente para 1 < p < oo, definimos

LP

loc

Q)= {u : Q — R, mensurdvel :/ lu|P < o, VK CC Q}.
K

Considere o par (H, (-,-)) denotando um espago vetorial com produto interno, onde H é um
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espaco vetorial real e (-,-) : H X H — R é um produto interno. Naturalmente a fun¢io

|-]:H—TR

x>l = v/ (x,20)

define uma norma, ao qual denominamos de norma proveniente do produto interno. Nestas

condicoes vale

Teorema A.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Em (H,(-,-)), se ||x|| = \/(x,x) para cada

Xx € H, entdo
[ Ge, | < [l - [Ivl

para todos x,y € H. Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, x e y sdo linearmente

dependentes.

Denotamos por H' o conjunto formado pelos funcionais lineares f : H — R limitados ( e

consequentemente continuo), isto significa que existe C > 0 tal que
| f(x)]| <Clx|, paracadax € H.
A norma do funcional f é dada por

1#l= sup VI

em\foy 11X
Com estas notacdes, enunciamos o magnifico resultado

Teorema A.9 (Teorema da Representacdo de Riesz). Todo funcional linear limitado f definido
em um espagco com produto interno H pode ser representado em termos do produto interno, isto
é,

fx) = (x.2)

onde 7 é unicamente determinado por f e tem norma ||z|| = || f]|.

Os dois dltimos resultados podem ser encontrados em [1 1]. Os funcionais lineares sdo um
caso particular dos operadores lineares, que por sua vez sdo um caso particular dos operadores.
A saber, chamamos de operador uma aplicagdo 7 : D(T) C X — Y, onde D(T) é o dominio de T

com X e Y espacos vetoriais. Sobre os operadores, para nds € importante saber que um operador

T é completamente continuo quando para M C D(T') limitado, valha que T'(M) é compacto. Por

fim, recordamos a importante equivaléncia:

Teorema A.10. O conjunto M C X é compacto se, e somente se, todo sequéncia (x,) C M

possui uma subsequéncia convergente com limite em M.
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A.2 O Problema de Autovalor

Vamos demonstrar o problema de autovalor visto no Capitulo 2, toda a demonstracao pode
ser encontrada no Apéndice de [3], mas para deixar o trabalho autocontido incluimos a demons-

tracdo adicionando algumas observacdes para auxiliar as justificativas, do seguinte teorema:

Teorema A.11 (Problema de Autovalor). Suponha o >2— N e B > o — 2. Entdo, exite uma

sequéncia de autovalores positivos,
M<M <A<,

para o problema
—div (|x|*Vo) =Alx[Po  em Q
6=0 em 0Q.

Ademais, a primeira autofungdo O pode ser escolhida positiva em Q e a‘% < 0 em IQ.

Demonstragdo. Antes de iniciar a demonstragdo vamos comecar com algumas ferramentas,
como a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg [ 16] (desigualdade de CKN): Para toda fun-
¢do u € CJ(RVN) vale

2

oo ([ W) < [ 1290,
RN RN

N-2 2N
,a<b<a+l1l,p=

onde
paraN >3 :a <

N_2+2(b—a)
2
paraN:2:a<0,a<b§a+1,p=b ;
—a
1 1 2
N=1: —= s<b<a+l,p=——"——-.
para a< 2,a-|-2< <a+l,p “112(b—a)

Vejamos o caso particular em que

N>3, p=2, a=-2a>2—-N.

Neste caso temos
at+l=b& p=2,
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de fato
2N
=2= & 2N —4+4+4(b—a)=2N
p N_2+2(b—a) +4b—a)
<4(b—a)=4
< (b—a)=1
Sb=a+1.
Dai,

2b—2a=2= -2b=(—-2a)-2=0—2,
e assim a desigualdade de CKN assume a forma
A>2-N: ca/ ¥ % 2u2dx < / x|\ Vuldx, Yu € C (RV).
RN RN

Agora vamos considerar Q um dominio e limitado com fronteira suave tal que 0 € Q. De-

notaremos por LE (€2) o completamento de C7’ (L) com a norma

Julf= [ bl

que € proveniente do produto interno
(u,v)p = / lx|Buvdx.
Q

Considere também H/(Q) o completamento de C3(Q) com a norma

Jull = | bl VP,
Q
que por sua vez é proveniente do produto interno
(U, v)o, = / |x|*(Vu, Vv) dx.
Q
Do caso particular da desigualdade de CKN tinhamos obtido que
Ca/ x| 2l dx S/ x|*|Vu|?dx, Vu € C3(Q),
Q Q

daf devemos ter que H}(Q) — L2 ,(Q) é uma imersdo continua, com & > 2 — N. Desejamos
uma imersao em LIZS(Q) com B > 2 —a, neste caso com Q limitado e para B={x € Q : |x| < 1},
temos

x| < |x|*72, para qualquer x € B
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ou
x|P = [x]|%" 2B+ < (diam Q)>TP~%|x|*72 parax € Q\ B,

com isto e para M = max { 1, (diam Q)Z“LB_O‘} temos

/|x|Bu2dx§M/ |x[*2uldx
Q Q

< MCOL/Q x|*|Vu|>dx, Vu € C3(Q).
Finalmente obtemos que H.(Q) < LE ¢ uma imersdo continua para todo § >2 — o > —N.
Ainda mais, pela extensdo do Teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov ([17] -
Teorema 2.1), temos HY(Q) — LE(Q) ¢ uma imersdo compacta, para todo p > o —2 > —N
(HL(Q) — LE(Q) ¢ uma imersdo compacta, para todo 23 > p(a+N —2) —2N, 1 < p <2%).
Com isto, podemos finalmente comecar a demonstracdo do Teorema A.11: Dessa forma
vamos fixaroo >2—Ne 3 > a—2. Paracada f € L%(Q) considera A s : H(Q) — R dado por

Ap(v) = /Q|x|Bf(x)vdx,‘v’v€H&(Q).

Agora, usando que H)(Q) — LE(Q) € uma imersdo continua, que (-,-)g € um produto interno e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz conquistamos
Ap(v) = /QIXIBf(x)vdx= (Fivip < I lglvlip < Cllflplvllos

onde C é uma constante positiva. Dessa forma A s é um funcional linear continuo em H(Q).

Portanto, pelo Teorema da Representacio de Riesz, existe uma dnica u € H(Q) tal que
Ap(v) = (u,v)q, Vv € HA(Q),

ou seja
/ x|Pf(x)vdx = / x[%(Vu, Vv) dx, Vv € HL(Q).
Q Q

Assim, estd bem definido o operador solugdo S : L%(Q) — H}(Q) que faz a associagio

f+— Sf, onde

u=Sf se, e somente se, u resolve o problema

{—div(|xy°°w) = |x[Pf(x), emQ (A1)

u=>0, sobre 0Q.

Observacao A.1. Essa definicdo faz sentido: quando u e v sdo funcdes suficientemente boas

(digamos pelo menos de classe C!) tais que

/]x]ﬁf(x)vdx:/ 1x|*(Vu, Vv) dx.
Q Q
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Por outro lado, temos

N9 ou
. o _ v o 9%
div(v|x|*Vu) —j; 3 (v|x| axj)

N v du 0 ou

=2 <\ 3 TV (! !aa—)>
j=1 JjOoXj Xj j

=Y Ry T (st
j=1 dx; Ox; = 0x; ox;

= |x|*(Vu, Vv) + vdiv(|x|*Vu).

Logo,
/div(v\x\“Vu)dx:/ |x|°‘<Vu,Vv>dx+/vdiV(|x|“Vu)dx.
Q Q Q

Pelo Teorema do divergente, como v = 0 em 9L, segue-se que a integral do lado esquerdo da

desigualdade € zero, dai

():/ \x|a(Vu,Vv>dx—|—/ vdiv(|x|*Vu)dx =
Q Q

0= /Q vdiv (x| *Viu)dx + /Q %P () vdx = /Q (div(1x/Va) + 5P £ (2)) v

Admitindo que esta tiltima igualdade é valida para toda v € C} (Q) e que div(|x|*Vu) + |x[P f(x) €
Ll

Joc(€), entdo podemos concluir que

— div(x|*Vi) = /P £(x).

Por outro lado, também vale que o operador solu¢@o € continuo. De fato, sabemos Sf = u

se, e somente se, vale
/Q 1x|%(Vit, Vo) dx = /Q xB F(x)vdx, Vv € HL(Q).
Em particular, a igualdade acima também ¢ valida para a propria u = Sf, assim
Jully = | wiVuldx= [ (xPreud = (£,
Dai, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a imersdo HJ(Q) — LE(Q), conquistamos

lull, = (£,u)p < Il £llglluellg < CIl.fNilleelor

E dai finalmente temos
[Sflla = llullo < Cl| fllp,



A.2. O Problema de Autovalor 110

garantindo que o operador solug@o S € continuo. Ainda pela imersdo compacta, segue-se que
S L5(Q) = Hy(Q) = L3(Q)

¢ um operador compacto (composi¢ao de continuo com compacto). Ademais, denotado u = Sf

e v =2Sg, temos

(r.58) = (g = [ [ePrexva= [ 6%V, 9v) d
= [ InPetou

= <g7u>l3
= (Sf,8)p

ou seja, S € um operador simétrico. Também podemos obter

<Sf,f>[3:<M7f>[3:/Q|X|Bf(x)udx
=/ |x|B<Vu,Vu>dx
Q

= / lx|B|Vu|?dx > 0.
Q

Logo, S também € um operador positivo. Portanto, pela Teoria Espectral dos Operadores Com-
pactos em Espacos de Hilbert [2] existe uma sequéncia de autovalores positivos do operador §

que converge para (. Considerando
M<A<A <,

a sequéncia formada pelos inversos multiplicativos desses autovalores temos que tal sequéncia

tem termos positivos e converge para oo resolvendo o problema

—div(]x*Ve) =AlxPo, emQ,
6=0, sobre 0Q.

Mais que isso, ainda segundo a Teoria Espectral, o fato do nosso operador solugao ser simétrico

implica que para Sf = v o primeiro autovalor é dado por

/N|x|°‘|Vv|2dx
A= inf (Sv,v)o =  inf B :
veHY(Q), |V]jp=1 veHL(Q)\ (0} / P2

R

Vamos verificar que se v € a primeira autofun¢io associada ao autovalor A, entdo v também é
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uma autofun¢@o associada ao primeiro autovalor A;. De fato, notamos que

x|*|Vv|?dx x| V(v —v7)|Pdx
RYN _ JRN
/ x|Pv2dx / x|P(vt —v7)2dx
RN RN
[ V) =V () P
L P (0P 07 a
2 12
/ X%V ()| dx+/ X%V () Pdx
_ JRN RN

[ Pt 2dxs [P )ax
RN RN

Y

de onde
L 9 ax L 90
RN RN

<A e
[ P [ P
RN RN

E como também vale que

<.

/RN X[V () P /]RN X[V () P dx

M < e A <
[ P [ P
RN RN
podemos concluir que
2 N2
/N|x|“\v<v+)\ dx /N|x|“}v<v )| dx
R = = & _
[ PP [ P
R RN

+

Isto mostra que v e v~ s@o autofungdes associadas ao autovalor A;.

Até 0 momento, v é uma solugio fraca para o problema

—div(|x[*V (vD)) = AxBvt,  emQ
vt =0, sobre 0.

Pelo Principio Forte do Maximo de Vasquez [15], segue-se que v

¢ estritamente positiva em
Q ou v" é identicamente nula em Q, implicando que, v > 0 em Q ou v < 0 em Q. Em qualquer

do casos podemos escolher ¢ = v > 0 para concluirmos a demonstragao.
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Observe também que de — div(|x|*Vu) = A|x|Pu segue-se que

—Ax|Pu = div(|x|*Vu)
= (V|x|*, Vu) + |x|*div(Vu)

= oUfx|* 2 (x, V) + |x|*Au.
Dai, podemos considerando o operador linear uniformemente eliptico
Lu = Au+olx| 2 (x, V) + AJx| P~ .

Para u > 0 solucdo do Problema de Autovalor que ja vimos ser possivel obter, temos que se

v = —u entdo vale
Av+ ofx| 72 (x, Vv) + Alx|F~% =0, em Q
v=0, em JQ.

Logo, desde que € satisfaz a condi¢do da esfera interior, pelo Lema de Hopf ([8] - Lema 3.4)

podemos concluir que
d(—u) dv
o v

onde Vv € o vetor normal exterior a 2. Consequentemente

>0, em 0Q,

8_u <0, em dQ.
av

Observaciio A.2. E importante ressaltar que o Principio do Maximo Forte de Vasquez [15]

funciona de modo mais geral, a saber: considere um operador linear

ou
L= Z ox; (au a_x, ) ch axj

assumindo as condi¢des

(1) ajj € wl

loc

J(Q)ebj,cje Ly

loc?®

(i) Z a;j(x)€;& > Mx)|E]> > 0, para cada & € RN, & # 0;
i,j=1

N ob;
(i) Y =L >0;
,; dx;

(iv) Vale a desigualdade
—Lu+d(x)p(u(x)) >0, q.s.emQ,
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com d(x) continua em Q, p : R — R é ndo-decrescente, p(0) =0e

1
| o)) 2ds = oo

0

Sob tais condi¢des o Teorema 1 e Teorema 4 de [ 5] sdo andlogos, assim podemos concluir que
u é positiva ou identicamente nula em Q.
Em nosso caso, consideramos que a;j(x) = |x|*;; e bj = 0 = ¢j com §;; sendo o Delta

Kronecker, obtemos que

N9 du

Z 8_ (|x|a8ua )

i,j=

N o9 0

Z—QW”)
I 0 ox;
= div(|x|*Vu).
Nao € dificil perceber que valem (i), (ii) e (iii) para essas escolhas de coeficientes, ainda mais

— div(|x|*Vu) + (=Ax[P)u =0

onde podemos escolher d(x) = —A|x|P e p(r) = r satisfazendo a condi¢do (iv).

Observacio A.3. Outro detalhe importante é que quando uma funcio ¢ de classe C! (ﬁ) e tal
que ) =0em dQ e % < 0 sobre 0Q, entdo existe

={x € Q : dist(x,0Q) < &}

de tal sorte que ¢ > 0 em Q.

De fato, considere

—20 = maxa—¢<0
0Q oV

Para cada { € 0Q existe 8 > 0 tal que

Yy €0QNBs(§) = —(v) < —206 < —6 = (V§(y),V¢) < —C.

99
v
Como (,) é continuo, entdo para V¢ fixado podemos admitir que existe 89 < 6 de sorte que para
todo x € QN B () temos (Vo(x),v¢) < —6. Por outro lado, considere o segmento x +#V¢ que
deve interceptar dQ, isto €, existe #y > 0 de tal sorte que x + oV € 0Q. Nessas condigdes, por
um lado temos

t()d

00+ 1vg)dr = 0 +10vg) — 9(x) = — ().
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e por outro lado

o To
—o(x) = /O S0+ rve)dr = /0 (VO(x+1ve), ve)dt < —to.

Logo,
d(x) > oty > dist(x,0Q) > 0.

Dessa forma, para a cobertura

0Q C U Bgy(y)
yEIQ

extrafmos uma subcobertura finita e depois consideramos € = min{d,, : i = 1,2,...,k}. Final-

mente obtendo que vale ¢ > 0 em Q.

Com esta ultima observagio para ¢ € | que se anulam em dQ e 3—3, %—“V’ < 0 sobre 0, consi-
deramos
a0 /dv
o1 > max .
Q JY/dv

Entdo, para tal 61 temos

5 oy
g(clllf—(l)) =015, "5, <0

sobre d0Q com 6y — ¢ = 0 em dQ. Logo, pela Observagio A.3, entdo existe Qg tal que o1y > ¢

em Q¢. Em Q\ Q, podemos fazer algo parecido para obter que 6,y > ¢. Logo, com 6y sendo

0 maximo entre 6| e 6; podemos concluir que
GoY > ¢, em Q.
Analogamente, existe Gy > 1 tal que
600 > vy, em Q.
Assim finalmente podemos obter ¢ > 1 de tal sorte que

o 1o <y < oo.
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