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Resumo

Neste trabalho, resolvemos dois problemas: o primeiro é provar que para qualquer
graduagao por um grupo em uma algebra de matrizes triangulares em blocos, sobre um
corpo arbitrario, o radical de Jacobson é um ideal graduado. Como observado por F.
Yukihide, isso nos fornece a classificacao das graduagoes por um grupo nessas algebras
e confirma uma conjectura feita por A. Valenti e M. Zaicev em 2007. O segundo é,
assumindo o corpo F' sendo de caracteristica zero, provar que existe uma graduagao em
UT,,(F), chamada de mais fina, tal que toda graduagao que admite involugao graduada
¢ um coarsening dela, e essa involucao graduada é equivalente a involucao reflexao ou
simplética em UT,,(F'). Para esta graduagdo mais fina, exibiremos uma base para as
suas identidades graduadas com involugao e determinamos o crescimento assintotico da
sua sequéncia de codimensoes. Além disso, estudaremos a algebra UT5(F'). Para esta
algebra, existem, a menos de equivaléncia, duas graduacoes nao-triviais que admitem
uma involugao graduada: a mais fina e uma Z,-graduacao. Determinaremos uma base
para as suas (Zy, *)-identidades graduadas além de calcular a sequéncia de codimensdes.

Palavras-chave: Algebras Graduadas; Algebra de Matrizes Triangulares em

Blocos; Identidades Polinomiais Graduadas com Involucao; Radical de Jacobson



Abstract

In this work we solve two problems: the first one is to prove that for any group
grading on a block-triangular matrix algebra, over an arbitrary field, the Jacobson
radical is a graded ideal. As observed by F. Yukihide this yields the classification of the
group gradings on these algebras and confirms a conjecture made by A. Valenti and M.
Zaicev in 2007. The second is, assuming that I is a field of characteristic zero, to prove
that there is a group grading on UT,,(F), called the finest, such that every grading
that admits graded involutions is one of its coarsening, and this graded involution is
equivalent to the reflection or symplectic involution on UT,,(F). For this grading, we
will exhibit a basis for their graded identities with involution and we will determine the
asymptotic growth of their sequence of codimensions. Furthermore, we will study the
algebra UT3(F'). For this algebra, there are, up to equivalence, two non-trivial gradings
that admit a graded involution: the finest and a Z,-grading. We determine a basis for
the graded (Z,, *)-identities, in addition we compute the codimension sequence.

Keywords: Graded Algebras; Graded Polinomial Tdentities with Involution; Al-
gebra of Upper Block-Triangular Matrices; Jacobson Radical.
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Introducao

Nesta tese, consideramos F um corpo, A uma F-algebra associativa com unidade
e G um grupo. Uma graduacao por G na algebra A é uma decomposicao A = @gec Ay,
com AjA, C Ay, para todos g, h € G, onde A, sao subespacos de A. Salientamos que
a classificacao das graduacoes na &dlgebra das matrizes tem uma grande importancia
na teoria das algebras com identidades polinomiais, como mostrado em [1].

Um dos principais problemas na area de Algebras Graduadas é descrever todas
as graduagoes de algebras importantes. Para algebras de matrizes as graduacoes foram
classificadas por Bahturin, Sehgal e Zaicev, que em [5] classificaram as graduagoes na
algebra de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, com
o grupo sendo abeliano. Posteriormente, Bahturin e Zaicev classificaram as graduacoes
para um grupo arbitrario e corpo algebricamente fechado de caracteristica arbitraria
nas algebras de matrizes, ver [6]. Por sua vez, Valenti e Zaicev provaram que a algebra
das matrizes triangulares superiores UT,,(F) com qualquer graduacao ¢ isomorfa a
UT,,(F) com uma graduagao elementar, isto é, uma graduacio onde todas as matrizes
elementares sao homogéneas. Em [17], as identidades graduadas para as graduagoes
elementares nas dlgebras de matrizes triangulares superiores sao estudadas e é provado
que algebras graduadas nao-isomorfas satisfazem identidades polinomiais graduadas
diferentes.

As algebras das matrizes e as de matrizes triangulares superiores sao casos par-
ticulares das algebras de matrizes triangulares em blocos. Essas tultimas e suas gradu-
acoes pelo grupo Zs sao importantes na classificacao das variedades minimais de um
dado expoente, obtida por Giambruno e Zaicev em [27] e [29]. Dito isto, é um problema

interessante classificar as graduacoes por grupos nessas algebras. As graduacoes por
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um grupo abeliano finito nas algebras das matrizes triangulares em blocos sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, foram descritas em [45]. Em [48],
Yukihide provou que toda graduacao ¢ obtida de uma graduacao elementar numa alge-
bra de matrizes triangulares em blocos e uma graduagao com divisao em uma algebra
de matrizes, sob a hipo6tese do radical de Jacobson ser um ideal graduado na graduacao.
As graduagdes nestas dlgebras como algebra de Lie e algebra de Jordan foram descritas
por Kochetov e Yukihide em [38]; eles também classificaram as graduagoes nas algebras
das matrizes triangulares em blocos por grupos abelianos sobre corpos algebricamente
fechados.

Nesta tese, provaremos que em toda graduacao por um grupo em uma algebra
das matrizes triangulares em blocos, sobre qualquer corpo, o radical de Jacobson é
um ideal graduado. Como uma consequéncia dos resultados em [48], isso nos da a
classificacao das graduacoes das algebras das matrizes triangulares em blocos por um
grupo arbitrario e sobre um corpo arbitrario, confirmando a conjectura feita por Valenti
e Zaicev em [46]. As algebras das matrizes triangulares em blocos sdo parte de uma
grande classe de algebras, as adlgebras das matrizes estruturais, e as graduagoes de tais
algebras foram estudadas recentemente, por exemplo, em [9] as classes de isomorfismos
de certos tipos de graduacoes em algebras de matrizes estruturais sao descritas.

Como dito acima, as Zs-graduagoes nas algebras das matrizes triangulares em
blocos estao ligadas a classificacao das variedades minimais. A classificacdo das al-
gebras Zs-graduadas simples foi um passo importante no estudo das variedades ver-
balmente primas. As variedades minimais e as verbalmente primas aparecem no con-
texto das PI-dlgebras (algebras que satisfazem identidades polinomiais). Um polinémio
f(xy,...,x,), com variaveis ndo comutativas e com os coeficientes sobre um corpo F,
¢ dito uma identidade polinomial para uma algebra A, quando f(ay,...,a,) =0, para
quaisquer ag,...,a, € A. Quando existe uma identidade polinomial nao-nula para
uma algebra A dizemos que esta algebra é uma Pl-algebra. Para uma discussao mais
detalhada sobre o desenvolvimento da Pl-teoria, sugerimos [23], [24], [28] e [42].

Os estudos iniciais sobre PI-algebras comegaram entre 1920 e 1930, embora de
forma implicita, nos trabalhos de Dehn e Wagner, veja [16] e [47]. No ano de 1948,
com o trabalho de Kaplansky em [34] o interesse pelo estudo de identidades polinomiais

cresceu e, obteve forga ainda maior, quando em 1950 veio o artigo 3] de Amitsur e Le-
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vitzki. Nele, os autores utilizaram métodos combinatorios para provar que o polinéomio
standard de grau 2n ¢ uma identidade de grau minimo para a algebra das matrizes de
ordem n sobre um corpo F'.

O conceito de identidades polinomiais pode ser estendido para algebras gradua-
das. Tal conceito (para graduagoes pelo grupo Z,), aparece nos trabalhos de Kemer,
veja [36] e [37]. O estudo das identidades graduadas foi motivado pela sua importancia
na estrutura dos T-ideais e ao longo das iltimas décadas importantes resultados foram
obtidos. Por exemplo, em [8] foi provado que sendo G um grupo finito, entdo uma
algebra G-graduada A é uma PI-algebra se, e somente se, A, é uma PI-algebra, onde
e é o elemento neutro de G.

Além das algebras graduadas, podemos estudar identidades polinomiais para uma
algebra munida de uma involugdo. As identidades polinomiais com involu¢ao passaram
a ser um objeto de estudo por volta dos anos 60, nos trabalhos de Herstein e Martindale
(separadamente) sobre anéis simples com involugoes satisfazendo identidades polinomi-
ais. Mais de 60 anos depois, ainda conhecemos pouco sobre a estrutura de 7, (A) para
uma dada algebra A. O conjunto de geradores para o T,(My(F)) foi determinado por
Levchenko em 1982, veja [39], no caso em que F tem caracteristica zero e, dois anos
depois, quando F' é um corpo finito pela mesma autora em [40]. Em 2005, Colombo e
Koshlukov, estudaram as *-identidades polinomiais de Ms(F') quando F' é corpo infi-
nito de caracteristica maior que 2, veja [12|. Um ano depois, Di Vincenzo, Koshlukov e
La Scala, em [18] iniciaram o estudo das identidades com involucao para a algebra de
matrizes triangulares superiores. Os autores descreveram T, (UT»(F')) quando F' é um
corpo infinito de caracteristica p # 2. Os autores também descreveram T, (UT3(F))
quando F' é um corpo de caracteristica zero, tanto para a involucao reflexdo quanto
para a involugdo simplética. Continuando este estudo, Gongalves e Urure em (|44)),
descreveram T, (UTy(F)) quando F' é corpo finito de caracteristica diferente de 2. As
identidades polinomiais graduadas para M,,(F') com a involugao transposta foram es-
tudadas em [31] para uma graduagdo produto cruzado e charF = 0. Em [30], os
autores estenderam estes resultados para uma graduacao elementar com componente
neutra comutativa e um corpo infinito F. Enfatizamos o fato de que a abordagem
combinatoria para o estudo de identidades polinomiais ordinarias, bem como a dos

invariantes associados aos T-ideais da algebra livre, foi generalizado e é amplamente
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utilizado nos casos de algebras graduadas, algebras com involugao e também algebras
graduadas com involugao, veja [28].

Esta tese esta organizada em trés capitulos. O primeiro capitulo é composto por
resultados e conceitos preliminares, os quais constituem a base para o nosso trabalho.
Ademais, nele serao fixadas notagoes.

No segundo capitulo estudaremos as graduacoes em algebras de matrizes trian-
gulares em blocos. Nele provaremos que em qualquer graduacao por um grupo em uma
algebra de matrizes triangulares em blocos, sobre qualquer corpo, o radical de Jacob-
son é um ideal graduado. Utilizando os resultados obtidos no trabalho [48|, obtemos,
entao, a classificacao das algebras das matrizes triangulares em blocos por um grupo
arbitrario, sobre um corpo arbitrario, provando a conjectura feita por Valenti e Zaicev
em 2007, veja [46].

No terceiro capitulo, considerando F' um corpo de caracteristica zero, provaremos
que se uma graduacao em UT,,(F) admite uma involu¢ao graduada, entao esta gra-
duacio é um “coarsening” de uma Zlzl-graduacdo em UT,,(F), a qual serad chamada
de graduagio mais fina. Além disso, exibiremos uma base finita para as (Zl%1, x)-
identidades para as involucoes reflexao e simplética, e, por fim, determinaremos o
crescimento assintotico da sua (Zl21, ¥)-codimensdo. Além disso, estudaremos a al-
gebra UT3(F'). Para esta algebra, existem, a menos de equivaléncia, duas graduagoes
nao-triviais que admitem uma involucao graduada: a Z-graduacao mais fina e a Zo-
graduacao induzida por (0,1, 0). Determinaremos uma base para as (Z,, *)-identidades
graduadas e calcularemos a sequéncia de codimensdo para as (Z, *)-identidades gra-
duadas para UT5(F).

Os resultados contidos no Capitulo 2 foram publicados em forma de artigo, em
[21]), na revista Proceedings of the American Mathematical Society, em colaboragao
com os professores Diogo Diniz e Plamen Koslukov. Os resultados contidos no Capitulo
3 foram publicados em forma de artigo, em [20], na revista Linear Algebra and its

Applications em colaboracao com os professores Alex Borges e Diogo Diniz.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo desejamos estabelecer a linguagem que serd adotada ao longo de
toda a tese. Diante disso, serao apresentados resultados, definicoes e notacoes que serao
frenquentemente utilizados nos capitulos posteriores. A menos que dito o contrario, F
denotara um corpo. Ao longo do capitulo, assumiremos que o leitor tenha familiaridade
com conceitos basicos de Algebra Linear.

Iniciaremos o capitulo apresentando a definicio de algebra e outros conceitos
e resultados béasicos relativos a esta estrutura algébrica. Apos isso, estudaremos as
algebras graduadas e os modulos graduados. Ao final, veremos a definicao de PI-
algebras e suas propriedades, bem como estudaremos as algebras de grupo torcida e o

Teorema de Maschke para a algebras de grupo torcida.

1.1 Algebras

Definicao 1.1.1. Dizemos que um par (A, ) é uma F-algebra, sempre que A for um
F-espago vetorial e x : A x A — A for uma aplica¢do bilinear (chamada de produto),

ou seja, se tivermos as seguintes propriedades:

eax(b+c)=axbt+axc
e (at+b)xc=axc+bxc

e (Ma)xb=ax(\b) = \axb)

para quaisquer a,b,c € Ae X\ € F.
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Representamos uma F-algebra (A, *), sempre que o produto for claro, simples-
mente por A, omitindo o produto. Além disso, também podemos omitir sobre que
corpo tal algebra esta definida, chamando-a apenas de algebra. O produto a * b sera
representado simplesmente por ab. Também dizemos que um subconjunto 3 é uma base
da algebra A, quando § é uma base de A como espaco vetorial. Ademais, a dimensao
de A sera a sua dimensao como espacgo vetorial.

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma &algebra A é:

(i) associativa quando seu produto for associativo;
(ii) comutativa, quando seu produto for comutativo;

(iii) unitaria, ou com unidade, se o produto de A tiver unidade (tal unidade ¢ denotada

por 14).

Observacao 1.1.3. De agora em diante, a menos que dito o contrério, estaremos nos

referindo com o termo algebra a uma algebra associativa e unitaria.

Definigao 1.1.4. Sejam A uma &lgebra e B um subespago vetorial de A. Dizemos
que B é uma subdlgebra de A, se xy € B para quaisquer x,y € B. Se A for unitaria,

acrescentamos o fato de 14 € B.

Exemplo 1.1.5. Seja m € N. O espago vetorial M,,(F") munido de seu produto usual
¢ uma &lgebra associativa com unidade (a matriz identidade I,,,). Destacamos nesta
algebra as matrizes elementares Ej;, que possuem 1 na entrada da i-ésima linha e j-
ésima coluna e 0 nas demais. E facil verificar que o conjunto destas matrizes é uma
base para M,,(F'), a qual é chamada base canénica desta dlgebra. De modo geral, se A
¢ uma algebra, consideramos o espago vetorial M,,(A) de todas as matrizes de ordem
n com entradas em A. O produto de matrizes em M, (A) é andlogo ao produto de

matrizes com entradas em M,,(F). Temos entdo uma estrutura de algebra em M,,(A).

Exemplo 1.1.6. Seja UT,,(F) o conjunto das matrizes triangulares superiores. Tem-
se que UT,,(F) ¢ uma subalgebra de M,,(F). Como UT,,(F) = (E;; |1 <i<j<m)

(subespaco gerado) segue que

1
dim UT,, (F) = %
Exemplo 1.1.7. Considere o conjunto UT'(dy,...,d,,) das matrizes
Bi1 Bz -+ Bim

0 By -+ DBay

0 0 --- Bom
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de ordem n = d; + - - - + d,,, onde B;; sao matrizes sobre [ com d; linhas e d; colunas.
Tal conjunto munido com as operagoes usuais de matrizes ¢ uma F-algebra, chamada
de algebra de matrizes triangulares superiores em blocos.

Consideremos os conjuntos I; = {1,...,d1}, I = {dy + 1,...,dy + da}, ...,
I, ={di+do+ - +dp1+1,...;dy +dos+ -+ + dy}. Observe que dada uma
matriz elementar F;; existem tnicos p, ¢ tais que ¢ € I, e j € I, a matriz elementar
E;; pertence a UT'(dy, . .. ,d,,) se, e somente se, p < ¢g. Ademais, temos que o conjunto

formado por estas matrizes elementares é uma base para UT'(dy, ..., d,,).

Podemos definir uma estrutura de algebra em um espaco vetorial com uma base
fixada definindo os produtos dos elementos da base, isto ¢ garantido pelo préximo
resultado e sua demonstragdo pode ser encontrada em [13, pagina 13].

Proposicao 1.1.8. Dados A um espaco vetorial, § uma base de Ae f: (5 x 3 — A,

existe uma unica aplicagdo bilinear x : A x A — A tal que uy * uy = f(uy,us) para

quaisquer ui, us € .

Um exemplo cléssico de uma algebra obtida através da proposicao acima é a

algebra de grupo. Vejamos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.9. Seja S um conjunto nao-vazio. Consideremos o conjunto F'S de todas

as somas formais

ZASS ,onde A\; € Fe {s €S, \; # 0} é finito.

SES

Dados dois elementos Y g Ass € > .g7ss em F'S, dizemos que sdo iguais, se para

cada s € S tem-se \; = 7. Definimos as operacoes soma e produto escalar da seguinte

forma:
Z /\33 + Z/VSS = Z<)\S + %)3
seS seS seS
e
v Z NS = 2(7/\3)5
seS SES

respectivamente. Munidos destas operacoes, vemos facilmente que F'S é um F-espaco
vetorial, chamado de F-espaco vetorial de base S.

Se “x” & uma operacao em S, pela Proposicao 1.1.8, podemos estender * a uma
tnica aplicagdo bilinear em F'S, a qual denotaremos também por *. Assim, (F'S, )
tem uma estrutura de algebra (ndo necessariamente associativa e com unidade). Em
particular, tomando um grupo G, em vez de um conjunto S qualquer e * a operacao

de G, obtemos a 4lgebra FG, chamada de Algebra de Grupo. Como a operacio de
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GG é associativa e possui elemento neutro, facilmente se mostra que F'G é associativa e

possui unidade. E, caso G seja abeliano, a algebra de grupo F'G serd comutativa.

Definicao 1.1.10. Sejam V e W espacos vetoriais. Consideremos o espaco vetorial

F(V x W) com base V' x W e o subespaco U gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + v, w) — (v1, w) — (v2, W)
(v, w1 + we) — (v, w1) — (v, ws)
(Av,w) — A(v,w)

(v, Aw) — A(v, w),

onde v,v1,v9 € V, w,wi,we € W e X € F. Dado isso, obtemos um espaco vetorial
F(VxW)

u

e W e o denotamos por V@ W. Os elemento (v, w) sdo chamados de tensores e sao

quociente , 0 qual é chamado de produto tensorial entre os espacos V'

denotados por v®@w. Disso, temos que os elementos de V@ W sao da forma ) (v; @ w;),
comuv; €EVew, €W.

Considerando os elementos que geram U, obtemos que dados A € F, v,v1,v0 € V

e w,wy,wy € W, valem:
(i) (11 +v2)R@w =1 QW+ vy @ w;
(i) v ® (w1 +wa) = v @ W + v @ wo;
(iii) AM(v@w) = (M) Rw=1v® (\w).

Um fato importante a considerar é que se S; e Sy sao conjuntos geradores de V
e W, respectivamente, entao {u; ® uy | uy € Sy, us € Sy} é um conjunto gerador de
VeWw.

O teorema abaixo refere-se a chamada Propriedade Universal do Produto Tenso-

rial e nos d4 uma ferramenta para construcao de produtos tensoriais entre algebras.

Teorema 1.1.11. Sejam VW e U F-espagos vetoriais. Para toda aplicacao bilinear

p:V xW — U, existe uma tnica aplicacao linear o : V@ W — U, tal que
Pv@w) = (v, w),
para quaisquer v € V e w € W.

Demonstracdo: Ver [15], Teorema 12.3, pagina 61.
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|
Considerando A e B como algebras, o espaco A ® B admite uma estrutura de
algebra, com a multiplicacdo dada por (a; ® b;)(a; ® by,) = a;a; ® b;b,, para quaisquer

a;,a; € Aeb;,b, € B. Esta algebra ¢ conhecida como produto tensorial de A e B.

Definigao 1.1.12. Sejam A uma &algebra e I um subespaco vetorial de A. Dizemos

que:

(i) I & um ideal a esquerda de A (respectivamente & direita), se ax € I (respectiva-

mente, ra € ) para quaisquer a € Ae x € I.

(ii) Seja I um ideal & esquerda proprio de A. Dizemos que I é um ideal a esquerda
maximal de A, se ndo existe ideal & esquerda proprio J de A, com [ # J, tal que

I C J. Formula-se conceito andlogo para o caso em que / ¢ um ideal a direita de
A.

(iii) / ¢ um ideal bilateral de A (ou simplesmente ideal de A), se I é um ideal a
esquerda e a direita simultaneamente. Além disso, {0} e A sdo ideais e sdo

chamados de ideais triviais.

(iv) Definimos 0 centro de A como sendo 0 conjunto
Z(A)={z € A|xa=axVa e A}.

Exemplo 1.1.13. E claro que Z(A) é uma subalgebra de A que nfo é, em geral, um
ideal. No caso da algebra das matrizes M,,(F'), temos que Z(M,,(F')) é formado pelas
matrizes miiltiplas escalares da identidade. Além disso, para uma algebra qualquer A

é possivel provar de forma similar ao caso da algebra M,,(F') que
Z(My(A)) = {al, | a € Z(A)}.

Definigao 1.1.14. Uma algebra A (com unidade) é dita simples, quando os seus tinicos

ideals sao os triviais.

Exemplo 1.1.15. A algebra das matrizes M,,(F') ¢ uma algebra simples. De fato, seja
I # 0 um ideal de M,,(F') e a uma matriz ndo nula em 1. Sejam iy, jo tais que a entrada
iojo (BiigaBjy;) € I para todo i = 1,...,m.
Deste modo, segue que a matriz identidade I,,, = FEy1+- - -+ E,, pertence a I, portanto
I =M, (F).

@iy, de a & nao nula. Temos que E; = a

Definicao 1.1.16. Dada uma algebra A, um elemento x é dito nilpotente quando
existe n € N, tal que " = 0. Um ideal I de uma algebra A é dito nil quando todos os

seus elementos sao nilpotentes.
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Definicao 1.1.17. Dado [ um ideal de uma algebra A, ele é dito nilpotente quando
existe n € N, tal que I™ = 0 e o menor inteiro que satisfaz esta condicao é chamado de

indice de nilpoténcia de I.

Exemplo 1.1.18. Na algebra UT'(dy, . ..,d,,) das matrizes triangulares superiores em

blocos, o conjunto I das matrizes cujos blocos diagonais sao nulos é um ideal nilpotente.

Defini¢ao 1.1.19. Definimos o Radical de Jacobson de uma élgebra A (com unidade),

denotado por J(A), como a interse¢ao de todos os ideais maximais a esquerda de A.

O teorema a seguir nos traz caracterizacoes importantes para o Radical de Ja-
cobson.

Teorema 1.1.20. As seguintes caracterizacoes do Radical de Jacobson de uma algebra

A sao equivalentes:
(i) a intersegdo entre todos os ideais maximais a esquerda de A;
(i) a intersecdo entre todos os ideais maximais a direita;

(iii) o conjunto de todos os elementos x € A tais que 1 — xy é invertivel em A, para
todo y € A.

Demonstra¢do: Em [33], Teorema 4.1, pagina 196. |
Com o teorema acima, facilmente vemos que o Radical de Jacobson de qualquer

algebra é um ideal bilateral.

Exemplo 1.1.21. J4 vimos que UT,,(F') é uma subalgebra de M,,(F). Utilizando o

Teorema 1.1.20, podemos ver que o conjunto das matrizes triangulares estritamente

superiores ¢ o Radical de Jacobson de UT,,(F).

Proposigao 1.1.22. Se I ¢ um ideal nil de uma algebra A, entdo I C J(A).

Demonstragao: Sendo x € I, entao como [ é um ideal temos que zy € I, para
qualquer y € A. Assim, 1—xy é invertivel e seu inverso & 1+ (xy)?+(xy)3+- - -+ (zy)* 1,
onde k € N é tal que (2y)F = 0. Logo, pelo terceiro item do Teorema 1.1.20, concluimos

que x € J(A) e pela arbitrariedade do z, podemos concluir que I C J(A). |
Definicao 1.1.23. Uma algebra A é chamada de J-semissimples se J(A) = 0.

Exemplo 1.1.24. A algebra A = M,,(F) é J-semissimples. De fato, como ela é simples

e o Radical de Jacobson é um ideal nao contendo a unidade, concluimos que J(A) = 0.
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Observacao 1.1.25. A soma direta de algebras J-semissimples é J-semissimples. Com
efeito, considere R =: A x B~ A® B. A unidade de R & (14,1p) (ou 14 + 15).
Afirmacao: U(R) = U(A) x U(B), onde U(R) denota os elementos invertiveis
de R.
De fato, se (a,b) € U(R), entdo existe (¢,d) € R, tal que

(c,d)(a,b) = (a,b)(c,d) = (14,1p).

Assim, ca = ac = 1pedb = bd = 1g. Logo, a € U(A) e b € U(B). Ou seja,
U(R) C U(A) xU(B). Reciprocamente, se (a,b) € U(A)xU(B). Sendo (a™',071) € R,
temos (a1, 071)(a,b) = (a,b)(a1,071) = (14,1p). Assim, (a,b) € U(R) e, portanto
U(A) x U(B) C U(R).

Sendo A e B J-semissimples, tomando x € J(R), entdo sendo x = (x1,xs), para

qualquer y = (y1,92) € R, temos

(1a,15) — (z1,22) (Y1, 92) = (1a — 2191, 15 — T2y2)

invertivel em R. Entao, 14 — z1y; é invertivel em A e 1 — x9ys é invertivel em B.
Pela associatividade de y; e yq, temos que 14 — z1y; € U(A), para todo y; € A e
lp — ways € U(B), para todo yo € B. Portanto, x; € J(A) e 5 € J(B). Como
J(A) =0= J(B), temos

0p=x1e0p = x,.
Entao, x = (04,05) = 0g. Portanto, J(R) = 0.
Os préximos teoremas dao uma importante caracterizagao dos anéis artinianos
J-semissimples.

Definicao 1.1.26. Um anel é chamado artiniano se qualquer conjunto nao-vazio de

ideais a direita tem um elemento minimal.

Teorema 1.1.27. Um anel artiniano J-semissimples é a soma de um ntimero finito de

anéis artinianos simples.

Demonstracdo: Veja [32], Teorema 1.4.4., pagina 34. |

Teorema 1.1.28. (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja A um anel artiniano simples.
Entao, A é isomorfo a M,,(D), onde D é um anel com divisao. Ademais, m e D sao
tinicos, a menos de isomorfismo. Por outro lado, para qualquer anel com divisao D,

M, (D) é um anel artiniano simples.

Demonstracdao: Veja [32], Teorema 2.1.6, pagina 48. |
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Proposicao 1.1.29. Se I é um ideal de uma algebra A, tal que I C J(A) e A/I é
J-semissimples, entdo J(A) = I.
Demonstrag¢do: Inicialmente, provaremos que J(A/I) = J(A)/I. Faremos por
dupla inclusao.

Afirmacao 1: J(A)/I C J(A/I)

Se I C J(A), temos que a inclusdo desejada, pois se T € J(A)/I, entdo 1 — xy
¢ invertivel em A, para todo y € A e, consequentemente, 1 — 7y ¢ invertivel em A/,
donde z € J(A/I).

Afirmacao 2: J(A/I) C J(A)/I

Seja x + 1 € J(A/I) e M um ideal maximal de A qualquer. Como I C J(A) e o
Radical de Jacobson de A é a intersecao dos ideais maximais de A, segue que [ C M.
Deste modo, da correspondéncia de ideais, M/I é um ideal maximal de A/I. Assim,
x+1 € J(A/I) implica, em particular, que z + I € M/I e, portanto, existe y € M, tal
quer+ I =y+1I. Entao, z:=x—y €l e, como ] C M, temos x =y + 2z € M. Da
arbitrariedade do ideal M tomado, segue que z € J(A). Logo, z +1 € J(A)/I.

Agora, supondo que A/I é J-semissimples, segue por defini¢ao que J(A/I) =0e
assim, da igualdade acima ja provada, J(A)/I = J(A/I) = 0. Logo, podemos concluir
que J(A) = 1. [
Exemplo 1.1.30. Sejam A = UT(dy,...,d,,) e I o conjunto das matrizes em A cujos
blocos diagonais sao todos nulos. Ja comentamos que I é um ideal nilpotente de A,

particularmente sera um ideal nil, logo I C J(A). Além disso, temos que A = B® [,
como soma direta de subespacos, onde B ~ My, (F) @ --- @& My, (F). Assim,

A/l ~ B

e assim A/I é J-semissimples, pois B é J-semissimples pela Observagao 1.1.25. Pela

Proposigao 1.1.29, temos que I = J(A).

1.2 Algebras e Médulos Graduados

1.2.1 Algebras Graduadas

Nesta secao, a menos que se diga o contrario, GG serd um grupo arbitrario.

Definicao 1.2.1. Sejam A uma é&lgebra e G um grupo. Uma G-graduacao em A

¢ uma decomposicao de A = ®yeqA, como soma de subespagos vetoriais, tal que
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AgAn C Ay, para quaisquer g, h € G. Dizemos, entao, que a algebra A é G-graduada
(ou, simplesmente, graduada).

Na defini¢ao acima, os subespacos A, sao chamados de componentes homogéneas
da graduacao e seus elementos sao chamados de elementos homogéneos de grau g.
Dado a € A, elemento homogéneo ndo-nulo, seu grau sera representado por deg. A (ou

apenas por deg A quando nao houver confusao quanto ao grupo)

Definicao 1.2.2. Dada A uma algebra, definimos o suporte de A, denotado por SuppA,
como sendo o conjunto
SuppA:={ge G| A, #0}.
A componente homogénea A., onde e é o elemento neutro do grupo, é denominada

componente neutra da graduacao.

Proposicao 1.2.3. Sendo A uma algebra G-graduada com unidade 1, temos que
1 e A..

Demonstrac¢do: De fato, existem gy, ..., g, € G — {e}, tais que
l=ac+ag +---+a,
com a. € A, a,, € Ay,. Tomando h € G e aj, € Ay, arbitrarios, temos
ap = GpQe + ApGg, + -+ + apag,.

Deste modo, segue que apay, = 0 e apa. = ap. Como h e aj, foram tomados arbi-
trariamente e qualquer elemento de A é escrito como soma de elementos homogéneos,
concluimos que aa. = a, para qualquer a € A. De modo analogo, temos a.a = a, para
qualquer a € A. Assim, 1 =a, € A.. [ |
Definicao 1.2.4. Seja A = ©4cq A, uma dlgebra graduada. Dizemos que um subespago

B de A é homogéneo (ou graduado) quando B = @,c¢B N A,. Uma subéalgebra ou um

ideal de A é dito homogéneo (ou graduado), se ele for homogéneo como subespaco.

De maneira inteiramente andloga, podemos definir ideal graduado a esquerda e a
direita.
Proposicao 1.2.5. Sejam A = @ e A, uma algebra graduada e B um subespaco de

A. Entao, B é homogéneo se, e somente se, b = (> b,) € B, com b, € A,, implicar
que b, € B, para todo g € G.
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Demonstragdo: Suponha que B seja homogénea, entdo B = @g4eq(B N A,). Logo,
para qualquer b € B, podemos escrever b = @gegb/g, onde cada b; € BN A, Pela
unicidade da expressao de b como soma de elementos homogéneos, devemos ter b; = b,
e, assim, b, € B, para todo g € G. Por outro lado, se para b € B tivermos que b, € B
para todo g € G, entdo b, € BN Ay, entdo temos que B C @yea(B N A,). Logo, B é
homogéneo. |

Exemplo 1.2.6. Toda &lgebra A admite uma graduacao, a qual é chamada de gradu-

acao trivial. Para isso, basta considerar A, = A e A, = {0}, para qualquer g # e.

Exemplo 1.2.7. Se A = ®,cqA, é uma algebra graduada, entao é facil observar que
a componente homogénea de grau neutro é uma subélgebra graduada de A. De fato,
observe que pela definicio de graduacao, A, é um subespaco de A e A, A, C A, e

claramente vemos que é graduada.

Exemplo 1.2.8. Sejam A = @,cqA, uma algebra graduada e [ um ideal de A. Iremos
considerar uma graduagdo em A/I e para isso se faz necessario que I seja homogéneo.
Para tanto, consideramos {A, | g € G} de subespagos de A/I, onde A, = (A, + I)/I.
Claramente, temos A/l = > .
a, onde a € Ay, logo, dados a € A; e b€ Aj, com g,h € G, temos que ab = ab C Ay,

A,. Observe que cada elemento de A, tem a forma

e assim flg/_lh C flgh. Supondo agora que I é homogéneo, tomemos a, € Ay, para

todo g € G, elementos tais que Y _,a, = 0. Temos entdo que a, € I, para todo

geG
g € G, pela homogeneidade de I. Logo, a, = 0, para todo g € G e, assim, temos
AJI = ®yeqA,. Como ja mostramos que A,A;, C Ay, para quaisquer g, h € G, segue

que esta decomposi¢ao é uma G-graduacao em A/I.

Exemplo 1.2.9. Considere a F-algebra My(F) e os subespagos

MQ(F)O:{<3 2) |a,b€F} eMg(F)1:{<2 g) |a,b€F}.

E facil ver que My(F) = My(F)y @ My(F)i define uma Zo-graduacio em Msy(F).
Mais geralmente, sendo m € N,m > 1, considere a &algebra M,,(F). Para cada
Y € Zy, tomemos M, = (Ej; | i —j = 7). E possivel mostrar que @(M,) ez ¢ uma
Zy-graduagao em M,,(F).

Como vemos na defini¢ao a seguir, a graduagao do exemplo acima é um tipo de
graduagao especifica.

Definigao 1.2.10. Dado G um grupo e M,,(F) = @4ecR, uma G-graduacao na al-

gebra das matrizes sobre F. Dizemos que essa G-graduagao ¢ elementar se existe
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uma n-upla ¢ = (g1,...,9,) € G™ tal que cada matriz elementar E;;,1 <i,j < m é
homogénea e deg(E;;) = gigj’1

Analogamente, podemos definir a graduacao elementar em UT(ds, . .. ,d,,). Sendo
A=UT(dy,...,dn)eg=(g1,...,9,) € G", onde n =dy + -+ + d,,,. Entao, A é uma
subélgebra graduada da algebra M = M,,(F’), com a graduagao elementar determinada
por g. Assim, A = @geG Ay, com A, = AN M,, é uma G-graduagao em A.

Observe que uma n-upla (gi,...,¢g,) que determina uma graduacio elementar
nao é definida de maneira tinica, por exemplo, (¢19, ..., gng) define a mesma graduacao
elementar, para qualquer g € G. Em particular, podemos sempre assumir que g; = e.
Definicao 1.2.11. Uma algebra graduada é dita algebra graduada com divisao, se

qualquer elemento homogéneo nao nulo é invertivel. Além disso, uma &lgebra é gradu-

ada simples quando os seus tnicos ideais graduados sao os triviais.

Seja A uma algebra graduada com divisao, note que Supp A é um subgrupo de G:
Basta observar que se g, h € Supp A, entao gh € SuppA, uma vez que 0 # A;A, C Ag,.
Além disso, se g € Supp A, entdo existe um elemento homogéneo nao nulo, digamos r,

em A, e consequentemente, r ' € A -1, logo A,-1 € nao nulo e portanto g~' € Supp A.

Exemplo 1.2.12. Qualquer algebra com divisao com qualquer graduacao é uma &l-
gebra graduada com divisao, sobre R. Um exemplo disso é considerarmos a algebra
dos quatérnios H, a qual tem base canonica {1,14, j, k}, com multiplicagdo determinada
pelas relacoes i? = j?2 = —1,ij = —ji = k. Em H, temos a graduacio pelo grupo Zo,
onde

H = (1,i)5 © (4, k)1.

Definicao 1.2.13. Sejam A = $yecAy; ¢ B = ByecB, algebras graduadas. Dize-
mos que um homomorfismo de algebras ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras

graduadas quanto ¢(A4,) C By, para todo g € G.

Exemplo 1.2.14. A aplicagao identidade é um exemplo de endomorfismo de algebras

graduadas.

As graduacoes por grupos em UT,,(F') foram classificadas por A. Valenti e M.

Zaicev, como enunciado no resultado seguinte.

Teorema 1.2.15. [46, Teorema 7| Seja G um grupo arbitrario e F' um corpo. Suponha
que a algebra UT,,(F) = A = @,eqA, das matrizes triangulares superiores m x m
sobre o corpo F' é G-graduada. Entao, A, como uma algebra G-graduada, é isomorfa

a UT,,(F) com uma G-graduagao elementar.
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Definicao 1.2.16. Uma H-graduagdo A’ = @y Aj, na algebra A é um “coarsening”
da G-graduacao

A:@geGAg (1.1)

se para todo g € G, existe h € H tal que A; C Aj.
Seja A = @yeqAy uma algebra G-graduada. Podemos construir uma graduagao

por um grupo H a partir de um homomorfismo ¢ : G — H, onde
Ap = @gew”(h)Aga

onde p~!(h) é o conjunto g € G|p(g) = h, quando h estd na imagem de ¢ e, Aj, = 0,
caso contrario. NoOs nos referimos a essa H-graduacao como o “coarsening” da G-

graduagdo (1.1) induzida por .

1.2.2 Mobdulos Graduados

Definigao 1.2.17. Seja A uma algebra. Definimos um A-mo6dulo (ou modulo sobre A)
a esquerda como sendo um espaco vetorial V', munido de uma aplicacdo A x V' — V,

que a cada par (a,v) € A x V associa av € V' e satisfaz:

(i) (a1 + a2)v = a1v + agv;

(ii) a(vy + v2) = avy + ave;

(iii) ai(agv) = (araq)v;

(iv) 1w =v;

(v) (Aa)v = a(Av) = A(av),
para quaisquer a,ai,as € A,v,v1,v9 € Ve A € F.

Veja que os dois primeiros itens e o tltimo da definicao acima, dizem que o

produto (a,v) + av é uma aplicacao bilinear. Ademais, de modo anélogo podemos

definir um A-modulo a direita.

Definicao 1.2.18. Sejam A uma algebra e V; e Vo A-mo6dulos. Dizemos que uma
transformacao linear ¢ : V; — V5 é um homomorfismo de A-médulos se ¢(av) = agp(v)

para quaisquer a € Aev e V.
Definigao 1.2.19. Sejam A uma élgebra e V um A-moédulo. Dizemos que:

(i) Um subespaco vetorial V; de V' é um submddulo (ou A-submodulo) de V' se

av € V1 para quaisquer a € A e v € V].
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(ii) V é um A-moédulo irredutivel (ou simples) se AV # 0 e os seus tnicos submodulos
sao {0} e V.

(iii) V é fiel quando o conjunto Ann(V) = {a € A | a(V') = 0}, chamado de anulador

de V, é trivial.

Definicao 1.2.20. Uma G-graduacao no A-moédulo V' é uma decomposicao V =
@geGVg, onde AjV, C Vg, para quaisquer g, h € G. Quando um A-médulo V' esta

munido de uma G-graduacao, diremos que V' é um moédulo graduado.

Elementos homogéneos e os graus de tais elementos, sao definidos de modo ana-
logo que o caso de algebras graduadas. O mesmo ocorre para a definicao de submodulos
graduados. A menos que se diga o contrario, modulo graduado significard modulo a

esquerda graduado.

Definigao 1.2.21. O Radical de Jacobson graduado J9"(A) de uma algebra graduada

A é a interseccao dos anuladores dos A-médulos graduados irredutiveis.

Como no caso nao-graduado, a definicao do Radical de Jacobson graduado é

simétrica a direita e & esquerda, isto é, J9"(A) é um ideal graduado de uma algebra A.

1.3 Algebras Livres

Defini¢ao 1.3.1. Seja X = {z; | i € N} um conjunto cujos elementos chamaremos de
indeterminadas. A &lgebra F'(X) com base consistindo de todas as palavras (isto é,

sequéncias finitas de indeterminadas de X, onde a unidade é a palavra vazia) sobre X
Ty Ty, v, € Xon=0,1,2,..
e multiplicacao definida por
(@i, + @i ) (g - @g,) = Ty - Ty Ty - Ty, Ty € X,

¢ chamada de &lgebra associativa livre unitaria, livremente gerada pelo conjunto X.
Chamamos os elementos de F(X) de polinémios nas variaveis associativas e nao-

comutativas de X.

Um elemento de F'(X) (ou seja, um polinémio) tem a forma

f:Zamm
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onde «,, € F', cada m é uma palavra sobre X, o somatorio corre sobre as palavras e o
conjunto {m | a,,, # 0} é finito. Cada termo da forma am é chamado de monémio.
As algebras associativas livres possuem a seguinte propriedade universal:

Proposicao 1.3.2. Sejam A uma &lgebra associativa e unitaria e ¢y : X — A uma

aplicacdo qualquer. Existe um tnico homomorfismo ¢ : F/(X) — A que estende ¢y,

isto ¢, ¢ |x= o

Seja A uma algebra associativa e unitaria. Fixados a; € A, para cada ¢ € N,
sabemos que existe um tnico homomorfismo ¢ : F(X) — A de élgebras tal que
o(x;) = a;, para i € N. Sendo f(zy,...,2,) € F(X), denotamos por ¢(f(z1,...,z,))
por f(ai,...,a,). Observe que obtemos f(ay,...,a,) substituindo em z; por a; em f.

Defini¢ao 1.3.3. Dados f = f(xy,...,2,) € F(X) e A uma élgebra. Dizemos que f

¢ uma identidade polinomial para A se

flay,...,a,) =0,

para quaisquer ai,...,a, € A. Se a algebra A satisfaz uma identidade polinomial

nao-trivial f (isto é, f é um elemento nao nulo de F (X)), chamamos A de PI-algebra.

Exemplo 1.3.4. Uma algebra A é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade
polinomial

f($17$2) = [$1, IQ] = X112 — Tad1-

Definicao 1.3.5. Seja A uma algebra. Definimos T(A) = {f € F(X) | f =0 em A}

como sendo o conjunto das identidades polinomiais de A.

Nao é dificil ver que o conjunto T'(A) de todas as identidades polinomiais da
algebra A é um ideal de F'(X). Além disso, se f(x1,...,z,) é umaidentidade polinomial
de A, entao para quaisquer wy, ..., w, € F(X), o polinomio f(ws,...,w,) é também
uma identidade polinomial de A. Como todo endomorfismo de F(X) é definido pela
sua agao nos elementos de X, segue que T'(A) é invariante por todos os endomorfismos

de F(X).

Definigao 1.3.6. Dizemos que um ideal J da algebra F'(X) é um T-ideal se ¢(J) C J,
para todo endomorfismo ¢ de F(X).

Assim, dizer que um ideal J de F(X) é um T-ideal significa dizer que

f(wla"'7w71,) € J7
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para quaisquer f(xy,...,2,) € J e wy,...,w, € F(X). Temos entdo que o conjunto
T'(A) de todas as identidades polinomiais da algebra A é um T-ideal de F'(X), chamado
de T-ideal das identidades de A.

Definig¢ao 1.3.7. Dado um conjunto S C F(X), o T-ideal gerado por S é a interse¢ao
de todos os T-ideais de F(X) que contém S e serd denotado por (S). Seja A uma
algebra, se S C T(A) é tal que T'(A) = (S), dizemos que S & uma base das identidades

polinomiais da algebra A.

Definigao 1.3.8. Dados m € F(X) um monoémio nao-nulo, f € F(X) um polinémio
nao-nulo e z; € X. Definimos o grau de m em z;, denotado por deg, m, como
sendo o nimero de vezes em que x; aparece em m e definimos o grau de f em z;, e

denotamos por deg,. f, como sendo o0 maior grau em x; dos monomios que formam f.

Definicao 1.3.9. Um polindémio f é dito multilinear quando for linear em todas as

suas indeterminadas, isto ¢, quando cada indeterminada tiver grau 1 em cada monomio

de f.

Denotando por S,, o grupo das permutacoes de {1,2,...,n}, se f é multilinear,

entao podemos escrevé-lo na forma

f= Z OoTg(1)To(2) " * Lo(n); COM Ay € F.

gESy
Exemplo 1.3.10. O polinoémio f(z1,22) = [x1, 2] ¢ multilinear.

Exemplo 1.3.11. O polinémio

Stp(x1,...,2,) = Z (—1)2o(1) %0 (2) - * * To(n)

UGSTL

onde (—1)? denota o sinal da permutagio o € S,,, € um polinomio multilinear, chamado
de Polinémio Standard de grau n. Em |28, pag. 18], encontramos a demonstragao
do Teorema de Amitsur-Levitzki o qual nos garante que para cada n € N, o polindémio
standard St,, é a identidade de menor grau para a éalgebra M, (F).

O proximo resultado nos dard um critério para verificar se um dado polinémio
multilinear é identidade ou nao para um determinada algebra.
Proposicao 1.3.12. Considere A uma &algebra gerada por 3, como espaco vetorial e

seja f(z1,...,r,) um polindmio multilinear. Se f(uq,us,...,u,) = 0, para quaisquer
Uy, Uz, ..., U, € F, entdo f € T(A).
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Demonstracao: Com efeito, dados aq,...,a, € A, podemos escrever
a; = E iU, Uy € 5 € 05 (O sao escalares.
Assim, como f = f(z1,...,x,) é linear em cada variavel, segue que

f(al, Ce ,an) = Zalil .. -am-nf(uil, Ce ,Uin) =0.

|

Concluimos que para verificar que um polinémio multilinear é uma identidade po-

linomial para uma determinada algebra, basta que o mesmo se anule para os elementos

de um conjunto gerador da mesma, como espago vetorial. Em particular, podemos
considerar uma base.

Teorema 1.3.13. Se charF = 0, todo polindmio nao nulo f € F(X) é equivalente a

um conjunto finito de polindomios multilineares.

Demonstracdo: Veja |28, pag 7, Teorema 1.3.8]. |

1.3.1 Identidades Polinomiais Graduadas

Antes de definir o conceito de identidades polinomiais G-graduadas, faremos a
construcdo da algebra livre F'(X) G-graduada.

Definigao 1.3.14. Seja {X, | ¢ € G} uma familia de conjuntos enumeraveis e dois a

dois disjuntos e seja a algebra livre F'(X), onde X = J 5 X, , na qual, degs(1) = e

e dego (122 ... xy) = degg(xy) degg () - - - degg(zy,) sendo degg(x;) = g se x; € X,
Agora, dado g € G, se considerarmos

F(X), = (m|m é&o mondémio de F(X),degs(m) = g)
obtemos que
F(X) = ®gecF(X)g e F(X),F(X), € F(X)gn,Vg,h €G.
Assim, F'(X) é uma édlgebra G-graduada, chamada de algebra livre G-graduada.

De modo similar ao caso nao-graduado, para toda algebra G-graduada A, toda

funcéo « : UgeG X, = A tal que o(X,) C A,, para todo g € G, pode ser estendida a

um unico homomorfismo de algebras graduadas.
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Definicao 1.3.15. Seja A uma &lgebra G-graduada, dizemos que um polinémio

f=f(w1,29,...,1,) € F(X)

¢ uma identidade polinomial G-graduada para A, se f(aj,as,...,a,) = 0, para quais-

quer a; € Adegy(z;), COM & =1,...,n.

Exemplo 1.3.16. Seja A uma algebra com a graduacao trivial. Se degq(z1) € G—{e},

entao x; é identidade G-graduada para A.

Como no caso nao-graduado, também temos o conjunto das identidades poli-
nomiais G-graduadas, o qual serd denotado por Id?" (A). Tal conjunto é um ideal
G-graduado. Além disso, obtemos uma definicao analoga de Tg-ideal, onde aqui exigi-
mos ser invariante para endomorfismos G-graduados. E também obtemos uma nocao
de base para identidades polinomiais graduadas.

Definigao 1.3.17. Um polinémio G-graduado f € F(X) é linear na variavel z; € X,

se x; aparece uma vez em cada monomio de f. Se f é linear em todas as suas variaveis,

diremos que f é multilinear G-graduado.

Como no caso ordinério, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.3.18. Seja A uma algebra G-graduada sobre um corpo F. Entao, se o
corpo F' tem caracteristica zero, entao todas as identidades polinomiais graduadas de

A seguem de suas identidades multilineares graduadas.

1.4 Algebras Graduadas Simples e a Algebra de Grupo

Torcida

A seguir, apresentamos a descricao das dlgebras graduadas simples, por meio da
versao graduada do Teorema de Wedderburn-Artin, dada em [25, Teorema 2.6|.

Seja D uma algebra graduada com divisao em G, um moddulo a direita sobre
D ¢é livre. Como vemos em [43, Proposicao 2.5], os resultados padroes para espacos
vetoriais sobre algebras de divisao valem. Seja V' um D-médulo graduado & direita de
dimensao finita sobre D. O anel EndpV de endomorfismos do D-modulo V' é graduado

da seguinte maneira: para cada g € GG, o conjunto

(E?’LdDV)g = {f € EndpV | f(Vh) - ‘/gh,Vh S G}



27

é um subespaco de EndpV e a igualdade

EndpV = €D (EndpV),
e,
é uma graduagao pelo grupo G em EndpV, ver [41, Corolario 1.2.11, pagina 10].
Seja {vy,..., vy} uma base (sobre D) de elementos homogéneos de V. Obtemos
um isomorfismo de Endp(V) para M,,(D) ~ M,,(F) ® D. Esse isomorfismo e a G-
graduagao em Endp(V') induz uma G-graduagao em M, (F) ® D, tal que

degg (B © d) = gi(degg d)g; ',

onde g; ¢ o graude v;, 1 =1,...,m.

O préximo resultado é a versao graduada do Teorema de Wedderburn-Artin e sua
demonstragao pode ser encontrada em [25] (Teorema 2.6).
Teorema 1.4.1. Seja G um grupo e seja A uma éalgebra G-graduada. Se A é gradu-
ada simples e satisfaz a condicao de cadeia descendente nos ideais a esquerda gradu-
ados, entao existe uma &algebra G-graduada D, um inteiro positivo m e uma m-upla

(91,---,9m) € G™ tais que D é uma &lgebra graduada com divisao e A é isomorfa a
M,,(F) ® D com a graduacao induzida por (g1, ..., gm).

Definicao 1.4.2. Seja T" um grupo finito. Uma aplicacao o : T'x T" — F* é chamada

de 2-cociclo se

o(u,v)o(uv, w) = o(u,vw)o (v, w) para todos u,v,w € T.

Denotemos por Z%(T,F*) o conjunto de todos os 2-cociclos. Observe que
Z*(T, F*) possui uma estrutura natural de grupo abeliano através da operagao de-
finida por (o7)(u,v) = o(u,v)7(u,v), para quaisquer aplicacoes o,7 € Z*(T,F*) e
todos u,v € T

O préximo resultado segue do Teorema de Maschke para o Produto Cruzado e
sua demonstracao pode ser encontrada em [35] (Corolario 2.3.5).

Teorema 1.4.3. Dado um grupo 7 finito e charF = 0 ou charF = p > 0 e G nao tem

elementos de ordem p, entao o radical de Jacobson da algebra de grupo torcida F7G é

um ideal nulo.

Observacao 1.4.4. Seja G um grupo. Uma algebra de dimensao finita G-graduada

com divisao sobre um corpo algebricamente fechado ¢ isomorfa a uma algebra de grupo
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torcida F°T com sua G graduacao natural, onde 7" é um subgrupo finito de G e
o€ Z*T, F*), ver |25, Teorema 2.13].

Proposigao 1.4.5. Seja T um grupo finito e 0 € Z*(T, F*). Se a algebra de grupo
torcida F°T é central, entao J(F7T) = 0.

Demonstracao: Para provar este lema, utilizaremos a contrapositiva, isto é, pro-
varemos que se J(F?T) # 0, entdo F?T nao é uma algebra central. Pelo Teorema de
Maschke (1.4.3) obtemos que a caracteristica de F' é p > 0 e que p divide a ordem de
T. Seja u € T um elemento de ordem p.

Afirmacgio 1: (X,)'X, X, = X, para todo v € Cg(u).

Com efeito, dado v € Cg(u), entdo uv = vu. Portanto,
XXy = (1, 0) Xy = 0(u,v)[o(v,u)] ' X, X,
Assim, existe [ := o(u,v)[o(v,u)]"! € F*, tal que
XX, = 1X, X,

Como X? & um miltiplo escalar de X,», como o(u) = p, temos que X? & miltiplo

escalar da identidade. Assim, X? comuta com X,, donde
XPX, =X, XP.

Deste modo, obtemos:

X, XP=XPX, =1PX,XP.
Como consequéncia da igualdade acima, [ = 1, donde
0=0PF-1=(1-1P=1=1.

Assim, a afirmacao esta provada.

Seja Cl(u) = {uy,...,u,} aclasse de conjugacao de u em T, e wy, . .., w, elemen-
tos de T tais que

ui:wi_luwi,izl,...,r.
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Entao,

(Xw )71XuXw¢ = SiXu“

7
para algum s; € F*. Podemos mudar a base {X, | u € T'} de F°T multiplicando seus
elementos por um escalar nao-nulo se necessério, e assumir que s; = 1 parat=1,...,7.

Afirmacdo 2: ¢= )", | X,, ¢ um elemento central de FT.

Fixado v € T, note que dado u; € Cl(u), entao
v = v (wy  ua)v = (wv) " tu(w) € Cl(u).

Assim, a aplicacao

U; —> v’luiv
¢ uma permutagao em Cl(u). Denotemos por 7 a permutacao de {1,...,r}, tal que
v v = urgy.

Primeiro provemos que

-1 -
(X)X Xy = Xo .

-1
7(4

1

Note que v~ u;v = ur(;), entdo wvw ;) € Cq(u), ja que

v_lu,-v = Ur() = wT_é)uwT(i)

1 _
=UDW, ) = VW

()"
=(w; 1uwi)vw;(1z.) = vw;(li)u

:>u(wivw;é)) = (wivw;é))u.

Ademais, como o grau de (X, )" ¢ wT(li), segue que Xy, X, (X, )7 € um maltiplo
escalar de waw:(li), portanto a conjugacao por qualquer um desses dois elementos
produz o mesmo resultado, entdo da Afirmacao 1 e usando que wivw;é) € Cq(u),
obtemos:

KXo,y (Xo) ™ (X)) 7 XX, Xo( X)) = X

Wr(4) i

Lembrando que (X, ) ' X, X,, = X,,, para k =1,...,r, logo, a igualdade acima nos
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da:
wa(i) <X“)71 (Xwi)ilXuXwin(Xw-r(i) )71 =X,

:>Xw‘f(i) (XU)_lXuin<pr(i))_1 =X,
=(X0) 7 X, Xy = (X’LUT(i)>_1XuXwT(i)

. -1 _
X)X, = X,

Ou seja, nossa segunda afirmacao esta provada.

Entao,

(X,)teX, = i(xv)—lxuixv = ixw =,
=1

i=1
portanto X, comuta com ¢, como v é um elemento arbitrario de 7', isso implica que ¢

esta no centro de F°T. E claro que ¢ ndo é um miltiplo escalar da identidade, portanto

F°T nao é uma &algebra central. |



Capitulo 2

Graduacoes em Algebras de Matrizes

Triangulares em Blocos

Neste capitulo, provaremos que dado F' um corpo qualquer e G um grupo arbi-
trario, em toda GG-graduacao na algebra das matrizes triangulares em blocos o Radical
de Jacobson é um ideal graduado. Para isso, este capitulo esta organizado em duas
secoes: a primeira contendo resultados preliminares que serdao usados no decorrer do
capitulo e a segunda contendo a demonstracao de que o Radical de Jacobson é um
ideal graduado.

Durante todo este capitulo, denotaremos por R uma algebra graduada e F' serd
um corpo qualquer.

Os resultados presentes neste capitulo foram publicados em forma de artigo com
o titulo Gradings on block-triangular matriz algebras (|21|) na revista Proceedings of
the American Mathematical Society em colaboragao com os professores Diogo Diniz e

Plamen Koshlukov.

2.1 Resultados Preliminares

Em [11], S. Montgomery e M. Cohen provaram que para graduagoes por grupos
finitos o Radical de Jacobson graduado esta contido no Radical de Jacobson ordinéario,
isso responde uma questao proposta por G. Bergman. Além disso, se o suporte da

graduagao é finito, entdo também temos a inclusao, ver [41], Coroléario 2.9.4.
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Observacao 2.1.1. Seja R uma algebra graduada, se a graduacao tem suporte finito,
entao J9(R) C J(R).

Lema 2.1.2. Seja R uma algebra graduada de dimensao finita, com J9(R) = 0.

Valem:

(i) Se I é um ideal a esquerda homogéneo de R, entdo existe um idempotente ho-

mogéneo e, tal que I = Re;

(ii) Se J ¢ um ideal homogéneo de R, entao existe um idempotente central homogéneo
¢/, tal que J = Re'.

Demonstracao:

Prova de (i):

Como R tem dimensao finita e seus ideais sao subespacos, toda cadeia decrescente
de ideais é estacionéria. Deste modo, podemos tomar [ um ideal & esquerda minimal
homogéneo. Provemos que o resultado vale neste caso, depois estenderemos para o

caso mais geral, por inducao.

Afirmacgao: I? # 0

De fato, caso I? = 0, entdo IR seria um ideal homogéneo nao-nulo de R tal que
(IR)* =0,

0 que ¢ uma contradi¢do, ja que J9(R) contém todos os ideais nilpotentes de R que

sao homogéneos na graduacao e J9(R) = 0.

Assim, provada a afirmacao acima, podemos tomar z € [ homogéneo, tal que
Iz # 0. Como [x é um ideal a esquerda nao-nulo contido em I, segue da minimalidade

de I que Iz = I. Além disso, como
Anni(z) :=={a € I | ax = 0}

¢ um ideal a esquerda contido em I, segue da minimalidade de I que Ann;(x) = 0.
Como [x = I, entao existe ¢ € I, tal que ex = x. Como x é homogéneo, podemos
substituir e por sua componente homogénea de grau neutro e assumimos que e é um

elemento homogéneo. Entao
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o que implica que

(e? —e)z = 0.

Portanto,

(e —e) € Anny(z) =0,

assim e ¢ um idempotente homogéneo. Ademais, 0 # Re C I, e, da minimalidade de
1, segue que I = Re.

Agora, provaremos (i) por indugao na dimensao de I. Como o resultado é claro
para I = 0, assumiremos que [ # 0.

Se [ é um ideal minimal homogéneo a esquerda, a afirmacao ji foi provada, caso
contrario existe um ideal minimal homogéneo a esquerda I tal que I C I

Seja € € I um idempotente homogéneo tal que I = Ré. Note que
0#£é=(e)2eleCl,

e, por outro lado, dado y € I, temos y = xé, para algum x € R. Desse modo,

Ou seja,

Portanto Ié = I = Reé.

Logo, pela decomposicao de Peirce,
I=Ilepl(l—eé)=ReadI(l—eé).

Como 1 tem grau neutro e é é idempotente homogéneo (tendo também grau neutro),
a sua diferenca é homogénea. Entao, I(1 — €) é um ideal homogéneo a esquerda, de
dimensao menor que a de I. Assim, por hipotese de inducao, existe um idempotente

homogéneo e; € I(1 — é), tal que I(1 — é) = Re;. Portanto,

I = RE® Rey. (2.1)
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Como e; € I(1—¢€) e

segue que

Sejae = (1 —é)e; € I, entao Re C Re; e como 2.2 implica que e; = 1€ esta em

Re, concluimos que Re; C Re, deste modo Re = Re;. Além disso, 2.2 implica que
e2=(1—-8&e(l—€e=(1—¢el=(1—¢é)es=c¢

eee=0=ce.

—

Portanto e := € 4+ € é um idempotente homogéneo em I e

I = Re © Re.

Além disso ée = € e ee = €. Junto com a decomposicao acima isso implica que ze =z
para todo x € I. Logo, I C Re; a inclusao inversa vale pois e € I, portanto I = Re.
Prova de (ii):
Seja agora J um ideal homogéneo de R, segue de (i) que existe um idempotente

homogéneo e tal que J = Re. Seja x € R, como ex € J, concluimos que
er = exe, (2.3)

portanto (1 — e)Re = (1 — e)J é um ideal homogéneo a direita de R. Note que
((1 — e)Re)? = 0, porque e ¢ um idempotente. Como J9"(R) = 0, isso implica que
(1 —e)Re = 0. Dado = € R, temos (1 — e)ze = 0, portanto ze = exe. Além disso,

e € J, portanto ex € J. Como uma consequéncia, temos
er = exe = ze

para todo x € R e e ¢ um idempotente central. |

Teorema 2.1.3. Seja R uma &lgebra graduada por um grupo a qual tem dimensao
finita. Se J9(R) = 0, entdao R é uma soma direta de uma quantidade finita de algebras

graduadas simples.

Demonstracao: Se R é graduada simples, nao temos nada para provar, assim
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assumiremos que R nao é graduada simples. Seja I um ideal homogéneo nao-nulo de
R, diferente de R. O Lema 2.1.2 implica que existe um idempotente central homogéneo
e tal que I = Re, portanto e ¢ {0,1}. Como consequéncia de e ser idempotente e pela

decomposicao de Peirce, temos
R=Re® R(1—e).

Afirmamos que Re, R(1 — e) sdo algebras graduadas semissimples.

De fato, suponha que Re nao seja semissimples, entao existe um ideal nilpotente
homogéneo nao-nulo de Re, mas, em particular, tal ideal também seria ideal de R, mas
J9"(R) = 0 o que nos da uma contradi¢cdo. A dimensao destas dlgebras é estritamente
menor que a dimensao de R, logo podemos argumentar por indu¢ao na dimensao de R
e assumir que estas algebras, e portanto R, é soma direta de uma quantidade finita de
algebras graduadas simples.

2.2 Resultado Principal

Nesta se¢ao, provaremos nosso principal resultado, o qual diz que em toda gradua-
¢ao por um grupo em UT(dy, .. ., d,,), o seu Radical de Jacobson é um ideal homogéneo.
Primeiramente, apresentamos alguns lemas.

Lema 2.2.1. Sejam R = UT'(dy,...,d,,), comm > 1, e R, , o subespago de R formado
pelas matrizes com zero nas entradas fora de (u,v)-ésimo bloco, e e; a identidade de

Ri;,i <i <m. Se I é um ideal nilpotente nao-nulo de R, entao existe ¢ < m tal que
Anng(l):={x € R|Ix =0} =eR,ondee =€ +---+ ¢, e

I g @vthrl,lgungu,v-

Demonstragao: Seja I um ideal nilpotente nao-nulo de R, entao [ é gerado como
um espaco vetorial pelas matrizes elementares E;; que estao em I. Além disso, se uma
matriz em I tem uma entrada ndo-nula no (u, v)-ésimo bloco, entdo R,/ ,» C I, sempre

que u' < wu e v >wv. Em particular,

Rv = Rl,v S¥ Rl,erl b---D Rl,m - I.
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Note que v > 1, pois I é um ideal nilpotente. Seja t > 1, o menor inteiro tal que

R+ C I, neste caso I € @y>i41,1<u<o v, POis £ & minimal.

Afirmagao: Os ideais Riy1 e A = @y>i41,1<u<olup tem o mesmo anulador a

direita B =: @y<tu<v<mRuo-

Inicialmente, tomemos
P ={1,....di}, P, ={di+1, ..., di+ds}, ..., P = {di+ - +dpm+1,...,di+ - +dn}.

Observe que R, , tem como base as matrizes elementares F; ; com i € P, e € P,.

Ademais, note dois fatos:

(i) Dado = € R, ., — {0}, segue que
R, ,x # 0.

De fato, se = ) x;;E;j, como x # 0, existem indices iy € P, e jo € P,, tais que

Tiyjo 7 0. Fixado ¢ € P,, temos:

EiioxEjojo = IiojoEijo 7A 0= Eiiox 7é 0.
Como E;;, € R, ,, segue que R, ,x # 0.

(i) RuoRiy =0,se v # k. Tome E;; € Ry, e E.s € Ry. Assim, j € P, er € F.
Como v # k, segue que j # r e E;jF,, = 0. Da arbitrariedade das matrizes
elementares tomadas e do fato delas gerarem R, , e Ry, respectivamente, temos

o desejado.

Iniciemos provando que AnngR; 1 = B.
De ii), temos que B C AnngR;y,. Provemos agora a inclusao contraria. Seja
r = Y Ty, € AnngRiy1, onde z,, € R,,. Temos que ze,, € AnngR; 1, com

vo € {u,...,m} qualquer. Logo

E Tuwy € AnnRRt+17
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temos:
Rt+1 ( Z xu,vo) =0.

Logo, para qualquer [ € {t +1,...,m}, vale a igualdade

Rii(>  wuw) =0.

Assim, Ry 2;,, = 0. De i), temos x;,, = 0 e, portanto, x;, = 0 se [ > ¢t + 1. Assim,
r € B.
Provemos agora que AnnrA = B

Da segunda observagao que fizemos em nossa afirmagao, temos que
B C AnngA.

Como Ry C A, temos AnngA C AnngR;,1 = B. Assim, temos também o desejado.

Da afirmacao acima, segue que Anngrl = B, pois
R CICA

implica que

AnngA C Anngl C AnngRi.q,

donde
Anngpl = B.

Portanto, é claro que para e = e; + - -+ + ¢;, temos Anngl = eR. |
A seguinte observagdo d& uma caracterizacao do Radical de Jacobson graduado

que sera usada na prova do proximo lema.

Observacao 2.2.2. Se R = @®,cqR, ¢ uma algebra G-graduada com suporte finito,
entdo J9"(R) é o maior ideal graduado contido em J(R), ver [41], Corolario 2.9.4. Em
particular, se R tem dimensao finita, entdo J9"(R) é o maior ideal nilpotente graduado
de R.

Lema 2.2.3. Seja R = UT(dy,...,d,) a algebra de matrizes triangulares em blocos
sobre o corpo F com a G-graduagio R = @R, e seja F' uma extensao do corpo
F. Se o Radical de Jacobson de R = R ® F com a G-graduacio com componentes
homogéneas (R), = R, ® F é um ideal homogéneo, entdo o Radical de Jacobson de R

¢ um ideal homogéneo.
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Demonstracdo: Um ideal de R (respectivamente, R) ¢ gerado como um espago
vetorial pelas matrizes elementares nele contidas, logo os ideais de R sdo da forma
I ® F, onde I ¢ um ideal de R e I = J se, e somente se, ] ® F = J® F. Como
(I®F)N(R,®F)=(INR,)® F, concluimos que I ® F ¢ um ideal homogéneo de R
se, e somente se, I é um ideal homogéneo de R. Como I ® F é nilpotente se, e somente
se, I & um ideal nilpotente, segue da Observagao 2.2.2 (pois R tem dimensao finita)
que J9"(R) = J9"(R) ® F, e entdo J(R) = J(R) ® F. Se J(R) é¢ um ideal homogéneo,
conclufmos que J(R) = J9"(R), portanto J(R) = J9(R) e J(R) é um ideal homogéneo
de R. [
Agora, provamos o principal resultado deste capitulo, que o Radical de Jacobson
da algebra das matrizes triangulares superiores em blocos é um ideal homogéneo para
qualquer graduacao.
Teorema 2.2.4. Seja F' um corpo e seja G um grupo. Seja R = @geeR, uma
G-graduacgao na algebra UT(dy, ..., d,,) das matrizes triangulares em blocos com en-

tradas em F. Entao, J(R) = J9(R). Em particular, o Radical de Jacobson de R é

um ideal homogéneo.

Demonstracao: O Lema 2.2.3 implica que podemos assumir, sem perda de generali-
dade, o corpo F' algebricamente fechado. Provemos que J(R) = J9(R) por indu¢ao em
m. Se m = 1 o resultado ¢ claro, pois R é uma algebra simples e J(R) =0 = J(R).
Agora, assumimos m > 1 e que o resultado vale para as algebras triangulares em k < m
blocos.

Sejam R = @ge¢ R, uma graduacdo em R pelo grupo G e I = J9(R) o Radical de
Jacobson graduado desta graduacao. Usando a notagao do Lema 2.2.1, segue que ¢; é a
unidade de R;;,i =1,...,m. Se I =0, entdo Anng(l) = eR, parae =1 = e +- - -+e,.
Por outro lado, se I é diferente de zero, o Lema 2.2.1 implica que Anng(I) = eR,
para e = e; + --- + ¢, onde t < m. Como [ é um ideal homogéneo, segue que seu
anulador a direita Anng(I) = eR ¢ também um ideal homogéneo e como e ¢ uma
unidade a esquerda para eR, concluimos que e é um idempotente homogéneo, a menos
de isomorfismo graduado. Portanto, eRe é uma subalgebra homogénea de R. Agora,
provemos que a algebra eRe nao tem ideais nilpotentes homogéneos nao-nulos. Seja I’

um ideal nilpotente homogéneo de eRe.
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Afirmacao: (1 —e)Re = 0.

De fato, note que e, Re, = R, ,. Comoe =e;+---+e, e (l—e) =€ 1+ +epm,
concluimos que (1 — e)Re é a soma dos subespagos R, ,, tais que u > t+1e v < t.
Essas desigualdades implicam que v < u, logo R,,, = 0, e a afirmac¢ao est4 provada.

Da afirmacao acima, segue que re = ere, para todo r € R.

Afirmacgao: Afirmamos que I’R ¢ um ideal nilpotente homogéneo nao-nulo de

E claro que I'R é um ideal a direita homogéneo de R. Agora, note que I’ & um
ideal & esquerda de R: de fato, se x € I’ e r € R, temos exe = x e ere € eRe. Deste
modo,

rTT = rexre = erexre = erexr € ]/.

Assim, RI'’ C I') e I'R & um ideal de R. Além disso, se (I')® = 0, entao
(I'R)* = (I')°R = 0. Portanto, o Lema 2.2.1 e a Observacao 2.2.2 implicam que

], g [/R g JgT<R> =1 g @th—l—l,lSuSvRu,v-

A inclusao I' C eRe = ®1<y<p<i Ry também vale, logo segue que

I/ g <@v2t+171§u§vRu,v) N (@1§u§v§tRu,v) = 07

assim I’ = 0.

A algebra Re = eRe nao tem ideais nilpotentes homogéneos nao-nulos, deste
modo eRe é uma algebra semissimples de dimensao finita. Portanto, o Teorema 2.1.3
implica que ela ¢ uma soma direta de uma quantidade finita de &lgebras graduadas
simples. Como temos que eRe ~ UT(dy,...,d;) é uma algebra central, concluimos
que eRe & uma algebra graduada simples. Assim, o Teorema 1.4.1 e a Observagao
1.4.4, implicam que eRe é isomorfa a M,(F°T), onde T é um subgrupo finito de G
e o € Z*(T,F*). Logo, eRe ~ M,(F°T), e como a algebra eRe & central, conclui-
mos que F?T é uma algebra central. Segue da Proposi¢ao 1.4.5 que J(F°T) = 0.
Portanto, o Radical de Jacobson de UT(dy,...,d;) ~ eRe ~ M, (F°T) ¢ também

zero, logo t = 1. Entdo, eR(1 —e) = Ri2 @ --- & Ry, é um ideal homogéneo e
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(1—e)R(1—e) ~UT(dy,...,dy) é uma subalgebra homogénea. A hipotese de indugao
implica que

J((l - €)R(1 - 6)) = @2§u<v§mRu,v

¢ um ideal homogéneo, portanto J(R) = Ri2®... D Ry m ® (Da<ucv<mRuy) € um ideal
nilpotente homogéneo. Portanto, J(R) C J9(R).
A inclusdo inversa vale pela Observagao 2.1.1, e concluimos que J(R) = J7(R).
|
Agora, relembremos o resultado provado em [48| que descreve as graduagoes de
grupo nas algebras das matrizes triangulares em blocos, desde que o Radical de Jacob-
son seja um ideal homogéneo.
Lema 2.2.5. [48, Lema 2| Se R = UT(dy, . .., d,,) tem uma G-graduacao e o Radical de
Jacobson J(U) é um ideal homogéneo, entao existe uma éalgebra com divisao graduada
D na algebra de matrizes, uma algebra U' = UT(t1,...,tm) e (g1,...,9,) € G, onde

n =1ty +---+t,, tal que U é isomorfa, como uma algebra G-graduada, a U’ ® D com

a graduacao induzida por (g1,...,0n)-

O Teorema 2.2.4 e o Lema 2.2.5 implicam o corolario seguinte que da uma clas-
sificacao das graduacgoes das matrizes triangulares em bloco e confirma a conjectura
feita por A.Valenti e M. Zaicev em [46].

Coroléario 2.2.6. Sejam F um corpo e G um grupo. Seja R = @y, uma
G-graduagao na algebra UT(dy, ..., d,,) das matrizes triangulares em blocos com en-

tradas em F. Entao, existem inteiros positivos t,t4,...,t,,, tais que d; = tt;, para

i=1,...,m, uma G-graduagao com divisao em M;(F') e (g1,...,9,) € G™, onde
n=t+--+in,

tais que R é isomorfo, como uma algebra graduada, a UT'(t1,...,t,) ® D com a gra-

duagao induzida por (g1, ..., gn)-



Capitulo 3

Identidades Graduadas com Involucao
para a Algebra de Matrizes

Triangulares Superiores

Seja F' um corpo de caracteristica zero e UT,,(F') a algebra das matrizes trian-
gulares superiores de ordem m. Neste capitulo, provaremos que toda graduacao em
UT,,(F) que admite uma involucio é um coarsening de uma Z!%l-graduacio espe-
cifica, tal graduacao serd chamada de graduacao mais fina. Além disso, serd exibida
uma base para as (ZL2/, ¥)-identidades para essa algebra e determinaremos o comporta-
mento assintotico da sua sequéncia de codimensoes. Por fim, provaremos que UT3(F')
tem, a menos de equivaléncia, duas graduacoes nao-triviais, que admitem involucao
graduada: a mais fina e a elementar induzida pela tripla (0,1,0). Para essa tltima,
exibiremos uma base para as (Zo, %)-identidades, além de calcularmos a sequéncia de
(Zs, *)-codimensdes para a identidades graduadas de UT3(F').

Os resultados presentes neste capitulo foram publicados em forma de artigo Gra-
ded Identities with involution for the algebra of upper triangular matrices (|20]) na
revista Linear Algebra and Its Applications em colaboragao com os professores Diogo

Diniz e Alex Borges.
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3.1 Involucoes

Nesta secao, enunciaremos as definicoes bésicas a respeito de algebras com invo-

lucao, além de mostrarmos os principais exemplos que sao uteis em nosso estudo.

3.1.1 Algebras com Involugio

Definigao 3.1.1. Seja A uma F-algebra. Dizemos que uma aplicacao linear x : A — A,

dada por a — a* é uma involucao em A, se satisfaz:
(i) a™ = q;
(ii) (ab)* = b*a*,

para todo a,b € A.

Estas sao chamadas de involugoes do primeiro tipo, as que agem como a identi-
dade sobre o corpo. Nesta tese, iremos apenas trabalhar com esse tipo de involucao.

Denotaremos uma involugao em uma F-algebra A por x e as algebras com invo-
lucao serao chamadas de x-algebras. Uma algebra A com involucao serda denotada por
(A, *).

Como para algebras sem involucao, obtemos os conceitos de ideal e homomor-
fismo, mas agora compativeis com a involucao .

Definicao 3.1.2. Dizemos que [ é um ideal de (A,*) se I ¢ um ideal de A e I* C I.

Isto é equivalente a dizer que I é um *-ideal de A.

Definicao 3.1.3. Dadas (A;,*) e (Aa,7n) algebras com involu¢do, um homomorfismo

com involucao v : (Aq, *) — (Ag,n) é um homomorfismo ¢ : A} — A, tal que

para todo a € A;. Neste caso, dizemos que ¥ é um *-homomorfismo. Duas algebras

(A, *) e (B,n) sao ditas isomorfas, se houver um *-isomorfismo bijetor.

Observe que se I é um *-ideal, entdo * induz uma involugao em A/I dada por
(a+1)"=a"+1.

Ademais, a aplicagao canoénica A — A/I é um x-homomorfismo sobrejetor, cujo nicleo

é o x-ideal I. Facilmente se vé que o ntcleo de todo *-homomorfismo é um *-ideal.



43

Exemplo 3.1.4. A aplicacao

t: My (F) — M, (F)

(aij) — (az)
¢ uma involugao, chamada de involucao transposta.

Exemplo 3.1.5. Em UT,,(F), a aplicacao ®, tal que
Eij — En1jmyi—i

¢ uma involugdo em UT,,(F) e ¢ chamada de involucdo reflexdo. Esse nome é
recebido, pois a imagem da involucao é a reflexao da matriz inicial em relagao a diagonal

secundaria.

Exemplo 3.1.6. Para M. (F), a aplicacao s : M, (F) — Ms,(F) dada por

A B\ (E -B
ce) \c¢ E )

onde A, B,C,E € M.(F) et é a aplicacao transposta. A aplicacdo s é uma involu-
¢ao, denominada involucao simplética, a qual esta definida apenas para matrizes de

ordem par. Outra forma de definir esta involugao é, para Ms,(F), considerar

T

D= r 0 .
0 -1,

A involucgao s é, entao, dada por A* = DA® D1,

Observacao 3.1.7. A menos que seja dito o contririo, no decorrer deste capitulo ®
e s denotarao as involugoes reflexao e simplética, respectivamente, nas algebras de

matrizes triangulares superiores, tendo a simplética ocorrendo apenas para ordem par.

Quando F' ¢é algebricamente fechado e de caracteristica diferente de 2, foi provado
em [42, Corolario 3.1.58] que, a menos de equivaléncia, as unicas involugoes em M, (F')
sao as involugoes transposta e a simplética, sendo que a tltima s6 ocorre quando m é
par.

E natural perguntar, se ha uma classificacio das involucbes para UT,,(F).
Em |18, Proposi¢ao 2.5|, O. M. Di Vincenzo, P. Koshlukov e R. La Scala provaram
que, sendo F' um corpo de caracteristica diferente de 2, toda involugdo em UT,,(F)

é equivalente a uma involucao simplética ou involucao reflexao. Para a demonstracao
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deste resultado os autores utilizam um lema, o qual esta enunciado abaixo, junto com
a proposicao aqui referida, aqui chamada de teorema;

Lema 3.1.8. Seja B uma matriz em UT, (F). Assuma que n = 2m é um inteiro par
e que B = B (respectivamente, B = B*), entdo B pode ser escrito como B = CC?
(respectivamente, B = C'C*), para algum C € UT,(F). Quando n = 2m + 1 é impar,
se B=B¥ e byi1m+1 = 1, entdo B = CC®.

Teorema 3.1.9. Dado F' um corpo de caracteristica diferente de 2, entao toda in-
volugao em UT,,(F') é equivalente a ® ou a s, onde a s apenas ocorre quando m é
par.

Iremos a seguir apresentar a definicdo de elementos simétricos /e antissimétricos
em uma algebra com involugao e iremos mostrar que todo elemento da algebra se de-
compoe de maneira tinica como soma de um elemento simétrico e outro antissimétrico.
Definigao 3.1.10. Dizemos que um elemento a € (A, %) é simétrico se a* = a e é
antissimétrico se a* = —a.

Denotaremos por AT = {a € A;a* =a} e A~ = {a € A;a* = —a}, os subespacos
de A dos elementos simétricos e dos elementos antissimétricos, respectivamente, e temos
ATNn A" ={0}.

Observe que

(a+a")" =a+a”

(a—a*)" = —(a—a").
Logo, a +a* € AT e a — a* € A~. Como neste capitulo consideramos a caracteristica

de F' zero, logo diferente de 2, podemos considerar que

(a+a) (a—a)
2 + 2 ’

a =

Portanto, A= AT @ A~.

Defini¢ao 3.1.1. Sendo A uma algebra e a,b € A, definimos o comutador [a,b] e o
produto de Jordan a o b como sendo [a,b] = ab —ba e a o b = ab+ ba, respectivamente.

Definimos indutivamente o comutador de comprimento n > 3 como sendo
{ala ey A1, an] - [[ala cee 7an—1]7 an]v

para a; € A.
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Proposigao 3.1.11. Seja (A,*) uma &lgebra com involugdo, a € AT e
by, by, ..., b, € A” quaisquer. Segue que:

(i) [a,b1,...,b,] € AT, para todo n € N;
(i) [b1,bo] € A™.
Demonstracao:
(i) Fagamos indugdo sobre n. Note que
la,bi]* = (aby — bia)*
= bja" — a*b]
= —bja + ab;

= la, by].

Logo, [a,b] € AT.

Supondo agora que [a, by, ...,b,] € AT para algum n € Ne b,,1 € A™, segue do

caso anterior que

[CL, bl, e bn, anrﬂ* = [a, bl, Ce ,bn, bn+1].

Portanto, [a,by,...,b,] € AT, para todo n € N,

(ii) Ora,
[b1,b2]" = (b1bg — baby)”
= bby — biby
= boby — b1by
= —[b1, ba).
Logo, [b1,bs] € A™. [

3.1.2 Algebras Graduadas com Involucio e suas Identidades

Como ja dito através do titulo deste capitulo, trabalharemos com algebras que
estao munidas de involucao e também de uma graduagao. Por isso, estudaremos o

conceito de involugao graduada e de (G, x)-algebras.
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Definicao 3.1.12. Uma algebra G-graduada A = @gec

* ¢ uma (G, x)-algebra se * é uma involucdo graduada em A, isto é, se (A4,)" C A,

A, munida com uma involugao

para todo g € G.

Vejamos alguns exemplos de (G, ) -algebras:

Exemplo 3.1.13. Toda algebra comutativa G-graduada ¢ uma (G, x)-algebra, pois a

aplicagao identidade é uma involucao.

Exemplo 3.1.14. Toda x-&lgebra munida com G-graduagao trivial &
uma (G, x)-algebra.

Considerando M,,(F) com uma graduagao elementar e involugdo transposta, se
o grau de E;; nao tiver ordem no méximo 2, a transposta Ej; terd grau diferente. Ou

seja, nem toda involu¢ao numa algebra G-graduada é uma involugao graduada.

Definicao 3.1.15. Se A e B sao (G, *)-dlgebras com involucdo * e ¢, respectiva-
mente, entao um homomorfismo de &lgebras ¢ : A — B é um homomorfismo de
(G, x)-algebras se p(A,) C B, para todo g € G e p(a*) = p(a)®, para todo a € A.
Se ¢ é um isomorfismo de algebras, entao dizemos que A e B sdo isomorfas como

(G, x)-algebras e que * e ¢ sdo equivalentes.

Desenvolveremos agora a teoria das identidades polinomiais na classe das
(G, x)-algebras. Assumiremos que G é um grupo abeliano.

Seja X, = {wig,7;, | i € N}, g € GG, uma familia de conjuntos dois a dois
disjuntos e enumeraveis. A dlgebra livre F'(X’) livremente gerada por X' = J, . X,

admite uma involugao, também denotada por *, tal que

(Tig)" = aig € (T74)" = Tig.
A algebra F'(X’) também admite uma G graduacao, tal que as indeterminadas X, sdo
homogéneas de grau g. Como G é abeliano, % ¢ uma involugao graduada em F(X’).
Note que F(X') é gerada, como uma &algebra com involuc¢ao, pelo conjunto
X¢ = {ziy | i € N,g € G}. Denotaremos a algebra F(X') por Fg.(Xq), algumas
vezes iremos omitir o grupo G em X e escrever F . (X).
Se A é uma élgebra com uma G-graduacao e involugdo graduada *, entao para
toda aplicagao X — A compativel com a G-graduagao em A, isto ¢, a aplicacao leva z; 4
em elemento de A

g, existe um tnico homomorfismo (de (G, x)-algebras)

¢ : Fg.(X) — A que estende a aplicagao X — A.
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Os elementos

f = f('r’h,gu s aximgn) € FG7*<X>

sao chamados de (G, *)-polinémios.
Definicao 3.1.2. Dizemos que [ € Fg. (X) é uma (G,x)-identidade para a
(G, x)-algebra A, se

f(al,...,an) =0

para todo a; € Ay, ..., a, € A,,.

Uma  substituicdo  admissivel S para  f(zi, 4., %ing,) € uma

upla (ai,...,a,) € A" tal que a; € A, i =1,...,n. O conjunto
Tex(A) :={f € Fe.{(X)| f=0em A}

¢ um ideal de Fg . (X) chamado de ideal das (G, *)-identidades de A.

Observamos que Tg . (A) ¢ um T(G, x)-ideal de Fg.(X), isto &, T .(A) é um
ideal invariante por todos os endomorfismos de F .(X) que preservam a G-graduagao
e comutam com a involugao .

Se P ¢ um subconjunto de Fg .(X), tal que a intersegao dos T'(G, *)-ideais de
Fg.(X) que contém P ¢é Tg.(A), entdo dizemos que P ¢ uma base para T .(A).
Se G = {0}, recuperamos a definicdo de *-identidade polinomial para algebras com
involucao.

As involugoes graduadas em UT,,(F), para um corpo algebricamente fechado F
com char F' # 2 foram classificadas em [26].

A partir de agora, para ¢ € {(, x} o simbolo mig representa a indeterminada z; 4
se 0 = () e representa a indeterminada z}, se § = . Denotemos por P<* o seguinte
subespaco de T . (X)

on

span{xgl( oln)

T o€, g1, g €G 0 =0ord =x*i=1,...,n}

1)791 o

A n-ésima (G, x)-codimensao da algebra A com uma G-graduagao e involucao graduada

x ¢ a dimensdo ¢ (A) do espago vetorial P¢*(A) := P& /(PS*NTg.(A)). Se o limite

n

lim {/ i) (A),

n—oo
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existir, entdo ele é chamado o (G, *)-expoente de A e é denotado por exp®*(A).
Uma adaptacido da prova do [49, Teorema 10| nos garante o seguinte resultado:
Proposicao 3.1.16. Sejam A uma algebra com uma G-graduac¢ao com suporte fi-

nito e * uma involucdo graduada em A. Se a H-graduagao A’ é um “coarsening” da

G-graduacao em A induzida por um homomorfismo sobrejetivo de G em H, entao
cn(A) < e " (A) < 7 (A),
onde ¢! (A) é a n-ésima codimensao de A.

Demonstragcao: Seja ¢ : G — H um homomorfismo sobrejetor. Para cada h € H
escolha g, € v~ (h). Seja S ={g € G | A, # 0} o suporte da G-graduacao em A e
defina

ZleSﬂw—l(h) ig, se SNY~H(h) # 0,

Yih =
Tig,, s SNYL(h) =10

Seja R a subalgebra (com involucao) de Fi .(X¢) gerada pelo conjunto
{yi,h | 1 € N,h - H}

A élgebra R admite uma H-graduacao tal que y;; ¢ homogéneo de grau h e sua
involucdo * ¢ uma involucdo graduada. O homomorfismo de Fiy . (Xp) para R tal que
Zin — Yip € um isomorfismo de algebras H-graduadas com involucao. Identificamos
Fi.(Xg) com R, com essa identificagao Ty .(A') = Tg.(A)NR e P+ C P+ Assim,

o nicleo da aplicacao linear
PHx oy pGr 5 PE*(A), (3.1)

¢ PH* N Tg.(A), onde a primeira aplicagio ¢ a inclusio e a segunda é a aplica-
¢do quociente. Note que P7T* N T, (A) = PE* N Ty, (4"), deste modo (3.1) induz
uma transformacdo linear injetiva PZ*(A’) — P%*(A). Claramente, isso implica que
cHx(A") < c&*(A). A outra desigualdade ¢ uma consequéncia dessa aplicagao para o

grupo trivial e o homomorfismo H — {0}. [
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3.2 A Graduagao Mais Fina em UT,(F) e as suas
Identidades Graduadas com Involucao

Nesta se¢do, construiremos uma graduagao em UT,,(F') que é a mais fina en-

tre as graduacoes elementares que admitem a involucao graduada. Para essa gra-

duacdo, exibiremos uma base finita para as (Zlz1, x)-identidades para as involucoes

reflexdao e simplética, e, por fim, determinaremos o crescimento assintotico da sua

(ZL%1] )-codimensio.

Definigdo 3.2.1. Seja m € Z,. A Zl%3-graduacdo elementar em UT,,(F) induzida

por
(e1,...,6.,0,6, —€r1,...,6, —e1) se m=2r,
(e1,...,6,0,—€p, ..., —e1) se m = 2r + 1,

2 m . g e . . . .
onde e; é a [ |-upla em Z'3) com i-ésima entrada igual a 1 e demais entradas iguais

a 0, é chamada a graduagdo mais fina em UT,,(F).

Por exemplo, com a graduagao mais fina em UTy(F), obtemos
degg E1p =€ — ey e degg Eaz =€ — 0 = ey
e em UT;5(F), temos

degG ELQ = €1 — €y e degG E275 = €9 — (-61) = €9 + €1.

Observagao 3.2.2. Uma graduacao elementar por um grupo G em UT,,(F') é unica-

mente determinada pela (m — 1)-upla

(degG ELQ, degG E273, ceey degG Em—l,m)a (32)

ver |17, Proposicao 1.6]. No nosso caso, com a gradua¢do mais fina dada por G = 7,

r = %], os elementos f := deggEi;41 paradi=1,...,r formam uma base de G' como

um Z-modulo e a (m — 1)-upla 3.2 ¢ igual a

(f17f27 .- ~7fr—17fr;fr—1; cee 7f2;f1)7

se m = 2r e igual a

<f17f27 .- '7fT—17f7"7f7"7f7’—17 .- -7f27f1)>
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se m = 2r 4+ 1.
Proposicao 3.2.3. Seja F' um corpo com char F' # 2 e G um grupo. Seja U’ uma
G-graduagao em UT,,(F). Se U" admite um antiautomorfismo, entao supp U’ gera um
subgrupo abeliano H de G. Seja ¢’ uma involugao graduada na algebra U’. Entao
(U, ¢") & isomorfa a (U, p), onde U é a graduagao elementar em UT,,(F') induzida por
uma m-upla (g1, ..., gm) de elementos de H, tais que g1+9gm = go+9m-1 =+ = gm+01
e péou®ous.
Demonstrag¢do: Segue do Teorema 7 (ver [46]) que existe uma graduacao elemen-
tar Y em UT,,(F) e um isomorfismo ¥ : U’ — U de G-algebras graduadas. Note
que suppU’ = suppU e U’ admite um antiautomorfismo se, e somente se, U ad-
mite um antiautomorfismo. Agora provaremos que o subgrupo H de G gerado por
suppU’ = suppU ¢é abeliano.

Seja (g1,...,9m) € G™ uma m-upla que induz a graduagdo U e seja
h; = degg Eii1, © = 1,...,m. Note que (0g,92 — g1,---,9m — ¢1) também induz
a graduacao U, entao podemos assumir que gi,...,¢, € H. Seja ¢ um antiautomor-

fismo de U, temos

hi + hiv1 = degg (B iv1Eit1,i12)
=degq ((Eiit1Eit1i4+2)°)
= degg (EB110E7i11)

= hit1+ hs.

Provaremos que se 1 < ¢ < j < m—1, entao h; +h; = h; + h;, como uma consequéncia,
concluimos que H é um grupo abeliano. A prova é por inducao em j — i, o resultado
vale para j — ¢ = 1. Agora assumimos que j —¢ = k > 1 e que o resultado vale para

1 <j—1<k. Temos

hi+hig1 + -+ hj = degg (Biiy1Biy1j11) = degg (Biiv1Biv1541)°)

= degg (Ef+1,j+1Ezi+1) =hiy1+ -+ h + hi

A hipotese de inducao implica que h; comuta com os elementos h;yq,. .., hj_1, portanto

concluimos que
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Como uma consequéncia, obtemos a igualidade h; + h; = h; + h;.

Agora provamos que

91+ Gm = g2+ Gm—1 = "+ = gm + G1. (3.3)
Temos

o
Eme,mfl ’

0 7’é (E1,2E2,3 T Em—z,m—lEm—l,m)<> =L,

m—1,m

ko >
" E2,3E1,2‘

o o
Como todos os elementos E B omo1s--

& & 3
—1m ., B3 3, ET 5 pertencem ao radical de Ja-

cobson de UT,,(F), concluimos que para 1 < i < m — 1, E; ;11 deve aparecer com

um coeficiente nao-nulo na expressao de E, , como uma combinagao linear de

—i,m—1i+

matrizes unitarias de UT,,(F). Segue que

9i — Giy1 = h; = degg Ei,i+1 = degG Efn,i,mH,i = degg Em—i,m+1—i = 9m—i — Gm—i+1
para todo ¢ = 1,...,m — 1. Como ¢1,...,9» € H e H é um grupo abeliano, as

igualdades acima implicam que

9i + Gmt+1—i = Gi+1 + Gm—i,

para todo ¢ =1,...,m — 1. Isso prova (3.3).

Seja 1 = W'U~L entdo ¢; ¢ uma involucdo em U e ¥ é um isomorfismo de
(G, x)-algebras de (U', ') para (U, ¢1). Agora, provamos que existe um isomorfismo
de (G, *)-algebras de (U, p1) para (U, ), onde ¢ é ou ® ou s.

Note que como (3.3) vale, a involugao reflexdo ® é uma involu¢do em U, portanto
®¢; ¢ um automorfismo de Y. Sejam w uma matriz invertivel em UT,,(F), tal que

2®¥1 = yxu~! para todo x € Y. Entao, nés temos
¥ = uz®u (3.4)

para cada x € U. Afirmamos que u é homogéneo de grau Og. De fato, note que
degs uru™' = degg x para todo homogéneo x € U. Agora, se u,s # 0, onde u, 4 &
a (r,s)-ésima entrada de u, entdo E,., (uEu™") Ess = upsug By # 0, além disso

essa matriz ¢ homogénea de grau Og, assim degq F, s = Og. Isso implica que u é
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homogéneo de grau Og. Nos podemos substituir v por um miltiplo escalar nao-nulo de
u se necessario e assumir que a hipotese do Lema 3.1.8 que ug41 441 = 1 se m = 2k +1
vale. Note que como ¢; € ® sao involugoes, segue de (3.4) que u® = f+u. As provas
do Lema 3.1.8 e do Teorema 3.1.9, implicam que existe uma matriz homogénea c de
grau Og, tal que u = cc® se u® = u e v/ = cc®, onde v’ = uD, se u® = —u, onde D
é a matriz em (3.1.6). Se u® = u, entdo (3.4) implica que a aplicagao = — ¢ 'zc é
um isomorfismo de (G, *)-algebras de (U, 1) para (U, ®). Se u¥ = —u, entdo como
D = D! segue de (3.4) que

9 =o' (u)

Neste caso, a aplica¢do x — ¢ 'zc é um isomorfismo de (G, *)-algebras de (U, ;) para
U,s). |
A subélgebra F(X) de Fg.(X) (vista como uma algebra, sem involugao) gerada
por X ¢é a algebra G-graduada livre. Se A é uma élgebra G-graduada com involugao
graduada, entdo T .(A) N F(X) é o conjunto das identidades G-graduadas para A.
Corolario 3.2.4. Seja F' um corpo com char F' # 2. Sejam U e U' G-graduagoes

na algebra das matrizes triangulares superiores e o, ¢ involugoes graduadas em U, U’,

respectivamente. Entdo, (U, o) é isomorfa a (U, ) se, e somente se, T .(U) = T (U').

Demonstragdo: Assumamos que T (U) =T .. (U') e que (U,0), (U',©) sdo como
na Proposicao 3.2.3, em particular U e U’ sao graduacoes elementares. Note que
Te(U) = Te(U'). Entao, [[7], Proposicao 1] implica que (U, o), (U, o) satisfazem as mes-
mas identidades ordinarias e, portanto, sao graduacoes na mesma algebra de matrizes
triangulares superiores. A igualdade T (U) = T (U') implica que U e U’ sdo isomorfas
(ver, [17], [19]). Como as graduagoes sao elementares, concluimos que U = U'.

A igualdade T¢ . (U) = T (U') implica que (U, 0), (U', o) satisfazem as mesmas
x-identidades. A prova desse fato é anéloga a [|7], Proposicao 1| e sera omitida. Seja m
o inteiro positivo, tal que U e U’ sao graduagoes em UT,,(F). Se m é impar, entao o e ©
coincidem com a involucdo reflexdo, portanto o = ¢ e terminamos. Agora, assumarmos
que m é par. Note que na élgebra relativamente livre determinada por (UT,,(F'),0) o
elemento [z, x| -+ - [Tom_3, Tam—2] € simétrico se o é a involugao reflexdo e antissimétrico
se o é a involucao simplética. Como (UT,,(F'),0) e (UT,,(F),¢) satisfazem as mesmas

identidades com involucao, concluimos que o = ¢. |
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Agora provaremos que qualquer graduacao em UT,,(F') que admite uma involugao
graduada é isomorfa a um coarsening da graduacao mais fina desta algebra.
Corolario 3.2.5. Seja U’ uma G-graduacao em UT,,(F). Se U’ admite uma involucdo
graduada ¢, entdo existe um homomorfismo de grupos o : Z21 — G, tal que (U, ¢')

é isomorfa a (U, ) onde U é a graduacao induzida por a da graduag¢ao mais fina em

UT,.(F) e ¢ é ou a involugao reflexdo ou a simplética.

Demonstracgao:

Segue da Proposicao 3.2.3 que (U’, ¢') é isomorfa a (U, ¢), onde U ¢é a graduagao
elementar em UT,,(F') induzida por uma m-upla (g1, ..., gn) de elementos do subgrupo
abeliano gerado por supp tal que g1+ ¢m = g2+ Gm—1 =" = gm+g1 € ¢ € ou ® ou s.
Note que para qualquer g € G, (g1+9, - .., gm+g) também induz U, assim nés podemos

assumir sem perda de generalidade que g,,; = 0, onde r = [%]. Seja a : 7z - @

o homomorfismo tal que a(e;) = g; para i =1,...,r. A graduagao induzida por « na
graduagao mais fina em UT,,(F') é a graduacao elementar determinada por (g1, . .., gm)-
|

Lema 3.2.6. Seja G = Zl%!. Se UT,(F) tem a graduacdo mais fina, entdo
degg Ei j = degg By # 0 se, e somente se, E;; = Ey, or E'; = Ey.

Demonstragcao: Inicialmente, observe que a implicacao contraria é imediata. Por

isso0, assumiremos que
degq E; ; = degq Ex # 0. (3.5)

Dividiremos a nossa demonstragao em dois casos: o caso em que m € par e 0 caso m €

impar.
Caso par: U = UTy,(F)
Consideremos os seguintes conjuntos de matrizes elementares:
o Er={E.,]|uv<r}
o Eif={E,,|u<rv>r}

L] EIII = {Eu,v ‘ u,v > 7"}.
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Facilmente, vemos que:
(i) Se E;; € Ey, entao deg E; ; = e; — e;;
(ii) Se E;; € Er, entdo deg E; j = e; + €g,41-j — €5
(ili) Se E;; € Eyrr, entdo deg E; j = €ar41-j — €2741—4-
Para facilitar a leitura, dividiremos a demonstracao em trés casos.

Caso 1: Ei’j e by

Se F;; € FEr, entao como FEj; tem o mesmo grau que [;;, segue que
Eyi € ErU Eqypy.
Ora, se Ej; € Ey, entao

€i — € = €k — €y,
de onde segue que,
e; = ex( assim, i = k) e e; = ¢;( assim, j = 1),

portanto E; ; = L.

Caso Ey; € Erpr, entao
€i — €5 = €2r41-1 — C2r41-k;,
desta forma ¢ =2r +1—1e j =2r +1 — k. Neste caso, Ey; = Ef?j.

Caso 2: Ei’j € Errr

Note que esse caso é andlogo ao anterior, logo concluimos que Ej; = E;; ou

— ®
By = B,

Caso 3: Ei,j € E]]

Neste caso, a tnica possibilidade para Fj; ¢ estar em Ej;. Portanto, a igualdade
(3.5) implica que

€+ €ry1-j — € = €k + €211 — €.
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Observe que temos duas possibilidades i = ke 2r+1 —j5 = 2r+1 —1 ou
i=2r+1—1le2r+1—j = k. Ora, no primeiro caso F;; = FEj;, j4 no segundo

caso By = E7;.
Assim, concluimos a prova para o caso par.

Caso impar: U = UTy,41(F)

De modo analogo ao caso de matrizes de tamanho par, consideremos alguns con-

juntos de matrizes elementares:
o Er={E.,|uv<r}
o Eip={Eu,|u<rv>r+1}
e By ={Fyu,|u,v>r+1}
e Erv ={E,,|u<rv=r+1}
e By ={E,, |lu=r+1v>r+1}
Facilmente vemos que:

(i) Se E;; € Ey, entao deg E; ; = €; — €;;

(ii) Se E;; € Eyy, entao deg E; j = €; + €219

(ili) Se E;; € Ejrq, entdo deg E; j = ear49-j — €2,49-4;

(iv) Se E;; € Ejv, entdo deg E; ; = e;;

(v) Se E;; € Ey, entao deg E; ; = €949 ;.
Dividiremos cada uma das possibilidades para F;; em casos, como no caso par.
Caso 1: L;; € I
Analogo ao Caso 1 par.

Caso 2: Ei,j € Errr

Analogo ao Caso 2 par.



26

Caso 3: E@j € E]]

Analogo ao Caso 3 par.

Caso 4: E@j € EIV

Neste caso, como FEj; tem o mesmo grau que FE;;, segue que Ly, € Ery U Ey.
Entdo, temos duas possibilidades: k =7 ou k = 2r + 2 — j (equivalentemente, k = i ou
j =2r+2—k). No primeiro caso, E; ; = Ej, e no segundo Ej; = Efaj

Caso 5: L;; € By

E analogo ao Caso 4.

m

Observacio 3.2.7. Seja G = Z!%1 e UT,,(F) com a graduacio mais fina. Entio,
segue do Lema 3.2.6 que dim (UT,,(F)), = 1 se, e somente se, g = degq E;; onde
i+ j =m+ 1. Assim, considerando r = | % |, temos:

e Sei<rem=2r, entdo dim (UT,,(F)), = 1 quando

g=degE; mi1—i =€ — (e, —€;) = 2e; — e,.

e Como i+ j =m+ 1, o valor maximo para i é r. Assim, se ¢ = r e m = 2r, entao
dim (UT,,(F)), = 1 quando

g=deglly i1 = ¢
e Sem=2r+1ei<r, entao dim (UT,,(F)), = 1 quando
g =degE; mi1-i = €¢; — (—e;) = 2e;.
Assim, o conjunto dos elementos no suporte da graduacao para o qual a componente

homogénea correspondente tem dimensao 1 é {2e; —e,,...,2e,_1 —e,,e,.} se m = 2r,
e {2e1,2es,...,2¢,.} se m =2r + 1.

Assumamos que UT,,(F) tem a graduagao mais fina. A componente neutra é o

subespaco das matrizes diagonais, deste modo

[I1,07I2,0}7 (36)
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¢ uma (Zl2], %)-identidade para UT,,(F).

Consideremos os seguintes polindmios

¥y~ 21 onde g ¢ tal que dim (UT,,(F), = 1 (37)

e para m = 2r + 1 os polinémios

* ..
T1,4T20T3h — T1,4T90T3h, ONde g=e;;h =e;,1<4,j <r (3.8)

* * * * -
T1,0T2,9T30 — ] 0T2,gT3,0 — T1,0T2,9T30 + ] 0TagT30, Onde g =e;,1 <i<r.  (3.9)

T10T2,9T30 — T) gT24T3h, Onde g =e€;,2 <i <rh=e; —e;,1 <j <i. (3.10)

Na proposicao a seguir, analisaremos cada polinémio separadamente. No decorrer
da demonstragdo, faremos uso da notagdo (p)s para nos referir a uma substituicdo
elementar admissivel S para o polinémio p. Embora tenhamos casos de substituicoes
diferentes, usaremos sempre S (sem indices extras) para ndo sobrecarregar a notagao.
Além disso, em alguns momentos em nosso texto, falaremos apenas substituicdo sem
citar que ela é admissivel.

Proposicao 3.2.8. Os polinémios (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) sao

(Z21, ¥)-identidades para UT,,(F) com a graduacdo mais fina e a involucio reflexdo.

Demonstracao: E suficiente considerar a avaliacao das indeterminadas nas matrizes

elementares de UT,,(F).

Polinémio 1: pP1 = [$170,I2’0]

Sendo (xl,O)S = Em e (x270)s = Ej,j; se 1= j, temos [Ei,i> EjJ] = Ez2,z — EZZ =0 e,
caso ¢ # j, temos [E;;, E; ;| = E;;E;; — E; jE;; = 0. Logo, o polinomio p; é, de fato,
uma (ZLz1, ¥)-identidade para UT,,(F).

Polinémio 2: p, := T, — T onde dim (UT,,(F)), = 1

Note que este polinomio ¢ uma (ZLz1, ¥)-identidade para UT,,(F).
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Polindémio 3: p3 := x; 422073, — T1,gTS 0 T3 b

onde g = ej,h=e;,1<1,5 <r, comm=2r+1.

Temos aqui quatro possiveis casos para as substituicoes elementares. Analisemos

cada um, sempre considerando 1 <,5 <.

Caso 3.1: (z14)s = Eirt1; (@3p)s = Ejrq1, onde i <r+1lej<r+1

Neste caso, temos que ps3 avaliado desta forma, resulta em

(p3)5 - Ei,r+1Ew,ij,7'+1 - Ei,r+1 (Ew,w)®Ej,T+17

onde £, ,, ¢ uma matriz elementar diagonal qualquer. Ora, como j < r + 1, ambos os
produtos sempre resultam em zero, independente da matriz diagonal elementar dada.

Logo, neste caso, a substituicao resulta em zero.

Caso 3.2: (214)s = Erp1mi1-i; (T30)s = Ejq1

Avaliando em ps3, obtemos

_ ®
(Ps)s = Er+1,m+1fiEw,ij,r+l - Er+1,m+17i(Ew,w) Ej,r+1,

onde £, ,, ¢ uma matriz elementar diagonal qualquer. Suponhamos que m+1—1 = j.

Ora, mas como g, h # 0, obteriamos que
r+l<m+l—i=7<r+1,

0 que seria uma contradi¢cao. Assim, ambos os produtos s@o nao nulos, independente

da matriz diagonal elementar dada. Neste caso, a substituicao resulta em zero.

Caso 3.3: (v14)s = Eiyi1;(230)s = Ergitmii1—j
Avaliando em p3, obtemos:
_ ®
(ps)s = Ei,r+1Ew,wEr+l,m+1fj - Ei,r+1(Ew,w) Er+1,m+1fj>

onde E,,, ¢ uma matriz elementar diagonal qualquer. Veja que caso Ey, 7# Eri1 41,

®

ambos os produtos sao nao nulos. No entanto, caso contrario, como I | .. = Erqq,41,
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segue que as duas parcelas sao iguais, a menos de sinal. Logo, a substituicao resulta

em zero.

Caso 3.4: (T14)s = Ergimt1-i5 (T30)s = Erg1me1—j

Avaliando no polinémio ps3, obtemos:

®
(pS)S - Er—l—l,m—i-l—iEw,wEr—l-l,m—l-l—j - E7'+1,m+1—iE;7wEr—i—l,m—l—l—j7

onde E,,, ¢ uma matriz elementar diagonal qualquer. Note que cada produto acima
sO resulta em um valor nao-nulo, caso m +1 — ¢ = r + 1. Ora, mas isso é impossivel,

ja que g # 0. Portanto, em todo caso, sempre teremos os produtos sendo nulos, assim

ps ¢ uma (ZL%) %)-identidade para UT,,(F).

AL . L * * * *
Polinoémio 4: P4 = T1,0%2,¢T3,0 — 1’1’01’2791'370 — 171703E27gl’3’0 + 1’1,01’2791’3707

onde g =-¢€;,1 <i<r, comm =2r—+1.

Como g = e;, temos dois possiveis casos de substituicoes elementares:

(224)s = Eir11 (Caso 1) ou (224)s = Ert1mi1—i (Caso 2).

Antes de analisar cada caso, note que como i < r, entdo m # 2i—1 (ou, equivalen-
temente, m+1—1 # 4). Deste modo, Epy1—imi1—iLij =0 (ou, E; i Eri1—imt1-i = 0),

para todo j. Além disso, como m = 2r + 1, entdao m — r = r + 1, donde

Em—r,m—rEr+1,j = Em—nj = Er+1,j( ou 7Ej,r+1Em—r,m—r = Ej,m—r = Ej,’r—i—l)'

Caso 4.1: (:EQ,g)S = Ei,?“—‘f-l

Consideremos as seguintes possibilidades:

(i) Se (331,0)5 = Eu e (333,0)5 = Er+1,r+1-
Ora, entdo (27 9)s = Emy1—imt1-i € (¥30)s = Emrm—r-

Como E? .1 = Erp1,41, segue que (ps)s = 0, uma vez que temos pares de

parcelas iguais, com sinais opostos.

(ii) Se (z10)s = Ess # Eiie (x30)s = Eri1.011, temos o mesmo fato do caso anterior.
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(iii) Se (z10)s = Ei;i e (x30)s = Bty # Ery1,41, entdo como (230)s # Eri1r41, 08
quatro produtos que compoem (py)s sdo nulos. Desta forma, (ps)s = 0, neste

caso.

(iv) Se (z10)s = Ess # Eii e (230)s = Ety # Eri1,041, segue de modo analogo ao

caso anterior.

Caso 4.2: (224)s = Eri1mr1-i

A analise é feita de modo anélogo ao Caso 4.1.

Logo, o polinomio py é, de fato, uma (ZL=1, x)-identidade para UT,,(F).

Polinémio 5: ps = 1,022,473 — T] 0T2,4T3 by

onde g=¢€;,2<i1<r,h=e;—¢;,1<j<ti, comm=2r+1.

Como g = e;, segue que (Ta24)s € {Eipq1, Bry1mi1—i} ©
(xgp)s €E{Ei;jli<j<rouj>i>r+2}
Analisemos cada caso:
(i) Se (x24)s = Eirt1, com i > 1e (x3,)s = E;;, com i < j <r, note que
(9 473n)s = 0.

Logo, ps é nulo com tal avaliacao.

(ii) Se (z24)s = Ert1m+1—i, com i > 1 e (z35)s = E; j, com i < j <, note que
TogTap #0& s=m+1—1.
Tomando s = m + 1 — i, temos:
(T2 9%3n)s = Ert1-

Assim, tomando (z10)s = E,4+1,+1 (pois as demais parcelas ja resultam em zero),
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segue que:
ET+1,T+1ET+1,]' - T+1,r+1Er+1,j = L1 — Er+1,j = 0.
(iii) Se (24)s = Eirt1, comi > 1e (x35)s = E;;, com j > i > 1+ 2, veja que:

(IZ,g-TS,h)S = 07

pois ¢ > r + 1. Logo, p; é nulo com tal avaliacao.

(iv) Se (224)s = Ert1m+1-s, com s > 1, temos que s é obrigatoriamente m + 1 — .

Tomemos (x3,)s = E;j, com j > i > r+ 2, temos

’]7
T2 gT3hn = Er+1,j-
Assim, tomando (z19)s = Er41, (ps)s € nulo.

Logo, o polinémio ps ¢, de fato, uma (ZL%!, %)-identidade para UT,,(F). [ |

Lema 3.2.9. Seja * uma involugdo graduada para UT,,(F) com a G-graduagdo mais
fina, onde G = Z!%). Seja M = xilhgl e xiﬁjgn um mondmio multilinear tal que g; # 0
parai=1,...,nen>1. Se M ¢ T ..(UT,,(F)), entdo existe uma tinica substitui¢do

elementar S tal que Mg # 0.

Demonstragdo: Seja S = (E; ., E; ;) uma substitui¢do elementar para

1,J10 ° * nsdn

xu1,g1 e xunvgn'

Note que sendo S" = (E®

On,
s B ), temos

) On
Mg = (B} )% - (B )" = Eiy gy Biy gy = (Tusgr ** Tun )

invjn

Logo, assumiremos sem perda de generalidade que M = z,, g, - - - Ty, g,-
Sejam S e Sy substitui¢oes elementares distintas, tais que (xq---x,)s, # 0, com

1 = 1,2, e t o menor indice tal que

E@j = ('rut,gt)sl 7A (xuz,gt>52 = Er,s-

Ora, como degg E; ; = degg E,., entdo pelo Lema 3.2.6, temos E, , = EJ;.
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Temos, entao, os seguintes casos:

e Set > 1, entao como Mg, # 0, temos (zy, ,4 ,)s; = Fu,; para algum indice w.
Além disso, da minimalidade de ¢ concluimos que (zy, ,4, )3, = Fui- Logo, o

fato de Mg, # 0 implica que EMEZ@] # 0. Portanto, m + 1 — j = i. Neste caso

_n® _
Er,s — Ei,j - Ei,j7
o que ¢ uma contradicao ja que FE; ; # E, ;.

o Caso t = 1, se (Tuyg.)s; = (Tuyg,)s,, €ntao um argumento analogo ao que foi
feito acima, implica que
_p® _
Er,s - Ei,j - Ei,ja

que é uma contradicao.

Se (Tuggs)ss 7 (Tug.gs)ss, S€ja Ejy = (Tuyg)s,, para algum indice u. O Lema

3.2.6 implica que (Ly,.g,)s, = E;,. Como Mg, # 0, concluimos que
BB}, #0.

Portanto, m+1—i = m+1—wu, o que implica que ¢ = u. Isso é uma contradicao,ja

que temos 7 < j < u.

3.3 As Identidades Monomiais para UT,,(F')

Um dos principais objetivos neste capitulo é encontrar uma base finita para as
(G, %)-identidades para UT,,(F) com a graduagio mais fina por G = ZL%1 e ou a in-
volucao reflexdo ou a involucao simplética. Para esse fim, estudaremos as identidades
monomiais para UT,,(F). As identidades monomiais aparecem nos estudos de identi-
dades graduadas em varias situacoes e na maioria das vezes a descricao das identidades
graduadas ¢ feita modulo as monomiais, ver por exemplo [4] e [10] .
Definicao 3.3.1. Seja A uma algebra graduada por um grupo abeliano com uma

involucao graduada *. Um monoémio em T¢ .(A) é chamado uma identidade monomial

trivial para A se é consequéncia das identidades x4, onde g nao esta no suporte de A.
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Observacgao 3.3.2. Para m > 4, o monomio M = x4, %2 4,73 4,, Onde g; = deg Es ,_1,
go =deg Ey1m € g3 = deg Epy—2,—1 ¢ uma identidade graduada para UT,,(F') com a
graduacao mais fina. Notemos que g1, g2, g3, 91 + g2, 92+ g3, g1 + g2 + g3 estao no suporte
da graduacgao mais fina em UT,,(F), portanto M nao é uma identidade monomial trivial
para UT,,(F).

Nos proximos resultados, provaremos que toda identidade monomial para UT,, (F')
segue das identidades monomiais de grau no méaximo 3, para m = 2,3,4 a algebra
UT,.(F) ndo tem identidades monomiais ndo-triviais.

Ao longo desta secao, U, denotard a soma das matrizes elementares de grau g e
assumiremos que U, = 0 se g ndo estd no suporte da graduagao mais fina em UT,,(F).
Lema 3.3.3. Seja M = w14, - 2p,, € seja U, a soma das matrizes elementares de

grau g. Seja S a substituicao tal que .4 ¢é substituida por U,,, parat = 1,...,n.
Entdo, M € T . (UT,,(F)) se, e somente se, Mg = 0.

Demonstragcao: Note que S é uma substituicao admissivel para M, logo Mg = 0, se
M € T .(UT,,(F)). Provaremos a reciproca. Sejam Sy, ..., S, todas as substituicoes

elementares admissiveis para M. Temos

k
O:MS:Ugl"'Ugt :ZMSZ = Z ni’jEi,j,
=1

1<i<j<m

onde n; ; € o nimero de indices [ tal que Mg, = E; ;. Como o corpo F' tem caracteristica
zero, concluimos que n; ; = 0 para todo 4, j, portanto Mg, = O paral=1,..., k. Como

M é um monomio multilinear, isso implica que M € T . (UT,,(F)). |

Corolario 3.3.4. Considere UT,,(F') com a graduacdo mais fina e ou a involucdo

~ . ~ . L, . _ 8 6n
reflexao ou a involugao simplética. Seja M =z} ---a"

onde (hy,...,h,) é aupla obtida de (g1,...,¢g,) deletando as entradas iguais a 0 € G.
Entdo, M € T .(UT,,(F)) se, e somente se, M = Tg,.(UT,,(F)).

eseja M =1, Top,,s

Demonstracdo: Se g; =0, para todoi=1,...,n, entdo M = 1. Assim, o resultado
é valido. Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que existe g; # 0, para
1=1,...,n.

Note que M é uma consequéncia de M, portanto M € Tg.(UT,(F)) se
M € Tg.(UT,,(F)). Assumimos agora que M € Tg.(UT,,(F)). Seja S a substi-

tuicao tal que qualquer indeterminada de grau g é substituida por U, para todo g € G.
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Note que Uy = Uy e U = +U,, para todo g € G. Como Uy é a matriz identidade,
temos 0 = Mg = +U,, --- Uy, = *Up, -+ Uy, = +Ms, logo o Lema 3.3.3 implica que
M € T . (UT,(F)). u
Lema 3.3.5. Seja M = x4, -+ Xy g,, com g; # 0, paratodoi. Se M € T (UT,,,(F)) e

n >4, entdo um dos monomios T g, - - T g, L1,g, *** Tn-1g, ; €td em T (U, (F)).

Demonstragdo: Assuma que os monomios N = g g, -+ g, N = Z14, - Tpo14, ,
nao sao (G, x*)-identidades para UT,,(F). Entdo, existem substitui¢bes elementares

S=(ay,...,an_1) e S = (d,,...,a;) para N e N’ respectivamente, tais que
NS:al---at_l#Oe (N,)S/:CL/Q"'CL;%O.

Entdo, (ag,...,a;i—1) e (a),...,a;_;) sdo substituicdes para x4, - Z4_1,4 , que nAO
resultam em 0. Como esses monomios tem grau > 2, o Lema 3.2.9 implica que
(ag,...,ap—1) = (ab,...,a;_y). Entdo, (ai,...,a;—1,a;) é uma substituicdo para
Tlg ***Tng, que nao resulta em zero, uma contradi¢ao, pois esse monomio estd em

Te . (UL, (F)). [ ]

Proposicao 3.3.6. As identidades monomiais para UT,,(F') com a gradua¢ao mais
fina sao consequéncia das identidades monomiais da forma x4, --- 2,4, onde g; # 0

para todo i e n < 3.

Demonstra¢do: Seja M uma identidade monomial para UT,,(F). O Corolario 3.3.4
implica que existe um monémio M = x5, - - T, em T, (UT,(F)) tal que M é uma
consequéncia de M, e h; # 0, para todo ¢. Nesta situacao, o Lema 3.3.5 implica que
existe

N =214 Tng, € Tar(UT,(F)) tal que n < 3 e M é uma consequéncia de N.
Portanto, M é uma consequéncia de V. |

Corolario 3.3.7. A é&lgebra UT,,(F) com a graduacdo mais fina nao satisfaz identi-

dades monomiais nao-triviais se m < 4.

Demonstragao: O resultado segue da Proposicao 3.3.6 se provarmos que toda
identidade para UT,,(F') da forma x4, ---,,,, onde g; # 0 para todo i e n < 3, é
trivial. Para m = 2,3 isso é observado diretamente. Assumiremos agora que m = 4,
entao o suporte da graduagdo mais fina em UTy(F) é S = {0,e1,e2,e1 — 2,21 — e3}.

Podemos verificar a seguinte afirmacao diretamente:
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Afirmacgéao: Se g1,92,g1 + g2 € S, entdo g1 # g2 € {g1,92} = {e1,e1 — ez} ou
{91, 92} = {ea, €1 — ea}.

Em ambos os casos w42, ¢ Tc.(UT,(F)), portanto toda identidade para
UT,(F) da forma x4 x,, é trivial.

Agora, assuma que gq, g2, g3 € S sdo tais que g1 + g2, 92 + 93,91 + g2 + g3 € S.
A afirmagao acima implica que g; + g2 € {27 — ez, €1}, como (g1 + g2) + g3 € S,
nos concluimos que g; + go = e, e portanto {g1, g2} = {ea, €1 — €2} € g3 = e; — es.
Analogamente, go+gs = €1, e, portanto, {g2, g3} = {e2,e1—e2} € g1 = e;—es. Portanto,
g1 =03 = €1 — ez € go = ey. Entdo, segue que 14,72 5,23, ¢ T (U, (F)). Assim,

toda identidade para UT,,(F') da forma x,, x4, € trivial. [

3.4 Uma Base Finita para as Identidades Gradua-
das com Involugao para UT,,(F') com a Graduagao

mais Fina

Defini¢io 3.4.1. Sejam G = Z!%1 U/ a algebra UT,,(F) com a graduacio mais fina e

o1 o2 Ok
M = Mz}, Mox? - Myxyh o My, (3.11)
um mondmio em P%* onde g;,...,gx #0 e

_ 0 Oi,s;
Ml - Ik‘i,ho o 'xki,sivo.

Dizemos que M é bom se ndo é uma (G, *)-identidade para U e além disso,

I kip <--- <k, para todo 4;
IT Se dimZ/{gi = 1, entao 51 =0e M, = 1;

III Se dimU, = 1 para ¢ = g + Git1 + - + g;, com 7 < j, entdo
M; =1eu; <uy;

IV Se m =2r+1, g;,git1 € {e1,..., e}, entdo diy11 = -+ = 0i1,6,,, = 0
Vv Sem:27‘—l—1, k227 g1 = €p, g2 ¢ {617-”767"}7 entao 51,1 :"':51,31 :q);
VISe m = 2r +1, k > 2, g1 ¢ A{en,...,ex}, g6 = €, entdo

5k+1,1 == 5k+1,sk+1 = @;
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VIISe m = 2r+ 1, k = 1 e g = e, para algum ¢ € {l,...,7r}, entdo
51,1:"‘:51,31:®0U52,1:"':52,52:@-

Observamos que um mondémio bom em indeterminadas apenas de grau 0 (k = 0

na definigdo acima) é da forma

51 5
Tig Tyo

)

portanto existem 2" tais mondémios.

Lema 3.4.2. Os mono6mios bons em P%* em indeterminadas apenas de grau 0 sdo
linearmente independentes médulo T . (UT,,,(F')), onde UT,,(F') tem a graduagdo mais

fina e ou a involugao reflexao ou a involugao simplética.

Demonstracao: Seja M = leilo -2 um mondémio bom em P%* em indetermi-

nadas apenas de grau 0. Seja Sy a substituicao tal que (xffo)gM = FEy, para todo

;o I €1 € ’ Aot G % Y /

i =1,...,n. Se M'" = zi'y--- 2}y ¢ um mondémio bom em P>, entao Mg, # 0
se, e somente se, M = M’ ou ¢; # 0; para todo ¢ = 1,...,n. No segundo caso
Mg, = Epm # Ei1. Assim, concluimos que Mg, = Mg # 0 se, e somente se,

M = M'. Agora, seja f = 2221 MMy, € T (UT,,(F)) onde My, ..., M; sdo mond-
mios bons em P%* em indeterminadas apenas de grau 0. Fixamos j e seja S; a

substitui¢ao elementar Sys,. Temos

t

0="> M(My)s,.

i=k

Note que (My)s, é ou zero ou uma matriz elementar e (My)s, # (M;)s, sempre que
k # j. Assim, como (M;)s; # 0, concluimos que \; = 0. Isso implica que os monomios
bons em PY* em indeterminadas apenas de grau 0 sao linearmente independentes
modulo T¢ . (UT,,.(F)).

|
Lema 3.4.3. Sejam G = Z!21 U/ a algebra UT,,(F) com a graduacdo mais fina, A/ um
mondmio bom escrito como em (3.11) com k > 1 indeterminadas de grau diferente de 0

e M’ um mondémio bom nas mesmas indeterminadas que M. Se existe uma substituicao

elementar S por elementos de U tal que (M)gs = (M')s # 0, entao ou
M=M ou m=2r+1,k=1,9 €{es,...,e.}.

No ultimo caso,
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! /.01 / € G L
M" = Mz, My e M;=ux, 2.7, paratodoi=12

Demonstracao: Como M’ é um mondémio bom nas mesmas indeterminadas que M,

existe uma permutacao o € Sy tal que

! 1 _Co(1) 1 _€o(2) 1 Co(k) /
M = 1%us(1):90 (1) 12T U0 (2) 390 (2) * " kauo(k)vgo(k)Mk+l7
onde
M/ = x50 gttt
(2 xli,ho mli,ti70'
A prova sera divida em varias afirmacoes, as quais juntas nos garantem o resul-
tado.

Afirmacao A: o(k) = k.

Provaremos a Afirmagao A por contradigao (ou seja, assumiremos que o (k) # k).
Sejam a = o(k), b = 07 1(k). Assumindo que a < k, entdao b < k, pois se a = k ou
b=k, temos o(k) = k, o que seria uma contradicao.

Sejam t,u,v e w indices, tais que

(x5“ Js =FEi, ¢ ([176’“ )s = Ey -

Ua 9a Uk, 9k )

Como (M)s # 0 e a < k, concluimos que t < u < v < w e que (M)g = E,,, para

algum indice 7.

Afirmacgao A.1: ¢, # 0,

De fato, se €, = d4, entdo, como (x5  )s = Ei,, (M')s # 0 e o(k) = a, temos

Ua,Ga

(M")s = E,,, para algum indice 7. Assim,
Er,w = (M/>S = (M)S = Er’,u-

Entdao u = w. Porém isto é uma contradicao, ja que u < w. Entao, €, # d,.
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Como uma consequéncia da Afirmacao A.1,

(xiffl,ga)é’ = (wiz,ga)% = Efj)u = Eerlfu,erlft-

Novamente, (M')s # 0 e (k) = a implicam que (M')s = E, 41—+, para um indice

apropriado r’. Entao, temos

Erw - (M)S - (M/)S - Er’,m—i—l—t

)

e, consequentemente, w = m+1—t (ou, t+w = m+1). Essa tltima igualdade implica

na proxima afirmacao:

Aﬁrmagéo A.2: dlmZ/{g =1 para g = g, —+ Gat1 44 Jk-

De fato, como (2% g = E;, e (2%  )g = E,., segue de (M)g # 0:

UarGa Uk, 9k
0# (2% Mypqalett oooali ) o= By (Mypr)s(alet, . Vs Eyy=E
Ua,ga 0TIV ug 11,9041 uk,9k /) § tul\Ha+1)5\ P ugy1,9441/5 VW tw

Isso implica que £} ,, ¢ homogéneo de grau g = g, +gq+1+- - -+ 9gx. Como t+w =m+1,

temos E, = E;,. Assim, o Lema 3.2.6 implica que dim{, = 1.

Afirmagao A.3: J; # €

A demonstragao é andloga a da Afirmagao A.1. Lembrando que b = o~ 1(k) < k,

note que como (M')s # 0 temos

0 7£ (ﬁi’l,ngéH e Ml/exziyga)s - (mffl,gk)s (M1;+1)S e (fii,ga)g

€k
(Iulmgk)s T Em+1_u’m+1_t'

Se 0 = e, entdo (x5 ). = Ey, € 0 raciocinio acima implica que

v<w<m+l—u<m+1-—t

o que é uma contradicao, pois w = m + 1 — t. Deste modo, 5 # €, e a substituicdo S

A M €L / R ! €
no monomio 3k My, Mka:u‘j“ga resulta em Ep,q1—wm1—t-

Afirmacao A.4: dimU), =1, para h = gop) + Gop+1) + -+ + Jo (k) -
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De fato, a matriz Ey, 41w m+1—+ ¢ homogénea de grau

h =gk + gor1) + -+ 9a = Goo) + Joor1) +** + Go(k)>

e como t +w = m + 1, concluimos, como na Afirmacao A.2, que dimU, = 1.

A Afirmagao A.2 e a Condigao (IIT) na Defini¢ao 3.4.1 implicam que u, < uy.
Analogamente, a Afirmacao A.4. e a Condigdo (ITT) na Definigdo 3.4.1 implicam que
ug < uq, desta forma encontramos uma contradigao. Como a contradigao foi obtida da

suposicao que a = o(k) < k, concluimos que o(k) = k.

Afirmacao B: o ¢ a permutacao identidade.

Provaremos a Afirmacao B por inducao em k. Para k = 2 ela segue diretamente
da Afirmagdo A. Para k > 2, veja que a igualdade (M)s = (M')s # 0 e o fato de

o(k) = k implicam que

0# (Mall g Mayaly,, 2ol M)

u2,92 Uk—1,9k—1

o I _€o(1) I _€o(2) Oo(k—1) /
= (M2 0 M2 o M)

Uy (2):,90(2) Uy (k—1)9o (k—1)

agora a hipotese de indugdo, junto com o(k) = k, implicam que o é a permutagdo

identidade.
Afirmacgao C: Ezistem indices i1 < o < -+ < i < ipr1 tais que
o — .. — (ya
(xw,gz)s - EzlﬂlH - (xm,gz)s

para l =1,... k.

Como (M)g # 0, existem indices 17 < iy < « -+ < i) < i1 tais que

($;ill 291 ) s EilvilJrl >

paral=1,... k.
Analogamente, (M')s # 0 implica que existem j; < jo < -+ < jr < jri1, tais
€

que (muz,gz)s = Ej,j,,,- Note que a graduagao mais fina U ¢ induzida por uma upla

de elementos dois a dois distintos do grupo, portanto dado um indice ¢ e um elemento
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g € G, existe no maximo um indice j tal que E;; ¢ homogéneo de grau g. Como

Ei 4., € homogéneo de grau g;, concluimos que a sequéncia 1y < ig < -+ < ipyq €
determinada por i; e a k-upla (g1, ..., gx). Analogamente, a sequéncia j; < -+ < jri1
¢ determinada por ji e (g1, .., gk)-

Como E; = (M)s = (M")s = E;

1,jksrs concluimos que 4; = j;, portanto

10k+1

temos i, = j; paral=1,...,k+ 1. Como uma consequéncia, concluimos que

(xilhgz)s = Eil:ilJrl = (lel,gz)s

paral=1,... k.

Afirmacao D: 6, = ¢, para i =1,... k.

Provaremos a Afirmacao D por contradi¢cao. Assuma que 0; # ¢ para algum [,

X €] _ 6l *
entao zy = (w3 )%, donde

1) )
By = (xulz,gz>s = (xulz,gz)g = Ei(?vil-&-l'

Como E; é homogéneo de grau g; #0e £, = F; concluimos do Lema 3.2.6

158+1 RN 158410

que diml, = 1. Entao, como M e M’ sao mondémios bons, a Condigao IT na Definicao
3.4.1 implica que § = () = ¢, isto é uma contradicao, pois assumimos que 0; # .

Portanto, ¢ = ¢, para l=1,... k.

As Afirmacoes B e D implicam que podemos escrever M’ como

r_ /.01 1,02 ) /
M = M Mg o Ma®% M.

ui,91 u2,92 Uk, 9k

Afirmacao E: Temos:

da,j _ €a,h _
(l‘ka,j,o)s - EZ“Z‘L € (xlﬂ.yhyo)s - Elula

Como (M')g #0e (z3¢ , )5 = E;
de S no fator z;"7 , de M; & E;

wriass concluimos que o resultado da substituigao

avia a7ia' Lem—

. . , €a,j o
para j = 1,...,t,, isto &, (:zclaio)g =F;
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brando que M é escrito como em (3.11), assim também temos que (xi“’j 0)s = E;

a,js asla

para j =1,...,5,.

Afirmacgao F: Se M, # 1 e xy, 0 € uma indeterminada em M,, entao xy, ;o €

uma indeterminada em M.

Sejam a um indice tal que M, # 1 e Tk, 0 uma indeterminada em M,. Como
M e M' sao mondmios nas mesmas indeterminadas, existe um indice b tal que zy, ;0
é uma indeterminada em M, neste caso k,; = I, para algum j' < ¢,. Assuma que

~ ~ O i € it ~
b # a, entao d,; # €, ;. De fato, se §,; = €7, entao z,"’ , =z, . Entao, temos
a,j» b,] El

S s €,
Eivin = (21, o)s = (xl:j/l,o)s = Ly iy

Como uma consequéncia, temos i, = 4, isto é uma contradi¢do ja que a # b. Entao,

daj  _ (.65 \x T : : :
da,; 7 €, portanto Tl o= (xlb,j/,o) . Esta ultima igualdade implica que

_ (. da (50 \® _ e
Eivio = (@7 0)s = (2,7, 0)s = By iy = Emia—ipmii—i,
assim i, = m+1—14,. Se a < b, entdo i, <y e B, 5, = B, .., - Fy,_, i, ¢ homogénea
. . . . - )
de grau g = g, + -+ + gp—1. A igualdade i, = m + 1 — i, implica que E; ; = E;_ ;,,

entdo dimi, = 1. Logo, segue da Condicao II (se b = a + 1) ou a Condicao III (se
b > a+ 1) na Defini¢do 3.4.1 que M, = 1, e isto contradiz o fato que M, # 1. Se
b < a, concluimos analogamente que M] = 1 o que também é uma contradicdo. Logo,

devemos ter b = a.
Afirmacao G: A igualdade

/o G Cisy
Mi - xki,lyo wki,sia()’

vale para i+ =1,...,k+ 1.

Repetimos a prova da Afirmacao F com a modificacao 6bvia para provar que se
M! # 1 para algum indice a, entdao toda indeterminada em M/ ¢ uma indeterminada
em M,. Logo, concluimos que M, e M sdo monomios nas mesmas indeterminadas para

a=1,...,k, isto, junto com a Condicao I na Defini¢ao 3.4.1 implica na Afirmacao G.
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Afirmacao H: 6, =€, para 1 <a<k+1,1<j<s,.

60, j a,j
Note que (z o)s = Ei i, = (ZL‘ZQ”Jj7O)S. Assuma que J,; # €,; para algum a e

; 3 511,]' _ s *
algum j. Entdo, temos ;" , = <$ka,j,0) , deste modo

Eiyio = (wi(;ﬂ,o)s = (2" 0)s = Eir i = Bnti—igm+i—ia-
Portanto, concluimos que 2i, = m + 1. Se m = 2r esta tltima igualdade nos leva a
uma contradicao, a afirmacao H vale neste caso.

Agora, assuma que m = 2r + 1, entao i, = 7 + 1. Seja e¢; € G a upla com i-ésima
entrada igual a 1 e demais entradas iguais a 0. Note que o G-grau de E; ; estd em
{e1,...,e.} se, esomente se, i =r+1louj=r+1. Sek =1, entdo g; € {e1,...,e.} e
a afirmacao vale neste caso. Assumindo k£ > 1, provamos que neste caso nossa hipotese
de 0, # €,; para algum a a algum j nos da uma contradicao. Assim, d,; = €,; para
1<a<k+1,1<j<s,eaafirmacao H vale.

Agora, consideremos os trés possiveis casos para a: a = 1, a = k+ 1 e
1 <a < k+1. Lembremos que k > 1, entao se a = 1, entao gs ¢ o grau de Ej, ;,, como
r+1 =1 <iy <is, nos concluimos que go & {e1,...,e.}.

A Condigao V na Defini¢do 3.4.1 implica que d; ; = €; ; = 0, isso contradiz nossa
hipotese que d,; # €,;. Analogamente, se a = k + 1, entdo gy—1 é o grau de E;,  ;,,
como i1 < i < ixgr1 = r + 1, nés concluimos que gp_1 ¢ {e1,...,e.}.

Agora, a Condi¢ao VI na Defini¢do 3.4.1 implica que dgy1; = €541, = 0, isto é
uma contradi¢do. Assumimos que 1 < a < k+ 1. Entao, g,—1 ¢ o graude E;, ;. € ga
éograude E; ;. ... Como i, =7+ 1, temos g,—1, 9, € {€1,...,¢6}, entdo a Condi¢ao

IV na Definicao 3.4.1 implica que 0, ; = €,; = () e isto é uma contradigo.

Claramente, as afirmagoes todas acima implicam juntas que M = M’.
[ |

. A~ . (51' 5',5-
Lema 3.4.4. Seja M = M;2% _ M, um mono6mio bom, onde M; = mki’110-~~mk’i 5.0

ui,et
para todo ¢ = 1,2. Se §; ; = * para algum ¢, j, entao existe uma substituicao elementar
S tal que se M’ é um monémio bom nas mesmas indeterminadas de M e Mg,, = Mg, ,

entao M = M’.

Demonstragao: Consideremos o caso onde ¢ = 1, a prova para ¢ = 2 ¢ analoga. Seja
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a substituicao Sy, tal que

01 _
(muhet)SM - Et77’+17
517‘7 _ E : 1
(xkl’jyo)SM — t,t pa‘ra .] =1,...,51,
52,3" o g 1
(ku j/70)3M =FE,p1041parajy =1,..., 5.

Entao Mg,, # 0. Agora seja M’ um mondémio bom nas mesmas indeterminadas

de M, tal que Mg,, = Mg, . O Lema 3.4.3 implica que

I /.01 / /il €i,s; .
M =Mz, My, e M;=uw 42, paratodoi=12.

ui,et

Se €1 # 01,5, para algum j, entao

®

€15 — —
('rkl,j,O)SM - Et,t - Em+1—t,m+1,t‘

Como t < r + 1, concluimos que E,, i1t mi1: # Eie €, portanto, Mk’gM = 0, uma
contradicao. Assim, € ; = d;; para todo j =1,...,s;. Como §;; = * para algum j,
a Condigao VII na Definigao 3.4.1 implica que dy; = ) = €9 ; para todo j =1,..., so.
Portanto, concluimos que M = M.

|
Lema 3.4.5. Seja G = Z!Z1. O conjunto dos monémios bons de grau n gera o espaco
vetorial PS* moédulo o Ty .-ideal gerado pelas identidades (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) e
(3.10) e os monomios em T .(UT,,(F)).
Demonstrag¢do: Seja J o Tg .-ideal gerado pelas identidades (3.6)-(3.10) juntas com
os monomios em T .(UT;,(F)) e seja M um monomio em P%* /Tg . (UT;,). O mondmio
M em P%* deve ser escrito como em (3.11). Agora, provaremos que M é congruente
modulo J a uma combinacao linear de monomios que satisfazem as Condigoes (I)-(VII)
na Definicao 3.4.1.

Para auxiliar o leitor, iremos adicionar uma condicao por vez.

Condigao (I)

Para a Condicao (I), apenas usamos a identidade (3.6) para escrever M modulo

J como um monodmio que satisfaz essa condigao.
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Condigao (II)

: _ <o . < o "
Se dimUy, =1, entao z;, . — Ty, 4 estd em J, entao substituimos . pOr T, g,

9i

se necessario, e assumimos, sem perda de generalidade que, §; = (). Note que

— * [ *
Mixui,gi =J wui7giMi =J xui,giMi )

deste modo podemos obter um mondémio que é congruente modulo J a M, e que satisfaz
(I) e (11).
Condigao (III)

Agora assuma que dimU, = 1 para g = g; + gi11+ - - -+ g;, onde 7 < j, neste caso

1, — 719 € Ta(UTn(F)). Entao,

v ug,9i I uj,9; Uj,9; J Ui, Gi e Ui,Gi I uj,9;

portanto M é congruente modulo J a um monomio que satisfaz (I) — (111).

Condigao (IV)

Se g, git1 € {e1,..., e}, entdo o polindmio

*
L1,;L2,0L3,9;41 — L1,9;L2,003,9i41

¢ uma (G, x)-identidade para UT,,(F') em (3.8), portanto estd em J. Assim, se §;; = *,

temos:

61' 51',1 * 61‘757', 57;_‘_1 — 51 6i,1 52’751‘ 5i+1
xui’gixki,ho xki,hO xki,siao Wit1,9i41 xui:gixk’i,lyo Lki,0 xki,si70 Uit1,9i+1"

d; 6i+1 . 0; 5i+1 . . .,
portanto . o MiTui g0 =7 T 0Tk 1,0° Ty ,08uir1,9i41- Diante disso, concluimos

que M é congruente a moédulo J a um monomio que satisfaz (1) — (IV).

Condigao (V)

Assumamos que as hipoteses em (V') valem, isto é, k > 2, g1 € {e1,...,e.},
g2 & {e1,...,e;}. Como M ¢ T (UT,,(F)) existe uma substituigdo elementar S, tal

que (M)g # 0. Sejam a < b < c os indices tais que (22! )g = E,p e (22 )5 = Fp.

u1,91 uz,92
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Entao g, é o G-grau de E,; e portanto a =r+1ou b =r+1. Como E; . € homogéneo
de grau g ¢ {e1,...,e.}, concluimos que b # r + 1, assim a = r+ 1. A upla que induz
a graduagao elementar em UT,,(F) ¢ (e1,...,e,0,—¢., ..., —e1), portanto E, 1, ¢
homogéneo de grau es. 19 . Entao, g1 = eg40p, note que r +1 < b < ¢ < 2r 4+ 1,
portantor+1 <b<2r+1e2 <2r+2—>b <r. Também temos gs = €919 _— €219 .
Entao, segue de (3.10) que o polindmio 1 g g, 3,9, — 77 o 72,4, 3,4, estd em J. Podemos

usar essa identidade para obter um mondémio que é congruente a M modulo J e satisfaz

(1) - (V).
Condigao (VI)
Assuma que as hipoteses em (V1) valem, isto é,

k>2gr1¢{e1,...,e,} egp €{er,...,e}.

: L : S
Sejam o/ < U < ¢ os indices tais que (zu\g,_,)s = Eoy e (23, )s = Eye.

Note que Eyy e By sao homogéneos de grau gy_; e gi, respectivamente. Como

ge—1 & {e1,...,e.} e gr €{e1,...,e.} concluimos que ¢ = r + 1. Entao,
gk = €y € Jk—1 = €ar — €y,
aléem disso 1 < o’ < b <r. Logo, segue que (3.10) que
L3,002,9;, 1,951 — 33;,03:27%3717%—1 € J
Portanto, concluimos que o polinémio

*
* * * * * _ * _
<$370x2,gk,xl,gk_1 - $370$2,gk$17gk_1) = T1,g,_122,g, T30 — L1,g5_1 22,9, L3,0

estd em J. Usamos essa identidade para obter um mondmio que é congruente a M

modulo J e que satisfaz (1) — (V).

Condigao (VII)

Esse monomio ¢ bom a menos que m = 2r+ 1, k = 1l e ¢4 € {ey,...,e.}.

Assumamos que esse é o caso, segue das identidades (3.6) e (3.9) que M é congruente
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modulo J uma combinagao linear de mondmios que satisfaz, (I) — (VII), isto é, M é
congruente modulo J a uma combinagao de mondémios bons. |

Teorema 3.4.6. Seja G = ZlJ. Os polinomios (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10), junto
com as identidades monomiais da forma x4, - -2, ,,, onde n < 3 e g; # 0 para todo
i, formam uma base das (G, *)-identidades para UT,,(F') com a graduacdo mais fina
e a involucao reflexdo. Além isso, as imagens dos monomios bons de grau n, sobre a
aplicagdo quociente canonica, formam uma base para P%*/PS* N T (UT,,(F)).

Demonstrac¢do: Seja J o T .-ideal gerado pelas identidades (3.6), (3.7), (3.8), (3.9)

e (3.10) e os mondmios
Ll,91 """ Tn,gns (3.12)

em T, (UT,,) com g; # 0 parai = 1,...,n e n < 3. A Proposi¢ao 3.2.8 implica
que J C T (UT,,(F)). Resta-nos provar a involugdo inversa. Provaremos primeiro a

seguinte afirmacao:

Afirmacao: Os mondmios bons sao linearmente independentes mddulo
Te . (UT,(F)).
Seja T = {x1pys - Ty | M1y -, by € G} um conjunto de indeterminadas. Seja

M(T) o conjunto de mondmios bons de grau n nas indeterminadas em 7. Provare-
mos que M(T') ¢ linearmente independente modulo T . (UT,,(F')), isso implica que os
monoémios bons sao linearmente independentes modulo Tt . (UT,,(F')). Seja k o nimero
de indices [, tais que h; # 0. Se k = 0, entao o Lema 3.4.2 implica a afirmacao, entao
assumamos que k > 1. Seja f = > _, MMy € T (UT,,(F)) uma combinagao linear
de monoémios bons dois a dois distintos My, ..., M; € M(T). Considere os seguintes

Casos:

Caso:m=2r+1,k=1,91 € {e1,...,e.}.

Assumiremos primeiramente que para algum j, temos M; = Nzl , Ny, onde

u1,€q
o (51-’1 61',57; . o .. .
Ni =) o2y 4 o para todo ¢ = 1,2 e 0;; = * para algum i, j. Agora, seja 5; a

substituicao elementar no Lema 3.4.4. Temos

t
0="> M(My)s,.
k=1
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Note que (My)s, é ou zero ou uma matriz elementar e, além disso, (My)s, # (M;)s;
para todo k # j. Isso implica que A\; = 0. Logo, podemos assumir que M, ..., M, sao

mondmios bons da forma

(Thy 1.0 " Ty 51,0) 20 o (Tha 10 °** Thigy00)-

Seja S; uma substituicdo elementar tal que (M;)s, # 0. Entdo, o Lema 3.4.3
implica que (My)s, # (M;)s, para todo k # j, logo nés concluimos que A; = 0. Como
uma consequéncia, temos que Ay = --- = \; = 0.

Caso 11: As condicoes no Caso I nao valem.

Fixemos j e seja S; uma substituicdo elementar, tal que (1;)s, # 0. Temos

t
0="> M(My)s,.
k=1

Note que (My)s, € ou zero ou uma matriz elementar, além disso o Lema 3.4.3 implica

que (My)s;, # (Mj)s, para todo k # j. Portanto, concluimos que A; = 0.
A afirmacao segue dos dois casos acima.

Agora, provemos que T .(UT,(F)) C J. Seja f € PS* N Tg.(UT,(F)). A
Proposicdo 3.3.6 implica que todo mondémio em T (UT,,(F)) estd em J, logo o Lema

3.4.5 implica que nés podemos escrever f modulo J como uma combinacao linear

t
Z >\7,MZ7
=1

de monomios bons My, ..., M; em M(T) para algum conjunto de indeterminadas 7.

Ja que M(T') ¢é linearmente independente modulo Tt . (UT,,,(F')), concluimos que

Portanto, f € J. Como o corpo é de caracteristica zero, isso implica que

Observacao 3.4.7. Seja G = 7" e seja U a G-graduagdo mais fina em UTy,.(F'). Se
diml, = 1, entao existem 1 < ¢ < j < 2r com ¢+ j = 2r + 1, tal que
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U, = span{FE;;}. Note que neste caso ¢ < r < j, logo E}; = —E;;. Portanto,

Ty, + 1,4 € uma (G, x)-identidade para U com a involugao simplética.

Agora, provaremos o analogo ao resultado do Teorema 3.4.6 para UTs,(F') com a

graduacao mais fina e a involugao simplética.

Lema 3.4.8. Seja G = Z" e sejalU a algebra UTy,.(F') com a graduagdo mais fina e invo-
lucao simplética. Seja. M um mondémio bom escrito como em (3.11) com
k > 1 indeterminadas de grau diferente de 0. Seja M’ um mon6émio bom nas mes-
mas indeterminadas de M. Se existe uma substituicao elementar S por elementos de
U, tal que (M)s = £(M")s # 0, entdo M = M'.

Demonstragcao: Como M’ é um monomio nas mesmas indeterminadas de M, existe

uma permutacao o € Sg, tal que
! ! _€o(1) ! _€o(2) ! _Co(k) /
M = Mlxuo'(l)vga(l)szua(2)7ga(2) T kaua(k),go(k)Mk+1v
onde

/€ €it;
Mi - xli,hO xli,tiao.

A prova sera divida em véarias afirmacoes.
Afirmacao A: o(k) = k.

A afirmagdo A sera provada por contradigao. Seja a = o(k), b = o' (k) e assuma

que a < k, entdo b < k. Agora, sejam t,u, v, w indices tais que

(ZL‘(SG )S = ZEELU e (ZL’(S’C )5 = j:Ev,uw

UasGa Uk, 9k

Como (M)g # 0 e a < k, concluimos que t < u < v < w e que (M)g = £FE,,, para

algum indice z.

Afirmacgao A.1: ¢, # 0,

De fato, se ¢, = §, entdo (z5*  )s = £E;,, como (M')s # 0 e o(k) = a, temos

Ua Ga

(M")s = £E,/,, para algum indice 2/, entao temos

+E, = (M)sg=+(M)s=+E,,.
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Entao u = w, isso é uma contradi¢do pois u < w. Entao €, # 9,.

Como uma consequéncia da Afirmacao A.1,

(‘/Lfﬁl,ga)s = ('Iz(;,ga)ss = (j:Et,u)s - iE2r+1—u,27“+1—t'

Outra vez (M')s # 0 e (k) = a implicam que (M')s = £FE, 9,41 para um indice

apropriado z’. Entao, temos

:i:Ezw = (M>S = :l:(M/>S = :EEZ/,Q’I“+177§

)

e consequentemente w = 2r+1—t. Essa tltima igualdade implica na proxima afirmacao.

Afirmacdo A.2: dimU, =1 para g = go + Jat1 + - + Gr-

da

De fato, lembremos que (x5

(M)s # 0, temos:

ga>S = *F, e (Ii’;’gk)s = xFE,,, logo como

0 7é (xgi,gaMa $5a+1 T xék )S = j:Et,1L(Ma+1)S(x6a+l )S T Ev,w = j:Et,w'

+1u041,9041 Uk Gk Ua+1,9a+1

Isso implica que E;, ¢ homogéneo de grau ¢ = g, + gat1 + - - - + gx- Lembrando que

t+w=2r+1, o Lema 3.2.6 implica que diml{, = 1.

Afirmacao A.3: 0 # €,

A prova e anéloga a prova da Afirmagao A.1. Lembrando que b = o~ '(k) < k e

notando que (M')gs # 0, temos:

0 # (xfti,ngl;H T Méﬂfi‘l,ga)s - (Izi,gk)s (Mé+1)5 T (xi‘l,ga)s

€
==+ (xu’;,gk)s e B 2r g1t

Se d;, = €, entao (Z'ZIZ gk)s ==+F,, e o raciocinio acima implica que

v<w<2r+l—u<2r+1-—t

0 que é uma contradicao, pois w = 2r + 1 — t. Assim J, # € e a substituicao S no

monoémio xgk M. - Mpwge

Uk ,9k Va]'e :tE27‘+1—w,27‘+1—t'
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Afirmacao A.4: dimUy, =1 para h = gop) + Gop+1) + -+ + Go (k) -

De fato, como a matriz Fa, 41—y 2-+1—+ ¢ homogénea de grau

h=gr+ 9gor1) + "+ 90 = Go) + Goor1) + "+ + Jo()

e como t + w = 2r + 1 concluimos que dimiy, = 1.

A Afirmagdo A.2 junto com a Condigao (III) na Defini¢ao 3.4.1 implicam que
Ug < up. Analogamente, a Afirmacao A.4 implica que uy < u,, assim chegamos a uma
contradigdo. A contradigdo surge da nossa suposicao de que a = o(k) < k. Logo,

concluimos que o(k) = k.

Afirmacao B: o ¢ a permutacao identidade.

Provaremos a Afirmacao B por inducao em k, para k& = 1 o resultado é trivial
e para k = 2 isso segue diretamente da Afirmacao A. Para k£ > 2 notemos que as

igualdades o(k) = ke (M)s = £(M')s # 0 implicam que

0 7é <M1$51 M .1'62 s Z‘ék*l Mk)
S

u1,91 u2,92 Uk—1:9k—1
1 _€o(1) ! _€o(2) 0o (k—1)
- :l: (Ml ucr(l)rgo'(l)M trEUo‘(Z 790’(2) © Ty Us(k—1)290 (k— I)Mk>

agora a hipotese de inducao implica que o é a permutagao identidade.

Afirmacgao C: Ezxistem indices 11 < 1o < -+ < i < i1 tais que
0 _ o _ (€
(muz,gz)s - j:E”vZH-l - (Iw,gz)s

para l =1,..., k.

Como (M)g # 0 existem indices i; < iy < -+ < i < iy tais que

5
(xull,gz)s = j:EilviH—l
para | = 1,...,k. Analogamente, (M’')s # 0 implica que existe

J1 < Jo < -+ < Jr < Jru+1 tais que (asfjl’gl)s = *Fj, ;,,- Note que a graduagao mais fina

U & induzida pela 2r-upla de elementos dois a dois distintos do grupo, portanto dado

um indice ¢ e um elemento g do grupo G, existe pelo menos um indice j, tal que F; ; é
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homogéneo de grau g. Como F; é homogéneo de grau g;, concluimos que a sequéncia

15ti41
ip < iy < -+ < igy1 € determinada por i; e a k-upla (g1,...,9x). Analogamente, a
sequéncia j; < - -+ < jr41 € determinada por j; e (g1,...,9x). Como
:tEiLikH = (M)S = (M/)S = iEjhjkﬂ’
concluimos que i; = 71, portanto temos 7, = j; paral =1,...,k+ 1. Como consequén-
cia, temos: (milz,gz)s =+FE; i, = (lez,gz)s paral=1,... k.

Afirmacgao D: 6, =¢;, parai=1,... k.

Provaremos a Afirmacao D por contradicao. Assuma que d; # ¢ para algum [,

4

o g)* portanto

X € _
entao ry, = (v

B = () = % () = Hl )§ = 2B

up,gi up,gi u,gi URIES

Como FE; ¢ homogéneo de grau ¢g; # 0 e as igualdades acima implicam que

1841

i + 441 = 2r + 1, concluimos do Lema 3.2.6 que diml, = 1. Entao, como M e
M’ s2o monodmios bons, a Condig¢ao IT na Defini¢ao 3.4.1 implica que & = @) = ¢, isso

é uma contradi¢ao, ja que assumimos que ; # €. Logo, ¢ = paral=1,... k.

As Afirmacoes B e D implicam que nos podemos escrever M’ como

’r__ /1,01 /1,02 1,0k /
M' = Mzl My - M M.

u1,91 u2,92 Uk 9k

Afirmacgao E: Temos:
6@,' o €a, .
<xka:],0)s - :l:Eiaia € (xlaj—z’())s - :l:Eiaia
paratodo 1 <a<k+1,1<7<5,1<h<t,.

Como (M')g # 0 e (2% )g = £E;

o g concluimos que o resultado da substi-

ayia+17

tuicao S no fator xfj’:p de M é £E,,;, para h=1,...,1,, isto é, (q:;“”‘70)5 =+F

a.h la,la*

Lembrando que M ¢ escrito como em (3.11), assim também temos (xizjj 0)s = tE;

asla

para j =1,...,5,.
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Afirmacao F: Se M, # 1 e xy, 0 € uma indeterminada em M,, entao xy, ;o €

uma indeterminada em M.

Seja a um indice tal que M, # 1 e seja z, . o uma indeterminada em M,. Lem-
»J
brando que M e M’ sdo mondmios nas mesmas indeterminadas, existe um indice b

tal que xy, o ¢ uma indeterminada em M;, neste caso k,; = [,y para algum j' < t,.

Eb,j/

5 _ X éayj _
Assuma que b # a, entdao d,; # €. De fato, se d,; = €, entao Thto = T, 0

Assim, temos
6a,j €p,5/
+Ei i, = (l‘ka,j,o)s = (xzb j/,o)S =+l i,

Como uma consequéncia, temos i, = 7, isso € uma contradicao, ja que a # b. Entao,

5a,j . €p,5/ * 1Lt . . .
ba.j 7 €b.j7, POrtanto Tl o = (xlb,juo) . Essa ultima igualdade implica que

_ (0 (0 s s
j:Eia,ia - (xk ; )S - (xlbj/,O)S - :th'b,ib - iE2r+1—ib,2r+1—ib7

assim ¢, = 2r +1—14,. Se a < b, entao i, < ipe L, ;, = F; ;. -+ Ej; 4 ¢ homogéneo
de grau g = g, +- - - + g—1. A igualdade i, = 2r +1 — 7, implica que dimU, = 1. Logo,
segue da Condigao IT (se b = a + 1) ou da Condicao III (se b > a + 1) na Defini¢ao
3.4.1 que M, = 1, essa contradicao vem do fato que M, # 1. Se b < a, concluimos

analogamente que M, =1 o que é uma contradi¢do. Logo, devemos ter b = a.
Afirmacao G: As igualdades

€ Gy
Mi = k1,0 mki,si,(]’

valem parai=1,...,k+ 1.

Repetimos a prova da Afirmacdao F com as modificacoes necessarias, para pro-
var que se M) # 1 para algum indice a, entao toda indeterminada em M é uma
indeterminada em M,. Logo, concluimos que M, e M sdo monomios nas mesmas in-
determinadas paraa = 1,..., k. Isso junto com a Condicao I na Definicao 3.4.1 implica

a Afirmacao G.

Afirmacao H: 0, = ¢, para 1 <a <k+1,1<75 <s,.

€a,j

Sa,j
Note que (z.” o)s = £Ei, i, = (" o)s. Assuma que d,; # €,,; para algum a e
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. ~ Oy 5 s
algum j. Entao, temos z,*’ , = (x,"
g J ) Ka,;,0 ( ka.j,

6(1.' a,j
+Ei, i, = (xkai-,())S = (7} 7 0)s = EE;

la,ia

= Eor1—iy 2r41—ig-

Portanto, concluimos que 2i, = 2r + 1, isso é uma contradi¢ao. Entao, d,; = €,; para

todol <a<k+1,1<j<s,ea Afirmacao H vale.

Claramente as afirmagoes acima implicam o resultado.
|
Lema 3.4.9. Sejam G = 7" e UT,,(F) tendo a G-graduacao mais fina e a involu¢do

simplética. O conjunto dos mono6mios bons de grau n geram o espago vetorial P&

modulo o T .-ideal gerado pelas identidades

(21,0, T2,0],
Ty, + T1g, dimlU, =1,
e os monomios em T¢ . (UTh, (F)).

Demonstragao: Seja J o T ,-ideal gerado pelas identidades acima junto com os
monémios em Tg . (UTy.(F)) e seja M um monémio em P\ Ti . (UTy,). O mondmio
M em Pf’* deve ser escrito como em (3.11). Agora, provaremos que M é congruente
modulo J a um monomio que satisfaz as Condigoes (I)-(IIT) na Defini¢do 3.4.1.

Para ajudar o leitor, adicionaremos uma condi¢ao por vez.

Condigao (I)

Para a Condigao (I), apenas usamos (3.6) para escrever M modulo J como um

mondmio que satisfaz essa condicao.

Condigao (II)

. _ ~ * 2 ~ . 2 *
Se dimUy, =1, entao z;, . + Ty, 4 estd em J, entao substituimos . pOr T, g,

se necessario, e assuma sem perda de generalidade que 6; = (). Note que

— * b J— *
My, g =5 —25, o M =5 Ty, g, M,

7 K3

portanto podemos obter um monémio que é congruente modulo J a M, e que satisfaz

(1) e (D).
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Condicao (III)
Agora, assumimos que dimlf, = 1 para g = g; + ¢i+1 + - - - + g;, onde ¢ < j, neste
caso 7y, + 21,4 € J. Entao,

M,

Ui»,gi

M]xéj =y _(xéj )*M*(xa’b )*M* =7 x(s’i M]xéj M*

uj,g; uj,g; J Ui ,gi 7 Ui ,gi Uj,g; = L)

portanto M é congruente médulo J a um mondmio que satisfaz (1) — (I11).

Teorema 3.4.10. Seja G = 7 e seja U a G-graduagdo mais fina em UTy,.(F). As
(G, x)-identidades da algebra UT,,(F') com a graduagao mais fina e involucao simplética

seguem das identidades

(71,0, Z2,0], (3.13)
Ty 4+ T1g, dimUy, =1, (3.14)

juntas com as identidades monomiais da forma x4, - -~ 2,4,, onde n < 3 e g; # 0 para
todo i. Além disso, as imagens dos monémios bons de grau n, sob a aplicacao quociente
canonica, formam uma base para P¢*/PS* N T . (UTy,).

Demonstra¢do: Seja J o Ty .-ideal gerado pelas identidades (3.13), (3.14) e os

monomios
L1,g1 """ Tn,gns (3.15)

em Tg.(UTy(F)) com g; # 0 parai = 1,...,n e n < 3. E simples verificar que
os polinomios (3.13) e (3.14) se anulam sobre todas as substitui¢oes elementares e,
portanto, obtermos J C T . (UTs.(F)). Resta provar a inclusdo inversa. Provamos

primeiro a seguinte afirmacao.

Afirmacgao: Os mondmios bons sao linearmente independentes mddulo

TG,* (UTQT(F)) :

Como na prova do Teorema 3.4.6 é suficiente provar que o conjunto M(T") dos

monoédmios bons de grau n nas indeterminadas em

T:{l’l,hl,...,l’n’hn’hh...,hnGG}
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¢ linearmente independente médulo T . (UT5,(F)). Seja k o nimero de indices [ tal que
h; # 0. Se k = 0, entao uma adaptacao da prova do Lema 3.4.2 implica a afirmacao,
entdo assumimos que k > 1. Seja f = >, MMy € T (UTy,(F)) uma combinacio
linear de monémios bons dois a dois distintos My, ..., M; € M(T). Fixamos j e seja

S; uma substitui¢do elementar tal que (M;)s, # 0. Temos

t
0="> M(My)s,.
k=1

Note que (My)s; é zero ou, a menos de sinal, uma matriz elementar, além disso o
Lema 3.4.8 implica que (My)s, # £(M;)s, para todo k # j. Portanto, concluimos que

Aj = 0. Isso prova a afirmagcao.

Agora, provaremos que Tg.(UTy.(F)) C J. Seja f € PS* N Tg.(UTy.(F)). A
Proposi¢ao 3.3.6 implica que todo mondémio em T (UTs,.(F)) estd em J, portanto o

Lema 3.4.9 implica que podemos escrever f modulo J como uma combinagao linear

.
> M,
=1

de mondémios bons Mj, ..., M; em M(T') para algum conjunto de indeterminadas 7.

Ja que M(T') ¢é linearmente independente modulo T .(UTs,.(F)), concluimos que

Portanto, f € J. Como o corpo é de caracteristica zero, isso implica que

TG,*(UTQT(F)) cC J. L

3.5 O Comportamento  Assintdético para a
(G, x)-Codimensao de UT,,(F)

Agora, determinaremos o comportamento assintético para as (G, *)-codimensoes
de UT,,(F') com a graduagao mais fina e involu¢ao reflexdo. Comegamos determinando
a formula exata para a n—ésima (G, *)-codimensao de UTy(F) e UT3(F'). As seguinte

observacao ¢é direta e serd usada na prova do proximo resultado.

Observagao 3.5.1. Uma matriz elementar de grau diferente de 0 em UT,,(F') com a
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graduacdo mais fina esta no radical de Jacobson de UT,,(F'), portanto o produto de m
tais matrizes é zero. Como uma consequéncia no monémio bom em 3.4.1 o ntimero k

de indeterminadas de grau diferente de 0 é no maximo m — 1.

Observacao 3.5.2. No decorrer desta secao, iremos utilizar o simbolo ¢ para indicar

a presenca ou nao de uma involugdo numa indeterminada. Assim, 6 € {0, x}.

Proposicao 3.5.3. Temos

CH(UT(F)) = (n+2)2" 1,

n

pran > 1. Além disso,

N UTs(F)) = 2n(n + 5)3""2% — (n — 2)2" 71,

n

para n > 1.
Demonstracao: Faremos um calculo por vez.
Calculo da (G, x)-codimensao para UT;(F)

Note que o Teorema 3.4.6 implica que c&*(UTy(F)) é o ntimero dos monomios
bons em P%*. Além disso, a Observacio 3.5.1, feita acima, implica que o ntimero de
indeterminadas de grau diferente de 0 em um monémio bom é no maximo 1. Note
que quando nao ha indeterminadas de grau diferente de 0, temos 2" monoémios bons.

Assim, contaremos quantos mondémios bons existem da forma Mlxill 5 M2 em PT?’*,

aqui gy # 0 e

M; = xillo o xzov
para:=1,2. .

Calculemos, entao, o nimero dos mondémios bons com k = 1 indeterminadas de
grau diferente de 0: Como estamos em UTy(F'), temos uma Z-graduacio em UTy(F),
induzida por (1,0), onde a tnica possibilidade para g; é 1. Assim, a Condigao II na
Definicao 3.4.1 implica que §; = () e M; = 1.

Entao,
e Temos n possibilidades para uq;

e Temos 2 possibilidades para cada dz1,...,02,-1.
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Portanto, o niimero de mondmios bons é n2" L.

Assim, o total de monomios bons é
n2" 42" = (n +2)2"

E temos a igualdade desejada.
Calculo da (G, *)-codimensao para UT;(F)

Conforme ja comentado no caso de m = 2, o Teorema 3.4.6 implica que
cS*(UTs(F)) é o nimero dos mondmios bons em P%* e a Observagao 3.5.1 implica que
o numero de indeterminadas de grau diferente de 0 no monémio bom é no maximo 2.

Note que existem 2" mondmios bons com indeterminadas de grau 0 apenas.
Resta-nos contar o nimero de monomios bons para com 1 e 2 indeterminadas de grau
diferente de zero.

Ntamero dos monémios bons com k£ = 1 indeterminadas de grau dife-

rente de 0: Seja

M0

u1,91

Mo, (3.16)

N . G, .
um mondmio bom em P7* aqui g3 # 0 e

51; éi,si
M; =z o @y

para i =1,2.
Como estamos em UT3(F'), temos uma Z-graduacao em UT5(F) induzida por

(1,0, —1) resultando em duas possibilidades para g;: 1 ou 2.

Casol: g =1

Neste caso, a Condi¢ao VII na Defini¢do 3.4.1 implica que 611 = -+ =015, = 0
OU Ogp = -+ =0g4, = 0.

Se 611 = -+ =015 = 0, entao temos:

e 2 possibilidades para d;;

e n possibilidades para u;
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n—1
S1

e Fixados sq, so, temos ( ) possibilidades para ki 1,..., k15, k21, .., Kk2.s,;

e Para cada d2;(j € {1,...,s2}), temos 2 possibilidades, isto é, um total de 2.

Pelo Principio Fundamental da Contagem temos que o niimero total de monémios

bons neste caso é dado por:
n—1
> 2n( )282.
51
S1+s2=n—1

Pelo Bin6émio de Newton, temos:

Il
3
|
_
N
S
@
-
—_
~__
B2
3
=
|
>

Assim, o ntimero de monoémios bons quando d;1 = -+ = 015, = 0 é dado por
n—1 n—1
E 2n< )282 =2n § ( )282 = 23"t
S1 51
S1+so=n—1 S1+s2=n—1

De modo analogo, vemos que existem 2n3""! monémios bons, quando
091 = -+ = 0z, = 0.

Por fim, o niimero de monémios bons com

511:...:61’51:®:5271:"‘:52,52

—1
Y o (” )
s1+s2=n—1 51

Usando novamente o Bindmio de Newton, obtemos:
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2n71 :<1 4 1)7171
B n—1 <TL . 1>
s1=0 51 .

1
3 Qn(n ):2n2"—1.
51

s1+s2=n—1

Assim,

Portanto, o nimero de total de mondémios bons no Caso I é o niimero de mono-
mios bons quando 015 = -+ = 15, = (), junto ao nimero de monémios bons quando
do1 =+ =0as, = 0. 213" + 213”1, menos o nimero de mondémios quando ambos

ocorrem. Isto é, o nimero de monodémios bons no Caso I é:

4n3n—t — opont,

Caso II: ¢g; =2

Neste caso, a Condicao IT na Definicao 3.4.1 implica que M; =1 e §; = 0.

Assim,
e Existem n possibilidades para wuq;
e Existem 2 possibilidades para cada dy;, 1 < j <sy=n—1.
Portanto, o nimero de monémios bons no Caso II é
n2nt.

Juntando os dois casos, concluimos que o niimero de mondémios bons em
(3.16) com k = 1 indeterminadas de grau diferente de 0 é 4n3"~! — n2"~1.

Nuamero dos monémios bons com k£ = 2 indeterminadas de grau dife-
rente de 0: Neste caso, existem 2 indeterminadas de grau 1.

Seja

Myl Moxl? | Ms, (3.17)

u2,1
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um bom monémio em P%* onde

. 57 1 5i,si
Mi - xklluohh.xkis 70

para i =1,2 3.
As Condigoes III e IV na Definicao 3.4.1 implicam que M; = 1,
5271 :"':52752 :®6U1 < U2.

Vamos agora contar quantos monoémios bons da forma 3.17 existem.

Existem 2 possibilidades para d7;

Existem 2 possibilidades para ds;

Existem (’;) possibilidades para o par (uy, us);

Fixados ss, s3, existem (";22) escolhas para os indices ko1, ..., ko5, K31, .., K355

Existem 2 escolhas para d3;, j = 1,...,s3.

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de total de monémios bons

m (3.17) ¢

2 )0y 2 ()

sg+s3=n—2 sg+s3=n—2

Usando o Bindémio de Newton,

n—2
—2
312 = (1+2)" Z(" ) 1 (n=2)—igi
- > ("))
So2+s3=n—2 52
Deste modo, o nimero de monoémios bons no Caso II é
2n(n —1)3"2.

Entao, concluimos que

G (UT3(F)) = 2" + (4n3" 1 — n2" ) + 2n(n — 1)3" 2,
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e isso nos da o resultado desejado.

Lema 3.5.4. O niimero de monomios bons em P* com m — 1 indeterminadas de grau
diferente de 0 é

o 1
2L 21JLmn_m+l7

(n—m+1)!
para todo n > m — 1.
Demonstracao:

Seja
Myz% My’ o Myalm=t M, (3.18)
15u1,91 72V ug,92 kL 1 ,gm 1 mo :

um mondmio bom em P%* onde gy,...,0m_1#0e

_ 00 Oi,s;

M; = xki,lao o .xki,sivo.

Note que o tnico produto de m — 1 matrizes elementares de grau diferente de 0
que nao resulta em 0 é

Ei1obs3- By 1 m.
Logo, neste caso g; ¢ o grau de E;,;; parat =1,...,m — 1. Consideremos dois casos.

CasoI: m=2r+1

Neste caso, as Condicoes III e IV na Definicaio 3.4.1 implicam que

M, = --- = M, = 1, as indeterminadas em M, ; nao tem * e u; < Ug11_; para

i=1,...,7. Contemos o nimero de mondmios em (3.18) para S,41, ..., Sor41 fixados.
, . | .,

O numero de escolhas para uq, ..., us, é m e o nimero de escolhas para 01, ..., 0o,

é 227 Para os indices,
ki71,...,ki75i ,i:T+1,...,2T+1,
o nimero de escolhas é igual a

( n—2r )
Sr41s Sr425 -+ -5 S2r41

Existem 2 escolhas para cada 6;;, 1 <j <s;,t =r+2,r+3,...,2r + 1. Portanto, o
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namero de monoémios bons em (3.4.1), neste caso para s,i1,. .., So41 fixados é
| _
n: . 227“ . ( n 2r OSr+295r43 | 9S2r+1
2r(n — 2r)! Spa1, Sra2y -y Soptl

Usando o teorema multinomial, temos:

r+D)" =24 F2+1)"F

e Z ( n—= 2 ) 15r+128r+2 .. 2527“-0—1'

S ooy S
Spg1tFsap=n—2r NI T 2 El

Portanto, obtemos que o nimero de monémios bons em (3.18) ¢é igual a

2™n! n — 2r
Sr4+29Sr4+3 ., 9S2r
CRERT Z ( >2 +298r+ 952r+1

Srq1 e tsar=n—2r Sr41y Sr+25 -+ -5 S2r41
2"n!

(n—2r)!(

2r 4+ 1)"77,

Caso II: m = 2r

Para m = 2r, argumentamos analogamente, neste caso as Condigoes II e III

na Definicdo 3.4.1 implicam que M; = --- = M, = 1, §, = 0 e u; < u9_; para
i=1,...,7—1, assim o nimero total de mondémios bons em (3.18) neste caso é
2r—2,1 —
: 2 n! Z ( n—2r+1 )2sy-+1 OSr+2 .., 9S2r
r— — |
2r=t(n —2r+1)! b g1 \SPHL Srpl s Say
2r=1n!
— (27,)n72r+1‘
(n—2r+1)!

Lema 3.5.5. Seja Ni(n) o ntimero de mondmios bons, para UT,,(F), em P%* com k

indeterminadas de grau diferente de 0. Se m > 4, entao

Ni(n) < <2C>k(n%!k)!mnk’

para todo n > k, onde C é o nimero de elementos no suporte da graduacao mais fina
de UT,,(F).

Demonstracao: A desigualdade acima claramente vale para £k = 0. Como m > 4,
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também vale para k = 1. De fato, neste caso, os monoémios sao da forma

Mo

u1,91 2

_ din Oi,sg
onde M; =z - Ty o

Note que temos:

n possibilidades para u;

n—1
51

Fixado sy, temos ( ) possibilidades para ki 1,..., k15, k21, ..., K255

Para cada 011,...,01,6,,021,...,02,, temos 2 possibilidades, isto é, um total de

n—1.
2"

51 S {®7 *};
e ¢; com o nimero possibilidade menor que C.

Pelo Principio Fundamental da Contagem temos que o nimero total de monoémios

bons neste caso é menor que:

s1=0
Assim,
Ni(n) < 2Cn4™ ! < 2Cnm™ .
Assumiremos agora que k > 2. Seja g = (g1, ..., gx) uma k-upla de elementos de

G = Z!3] e seja Ng(n) o niimero de mondmios bons em PS* da forma

01 o2, Ok
Mlx“1791 MQ‘TW,QQ kauk,ngk—&-h (319)
onde
03,1 bi,s;

Mi - xki,hO o ':Eki,si,()'
O resultado segue se provarmos que

Ng(n) < 2F——m™*, (3.20)
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para n > k, pois para cada g; da k-upla g, temos C possibilidades de escolha, resultando
no desejado.
Assumimos que o monémio em (3.19) nao ¢ uma identidade para UT,,(F), logo

o Corolario 3.3.4 implica que
M = 2y ,01 Tz go ** * Tug g

nao é uma identidade para UT,,(F'). Lembrando que k& > 2, logo, por ser multilinear,

segue do Lema 3.2.9 que existe uma tnica substituigdo S = (E; iesinsn)

1,829 12,03y *

tal que Mg # 0. Entao, g = deg E;, ;,,, paral = 1,..., k. Denotemos por i a sequéncia
1 < idg < --- <1 <1iry1 obtida da k-upla g desta forma.
Agora, estabeleceremos a notacdao, baseada na sequéncia i, que serd necessa-

ria na prova do lema. Seja ¢ o nimero de elementos no conjunto I de indices a,

tais que existe b com 1 < a < b < k+1e i, +1 = m+ 1, além disso sejam
J1 < Jo < +++ < Jg+1—¢ 0s indices no complemento de /. Note que para cada a € I,
segue que g = gg + gg+1 + -+ + gp—1 € o grau da matriz E;_ ;,, como Ei*a,z'b = i i

concluimos que a componente homogénea indexada por g tem dimensao 1. Entao, as
Condigoes 1T e IIT na Definigao 3.4.1 implicam que M, = 1, em (3.19). Além disso,
denotamos w(i) ;= k 4+ 1 — ¢ e nos referimos a esse niamero como o peso de i.
Obtemos uma limitagao superior para Ng(n), contando o nimero de mondmios
em (3.19), tais que M, = 1 sempre que a € I. O nimero de escolhas para uy, ..., u é

(71%!,6)!, para dy, ..., 0 existem 2* escolhas. Os indices k;, 1, . . . ks, L=1, k+t—1
n—k

podemos escolher de (s_ .
G105 ip 1t

. . s
) maneiras e existem 2% escolhas para &, 1, . . . 0,5,
Jj = 1,...,1. Portanto, o nimero de monoémios bons neste caso para s;.,...,S; .,

dados é no maximo

| _
ok n n—k 25712552 « . . Q¥kt1-t
(n—k)' Sj1y e Shpyaot

Portanto,
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' _—
Ng(n) < 2]{# Z ( n—=k )25j1 DT L
(n B k) Sjp sy =k Sju s Singi—e 391
(3.21)
=2 2k + 1)

(n — k)

Note que adicionar uma entrada para uma sequéncia nao decresce seu peso, por-
tanto w(i) ndo é maior que o peso da sequéncia 1 < 2 < --- < m. Logo, concluimos

que w(i) <741, onde r = [%]. Se w(i) < r, entdo a desigualdade (3.21) implica que

n! n!
Ng(n) < 2F———(2r)" F <2 ———m"*
s(n) < 2o T s 2t

portanto a desigualdade (3.20) vale neste caso.

Agora, assuma que w(i) = r+ 1, afirmamos que m = 2r+1 e r+ 1 é uma entrada
em i. De fato, se m = 2r o peso de 1,2,...,2r & r, logo w(i) < r. Isso implica que
m = 2r+1. A sequéncia sem r+1, com o maior peso é 1,2, -+ r.r4+2 r+3,...,2r+1,
o peso dessa sequéncia é r. Portanto, w(i') < r se r+1 ndo é uma entrada em i’. Deste

modo, r+1 é uma entrada em i. Entao, as Condi¢oes IV-VI na Defini¢ao 3.4.1 implicam

que 0j,1 = -+ = 0j,.5, = 0 para algum w. Portanto
k n! n—k S5 S; S5 Sy
Ng(n>§2—k‘ Z 2531 v v QFw—1 Q5w .. L QSTHL
(n—k)! o Sits-eesrSjra
n!
— Qk—(n ) (2r +1)"7F,
entao (3.20) também vale neste caso. [

Teorema 3.5.6. Para UT,,(F), m > 2, com a graduacao mais fina e a involugdo

reflexdo ®, temos

EH(UT(F)) ~ Kpn™ 'm™,

_9lm-1)/2)

onde K,, = . Em particular,

mm—1

exp®* (UT(F)) = m.

Demonstracdo: O Teorema 3.4.6 implica que ¢¢*(UT,,(F)) é o nimero de monomios

bons em P%*. Seja Ni(n) o ntimero de monémios bons em P%* em k indeterminadas
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de grau diferente de 0, entao a Observacao 3.5.1 implica que
o (UTn(F)) = No(n) + -+ + Ny ().

O resultado para m = 2, 3 segue da Proposicao 3.5.3. Assumamos que m > 4.

O Lema 3.5.5 implica que

N,
lim k)
n—oo NM—imn
para k <m — 1. O Lema 3.5.4 implica que
m—1 n‘
Nm— — 2|_ 5 n—m+1
1) (n—m+1)! ’

para n > m — 1. Portanto, concluimos que

LM
CTC’LTV’*(UTTTL(F)) ~ Nﬂl—l(n) ~ ( 2 J) nm—lmn'

Uma adaptacao da prova do teorema acima prova o seguinte resultado.

Teorema 3.5.7. Para UT,,(F), com a graduacdo mais fina e involugao simplética s,

temos:

1
UL ~ (s ) w2 20"

Em particular,
exp®* (UTy, (F)) = 2r.

Como uma consequéncia da Proposicao 3.1.16, do Teorema 3.5.6 e do Teorema

3.5.7, obtermos o seguinte resultado.

Corolario 3.5.8. Para uma G-graduagao arbitraria em UT,,(F) e involugao graduada
*, temos exp®*(UT,,(F)) = m.

3.6 Identidades Graduadas com Involugao para UT3(F')

Nosso objetivo nesta se¢ao é descrever as G-graduagoes em UT3(F') que admitem

involucao graduada, para um dado grupo G. Ora, comecemos analisando as possiveis
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graduagoes, dependendo das caracteristicas do grupo.

Se o grupo GG nao tem elementos de ordem 2, entao as tnicas duas possibilida-
des de G-graduacoes (a menos de equivaléncia) sdo a graduacao trivial e a graduagao
mais fina ja vista neste capitulo. Se G tem elementos de ordem 2, entao ele admite
G-graduagoes equivalentes a Zy-graduacao em UT3(F') induzida por (0,1,0). Tal gra-
duacao admite, como uma involucao graduada, a menos de equivaléncia, a involugao
reflexdo. Descreveremos as identidades (Zo, *)-graduadas neste caso.

Consideremos os seguintes conjuntos:

Y+:{y1+,y2+,...
Y™ ={y;,y5, ...

+_ T
Z7 ={z,25,...

Z7 ={21,25,...

todos eles enumeréaveis, infinitos e dois a dois disjuntos.  Ademais, tomemos
Y =YTUY~, Z=2Z"UZ". Seja F(Y U Z, %) a algebra livre livremente gerada
por Y U Z com a Zs-graduagao, tal que as indeterminadas em Y tem grau 0 e as in-
determinadas em Z tem grau 1, e involucio *, tais que as indeterminadas em Y+, Z*
sdo simétricas e as indeterminadas em Y, Z~ sdo antissimétricas. Entao F(Y U Z, )
é a algebra Zs-graduada livre com involucao graduada .

Definigao 3.6.1. Um polindmio em F(Y U Z, ) é Y T-proprio se é uma combinagao

linear de polinémios da forma

()7 () ) () (o) (g

onde g;,7;,s;,t; sao inteiros nao-negativos e uy,...,u, sao comutadores normados a

esquerda (de grau > 2) de indeterminadas em Y U Z.

Seja T' o subespago de F(Y U Z, %) de polindmios Y -proprios. Como no caso
de algebras (ndo graduadas) com involuc¢do, como char F' = 0, qualquer Ty, .-ideal é
gerado pelos seus polinémios multilineares Y t-proprios multilineares, a prova segue de
perto o de algebras com involugao e pode ser encontrada em [14], no Teorema 3.3.

Lembremos que PZ2* ¢ o subespago de F(Y UZ) dos polinomios multilineares de

grau n nas indeterminadas em Y U Z, tais que em cada monoémio os indices ¢ aparecem
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uma vez para i = 1,...,n, também definimos T',, = I' N PZ2*,

Definigao 3.6.2. Seja A uma Zs-algebra graduada com involucao graduada. Definimos
I'(A) = T,,/T N Ty, . (A), a n-ésima codimensao Y T-propria de A é dimI',(A) e &
denotada por yZ2*(A).

No proximo resultado, temos uma relagdo entre a codimensao cZ2*(A) e a codi-

mensao propria de v22*(A). A prova ¢é similar ao caso de 4lgebras (ndo graduadas)

com involucao (ver [22, Teorema 2.3]) e serd omitida.

Proposicao 3.6.3. Seja A uma algebra Zs-graduada com involucao graduada . A

227*

Z2%(A) e a sequéncia de codimensoes propria v22*(A) sao

sequéncia de codimensoes c -

relacionadas pela seguinte igualdade
* o n 2,%
o) =3 (1)
=0
Nesta segao consideremos U = UT3(F') com a Zs-graduagao induzida por (0, 1,0)

e a involucao reflexdo. Entao,

U = (E11+ E33,Fa9,F13), Uy = (E11— E33,)

U = (E1a+ Ea3), U = (F12— Ea3).

Buscando encontrar uma base para as (Zs, x)-identidades de U = UT3(F), o
primeiro passo é encontrar polindmios que sejam (Zs, *)-identidades. Isso sera feito
através do lema a seguir, no qual os elementos de Z sem indices superiores + ou —

indicam elementos quaisquer de Z.
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Lema 3.6.4. Os polinomios

T1ToT3 — T3TaT1, T1, T3, ambos estdo em um dos subconjuntos Y, Z%, Z~ ( )
2129723 ( )
(21, To], 1, T2, ambos estdo em um dos subconjuntos Y, Y~ 7T 7~ (3.24)
91" v ][5, 4] (3.29)
[y1"s 2120] (3.26)
TN (T Ty (3.27)
[y) (3.28)
(3.29)
(3.30)
(3.31)
(3.32)

v ys s + s iy ]

+, - -+
21 29 + 29 2

212291 + Y1 2122
sao identidades graduadas com involugao para UT5(F).

Demonstracao: Analisemos um polinomio por vez. Além disso, estamos fixando as
bases {El,l + E373, E272, El’g}, {El,l — Eg,g}, {ELQ + E273} e {ELQ - E273} para oS subes-
pacos YT, Y™, Zt e Z~, respectivamente. Como nossos polindmios sao multilineares,
basta que consideremos na nossa demonstracao elementos destas bases. Além disso,
como Y™, Z" e Z~ tem dimensao um, a variavel s6 pode ser substituida por um tnico
elemento que é o da base.

Dados y" €e YTy~ € Y™, 2t € Z* e 2= € Z~, consideraremos no decorrer da

demonstragao as seguintes substituicoes:

) 39"

No decorrer da demonstracao, utilizaremos apenas S para denotar as substituicoes,
embora tenhamos em mente que para cada subespaco a substituicao seja diferente,

como mostrado agora.

Polinémio 3.22: z,29203 — 137971, 1, r3 ambos estao em um dos subconjuntos
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Y-, 7+ 7.
Como (z1)s = (x3)s, segue que (z1x2r3—r322x1)s = 0. Assim, o polinémio (3.22)
¢ uma (G, *)-identidade para UT5(F).
Polindmio 3.23: 22923

Se z1,20,23 € Z = ZT U Z™, entao temos que (z122)s = *+E;3. Assim,

(212223)5 = O

Segue que o polinoémio (3.23) ¢ uma (G, *)-identidade para UT3(F).

Polin6mio  3.24: [1, 23], 1, T2, ambos estdo em um dos subconjuntos

Yt Y-, 2%, 7"

Quando z; e x5 estao nos subconjuntos Y, Z1 ou Z~, claramente o comutador
é nulo, pois x1 e x5 sao substituidos pelos mesmos elementos. Quando z; e x5 estao no
subconjunto Y, como temos duas varidveis e elas podem possuir variaveis diferentes,

consideremos
(x1)s = a(E1q+ Es3) + BEs0 +vE1 3¢ (22)s = a(Er11 + Es3) + fEy2 + vEq 3,

onde a, § e v sdo escalares. Neste caso, facilmente temos também ([z1, 23])s = 0.

Deste modo, o polinomio (3.24) ¢ uma (G, %)-identidade para UT5(F).

Polindémio 3.25: [y, y5 |[x3, 4]

Note que:

(v ys)s = ((E11+ E33) + BEas +vE13)(Ei1 — Es3)

= Oé(El,l - E3,3) - ’YE1,3-
e, de modo anélogo,
(291 )s = a(Fry — Es3) +vE 3.

Segue que,

(1, y3 ))s = —27E1 5.
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Facilmente vemos que quando substituigoes no segundo comutador sao nao-nulas, temos
([x3,74))s = £2E1 3. Assim, ([y5, 95 |[23,74])s = 0. Logo, o nosso polinomio (3.25) ¢
uma (G, x)-identidade para UT3(F).

Polindmio 3.26: [y, 21 25]

Inicialmente, como j& observado na segunda identidade (z125)s = £E; 3. Além

disso, dado n € {1, —1}, veja que

(a(Erg + Es3) + BEs9 +vE13) - (nE13) = naky s, (3.33)

?7E173 . (a(El,l + E3,3> + BEZQ =+ ’}/El’;g) = 7”]05E1,3. (334)

Como em 3.33 e 3.34 temos o mesmo valor, concluimos que o polindémio (3.26) é

uma (G, x)-identidade para UT3(F).

Polinémio 3.27: [y]", y5 |23, 23y}, v5 |

Ja vimos que ([y;,v5])s ¢ um miltiplo escalar de E;3. Entdo, como (23)s =
Ei2+ Es30u (23)s = Ey 2 — Es 3, segue que o polinémio (3.27) é uma (G, *)-identidade
para UT;(F).

Polinémio 3.28: [y, 5 ]y + 5 [v17, v ]

Como ([y;,v5])s ¢ um multiplo escalar de Ey 3 e (y3)s = F11 — Es3, temos que

o polinémio (3.28) é uma (G, x)-identidade para UT3(F).

Polinémio 3.29: y; z1y5

Basta notar que
(y1 2192 )s = (E1q — E33)(E12 £ Eas)(Ern — E33) = 0.
Assim, o polinémio (3.29) é uma (G, x)-identidade para UT3(F).

Polinémio 3.30: z1y; 2o
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Como

(2197 )s = (B2 £ Es3)(Ey11 £ Es3) = £Es3,

segue que o polinoémio (3.30) é uma (G, *)-identidade para UT3(F).

Polindmio 3.31: 2"z, + 2, 2

Basta notar que
(2123 +25 2 )s = (Brp+Ea3)(Ero— Fos) — (Ero— Ea3)(E1 o+ Eag) = Ey3—Ey3 =0.
Assim, o polinémio (3.31) é uma (G, x)-identidade para UT3(F).

Polindmio 3.32: 2120y, + y; 2122

Como (z122)s = £F 3, segue que
(2120y] +yy 2120)s = £E13(E1g — Bs3) + (B — Es3) £ By g,
onde nas duas parcelas o sinal de £ 3 serd necessariamente o mesmo. Diante disso,
(212297 + Yy 2122)s = £(—E13+ Ey3) = 0.

Entao, o polinomio (3.32) é uma (G, *)-identidade para UT3(F).
[ |
No proximo teorema, verificaremos que os polindmios desse lema que acabamos
de demonstrar, formam uma base para as (Zs, *)-identidades para U = UT3(F).
Teorema 3.6.5. Os polinomios (3.22)-(3.32) formam uma base para as

(Zs, %)-identidades para U = UT3(F') com a Zs-graduagio elementar induzida por

(0,1,0) e a involugao reflexao.

Demonstragao: Seja I o1z, . -ideal gerado pelos polinomios (3.22)-(3.32). O Lema
3.6.4 implica que I C Ty, .(U). Como o corpo é de caracteristica zero, sabemos que
qualquer Ty, ,-ideal é gerado pelos seus polindmios multilineares Y "-proprios multili-
neares, logo para provar que I = Ty, .(U) ¢ suficiente provarmos que I',, N1y, .(U) C 1.

Seja f um polinomio em I';, N Ty, .(U). Se o nimero de indeterminadas em f de

grau fmpar é maior que 2, entdo f é uma consequéncia de (3.23), logo f estd em I.
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O resto da prova é feita em trés casos: quando f possui apenas indeterminadas
pares, quando f possui exatamente 1 indeterminada fmpar e, por fim, quando f possui

exatamente 2 indeterminadas impares.

Caso 1: f é um polindmio em indeterminadas pares apenas.
Como [ possui apenas indeterminadas pares e & Y T-proprio, f é uma combinacao

linear de polinomios da forma

Yy * Yp U1 - - Us, (3.35)

onde uq, ..., us sao comutadores em indeterminadas pares.

Se todas as suas indeterminadas forem antissimétricas, entdao pela identidade
(3.24), as parcelas de f que tiverem comutadores estao em I, sendo, portanto, con-
gruentes a 0, modulo I. Ja as parcelas sem comutadores, devido a (3.24) podemos
reordenar as indeterminadas, donde obtermos que f é congruente moédulo I a um mil-

tiplo escalar de

Y1 Y- (3.36)

Seja « o escalar, tal que f =; ay; ---y,. Como f € Ty, .(U) e I C Ty, .(U),
concluimos que ayy - -y, € Tz, (). O monoémio (3.36) ndo ¢ uma identidade para
U, assim concluimos que o = 0. Portanto, f € I.

Agora, assuma que f tem indeterminadas simétricas. Como f é Y t-proprio, se ele
é um polindémio apenas em indeterminadas simétricas pares, entao ele é uma consequén-
cia de (3.24), portanto ele estd em I. Entdo, assumimos que f tem indeterminadas
simétricas e antissimétricas.

Sejam y;,, ..., Y;., Y} -+ Y, com a,b > 0, as indeterminadas em f. Lembrando

que f é uma combinacgao linear de polinémios da forma

Yy * Ypo U1 - - Us, (3.37)

onde uyq, ..., us sao comutadores,
Note que se em um comutador u; as duas primeiras indeterminadas sao am-

bas simétricas ou ambas antissimétricas, entdo u; ¢ uma consequéncia de (3.24). Se-
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gue que, neste caso, o polinémio (3.37) estd em [. Por outro lado, nés podemos
usar a anticomutatividade nas duas primeiras indeterminadas do comutador normado
a esquerda e a identidade de Jacobi para escrever f como uma combinagao linear
de polindomios em (3.37), tais que a primeira indeterminada em u; é simétrica para
i=1,...,s. Se s> 1, entdo o polinémio (3.37) & uma consequéncia de (3.25), assim
f é congruente modulo I a uma combinagao linear de polindmios da forma (3.37) com
s = 1 e a primeira indeterminada simétrica no comutador. Note que [y;", y; ... Ui
é um polinémio simétrico de grau 0, logo (3.24) implica que [y;, ., . .. Vi y;rkﬂ] esta
em [. Portanto, f é congruente médulo / a uma combinagao linear de polindmios da

forma
y,;---y,;[y;,yt_l,...,yt:]. (3.38)
Usamos o polindmio em (3.28) para concluir que
Wi v v) =0 (=2 gyl v

Note que no polindbmio acima, as indeterminadas antissimétricas podem ser reordena-
das, modulo I, por (3.22) e (3.24). Assim, todo polinémio em I',, é congruente modulo

I a uma combinacao linear de polinomios da forma

Pi =Y Yoy v (3.39)
onde iy < -+ < dp_1,{i1,.--yin-1,7} = {1,...,n}. Afirmarmos que os polinémios
D1, - -, Dn S30 linearmente independentes modulo Ty, .(U). De fato, sejam oy, ..., a,

escalares, tais que
a1pr + -+ anpn € Tz, (U).

Como diferentes conjuntos de indeterminadas aparecem em diferentes polindmios em
(3.39), concluimos que o;p; € Tz, (U). Note que p; ¢ Ty, .(U), i = 1,...,n, portanto

concluimos que ay,...,a, = 0. Agora, sejam o}, ..., ), escalares tais que

f=rdipi+-- + apn.
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Entdo, ajp; + -+ + al,p, € uma (Zy, x)-identidade para U, como uma consequéncia

oy =---=al, =0. Portanto, f € I.

Caso 2: f é um polindémio em uma indeterminada impar.
Como uma consequéncia de (3.24), (3.25) e (3.27) o polinomio f é congruente

modulo I a uma combinacao linear de polinémios da forma

Ui Y% (3.40)
onde iy < -+ <ip_1, {i1,.. 01,7} ={1,...,n} e de polinémios em T',, da forma
9="Yi, Y2 Yins -+ Ui (3.41)

Segue das identidades (3.24) e (3.27) que podemos reordenar, moédulo I, as indetermi-
nadas pares no comutador em ¢ e assumir que os elementos simétricos aparecem antes
dos antissimétricos. Reescrevemos (3.29) como yy y5 21 + y; [21, Y5 |, portanto modulo
I, podemos assumir que, se k£ > 1, as indeterminadas pares anti-simétricas de g estao

fora do comutador. Como uma consequéncia g é congruente, modulo 7, a

Yir  Yia 2 Uiys -2 Y ) (3.42)
onde b >0, iy < - <ig, kg < -+ <kyp, {i1,... 00,5, k1,... .k} = {1,...,n} ou

EZ TR P TN T Vg (3.43)
onde a >0, iy < -+ <ig, ky < -+ <kp, {01, 00,5, k1,..., Kk} ={1,...,n}.

Deste modo, f é congruente, moédulo /, a uma combinag¢ao linear de polinémios
em (3.40), (3.42) e (3.43). E facil verificar que esses polinomios sdo linearmente inde-

pendentes modulo 17z, .(U). Entao, concluimos, como no caso anterior, que f € 1.

Caso 3: f é um polindmio em duas indeterminadas fmpares.
Note que se nenhuma indeterminada simétrica par aparece em f, entao segue
das identidades (3.24), (3.30), (3.31) e (3.32) que f & congruente modulo I a uma

combinagao linear de poliné6mios

Yir = Yin_aZir Ziz» (3.44)
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onde iy < -+ <ip_9, j1 < Joe{it,...,in—2,71,752} = {1,...,n}.

Agora, assuma que f tem indeterminadas simétricas pares.

Seja u = (2, Ytrs - s Yo Zja> Ysrs - > Ys, s 77 > 0, um comutador envolvendo
ambas as indeterminadas fmpares.

Afirmacao: Se pelo menos um indeterminada par for simétrica, entao u é uma
combinacao linear de polinémios Y *-proprios nos quais as duas indeterminadas impares
nao aparecem no mesmo comutador.

De fato, se uma das indeterminadas ys,, 1 < i < r’ é simétrica, segue de (3.26)
que u € I. Agora suponha que essas indeterminadas sejam antissimétricas. Neste caso

segue de (3.32) que u é congruente modulo I a um miltiplo escalar de

/
Ys,.o =" Ys U,

onde v = [z, Yt,»- - -, Yt., Zj]. Usamos as identidades (3.30)e (3.32) para concluir que

u’ é congruente, modulo I, a um miltiplo escalar de um polinémio da forma
Yo Yia 2 Ui - Ui 2]
A identidade (3.26) implica que
zlyls 2] + 2yl 2] — [z, 91, 20) € 1

Se b > 0, usamos essa identidade para escrever o comutador [z, y;, ..., 4, 2j,], MO6-
dulo I, como uma combinacao linear da forma desejada. Isso prova a afirmacao.
Portanto, f é congruente moédulo I a uma combinacao linear de polindmios pro-

prios da forma
Yi, -y;[zjl,y,jl, o ,y;;][zjwyg, Y (3.45)
Usamos a identidade (3.26) para concluir que
[21, 91 22 + 21[20, (] =1 0.

Esta altima igualdade implica que (3.45) é congruente modulo I a uma miltiplo escalar
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de polindmios da forma

Yir Vi 2 2 Ve - Y- (3.46)

Além  disso, se z1,z9 sao ambos simétricos ou antissimétricos, entao
2122, Y] — 22[21, yi'] segue de (3.22) e (3.24), se um é simétrico e outro antissimétrico,
entdo z1[y;, 20] + 22[y;, 21] segue de (3.24) e (3.26). Agora, usamos essas identidades
para ordenar os indices das indeterminadas impares, as identidades (3.24) para ordenar
os indices nas indeterminadas pares simétricas e antissimétricas e concluimos que f é
congruente modulo I a uma combinagao linear de polinémios em (3.44) e (3.46), onde os
indices do polinomio em (3.46) satisfazem as seguintes condiges: r > 0, iy < -+ < i,
J1<J2y 81 <.+ <8 e{i,. .. 071,02, 51,8+ = {1,...,n}. Esses polinomios sdo
linearmente independentes modulo 7%, .(U). Portanto, concluimos que f € I. [

No proximo corolario, calcularemos a sequéncia de codimensoes para as identida-
des (Zs, x)-graduadas para UT3(F') com a graduagio acima.

Corolario 3.6.6. Para U = UT;3(F) com a Zs-graduagdo elementar induzida por

(0,1,0) e a involugao reflexdo ®, temos

Lo, % o n—2 n—1

a2 (U) =2n(n+5)3""" — (n—2)2""" —n,
para todo n > 0.

Demonstracao: Segue da prova do Teorema 3.6.5 que a imagem dos polindmios
(3.36), (3.39), (3.40), (3.42), (3.43), (3.44) e (3.46) forma uma base para I',,(U).
Assim, necessitamos analisar as possibilidades existentes em cada polindmio. Ve-

jamos cada um separadamente:

e No Polinémio (3.36), como as indeterminadas pares antissimétricas comutam, hé

apenas uma possibilidade.

e No Polinémio (3.39), ha (71‘) = n possibilidades para a indeterminada par simé-
trica.
e No Polinomio (3.40), ha (}) = n possibilidades para a indeterminada impar.

Como essa indeterminada pode ser simétrica ou antissimétrica, segue que neste

caso que o numero total de possibilidades é 2n.
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e Nos polinomios (3.42) e (3.43), ocorre o mesmo que o anterior. Mas, como cada
indeterminada par pode ser simétrica ou antissimétrica, temos ainda 2"~ pos-
sibilidades, destas tiramos apenas o caso em que todas sdo antissimétricas (no
primeiro polindmio) e simétricas (no segundo polinémio), pois b > 0 e a > 0,

respectivamente. Assim, temos 2n (27! — 1) possibilidades.

e No Polinémio (3.44), temos que das n indeterminadas duas serdo impares e,
alem disso, cada uma tem duas possibilidades (pois podem ser simétricas ou

antissimétricas), donde obtemos 4(3) possibilidades.

e No Polinémio (3.46), além do caso acima, ainda temos as possibilidades de cada

indeterminada par ser simétrica ou antissimétrica.

Portanto, somando cada uma das possibilidades acima, temos:

VE*U)=1+n+2n+2n2" ' —1)+2n (2" - 1) + 4(;”) + 4<Z> (2" —1)

=1—-n+4n2"""+2n(n —1)2"%

para n # 1.

Claramente, 7122’*(2/{) = 3. Assim, a Proposicao 3.6.3 implica que

n n .
ey =Y (1),
=0
Portanto, temos
2 (U) = (n) (1—i+4a27 " +2i(i — 1)27%) — (T)

- 1
=0

Como as igualdades,

2(7;) :n(?__ll) e i(i—l)(?) :n(n—1)<?__22).
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valem, segue que

-5 () (E07) o (EC))
2n(n — 1) (é (?:22) 2”) —n

=2" —n2" ' 4+ 4n3" 4 2n(n — 1)3"7% — n,

isso nos da a igualdade desejada. |

Observamos que para UTy(F') com a G-graduagao elementar nao-trivial, a invo-
lucao reflexao e simplética sao graduadas e uma adaptacdo do argumento na prova
da Proposi¢ao 3.5.3 implica que ¢&*(UTy(F)) = (n +2)2"". A *-codimensdes para
UT,(F) sao dadas em [18, Corolario 4.5], nos temos

¢ (UTH(F)) = 2" +n(21 — 1),
para UT(F') com a involugao reflexao ® e
(UTy(F)) =n2" 1 41,

para UTy(F') com a involugdo simplética s.
Essas observagoes juntas com o Corolario 3.6.6, Teorema3.5.6 e o Teorema 3.5.7
justificam a seguinte conjectura.

Conjectura 3.6.7. Seja U uma graduacao pelo grupo G em UT,,(F) e seja * uma
involucao graduada em U. Existe K, dependendo de U e %, tal que

S U) ~ Kn™ 'm".

Observamos que para as identidades ordinarias de uma algebra afim W, existe
c € R, t € 3Z e um inteiro d > 0, tal que ¢,(W) ~ enfd”, onde ¢, (W) é a n-
ésima codimensoes de WW. O nimero t é chamado a parte polinomial da sequéncia de

codimensao de W, uma interpretagao algébrica para ¢ foi dada em [2].
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