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RESUMO 

Ne s t e  t r a b a l h o e  f e i t a  ur aa  d i s c u s s a o dos  me t odos  de  

mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a l .  Sao d e s c r i t o s  v a r i o s  a l g o -

r i t mo s ,  de s de  os  ma i s  s i mp l e s  e  b a s i c o s ,  a t e  a q u e l e s  ma i s  

r e f i n a d o s  que  l i d a m com d i f i c u l d a d e s  a d i c i o n a i s  como a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nSo 

d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da  f u n c a o a  s e r  mi n i mi z a d a .  Sao d e s c r i -

t o s  q u a t r o a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  p a r a  a  mi ni mi z a c a ' o de  f u n -

c oe s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Fo i  f e i t o um e s t u d o ma i s  

d e t a l h a d o de  um a l g o r i t mo p a r a  a  mi n i mi z a c a o de  uma  c l a s s e  

de  f u n c o e s  que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Sao 

a p r e s e n t a d o s ,  em um r e l a t Ar i o de  t e s t e s ,  os  r e s u l t a d o s  de  

t e s t e s  de  de s e mpe nho dos  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  com p r o t e o s e s .  

Por  f i m,  e  a p r e s e n t a d a  uma  i n t r o d u c a o t e d r i c a  s o b r e  os  

a l g o r i t mo s  que  f a z e m a  bus c a  do mi n i mo ao l o n g o de  um 

p e r c u r s o c u r v i l i n e a r ,  us a ndo d i r e c o e s  de  c u r v a t u r a  n e g a t i -

v a .  
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I NTRODUCAO 

1. 1 Ob j e t o do t r a b a l h o 

Os  me t odos  d e s c e n d e n t e s  que  mi n i mi z a m uma  f u n c a o 

F ( x ) ,  x e  E
n

,  n o r ma l me n t e  c o n s t r o e m uma  sequ<§ *nci a  de  

e s t i ma t i v a s  { x ^ } do mi n i mo de  F ( x )  de  f o r ma  que  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2
U

+
D .  ~ ( k )

 + a
(

k
)

 ( k )  

com 

F( x ~
( k + 1

> )  < F ( x ~
( k )

) ,  

onde  p ^
k

^ e  o v e t o r  de  d i r e c a o de  p e s q u i s a .  Te c n i c a s  de  

mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 s a o us a da s  p a r a  s e  d e t e r mi n a r  um 

( k)  

e s c a l a r  or  que  mi n i mi z e  F ( x )  p a r a  um da do p o n t o de  

p e s q u i s a  x ^
k

^ e  uma  d i r e c a o de  p e s q u i s a  p ^
k

^ .  

0 a l g o r i t mo p a r a  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a l  i n f l u i  

s o b r e ma n e i r a  no de s e mpe nho do a l g o r i t mo ma i s  g e r a l  de  

mi n i mi z a c a o mu l t i d i me n s i o n a l  e ,  p o r  i s s o ,  o a s p e c t o r e f e -

( k)  

r e n t e  a  d e t e r mi n a c a o do e s c a l a r  of zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ' £ ma i s  c ompl e xo do 

que  pode  p a r e c e r .  0 novo p o n t o o b t i d o x ^
k +

^ de ve  s e r  t a l  

que  F ( x ^
k + 1

^ )  s e j a  s u f i c i e n t e me n t e  menor  que  F ( x ^ ) ,  a  f i m 
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de  que  a  c o n v e r g g n c i a  do p r o c e s s o de  mi n i mi z a c a o mu l t i d i -

me n s i o n a l  s e j a  g a r a n t i d a .  Quando da  e s c o l h a  de  um a l g o r i t mo 

p a r a  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 devem s e r  l e v a d a s  em c o n s i -

d e r a c a o a s  c a r a c t e r i s t i c a s  da  f u n c a o o b j e t i v o a o l o n g o da  

d i r e c a o de  p e s q u i s a  p ^
K

\  no p o n t o de  p e s q u i s a  X ^ ) .  un i mo-

d a l i d a d e ,  c o n t i n u i d a d e ,  d i f e r e n c i a b i l i d a d e ,  e t c .  

G i l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 )  d e s e n v o l v e r a m a l g o r i t mo s  c o n -

f i a v e i s  e  e f i c i e n t e s  pa r a  a  d e t e r mi n a c a o do e s c a l a r  a '
k

'  no 

c a s o em que  F ( x )  e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 .  Mu r r a y & 

Ov e r t o n ( 1 9 7 8 )  d e s e n v o l v e r a m a l g o r i t mo s ,  i g u a l me n t e  e f i -

c i e n t e s ,  qua ndo s e  t r a t a  da  mi n i mi z a c a o de  c e r t a s  c l a s s e s  

de  f u n g o e s  que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  

Ex i s t e  uma  g r a n d e  q u a n t i d a d e  de  a l g o r i t mo s  p a r a  

mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 de  f u n g o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e -

r e n c i a v e i s .  No c a s o dos  a l g o r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a g a o de  

f u n g o e s  que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s ,  pode - s e  

e n c o n t r a r  s ome nt e  um l i mi t a d o n i i me r o de  t r a b a l h o s ,  d a i  o 

e s t u d o de  a l g o r i t mo s  de s s e  g r u p o me r e c e r  uma  e" nf as e  e s pe -

c i a  1 .  

No p r e s e n t e  t r a b a l h o e  f e i t o um e s t u d o de  a l g u n s  

a l g o r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l ,  a g r u p a d o s  da  

s e g u i n t e  f o r ma :  

-  a l g o r i t mo s  b a s i c o s  que  u t i l i z a m o c o n c e i t o de  

c ompa r a ga o de  f u n g a o ;  

-  a l g o r i t mo s  b a s i c o s  ba s e a dos  em i n t e r p o l a g a o 

p o l i n o mi a l ;  
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-  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  com p r o t e c d e s  ( que  u t i l i z a m 

i n t e r p o l a g a o p o l i n o mi a l  e  c ompa r a ga o de  f u n -

c a o )  ;  

-  a l g o r i t mo s  que  f a z e m a  bus c a  do mi n i mo a o l o n g o 

de  um p e r c u r s o c u r v i l i n e a r ,  us a ndo d i r e g o e s  de  

c u r v a t u r a  n e g a t i v a .  

Os  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  com p r o t e g o e s  d e s e n v o l v i d o s  

p o r  Br e n t  ( 1 9 7 3 )  e  G i l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 )  s a o a n a l i s a d o s  com 

ma i o r  p r o f u n d i d a d e ,  e s p e c i a l me n t e  p o r q u e  mu i t a s  de  s ua s  

c a r a c t e r i s t i c a s  e  p r o p r i e d a d e s  s a o comuns  a os  a l g o r i t mo s  

e s p e c i f i c o s  p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  que  na o s a o 

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  

Mu r r a y & Ov e r t o n ( 1 9 7 8 )  d e s e n v o l v e r a m um a l g o r i t mo 

e s p e c i f i c o p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  uma  c l a s s e  de  f u n g o e s  que  

na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Tr a t a - s e  da s  f u n g o e s  

F ( x )  que  a p r e s e n t a m a  s e g u i n t e  f o r ma  

m 

F
q
( x )  = ma x( 0 ,  f ,  ( x )  )  b

 i = 1
 1 

onde  a s  f u n g o e s  { f ^ } s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  e  da  

f o r ma  

f
 i
 :  E

n

 -»•  E
1

 .  

F i a c c o e  Mc  Cor mi c k ( 1 9 6 8 )  i n t r o d u z i r a m a  i d e i a  de  

u s a r  d i r e g o e s  de  c u r v a t u r a  n e g a t i v a  nos  a l g o r i t mo s  de  mi n i -

mi z a ga o u n i d i me n s i o n a 1 .  Tr a t a - s e  de  um g r u p o de  a l g o r i t mo s  
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que  f a z e m a  bus c a  do mi ni mo a o l o n g o de  um p e r c u r s o c u r v i -

l i n e a r ,  us a ndo d i r e g o e s  de  c u r v a t u r a  n e g a t i v a .  Es s e s  a l g o -

r i t mo s  f a z e m a  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a 1 de  f o r ma  d i f e r e n -

t e  dos  a l g o r i t mo s  c l a s s i c o s  que  bus c a m um p o n t o me l h o r  ao 

l o n g o de  um p e r c u r s o r e t i l i n e o .  

1. 2 Al g u n s  c o n c e i t o s  ma t e ma t i c o s  

i )  Fungoe s  u n i mo d a i s  

Uma f u n g a o que  t e m s ome nt e  um e x t r e mo e  uma  f u n g a o 

u n i mo d a 1 .  

No c a s o de  f u n g o e s  f ( x )  u n i d i me n s i o n a i s ,  a  d e f i n i -

ga o de  u n i mo d a l i d a d e  e  a  s e g u i n t e :  

f ( x
1

) < f ( x
2

) < f ( x * ) > f ( x
3

) > f ( x
4

)  s e  x
1
< x

2
< x * < x

3
< x

4 

e  o e x t r e mo e  um p o n t o de  maxi mo 

ou 

f ( x
1

) > f ( x
2

) > f ( x * ) < f ( x , ) < f ( x . )  s e  x
1
< x

2
< x * < x

5
< x

4 

e  o e x t r e mo e  um p o n t o de  mi n i mo .  

Uma f u n g a o ,  p a r a  s e r  u n i mo d a l ,  na o p r e c i s a  s e r  

d i f e r e n c i a v e 1 e ,  nem mes mo,  c o n t i n u a .  

i i )  Co n t i n u i d a d e  

Uma da da  f u n g a o f ( x ) ,  d e f i n i d a  em uma  v i z i n h a n g a  de  

um p o n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X Q ,  e  c o n t i n u a  em XQ s e  Li m f ( x )  e x i s t e  e  

x + x
0 
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Li m f ( x )  = f ( x
Q

)  

x - x
Q 

i i i )  Di f e r e n c i a b i l i d a d e  

Uma  da da  f u n c a o f ( x ) ,  d e f i n i d a  em uma  v i z i n h a n g a  

de  um p o n t o x ^ ,  e  d i f e r e n c i a v e 1 emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XQ s e  

Li m f ( x )  -  f ( x
Q

)  e x i s t e .  

x •> x
Q
 x -  x

Q 

Se  e s s e  l i mi t e  e x i s t e ,  t e m- s e  

f
1

( x
Q

)  = Li m f ( x )  -  f ( x
Q

)  

0 
X -  X

Q 

i v )  P r o p r i e d a d e  de  c onve r ge ' nc i a  g l o b a l  

A p r o p r i e d a d e  de  c onve r ge ' nc i a  g l o b a l  e  a  p r o p r i e -

( k )  
da de  de  g e r a r  uma  s e q u e n c i a  de  p o n t o s  x^ ,  k = 2 , 3 » . . .  que  

c o n v e r g e  p a r a  a  s o l u c a o x qua ndo o p o n t o i n i c i a l  da  s e -

( 1 )  

q u e n c i a  x e  e s c o l h i d o a r b i t r a r i a me n t e .  

v )  Ta xa  de  c onve r ge ' nc i a  l o c a l  e  or de m de  c onve r ge ' nc i a  

A t a x a  de  c onve r ge ' nc i a  l o c a l  e  a  t a x a  ( v e l o c i d a d e )  

na  q u a l  a  s e q u e n c i a  de  p o n t o s  { x ^
k

^ } c o n v e r g e  p a r a  a  s o l u -

c a o x .  

A t a x a  de  c onve r ge ' nc i a  l o c a l  de  uma  s e q u e n c i a  de  



p o n t o s  g e r a d a  p o r  um a l g o r i t mo pode  s e r  me di da  p e l a  or de m 

de  c o n v e r g e ' n c i a .  

A or de m de  c onve r ge ' nc i a  de  uma  s e q u e n c i a  de  p o n t o s  

{ x ^ } e  d e f i n i d a  como o menor  dos  v a l o r e s  P > 0 que  s a t i s -

f a z  a  r e l a c a o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( k +1 )  * 
x -  X | |  

L i m

 i l —TF5  * ~P~
 = 6 < 

onde  ! | . n e  uma  nor ma  v e t o r i a l  q u a l q u e r  e  & uma  c o n s t a n t e  

a s s i n t 6 t i c a  de  e r r o .  Va l o r e s  ma i o r e s  da  or de m de  c onve r ge ' n-

c i a  P s i g n i f i c a m c onve r ge ' nc i a  ma i s  r a p i d a .  

v i )  Ta xa  de  c onve r ge ' nc i a  l i n e a r  

E a  t a x a  com or de m de  c onve r ge ' nc i a  P = 1 e  com uma  

c o n s t a n t e  a s s i n t 6 t i c a  de  e r r o 3 < 1 .  

v i i )  Ta xa  de  c onve r ge ' nc i a  s u p e r l i n e a r  

E a  t a x a  de  c onve r ge ' nc i a  com:  

-  or de m de  c onve r ge ' nc i a  P = 1 e  c o n s t a n t e  a s s i n t 6 -

t i c a  de  e r r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 = 0 ;  

-  or de m de  c onve r ge ' nc i a  P = 1 e  c o n s t a n t e  a s s i n t o -

t i c a  de  e r r o 3 <
 0 0

.  

1 . 3  I n t r o d u c a o ma t e r a a t i c a  

1. 3. 1 Mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 de  f u n g o e s  c o n t i n u a -

me nt e  d i f e r e n c i a v e i s  

A s e g u i r ,  s a o d i s c u t i d a s  a s  i d e i a s  b a s i c a s  dos  a l g o -
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r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 de  f u n g o e s  c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s .  A f u n g a o a  s e r  mi n i mi z a d a  e  da  f o r ma  

<K a)  = F ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX + a p)  

A f u n g a o « )  e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 e ,  po r  

q u e s t a o de  c o n v e n i e " n c i a  ,  s e r a o o mi t i d o s  os  i n d i c e s  que  

de not a m o ni i me r o da  i t e r a g a o e  F ( x +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA np) s e r a  e x p r e s s o 

como uma  f u n g a o u n i d i me n s i o n a 1 da  v a r i a v e l
 a

.  

Na  a n a l i s e  e  d i s c u s s a o dos  a l g o r i t mo s ,  a l guma s  c a r a c t e -

r i s t i c a s  dos  mes mos  p r e c i s a m s e r  l e v a d a s  em c o n s i d e r a g a o :  

i )  l o c a l i z a g a o do mi n i mo 

-  mi n i mi z a g a o com o mi n i mo a i n d a  na o l o c a l i z a d o ;  

-  mi n i mi z a g a o com o mi ni mo l o c a l i z a d o .  

i i )  p r e c i s a o da  p e s q u i s a  

-  mi n i mi z a g a o e x a t a ;  

-  mi n i mi z a g a o na o e x a t a  ( p a r a  d e t e r mi n a g a o de  

um p o n t o s u f i c i e n t e me n t e  me l h o r  que  um p o n t o 

de  p a r t i d a ) .  

i i i )  t i p o de  f u n g a o a  s e r  mi n i mi z a d a  

-  f u n g a o u n i mo d a l  ou na o;  

-  f u n g a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 ou n a o .  

i v )  i n f o r ma g o e s  u t i l i z a d a s  

-  v a l o r e s  da  f u n g a o ;  

-  v a l o r e s  da  p r i me i r a  d e r i v a d a .  

v )  e x i s t ^ n c i a  ou na o de  p r o p r i e d a d e  de  c onve r ge ' n-

c i a  g l o b a l  
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v i )  e f i c i e ' n c i a  do a l g o r i t mo 

- e s f o r g o c o mp u t a c i o n a 1 p o r  i t e r a g a o 

( nume r o de  a v a l i a g o e s  do v a l o r  da  f u n g a o e ,  

p o s s i v e l me n t e ,  da  p r i me i r a  d e r i v a d a ) .  

-  v e l o c i d a d e  de  c onve r ge ' nc i a  

( c a r a c t e r i s t i e a  que  i n f l u i  no e s f o r g o compu-

t a c i o n a l  p o r  i t e r a g a o ) .  

Al g o r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l  s a o 

f r e q u e n t e me n t e  a p l i c a d o s  no p r o c e s s o de  s o l u g a o de  um p r o -

bl e ma  ma i s  g e r a l  de  mi n i mi z a g a o mu l t i d i me n s i o n a l  e ,  em 

a l g u n s  c a s o s ,  s a o us a dos  p a r a  mi n i mi z a r  f u n g o e s  de  uma  

v a r i a v e l  que  s ur ge m n a t u r a l me n t e .  Na  p r i me i r a  a p l i c a g a o ,  e  

ma i s  v i a v e l  o us o de  a l g o r i t mo s  q u e ,  a l e m dos  v a l o r e s  da  

f u n g a o ,  f a z e m us o de  i n f o r ma g o e s  e x t r a s  ( p o r  e x e mp l o ,  e s t i -

ma t i v a s  da  p r i me i r a  e  s e gunda  d e r i v a d a s )  e  que  na o f a z e m 

uma  mi n i mi z a g a o e x a t a .  Em g e r a l ,  os  c r i t e r i o s  de  c o n -

ve r g§ nc i a  dos  p r o c e s s o s  de  mi n i mi z a g a o na o d e f i n e m um u n i c o 

p o n t o como s o l u g a o e  s i m uma  f a i x a  de  v a l o r e s  ( v e r  f i g u r a  

1 . 1 ) .  Embor a  t o d o s  os  p o n t o s  de  uma  d e t e r mi n a d a  f a i x a  de  

v a l o r e s  pos s a m s a t i s f a z e r  a o c r i t e r i o de  c o n v e r g e ' n c i a ,  i s s o 

na o s i g n i f i c a  que  t o d o s  s e j a m i g u a l me n t e  v i a v e i s  com r e s -

p e i t o a  e f i c i e ' n c i a  do p r o c e s s o de  mi n i mi z a g a o .  Us u a l me n t e ,  

s e  d o i s  p o n t o s  s a t i s f a z e m a  um c r i t e r i o de  c o n v e r g e ' n c i a ,  

a q u e l e  que  c o r r e s p o n d e  a  uma  ma i o r  r e duga o no v a l o r  da  

f u n g a o e  p r e f e r i v e l .  Qua nt o me l h o r  a  e s c o l h a  do e s c a l a r  a ,  

ne s s e  s e n t i d o ,  menor  o nume r o de  i t e r a g o e s  r e q u e r i d a s  p a r a  

o b t e r  uma  a p r o x i ma g a o s a t i s f a t 6 r i a  p a r a  o mi n i mo .  P o r t a n t o ,  



* ( a )  

F i g u r uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 . 1 :  I l u s t r a  o p r o c e s s o de  mi n i mi z a c a o nao e x a t a .  

Pa r a  0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a~ < o.  ^  1 ,  o p r o c e s s o de  mi n i mi z a c a o nao e x a t a  d e f i n e  

a  f a i x a  de  v a l o r e s  < a  < que  s a t  i s f a z e m ao c r i t e r i o de  

co n v e r g e n c  i  a .  
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a  e s c o l h a  de  um e s c a l a r  a  que  s a t i s f a g a ao c r i t e r i o de  

c onve r ge ' nc i a  na o e  t u d o que  s e  e s p e r a  de  um a l g o r i t mo de  

mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a 1 ;  e  p r e c i s o f a z e r  uma  boa  e s c o l h a  

d e n t r e  os  p o n t o s  que  s a t i s f a z e m ao c r i t e r i o .  Ao mesmo 

t e mp o ,  e n t r e t a n t o ,  a s s o c i a d o a  e s s a  e x i g e " n c i a  a d i c i o n a l  de  

s e  f a z e r  uma  boa  e s c o l h a ,  e s t a  o a s p e c t o do e s f o r c o compu-

t a c i o n a l  e x i g i d o .  Ta n t o nos  a l g o r i t mo s  de  G i l l  & Mu r r a y 

( 1 9 7 4 )  como nos  a l g o r i t mo s  de  Mu r r a y & Ov e r t o n ( 1 9 7 8 ) ,  

e x i s t e  a  f a c i l i d a d e de  v a r i a r  e s s e  e s f o r c o c o mp u t a c i o n a 1 

que  pode  r e q u e r e r  de s de  uma  s i mp l e s  a v a l i a c a o de  f u n g a o a t e  

uma mi n i mi z a g a o e x a t a .  

No p r o c e s s o de  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l ,  dua s  

c l a s s e s  de  me t odos  s a o e x t e n s i v a me n t e  us a da s  e  c o n h e c i d a s :  

me t odos  que  u t i l i z a m o c o n c e i t o de  c ompa r a ga o de  f u n g a o e  

me t odos  que  u t i l i z a m a p r o x i ma g o e s  p o l i n o mi a i s .  

Nos  me t odos  que  u t i l i z a m o c o n c e i t o de  c ompa r a ga o 

de  f u n g a o ,  os  v a l o r e s  da  f u n g a o em d o i s  p o n t o s  i n t e r n o s  ao 

i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  [ a , b ]  s a o c ompa r a dos  com o o b j e t i v o 

de  r e d u z i r  o i n t e r v a l o que  c ont e m o mi n i mo .  A p a r t i r  de s s a  

c ompa r a ga o ,  o i n t e r v a l o i n i c i a l  e  r e d u z i d o p e l a  s u p r e s s a o 

de uma  r e g i a o que  na o c ont e m o mi n i mo ( v e r  f i g u r a 1 . 2 ) .  

De s s a  c l a s s e  de  me t o d o s ,  os  ma i s  c o n h e c i d b s  s a o os  me t odos  

de  F i b o n a c c i ,  da  Segao Aur e a  ( " Gol de n S e c t i o n " )  e  da  Di c o -

t o mi a  ( Ba z a r a d & S h e t t y ( 1 9 7 4 ) ,  Adby & De mps t e r  ( 1 9 7 4 ) ,  

Go t t f r i e d & Wei s man ( 1 9 7 3 ) ) .  A p r i n c i p a l  va n t a ge m dos  me-

t o d o s  de s s a  c l a s s e  e  que  s ua  c onve r ge ' nc i a  e  g a r a n t i d a  p a r a  

a  c l a s s e  de  f u n g o e s  u n i mo d a i s ,  mesmo que  s e  t r a t e de  f u n -



I  IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a  a .  a

0
 b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  1  1 

a  b 

CO 

Fi g u r a  1. 2:  I  l u s t r a  o p r o c e s s o de  c ompa r a c a o de  f u n c a o .  

( a )  Mo s t r a  q u e ,  p a r a  uma  f u n c a o u n i mo d a l ,  a  p a r t i r  do c o n h e c i me n t o dos  

v a l o r e s  da  f u n c a o em d o i s  p o n t o s  ou e  ou ,  e  p o s s f v e l  r c d u z i r  o i n -

t e r v a l o de  p e s q u i s a  pe 1 a  s u p r e s s a o de  uma  r e g i a o do i n t e r v a l o que  

nao c ont e m o mi n i mo .  Pa r a  a > o u ,  a  f u n c a o e  monot omi c a me nt e  c r e s  -

c e n t e  e ,  p o r  i s s o ,  o mi n i mo nao pode  e s t a r  ne s s a  r e g i a o .  

( b j  Mo s t r a  dua s  p o s s i b i  1 i d a d e  p a r a  a  l o c a l i z a c a o do p o n t o de  mf ni . mo.  

( c j  Mo s t r a  o i n t e r v a l o de  p e s q u i s a ,  a n t e s  e  d e p o i s  de  s e r  r e d u z i d o .  
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goe s  na o d i f e r e n c i a v e i s  e  de  f u n g o e s  d e s c o n t i n u a s .  A p r i n -

c i p a l  de s va n t a ge m de s s e s  me t odos  e  a  s ua  l e n t a  c onve r ge ' n-

c i a  .  

Nos  me t odos  que  u t i l i z a m a p r o x i ma g a o p o l i n o mi a l ,  

a  f u n g a o a  s e r  mi n i mi z a d a  0 ( a )  e  a p r o x i ma d a  p o r  uma  f u n g a o 

1 ( a )  que  o o i n c i d e  com 0 ( a )
 e
m v a l o r  de  f u n g a o ou em v a l o r  

de  f u n g a o e  v a l o r  de  a l guma s  d e r i v a d a s  em um c e r t o nume r o 

de  p o n t o s  a  p r i o r i  e s c o l h i d o s .  I (
a

)  de ve  s e r  uma  f u n g a o 

c u j o p o n t o de  mi n i mo s e j a  f a o i l me n t e  d e t e r mi n a d o e ,  p o r  

i s s o ,  e  n o r ma l me n t e  e s c o l h i d a  como um p o l i n f i mi o do s e gundo 

ou t e r c e i r o g r a u .  

Quando a  a p r o x i ma g a o e  f e i t a  p o r  p o l i n 6 mi o s  do 

s e gundo g r a u ,  s a o n e c e s s a r i a s  t r § s  i n f o r ma g o e s ,  t a i s  como 

v a l o r e s  da  f u n g a o e  da  p r i me i r a  d e r i v a d a .  Uma  p r a t i c a  

f r e q u e n t e me n t e  a c e i t a  e  t oma r  como i n f o r ma g o e s  os  v a l o r e s  

da  f u n g a o em t r § s  p o n t o s  e ,  a  p a r t i r  de s s a s  i n f o r ma g o e s ,  

d e t e r mi n a r  o p o n t o de  mi n i mo do p o l i n o mi o .  0 v a l o r  de  a  que  

c o r r e s p o n d e  a o p o n t o de  mi n i mo do p o l i n o mi o de  a p r o x i ma g a o 

1 ( a )  e  us a do como a p r o x i ma g a o p a r a  o mi n i mo de  0 ( a ) .  

Quando a  a p r o x i ma g a o e  f e i t a  p o r  p o l i n 6 mi o s  do t e r c e i r o 

g r a u ,  s a o n e c e s s a r i a s  q u a t r o i n f o r ma g o e s ,  e s c o l h i d a s ,  na  ma i o r i a  

da s  v e z e s ,  como os  v a l o r e s  da  f u n g a o e  da  p r i me i r a  d e r i v a d a  em 

d o i s  p o n t o s  ( I n t e r p o l a g a o de  He r mi t e ) .  

A p r i n c i p a l  va n t a ge m dos  me t odos  que  u t i l i z a m 

a p r o x i ma g a o p o l i n o mi a l  e  que  s ua  or de m de  c onve r ge ' nc i a  e  

s u p e r l i n e a r .  Te o r i c a me n t e ,  a  or de m de  c onve r ge ' nc i a  P e  



13 

s u p e r - l i n e a r  com 1 < P < 2 no c a s o de  a p r o x i ma g o e s  p o r  

p o l i n 6 mi o s  do s e gundo g r a u e  s u p e r l i n e a r  com P = 2 no c a s o 

de  a p r o x i ma g o e s  p o r  p o l i n o mi o s  do t e r c e i r o g r a u .  No e n t a n -

t o ,  e x i s t e m mu i t a s  d i f i c u l d a d e s  a s s o c i a d a s  a  e s c o l h a  dos  

p o n t o s  que  devem s e r  us a dos  na  a p r o x i ma g a o p o l i n o mi a l .  Es s e  

a s p e c t o s e r a  d i s c u t i d o no p a r a g r a f o 2 . 3 .  

Di a n t e  da s  d e s v a n t a g e n s  que  a p r e s e n t a m,  t a n t o os  

me t odos  de  c ompa r a ga o de  f u n g a o como os  de  a p r o x i ma g a o 

p o l i n o mi a l ,  c o n c l u i - s e  que  um p r o c e s s o de  mi n i mi z a g a o u n i -

d i me n s i o n a l  ba s e a do s ome nt e  em um de s s e s  me t odos  e  i n e f i -

c i e n t e  ou pouc o c o n f i a v e l .  Es s e  p r o b l e ma ,  no e n t a n t o ,  e  

c o n t o r n a d o p o r  me i o de  t e c n i c a s  que  f a z e m us o -  ao mesmo 

t e mpo -  da s  i d e i a s  b a s i c a s  dos  d o i s  me t o d o s .  

As  d e s v a n t a g e n s  dos  me t odos  que  u t i l i z a m c ompa r a -

ga o de  f u n g a o ou a p r o x i ma g a o p o l i n o mi a l ,  qua ndo us a dos  

s e p a r a d a me n t e ,  podem s e r  e l i mi n a d a s  p e l a  c ombi na ga o dos  

d o i s  me t o d o s .  0 me t odo r e s u l t a n t e  t e r n p r o p r i e d a d e  de  c o n -

ve r ge ' nc i a  g l o b a l  g a r a n t i d a  -  como nos  me t odos  de  c ompa r a ga o 

de  f u n g a o -  e  s ua  or de m de  c onve r ge ' nc i a  e  s u p e r l i n e a r  

como nos  me t odos  de  a p r o x i ma g a o p o l i n o mi a l  - .  

Br e n t  ( 1 9 7 3 )  d e s e n v o l v e u um a l g o r i t mo h i b r i d o que  

u t i l i z a  a p r o x i ma g o e s  p o r  p o l i n 6 mi o s  do s e gundo g r a u em 

c o n j u n t o com p a s s o s  de  c ompa r a ga o de  f u n g a o ba s e a dos  no 

me t odo da  Segao Au r e a .  An a l o g o a o a l g o r i t mo de  Br e n t  

qua ndo d e r i v a d a s  s a o us a da s  -  e  o a l g o r i t mo que  u t i l i z a  

a p r o x i ma g o e s  p o r  p o l i n f i mi o s  do t e r c e i r o g r a u em c o n j u n t o 
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com pa s s os  de  c ompa r a ga o de  f u n g a o ba s e a dos  no me t odo da  

Bi s s e c g a o .  

G i l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 )  d e s e n v o l v e r a m um a l g o r i t mo 

em dua s  v e r s o e s  ( c om e  s em us o de  d e r i v a d a s )  que  t ambem 

u t i l i z a  a p r o x i ma g o e s  p o l i n o mi a i s  em c o n j u n t o com um me t odo 

de  c ompa r a ga o de  f u n g a o .  Es s e  a l g o r i t mo h i b r i d o s e  

c o n s t i t u i  na  ba s e  p a r a  os  a l g o r i t mo s  e s p e c i f i c o s  p a r a  a  

mi n i mi z a g a o de  uma  c l a s s e  de  f u n g o e s  que  na o s a o c o n t i n u a -

me nt e  d i f e r e n c i a v e i s ,  d e s e n v o l v i d o s  p o r  Mu r r a y & Ov e r t o n 

( 1 9 7 8 ) .  

1. 3. 2 Mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l  de  f u n g o e s  que  na o s a o 

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Mu r r a y & Ov e r t o n ( 1 9 7 8 )  d e s e n v o l v e r a m a l g o r i t mo s  

p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  c e r t a s  c l a s s e s  de  f u n g o e s  que  na o s a o 

o o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Tr a t a - s e  de  a l g o r i t mo s  p a r a  a  

mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  F ( x )  que  a p r e s e n t a m a  s e g u i n t e  f o r ma  

m 

Fo ( x )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YJ  max(  0 ,  f . ( x )  )  ( 1 . 1 )  b

 i = 1
 1 

ou 

F
M
( x )  = max f . ( x )  ( 1 . 2 )  

1 <i <m 

onde  a s  f u n g o e s  { f ^ } s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  e  da  

f o r ma  

f .  :  E
n

 * E
1 



15 

Es s e s  a l g o r i t mo s  podem s e r  us a dos  na  c o n s t r u c a o de  

a l g o r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a r  uma  c l a s s e  ma i s  e x t e n s a  de  f u n -

goe s  que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  No p r e s e n t e  

t r a b a l h o s e r a o d i s c u t i d o s  os  a s p e c t o s  r e f e r e n t e s  a  mi n i mi -

z a ga o de  f u n g o e s  do t i p o F g ( x ) ,  d e f i n i d a s  a  p a r t i r  da  

r e l a g a o ( 1 . 1 ) .  

A i mp o r t c i n c i a  da  c o n s t r u g a o de  a l g o r i t mo s  e s p e e i -

f i c o s  p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  que  na o s a o o o n t i n u a -

me nt e  d i f e r e n c i a v e i s  e  i l u s t r a d a  na  f i g u r a  1. 3.  Na  mi n i mi -

z a ga o de  f u n g o e s  e o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s ,  os  me t odos  

ma i s  e f i c i e n t e s  u s u a l me n t e  d e t e r mi n a m a  i t e r a t i v a me n t e ,  

p o r  a p r o x i ma g o e s  p o l i n o mi a i s  s u o e s s i v a s ;  o p o l i n 6 mi o de  

a p r o x i ma g a o c o i n c i d e  com a  f u n g a o F( ot )  em p o n t o s  que  c o r -

r e s ponde m a s  me l h o r e s  e s t i ma t i v a s  de  a  o b t i d a s  a t e  e n t a o .  

No c a s o da  f i g u r a  1. 3- b,  e  f a c i l  v e r i f i c a r  que  o mi n i mo do 

p o l i n S mi o de  a p r o x i ma g a o pode  na o t e r  q u a l q u e r  r e l a g a o com 

a  .  No c a s o da  f i g u r a  1. 3- a ,  o p r o c e s s o de  a p r o x i ma g a o e  

v a l i d o s ome nt e  s e  t o d o s  os  p o n t o s  us a dos  na  a p r o x i ma g a o s e  

s i t u a r e m na  p o r g a o c e n t r a l  da  c u r v a .  Ta l  s i t u a g a o e  i mp r o -

v a v e l  de  o c o r r e r  nos  p r i me i r o s  e s t a g i o s  do p r o c e s s o de  

mi n i mi z a g a o ,  qua ndo n o r ma l me n t e  s a o c o n h e c i d o s  p o n t o s  que  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 
r e p r e s e n t a m a p r o x i ma g o e s  mu i t o p o b r e s  p a r a  ct  .  

A s e g u i r ,  s a o a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  c o n c e i t o s  ma t e -

ma t i c o s  r e f e r e n t e s  a  c l a s s e  de  f u n g o e s  d e f i n i d a s  a  p a r t i r  

da  r e l a g a o ( 1 . 1 ) .  



F ( a j  

a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

( a )  Uma  f u n c a o do t i p o F<, ( a)  onde  a  

nao e  uma  d e s c o n t i n u i d a d e  

FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( oJ 

a  

( b )  Uma  f unga o do t i p o Fg ( a )  onde  a  

e  uma  d e s c o n t i n u i d a d e  

F i g u r a  1. 3:  I  l u s t r a  a  i mp o r t a n c i a  de  a l g o -

r i t mo s  e s p e c f f i c o s  p a r a  mi n i -

mi  z a r  f u n g o e s  que  nao s a o c on-

t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  
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Os  g r a d i e n t e s  da s  m f u n g o e s  c ompone nt e s  f ^ ( x )  s a o 

r e p r e s e n t a d o s  p o r  Vf  ( x )  e  d e f i n e - s e  

g ( x )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y
 |

 Vf . ( x )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i : f . ( x ) > 0 

g ( x )  4 o g r a d i e n t e  de  F ( x )  onde  o mesmo 4 d e f i n i d o ou 4 uma  

da s  d e r i v a d a s  d i r e c i o n a i s  de  F ( x )  nos  p o n t o s  onde  o g r a -

d i e n t e  na o 4 d e f i n i d o .  

Pa r a  um da do p o n t o de  p e s q u i s a  x e  uma  da da  d i r e g a o 

de  p e s q u i s a  p ,  pode - s e  r e p r e s e n t a r  a s  f u n g o e s  u n i d i me n s i o -

n a i s  f .  ( a )  e  F(  a )  da  s e g u i n t e  ma n e i r a  

f
i

(  a)  = f
i

(  x + ap ) ,  i  = 1 ,  .  .  .  ,m 

F( a )  = F(  x + a p ) .  

Des s a  f o r ma ,  t e m- s e  

m 

F( a )  = H max(  0 ,  f .  ( a )  )  

i = 1 

A d e r i v a d a  de  uma  f u n g a o f ^ ( a ) ,  que  4 o g r a d i e n t e  

p r o j e t a d o de  x + a p )  a o l o n g o de  p ,  4 r e p r e s e n t a d a  p o r  

£ { (
a

)  = Vi ^ t  x + a p )
T

 p 

e  a s  d e r i v a d a s  d i r e c i o n a i s  a  e s q u e r d a  e  a  d i r e i t a  s a o 

d e n o t a d a s  p o r  F_^_( a)  e  F | ( a ) .  



18 

De f i n e - s e  t ambem 

F ' ( a )  = g (  x + ap )
T

 p 

P o r t a n t o ,  

F
1

 (  a )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ > f j  ( a )  

i : f
i

(  a ) >0 

F ' ( a )
 e

 a  d e r i v a d a  de  F ( a )  onde  a  mesma  f o r  d e f i n i d a  o u ,  em 

c a s o c o n t r a r i o ,  e  uma  de  s ua s  d e r i v a d a s  d i r e c i o n a i s .  

Um p o n t o onde  a  d e r i v a d a  de  F (
a

)  na o f o r  d e f i n i d a  e  

r e f e r i d o como um p o n t o de  d e s c o n t i n u i d a d e  da  d e r i v a d a  o u ,  

s i mp l e s me n t e ,  uma  d e s c o n t i n u i d a d e .  Pa r a  uma  f u n g a o do t i p o 

Fg ( c t ) ,  os  p o n t o s  de  d e s c o n t i n u i d a d e  da  d e r i v a d a  c o i n c i d e m 

com os  z e r o s  da s  f u n g o e s  c ompone nt e s  f ^ ( c t ) .  

Mu r r a y & Ov e r t o n ( 1 9 7 8 )  d e s e n v o l v e r a m um a l g o r i t mo 

e s p e c i f i c o p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  do t i p o F « ( a ) .  0 

a l g o r i t mo a p r e s e n t a  dua s  v e r s o e s ,  v e r s a o s i mp l i f i c a d a e  

v e r s a o com r e f i n a me n t o s .  Cada  v e r s a o a p r e s e n t a  dua s  v a r i a n -

t e s ,  de pe nde ndo do us o ou na o de  d e r i v a d a s  como i n f o r ma -

g o e s .  0 p r i n c i p a l  a s p e c t o do a l g o r i t mo e  que  em c a da  i t e r a -

ga o do p r o c e s s o de  mi n i mi z a g a o p r o c u r a - s e  d i s t i n g u i r  s e  a  

e  ou na o um p o n t o de  d e s c o n t i n u i d a d e  da  d e r i v a d a  e  s e l e c i o -

n a r  uma  a p r o x i ma g a o p a r a  a  de  a c o r d o com o que  p a r e c e r  

ma i s  p r o v a v e l .  
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1. 4 Or g a n i z a g a o dos  c a p i t u l o s  

Os  a l g o r i t mo s  b a s i c o s  de  que  t r a t a  o Ca p i t u l o 2 s a o 

a p r e s e n t a d o s  com o o b j e t i v o de  t o r n a r  ma i s  c o mp l e t a  a  

d i s c u s s a o do p r o b l e ma  da  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l .  Com 

i s s o ,  p r o c u r o u - s e  a s s e g u r a r  a  d i s s e r t a c a o o a s p e c t o d i d a -

t i c o ,  p e r mi t i n d o uma  d i s c u s s a o dos  me t odos  de  mi n i mi z a g a o ,  

de s de  os  ma i s  s i mp l e s  e  b a s i c o s  a t e  a q u e l e s  ma i s  r e f i n a d o s  

que  l i d a m com d i f i c u l d a d e s  a d i c i o n a i s  como a  na o d i f e r e n -

c i a b i l i d a d e  da  f u n g a o a  s e r  mi n i mi z a d a .  De n t r e  os  a l g o -

r i t mo s  b a s i c o s ,  e s t a o i n c l u i d o s  os  que  u t i l i z a m o c o n c e i t o 

de  c ompa r a ga o de  f u n g a o ,  os  a l g o r i t mo s  ba s e a dos  em i n t e r p o -

l a g a o p o l i n o mi a l  e  os  a l g o r i t mo s  p a r a  d e t e r mi n a g a o de  um 

i n t e r v a l o f e c h a d o que  c o n t e n h a  o mi n i mo .  

Os  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  com p r o t e g o e s  s a o a p r e s e n t a -

dos  no Ca p i t u l o 3.  Sao d e s c r i t o s  os  a l g o r i t mo s  de  Br e n t  e  

de  G i l l  & Mu r r a y p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  c o n t i n u a me n -

t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Tambem e  d e s c r i t o o a l g o r i t mo de  Mu r r a y 

& Ov e r t o n p a r a  a  mi n i mi z a g a o de  uma  c l a s s e  de  f u n g o e s  que  

na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Por  f i m,  e  a p r e s e n t a -

da  uma  i n t r o d u g a o t e i r i c a  s o b r e  os  a l g o r i t mo s  que  f a z e m a  

bus c a  do mi n i mo ao l o n g o de  um p e r c u r s o c u r v i l i n e a r ,  us a ndo 

d i r e g o e s  de  c u r v a t u r a  n e g a t i v a .  Sao d e s c r i t o s  d o i s  a l g o -

r i t mo s  de s s e  g r u p o :  a l g o r i t mo de  s e gunda  or de m de  Ar mi j o 

( Go l d f a r b ,  1980)  e  a l g o r i t mo de  s e gunda  or de m de  Go l d s t e i n 

( Go l d f a r b ,  1 9 8 0 ) .  
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0 Ca p i t u l o 4 t r a t a  dos  t e s t e s  de  de s e mpe nho dos  

a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  com p r o t e c o e s .  Es s e s  t e s t e s  f o r a m d i v i -

d i d o s  em dua s  c a t e g o r i a s :  t e s t e s  de  de s e mpe nho us a ndo f u n -

goe s  de  t e s t e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  e  t e s t e s  de  

de s e mpe nho us a ndo f u n g o e s  de  t e s t e  que  na o s a o c o n t i n u a me n -

t e  d i f e r e n c i a v e i s .  A p r i n c i p i o ,  Sao a p r e s e n t a d o s  r e s u l t a d o s  

do de s e mpe nho do a l g o r i t mo de  Br e n t  e  do a l g o r i t mo de  G i l l  

& Mu r r a y ( v e r s a o s em d e r i v a d a s )  e ,  em s e g u i d a ,  r e s u l t a d o s  

do de s e mpe nho do a l g o r i t mo da  Bi s s e c g a o e  do a l g o r i t mo de  

G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o com d e r i v a d a s ) ,  us a dos  p a r a  mi n i mi z a r  

f u n g o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  No c a s o de  f u n g o e s  

que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s ,  os  r e s u l t a d o s  s e  

r e f e r e m a o de s e mpe nho dos  a l g o r i t mo s  de  Br e n t  e  a l g o r i t mo 

de  Mu r r a y & Ov e r t o n ( v e r s a o s i mp l i f i c a d a ,  s em us o de  d e r i -

v a d a s )  e  do a l g o r i t mo da  Bi s s e c g a o e  a l g o r i t mo de  Mu r r a y & 

Ov e r t o n ( v e r s a o s i mp l i f i c a d a ,  com us o de  d e r i v a d a s ) ,  us a dos  

na  mi n i mi z a g a o de  f u n g o e s  de  t e s t e  do t i p o F g ( a ) ,  e l a b o r a -

da s  p e l o a u t o r .  



2 ALGORI TMOS BASI COS 

2. 1 Al g o r i t mo p a r a  l o c a l i z a r  um i n t e r v a l o f e c h a d o que  

c on t e m o mi n i mo 

Na  d e t e r mi n a c a o de  um mi n i mo l o c a l  da  f u n g a o u n i d i -

me n s i o n a l  <J> ( a )  = F( x + a p )  e  p r a t i c a  u s u a l  p r o c u r a r - s e  

o b t e r  um i n t e r v a l o i n i c i a l  de  p e s q u i s a  ( " b r a c k e t " )  que  

c o n t e n h a  o mi n i mi z a n t e  a  de  <j> ( a  )  e ,  a  p a r t i r  d a i ,  u s a r  

t e c n i c a s  de  mi n i mi z a g a o u n i d i me n s i o n a l  p a r a  o r e f i n a me n t o 

de s s e  i n t e r v a l o .  

No p r o c e s s o de  l o c a l i z a g a o do mi n i mo ,  uma  e s t r a t e -

g i a  comument e  us a da  c o n s i s t e  em a v a l i a r  a  f u n g a o cf>(  ct )  em 

p o n t o s  a f a s t a d o s  de  um p o n t o i n i c i a l  de  mu l t i p l o s  c r e s -

c e n t e s  de  um i n c r e me n t o i n i c i a l  h ,  a t e  que  s e  o b t e n h a  um 

ma i o r  v a l o r  da  f u n g a o que  o o b t i d o na  a v a l i a g a o a n t e r i o r .  

Es s a  e s t r a t e g i a  e  i l u s t r a d a  na  f i g u r a  2 . 1 .  

Wo l f e  ( 1 9 7 8 )  d e s e n v o l v e u um e f i c i e n t e  a l g o r i t mo 

p a r a  l o c a l i z a g a o de  um i n t e r v a l o f e c h a d o que  c on t e m o 

mi n i mo .  0 a l g o r i t mo e  a p r e s e n t a d o em dua s  v e r s o e s .  Na  

p r i me i r a  v e r s a o s a o us a dos  v a l o r e s  da  f u n g a o a s s o c i a d o s  a  



I l u s t r a  o p r o c e s s o de  l o c a l i z a g a o do mi n i mo ,  

a  p a r t i r  da  a v a l i a g a o da  f unga o <f)  ( a )  em pon-

t o s  a f a s t a d o s  de  um p o n t o i n i c i a l  a
Q
 de  mu l -

t i p l o s  c r e s c e n t e s  de  um i n c r e me n t o i n i c i a l  h .  
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tr<§s pontos. Na segunda versao sao usados v a l o r e s da funcao 

e da p r i m e i r a d e r i v a d a a s s o c i a d o s a d o i s p o n t o s . 

Determinacao do i n c r e m e n t o i n i c i a l h 

Wolfe (1978) i n d i c a uma maneira s i s t e m a t i c a para se 

o b t e r um v a l o r adequado do i n c r e m e n t o h, a p a r t i r das 

info r m a c o e s d i s p o n i v e i s no i n i c i o de cada i t e r a c a o de um 

metodo descendente, a saber, 4>(0) = F ( X ^ ' ) e 

dp'(0) • g ( x ^ ^ ) i P i bem como de uma e s t i m a t i v a do v a l o r 

da fun9§o m u l t i d i m e n s i o n a l F ( x ) no seu ponto de minimo x . 

Supondo-se que a funcao u n i d i m e n s i o n a 1 <K a) s e j a 

q u a d r a t i c s , i s t o e, 

<|)(a) = 1 a a 2 + b + c (2.1 ) 

Entao 

4" ( a ) = a« + b (2.2 ) 

de onde 

a* = -b (2.3 ) 

cj>(a*) = i l k 2 + c (2.4 ) 

2a 
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A equacao a n t e r i o r pode ser r e e s c r i t a como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<p(a*) = ( b / 2 ) ( - b / a ) + c (2.5 ) 

A p a r t i r de (2.3 ) , tem-se 

<{)(a*) = b a* + c (2.6 ) 

* 2(<|)(a*) - c ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a = (2.7 ) 

A p a r t i r de (2.1 ) e (2.2 ) , tem-se cj>(0) = c e 

<f>' ( 0 ) = b. D a i , 

# 2(<Ka*) - 4»(0)) 

a = (2.8 ) 

^* ( 0 ) 

Caso o v a l o r de <f)(a ) f o s s e conhecido, a p o d e r i a 

ser determinado a p a r t i r da equacao (2.8 ) . I s s o sugere um 

metodo para obtencao de um v a l o r de h que s e j a p e l o menos 

da mesma ordem de grandeza do m i n i m i z a n t e a . Seja f„ uma 

e s t i m a t i v a do v a l o r da funcao F ( x ) no seu ponto de minimo 

x . Supondo-se que <f>(a) s e j a uma funcao q u a d r d t i c a de a e 

que 

x* = x< k> + a* p< k> 

onde a e o m i n i m i z a n t e de <t>(a)> de forma que 
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<Ka*) = f E (2.9 ) 

Entao, a p a r t i r de (2.8 ) e (2.9 ) , chega-se a um v a l o r de 

h dado por 

2( f F - 4,(0) ) 

h = (2.10) 

• • ( 0 ) 

Determina9ao de um i n t e r v a l o fechado que contem 

o minimo (caso sem d e r i v a d a s ) 

Nessa p r i m e i r a versao do a l g o r i t m o apresentado por 

Wolfe ( 1 9 7 8 ) , p r o c u r a - s e o b t e r tr§s v a l o r e s f ^ , a^, a } d e 

forma que o m i n i m i z a n t e a da funcao u n i d i m e n s i o n a l 4>(a) se 

s i t u e e n t r e a. e a,. 

1 3 

Para um v a l o r i n i c i a l OCQ e um incremento i n i c i a l 

h > 0, o b t i d o a p a r t i r da equacao ( 2 . 1 0 ) , a v a l i a - s e 4>(a 0) e 

<t>( OQ + h ) . Caso <J> ( OQ + h) > 4> ( a Q ) , a v a l i a - s e 4> (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O-Q - h ) . 

Caso 4>( CXQ - h) > 0(01^), entao o minimo esta l o c a l i z a d o 

p e l o s pontos , e a dados por 

*, = a Q - h 

eg = (2.11) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

« aQ + h 

Essa s i t u a c a o e i l u s t r a d a na f i g u r a 2.2, 



F i g u r a 2.2: I l u s t r a o.processo de obtencao 

do i n t e r v a l o que contem o mi-

nimo . 



2 7 

Caso 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( a Q + h) < 0 ( a ) , 

(K = 1 , 2 , . . . ) a t e que 

0 ( a Q + 2 K h ) > 0 ( a Q + 2 K _ 1 h ) 

e 

<C(a0 + 2
K " 1 h ) < * ( a Q + 2 K " 2

H ) 

Se jam 

A = a Q + 2 K _ 2 h 

3 = 0 ^ + 2 K _ 1 h 

C = OQ + 2 K h 

Entao, 

•(A) > 0 ( B ) < 0 ( C ) 

e 

C - B = 2 ( B - A) 

Ver f i g u r a 2 . 3 . 

a v a l i a - s e 0 ( » N + 2 h) 

( 2 . 1 2 ) 

( 2 . 1 3 ) 

( 2 . 1 4 ) 



<i> ( a ) 
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Seja 

D = 1_ (B + C) 

2 

A v a l i a - s e 0 ( D ) . Caso 0(D) < 0 ( B ) , tem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a = B, = D e 

= C Caso 0(D) > 0 ( B ) , tem-se = A, ^ = B e ^ = D. 

Se, i n i c i a l m e n t e , 0 ( a Q + h) > 0 ( a Q ) , entao a v a l i a -

se 0 ( 0 ^ - 2 K h ) (K = 1 , 2 , . . . ) a t e que as r e l a c o e s ( 2 . 1 2 ) e 

( 2 . 1 3 ) sejam s a t i s f e i t a s com h s u b s t i t u i d o por -h. Sejam 

A = a Q - 2 K ~ 2 h 

B = a Q - 2 K - 1 h 

C = a 0 - 2 K h 

D = 1_ (B + C) 

2 

A v a l i a - s e 0 ( D ) . Caso 0 ( D ) < 0 ( B ) , tem-se O j = C, a, = D 

a-j = A- Ver f i g u r a 2 . 4 . 

Determinacao de um i n t e r v a l o fechado que contem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o_ minimo (caso com d e r i v a d a s ) 

Nessa segunda versao do a l g o r i t m o , p r o c u r a - s e o b t e r 

d o i s v a l o r e s a^ e a^ de forma que o m i n i m i z a n t e a da 

fun9ao 0 ( a ) se s i t u e e n t r ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OL. e a . , 



6 ( a j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

gura 2.4: I l u s t r a o processo de obtencao 

do " b r a c k e t " quando , i n i c i a l -

mente, <J)(an + h) > cj>(aM) . 
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Para um incremento i n i c i a l h > 0, o b t i d o a p a r t i r 

da equacao ( 2 . 1 0 ) , a v a l i a - s e <j>(°0 para a = 0, h, 2h, 4h, 

8h, , a 2 onde e cĉ  sao os d o i s p r i m e i r o s v a l o r e s 

c o n s e c u t i v o s da sequgncia 2 h t a i s que ' ( a ^ < 0, <t"(«2)>0 

e ob(a2) > <3)(a1 ) . 

2.2.1 A l g o r i t m o de F i b o n a c c i 

0 a l g o r i t m o de F i b o n a c c i e o mais conhecido e mais 

e f i c i e n t e dos a l g o r i t m o s que u t i l i z a m o c o n c e i t o de compa-

racao de funcao na minimizacao de funcoes unimodais em um 

i n t e r v a l o fechado (Bazarad & S h e t t y ( 1 9 7 4 ) ) . 

Seu procedimento e baseado na sequ§ncia de numeros 

de F i b o n a c c i , d e f i n i d a como segue: 

F k + 1 = F k + F k - 1 k - 1. 2, ... (2.15) 

F F = 1 
r o r 1 ' 

A sequ£ncia e, p o r t a n t o , 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 

89, 144, 233, ... 

Seja ^ a ^ b ^ ] o i n t e r v a l o de pesquisa na k-esima 

itera9&*o e d o i s pontos X e u^, l o c a l i z a d o s s i m e t r i c a m e n -

t e nesse i n t e r v a l o . Para n a v a l i a c o e s de funcao a serem 

e f e t u a d a s , tem-se 

F ( n - k - 1 ) v 
X k = a k + ( b k " a k } 

* ( n - k + 1 ) 
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a R ) , k = 1 , . . .,n-1 (2.16) 

a k > 

a k ) , k = 1 , . . . ,n-1 (2.17) 

Reducao do i n t e r v a l o de pesquisa 

A s e g u i r , p r o c ura-se m o s t r a r como v a r i a , de uma 

i t e r a c a o para o u t r a , a taxa de reducao do i n t e r v a l o de 

pe s q u i s a . Caso 4>(A k) > o ( u k ) , tem-se para o comprimento 

do novo i n t e r v a l o 

\ - a k + 

= b k " 

(n -k + 1) 

F ( n -k) 

F ( n -k + 1) 

-k-1) 

(b, 

(n-k+1) 

(b, 

b ( k + 1 ) " a ( k + 1 ) " b k ~ X k 

Tomando-se a expressao de A^ a p a r t i r de ( 2 . 1 6 ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K K F ( n - k - 1 ) v 
b k + 1 " a k + 1

 = b k " a k " = ( b k - a k } 

(n-k+1) 

( 1 - F ( n - k ' 1 ) ) ( b k - a k ) 

F ( n - k + 1 ) 

F ( n - k + 1 ) F ( n - k - 1 ) , . 

= ( b k - a k } 

* (n-k+1) 

Pela r e l a c a o ( 2 . 1 5 ) , F ( n _ k + 1 ) - F ( n _ k _ 1 ) = F ( n . k ) . Assim, 
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b k + 1 - a k + 1 - ( n ' k ) ( b k - a k ) (2.18) 

*(n-k+1) 

No segundo caso, i s t o e, ^ ( \ ) £ tem-se 

b k + 1 " a k + 1
 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 \ ~

 a k 

Tomando-se a expressao de a p a r t i r da r e l a c a o (2.17) e 

procedendo de maneira andiloga, obtem-se para o comprimento 

do novo i n t e r v a l o 

. F ( n - k ) /. \ 
b k + 1 - a k + 1 = ( b k " a k } 

h ( n - k + 1 ) 

Vale o b s e r v a r era (2.18) que a taxa de reducao do 

i n t e r v a l o de pesquisa ^ ( n _ k ) / F ( n _ k + -] ) * funcao do nuraero da 

i t e r a c a o e, por i s s o , v a r i a de uma i t e r a c a o para o u t r a . 

Numero de ava1iacoes da funcao 

Na p r i m e i r a i t e r a c a o , d o i s pontos Â  e u^ sao 

l o c a l i z a d o s no i n t e r v a l o de pesquisa e duas a v a l i a c o e s de 

funcao sao n e c e s s a r i a s , i s t o e, M ^ ) e <l>(y^). Nas i t e r a -

a v a l i a c a o de funcao e n e c e s s i r i a , j a que x

k + i -

coes subsequentes somente um ponto e l o c a l i z a d o e uma 

y, +^ = Ao f i n a l da i t e r a c a o (n-2) foram f e i t a s ( n -1 ) 

a v a l i a c o e s da funcao. 

Fazendo-se k = n-1 em (2.16) e ( 2 . 1 7 ) , observa-se 
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que os pontos A

n_-^ e
 v

n _ ^ co i n c i d e m com o ponto medio do 

i n t e r v a l o t a

n_i»
b

n_«j 3»
 i s t o *» 

X n - 1 = % - 1 = ( a n - 1 + b n - 1 ) / 2 ' 

Desde quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ ^ = y ^ _ 2 0 u U = A

n _ 2 » o v a l o r da 

funcao no ponto medio do i n t e r v a l o na p e n u l t i m a i t e r a c a o e 

conhecido a p a r t i r da i t e r a c a o a n t e r i o r e, por i s s o , nao e 

n e c e s s a r i a uma a v a l i a c a o a d i c i o n a l do v a l o r da func a o . 

Escolha do nilmero de ava 1 i a c o e s da funcao ( n) 

D i f e r e n t e m e n t e dos o u t r o s metodos que u t i l i z a m 

comparacao de funcao, o metodo de F i b o n a c c i requer que o 

numero t o t a l de a v a l i a c o e s de funcao (n) s e j a e s c o l h i d o 

antecipadamente. I s s o porque a l o c a l i z a c a o dos pontos i n -

t e r n o s ao i n t e r v a l o e f e i t a a p a r t i r das equacSes (2.16) e 

(2.17) e, p o r t a n t o , depende de n. 

A p a r t i r de (2.18) pode-se o b s e r v a r que o c o m p r i -

mento do i n t e r v a l o de pesquisa e r e d u z i d o na k-esima i t e r a -

cao por um f a t o r F ( n _ k ) / F ( n _ k + 1 ) * Assim, ao f i n a l de (n-1) 

i t e r a c o e s , o comprimento do i n t e r v a l o e r e d u z i d o de b^ - a^ 

para ^ n ~ a

n

 = (b-i " a i ^ / ^ n * P° rtanto, n deve ser e s c o l h i d o 

de forma que (b^ - a ^ ) / F n r e f l i t a a p r e c i s a o r e q u e r i d a na 

pes q u i s a . 

Essa necessidade de se e s p e c i f i c a r previamente o 

numero de a v a l i a c o e s n c o n s t i t u i - s e em uma desvantagem do 

metodo, e s p e c i a l m e n t e quando a p l i c a d o a um processo de 
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minimizacao nao e x a t a . A t i t u l o de i l u s t r a c a o , pode-se 

c o n s i d e r a r o caso era que a funcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <H a) deva ser minimizada 

de forma que a solucao a c e i t d v e l s e j a uma dada f r a c a o do 

v a l o r da funcao no ponto i n i c i a l de pesquisa e o niimero de 

a v a l i a c o e s nao possa p o r t a n t o ser previamente e s t a b e l e c i d o . 

Convergencia g l o b a l 

0 a l g o r i t m o tem a p r o p r i e d a d e de convergencia g l o -

b a l para a c l a s s e de funcoes unimodais. 

Taxa de c o n v e r g g n c i a 

0 a l g o r i t m o tem taxa de c o n v e r g e n c i a l i n e a r com 

r e s p e i t o ao i n t e r v a l o de p e s q u i s a , i s t o e, os comprimentos 

dos i n t e r v a l o s de pesquisa c o n s e c u t i v o s decrescem l i n e a r -

mente. 

Sequencia de passos c o m p u t a c i o n a i s 

do a l g o r i t r a p 2 . 2 . 1 

1. E s p e c i f i q u e o i n t e r v a l o i n i c i a l [ a ^ , b ^ ] e o comprimento 

do i n t e r v a l o f i n a l L > 0. 

2 . Se ( b 1 - a 1 ) < L, PARE. 

3 . Gere a sequencia de nilmeros de F i b o n a c c i a t e o terrao 

F , de forma que a r e l a c a o F n > 2 ( b > , - a 1 ) / L s e j a sa-

t i s f e i t a . 

4 . C a l c u l e 
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h ' a 1 + £ F n _ 2 / F n ] ( b l - 8 1 ) 

^ = b 1 - [ F n _ 2 / F n ] ( b l - a i ) 

5. A v a l i e 4< ) e 4>(u^) 

6. I n i c i a l i z e o contador de i t e r a c o e s 

k = 1 

7. Se $ ( A k ) = <t> ( y k ) , 

renomeie os pontos a^ = AR, = P k e vd para 2. 

8. Se * ( * k ) <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H\), 

- renomeie os pontos a R + 1 = b R + 1 = b k ; \ + 1 = ^ k 

- c a l c u l e VJ

k + -j 

- se k = ( n - 2 ) , vdi. para 10. 

- a v a l i e • ( v R + 1 ) 

- k = k + 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-  MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA para 7. 

9. - Renomeie os pontos 

a k + i = a k > b k + i = V y k + i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 

- c a l c u l e A. . 

k + 1 

- se k = ( n - 2 ) , vd para 10. 

- a v a l i e <J>( AR + 1 ) 

- k = k + 1 

- va para 7. 

10. Tome o ponto medio do i n t e r v a l o [a . , b n _ ^ ] como a p r o -

ximacao para o minimo e PARE. 
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2.2.2 A l g o r i t m o da secao durea ( A l g o r i t m o m o d i f i c a d o de 

F i b o n a c c i ) 

0 a l g o r i t m o da secao durea ("golden s e c t i o n a l g o -

r i t h m " ) em muito se assemelha ao a l g o r i t m o de F i b o n a c c i . 

D i f e r e , basicamente, nos aspectos r e f e r e n t e s a l o c a l i z a c a o 

dos pontos i n t e r n o s ao i n t e r v a l o de pesquisa e a reducao do 

i n t e r v a l o de pesquisa que, no caso do a l g o r i t m o da secao 

durea, se f a z a uma taxa c o n s t a n t e . 

Seja ^ a

k»t> k] o i n t e r v a l o de pesquisa na k-esima 

i t e r a c a o e d o i s pontos X R e M^, l o c a l i z a d o s s i m e t r i c a m e n t e 

nesse i n t e r v a l o . Tem-se 

a k + (1 - R)(b,, - a k ) (2.19) 

= a, • R ( b k - a k ) (2.20) 

onde R = 0.618034 e o c o e f i c i e n t e da secao durea. 

0 porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qu§ do uso do c o e f i c i e n t e R nas r e l a c o e s 

(2.19) e (2.20) sera 1 e s c l a r e c i d o no prdximo p a r d g r a f o . Vale 

o b s e r v a r que (1 - R) = 0.381966 e, assim, A^ sera l o c a l i z a -

do a, aproximadamente, 38% do compriraento do i n t e r v a l o 

[ a k , b k J a d i r e i t a de a k« 0 mesmo o c o r r e com u k que serd 

l o c a l i z a d o a 38% do comprimento do i n t e r v a l o a esquerda de 

b k . Como ap6s a comparacao dos v a l o r e s da funcao <j>(a) nos 

pontos Â  e U k se tem a k + ̂  = A k ou b. +^ = u k , o novo 

i n t e r v a l o serd 61,8% menor que o a n t e r i o r , i s t o e, 
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b k + 1 ~ a k + 1
 = R ( b k " a k } 

Reducao do i n t e r v a l o de pesquisa 

Sejam I e Ik+2 o s c o m P r i m e n t o s do i n t e r v a l o 

de pesquisa era t r e s i t e r a c o e s s u c e s s i v a s . Se esses c o m p r i -

mentos sao t a i s que 

X k = J k + 1
 + X k + 2 ( 2 ' 2 1 > 

e a r e l a c a o dos comprimentos dos i n t e r v a l o s s u c e s s i v o s e 

i g u a l a uma c o n s t a n t e K, i s t o e, 

X k J k + 1 

K = K + 1 = K (2.22) 

: k + 1 I k + 2 

o v a l o r numerico da c o n s t a n t e K pode ser determinado a 

p a r t i r das r e l a c o e s (2.21) e ( 2 . 2 2 ) . A p a r t i r de ( 2 . 2 2 ) , 

tem-se 

I k - K 2 I R + 2 (2.23) 

D i v i d i n d o - s e (2.21) por I k + 2 > 

I k = I k + 1 + 1 (2.24) 

X k + 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1k+2 
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S u b s t i t u i n d o - s e (2.22) e (2.23) em ( 2 . 2 4 ) , 

K 2 = K + 1 (2.25) 

Entao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K - (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 + / 5 ) / 2 

Tomando-se a r a i z p o s i t i v a , tem-se K = 1.618034. 

No a l g o r i t m o da secao durea, os s u c e s s i v o s i n t e r v a -

l o s de pesquisazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t§m comprimentos que s a t i s f a z e m as r e l a c o e s 

(2.21) e (2.22) com K = 1.618034. Vale o b s e r v a r que 

1/K = R = 0.618034 e 

I k + 1 = I k + 2 = R (2.26) 

*k J k + 1 

0 c o e f i c i e n t e da secao durea R = 0.618034 e r e l a -

cionado com a sequencia de numeros de F i b o n a c c i da s e g u i n t e 

maneira 

F„ - ( 1 + R ) n _ 1 - ( - R ) n _ 1 

Lim — — - = Lim 

F n^~ ( 1 + R ) n - ( - R ) n _ 1 

( 1 + R ) n _ 1 1 

( 1 + R ) n 1+R 

= R 0.618034... 
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Os numeros da sequ§ncia de F i b o n a c c i F n podem ser 

determinados usando-se a f d r m u l a r e c u r s i v a 

F n " F n - 1 + Fn-2> n = 2 ' ^ ••• 

com condicoes i n i c i a i s 

F = F = 1 
1 0 

ou usando a f o r m u l a fechada 

( 1 + R ) n _ (_R) n 

F = 

(1+R) - (-R) 

A a p l i c a c a o da f 6 r m u l a fechada e muito c o n v e n i e n t e 

para determinacao do l i m i t e da expressao ^ n _ ^ / F n quando n^ 

Niimero de a v a l i a c o e s da funcao 

Na p r i m e i r a i t e r a c a o do processo d o i s pontos A e 

sao l o c a l i z a d o s e duas a v a l i a c o e s de funcao sao neces-

s d r i a s , i s t o e, 0 ( A ^ ) e <*> (u ̂  ) . Nas i t e r a c o e s subsequentes 

somente um ponto e l o c a l i z a d o e uma a v a l i a c a o de funcao se 

f a z n e c e s s a r i a . 0 numero t o t a l de a v a l i a c o e s n e c e s s d r i a s 

para r e d u z i r o i n t e r v a l o de pesquisa a t e um comprimento 

f i n a l L nao e necessariamente determinado antecipadamente, 

como no a l g o r i t m o de F i b o n a c c i . Dessa forma, surge a neces-

sidade de se i n t r o d u z i r um t e s t e para v e r i f i c a r se o i n t e r -

v a l o que contem o m i n i m i z a n t e a e menor que o comprimento 
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f i n a l desejado L, quando entao o processo i t e r a t i v o t e r m i -

na. 

Convergencia g l o b a l 

0 a l g o r i t m o tem a p r o p r i e d a d e de c o n v e r g e n c i a g l o -

b a l para a c l a s s e de funcoes unimodais. 

Taxa de converggncia 

0 a l g o r i t m o tem taxa de converggncia l i n e a r com 

r e s p e i t o ao i n t e r v a l o de pesquisa (os comprimentos dos 

i n t e r v a l o s de pesquisa c o n s e c u t i v o s decrescem l i n e a r m e n t e ) . 

Sequencia de passos c o m p u t a c i o n a i s 

do a l g o r i t m o 2.2.2 

1. E s p e c i f i q u e o i n t e r v a l o i n i c i a l [ a ^ , b ^ ] , o comprimento 

do i n t e r v a l o f i n a l L > 0 e o niimero maximo de i t e r a -

coes k 

ma x 

2. Se ( b 1 - a 1 ) < L, PARE. 

3. C a l c u l e 

D = R2 ( b 1 - a,,) 

A1 = a 1 + D 

U1 = b 1 " D 

4 . A v a l i e <J>( X-) e <{)(y,,) 

5. I n i c i a l i z e o c ontador de i t e r a c o e s 

k = 1 
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6. Se ( b, - a, ) < L, tome o ponto medio do i n t e r v a l o 

[ a k , b R ] como aproximacao para o minimo e PARE. 

7. Se (j>(Xk) = 4>(y k), renomeie os pontos a^ = X

R ; b^ = ^ k 

e vd para 2. 

8. Faca D = R.D 

9. Se <K < <t>( y k ) , 

- renomeie os pontos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a k + i
 = V \ + i = V x

k + i = yk 

- c a l c u l e y k + 1 = b R + 1 - D 

- a v a l i e * ( ^ k + 1 ) 

- k = k + 1 

- va" para 11. 

10. - Renomeie os pontos 

a, « » a. : b, „ = M. : M A 
k+1 k' k+1 k' k+1 k 

- c a l c u l e \ A = a, „ + D 

k + 1 k + 1 

- a v a l i e 4>( X ^ ) 

- k = k + 1 

11 . Se k < k , va para 6. 
max' v 

12. PARE. 

2.2.3 A l g o r i t m o da Dic o t o m i a 

A i d e i a b d s i c a do a l g o r i t m o c o n s i s t e em l o c a l i z a r 

d o i s pontos A K e y k i n t e r n a m e n t e no i n t e r v a l o de pesquisa 

de maneira que, a p a r t i r da comparacao dos v a l o r e s <|>(X, ) e 
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$ ( u k ) , o novo i n t e r v a l o de pesquisa s e j a o menor p o s s i v e l . 

Como antes de se proceder a comparacpao dos v a l o r e s <j>(X ) e 

* ( y k ) nao se sabe q u a l dos d o i s e menor, p r o c u r a - s e l o c a l i -

zar os pontos XR e u R de forma a m i n i m i z a r o comprimento do 

pr6ximo i n t e r v a l o de pesquisa [ a k + 1 , b R + 1 ] que sera o maximo 

e n t r e ( y f c - a R ) e ( b R - X R) (Bazarad & S h e t t y ( 1 9 7 4 ) , Adby 

& Dempster ( 1 9 7 4 ) , G o t t f r i e d & Weisman ( 1 9 7 3 ) ) . 

De acordo com a i l u s t r a c a o da f i g u r a 2.5, para d o i s 

pontos X, e y R l o c a l i z a d o s sime t r i c a m e n t e , cada um a uma 

d i s t S n c i a e > 0 do ponto medio, o comprimento do novo 

i n t e r v a l o de pesquisa serd ( b R - a^)/2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + E. Vale observar 

que esse comprimento tende a d e c r e s c e r a medida que d i m i n u i 

a separacao e n t r e os pontos de prova A. e u^. P o r t a n t o , a 

e s t r a t e g i a 6tima c o n s i s t e em l o c a l i z a r d o i s pontos de prova 

s i m e t r i c a m e n t e com r e s p e i t o ao ponto medio do i n t e r v a l o de 

pesquisa e separados e n t r e s i de uma d i s t d n c i a que s e j a a 

menor p o s s i v e l . 

0 e s c a l a r e deve ser s u f i c i e n t e m e n t e pequeno de 

forma que o comprimento do novo i n t e r v a l o ( b R - a^)/2 + e 

s e j a b a s t a n t e pr6ximo do v a l o r t e d r i c o 6 timo ( b R - a ^ ) / 2 . 

No e n t a n t o , nao se pode r e d u z i r o v a l o r de e a r b i t r a r i a -

mente, uma vez que os v a l o r e s 4> ( X R ) e <t>(yj.) p recisam ser 

d i s t i n g u i v e i s . 
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f— 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U
 L

k * l  

L K + 1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  

F i g u r a 2 . 5 : I l u s t r a o metodo da D i c o t o m i a . 

Reducao do i n t e r v a l o de pesquisa e_ 

nume ro de a v a l i a c o e s da funcao 

Em cada i t e r a c a o do processo d o i s pontos AR e u k 

sao l o c a l i z a d o s i n t e r n a m e n t e no i n t e r v a l o de pesquisa e 

duas a v a l i a c o e s da funcao sao n e c e s s a r i a s . 

0 comprimento do i n t e r v a l o de pesquisa no i n i c i o da 

i t e r a c a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( k+1) e dado por (Bazarad & S h e t t y ( 1 9 7 4 ) ) : 

( b

k + 1 "
 a

k + 1 } " I k ( b 1 ~
 a

^
 + 2 £ ( 1

 " l k
} 

Essa f 6 r m u l a pode ser usada para se d e t e r m i n a r o 

numero de i t e r a c o e s n e c e s s a r i a s para se r e d u z i r o i n t e r v a l o 

a t e um v a l o r e s p e c i f i c a d o . Como em cada i t e r a c a o sao f e i t a s 

duas a v a l i a c o e s da funcao, a f d r m u l a pode tambem ser usada 

para se d e t e r m i n a r o numero de a v a l i a c o e s da funcao. 

Convergencia g l o b a 1 

0 a l g o r i t m o tem a p r o p r i e d a d e de c o n v e r g e n c i a g l o -
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b a l para a c l a s s e de funcoes unimodais. 

Taxa de c o n v e r g g n c i a 

0 a l g o r i t m o tem taxa de c o n v e r g g n c i a l i n e a r com 

r e s p e i t o ao i n t e r v a l o de pesquisa (os i n t e r v a l o s de p e s q u i -

sa c o n s e c u t i v o s decrescem l i n e a r m e n t e ) . 

Sequgncia de passos c o m p u t a c i o n a i s 

do a l g o r i t m o 2.2.5 

1. E s p e c i f i q u e o i n t e r v a l o i n i c i a l [ a ^ . b ^ J , o comprimento 

do i n t e r v a l o f i n a l L > 0 e o numero maximo de i t e r a -

coeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k r max 

2. I n i c i a l i z e o c ontador de i t e r a c o e s 

k = 1 

5. SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( b . - a k ) < L, tome o ponto medio do i n t e r v a l o 

[ a ^ , b R ] como aproximacao para o minimo e PARE. 

4. C a l c u l e 

X

k
 = ( a

k
 + b

k
) / 2

 "
 £ 

y

k "
 ( a

k
 + b

k
) / 2 + c 

5. A v a l i e 0 ( A R ) e <f> ( u k ) 

6. Se • ( X k ) < 4>(U k), 

- renomeie os pontos a k + ^ = a R ; b R + ^ = u R 

- k = k + 1 

- vd para 8. 
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7. - Renomeie os pontos 

a k + i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V b k + i = b k 

- k = k + 1 

Se k < k „ . va parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 
max' r 

9 . PARE. 

2.3 A l g o r i t m o s baseados em i n t e r p o l a c a o p o l i n o m i a l 

0 p r i n c i p a l aspecto dessa c l a s s e de a l g o r i t m o s e 

que a funcao u n i d i m e n s i o n a l 0 ( a ) : R N R'' a ser m i n i m i -

zada e aproximada por um p o l i n S m i o que c o i n c i d e com 0 ( A ) em 

v a l o r da funcao ou em v a l o r da funcao e v a l o r de algumas 

d e r i v a d a s em um c e r t o numero de po n t o s , a p r i o r i e s c o l h i -

dos. Na' d i s c u s s a o que se segue supoe-se que 0 ( a ) e uma 

funcao unimodal. 

I n t e r p o l a c a o q u a d r d t i c a 

Sejam x, w e v tre"s v a l o r e s d i s t i n t o s de a , t a i s 

que 6 ( x ) < 0(w) < 0 ( v ) . Os pontos x, w e v s a t i s f a z e m a uma 

das s e g u i n t e s c o n f i g u r a c o e s : w < x < v e v < x < w . S e a 

funcao 0 ( a ) e unimodal e o m i n i m i z a n t e a se s i t u a e n t r e os 

pontos w e v, i s t o e, 

w < a < v 

ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 
v < a < w 
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o ponto de minimo do p o l i n o m i o do segundo grau que passa 

p e l o s pontos ( x , 4 > ( x ) ) , (w,4»(w)) e (v,4>(v)) e dado por 

Q = x + p/q, onde 

P = + [ ( x - v ) 2 U(x)-<j>(w)) - ( x - w ) 2 (<J>(x)-<J>(v))] 

(2.27) 

q = - 2 [ ( x - v ) (d,(x)-<j)(w)) - (x-w)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U ( x ) - < D ( v ) ) ] 

I n t e r p o l a 9 a o c u b i c a 

Sejam x e w d o i s v a l o r e s d i s t i n t o s de ct t a i s que 

4>(x) < <l>(w) e que s a t i s f a z e m a uma das c o n f i g u r a c o e s 

x < w, com <|'' ( x ) < 0 e 4»'(w) > 0 

ou 

x > w, com <j)'(x) > 0 e 4>'(w) < 0 

Se a funcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA $>( a) * unimodal e o m i n i m i z a n t e a se 

s i t u a e n t r e os pontos x e w, o ponto de minimo do p o l i n f i m i o 

do t e r c e i r o grau que passa p e l o s pontos (x,<j>(x)) e (w,<J>(w)) 

com d e r i v a d a s Q '(X) e <J>'(w), r e s p e c t i vamente, e dado por 

x + p/q, onde 
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P = +(w-x) [ ((,' ( x ) - Y - n ] 

(2.28) 

q = - [ $ • ( w ) - <J)» ( x ) + 2YJ 

e 

Y = s i n a l ( w - x ) [ n 2 - <t>*(x) * ' ( w ) ] 1 / / 2 

1 = 3(6 (x)-cj)(w) )/(w-x) + <J>'(x) +<t>'(w) 

Se os e r r o s de arredondaraento sao d e s p r e z i v e i s e o 

m i n i m i z a n t e a e s t d s i t u a d o e n t r e d o i s dos pontos usados na 

i n t e r p o l a c a o p o l i n o m i a l , o ponto de minimo do p o l i n f i m i o de 

aproximacao, o b t i d o a p a r t i r da r e l a c a o (2.27) ou (2.28) 

devera" tambem se s i t u a r e n t r e esses d o i s pontos e o i n t e r -

v a l o sera r e d u z i d o . No e n t a n t o , o v a l o r da funcao no novo 

ponto nao e necessariamente menor que em todos os pontos 

usados na aproximacao. 

A p r i n c i p a l d i f i c u l d a d e r e l a c i o n a d a com o uso repe-

t i d o das equacoes (2.27) e (2.28) e que i s s o i m p l i c a na 

supressao de um dos pontos em cada e s t d i g i o . Se o ponto 

c o r r e s p o n d e n t e ao maior v a l o r da funcao f o r s u p r i m i d o , o 

i n t e r v a l o que contem o novo c o n j u n t o de pontos pode nao 

c o n t e r o m i n i m i z a n t e e, nesse caso, as f 6 r m u l a s acima podem 

nao l e v a r a r e s u l t a d o s c o n f i a v e i s , uma vez que es t a o sendo 

usadas para e x t r a p o l a c a o . Uma solucao a l t e r n a t i v a e garan-

t i r que o i n t e r v a l o que contem o novo c o n j u n t o de pontos 
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s e mp r e  c o n t e m o mi n i mi z a n t e  a  .  No e n t a n t o ,  i s s o p o d e  

t o r n a r  a  c o n v e r g e n c i a  do p r o c e s s o b a s t a n t e  l e n t a .  

Na s  s e c o e s  2 . 3 . 1 e  2 . 3 . 2 s a o a p r e s e n t a d o s  d o i s  

a l g o r i t mo s  b a s e a d o s  em i n t e r p o l a c a o p o l i n o mi a l .  Os  a l g o -

r i t mo s  f a z e m u s o d a s  e q u a ^ o e s  ( 2 . 2 7 )  e  ( 2 . 2 8 )  e  s e  p r e s t a m 

a  mi n i mi z a i j a o de  f u n 9 o e s  u n i d i me n s i o n a i s  ( | >( a)  em um i n t e r -

v a l o f e c h a d o que  c o n t e n h a  o mi n i mi z a n t e  a  .  Ao f i n a l  de  

c a d a  i t e r a c a o ,  o s  v a r i o s  p o n t o s  s a o r e n o me a d o s  de  f o r ma  que  

0 n o v o c o n j u n t o de  p o n t o s  c o n t e n h a  o mi n i mi z a n t e  a  .  

2 . 3 . 1 Al g o r i t mo b a s e a d o em i n t e r p o l a c a o q u a d r a t i c a  com 

i n f o r ma c o e s  a s s o c i a d a s  a  t r e s  p o n t o s  

S e j a  [ a , b ]  um i n t e r v a l o f e c h a d o que  c o n t e m o mi n i -

mi z a n t e  a  da  f u n 9 a o u n i d i me n s i o n a  1 <j> ( a  ) .  Se j a m x ,  w e  v 

t r £ s  v a l o r e s  d i s t i n t o s  de  a ,  t a i s  que  $ ( x )  < <j >( w)  <_ d > ( v ) .  

Te m- s e  a  < x < b e  d u a s  c o n f i g u r a 9 o e s  p o s s i v e i s  p a r a  o s  

p o n t o s  w e  v :  

w = a  e  v = b 

w = b e  v = a  

Es c o l h a  a  t o l e r S n c i a  t o l  e  f a 9 a  k = 0 .  

1 .  k = k + 1 

2 .  Ca l c u l e  o p o n t o me d i o 

r a  = ( a  + b ) / 2 
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3 .  Ve r i f i q u e  o c r i t e r i o de  c o n v e r g e n c i a :  

Se  ma x ( x - a , b - x )  < t o l ,  t ome  o p o n t o x c omo a  s o l u c a o 
At i ma  e  PARE.  

4 .  Ca l c u l e  C ( p o n t o de  mi n i mo do p o l i n 6 mi o q u a d r a t i c o ) ,  f a -

z e n d o 

r  = ( x - w)  [ <j ) ( x )  -  <{, ( v)  ]  

q = ( x - v )  [ <| ) ( x)  -  <f >( w)  ]  

p = ( x - v ) q -  ( x - w) r  

q = 2 ( q - r )  

Se  q < 0 ,  f a c a  q = - q .  Em c a s o c o n t r a r i o ,  f a c a  

p = -  p .  

Fa c a  0 = x + p / q .  

5 .  Ava  l i e  <j>(  Q )  .  

6 .  Re n o me i e  o s  p o n t o s  a ,  b ,  x ,  w,  v e  o s  c o r r e s p o n d e n t e s  

v a l o r e s  <f >( x) ,  <J ) ( w)  e  t }>( v)  da  s e g u i n t e  ma n e i r a :  

Se  <f)  ( d )  < $ ( x )  ,  f a ? a  

Se  f l  > x ,  a  = x ;  w = x ;  x = f l  

S e d < x ,  b = x ; w = x ;  x = f l ;  v = w 

Em c a s o c o n t r a r i o ,  f a c a  
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Se  u > x ,  b = a  

SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <K<3)  < 4>( w) ,  v = w;  w = f i  

Se  <J>(Q)  > <J>( w) ,  v = Q 

Se  0  < x ,  a  = Q 

Se  o ( f l )  < <| >( v)
f
 w = C 

Se  <Ku)  > 4 >( v ) ,  w = v ;  v = 0 .  

7 .  Va  p a r a  1  .  

Co n v e r g e n c i a  g l o b a 1 

0 a l g o r i t mo t e r n a  p r o p r i e d a d e  de  c o n v e r g e n c i a  

g l o b a l  p a r a  a  c l a s s e  de  f u n c o e s  u n i mo d a i s .  

Ta x a  de  c o n v e r g e n c i a  

0 a l g o r i t mo t e r n t a x a  de  c o n v e r g e n c i a  s u p e r l i n e a r .  

2 . 3 . 2 Al g o r i t mo b a s e a d o em i n t e r p o l a c a o c u b i c a  de  He r mi t e  

c om i n f o r ma c o e s  a s s o c i a d a s  a  d o i s  p o n t o s  

S e j a  [ a , b ]  um i n t e r v a l o f e c h a d o que  c o n t e m o 

mi n i mi z a n t e  a  da  f u n c a o u n i d i me n s i o n a  1 <J> ( a  ) .  Se j a m x e  w 

d o i s  v a l o r e s  d i s t i n t o s  de  a  t a i s  que  <J>( x)  < ^ ( w)  e  que  

s a t i s f a z e m a  uma  d a s  c o n f i g u r a c o e s  

x = a  e  w = b ,  c om <t >' ( x)  < 0 e  <f >*( w)  > 0 
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ou 

x = b e  w = a ,  c om i j )  '  ( x )  > Oe  <J>'  ( w)  < 0 .  

Es c o l h a  a  t o l e r a n c i a  t o l  e  f a 9 a  k = 0 .  

1 .  k = k + 1 

2 .  Ve r i f i q u e  o c r i t e r i o de  c o n v e r g e n c i a :  

Se  ( b - a )  < t o l ,  t ome  o p o n t o x c omo a  s o l u c a o 6 t i ma  e  

PARE.  

3 .  At r i b u a  v a l o r e s  a s  v a r i a v e i s  a u x i l i a r e s  x ^ ,  f ^ ,  g ^ ,  x
2

,  

f
2

 e

 § 2'  f
a z e n

d o 

Se  x=a  e  w=b ,  f a 9 a  x^ = a ;  = <J >( x) ;  g
1
 = d ) ' ( x )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x
2
 = b;  f

2
 = 0 ( w)  

Se  x=b e  w=a,  f a 9 a  x^ = a ;  = <Kw)  

:
2
 = b;  f p = 9 ( x )  

g
2
 = 4>'  ( w)  

g
1 

( w)  

g
2
 = <J>' ( x)  

4 .  Ca l c u l e  u ( p o n t o de  mi n i mo do p o l i n S mi o do t e r c e i r o 

g r a u ) ,  f a z e n d o 

n = g
1
 + g

2
 " 3 (

f

i  " f
2

) / (
x

< ]  "
 x

2 ^ 

Se  |
g l

l  > | g
2

l ,  e  = [ g
1
 | [ ( n / g

1
)

2

- ( g
2

/ g
1

) ]
1 / 2 

Se  |
g l

|  < | g
2

l ,  e  = ! g
2
 | [ ( n / g

2
)

2

- ( g
1

/ g
2

) ]
1 / 2 

r  = g
9
 -  g

1
 + 2e  
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s

 = - g
1
 + n + e  

t  = s / r  

Q = ( 1 - t ) x ^ + t x
2 

5 .  Av a l i e  $ ( Q)  e  <t >' ( ( l ) .  

6 .  Re nor a e i e  o s  p o n t o s  a ,  b ,  x ,  we  o s  c o r r e s p o n d e n t e s  

v a l o r e s  a ) ( x ) ,  ? ' ( x ) ,  <j >( w)  e  <f >' ( w)  da  s e g u i n t e  ma n e i r a :  

Se  0 ( u )  < 6 ( x ) ,  f a c a  

Se  <J>' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 0 )  < 0 ,  a  = Q;  x = 0 

Se  <J>'  ( u )  > 0 ,  b = Q;  x = f l  

Em c a s o c o n t r a r i o ,  f a c a  

Se  u < x ,  a = C ; w = Q 

S e Q > x ,  b = i l ; w = u 

7 .  Va  p a r a  1 .  

Co n v e r g g n c i a  g l o b a 1 

0 a l g o r i t mo a p r e s e n t a  c o n v e r g e n c i a  g l o b a l  p a r a  a  

c l a s s e  de  f u n c o e s  u n i mo d a i s  que  s e j a m c o n t i n u a me n t e  d i f e -

r e n c i a v e i s .  

Ta x a  de  c o n v e r g e n c i a  

0 a l g o r i t mo t e m t a x a  de  c o n v e r g e n c i a  s u p e r l i n e a r .  



3 ALGORI TMOS HI BRI DOS COM PROTECOES 

3. 1 Al g o r i t mo s  h i b r i d o s  c om p r o t e 9 o e s  p a r a  a  mi n i mi z a -

9a o de  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Ne s t a  s e c a o s a o a p r e s e n t a d o s  o s  c o n c e i t o s  b a s i c o s ,  

e s t r a t e g i a  e  o c o n j u n t o de  p r o t e c o e s  d o s  a l g o r i t mo s  h i b r i -

d o s  com p r o t e 9 o e s  p a r a  mi n i mi z a 9 a o de  f u n 9 o e s  c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s :  Al g o r i t mo de  Br e n t ,  Al g o r i t mo da  Bi s s e c 9§ To 

e  Al g o r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y em s u a s  d u a s  v e r s o e s  ( c om e  

s em u s o de  d e r i v a d a s  c omo i n f o r ma 9 o e s ) .  Tambem e  a p r e s e n t a -

do o c r i t e r i o de  c o n v e r g e n c i a  e ,  p a r a  c a d a  a l g o r i t mo ,  e  

f e i t a  s e p a r a d a me n t e  uma  d e s c r i 9 a o do me t o d o de  c o mp a r a 9 a o 

de  f u n 9 § o .  

Co n c e i t o s  b a s i c o s ,  e s t r a t e g i a  d o s  a I g o r i t mo s  e_ 

c o n j u n t o de  p r o t e 9 o e s  

As s ume - s e  que  em c a d a  i t e r a c a o do p r o c e s s o de  mi n i -

mi z a 9 a o e  c o n h e c i d o um i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  [ a , b ]  que  

c o n t e m o p o n t o de  mi n i mo a  da  f un9§ o que  s e  d e s e j a  mi n i mi -

z a r .  
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Qua ndo s a o u s a d o s  c omo i n f o r ma c o e s  o s  v a l o r e s  da  

f u n c a o e  da  p r i me i r a  d e r i v a d a  a s s o c i a d o s  a  d o i s  p o n t o s ,  

a s s u me - s e  que  d o i s  p o n t o s  x e  w s a o t a r a be m c o n h e c i d o s .  0 

p o n t o x e  a q u e l e  a s s o c i a d o a o me nor  v a l o r  da  f u n c a o a t e  

e n t a o ( i s t o e ,  <t >( x)  < 0 ( a )  p a r a  q u a l q u e r  v a l o r  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a o n d e  a  

f u n c a o j a  f o i  a v a l i a d a )  e  w e  o p o n t o c o r r e s p o n d e n t e  a o 

s e g u n d o me nor  v a l o r  da  f u n c a o ou e  o Ul t i mo p o n t o onde  a  

f u n c a o f o i  a v a l i a d a .  Ve r  f i g u r a  3 . 1 - a .  Ex i s t e m q u a t r o c o n -

f i g u r a c o e s  p o s s i v e i s  p a r a  o s  p o n t o s  a ,  b ,  x e  w:  

i ) x = a e  w < a  

i i ) x = a e  w = b 

( 3 . 1 )  
i i i )  x •  b e  w = a  

i v ) x = b e  w > b 

Qua ndo s a o u s a d o s  c omo i n f o r ma c o e s  os  v a l o r e s  da  

f u n c a o a s s o c i a d o s  a  t r § s  p o n t o s ,  a s s u me - s e  que  t r § s  p o n t o s  

x ,  w e  v s a o t a mbe m c o n h e c i d o s ;  x e  o p o n t o onde  a  f u n c a o 

t e r n o me nor  v a l o r  a t e  e n t a o ,  w e  o p o n t o onde  a  f u n c a o t e m 

o s e g u n d o me nor  v a l o r  e  v e  o p o n t o onde  a  f u n c a o t e m o 

t e r c e i r o me nor  v a l o r  ou e  o u l t i mo p o n t o o n d e  a  f u n c a o f o i  

a v a l i a d a .  Ve r  f i g u r a  3 . 1 - b .  Te m- s e  a  < x < b e  q u a t r o 

c o n f i g u r a c o e s  p o s s i v e i s  p a r a  w e  v :  

i ) w = a e  v < a  i i i )  w = b e  v = a  

( 3 . 2 )  

i i )  w = a  e  v = b i v )  w = b e  v > b 



F i g u r a  5 . 1 :  ( a j  c o n f i g u r a g a o ( i )  da  r e l a g a o ( 3 . 1 )  

( b )  c o n f i g u r a g a o ( i )  d a  r e l a g a o ( 3 . 2 )  
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A e s t r a t e g i a  b a s i c a  d o s  a l g o r i t mo s  c o n s i s t e  em 

g e r a r  um n o v o p o n t o u* ( p r i me i r a  p r e v i s a o ) ,  a  p a r t i r  d a s  

i n f o r ma c o e s  d i s p o n i v e i s  n o s  p o n t o s  x e  w ou x ,  w e  v ,  t a i s  

c omo v a l o r  da  f u n c a o e  da  p r i me i r a  d e r i v a d a .  0 n o v o p o n t o (3 

e  o b t i d o a t r a v e s  de  i n t e r p o l a c a o p o l i n o mi a l  c om p r o t e c o e s  

( o t e r mo i n t e r p o l a c a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  u s a d o a q u i  p a r a  s i g n i f i c a r  i n t e r p o -

l a c a o p r o p r i a me n t e  d i t a  ou e x t r a p o l a c a o ) .  No c a s o em que  

d e r i v a d a s  s a o u s a d a s ,  o p o l i n 6 mi o i n t e r p o l a d o r  e  do t e r c e i -

r o g r a u e  c o i n c i d e  c om 0 ( a )  e  <J>' (° 0  n o s  p o n t o s  x e  w.  No 

c a s o em que  d e r i v a d a s  n a o s a o u s a d a s ,  o p o l i n S mi o i n t e r p o -

l a d o r  e  do s e g u n d o g r a u e  c o i n c i d e  c om <H° 0  n o s  p o n t o s  x ,  w 

e  v .  As s i m,  em c a d a  i t e r a c a o ,  o p o n t o de  mi n i mo do p o l i n 5 -

mi o i n t e r p o l a d o r  £ t o r na do como a  p r e v i s a o 0 .  

0 a l g o r i t mo de  Br e n t  e  o a l g o r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y 

( v e r s a o s em d e r i v a d a s )  u t i l i z a m i n t e r p o l a c a o q u a d r a t i c a  em 

c o mb i n a c a o com me t o d o s  de  c o mp a r a c a o de  f u n c a o .  0 a l g o r i t mo 

da  Bi s s e c c a o e  o a l g o r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o com 

d e r i v a d a s )  u t i l i z a m i n t e r p o l a c a o c i i b i c a em c o mb i n a c a o c om 

me t o d o s  de  c o mp a r a c a o de  f u n c a o .  

Em c a d a  i t e r a c a o e x i s t e  um i n t e r v a l o [ a , b ]  que  

c o n t e m o mi n i mo ,  mas  a s  a p r o x i ma c o e s  p o l i n o mi a i s  s a o s e mp r e  

f e i t a s  n o s  p o n t o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  me n o r e s  v a l o r e s  da  

f u n c a o ,  i s t o e ,  p o n t o s  x e  w q u a n d o d e r i v a d a s  s a o u s a d a s  e  

p o n t o s  x ,  w e  v q u a n d o d e r i v a d a s  n a o s a o u s a d a s .  A t a x a  de  

c o n v e r g e n c i a  d o s  a l g o r i t mo s  que  u t i l i z a m a p r o x i ma c o e s  p o l i -

n o mi a i s  em c o mb i n a c a o com c o mp a r a c a o de  f u n c a o e  q u a d r a t i c a  

no c a s o com d e r i v a d a s  e  e  s u p e r l i n e a r  c om o r d e m 1 , 3 2 4 . . .  
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no c a s o s em d e r i v a d a s .  No e n t a n t o ,  e s s a s  t a x a s  s 6 s a o 

e f e t i v a s  c a s o a s  a p r o x i ma c o e s  s e j a m f e i t a s  n o s  p o n t o s  onde  

a  f u n c a o t e m os  me n o r e s  v a l o r e s  a t e  e n t a o ,  s e n d o que  e s s e s  

p o n t o s  n a o l o c a l i z a m o mi n i mo n e c e s s a r i a me n t e .  

0 p o n t o f l ,  g e r a d o a  p a r t i r  de  uma  a p r o x i ma c a o 

p o l i n o mi a l ,  p r e c i s a  s a t i s f a z e r  c e r t a s  c o n d i c o e s  p a r a  que  

v e n h a  a  s e r  a c e i t o c omo a p r o x i ma c a o do mi n i mo da  f u n c a o 

<f i ( a )  n a q u e l a  i t e r a c a o ,  i s t o e ,  s o b d e t e r mi n a d a s  c o n d i c o e s  

t e m- s e  u = d ,  o n d e  u 4 a  a p r o x i ma c a o a c e i t a  na  i t e r a c a o .  

Qua ndo o p o n t o d n a o s a t i s f a z a  uma  d a s  c o n d i c o e s ,  um o u t r o 

p o n t o u ,  o b t i d o p o r  um me t o d o de  c o mp a r a c a o de  f u n c a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  

a c e i t o ,  i s t o e ,  u = u .  Es s a s  c o n d i c o e s  s a o r e s u mi d a s  no 

s e g u i n t e  c o n j u n t o de  p r o t e c o e s ,  i s t o e ,  u e  f e i t o i g u a l  a  

Q,  e x c e t o n o s  s e g u i n t e s  c a s o s :  

i )  0 s e  s i t u a  f o r a  do i n t e r v a l o [ a , b ] .  I s s o n o r -

ma l me n t e  o c o r r e  q u a n d o s e  t e m a s  c o n f i g u r a c o e s  ( i )  

o u ( i v )  d a s  r e l a c o e s  ( 3 . 1 )  ou ( 3 . 2 ) .  E n t r e t a n t o ,  

d e v i d o a  e r r o s  de  a r r e d o n d a me n t o ,  p o d e  o c o r r e r  

mes mo q u a n d o a  c o n f i g u r a g a o f o r  de  i n t e r p o l a c a o .  

Ca s o d n a o s e  s i t u e em [ a , b ] ,  u e  f e i t o i g u a l  a  um 

o u t r o p o n t o u ,  o b t i d o p o r  c o mp a r a c a o de  f u n c a o .  

i i )  d e  o b t i d o p o r  e x t r a p o l a c a o e ,  mes mo que  s e  s i t u e  

em [ a , b ] ,  u s e  s i t u a  e n t r e  Q e  x .  Ne s s e  c a s o t a mbe r a  

u 4 f e i t o i g u a l  a  u .  Es s a  p r o t e c a o s 6 f a z  p a r t e  do 

a l g o r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y ,  

i i i )  A d i s t S n c i a  I x - t i !  na  i t e r a c a o c o r r e n t e  e  ma i o r  que  
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me t a d e  da  d i s t S n c i a  , x - u |  na  a n t e p e n u l t i ma  i t e r a -

c a o .  0 p r o p 6 s i t o d e s s a  r e s t r i c a o e  a s s e g u r a r  a  

r e d u c a o do i n c r e r a e n t o d a d o a o p o n t o x p o r  um f a t o r  

de  p e l o me nos  d o i s ,  a  c a d a  d u a s  i t e r a c o e s .  Es s e  

p r o c e d i me n t o e v i t a  que  s e j a  g e r a d a  uma  s e q u £ n c i a  de  

e s t i ma t i v a s  u que  o s c i l e m em t o r n o do mi n i mo ,  t o r -

n a n d o l e n t a  a  r e d u c a o do i n t e r v a l o de  p e s q u i s a .  

i v )  0 p o n t o d s e  s i t u a  mu i t o p r 6 x i mo a  um d o s  p o n t o s  

o n d e  a  f u n c a o j a  f o i  a v a l i a d a :  a ,  x ou b .  Ne s s e  c a -

s o ,  u e  f e i t o i g u a l  a  um o u t r o p o n t o s e p a r a d o d a -

q u e l e s  onde  a  f u n c a o j a  f o i  a v a l i a d a  p o r  uma  d i s -

t S n c i a  mi n i ma  t o l ( x ) ,  onde  

t o l  ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a )  •  e  |  a |  + x 

e  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T s a o d o i s  p a r S me t r o s  r e l a c i o n a d o s  com a  p r e -

c i s a o da  ma q u i n a .  No c a s o do p o n t o u ,  t a mbe m p o d e  

o c o r r e r  de  o mes mo s e  s i t u a r  mu i t o p r 6 x i mo a  um 

d o s  p o n t o s  a ,  x ou b ,  s e n d o n e c e s s a r i o g e r a r  um n o -

vo p o n t o a f a s t a d o p e l a  d i s t S n c i a  t o l ( x ) .  

Apds  a  e s c o l h a  do p o n t o u ,  e  f e i t a  a  a v a l i a c a o de  

( u )  ( e ,  p o s s i v e l me n t e ,  de  a ) ' ( u ) )  e  o s  v a r i o s  p o n t o s  e  o s  

c o r r e s p o n d e n t e s  v a l o r e s  da  f u n c a o e  da  d e r i v a d a  s a o 

r e n o me a d o s  de  a c o r d o c om o p r o c e d i me n t o a p r e s e n t a d o a  

s e g u i r .  

Re nome a c a o d o s  p o n t o s  
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i )  Ca s o c om d e r i v a d a s  

Se  0 ( d )  < 0 ( x ) ,  f a c a  

w = x 

x = d 

Se  <f>
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 ( 0 )  < 0 ,  a  = d 

Se  4>'  ( 0 )  > 0 ,  b = d 

Em c a s o c o n t r a r i o ,  f a c a  

w = d 

Se  d < x ,  a  = d 

Se  d > x ,  b = d 

i i )  Ca s o s e m d e r i v a d a s  

Se  $ ( d )  < < j ( x ) ,  f a<?a  

Se  d > x ,  a  = x 

Se  d < x ,  b = x 

v = w 

w = x 

x = d 

Em c a s o c o n t r a r i o ,  f a c a  

Se  d < x ,  a  = d 

Se  d > x ,  b = d 

Se  <| >(<3)  < 4 » ( w) ,  v = w; w = d 

Se  <J> ( d )  > o ( w) ,  v = d 

C r i t e r i o de  c o n v e r g e n c i a  

Co n s i d e r a - s e  que  o p r o c e s s o de  mi n i mi z a c a o u n i d i -
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me n s i o n a l  c o n v e r g e  q u a n d o 

ma x ( x - a , b - x )  < 2 t o l ( x )  ( c a s o s em d e r i v a d a s )  

ou 

( b - a )  < 2 t o l ( x )  ( c a s o com d e r i v a d a s )  

Me t o d o s  de  c o mp a r a c a o de  f u n c a o 

i )  Al g o r i t mo de  Br e n t  

No a l g o r i t mo de  Br e n t ,  o me t o d o de  c o mp a r a c a o de  

f u n c a o e  b a s e a d o n a s  i d e i a s  do me t o d o da  s e c a o a u r e a .  A 

p r e v i s a o r aodi f i cada  ( p o n t o u )  e  da da  p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

x + B ( a - x ) ,  x > m 

( 3 . 3 )  

x + 6 ( b - x )  ,  x < m 

onde  m e  o p o n t o mi d i o do i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  e  

6 = ( 3 -  / 5 ) / 2 = 0 . 3 8 1 9 6 6 . . .  

0 p r o c e s s o de  o b t e n c a o do p o n t o u de  a c o r d o com a  

r e l a g a o ( 3 . 3 )  c o n s i s t e  e m,  i n i c i a l me n t e ,  v e r i f i c a r  q u a l  e  

o ma i o r  d e n t r e  o s  s u b i n t e r v a l o s  [ a , x ]  e  [ x , b ] .  0 ma i o r  

d e s s e s  s u b i n t e r v a l o s  e  s e l e c i o n a d o e  o p o n t o u e  l o c a l i z a d o 

a ,  a p r o x i ma d a me n t e ,  3 8 % do c o mp r i me n t o do s u b i n t e r v a l o ,  do 

p o n t o x .  

S e g u i n d o - s e  o p r o c e d i me n t o do me t o d o da  s e c a o a u -
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r e a ,  d o i s  p o n t o s  X e  y s a o l o c a l i z a d o s  i n t e r n a me n t e  no 

i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  ( n o c a s o ,  o i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  

p a r a  a p l i c a c a o do me t o d o da  s e c a o a u r e a  c o i n c i d e  com o 

ma i o r  d e n t r e  o s  s u b i n t e r v a l o s  [ a , x ]  e  [ x , b ] ) .  Dos  p o n t o s  X 

e  u ,  a  p r e v i s a o u e  f e i t a  i g u a l  a q u e l e  que  s e  s i t u a r  ma i s  

p r d x i mo do p o n t o x .  

i i )  Al g o r i t mo da  Bi s s e c c a o 

No c a s o do a l g o r i t mo da  Bi s s e c c a o ,  a  p r e v i s a o mo d i -

f i c a d a  u e  f e i t a  i g u a l  a o p o n t o me d i o do i n t e r v a l o [ a , b ] ,  

i s t o e ,  

u = ( a  + b ) / 2 .  

i i i )  Al g o r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y 

0 me t o d o de  c o mp a r a c a o de  f u n c a o s e r a  d e s c r i t o 

i n i c i a l me n t e  p a r a  o c a s o s em d e r i v a d a s .  Co n s i s t e  em e s t a b e -

l e c e r  um l i mi t e  a r t i f i c i a l  m em [ a , b ]  d a d o p o r  

x + B' ( a - x ) ,  w > x 

x + 6 ' ( b - x ) ,  w < x 

( 3 . 4 - a )  

o n d e  

1 ( - d . / d p )  
2 

1/ 2 

_5 ( 0 . 1 
11 

d
2

/ d
1

) ,  

* i l  < l
d

2
l  

d

l l  > l
d

2
l  

( 3 . 4 - b )  
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e  

= a  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx = b - x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W < X ou J> w > x ( 3 . 4 - c )  

= b - x = a  - x 

Ca s o a  p r e v i s a o d s e j a  r e j e i t a d a p o r  q u a l q u e r  d a s  

p r o t e c o e s ,  a  p r e v i s a o mo d i f i c a d a  u e  f e i t a  i g u a l  a  e s s e  

l i m i t e ,  i s t o e ,  u = m
a
.  

A s e g u i r ,  s a o f e i t o s  a l g u n s  c o me n t a r i o s  s o b r e  o 

p r o c e s s o de  r e j e i c a o da  p r e v i s a o d c a s o a  mes ma  s e  s i t u e  

a l e m do l i mi t e  a r t i f i c i a l  m .  Va l e  o b s e r v a r  q u e :  

-  x  e  o p o n t o a s s o c i a d o a o me nor  v a l o r  da  f u n c a o na  

i t e r a c a o c o r r e n t e ;  

-  o l i mi t e m s e mp r e  s e  s i t u a  a l e m do p o n t o x ,  

-  e  p o s s i v e l  que  o s  p o n t o s  x  e  m
Q
 s e  s i t u e m do mes mo 

l a d o do mi n i mo e  q u e ,  a  me d i d a  que  s e  a v a n c a  na  d i -

c r e s c e n d o .  Ve r  f i g u r a 3 . 2 .  

-  em uma  o u t r a  s i t u a c a o ,  o p o n t o de  mi n i mo p o d e  s e  

s i t u a r  e n t r e  x  e  m
Q
 e ,  a  me d i d a  que  s e  a v a n c a  na  

d i r e c a o x  >
m

a
> a l e m de  m

a
,  a  f u n 9 a o a u me n t a  de  

v a l o r .  Ve r  f i g u r a 3 . 3 .  

Como s u g e r e  a  p r o t e c a o ( i i ) ,  q u a n d o a  p r e v i s a o d s e  

s i t u a  e n t r e  o p o n t o x  e  o l i m i t e m
a
,  s ua  a c e i t a c a o e  i me -

d i a t a .  Na  s i t u a c a o i l u s t r a d a na  f i g u r a 3 . 2 ,  e x i s t e  a  p o s s i -

c o n s i d e r a n d o a  d i r e c a o w > x ;  

a  f u n c a o c o n t i n u e  d e -



J  I  1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— I — — — «~ 

a  a* m a  
a  

w x 

u r a  3 . 3 :  A r e j e i c a o de  p r o v i s o e s  u que  s e  s i t u a m a l e m do l i m i t e  

m
a
 e  um a s p e c t o i mp o r t a n t e  no d e s e mp e n h o do a l g o r i t mo ,  

e s p e c i a l me n t e  q u a n d o s e  c o n s i d e r a  a  p o s s i b i 1 i d a d e  de  a  

f u n c a o c r e s c e r  b r u s c a me n t e  a l e m d e s s e  l i m i t e ,  c omo mos -

t r a  a  f i g u r a .  
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b i l i d a d e  de  o p o n t o d s e  s i t u a r  em uma  f a i x a  de  v a l o r e s  

o n d e  4>( d)  < 0 ( m
a
)  e  a  r e j e i c a o i me d i a t a  da  p r e v i s a o d 

c omo s u g e r e  a  p r o t e c a o ( i i )  -  n a o t e m s e n t i d o .  S u r g e ,  p o i s ,  

a  n e c e s s i d a d e  de  s e  i n t r o d u z i r  um t e s t e  c o mp a r a t i v e  a d i c i o -

n a l .  I s t o e ,  c a s o a  p r e v i s a o d s e  s i t u e  a l e m de  m ,  v e r i f i -

c a - s e  s e  a ) ( d)  > <p( m
a
)  e ,  em c a s o a f i r ma t i v o ,  a  p r e v i s a o d e  

r e j e i t a d a  e  u 4 f e i t o i g u a l  a  m
a
.  

No c a s o com d e r i v a d a s ,  a s  o b s e r v a c o e s  a c i ma  t a mbe m 

s a o v a l i d a s .  As  f 6 r mu l a s  ( 3 . 4 - a )  e  ( 3 . 4 - b )  p e r ma n e c e m i n a l -

t e r a d a s ,  mas  o s  v a l o r e s  d^ e  p a s s a m a  s e r  c a l c u l a d o s  da  

s e g u i n t e  ma n e i r a :  

w -  x 

b -  x ,  w < x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 

a  -  x ,  w > x 

Va l e  o b s e r v a r  que  s e  o s  p o n t o s  e s t a o em 

c o n f i g u r a c a o de  i n t e r p o l a c a o ( c o n f i g u r a c a o ( i i )  o u ( i i i )  da  

r e l a c a o ( 3 . 1 )  ou ( 3 - 2 ) ) ,  o l i m i t e  a r t i f i c i a l  n a o e  

d e f i n i d o ,  uma  v e z  que  o s  p o n t o s  x e  w c o i n c i d e m c om o s  

e x t r e mo s  do i n t e r v a l o de  p e s q u i s a .  Ne s s e  c a s o ,  a  e s t r a t e g i a  

de  c o mp a r a c a o de  f u n c a o c o n s i s t e  em t o ma r  o p o n t o me d i o do 

i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  c omo p r e v i s a o mo d i f i c a d a ,  i s t o e ,  

u = ( a  + b ) / 2 .  
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3. 2 Al g o r i t mo de  Mu r r a y & Ov e r t o n p a r a  a  mi n i mi z a c a o de  

uma  c l a s s e  de  f u n c o e s  que  na o s a o c o n t i n u a me n t e  d i -

f e r e n c i a v e i s  

A s e g u i r ,  e  d e s c r i t o um a l g o r i t mo e s p e c i f i c o p a r a  a  

mi n i mi z a c a o de  f u n c o e s  que  na o s a o d i f e r e n c i a v e i s  do t i p o 

F g ( a ) .  E a p r e s e n t a d o em d e t a l h e s  o p r o c e s s o de  s e l e c a o da  

p r i me i r a  p r e v i s a o d ,  uma  v e z  que  a s  p r o t e c o e s  q u e ,  q u a n d o 

n e c e s s a r i o ,  r e j e i t a m t a l  p r e v i s a o ,  o me t o d o de  r e n o me a c a o 

d o s  p o n t o s ,  o c r i t e r i o de  c o n v e r g e n c i a  e  o me t o d o de  

c o mp a r a c a o de  f u n c a o s a o o s  mes mos  d e s c r i t o s  p a r a  o a l g o -

r i t mo de  G i l l  & Mu r r a y ,  a p r e s e n t a d o a n t e r i o r me n t e .  

A e s t r a t e g i a  b a s i c a  d e s s e  a l g o r i t mo c o n s i s t e  em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

d i s t i n g u i r  s e  o mi n i mo a  e  ou n a o um p o n t o de  d e s c o n t i n u i -

da de  da  d e r i v a d a  e ,  e n t a o ,  s e l e c i o n a r  a  p r e v i s a o d de  

a c o r d o c om o que  p a r e c e r  ma i s  p r o v a v e l ;  d e s s a  f o r ma ,  a  

p r e v i s a o d s e r a  e s c o l h i d a  c omo a  e s t i ma t i v a  de  uma  d e s c o n -

t i n u i d a d e ou c omo o p o n t o de  mi n i mo de  um p o l i n d mi o que  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

a p r o x i ma F ( a )  em t o r n o de  a  .  

3 . 2 . 1 Al g o r i t mo de  Mu r r a y & Ov e r t o n -  v e r s a o s i mp l i f i c a d a  

( " Low o v e r h e a d v e r s i o n " )  

Na  d e s c r i c a o que  s e  s e g u e  s u b e n t e n d e - s e  que  em c a d a  

i t e r a c a o t e m- s e  um i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  [ a , b ]  que  c o n t e m o 

mi n i mo a  e  que  a s  r e l a c o e s  ( 3 - 1 )  o u ( 3 . 2 )  s a o s a t i s f e i t a s .  

0 p r o c e s s o de  o b t e n c a o da  p r e v i s a o d p o d e  s e r  

d i v i d i d o n a s  s e g u i n t e s  e t a p a s :  
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-  E s t i ma t i v a  de  d e s c o n t i n u i d a d e s ;  

-  Ap r o x i ma c o e s  de  F ( a )  p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i -

f e r e n c i a v e i s .  

E s t i ma t i v a  de  d e s c o n t i n u i d a d e s  

Ne s t a  e t a p a ,  p r o c u r a - s e :  

i )  e s t i ma r  a  me nor  e  ma i o r  d e s c o n t i n u i d a d e s  c o n t i d a s  

no i n t e r v a l o [ a , b ]  e  a t r i b u i r  s e u s  v a l o r e s  a s  d e s -

c o n t i n u i d a d e s  de  t e s t e  e  z ^ ,  r e s p e c t i v a me n t e ;  

i i )  e s t i ma r  a  me d i a  a r i t me t i c a  de  t o d a s  a s  d e s c o n t i n u i -

d a d e s  c o n t i d a s  no i n t e r v a l o [ a , b ]  e  a t r i b u i r  e s s e  

v a l o r  a  v a r i a v e l  z ;  

i i i )  c a s o a  c o n f i g u r a c a o s e j a  de  e x t r a p o l a 9 a o ,  v e r i f i c a r  

s e  e x i s t e  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  p o n t o s  x 

e  w ( c o n f i g u r a c o e s  ( i )  ou ( i v )  da  r e l a 9 a o ( 3 . 1 ) )  

o u e n t r e  os  p o n t o s  w e  v ( c o n f i g u r a 9 o e s  ( i )  ou ( i v )  

da  r e l a c a o ( 3 . 2 ) ) .  

A p r i n c i p i o ,  o s  v a l o r e s  f ^ ( a )  e  f
i

( b )  s a o c o mp a r a -

d o s  p a r a  a s  m f u n 9 o e s  c o r a p o n e n t e s  f ^ (
a

) .  Se ,  p a r a  a l g u m i ,  

f ^ ( a )  e  f ^ ( b )  t i v e r e m s i n a i s  c o n t r a r i o s ,  e x i s t e  uma d e s c o n -

t i n u i d a d e  de  F ( « )  e n t r e  a  e  b da da  p e l o z e r o de  f
i

(
a

)  e  

e s s e  z e r o p a s s a  a  s e r  e s t i ma d o .  Ap6s  t e r e m s i d o f e i t a s  a s  

e s t i ma t i v a s  z ^ d o s  z e r o s  d a s  f u n 9 o e s  f ^ ( a )  que mudam de  

s i n a l  no i n t e r v a l o [ a , b ] ,  d e v e - s e  t e r  a r ma z e n a d o s  n a s  d e s -

c o n t i n u i d a d e s  de  t e s t e  z
T
 e  z

D
 o s  v a l o r e s  da  me nor  e  ma i o r  
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d e s c o n t i n u i d a d e s  c o n t i d a s  em [ a , b ] .  Nao e  n e c e s s a r i o a r ma -

z e n a r  o s  v a l o r e s  d a s  e s t i ma t i v a s  z . ;  a  p r o p o r c a o que  c a d a  

e  c a l c u l a d a ,  os  v a l o r e s  z ^ e  z ^ s a o r e n o me a d o s  e  s e  

p r o c e d e  a o c a l c u l o da  e s t i ma t i v a  da  me d i a  a r i t me t i c a  d a s  

d e s c o n t i n u i d a d e s .  

Va l e  o b s e r v a r  que  o c r i t e r i o que  c o mp a r a  o s  v a l o r e s  

f ^ ( a )  e  f . ( b )  p a r a  a s  m f u n c o e s  c o mp o n e n t e s ,  p o d e  n a o 

i d e n t i f i c a r  t o d a s  a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  c o n t i d a s  em [ a , b ] ,  

uma  v e z  que  uma  d e t e r mi n a d a  f u n c a o f . ( < * )  p o d e  a p r e s e n t a r  um 

n u me r o p a r  de  z e r o s  em [ a , b ]  e ,  p o r  i s s o ,  f ^ a )  e  f , ( b )  

a p r e s e n t a r e m s i n a i s  i g u a i s .  Ve r  f i g u r a  3 . 4 .  

Ca s o n a o h a j a  d e s c o n t i n u i d a d e s  no i n t e r v a l o de  

p e s q u i s a  ( o u ,  mes mo que  h a j a ,  o c r i t e r i o n a o i d e n t i f i q u e  

s ua  e x i s t £ n c i a ) ,  e  f e i t a  i g u a l  a  b ,  z
R
 e  f e i t a  i g u a l  a  a  

e  z  na o e  d e f i n i d a .  

Ca s o a  c o n f i g u r a c a o s e j a  de  e x t r a p o l a < ? a o ,  e  n e c e s -

s a r i o v e r i f i c a r  s e  e x i s t e  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  

p o n t o s  x e  w ( c a s o c om d e r i v a d a s )  ou e n t r e  o s  p o n t o s  we  v 

( c a s o s er a  d e r i v a d a s ) .  Se ,  p e l o me nos  uma  d a s  f u n c o e s  

c o mp o n e n t e s  f ^ ( a )  a p r e s e n t a r  s i n a i s  c o n t r a r i o s  n o s  p o n t o s  

em q u e s t a o ,  j a  s e  t e m a  i n f o r ma c a o d e s e j a d a ,  n a o s e n d o 

n e c e s s a r i o f a z e r  o t e s t e  p a r a  a s  f u n c o e s  c o mp o n e n t e s  que  

r e s t a m.  Ve r  f i g u r a  3 . 5 .  Va l e  o b s e r v a r  que  ne nhuma  t e n t a t i v a  

e  f e i t a  p a r a  s e  e s t i ma r  q u a l q u e r  d e s s a s  d e s c o n t i n u i d a d e s .  

Ca s o a  c o n f i g u r a c a o s e j a  de  i n t e r p o l a c a o ( c o n f i g u r a c a o ( i i )  

ou ( i i i )  da  r e l a c a o ( 3 . 1 )  ou ( 3 . 2 ) ) ,  e s s a  i n f o r ma c a o e  
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( a )  

( b )  

F i g u r a  3 . 4 :  I l u s t r a  o p r o c e s s o de  e s t i ma t i v a  de  d e s c o n -

t i n u i d a d e s .  

( a )  Xa  i t e r a c a o k ,  a p e s a r  de  e x i s t i r e m d o i s  

z e r o s  de  f . ( a )  em [ a , b ] ,  o c r i t e r i o u s a  

do na o i d e n t i f i c a  a  e x i s t e n c i a  de  q u a l -

q u e r  z e r o d e s s a  f u n c a o .  

( b )  Xa  i t e r a g a o ( k +1 J  ,  o c r i t e r i o i d e n t i f i -

c a  a  e x i s t e n c i a  de  um z e r o (
r

2 ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q
ue

 V
a

^_ 

s  a  a  s e r  e s t i ma d o .  



F i g u r a  3 . 5 :  Os  p o n t o s  a ,  b ,  x e  w a p r e s e n t a m c o n f i g u r a g a o de  e x t r a p o l a g a o .  

Os  v a l o r e s  de  f ^ ( . x )  e  f .  ( w)  s a o c o mp a r a d o s .  Como f
7
( . x )  e  t "  ( w)  

a p r e s e n t a m s i n a i s  c o n t r a r i o s ,  j a  s e  t e m a  i n f o r ma g a o d e s e j a d a :  

e x i s t e  uma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  x e  w e  na o e  n e c e s s a r i o com-

p a r a r  o s  v a l o r e s  f _ ( x )  e  f _ ( w ) .  
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o b t i d a  a o mes mo t e mp o em que  s a o c o mp a r a d o s  o s  v a l o r e s  

f ^ a )  e  f . ( b ) .  

Qua ndo d e r i v a d a s  s a o u s a d a s ,  a  e s t i ma t i v a  d a s  d e s -

c o n t i n u i d a d e s  e  f e i t a  p e l o me t o d o de  Ne wt o n ,  a  p a r t i r  do 

p o n t o x 

z .  = x -  f
i

( x ) / f ! ( x )  

Se  a  e s t i ma t i v a  o b t i d a  p e l o me t o d o de  Ne wt o n c a i r  

f o r a  do i n t e r v a l o [ a , b ] ,  uma  s e g u n d a  e s t i ma t i v a  e  f e i t a  

u s a n d o - s e  o me t o d o da  Se c a n t e  a  p a r t i r  d o s  p o n t o s  a  e  b :  

z
i
 = a  f . ( b )  -  b f

i
( a )  

f ^ b )  -  f . ( a )  

Es s a  s e g u n d a  e s t i ma t i v a ,  c om c e r t e z a  s e  s i t u a  no 

i n t e r v a l o [ a , b ] ,  A u t i l i z a c a o do me t o d o da  S e c a n t e  a  p a r t i r  

de  d o i s  p o n t o s  onde  a  f u n c a o a p r e s e n t a  s i n a i s  c o n t r a r i o s  em 

c o n j u n t o c om o me t o d o de  Ne wt o n c o mb i n a  a s  v a n t a g e n s  d o s  

d o i s  me t o d o s :  a  c o n v e r g £ n c i a  g l o b a l  do p r i me i r o e  a  c o n v e r -

g e n c i a  s u p e r l i n e a r  do s e g u n d o .  0 me t o d o de  Ne wt o n f u n c i o n a  

c omo um p r o c e d i me n t o de  t e r mi n a c a o ,  a c e l e r a n d o a  c o n v e r -

g e n c i a  do p r o c e s s o n a s  u l t i ma s  i t e r a c o e s ,  q u a n d o a  e s t i ma -

t i v a  i n i c i a l  ( p o n t o x )  s e  s i t u a  p r o x i ma da  s o l u c a o .  

No c a s o em que  d e r i v a d a s  n a o s a o u s a d a s ,  a  e s t i ma -

t i v a d a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  e  f e i t a  p e l o me t o d o da  S e c a n t e ,  

u s a n d o o s  p o n t o s  a  e  b q u a n d o e x i s t i r  a l g u ma  d e s c o n t i n u i -
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da de  e n t r e  o s  p o n t o s  w e  v e ,  er a  c a s o c o n t r a r i o ,  u s a n d o os  

p o n t o s  x e  w.  Ve r  f i g u r a  3 . 6 .  Se  a  e s t i ma t i v a  o b t i d a  a  

p a r t i r  d o s  p o n t o s  x e  w c a i r  f o r a  do i n t e r v a l o ,  d e v e - s e  

u s a r  o s  p o n t o s  a  e  b .  

Ap r o x i ma c o e s  de  F ( a )  p o r  f u n c o e s  

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Pa r a  um d a d o p o n t o y ,  d e f i n e - s e  

F
( y )

( a )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  '  f . ( a )  

i : f . (  a ) >0 

F ^
y

^ ( a )  e  uma  f u n c a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 

que  c o i n c i d e  com F ( a )  no i n t e r v a l o que  c o n t e m o p o n t o y e  

a o l o n g o do q u a l  FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( ° 0  e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l .  A 

d e r i v a d a  d e s s a  f u n c a o e  d e f i n i d a  p o r  

F
( y )

' (
a

)  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) f ! ( a )  

i : f
i

( a ) > 0 

0 p r o c e s s o de  a p r o x i ma c o e s  de  F ( a )  p o r  f u n c o e s  

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  c o n s i s t e  em e s c o l h e r  uma  f u n -

c a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 que  c o i n c i d a  com F ( a )  em um 

c e r t o i n t e r v a l o ( f u n c a o de  a p r o x i ma c a o )  e ,  u s a n d o i n t e r p o -

l a c a o ( o u e x t r a p o l a c a o )  p o l i n o mi a l ,  e s t i ma r  o mi n i mo da  

f u n c a o de  a p r o x i ma c a o .  Es s a  e s t i ma t i v a ,  d e p e n d e n d o de  c e r -

t a s  c o n d i c o e s ,  p o d e  s e r  a c e i t a  como a  p r e v i s a o d .  



F i g u r a  3 . 6 :  I l u s t r a  o p r o c e s s o de  e s t  i ma t  i  v a s  de  d e s c o n t i n u i d a d e s  ( . caso 

s e m d e r i v a d a s ) .  0 me t o d o da  S e c a n t e ,  u s a n d o os  p o n t o s  x e  w 

g e r a  uma  e s t i ma t i v a  z '  que  s e  s i t u a  f o r a  do i n t e r v a l o [ a , b j .  

Us a n d o - s e  os  p o n t o s  a  e  b ,  a  e s t i ma t i v a  z "  s e  s i t u a  em 

[ a , b ] .  
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Ne s s a  v e r s a o s i mp l i f i c a d a do a l g o r i t mo s o me n t e  s a o 

c o n s i d e r a d a s  d u a s  f u n c o e s  de  a p r o x i ma c a o :  F ^
a

^ ( a )  e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F ^
b

\ a ) .  A f u n c a o F ^
a

^ ( a )  c o i n c i d e  com F ( a )
 n o

 i n t e r v a l o 

[
a

>
z

m i n
]  o n d e  z

m i n
 4  a  me nor  d a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  l o c a l i z a -

d a s  em [ a , b ] .  De  f o r ma  a n a l o g a ,  F ^
b

^ (
a

)  c o i n c i d e  c om F ( a )  

no i n t e r v a l o [ z  , b ]  o n d e  z
m

„ „  e  a  ma i o r  d a s  d e s c o n t i n u i -

d a d e s  l o c a l i z a d a s  em [ a , b ] .  Ve r  f i g u r a  3 . 7  

A i n f o r ma c a o o b t i d a  na  p r i me i r a  p a r t e  s o b r e  a  e x i s -

t e n c i a  ou n a o de  d e s c o n t i n u i d a d e s  e n t r e  o s  p o n t o s  x e  w 

( c a s o c om d e r i v a d a s )  ou w e  v ( c a s o s em d e r i v a d a s )  e  u s a d a  

p a r a  s e  e s c o l h e r  a  f u n c a o de  a p r o x i ma c a o .  A i d e i a  b a s i c a  e  

a p r o x i ma r  F (
a

)  p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

u s a n d o ,  q u a n d o p o s s i v e l ,  o s  p o n t o s  que  r e t £ m os  me n o r e s  

v a l o r e s  da  f u n c a o ,  uma  v e z  que  o p r o c e s s o de  a p r o x i ma c o e s  

p o l i n o mi a i s  s u c e s s i v a s  s o me n t e  a p r e s e n t a  c o n v e r g e n c i a  s u -

p e r l i n e a r  c om a  o r d e m e s t a b e l e c i d a  na  s e c a o 3 . 1 s e  o s  

me l h o r e s  p o n t o s  f o r e m u s a d o s  em c a d a  a p r o x i ma c a o .  

No c a s o em que  d e r i v a d a s  s a o u s a d a s ,  s e  n a o f o r  

i d e n t i f i c a d a  q u a l q u e r  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  x e  w,  4  f e i t a  

uma  i n t e r p o l a c a o c d b i c a  n o s  p o n t o s  x e  w,  u s a n d o c omo 

i n f o r ma c o e s  os  v a l o r e s  F ( a )  e  F ' ( a ) .  Ve r  f i g u r a  3 . 8 .  E n t r e -

t a n t o ,  s e  f o r  i d e n t i f i c a d a  p e l o me nos  uma  d e s c o n t i n u i d a d e  

e n t r e  x e  w,  e  f e i t a  uma  e s t i ma t i v a  do mi n i mo da  f u n c a o 

( x )  

F ( a )  ( v a l e  l e mb r a r  que  x = a  o u x = b )  u s a n d o i n t e r p o l a -

c a o c d b i c a  n o s  p o n t o s  a  e  b .  S e j a  s ^ o mi n i mo do p o l i n d mi o 

i n t e r p o l a d o r .  Se  s ^ s e  s i t u a r  em [ a , b ]  e  na o h o u v e r  d e s c o n -

t i n u i d a d e s  e n t r e  x e  ,  i s t o e ,  e  [ a , z ^ ]  p a r a  x = a  ou 



I  l u s t r a  o p r o c e s s o de  a p r o x i ma c o e s  n o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n -

c i a v e i s .  Como na o e  i d e n t i f i c a d a a  e x i s t e n c i a  de  d e s c o n t i n u i d a d e s  e n -

t r e x e  w,  e  f e i t a  uma  i n t e r p o l a c a o c u b i c a  nos  p o n t o s  x e  w,  u s a n d o 

como i n f o r ma g d e s  os  v a l o r e s  de  F ( wJ ,  F ' ( w) ,  F ( x )  e  F ' ( x ) .  T r a t a - s e  de  

um p r o c e s s o de  e x t r a p o l a c a o o n d e  s e  t e m w < x •-  F '  ( w)  < 0 e  F ' ( x )  < 0 

0 p r o c e s s o g e r a  o p o n t o s
]
 que  pode  s e r  a c e i t o como u ,  c a s o s e  s i t u e  

e n t  r e  x e  z ,  .  



F i g u r a  5 . 9 :  Como f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
7
l . . \ J  e  t . ( w)  a p r e s e n t a m s i n a i s  c o n t r a r i o s ,  e  f e i t a  

«•  f a" )  
uma  e s t i ma t i v a  do mi n i mo da  f u n c a o F ( a )  ,  u s a n d o i n t e r  

p o l a c a o c u b i c a  nos  p o n t o s  a  e  b .  Su p o n d o - s e  que  o p o n t o 

s. j  s e  s i t u a  c omo i n d i e  a d o ,  e  i mp o r t  a n t e  n o t a r  que  u s e r a  

f e i t o i g u a l  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S- ,  a p e s a r  de  e x i s t i r  um p o n t o de  d e s c o n t i  

n u i d a d e  de  F( o. )  e n t r e  x e  s . ,  i s s o p o r q u e  o a l g o r i t mo 

na o i d e n t i f i c a  a  e x i s t e n c i a  d e s s a  d e s c o n t i n u i d a d e .  
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s- j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e [ z p , b ]  p a r a  x = b ,  o p o n t o e  a c e i t o c omo a  p r e v i s a o 

d .  Em c a s o c o n t r a r i o ,  uma  s e g u n d a  a p r o x i ma c a o d e v e  s e r  

f e i t a .  Ve r  f i g u r a  3 . 9 .  

Na  s e g u n d a  a p r o x i ma c a o e  e s t i ma d o o mi n i mo da  f u n -

c a o F ^
b

^ ( a )  c a s o x = a  ou F ^
a

^ ( a )  c a s o x •  b ,  u s a n d o 

i n t e r p o l a c a o c u b i c a  n o s  p o n t o s  a  e  b .  S e j a  s
2
 o mi n i mo do 

p o l i n d mi o i n t e r p o l a d o r .  Ca s o s
2
 s e  s i t u e  em [ a , b ]  e  

s
2 e

 [ a , z ^ ]  p a r a  x = b ou s
2
 g [ z ^ , b ]  p a r a  x = a ,  o p o n t o 

s
2
 e  a c e i t o c omo a  p r e v i s a o d .  

Ca s o o s  p o n t o s  s ^ e  s
2
 s e j a m r e j e i t a d o s ,  i s t o 

s i g n i f i c a  que  a  e s t i ma t i v a  de  uma  d e t e r mi n a d a  d e s c o n t i n u i -

da de  s e  s i t u a  e n t r e  o p o n t o a  e  a  e s t i ma t i v a  do p o n t o de  

mi n i mo da  f u n c a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l  que  c o i n c i d e  

c om F ( a )  no p o n t o a .  0 mes mo e  v e r d a d e i r o p a r a  a  f u n c a o 

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e 1 que  c o i n c i d e  com F (
a

)  no p o n t o 

b ,  i s t o e ,  a  e s t i ma t i v a  de  uma  d e t e r mi n a d a  d e s c o n t i n u i d a d e  

s e  s i t u a  e n t r e  os  p o n t o s  s
2
 e  b .  Co n c l u i - s e ,  p o r t a n t o ,  que  

a  p o d e  s e r  um p o n t o de  d e s c o n t i n u i d a d e  e ,  p o r  i s s o ,  a  

p r e v i s a o d e  f e i t a  i g u a l  a  z .  Ve r  f i g u r a  3 . 1 0 .  

No c a s o em que  d e r i v a d a s  n a o s a o u s a d a s ,  o p r o c e d i -

me n t o e  a n a l o g o .  Na o s e n d o i d e n t i f i c a d a  q u a l q u e r  d e s c o n t i -

n u i d a d e  e n t r e  o s  p o n t o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w e  v ,  e  f e i t a  uma  i n t e r p o l a c a o 

q u a d r a t i c a  n o s  p o n t o s  x ,  w e  v u s a n d o c omo i n f o r ma c o ' e s  o s  

v a l o r e s  de  F ( a ) .  Em c a s o c o n t r a r i o ,  e  f e i t a  uma  e s t i ma t i v a  

do mi n i mo da  f u n c a o F ^
w

^ ( a )  ( v a l e  l e mb r a r  que  w = a  o u w = 

b ) ,  u s a n d o i n t e r p o l a c a o q u a d r a t i c a  n o s  p o n t o s  a ,  x  e  b .  



F i g u r a  5 . 10 :  Como o a l g o r i t mo i d e n t i f i c a a  e x i s t e n c i a  de  d e s c o n t i n u i d a d e s  e n t r e  x c  w,  

e  f e i t a  uma  i n t e r p o l a c a o c u b i c a  nos  p o n t o s  a  e  b ,  u s a n d o como i n f o r ma c o e s  
( a )  f  a )  '  

os  v a l o r e s  de  F ( a )  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F
v

 ( a ) .  De s s a  a p r o x i ma c a o r e s u l t a  o p o n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s . .  

Se  x = a  e  s -  > z . ,  uma  s e g u n d a  a p r o x i ma c a o e  f e i t a ,  u s a n d o como i n f o r ma -

goe s  os  v a l o r e s  de  F ( a )  e  F ( a j  nos  p o n t o s  a  e  b .  De s s a  a p r o x i ma -

c a o r e s u l t a  o p o n t o •  Se  s
2
 na o s e  s i t u a r  no s u b i n t e r v a l o [ z

R
, b ] ,  u e  

f e i t o i g u a l  a  z .  
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Ca s o o p o n t o de  mi n i mo do p o l i n d mi o i n t e r p o l a d o r  ( p o n t o s ^ )  

s e  s i t u e  em [ a , b ]  e  s
1
 e  [ a . z j  p a r a  w = a  ou s

1
 e  [ z

R
, b ]  

p a r a  w = b ,  a  p r e v i s a o d e  f e i t a  i g u a l  a  s ^ .  Em c a s o 

c o n t r a r i o ,  uma  s e g u n d a  a p r o x i ma c a o d e v e  s e r  f e i t a .  De s s a  

v e z  e  e s t i ma d o o mi n i mo da  f u n c a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F
{

 ( a )  c a s o w = a  ou 

( a )  

F (  a )  c a s o w = b .  Ca s o e s s a  a p r o x i ma c a o t a mbe m n a o r e s u l - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* 

t e  em um p o n t o a c e i t a v e l ,  c o n c l u i - s e  que  a  p o d e  s e r  um 

p o n t o de  d e s c o n t i n u i d a d e  e ,  p o r  i s s o ,  a  p r e v i s a o dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  f e i t a  

i g u a l  a  z .  

S e q u e n c i a  de  p a s s o s  c o mp u t a c i o n a i s  p a r a  o b t e n c a o 

da  p r e v i s a o d ( c a s o c om d e r i v a d a s )  

1 .  E s p e c i f i q u e  o i n t e r v a l o de  p e s q u i s a  [ a , b ]  e  d o i s  p o n t o s  

x e  w que  s a t i s f a c a m a  r e l a c a o ( 3 . 1 ) .  

2 .  Se  w = a  ou w = b ,  va  p a r a  4 .  

3 .  Ve r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  p o n -

t o s  x e  w,  c o mp a r a n d o os  v a l o r e s  f ^ ( x )  e  f ^ ( w)  p a r a  a s  m 

f u n c o e s  c o mp o n e n t e s .  

4 .  Compa r e  os  v a l o r e s  f . ( a )  e  f ^ ( b )  p a r a  a s  m f u n c o e s  c om-

p o n e n t e s .  Se  n a o f o r  i d e n t i f i c a d a  a  e x i s t e n c i a  de  d e s -

c o n t i n u i d a d e s  em [ a , b ] ,  f a c a  z ^ = b ,  z
R
 = a  e  va  p a r a  

6 .  

5 .  Fa c a  a  e s t i ma t i v a  d a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  e  a t r i b u a  v a l o r e s  

a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  de  t e s t e  

z ^ = me nor  d a s  e s t i ma t i v a s  

z
0
 = ma i o r  d a s  e s t i ma t i v a s  



82 

z  -  me d i a  a r i t me t i c a  d a s  e s t i ma t i v a s  

6 .  Se  f o i  i d e n t i f i c a d a  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  p o n -

t o s  x e  w,  f a c a  uma  i n t e r p o l a c a o c d b i c a  n o s  p o n t o s  a  e  

f x )  f x ) '  

b ,  u s a n d o c omo i n f o r ma c o e s  v a l o r e s  de  F
v

 ' ( a )  e  F (
a

)  

e  va  p a r a  8 .  

7 .  Fa c a  uma  i n t e r p o l a c a o c d b i c a  n o s  p o n t o s  x e  w,  u s a n d o 

c omo i n f o r ma c o e s  v a l o r e s  de  F(  a )  e  F ' ( a ) .  

8 .  At r i b u a  a  v a r i a v e l  s ^ o r e s u l t a d o da  p r i me i r a  a p r o x i ma -

c a o .  

9 .  Se  s ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E [ a , z , ]  p a r a  x = a  ou s ^  E [ z
R

, b ]  p a r a  x = b ,  

f a c a  d = s ^ .  

1 0 .  Fa c a  um i n t e r p o l a c a o c d b i c a  n o s  p o n t o s  a  e  b ,  u s a n d o 

c omo i n f o r ma c o e s :  

-  v a l o r e s  de  F ^
b

^ ( a )  e  F ^
b

^ ' ( a )
 S

e  x = a ;  

-  v a l o r e s  de  F *
a

' ( a )  e  F ^ ' ( a )  s e  x = b ;  

1 1 .  At r i b u a  a  v a r i a v e l  s
2
 o r e s u l t a d o da  s e g u n d a  a p r o x i -

ma c a o .  

1 2 .  Se  s ^ £ [ z
R

, b ]  p a r a  x = a  ou s
2

 c

 La , z
L
J  p a r a  x = b ,  

f a c a  u"  = s
2

.  

1 3 .  Fa c a  d = z .  
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3. 2. 2 Al g o r i t mo de  Mu r r a y & Ov e r t o n -  v e r s a o c om r e f i n a -

me n t o s  ( " Hi g h e r  o v e r h e a d v e r s i o n " )  

Es s a  v e r s a o do a l g o r i t mo ,  er a  c o mp a r a c a o c om a  

v e r s a o s i mp l i f i c a d a ,  r e q u e r  um n d me r o ma i o r  de  o p e r a c o e s  e  

r aem6r i a ,  mas  u t i l i z e  de  f o r ma  ma i s  c o mp l e t a  t o d a s  a s  i n f o r -

ma c oe s  d i s p o n i v e i s .  A d i f e r e n c a  b a s i c a  e n t r e  a s  d u a s  v e r -

s o e s  e  que  na  v e r s a o c om r e f i n a me n t o s  o n d me r o de  a p r o x i -

ma c oe s  de  F ( a )  p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

n a o e  l i mi t a d o a  uma  ou d u a s ,  s e n d o p o s s i v e i s  ma i s  de  m 

a p r o x i ma c o e s .  Sa o f e i t a s  a p r o x i ma c o e s  p o r  f u n c o e s  c o n t i -

n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  e n t r e  c a d a  d u a s  e s t i ma t i v a s  de  

d e s c o n t i n u i d a d e s  a d j a c e n t e s .  Ou t r a  d i f e r e n c a  e n t r e  a s  d u a s  

v e r s o e s  e  que  na  v e r s a o c om r e f i n a me n t o s  a s  d e s c o n t i n u i -

d a d e s  s a o e s t i ma d a s  p e l o p r o c e s s o de  i n t e r p o l a c a o i n v e r s a .  

Como na  d e s c r i c a o da  v e r s a o s i mp l i f i c a d a ,  s u p o e - s e  

que  em c a d a  i t e r a c a o e  c o n h e c i d o um i n t e r v a l o [ a , b ]  que  

c o n t e m o mi n i mo a  e  que  a s  r e l a c o e s  ( 3 . 1 )  o u ( 3 . 2 )  s a o 

s a t i s f e i t a s .  

Es s a  d e s c r i c a o s e  r e f e r e  a o c a s o em que  

F ( a )  < F ( b ) ,  mas  c o n t e m c o me n t a r i o s  que  i l u s t r a m o p r o c e s s o 

no o u t r o c a s o ,  i s t o 4 ,  F ( b )  < F ( a ) .  

A o b t e n c a o da  p r e v i s a o d c o n s i s t e  d a s  s e g u i n t e s  

e t a p a s :  

-  E s t i ma t i v a  de  d e s c o n t i n u i d a d e s ;  

-  Ap r o x i ma c o e s  de  F zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a )  p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i -
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f e r e n c i a v e i s .  

E s t i ma t i v a  d e  d e s c o n t i n u i d a d e s  

Ne s t a  p a r t e ,  p r o c u r a - s e :  

i )  v e r i f i c a r  s e  e x i s t e  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  

p o n t o s  x e  w ( c a s o c o m d e r i v a d a s )  o u e n t r e  o s  p o n -

t o s  w e  v ( c a s o s e m d e r i v a d a s ) ,  q u a n d o a  c o n f i g u -

r a c a o f o r  d e  e x t r a p o l a c a o ;  

i i )  e s t i ma r  t o d a s  a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  l o c a l i z a d a s  n o 

i n t e r v a l o [ a , b ] ;  

i i i )  o r d e n a r  e  a r ma z e n a r  a s  e s t i ma t i v a s  d a s  d e s c o n t i n u i -

d a d e s .  

To d a s  a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  l o c a l i z a d a s  em [ a , b ]  s a o 

e s t i ma d a s  p e l o p r o c e s s o d e  i n t e r p o l a c a o i n v e r s a .  Como o 

p r o c e s s o d e  i n t e r p o l a c o e s  i n v e r s a s  s u c e s s i v a s  s o me n t e  a p r e -

s e n t a  a  v e l o c i d a d e  d e  c o n v e r g £ n c i a  s u p e r l i n e a r  e s t a b e l e c i d a  

n o s  p r o c e s s o s  t e i r i c o s  c a s o o s  me l h o r e s  p o n t o s  s e j a m u s a -

d o s ,  a  i n t e r p o l a c a o i n v e r s a  d e v e  s e r  f e i t a  n o s  p o n t o s  x e  w 

( c a s o c o m d e r i v a d a s )  o u n o s  p o n t o s  x ,  w e  v ( c a s o s e m 

d e r i v a d a s ) ,  a  me n o s  q u e  s e j a  i d e n t i f i c a d a a  e x i s t S n c i a  d e  

a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  p o n t o s  em q u e s t a o ,  q u a n d o 

e n t a o d e v e m s e r  u s a d o s  o s  p o n t o s  a  e  b ( c a s o c o m d e r i v a d a s )  

o u p o n t o s  a ,  x e  b ( c a s o s e m d e r i v a d a s ) .  

E p o s s i v e l  q u e  a  e s t i ma t i v a  u s a n d o o s  p o n t o s  x e  w 

o u x ,  w e  v n a o s e  s i t u e  n o i n t e r v a l o [ a , b ] ,  q u a n d o e n t a o 
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d e v e  s e r  f e i t a uma  o u t r a  e s t i m a t i v a ,  d e s s a  v e z  u s a n d o o s  

p o n t o s  a  e  b o uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a ,  x e  b .  Ca s o e s s a  s e g u n d a  e s t i ma t i v a  

t a mb e m n a o s e  s i t u e em [ a , b ] ,  a  e s t i ma t i v a  p a s s a  a  s e r  

f e i t a  p e l o me t o d o d a  S e c a n t e ,  u s a n d o o s  p o n t o s  a  e  b .  

Qu a n d o d e r i v a d a s  s a o u s a d a s ,  a s  e s t i ma t i v a s  s a o 

f e i t a s  p o r  i n t e r p o l a c a o c u b i c a  i n v e r s a ,  u s a n d o c o mo i n f o r -

ma c o e s  v a l o r e s  d a  f u n c a o e  d a  p r i me i r a  d e r i v a d a  a s s o c i a d o s  

a  d o i s  p o n t o s .  No c a s o s e m d e r i v a d a s ,  a s  e s t i ma t i v a s  s a o 

f e i t a s  p o r  i n t e r p o l a c a o q u a d r a t i c a  i n v e r s a ,  u s a n d o c o mo 

i n f o r ma c o e s  v a l o r e s  d a  f u n c a o a s s o c i a d o s  a  t r § s  p o n t o s .  

As  e s t i ma t i v a s  s a o o r d e n a d a s  e  a r ma z e n a d a s  em um 

v e t o r .  Como c a d a  e s t i ma o z e r o d e  uma  d a d a  f u n c a o 

c o mp o n e n t e ,  e  n e c e s s a r i o a r ma z e n a r ,  em um o u t r o v e t o r ,  o 

n u me r o d a  f u n c a o c o mp o n e n t e  c u j o z e r o e  e s t i ma d o p e l a  

e s t i ma t i v a z ^ q u e  o c u p a  a  p o s i c a o c o r r e s p o n d e n t e  n o v e t o r  

d e  e s t i ma t i v a s .  Ve r  f i g u r a 3 . 1 1 .  

Ap r o x i ma c o e s  d e  F_(_cO p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s  

0 p r o c e s s o c o n s i s t e  em f a z e r  a p r o x i ma c o e s  u s a n d o a s  

f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  q u e  c o i n c i d e m c om F ( a )  

n o s  s u b i n t e r v a l o s  d e l i mi t a d o s  p o r  d u a s  e s t i ma t i v a s  d e  

d e s c o n t i n u i d a d e s  a d j a c e n t e s .  Como s e  s u p o e  q u e  F ( a )  < F ( b ) ,  

o s  s u b i n t e r v a l o s  s a o a n a l i s a d o s  d a  e s q u e r d a  p a r a  a  d i r e i t a .  

( Ca s o F ( b )  < F ( a )  o s  s u b i n t e r v a l o s  d e v e r i a m s e r  a n a l i s a d o s  

d a  d i r e i t a  p a r a  a  e s q u e r d a ) .  



F i g u r a  3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 1 1 :  I l u s t r a  o p r o c e s s o d e  o r d e n a c a o d o s  v e t o r e s  d e  e s t i ma t i v a s  ( Z)  

e  d e  i n d i c a c a o ( I Z J .  

As  e s t i ma t i v a s  d o s  z e r o s  d a s  f u n c o e s  ( ° 0 ,  e  f - ^ C
0 1

)  

,  r ^ e  r ^ .  Ap o s  o r d e n a d o s ,  t e m- s e  o s  s e g u i n t e s  v e t o r e s :  

Z = [ r
3 r i

 r , ]
1 

1Z = [ 5 1 2 ]
T 
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S e j  a m e  y
2
 o s  l i m i t e s  d o s u b i n t e r v a l o em a n a -

l i s e e  s e j a  h ( a )  a  f u n c a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l  q u e  

c o i n c i d e c o m F ( a )  e n t r e  a s  d e s c o n t i n u i d a d e s  e s t i ma d a s  p o r  

y
1
 e  y

2
.  A p r i n c i p i o y ^ e  f e i t o i g u a l  a  a ,  y

2
 i g u a l  a o 

me n o r  d o s  v a l o r e s  { z . } e  h ( a )  c o i n c i d e c o m F ^ ( a ) .  S e j a  s  

a  e s t i ma t i v a  d o mi n i mo d e  h ( a ) ,  o b t i d a  p o r  i n t e r p o l a c a o 

p o l i n o mi a l  ( d i r e t a ) .  Como n a  v e r s a o s i m p l i f i c a d a ,  o p r o c e s -

s o d e  i n t e r p o l a c o e s  d i r e t a s  d e v e  s e r  f e i t o n o s  p o n t o s  x e  w 

o u x ,  w e  v c a s o n a o s e j a  i d e n t i f i c a d a a  e x i s t £ n c i a  d e  

d e s c o n t i n u i d a d e s  e n t r e  o s  p o n t o s  e m q u e s t a o .  Em c a s o c o n -

t r a r i o ,  d e v e m s e r  u s a d o s  o s  p o n t o s  a  e  b o u a ,  x e  b .  

Se  s  < y ^ ,  a  p r e v i s a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q e  f e i t a  i g u a l  a  y^  ,  j a  q u e  

a s  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  q u e  c o i n c i d e m c o m 

F ( a )  a  e s q u e r d a  e  a  d i r e i t a d e  y ^ ,  a p a r e n t e me n t e ,  t e"m s e u s  

p o n t o s  d e  mi n i mo a  d i r e i t a e  a  e s q u e r d a  d e  y ^ ,  r e s p e c t i v a -

me n t e .  

Se  s  > y
2 >

 e n t a o y ^ e  f e i t o i g u a l  a  y
2

,  Y2 * f e i t o 

i g u a l  a o p r o x i mo me n o r  d o s  v a l o r e s  { z ^ } ( o u i g u a l  a  b s e  

n a o h o u v e r  n e n h u ma  e s t i ma t i v a  z ^  ma i o r  q u e  y
2

)  e  h ( a )  ^  a  

f u n c a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l  q u e  c o i n c i d e c o m F ( a )  n o 

n o v o s u b i n t e r v a l o [ y ^ , y
2

J  e  o p r o c e s s o e  r e p e t i d o .  A n o v a  

f u n c a o h ( a )  e  o b t i d a  s o ma n d o - s e  a  f u n c a o h ( a )  a n t e r i o r  a  

f u n c a o +_ f .  ( a ) ,  o n d e  z ^ e  o v a l o r  a n t e r i o r  d e  y
2
 e  o s i n a l  

e  o me s mo q u e  o d e  f ^ ( b ) .  E n t r e t a n t o ,  s e  o v a l o r  a n t e r i o r  

d e  y
2
 f o r  b ,  o p r o c e s s o e  t e r mi n a d o c o m a  p r e v i s a o f e i t a  

i g u a l  a  b .  Ve r  f i g u r a 3 . 1 2 .  



( a )  ( b )  

F i g u r a  3 . 1 2 :  Ap r o x i ma c o e s  d e  F ( a )  p o r  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  .  

( a )  As  e s t i ma t i v a s  d o s  z e r o s  c o r r e s p o n d e m a o s  p o n t o s  r . .  e  r
7
 ,  

i n d i c a d o s  n a  f i g u r a .  Na  p r i me i r a  a p r o x i ma c a o ,  o s u b i n t e r -

v a l o em a n a l i s e  e  [ a . r - J  e  h ( a )  = f ^ ( a . )  .  Como h ( c O e  l i -

n e a r ,  s  e  i n d e f i n i d o e  e  f e i t a uma  s e g u n d a  a p r o x i ma g a o .  0 

n o v o s u b i n t e r v a l o e  [ r
9

, r ^ ]  e ,  c omo r ^ e  a  e s t i ma t i v a  d o 

z e r o d a  f u n g a o c o mp o n e n t e  f
?

( . a ) ,  e s s a  f u n c a o d e v e r a  s e r  s o 

ma d a  ( j a  q u e  f - ( b )  > 0 )  a  f u n c a o h (
a

)  a n t e r i o r .  

( b )  Ca s o a  e s t i ma t i v a  d o mi n i mo d a  f u n c a o f ^ ( a )  + f ^ ( a )
 s e

 s i -

t u e  em [ r - , , r ^ l ,  s e  t e r n u = s .  0 a l g o r i t mo n a  v e r s a o s i m-

p l i f i c a d a  g e r a r i a  u = z .  
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S e q u g n c i a  d e  p a s s o s  c o mp u t a c i o n a i s  p a r a  

o b t e n c a o d a  p r e v i s a o f l _ 

( c a s o c o m d e r i v a d a s  e  F ( a )  < F ( b ) )  

1 .  E s p e c i f i q u e  o i n t e r v a l o d e  p e s q u i s a  [ a , b ]  e  d o i s  p o n t o s  

x e  w q u e  s a t i s f a c a m a  r e l a c a o ( 3 . 1 )  

2 .  Se  w = a  o u w = b ,  v a  p a r a  4 .  

3 .  V e r i f i q u e  s e  e x i s t e  a l g u ma  d e s c o n t i n u i d a d e  e n t r e  o s  

p o n t o s  x e  w,  c o mp a r a n d o o s  v a l o r e s  f ^ ( x )  e  f ^ ( w )  p a r a  

a s  m f u n c o e s  c o mp o n e n t e s .  

4 .  Co mp a r e  o s  v a l o r e s  f ^ ( a )  e  f ^ ( b )  p a r a  a s  m f u n c o e s  c o m-

p o n e n t e s .  Se  n a o f o i  i d e n t i f i c a d a a  e x i s t e " n c i a  d e  d e s -

c o n t i n u i d a d e s  em [ a , b ] ,  f a c a  = a , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y^  = b ,  d e f i n a  

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a )  •  F (
a

)  e  v a  p a r a  1 3 .  

5 .  Fa c a  a  v a r i a v e l  n z  i g u a l  a o n i l me r o d e  d e s c o n t i n u i d a d e s  

e s t i ma d a s  em [ a , b ] .  

6 .  Or d e n e  o v e t o r  d e  e s t i ma t i v a s  ( Z )  e  o v e t o r  d e  

i d e n t i f i c a c a o ( I Z ) .  

7 .  I n i c i a l i z e  a  v a r i a v e l  j  p a r a  c o n t a g e m d o n i l me r o d e  

a p r o x i ma c o e s  p o l i n o mi a i s :  j  = 0 

8 .  y
1
 -  a  

9 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d = d + 1 

1 0 .  y
2 =

 Z ( j )  
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1 1 .  Se  J  -  1 ,  d e f i n a  h ( a )  = F ^
a

^ ( a )  

1 2 .  F a c a  1 = I Z ( j - 1 )  e  d e f i n a  h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( o )  = h ( a )  + f  ( a )  

1 3 .  E s t i me  o mi n i mo d e  h (  a )  u s a n d o i n t e r p o l a c a o c i i b i c a  ( d i -

r e t a ) .  A t r i b u a  a  v a r i a v e l  s  o v a l o r  d e s s a  e s t i m a t i v a .  

1 4 .  Se  y
1
 < s  < y

2
,  f a c a  Q = s  

1 5 .  Se  s  < y
1

,  f a c azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q = y. .  

1 6 .  Se  y
2
 = b ,  f a ? a  (3 = b 

1 7 .  y
1 =

 y
2 

1 8 .  Se  j  < n z ,  v a  p a r a  9 .  

1 9 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 = j  + 1 

2 0 .  y
2
 = b 

2 1 .  Va  p a r a  1 2 .  

5 . 3 A l g o r i t mo s  q u e  f a z e m a  b u s c a  d o mi n i mo a o l o n g o d e  

um p e r c u r s o c u r v i l i n e a r ,  u s a n d o d i r e c o e s  d e  c u r v a -

t u r a  n e g a t i v a  

A i d i i a  d e  u s a r  d i r e c o e s  d e  c u r v a t u r a  n e g a t i v a  n o s  

a l g o r i t mo s  d e  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a l  f o i  i n t r o d u z i d a  

p o r  F i a c c o & Mc Co r mi c k ( 1 9 6 8 )  e ,  s u b s e q u e n t e me n t e ,  i n v e s t i -

g a d a  p o r  v a r i o s  p e s q u i s a d o r e s  ( Mc Co r mi c k ( 1 9 7 7 ) ;  Mo r e  & 

S o r e n s e n ( 1 9 7 9 ) ;  Go l d f a r b ( 1 9 8 0 ) ) .  
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Al g o r i t mo s  q u e  u s a m d i r e c o e s  d e  c u r v a t u r a  n e g a t i v a  

p o d e m s e r  a p l i c a d o s  n o p r o c e s s o d e  mi n i mi z a c a o d e  uma  

f u n c a o f ( x ) ,  m u l t i v a r i a v e l ,  d u a s  v e z e s  d i f e r e n c i a v e l ,  p a r a  

q u a l q u e r  p o n t o p a r t i c u l a r  d e  p e s q u i s a  x ^ ,  g e r a d o p e l o p r o - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

c e s s o d e  mi n i mi z a c a o ,  o n d e  a  ma t r i z  He s s i a n a  V f ( x ,  )  t e n h a  

p e l o me n o s  um a u t o v a l o r  n e g a t i v o ( i s t o e ,  a  ma t r i z  d e v e  s e r  

i n d e f i n i d a ,  n e g a t i v a  s e mi - d e f i n i d a  o u n e g a t i v a  d e f i n i d a ) .  

Em e s p e c i a l ,  e s s e s  a l g o r i t mo s  g a r a n t e m um p r o g r e s s o n o 

p r o c e s s o d e  mi n i mi z a c a o q u a n d o o p o n t o p a r t i c u l a r  d e  p e s -

q u i s a  x ^ e  um p o n t o d e  i n f l e x a o ( i s t o e ,  V f ( x ^ )  0  e  

V f ( x ^ )  t e m p e l o me n o s  um a u t o v a l o r  n e g a t i v o ) .  

Es s e s  a l g o r i t mo s  f a z e m uma  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o -

n a l  ( e m b u s c a  d e  um p o n t o o n d e  a  f u n c a o r e t e m um me n o r  

v a l o r )  a o l o n g o d e  um p e r c u r s o c u r v i l i n e a r .  Es s e  p e r c u r s o e  

d e t e r mi n a d o p e l o s  p o n t o s  x ( a ) ,  d e f i n i d o s  em t e r mo s  d e :  

-  um p o n t o d e  r e f e r e n d a  x ^ ;  

-  d o i s  v e t o r e s :  um p r i m e i r o ,  3.  ,  q u e  r e p r e s e n t a  uma  

d i r e c a o d e s c e n d e n t e  e  um s e g u n d o ,  3 ^ ,  q u e  r e p r e s e n -

t a  uma  d i r e c a o n a o a s c e n d e n t e  d e  c u r v a t u r a  n e g a -

t i v a  ;  

-  d u a s  f u n c o e s  e s c a l a r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( o.  )  e  6 2 ( a ) ,  p a r a  a  > 0 . 

Os  p o n t e s  x ( a )  s a o d e f i n i d o s  p o r  

2 ( a )  = x
R
 + 0

1
 ( a  )  §

k
 + 0

2
(  a)  3

k 

Es s e s  a l g o r i t mo s  f a z e m uma  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o -
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n a l  d e  f o r ma  d i f e r e n t e  d o s  a l g o r i t mo s  c l a s s i c o s ,  q u e  b u s c a m 

um p o n t o me l h o r  a o l o n g o d e  um p e r c u r s o r e t i l i n e o ,  d e t e r -

mi n a d o p e l o s  p o n t o s  x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a ) ,  d e f i n i d o s  p o r  

x ( a )  = x
k
 + a  §

k 

o n d e  <* um p o n t o d e  r e f e r e n d a ,  § .  e  um v e t o r  q u e  r e p r e -

s e n t a  uma  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  d e  p e s q u i s a  e  a  e  um e s c a l a r  

p o s i t i v o .  

Uma  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  § .  s a t i s f a z  a  c o n d i c a o 

V f ( x
k

)  § "
k
 < 0 c a s o v f ( x

k
)  ^  0 o u a  c o n d i c a o y f ( x

k
)  §

k
 = 0 

c a s o v f ( x
k

)  = 0 .  0 v e t o r  §
k
 p o d e  s e r  o b t i d o ,  p o r  e x e mp l o ,  

c o mo a  s o l u c a o d e  

B

k
§

k = "
 V f

< \ )  

o n d e  B
kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA & uma  ma t r i z  s i me t r i c a  e  p o s i t i v a  d e f i n i d a ,  e s c o -

l h i d a  a r b i t r a r i a m e n t e .  

Uma  d i r e c a o n a o a s c e n d e n t e  d e  c u r v a t u r a  n e g a t i v a  a*
k 

s a t i s f a z  a s  c o n d i c o e s  V f ( x
k

)
T

a "
k
 ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  e

 a

^
v 2 f

( \ ) \  < ° -
 0 

v e t o r  d
k
 p o d e  s e r  e s c o l h i d o ,  p o r  e x e mp l o ,  c o mo 

3
k
 = -  s i n a l ( V f ( x

k
)

T

u ) u 

o n d e  u e  um a u t o v e t o r  c o r r e s p o n d e n t e  a o a u t o v a l o r  ma i s  n e - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p 

g a t i v o d a  ma t r i z  He s s i a n a  v f ( 5 c .  ) .  

A f u n c p a o o b j e t i v o ,  u n i d i me n s i o n a l ,  c u j o mi n i mo e  
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e 2 ( o )  = o ,  e 2 ( o )  > o,  8»( o)  = o 

Es s a  e s c o l h a  s a t i s f a z  a s  c o n d i c o e s  p r e v i a me n t e  

e s p e c i f i c a d a s  c a s o V f ( x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk )
T a k <

 0
,  q u a n d o V f ( x

R
)  +•  0 .  

Go l d f a r b ( 1 9 8 0 )  e s c o l h e u &
1
 (  a )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a  e  e

2
( a )  = a

2

.  

Es s a  e s c o l h a  n a o s a t i s f a z  a s  c o n d i c o e s  p r e v i a me n t e  e s p e c i -

f i c a d a s  c a s o Vf ( x "
k

)  = 0 ,  ma s  e  v a n t a j o s a  q u a n d o Vf ( 5 c . )  ^  0 

( n o p r o c e s s o d e  b u s c a  d o mi n i mo ,  q u a n d o s e  t e m d i s t S n c i a s  

i n f i n i t e s i m a l s  e n t r e  o p o n t o d e  p a r t i d a  e  o n o v o p o n t o 

g e r a d o ,  a  me l h o r  d i r e c a o d e  b u s c a  e  uma  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  

§
k
;  q u a n d o e s s a s  d i s t S n c i a s  s a o g r a n d e s ,  a  me l h o r  d i r e c a o e  

uma  d i r e c a o n a o a s c e n d e n t e  d e  c u r v a t u r a  n e g a t i v a  9 ^ ) .  

Do i s  a l g o r i t mo s  q u e  u s a m d i r e c o e s  d e  c u r v a t u r a  

n e g a t i v a  s a o a p r e s e n t a d o s  a  s e g u i r .  Amb o s  f a z e m uma  b u s c a  

u n i d i me n s i o n a l  a p r o x i ma d a  d o mi n i mo a o l o n g o d o p e r c u r s o 

c u r v i l i n e a r  e  g a r a n t e m um d e c r e s c i mo s u f i c i e n t e  n o v a l o r  d a  

f u n c a o o b j e t i v o .  

A l g o r i t mo d e  s e g u n d a  o r d e m,  d e  Ar mi j o 

( G o l d f a r b ( 1 9 8 0 ) )  

P a r a  

-  uma  d a d a  f u n c a o f ( x ) ,  m u l t i v a r i a v e l  e  d u a s  v e z e s  

d i f e r e n c i a v e l ;  

-  um d a d o p o n t o x ^ 

( t a l  q u e  a  ma t r i z  V f ( x ,  )  t e n h a ,  p e l o me n o s ,  um 
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a u t o v a l o r  n e g a t i v o ) ;  

-  uma d a d a  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  §
k 

( c a s o 7 f ( x
k

) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ± 0 ,  e n t a o §
k
 ± 0 e

 v

f ( x
k

)
T

§
k
 < 0 ;  

c a s o V f ( x
k

)  = 0 ,  e n t a o §
k
 = 0 )  ;  

-  uma d a d a  d i r e c a o n a o a s c e n d e n t e  d e  c u r v a t u r a  n e g a -

t i v a  5*
k 

( t a l  q u e  y f ( x
k

)
T

a *
k
 < 0 e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^

2

f ( \ ) \  < 0 ) ;  

-  o s  p a r a me t r o s  ( d a d o s ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a  e  o  t a i s  q u e  0 < a  < 1 ,  

0 < a  <1 .  

1 .  E n c o n t r a r  o me n o r  i n t e i r o i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 0 , 1 ,  2 ,  . . .  t a l  q u e :  

f  ( x
k +

a
i

s
k +

a
2 i

d
k

) - f  ( x
k

)
 N

< a [ a
i

f ( x
k

)
T

s
k
 + 0 .  5 a

4 1

3 ^ ( x
k
 ) f l

k
 ]  

2 .  F a z e r  

* ( k + 1 )
 =

 * k
 + a

\
 +

 *
2 l

\  

A l g o r i t mo d e  s e g u n d a  o r d e m,  d e  G o l d s t e i n 

( G o l d f a r b ( 1 9 8 0 ) )  

P a r a  

uma d a d a  f u n c a o f ( x ) ,  m u l t i v a r i a v e l  e  d u a s  v e z e s  

d i f e r e n c i a v e l ;  

-  um d a d o p o n t o x
k 

2 
( t a l  q u e  a  ma t r i z  v f ( x .  )  t e n h a ,  p e l o me n o s ,  um 
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a u t o v a l o r  n e g a t i v o ) ;  

-  uma  d a d a  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  §
k 

( c a s o V f ( x
R

)  £ 0 ,  e n t a o §
k
 ±  0 e

 y

f ( x
k

)
T

§
k
 < 0 ;  

c a s o V f ( x
R

)  = 0 ,  e n t a o §
k
 = 0 ) ;  

-  uma  d a d a  d i r e c a o n a o a s c e n d e n t e  d e  c u r v a t u r a  n e g a -

t i v azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a k 

( t a l  q u e  V f ( x
k

)
T

d
k N

< 0 e a ^
f (

\
) 3

k
 < 0 )  ;  

-  o s  p a r S me t r o s  ( d a d o s )  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o^ , t a i s  q u e  0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< a ^ a
2

< 1 .  

1 .  D e f i n i r  

f ( x
k
 + a s

k
 + a  3

k
)  -  f ( x

k
)  

v f ( \ )  (
a

§
k
+ a a k ) + 6 

o n d e  

2 T 2 2 
6 = mi n [ 0 . 5 ( a s

k
 + a  3

k
)  v f ( x

R
) ( a S

k
 + azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ )  ,  0 ]  

2 .  Se  f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf c ( 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA >
y
 o

v
 f a c a  a

k
 = 1 

Se  < ,  e s c o l h e r  a
k
 > 0 ,  t a l  q u e

 a

^ \ ( a
k

) ^ 2 

3 .  F a z e r  x
( k + 1 )

 « x
R +

 + a j J V 



4 RESULTADOS NUMERI COS 

4 . 1 I n t r o d u c a o 

Ne s t e  c a p i t u l o e  f e i t a uma  d e s c r i c a o d a  f o r ma c omo 

f o r a m e x e c u t a d o s  o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s  

h i b r i d o s  c o m p r o t e c o e s .  Es s e s  t e s t e s  f o r a m d i v i d i d o s  em 

d u a s  c a t e g o r i a s :  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  d e  

t e s t e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  e  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o 

u s a n d o f u n c o e s  d e  t e s t e  q u e  n a o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n -

c i a v e i s .  Os  r e s u l t a d o s  s a o e x p o s t o s  em um r e l a t i r i o d e  

t e s t e s  q u e  t a mb e m i n c l u i  a  a n a l i s e  e  d i s c u s s a o d e s s e s  

r e s u l t a d o s .  

A f i m d e  s e  t e s t a r  o d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s  

s u r g i u a  n e c e s s i d a d e  d e  s e  d e f i n i r  a s  f u n c o e s  d e  t e s t e .  A 

e s c o l h a  d a s  f u n c o e s  d e  t e s t e  e  d e  i mp o r t S n c i a  c r u c i a l  n a  

v a l i d a d e d o s  r e s u l t a d o s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s  d e  

o t i mi z a c a o .  S e g u n d o Mo r e  e t  a l i i  ( 1 9 8 1 ) ,  a  ma i o r i a  d o s  

t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d e  a l g o r i t mo s  d e  o t i mi z a c a o s a o i n a d e -

q u a d o s  p o r q u e  o n i l me r o d e  f u n c o e s  d e  t e s t e  e  p e q u e n o o u 
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p o r q u e  o s  p o n t o s  i n i c i a i s  d e  p e s q u i s a  ( " s t a n d a r d s t a r t i n g 

p o i n t s " )  j a  s a o p r d x i mo s  d a  s o l u c a o .  

No c a s o d e  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  f o i  

f e i t a uma  p e s q u i s a  n o s e n t i d o d e  s e  e s c o l h e r  um c o n j u n t o d e  

f u n c o e s  d e  t e s t e  d e  uma  u n i c a  v a r i a v e l  p a r a  t e s t a r  o s  

a l g o r i t mo s .  Es s a s  f u n c o e s  d e v e r i a m l e v a r  o s  a l g o r i t mo s  a  s e  

d e p a r a r e m c o m v a r i o s  a s p e c t o s  c o mp u t a c i o n a i s  c o mp l i c a d o s ,  a  

f i m d e  p r o p o r c i o n a r  a  o b s e r v a c a o d e  s e u s  d e s e mp e n h o s  f r e n t e  

a  e s s a s  s i t u a c o e s  p e c u l i a r e s .  Va r i a s  l i s t a s  d e  f u n c o e s  d e  

t e s t e  f o r a m c o n s u l t a d a s  e  n a o f o i  e n c o n t r a d a  em n e n h u ma  

d e l a s  f u n c o e s  d e  t e s t e  d e  uma  u n i c a  v a r i a v e l .  De n t r e  a s  

l i s t a s  c o n s u l t a d a s  e s t a o a q u e l a s  p r o p o s t a s  p o r  Hi mme l b l a u 

( 1 9 7 2 ) ,  Mo r e  e t  a l i i  ( 1 9 8 1 )  e  Wo l f e  ( 1 9 7 8 ) .  S u r g i u ,  p o i s ,  a  

n e c e s s i d a d e  d e  s e  u s a r  o s  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c o m p r o t e c t s  

em c o n j u n t o c om um a l g o r i t mo p a r a  mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  

mu l t i d i me n s i o n a i s .  De s s a  f o r ma ,  o s  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c om 

p r o t e c o e s  c u j o s  d e s e mp e n h o s  d e v e r i a m s e r  a n a l i s a d o s  f o r a m 

i n c o r p o r a d o s  a o a l g o r i t mo d e  o t i mi z a c a o mu l t i d i me n s i o n a l  

p a r a  f a z e r  a  b u s c a  l i n e a r  ( " l i n e  s e a r c h " ) ,  i s t o e ,  d e t e r mi -

n a r  o mi n i mo d a  f u n c a o u n i d i me n s i o n a l  <j >( a  )  = F ( x +
 a

p ) .  

Es s e  p r o c e d i me n t o p o s s i b i l i t a  a  c o mp a r a c a o d e  d o i s  a l g o -

r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a c a o u n i d i me n s i o n a l .  Se  a  b u s c a  l i n e a r  e  

e x a t a ,  o me s mo p o n t o d e  mi n i mo d a  f u n c a o u n i d i me n s i o n a l  

cj> (  « )  d e v e  s e r  d e t e r mi n a d o p o r  a mb o s  o s  a l g o r i t mo s  d e  

b u s c a  l i n e a r  e ,  c o n s e q u e n t e me n t e ,  o n i h me r o d e  i t e r a c o e s  d o 

p r o c e s s o mu l t i d i me n s i o n a l  d e v e r a  s e r  o me s mo em a mb o s  o s  

c a s o s .  As s i m,  p o d e - s e  c o mp a r a r  a  e f i c i § n c i a  d o s  a l g o r i t mo s  
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u s a d o s  n a  b u s c a  l i n e a r  t e n d o - s e  p o r  b a s e  o n i i me r o d e  a v a -

l i a c o e s  d a  f u n c a o o b j e t i v o ,  n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d o g r a -

d i e n t e  e  e s f o r c o c o mp u t a c i o n a 1 n e c e s s a r i o s  p a r a  s e  c h e g a r  a  

s o l u c a o .  

No c a s o d e  f u n c o e s  q u e  n a o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e -

r e n c i a v e i s  n a o f o i  e n c o n t r a d a  n e n h u ma  l i s t a  d e  f u n c o e s  d e  

t e s t e  q u e  s e r v i s s e m d e  p a d r a o d e  a v a l i a c a o p a r a  o d e s e mp e -

n h o d o s  a l g o r i t mo s .  Em v i s t a  d i s s o ,  c i n c o f u n c o e s  d e  t e s t e  

d o t i p o F g ( a )  f o r a m e l a b o r a d a s  p e l o a u t c r .  Es s a s  f u n c o e s  

f o r a m e l a b o r a d a s  d e  ma n e i r a  q u e  o a l g o r i t mo e s p e c i f i c o p a r a  

mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  F g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a )  p u d e s s e  s e  d e p a r a r  c om s i t u a -

c o e s  c o mp l i c a d a s  c o mo ,  p o r  e x e mp l o ,  a  n a o i d e n t i f i c a c a o d o s  

p o n t o s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  d a  d e r i v a d a  e  a  r e j e i c a o d a  

p r e v i s a o d o mi n i mo o b t i d a  p e l a  a p r o x i ma c a o d e  f u n c o e s  c o n -

t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s .  Os  t e s t e s  f o r a m r e a l i z a d o s  a  f i m 

d e  s e  c o mp a r a r  a  e f i c i £ n c i a  d o s  a l g o r i t mo s  e s p e c i f i c o s  p a r a  

mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  d o t i p o F g ( a )  e m r e l a c a o a o s  a l g o -

r i t mo s  p a r a  mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n -

c i a v e i s ,  u s a n d o - s e  o me s mo c o n j u n t o d e  f u n c o e s  d e  t e s t e .  

4 . 2 T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  d e  t e s t e  

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Os  t e s t e s  c o mp a r a t i v o s  d o s  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c om 

p r o t e c o e s  u s a n d o f u n c o e s  d e  t e s t e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n -

c i a v e i s  f o r a m s e p a r a d o s  em d u a s  c a t e g o r i a s ,  d e p e n d e n d o d o 

u s o o u n a o d e  d e r i v a d a s  c o mo i n f o r ma c o e s .  P r i me i r a me n t e ,  

f o r a m c o mp a r a d o s  o s  d e s e mp e n h o s  d o s  a l g o r i t mo s  q u e  n a o 



1 0 0 

u t i l i z a m d e r i v a d a s  c o mo i n f o r ma c o e s ,  a  s a b e r ,  a l g o r i t mo d e  

B r e n t  e  a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o s e m d e r i v a d a s ) .  

No o u t r o c a s o ,  o s  t e s t e s  c o mp a r a t i v o s  s e  r e f e r e m a o a l g o -

r i t mo d a  B i s s e c c a o e  a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o c om 

d e r i v a d a s ) .  

To ma n d o - s e  p o r  b a s e  a s  l i s t a s  d e  f u n c o e s  d e  t e s t e  

c o n s u l t a d a s ,  f o r a m e s c o l h i d a s  c i n c o f u n c o e s ,  q u e  s a o a p r e -

s e n t a d a s  n o Ap £ n d i c e  A.  T r a t a - s e  d e  f u n c o e s  f r e q u e n t e me n t e  

r e f e r e n c i a d a s  n a  l i t e r a t u r a e  q u e  a p r e s e n t a m d i f i c u l d a d e s  

c o mp u t a c i o n a i s  p a r a  o s  p r o b l e ma s  d e  o t i mi z a c a o .  

Os  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c om p r o t e c o e s  f o r a m u s a d o s  

e m c o n j u n t o c o m o a l g o r i t mo d a  d e s c i d a  ma i s  i n g r e me  

( " s t e e p e s t  d e s c e n t  a l g o r i t h m " ) .  A e s c o l h a  d e s s e  a l g o r i t mo 

s e  d e v e u a  s u a  s i mp l i c i d a d e  e  a o f a t o d e  s e  t e r  a s s e g u r a d a  

( k )  

uma  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  d e  p e s q u i s a  p e m t o d a s  a s  i t e r a -

Co e s .  F o i  u t i l i z a d a a  i mp l e me n t a c a o d o a l g o r i t mo d a  d e s c i d a  

ma i s  i n g r e me  f e i t a  p o r  P e q u e n o ( 1 9 8 3 ) ,  b a s t a n d o p a r a  i s s o 

s u b s t i t u i r  o s  m6 d u l o s  d a  b u s c a  l i n e a r  e  d a  v e r i f i c a c a o d e  

c o n v e r g £ n c i a . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  c r i t e r i o d e  c o n v e r g e " n c i a  d e  Hi mme l b l a u 

( 1 9 7 2 ) ,  u s a d o n a  i mp l e me n t a c a o o r i g i n a l ,  f o i  s u b s t i t u i d o 

p o r  um c r i t e r i o me n o s  r i g o r o s o q u e  s o me n t e  r e q u e r  q u e  

l l g
( k )

l l
M
 < 1 0 "

2

.  

No c r i t e r i o d e  c o n v e r g e * n c i a  d o s  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  

c o m p r o t e c o e s ,  u t i l i z a d o s  n a  b u s c a  l i n e a r ,  o s  p a r a * me t r o s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E e  x d e f i n i d o s  n a  s e c a o 3 . 1 f o r a m f e i t o s  i g u a i s  a  1 0 "  e  

1 O
-

^ / | | p ^ ' | |  ,  r e s p e c t i v a me n t e .  
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4 - 3 T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  d e  t e s t e  q u e  

n a o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Es s e s  t e s t e s  t a mb e m f o r a m s e p a r a d o s  e m d u a s  c a t e g o -

r i a s ,  d e p e n d e n d o d o u s o o u n a o d e  d e r i v a d a s  c o mo i n f o r ma -

c o e s .  P r i me i r a me n t e ,  f o r a m c o mp a r a d o s  o s  d e s e mp e n h o s  d o s  

a l g o r i t mo s  q u e  n a o u t i l i z a m d e r i v a d a s  c o mo i n f o r ma c o e s ,  a  

s a b e r ,  a l g o r i t mo d e  B r e n t  e  a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n 

( v e r s a o s i m p l i f i c a d a ,  c a s o s e m d e r i v a d a s ) .  No c a s o c o m 

d e r i v a d a s ,  o s  t e s t e s  s e  r e f e r e m a o d e s e mp e n h o d o s  a l g o -

r i t mo s  d a  B i s s e c c a o e  a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n ( v e r s a o 

s i m p l i f i c a d a ,  c a s o c o m d e r i v a d a s ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  a l g o r i t mo d e  B r e n t  f o i  

e s c o l h i d o p o r  t e r  a p r e s e n t a d o um d e s e mp e n h o l i g e i r a me n t e  

me l h o r  q u e  o a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o s e m d e r i v a -

d a s ) ,  n o s  t e s t e s  u s a n d o f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a -

v e i s .  No c a s o d o a l g o r i t mo d a  B i s s e c c a o ,  a  e s c o l h a  s e  d e v e u 

a  s u a  a n a l o g i a  c om o a l g o r i t mo d e  B r e n t ,  j a  q u e  s e u d e s e m-

p e n h o f o i  i d e " n t i c o a o a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o 

c o m d e r i v a d a s ) .  

As  c i n c o f u n c o e s  d e  t e s t e  d o t i p o F g (
a

 )  s a o a p r e -

s e n t a d a s  n o a p <§ n d i c e  B.  Em t r e s  d e s s a s  f u n c o e s ,  o mi n i mi -

z a n t e  a  e  um p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  d a  d e r i v a d a ;  n a s  

o u t r a s  d u a s  f u n c o e s ,  a  e  um p o n t o o n d e  a  d e r i v a d a  e  d e f i -

n i d a .  Os  a l g o r i t mo s  f o r a m u s a d o s  n a  mi n i mi z a c a o e x a t a  d e s -

s a s  f u n c o e s  em um i n t e r v a l o f e c h a d o .  Os  p a r S me t r o s  e  e  x 

d e f i n i d o s  n a  s e c a o 3 - 1 f o r a m f e i t o s  i g u a i s  a  1 0 " ^ .  
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4 . 4 R e l a t 6 r i o d e  t e s t e s  

Ne s t a  s e c a o ,  s a o a p r e s e n t a d o s  e  a n a l i s a d o s  o s  r e -

s u l t a d o s  o b t i d o s  n o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s  

h i b r i d o s  c o m p r o t e c o e s ,  u s a n d o - s e  a s  f u n c o e s  d e  t e s t e  r e l a -

c i o n a d a s  n o s  a p £ n d i c e s  A e  B.  Os  t e s t e s  f o r a m e x e c u t a d o s  e m 

um c o mp u t a d o r  I BM/ 4 3 4 1 c o m c o mp i l a d o r  WATFI V,  u s a n d o - s e  

d u p l a  p r e c i s a o .  

4 . 4 - 1 Mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  

Os  r e s u l t a d o s  d o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o -

r i t mo s  h i b r i d o s  c om p r o t e c o e s  u s a n d o - s e  a s  f u n c o e s  c o n t i -

n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  r e l a c i o n a d a s  n o a p £ n d i c e  A s a o 

a p r e s e n t a d o s  n a s  t a b e l a s  4 . 1 e  4 . 2 .  As  t a b e l a s  i n c l u e m,  

p a r a  c a d a  f u n c a o ,  a s  s e g u i n t e s  i n f o r ma c o e s :  v a l o r  f i n a l  d a  

f u n c a o ,  n i i me r o d e  i t e r a c o e s  d o me t o d o d a  d e s c i d a  ma i s  

i n g r e me ,  n i i me r o t o t a l  d e  a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o ( n f )  e  n i i me r o 

d e  a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o n o p r o c e s s o d e  r e f i n a me n t o d o 

" b r a c k e t "  ( n a ) .  Na  t a b e l a  4 . 2 ,  n g d e n o t a  o n i i me r o t o t a l  d e  

a v a l i a c o e s  d o g r a d i e n t e .  

Os  r e s u l t a d o s  c o n t i d o s  n a  t a b e l a  4 . 1 s a o r e l a t i v o s  

a o a l g o r i t mo d e  B r e n t  e  a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y 

( v e r s a o s e m d e r i v a d a s ) .  
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T a b e l a  4 . 1 

T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s  ( c a s o s e m d e r i v a d a s )  

f u n c o e s  Va l o r  f i n a l  Num.  d e  BRENT GI LL & 

d e  t e s t e  d e  F ( x )  i t e  r a c o e s  MURRAY 

FCD1 2 . 6 x 1 0 ~
3 

1 4 

n f  1 6 6 1 6 7 

n a  9 3 9 4 

FCD2 3 . 8 x 1 0
- 4 

7 4 1 

n f  7 1 4 1 7 1 4 3 

n a  2 4 6 3 2 4 6 5 

FCD3 2 . 4 x 1 0 ~
5 

1 2 2 9 

n f  1 0 8 6 4 1 0 8 6 5 

n a  3 4 9 1 3 4 9 2 

FCD4 4 . 2 x 1 0
- 5 

1 7 4 

n f  2 0 2 8 2 0 4 7 

n a  7 9 9 8 1 8 

FCD5 - 5 . 8 x 1 0 "
1 

7 

n f  7 7 7 7 

n a  3 4 3 4 

Os  r e s u l t a d o s  c o n t i d o s  n a  t a b e l a  4 . 2 s a o r e l a t i v o s  

a o a l g o r i t mo d a  Bi s s e c c a o e  a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y 

( v e r s a o c o m d e r i v a d a s ) .  
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T a b e l a  4 . 2 

T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s  ( c a s o c o m d e r i v a d a s )  

f u n c o e s  

d e  t e s t e  

Va l o r  f i n a l  

d e  F ( x )  

Num.  d e  

i t e r a c o e s  

BI SSECCAO GI LL & 

MURRAY 

FCD1 2 . 6 x 1 0 " ^ 1 4 

n f  1 2 2 1 2 2 

n a  6 4 6 4 

n g 9 3 9 3 

FCD2 4 . 1 x 1 0 ~
4 

7 1 9 
n f  4 4 6 6 4 4 6 6 

n a  1 5 8 8 1 5 8 8 

n g 3 0 2 7 3 0 2 7 

FCD3 2 . 6 x 1 0 ~
5 

1 1 6 5 

n f  7 3 2 5 7 3 2 5 

n a  2 6 6 3 2 6 6 3 

n g 4 9 9 4 4 9 9 4 

FCD4 4 . 3 x 1 0
- 5 

1 7 4 

n f  1 4 6 7 1 4 6 7 

n a  7 6 8 7 6 8 

n g 1 1 1 8 1 1 1 8 

FCD5 - 5 . 8 x 1 0 "
1 

7 

n f  4 8 4 8 

n a  1 8 1 8 

n g 3 3 3 3 

Os  

um d a d o 

t e s t e s  d e  

c o n j u n t o d e  

d e s e mp e n h o d e  um a l g o r i t mo u s a n d o - s e  

f u n c o e s ,  u s u a l me n t e ,  mo s t r a m q u e  o 

a l g o r i t mo s e  p r e s t a  a  s o l u c a o d o p r o b l e ma  p r o p o s t o e  q u e ,  

a l e m d i s s o ,  s e u d e s e mp e n h o e  me l h o r  q u e  o d e  o u t r o s  a l g o -

r i t mo s  a f i n s .  Na  a r e a  d e  o t i mi z a c a o ,  e  p r a t i c a  u s u a l  d a r - s e  

e " n f a s e  a o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o q u e  a v a l i a m a  e f i c i e * n c i a  

d o s  a l g o r i t mo s ,  o q u e  p o d e  s e r  f e i t o ,  p o r  e x e mp l o ,  p e l a  

o b s e r v a c a o d o n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o o b j e t i v o ,  

n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d o g r a d i e n t e  e  e s f o r c o c o mp u t a c i o n a l  
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n e c e s s a r i o p a r a  s e  c h e g a r  a  uma d a d a  s o l u c a o .  E n t r e t a n t o ,  o 

r e s u l t a d o d e s s e s  t e s t e s  p o d e  n a o r e v e l a r  d i f e r e n c a s  s i g n i -

f i c a t i v a s  q u a n t o a  e f i c i e " n c i a  d e  d o i s  a l g o r i t mo s  q u e  s a o 

c o mp a r a d o s ,  e s p e c i a l me n t e  q u a n d o s e  t r a t a  d e  a l g o r i t mo s  

s i m i l a r e s .  

P e l o s  r e s u l t a d o s  q u e  c o n s t a m d a  t a b e l a  4 . 1 ,  p o d e - s e  

v e r i f i c a r  q u e ,  p a r a  q u a t r o d a s  f u n c o e s  d e  t e s t e ,  o a l g o -

r i t mo d e  B r e n t  r e q u e r e u um n i i me r o me n o r  d e  a v a l i a c o e s  d a  

f u n c a o q u e  o a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y ( v e r s a o s e m d e r i v a -

d a s ) .  Va l e  f r i s a r ,  q u e  n a o s e  t r a t a  d e  d i f e r e n c a  s i g n i f i c a -

t i v a ,  uma  v e z  q u e  a  r e d u c a o d o n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d e  

f u n c a o p o r  i t e r a c a o d o me t o d o d a  d e s c i d a  ma i s  i n g r e me  e  d a  

o r d e m d e  0 , 0 3 7 .  A o b t e n c a o d e  r e s u l t a d o s  b a s t a n t e  p a r e c i d o s  

j a  p o d e r i a  s e r  e s p e r a d a  uma  v e z  q u e  a  p r e v i s a o d o mi n i mo 

g e r a d a  p e l o s  d o i s  a l g o r i t mo s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s 6 e  d i f e r e n t e  s e  o p o n t o 

g e r a d o p e l a  i n t e r p o l a c a o q u a d r a t i c a  f o r  r e j e i t a d o .  

Os  r e s u l t a d o s  d a  t a b e l a  4 . 2 mo s t r a m q u e  n o s  c i n c o 

t e s t e s  r e a l i z a d o s  n a o h o u v e  d i f e r e n c a  n o d e s e mp e n h o d o 

a l g o r i t mo d a  B i s s e c c a o em r e l a c a o a o a l g o r i t mo d e  G i l l  & 

Mu r r a y ( v e r s a o c om d e r i v a d a s ) .  Es s e  r e s u l t a d o e  j u s t i f i c a d o 

uma  v e z  q u e  n o a l g o r i t mo d e  G i l l  & Mu r r a y a  e s t r a t e g i a  d e  

c o mp a r a c a o d e  f u n c a o q u a n d o o s  p o n t o s  e s t a o e m c o n f i g u r a c a o 

d e  i n t e r p o l a c a o ( r e l a c a o ( 3 - 1 ) )  e  i d e " n t i c a  a  d o a l g o r i t mo 

d a  B i s s e c c a o q u e  u s a  o p o n t o me d i o d o i n t e r v a l o c o mo p r e v i -

s a o d o mi n i mo .  
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4 . 4 . 2 Mi n i mi z a c a o d e  f u n c o e s  q u e  n a o s a o c o n t i n u a me n t e  

d i f e r e n c i a v e i s  

Os  r e s u l t a d o s  d o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o -

r i t mo s  u s a d o s  p a r a  mi n i mi z a r  a s  f u n c o e s  r e l a c i o n a d a s  n o 

a p £ n d i c e  B s a o a p r e s e n t a d o s  n a s  t a b e l a s  4 . 3 e  4 . 4 .  As  

t a b e l a s  i n c l u e m,  p a r a  c a d a  f u n c a o ,  a s  s e g u i n t e s  i n f o r ma -

c o e s :  v a l o r  f i n a l  d a  f u n c a o ,  n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o 

( n f )  e  n i i me r o d e  i t e r a c o e s  ( n i t ) .  Na  t a b e l a  4 . 4 ,  n g d e n o t a  

o n i i me r o d e  a v a l i a c o e s  d o g r a d i e n t e .  

Os  r e s u l t a d o s  c o n t i d o s  n a  t a b e l a  4 . 3 s a o r e l a t i v o s  

a  d o i s  a l g o r i t mo s  q u e  n a o u t i l i z a m d e r i v a d a s  c o mo i n f o r ma -

Co e s :  a l g o r i t mo d e  B r e n t  e  a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n 

( v e r s a o s i m p l i f i c a d a ,  c a s o s e m d e r i v a d a s ) .  
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T a b e l a  4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 3 

T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  q u e  n a o s a o 

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  ( c a s o s e m d e r i v a d a s )  

f u n c o e s  

d e  t e s t e  

Va l o r  f i n a l  

d e  F g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a )  

BRENT MURRAY & 

OVERTON 

F

S 1 ,  
n f  

n i t  

4 . 0 x 1 0
- 7 

2 4 

2 2 

1 9 

1 7 

F 
S2 ,  

n f  

n i t  

3 . 8 x 1 0 "
1 5 

4 8 

4 6 

3 4 

3 2 

n i t  

6 . 6 x 1 0 ~
4 

3 4 

3 2 

3 1 

2 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H f 

n i t  

4 . 0 

1 1 

9 

1 0 

8 

F

S 5 ,  
n f  

n i t  

6 8 . 0 
7 

5 

6 

4 

A t a b e l a  4 . 4 c o n t e m o s  r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  a o s  

a l g o r i t mo s  d a  Bi s s e c c a o e  a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n 

( v e r s a o s i m p l i f i c a d a ,  c a s o c om d e r i v a d a s ) .  
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T a b e l a  4 . 4 

T e s t e s  d e  d e s e mp e n h o u s a n d o f u n c o e s  q u e  n a o s a o 

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  ( c a s o c o m d e r i v a d a s )  

f u n c o e s  

d e  t e s t e  

Va l o r  f i n a l  

d e  F g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( a )  

BI SSECCAO MURRAY & 

OVERTON 

F

S 1 .  
n f  

n g 

n i t  

4 . 0 x 1 0
- 7 

1 8 

1 8 

1 6 

8 

8 

6 

F

S 2 .  
n f  

n g 

n i t  

3 . 8 x 1 0 "
1 5 

2 4 

2 4 

2 2 

1 7 

1 7 

1 5 

F

S 3
 f  n f  

n g 

n i t  

6 . 6 x 1 0 "
4 

2 4 

2 4 

2 2 

1 0 

1 0 

8 

F

S 4 ,  
n f  

n g 

n i t  

4 . 0 

1 6 

1 6 

1 4 

1 2 

1 2 

1 0 

6 8 . 0 

n f  

n g 

n i t  

2 4 

2 4 

2 2 

9 

9 

7 

Os  r e s u l t a d o s  d a  t a b e l a  4 . 3 mo s t r a m q u e  n o s  c i n c o 

t e s t e s  r e a l i z a d o s ,  o a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n s e  

mo s t r o u ma i s  e f i c i e n t e  q u e  o a l g o r i t mo d e  B r e n t .  0 n i i me r o 

d e  a v a l i a c o e s  d e  f u n c a o r e q u e r i d o p e l o a l g o r i t mo d e  Mu r r a y 

& Ov e r t o n f o i ,  em me d i a ,  1 6 % me n o r  q u e  a q u e l e  r e q u e r i d o 

p e l o a l g o r i t mo d e  B r e n t .  
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Os  r e s u l t a d o s  d a  t a b e l a  4 . 4 mo s t r a m q u e  n o s  c i n c o 

t e s t e s  r e a l i z a d o s ,  o a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n s e  

mo s t r o u ma i s  e f i c i e n t e ,  r e q u e r e n d o ,  em me d i a ,  4 6 % me n o s  

a v a l i a c o e s  d a  f u n c a o e  d o g r a d i e n t e  em r e l a c a o a o a l g o r i t mo 

d a  B i s s e c c a o .  



CONCLUSOES 

Os  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c om p r o t e c o e s  p a r a  mi n i mi z a -

c a o d e  f u n c o e s  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  c o mb i n a m a  

Ve l o c i d a d e  d e  c o n v e r g £ n c i a  d o p r o c e s s o d e  a p r o x i ma c o e s  

p o l i n o mi a i s  s u c e s s i v a s  c om a  p r o p r i e d a d e  d e  c o n v e r g £ n c i a  

g l o b a l  d o s  p r o c e s s o s  d e  c o mp a r a c a o d e  f u n c a o .  Es s e s  a l g o -

r i t mo s  f o r a m i n c o r p o r a d o s  a  um a l g o r i t mo p a r a  mi n i mi z a c a o 

mu l t i d i me n s i o n a l  p a r a  f a z e r  a  b u s c a  l i n e a r  e x a t a  a o l o n g o 

d a  d i r e c a o d e s c e n d e n t e  p ,  c om o s  p a r S me t r o s  c  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T f e i t o s  

i g u a l  a  1 0 "
6

 e  1 0 "
6

/ | |  p*'
k

' | |
 2

.  Em t o d o s  o s  t e s t e s ,  o s  a l g o -

r i t mo s  a p r e s e n t a r a m d e s e mp e n h o s a t i s f a t d r i o .  Em mu i t o s  d o s  

me t o d o s  d e s c e n d e n t e s ,  e  n e c e s s a r i o q u e  s e  f a c a  uma  b u s c a  

l i n e a r  e x a t a .  No e n t a n t o ,  e s s e  n a o e  o c a s o g e r a l  e  o s  

a l g o r i t mo s  a p r e s e n t a d o s  p o d e m t a mb e m s e r  u s a d o s  p a r a  f a z e r  

uma  b u s c a  l i n e a r  n a o e x a t a .  P a r a  i s s o ,  e  s o me n t e  n e c e s s a r i o 

e s c o l h e r - s e  a d e q u a d a me n t e  o s  p a r S me t r o s  e  e  T o u e n t a o 

i n c l u i r  um c r i t e r i o a d i c i o n a l  d e  t e r mi n a c a o c o mo a q u e l e s  

s u g e r i d o s  p o r  Mu r r a y & Ov e r t o n ( 1 9 7 8 ) .  

0 a l g o r i t mo d e  Mu r r a y & Ov e r t o n ,  e m s u a  v e r s a o 

s i m p l i f i c a d a ,  f o i  i mp l e me n t a d o e  u s a d o n a  mi n i mi z a c a o d e  

f u n c o e s  q u e  n a o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s ,  e l a b o r a -
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d a s  p e l o a u t o r .  Os  r e s u l t a d o s  n u me r i c o s  o b t i d o s  mo s t r a r a m a  

p o t e n c i a l i d a d e  d o a l g o r i t mo e ,  p o r  i s s o ,  s e  c o n s t i t u e m e m 

um e s t i mu l o p a r a  q u e  s e  p r o c u r e  c o n s e g u i r  uma  v a s t a  e x p e -

r i £ n c i a  n o u s o d e s s e  a l g o r i t mo .  As  d u a s  v e r s o e s  d o a l g o -

r i t mo p o d e m s e r  mo d i f i c a d a s  e  u s a d a s  n a  mi n i mi z a c a o d e  uma  

c l a s s e  ma i s  a b r a n g e n t e  d e  f u n c o e s  n a o d i f e r e n c i a v e i s .  
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APENDI CE A 

FUNCOES DE TESTE CONTI NUAMENTE DI FERENCI AVEI S 

Ne s t e  a p e n d i c e  s a o a p r e s e n t a d a s  a s  c i n c o f u n c o e  

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s  q u e  f o r a m u t i l i z a d a s  n o s  t e s  

t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s  h i b r i d o s  c o m p r o t e c o e s  

P a r a  c a d a  f u n c a o e  a p r e s e n t a d a  a  e x p r e s s a o a n a l i t i c a ,  

( 0 )  * 
p o n t o i n i c i a l  d e  p e s q u i s a  x

v

 ,  o v a l o r  d o mi n i mi z a n t e  x 

o v a l o r  d a  f u n c a o n o s e u p o n t o d e  mi n i mo ,  i s t o e ,  F ( x ) .  

1 .  F u n c a o d e  Mi e l e  e  C a n t r e l l  ( Wo l f e  ( 1 9 8 0 ) )  

F ( x )  = ( e x p (
X l

)  -  x
2

)
4

 + 1 0 0 ( x
2

- x
3

)
6

 + [ t a n ( x
3

~ x
4

) ]
4 

8 

x
( 0 )

 = [ 1 , 2 , 2 , 2 ]
T 

x * = [ 0 , 1 , 1 , 1 J
T 

F ( x * )  = 0 

2 .  F u n c a o s i n g u l a r  d e  P o we l l  ( Mo r e  e t  a l i i  ( 1 9 8 1 ) )  

F ( x )  = ( x
1
 + 1 0 x

2
)

2

 + 5 ( x
3
 -  x

4
)

2

 + ( x
2
 -  2 x

3
)

4

 + 

+ 1 0 ( x
1
 -  x

4
)

4 
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x
~ ( 0 )  

PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x * )  

•  [ 3 , - 1 , 0 , 1 ]
T 

= [ 0 , 0 , 0 , 0 ]
T 

= 0 

3 .  F u n c a o d e  F l e t c h e r  e  P o we l l  ( Mo r e  e t  a l i i  ( 1 9 8 1 ) )  

F ( X)  = 1 0 0 [ ( x
3
 -  1 0 v )

2

 + ( r  -  1 )
2

]  + x
2 

o n d e  

r  = 

v . < 

1 t a n ( x
2

/ x
1

)  

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATT 

- 1 

( x . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA >,  0 )  

1 t a n ( x J x , )  + 1 ( x .  < 0 )  
2TT 2

 1 

x
( 0 )

 = [ - 1 , 0 , 0 ]
T 

x * = [ 1 , 0 , 0 ]
T 

F ( x )  = 0 

4 .  F u n c a o d e  Di x o n ( Wo l f e  ( 1 9 8 0 ) )  

F ( x )  = ( 1 -  x ^
2

 + ( 1 -  x
1 Q

)
2

 + g  ( x
i
 -  x

i + 1
)  

«<° > = [ - 2 , . . . , - 2 ]
T 

x * = [ 1 , . . . , 1 ]
T 

F ( x * )  = 0 
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5 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fun^SozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d e  POJ VBJ J .  ( Wo l f e  ( 1 9 8 0 ) )  

F ( x )  = x
4

 +
 X l

x
2
 + ( 1 + x

2
)

2 

x
( 0 )

 = [ 0 , 0 J
T 

x * = [ 0 . 6 9 6 , - 1 . 3 4 8 ]
T 

F ( x * )  = - 0 . 5 8 



APENDI CE B 

FUNCOES DE TESTE 

QUE NAO SAO CONTI NUAMENTE DI FERENCI AVEI S 

A s e g u i r ,  s a o a p r e s e n t a d a s  c i n c o f u n c o e s  d e  t e s t e  

q u e  n a o s a o c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e i s ,  e l a b o r a d a s  p e l o 

a u t o r .  T r a t a - s e  d a s  f u n c o e s  d o t i p o FgzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( c c )  q u e  f o r a m u t i l i -

z a d a s  n o s  t e s t e s  d e  d e s e mp e n h o d o s  a l g o r i t mo s .  Na  d e f i n i c a o 

d e  c a d a  f u n c a o c o n s t a m o n i i me r o d e  f u n c o e s  c o mp o n e n t e s  ( m) ,  

a  e x p r e s s a o a n a l i t i c a d a s  f u n c o e s  c o mp o n e n t e s  f ^ ( a ) ,  o 

i n t e r v a l o d e  p e s q u i s a  [ a , b ]  q u e  f o i  u t i l i z a d o n o s  t e s t e s ,  o 

v a l o r  d o mi n i mi z a n t e  a  e  o v a l o r  d a  f u n c a o n o s e u p o n t o d e  

mi n i mo ,  i s t o e ,  F g ( a  ) .  

1 .  F
g 1

( c x )  

( a )  m = 4 

( b )  f
1

( a )  = 1 0 Co s ( a )  

f
2

( a )  = - 1 0 Co s ( a )  

f
3

( a )  = 5 a  -  1 0 

f
4

( a )  = 3 a  -  9 

( c )  [ a , b ]  = [ 0 , - ]  

( d )  a  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT/ 2 ( p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  d a  d e r i v a d a )  

( e )  F
Q i

(
a

* )  = 0 
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2 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^Q2^
 a

^  

( a )  no = 4 

( b )  f ^ , )  = -
a

2

 + 4
x 1 0

4 

f
A

( a )  = 1 0 ~
3

[
a

-  2 0 0 ( i - 1 ) ]
3

 i  = 2 , 3 , 4 

( c )  [ a , b ]  = [ 0 , 1 0
3

]  

( d )
 0 :

 = 2 0 0 ( p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  d a  d e r i v a d a )  

( e )  F
g 2

(
a

* )  = 0 

3-  F
S 3

(
a

)  

( a )  m = 5 

( b )  f
1

( a )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - ( a -  4 0 0 )
3

 + 2 . 7 x 1 0
4 

f . ( a )  = a -  [ 4 0 0 + 3 0 ( i  -  1 ) ]  i  = 2 , . . . , 5 

( c )  [ a , b ]  = [ 0 , 1 0
3

]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• a 

( d )  a  = 4 3 0 ( p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  d a  d e r i v a d a )  

( e )  F
S 3

( c x * )  = 0 

4 .  F
S 4

(
a

)  

( a )  m = 2 

( b )  f
1
 ( a )  = Co s (  a / 1 0 0 )  + 5 

f
2

(
a

)  = - 1 0
3

e x p ( - 0 . 0 1 a )  + 1 8 

( c )  [ a , b ]  = [ 0 , 2 0 0 ]  

( d )  a  = 1 0 0 ( a  f u n c a o e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l  

e m a  )  

( e )  F
Q < 1

(
a

* )  = 4 . 0 
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5 .  F
S 5

(
a

)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( a )  m = 2 

( b )  f
1

( a )  = a
2

 -  1 1 a  + 1 0 

f
2

( a )  = a
2

 -  4 5 « + 4 5 0 

( c )  [ a , b ]  = [ 0 , 3 0 ]  

( d )  a  = 1 4 ( a  f u n c a o e  c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i a v e l  

em o.  )  

( e ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F„A a)  = 6 8 . 0 


