ANTONIO FLAVIO LICARIXO NOGUEIRA

TECNICAS DE OTIMIZAGAO PARA MINIMIZAGAKO UNIDIMENSIONAL

Dissertag8o apresentada 4 Coordenagfo dos Cursos
de Péds-Graduagdo em Engenharia Elétrica da Uni-
versidade Federal da Paralba, em cumprimento 4s
exigéncias para obtengd3o do Grau de Mestre em

Engenharia Elétrica.

AREA DE CONCENTRAGCXO: PROCESSAMENTO DA ENERGIA

ORIENTADOR: JANUSZ S. LIPOWSKI

CO-ORIENTADOR: MARIO T. HATTORI

CAMPINA GRANDE

MARGO - 1986



N778t Mogueira, Antonio Flavio Licariao
Tecnicas de otimizacao pare minimizacao unidimensional /
Antonio Flavic Licariao Mogueira. - Campina Grande, 1986.
119 f.

Dissertacao (Mestrado em Engenharia Eletrical) -
Universidade Federal da Paraiba, Centro de Ciencias e
Tecnologia.

1. Emgenharia Eletrica 2. Minimizacao Unidimensional
{Funcoes) 3. Algoritmos Hibridos 4. Processamento de
Energia 5. Dissertacaoc I. Lipowski, Janusz 5., Prof. II.
Hattori, Marioc T., Prof. III. Universidade Federal da
Paraiba - Campina Grande (PB) IV. Titulo

CDU 621.3(843)




TECNICAS DE OTIMIZAGKO PARA MINIMIZAGXKO UNIDIMENSIONAL

ANTONIO FLAVIO LICARIZO NOGUEIRA

DISSERTAGCXO APROVADA EM 12/03/86

JANUSZ S. LIPOWSKI

Orientador

r

=5 N1 L ‘7 Ten ;’/.F -

MARIO T. HATTORI

Co-Orientador

. e g LT
,/%224('-" T
" " WELINGTON S. MOTA

Componente da Banca

CAMPINA GRANDE
MARGO - 1986



AGRADECIMENTOS A:

Mario T. Hattori
Janusz S. Lipowski

Antonio do Nascimento Epaminondas



RESUMO

Neste trabalho é feita uma discussio dos métodos de
minimizagdo wunidimensional. S350 descritos vdrios algo-
ritmos, desde os mais simples e bdsicos, até aqueles mais
refinados que lidam com dificuldades adicionais como a nfo
diferenciabilidade da fun¢&o a ser minimizada. S&o descri-
tos quatro algoritmos hibridos para a minimiza¢8o de fun-
¢0es continuamente diferencidveis. Foi feito um estudo mais
detalhado de um algoritmo para a minimizagdo de uma classe
de fung8es que ndo sfo continuamente diferencidveis. S&o
apresentados, em um relatério de testes, os resultados de
testes de desempenho dos algoritmos hibridos com protegdes.
Por fim, & apresentada uma introdug¢io tedrica sobre os
algoritmos que fazem a busca do minimo ao longo de um
percurso curvilinear, usando dire¢8es de curvatura negati-

va.
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INTRODUGKO

1.1 Objeto do trabalho

Os métodos descendentes que minimizam uma fungio

Fr e n 3
F(X), % e kB, normalmente constroem uma sequéncia de

(

estimativas {% k)} do minimo de F(X) de forma que

g(ke1) L k) (k) 5(k)

com

F(x* )y o prR)y,

onde ﬁ(k) @ o vetor de direg¢do de pesquisa. Técnicas de

minimiza¢do unidimensional sfo usadas para se determinar um

(k)

escalar al que minimize F(X) para um dado ponto de

(k)

pesquisa X e uma direg8o de pesquisa ﬁ(k).

O algoritmo para minimizag¢do unidimensional influi
sobremaneira no desempenho do algoritmo mais geral de
minimizag¢do multidimensional e, por isso, o aspecto refe-
rente a2 determinagdo do escalar ék) ¢ mais complexo do

~

que pode parecer. O novo ponto obtido ¥

(k+1) deve ser tal

que F( seja suficientemente menor que F(i(k)), a fim



de que a convergéncia do processo de minimizagio multidi-
mensional seja garantida. Quando da escolha de um algoritmo
para minimizag¢8o unidimensional devem ser levadas em consi-
deragdo as caracteristicas da fung8o objetivo ao longo da
direg¢do de pesquisa ﬁ(K), no ponto de pesquisa i(k): unimo-

dalidade, continuidade, diferenciabilidade, etc.

Gill & Murray (1974) desenvolveram algoritmos con-
fidveis e eficientes para a determinagdo do escalar u(k) no
caso em que F(X) é continuamente diferencidvel. Murray &
Overton (1978) desenvolveram algoritmos, igualmente efi-
cientes, quando se trata da minimizagdo de certas classes

de fungdes que ndo sfo continuamente diferencidveis.

Existe wuma grande quantidade de algoritmos para
minimiza¢d8o wunidimensional de fung¢des continuamente dife-
rencidveis. No caso dos algoritmos para minimizagdo de
fung¢des que ndo sdo continuamente diferencidveis, pode-se
encontrar somente um limitado nimero de trabalhos, dal o
estudo de algoritmos desse grupo merecer uma énfase espe-

eidls

No presente trabalho é feito um estudo de alguns
algoritmos para minimizag¢do unidimensional, agrupados da
seguinte forma:

- algoritmos bdsicos que utilizam o conceito de

comparagdo de fungdo;

- algoritmos bdsicos baseados em interpolagédo

polinomial;



- algoritmos hlbridos com protegdes (que wutilizam
interpolagio polinomial e comparagdo de fun-
a0 );s

- algoritmos que fazem a busca do minimo ao 1longo
de um percurso curvilinear, usando direg¢des de

curvatura negativa.

Os algoritmos hibridos com proteg¢des desenvolvidos
por Brent (1973) e Gill & Murray (1974) sd3o analisados com
maior profundidade, especialmente porque muitas de suas
caracterlisticas e propriedades sdo comuns aos algoritmos
especificos para a minimizagdo de fungdes que ndo sdo

continuamente diferencidveis.

Murray & Overton (1978) desenvolveram um algoritmo
especifico para a minimizag¢do de uma classe de fungdes que
ndo sdo continuamente diferencidveis. Trata-se das fungdes

F(X) que apresentam a seguinte forma

- 1

m
Fs(ﬁ) = Z max(0 , £,(X) )
i=1

onde as fungdes {fi} sfo continuamente diferencidveis e da

forma

Fiacco e Mc Cormick (1968) introduziram a idéia de
usar diregdes de curvatura negativa nos algoritmos de mini-

mizagdo unidimensional. Trata-se de um grupo de algoritmos



que fazem a busca do minimo ao longo de um percurso curvi-
linear, wusando direg8es de curvatura negativa. Esses algo-
ritmos fazem a minimizagdo unidimensional de forma diferen-
te dos algoritmos cldssicos que buscam um ponto melhor ao

longo de um percurso retilineo.
1.2 Alguns conceitos matemdticos

i) Fungdes unimodais

Uma fungdo que tem somente um extremo ¢ uma fungdo

unimodal.

No caso de fungdes f(x) unidimensionais, a defini-

¢80 de unimodalidade é a seguinte:

* ¥*
f(x1)<f(x2)<f(x )>f(x3)>f(x4) se  x,<x,<x <x3<x4
e 0 extremo ¢ um ponto de mdximo

ou

f(x1)>f(x2)>f(x*)<f(x5)<f(x4) - x1<x2<x*<x3<x4

e 0 extremo & um ponto de minimo.

Uma fungfo, para ser unimodal, ndo precisa ser

diferencidvel e, nem mesmo, contlnua.
ii) Continuidade

Uma dada fungdo f(x), definida em uma vizinhanga de
um ponto x4, é continua em Xy se Lim f(x) existe e

X*XO



x*xo

iii) Diferenciabilidade

Uma dada fungdo f(x), definida em uma vizinhanga
de um ponto Xy ¢ diferencidvel em Xg se

Lim f(x) - f(xo) existe.

X*XO X—XO

Se esse limite existe, tem-se

f'(xO) = Lim f(x) - f(xo)
X > X

X—XO

iv) Propriedade de convergéncia global

A propriedade de convergéncia global & a proprie-

dade de gerar uma sequéncia de pontos x(k), k=2,3,... que
*

converge para a solugdo x quando o ponto inicial da se-

quéncia x(q) ¢ escolhido arbitrariamente.
v) Taxa de convergéncia local e ordem de convergéncia

A taxa de convergéncia local & a taxa (velocidade)

na qual a sequéncia de pontos {x(k)} converge para a solu-

A taxa de convergéncia local de uma sequéncia de



pontos gerada por um algoritmo pode ser medida pela ordem

de convergéncia.

A ordem de convergéncia de uma sequéncia de pontos

{x(K)y

¢ definida como o menor dos valores P > O que satis-
faz 3 relagdo:

(A

Lim - = B ¢ =
ke || x6) _ %P

onde ||. || ¢ uma norma vetorial qualquer e P uma constante
assintética de erro. Valores maiores da ordem de convergén-

cia P significam convergéncia mais rdpida.

vi) Taxa de convergéncia linear

E a taxa com ordem de convergéncia P = 1 e com uma

constante assintética de erro B< 1.
vii) Taxa de convergéncia superlinear

E a taxa de convergéncia com:

- ordem de convergéncia P

1 e constante assinté-

tica de erro B = 0;

constante assintéd-

]
=)
®

- ordem de convergéncia P

tica de erro B ¢ =,

1.3 Introdugdo matemdtica

1.3.1 Minimizag¢do unidimensional de fung¢des continua-

mente diferencidveis

A seguir, sdo discutidas as idéias bdsicas dos algo-



ritmos para minimizag¢do unidimensional de fungdes continuamente

diferencidveis. A fun¢3o a ser minimizada & da forma

p(a) = F(X + op)

A fungdo ®(®) & continuamente diferencidvel e, por

questio de

denotam o

conveniéncia, serdo omitidos os 1ndices que

nimero da iteragdo e F(X + “f) serd expresso

como uma fungfo unidimensional da varidvel ©,

Na

risticas dos

i)

i4.)

iv)

v)

andlise e discussdo dos algoritmos, algumas caracte-

mesmos precisam ser levadas em consideragdo:

localizag¢do do minimo

- minimizag¢do com o minimo ainda nd&o localizado;

- minimizag¢do com o minimo localizado.

precisZo da pesquisa

- minimizag¢ido exata;

- minimizag¢Zo ndo exata (para determinagdo de
um ponto suficientemente melhor gque um ponto
de partida).

tipo de fungdo a ser minimizada

- fun¢ido unimodal ou nio;

- fungdo continuamente diferencidvel ou ndo.

informagdes utilizadas

- valores da fungdo;

- valores da primeira derivada.

existéncia ou ndo de propriedade de convergén-

cia global



vi) eficiéncia do algoritmo
-esforco computacional por iteragdo
(nimero de avaliag8es do valor da fungdo e,
possivelmente, da primeira derivada).
- velocidade de convergéncia
(caracteristica que influi no esforgo compu-

tacional por iteragdo).

Algoritmos para minimizag¢do unidimensional s&o
frequentemente aplicados no processo de solugdo de um pro-
blema mais geral de minimizagdo multidimensional e, em
alguns casos, sdo0 wusados para minimizar fung¢Ses de uma
varidvel que surgem naturalmente. Na primeira aplicagio, &
mais vidvel o uso de algoritmos que, além dos valores da
fung¢do, fazem uso de informagdes extras (por exemplo, esti-
mativas da primeira e segunda derivadas) e que ndo fazem
uma minimizag¢8o exata. Em geral, os critérios de con-
vergéncia dos processos de minimizag¢do ndo definem um dnico
ponto como solugfo e sim uma faixa de valores (ver <figura
1.1). Embora todos os pontos de uma determinada faixa de
valores possam satisfazer aoc critério de convergéncia, isso
ndo significa que todos sejam igualmente vidveis com res-
peito 4 eficiéncia do processo de minimizagdo. Usualmente,
se dois pontos satisfazem a um critério de convergéncia,
aquele que corresponde a uma maior redugdo no valor da
fun¢do é preferivel. Quanto melhor a escolha do escalar o,
nesse sentido, menor o ntmero de iteragdes requeridas para

obter uma aproximag¢doc satisfatéria para o minimo. Portanto,



cb{a)L

$(0)

Figura 1.1 : Ilustra o processo de minimizacao nao exata.

Para 0 < o, < 0, £ 1, o processo de minimizacao nao exata define

I

a faixa de valores a, < a < a, que satisfazem ao criterio de

convergencia.
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a escolha de um escalar o que satisfaga ao critério de
convergéncia ndo & tudo que se espera de um algoritmo de
minimizag¢&o unidimensional; & preciso fazer uma boa escolha
dentre os pontos que satisfazem ao critério. Ao mesmo
tempo, entretanto, associado a essa exigéncia adicional de
se fazer uma boa escolha, estd o aspecto do esforgo compu-
tacional exigido. Tanto nos algoritmos de Gill & Murray
(1974) como nos algoritmos de Murray & Overton (1978),
existe a facilidade de variar esse esforgo computacional

que pode requerer desde uma simples avaliag8o de fungdo até

uma minimizagdo exata.

No processo de minimizag¢&o unidimensional, duas
classes de métodos s8o extensivamente usadas e conhecidas:
métodos que utilizam o conceito de comparagdo de fungdo e

métodos que utilizam aproximagdes polinomiais.

Nos métodos que utilizam o conceito de comparagio
de fung¢do, os valores da fungdo em dois pontos internos ao
intervalo de pesquisa [a,b] sio comparados com o obJjetivo
de reduzir o intervalo que contém o minimo. A partir dessa
comparagdo, o intervalo inicial é reduzido pela supressido
de wuma regifo que nfo contém o minimo (ver figura 1.2).
Dessa classe de métodos, o©os mais conheciddés sdo os métodos
de Fibonacci, da Seg¢do Aurea ("Golden Section") e da Dico-
tomia (Bazarad & Shetty (1974), Adby & Dempster (1974),
Gottfried & Weisman (1973)). A principal vantagem dos mé-
todos dessa classe é que sua convergéncia é garantida para

a classe de fungdes unimodais, mesmo que se trate de fun-



\*‘(L]) = - — —————-I
I
! i
'I i 1 _:u -
a ay a, b a oy a, b
(a) (b)
a a, a, b
a b
(c)
Figura 1.2: Ilustra o processo de comparagao de fungao.
dos

(a) Mostra que, para uma fun¢ao unimodal, a partir do conhecimento
valores da fun¢ao em dois pontos oy € 05, € possivel reduzir o in-
tervalo de pesquisa pela supressao de uma regiao do intervalo que
nao contém o minimo. Para o> a,, a funcdo € monotomicamente cres -
cente e, por isso, o minimo ndo pode estar nessa regiao.

(b) Mostra duas possibilidade para a localizacao do ponto de minimo.

(c) Mostra o intervalo de pesquisa, antes e depois de ser reduzido.
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¢8es ndo diferencidveis e de fungdes descontinuas. A prin-

cipal desvantagem desses métodos é a sua lenta convergén-

cilas

Nos métodos que utilizam aproximagdo polinomial,
a fungdo a ser minimizada ¢(2) é aproximada por uma fungdo
I(a) que coincide com ¢(@) em valor de fungdo ou em valor
de fungdo e valor de algumas derivadas em um certo numero
de pontos a priori escolhidos. I(%) deve ser wuma fungdo
cujo ponto de minimo seja facilmente determinado e, por

isso, & normalmente escolhida como um polindmio do segundo

ou terceiro grau.

Quando a aproximagdo é feita por polinfmios do
segundo grau, sdo necessdrias trés informa¢des, tais como
valores da fungdo e da primeira derivada. Uma prdtica
frequentemente aceita é tomar como informagdes os valores
da fung¢ao em trés pontos e, a partir dessas informagdes,
determinar o ponto de minimo do polinémio. O valor de o que
corresponde ao ponto de minimo do polinfémio de aproximagdo

I(a) @ usado como aproximagdo para o minimo de ¢ ().

Quando a aproximagdo & feita por polindmios do terceiro
grau, sd0 necessdrias quatro informag¢des, escolhidas, na maioria
das vezes, como os valores da fungdo e da primeira derivada em

dois pontos (Interpolagdo de Hermite).

A principal vantagem dos métodos que utilizam
aproximagdo polinomial €& que sua ordem de convergéncia &

superlinear. Teoricamente, a ordem de convergéncia P ¢
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superlinear com 1 < P < 2 no caso de aproximagdes por
polinSmios do segundo grau e superlinear com P = 2 no caso
de aproximag¢des por polinémios do terceiro grau. No entan-
to, existem muitas dificuldades associadas & escolha dos
pontos que devem ser usados na aproximag¢do polinomial. Esse
aspecto serd discutido no pardgrafo 2.3.

Diante das desvantagens que apresentam, tanto os
métodos de comparagdo de fung¢do como os de aproximagdo
polinomial, conclui-se que um processo de minimizag¢do uni-
dimensional baseado somente em um desses métodos & inefi-
ciente ou pouco confidvel. Esse problema, no entanto, ¢
contornado por meio de técnicas que fazem uso - ao mesmo

tempo - das idéias bdsicas dos dois métodos.

As desvantagens dos métodos que utilizam compara-
¢80 de fungdo ou aproximagdo polinomial, quando wusados
separadamente, podem ser eliminadas pela combinagdo dos
dois métodos. O método resultante tem propriedade de con-
vergéncia global garantida - como nos métodos de comparagdo
de fungdo - e sua ordem de convergéncia & superlinear -

como nos métodos de aproximagdo polinomial -.

Brent (1973) desenvolveu um algoritmo hibrido que
utiliza aproximagdes por polindémios do segundo grau em
conjunto com passos de comparagdo de fungdo baseados no
método da Seg¢do Aurea. Andlogo ao algoritmo de Brent -
quando derivadas sfo usadas - & o0 algoritmo que wutiliza

aproximagdes por polindmios do terceiro grau em conJjunto
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com passos de comparagdo de fungdo baseados no método da

Bissecgdo.

Gill & Murray (1974) desenvolveram um algoritmo
em duas versd8es (com e sem uso de derivadas) que também
utiliza aproximag¢les polinomiais em conjunto com um método
de comparagdo de fungdo. Esse algoritmo hibrido se
constitui na base para os algoritmos especificos para a
minimizag¢8o de uma classe de fung¢les que ndo sdo continua-
mente diferencidveis, desenvolvidos por Murray & Overton

(1978).

1.3.2 Minimizag¢do unidimensional de fung¢8es que ndo sio

continuamente diferencidveis

Murray & Overton (1978) desenvolveram algoritmos
para a minimizagdo de certas classes de fung8es que ndo sfo
continuamente diferencidveis. Trata-se de algoritmos para a

minimizagdo de fungdes F(X) que apresentam a seguinte forma

m
Fs(i) = Ei; max( O, fi(ﬁ) ) £1:1]
i=1
ou
FM(i) = max fi(i) (1.2)
1<i<m

onde as fungdes {fi} sio continuamente diferencidveis e da

forma
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Esses algoritmos podem ser usados na construgdo de
algoritmos para minimizar uma classe mais extensa de fun-
¢8es que ndo sfo continuamente diferencidveis. No presente
trabalho serdo discutidos os aspectos referentes a4 minimi-
zagdo de fungdes do tipo Fs(i), definidas a partir da

relagdo (1.1).

A importéncia da construgdo de algoritmos especl-
ficos para a minimizag¢do de fung¢Ses que ndo sdo continua-
mente diferencidveis & ilustrada na figura 1.3. Na minimi-
zagdo de fungdes continuamente diferencidveis, os métodos
mais eficientes usualmente determinam a* iterativamente,
por aproximagdes polinomiais sucessivas; o polinSmio de
aproximagdo coincide com a fung¢do F(o) em pontos que cor-
respondem d4s melhores estimativas de a* obtidas até entdo.
No caso da figura 1.3-b, @& fdcil verificar que o minimo do
polinémio de aproximagdo pode ndo ter qualquer relagdo com
a*- No caso da figura 1.3-a, o processo de aproximag¢do ¢é
vdlido somente se todos os pontos usados na aproximagdo se
situarem na porg¢do central da curva. Tal situagdo & impro-
vdvel de ocorrer nos primeiros estdgios do processo de
minimizagdo, quando normalmente sdo conhecidos pontos que

*
representam aproximagdes muito pobres para o .

A seguir, s&o apresentados alguns conceitos mate-
mdticos referentes & classe de fung¢bes definidas a partir

da relagdo (1.1).



F(a)

o

~ *
(a) Uma funcao do tipo Fs(a) onde o
ndao € uma descontinuidade

F (o)

(b) Uma funcao do tipo Fs(u) onde o

e uma descontinuidade

Figura 1.3: Tlustra a importancia de algo-
ritmos especificos para mini-
mizar funcoes que nao sdo con-

tinuamente diferenciaveis.
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Os gradientes das m fung¢des componentes fi(i) sdo

representados por Vfi(i) e define-se

g(x) = g Ve, (%)

1:fi(i)>0
B(%X) & o gradiente de F(X) onde o mesmo é definido ou é& uma
das derivadas direcionais de F(X) nos pontos onde o gra-

diente ndo é definido.

Para um dado ponto de pesquisa X e uma dada diregdo
de pesquisa p, pode-se representar as fung¢des unidimensio-

nais fi(u) e F(o) da seguinte maneira

fi(a) = fi( ¥+ 0off )i £ = 150000
e
F(a) = F( X +ap ).

Dessa forma, tem-se

m
F(a) = E: max( O, fi(a) )

i=1

A derivada de uma fungdo fi(a), que & o gradiente
projetado de fi( ¥ + 0p ) ao longo de §, ¢ representada por
£1(a) =  vE,( % +ap )T P
i i

e as derivadas direcionais 8 esquerda e & direita séo

denotadas por F'(a) e Fl(&).
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Define-se também
: Sl PR L
F'(a) = B( X +ap )" p

Portanto,

F'(a) = E f{(a)

1:fi(a)>0
F'(a) ¢ a derivada de F(%) onde a mesma for definida ou, em
caso contrdrio, é uma de suas derivadas direcionais.

Um ponto onde a derivada de F(®) ndo for definida é

referido como um ponto de descontinuidade da derivada ou,

simplesmente, wuma descontinuidade. Para uma fung¢do do tipo

FS(a), os pontos de descontinuidade da derivada coincidem

com os zeros das fungdes componentes fi(a).

Murray & Overton (1978) desenvolveram um algoritmo
especifico para a minimizag¢do de fung¢des do tipo Fs(a). 0
algoritmo apresenta duas vers8es, versdo simplificada e
versdo com refinamentos. Cada versdo apresenta duas varian-
tes, dependendo do uso ou nido de derivadas como informa-
¢0es. O principal aspecto do algoritmo ¢ que em cada itera-
¢80 do processo de minimizag¢do procura-se distinguir se a*
¢ ou ndo um ponto de descontinuidade da derivada e selecio-

*
nar uma aproximag¢fo para « de acordo com O Qque parecer

mals provdvel.
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1.4 Organizagdo dos capitulos

Os algoritmos bdsicos de que trata o Capltulo 2 sio
apresentados com o objetivo de tornar mais completa a
discussfdo do problema da minimizag¢do unidimensional. Com
isso, procurou-se assegurar 3 dissertagdo o aspecto didad-
tico, permitindo uma discussdo dos métodos de minimizagdo,
desde os mais simples e bdsicos até aqueles mais refinados
que lidam com dificuldades adicionais como a ndo diferen-
ciabilidade da fung¢do a ser minimizada. Dentre os algo-
ritmos bdsicos, estdo incluldos os que utilizam o conceito
de comparag¢do de fung¢do, os algoritmos baseados em interpo-
lagdo polinomial e os algoritmos para determinagdo de um

intervalo fechado que contenha o minimo.

Os algoritmos hibridos com proteg¢les sdo apresenta-
dos no Capltulo 3. ©S3do0 descritos os algoritmos de Brent e
de Gill & Murray para a minimizagfdo de fungdes continuamen-
te diferencidveis. Também é descrito o algoritmo de Murray
& Overton para a minimizag¢&o de uma classe de fungdes que
ndo sdo continuamente diferencidveis. Por fim, & apresenta-
da uma introdugdo teédrica sobre os algoritmos que fazem a
busca do minimo ao longo de um percurso curvilinear, usando
diregdes de curvatura negativa. S&o descritos dois algo-
ritmos desse grupo: algoritmo de segunda ordem de Armijo
(Goldfarb, 1980) e algoritmo de segunda ordem de Goldstein
(Goldfarb, 1980).
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0 Capitulo 4 trata dos testes de desempenho dos
algoritmos hibridos com protegles. Esses testes foram divi-
didos em duas categorias: testes de desempenho usando fun-
¢8es de teste continuamente diferencidveis e testes de
desempenho usando fungdes de teste que ndo s8o continuamen-
te diferencidveis. A principio, S3o apresentados resultados
do desempenho do algoritmo de Brent e do algoritmo de Gill
& Murray (versfo sem derivadas) e, em seguida, resultados
do desempenho do algoritmo da Bissecg¢Zo e do algoritmo de
Gill & Murray (versdo com derivadas), usados para minimizar
fungdes continuamente diferencidveis. No caso de fungbes
que ndo sfo continuamente diferencidveis, o0s resultados se
referem ao desempenho dos algoritmos de Brent e algoritmo
de Murray & Overton (versdo simplificada, sem uso de deri-
vadas) e do algoritmo da Bissecgdo e algoritmo de Murray &
Overton (versfo simplificada, com uso de derivadas), usados
na minimizag¢do de fungdes de teste do tipo Fs(a), elabora-

das pelo autor.



2 ALGORITMOS BASICOS

2.1 Algoritmo para localizar um intervalo fechado que

contém o minimo

Na determinagdo de um minimo local da fung¢do unidi-
mensional ¢(z) = F(X + ap) & prdtica usual procurar-se
obter um intervalo inicial de pesquisa ("bracket") que
contenha o minimizante u* de ¢(ax) e, a partir dail, usar
técnicas de minimizagdo unidimensional para o refinamento

desse intervalo.

No processo de localizagdo do minimo, uma estraté-
gia comumente usada consiste em avaliar a fungdo ¢(a) em
pontos afastados de um ponto inicial g de mhltiplos cres-
centes de um incremento inicial h, até que se obtenha um
maior wvalor da fungdo que o obtido na avaliagdo anterior.

Essa estratégia & ilustrada na figura 2.1.

Wolfe (1978) desenvolveu um eficiente algoritmo
para localizagdo de wum intervalo fechado que contém o
minimo. O algoritmo & apresentado em duas versdes. Na

primeira versf8o sio usados valores da fung¢do associados a



b (o)

(0

1h 8h

Figura 2.1:

[lustra o processo de localizacdao do minimo,
a partir da avaliacao da funcao ¢(a) em pon-
tos afastados de um ponto inicial a, de mul-

tiplos crescentes de um incremento inicial h.
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trés pontos. Na segunda versfZo sdo usados valores da fungdo

e da primeira derivada associados a dois pontos.

Determinagdo do incremento inicial h

Wolfe (1978) indica uma maneira sistemdtica para se
obter um valor adequado do incremento h, a partir das
informagdes disponlveis no inicio de cada iteragdo de um
mé todo descendente, a saber, ¢ (0) = F(i(k)) e
$'(0) = g(i(k))T ﬁ(k), bem como de uma estimativa do valor

*
da fun¢do multidimensional F(X) no seu ponto de minimo ¥ .

Supondo-se que a fung¢do unidimensional ¢(oa) seja

quadrdtica, isto @&,

2

dp(a) = 1a a” + b + C (21 )
2

Entdo

$r(a) = ad 4+ b (2.2 )

de onde

a* = _".’_tl (2.3 )
a

e

o(a”) = =b% + ¢ (2.4 )
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A equagdo anterior pode ser reescrita como

s ) = (b2} (-bfa) + ¢ (2,5 |

A partir de (2.3 ), tem-se

$(a”) = b of 4+ ¢ (2.6 )
2
e
* 2(¢(Cx*) - & )
a = E2sT
b
A partir de (2.1 ) e (2.2 ), tem-se ¢(0) = ¢ e

¢'(0) = b. Dail,

4 2(o(a*) - ¢(0))
8 = (2.8 )
¢'(0)

Caso o valor de ¢(u*) fosse conhecido, a* poderia
ser determinado a partir da equag8o (2.8 ). Isso sugere um
método para obtengdo de um valor de h que seja pelo menos
da mesma ordem de grandeza do minimizante a*. Seja fE uma

estimativa do valor da fungfo F(X) no seu ponto de minimo

¥ . Supondo-se que ¢(c) seja uma fungdo quadrdtica de o e
que
gt - g(&) L o* k)

*
onde @ ¢é o minimizante de ¢(a), de forma que
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*
o(a’) = £ (2.9 )
Entdo, a partir de (2.8 ) e (2.9 ), chega-se a um valor de
h dado por
2( f5 - ¢(0) )

h = (2.10)
¢'(0)

Determinag¢do de um intervalo fechado que contém

o minimo (caso sem derivadas)

Nessa primeira versdo do algoritmo apresentado por

Wolfe (1978), procura-se obter tré&s valores {31, &2, 03} de
*

forma que o minimizante o da fung¢do unidimensional ¢(2) se

situe entre a1 e a3.

Para um valor inicial 0y & um incremento inicial
h > 0, obtido a partir da equagdo (2.10), avalia-se ¢(ao) e
¢(ao + h). Caso ¢(ao + h) > ¢(ao), avalia-se ¢(ao - h).

Caso ¢(uo - h) > Q(QO), entdo o minimo estd 1localizado

pelos pontos &1, az e a3 dados por

a,] = uo — h
% = o {2.11)
&3 = Qg + h

Essa situagdo é ilustrada na figura 2.2.
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Figura 2.2: Ilustra o.processo de obtencao

do intervalo que contém o mi-
nimo.



Caso ¢ (25 + h) < ¢(a

(K = 1;25..+) até que

K =
¢(ao + 27h) > ¢(o-o % 2K 1h)

6oy + 2K=1hy < $(o, + oK=2y

Se jam

qD + 2Kh

2
I

Entio,

o(A) > ¢(B) < ¢(C)

C-B=2(B - 4)

Ver figura 2.3.

O)!
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avalia-se ¢(uo + 2Kh)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



¢ (a)

¢ (a)

Ilustra o processo de selecao

T

Figura 2

3

dos pontos Gy, 0, € a
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D

1 (B + C)

no|

Avalia-se ¢(D). Caso ¢(D) < ¢(B), tem-se @, =B, &, =De

o = C. Caso ¢(D) > ¢(B), tem-se a = A, o,

B e 03 = D

Se, inicialmente, ¢(uo + h) > ?(uo), entdo avalia-
se ¢(qo - 2Kh) (K = 1,2,...) até que as relagles (2.12) e

(2.13) sejam satisfeitas com h substituido por -h. Sejam

A = ay - 2874

B = ay-2h

C = oy - 2%h

D=1(B+C)
)

Avalia-se ¢ (D). Caso ¢ (D) < ¢(B), tem-se a = Cs a, = D e

Uy = A. Ver figura 2.4.

Determinagdo de um intervalo fechado que contém

o minimo (caso com derivadas)

Nessa segunda versfo do algoritmo, procura-se obter

- - 3 I3 *
dois wvalores “, e %, de forma que o minimizante © da

fungdo ¢(a) se situe entre a, e a,.



B S (R mpme Citme e i to——

- C d b 1
ay a, Gy
¢ (o)
l
| |
l 1 | '
| i | '
b L | 1 I
e C d b a
o a, o
Figura 2.4: Ilustra o processo de obtencao

do "bracket" quando, inicial-
mente, ¢(a0 + hY) > ¢(uU).
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Para um incremento inicial h > 0, obtido a partir
da equag¢do (2.10), avalia-se ¢(a) para @ = 0, h, 2h, 4h,
8h, R onde o, e a2 s80 os dois primeiros valores
consecutivos da sequéncia ZKh tais que ﬁ‘(u1) € O, ¢'(a2)20

2 ¢(a2) > d(oy).

2.2.17 Algoritmo de Fibonacci

O algoritmo de Fibonacci é o mais conhecido e mais
eficiente dos algoritmos que utilizam o conceito de compa-
ragdo de fun¢do na minimizag¢do de fungdes unimodais em um

intervalo fechado (Bazarad & Shetty (1974)).

Seu procedimento é baseado na sequéncia de nlmeros

de Fibonacci, definida como segue:

Fk+1 = Fk + Fk—-'] s SRR (2.%5)

A sequéncia ¢, portanto, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89 144y 2335 w.=

Seja [ap,b,] o intervalo de pesquisa na k-ésima
iterag¢do e dois pontos Aee W, localizados simetricamen-
te nesse intervalo. Para n avaliagfes de fungdo a serem

efetuadas, tem-se

F
. (n-k-1) (b

A = 3 S k =~ 3k
(n-k+1)
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F
=, - IR iy cad, ks 1,..ene (2.16)
Fn-k+1)
F
Mo =3, + F(n-k) (bk - a,)
(n=k+1)

F
= by - Wb g o a,), k= 1,...,n-1 (2.17)

(n-k+1)

Redug¢do do intervalo de pesquisa

A seguir, procura-se mostrar como varia, de uma

iteragdo para outra, a taxa de redugdo do intervalo de

pesquisa. Caso ¢(Ak) > ®(uk), tem-se para o comprimento
do novo intervalo

Biks1) ~ (k+1) = Pk - M

Tomando-se a expressdo de A a partir de (2 10) 4

F
(n-k-1)
= (b,

Ppsq = Bgyeq = Pp — 3 - - ay)
(n-k+1)
F
- (1 - _ED G by -ay)
F
(n-k+1)
F - F
. (n-k+1) (n=-k-1) (bk _ ak)
F
(n-k+1)

Pela relagdo (2.15), Frn-ke1) = Fla-k-1) = F(n-k)* Assim,



33

Fo
n-K

Brgq = B g = ?f___l__ (b, - a,) (2.18)
(n-k+1)

No segundo caso, isto &, () ) < o(1.), tem-se

Bigq © Bp.g = W =8

Tomando-se a expressdo de M, a partir da relagdo (2.17) e
procedendo de maneira andloga, obtém-se para o comprimento
do novo intervalo

u F(n-k)

b (b, - a

k+1 = Zk+1 k k)

Fin-k+1)

Vale observar em (2.18) que a taxa de redugdo do
intervalo de pesquisa F(n-k)/F(n—k+1) ¢ fun¢do do ntmero da

iteragdo e, por isso, varia de uma iteragdo para outra.

Némero de avaliagldes da fungdo

Na primeira iteragdo, dois pontos k1 e M, sdo
localizados no intervalo de pesquisa e duas avaliagles de
fungdo sdo necessadrias, isto &, ¢(X1) e ¢(U1). Nas itera-
¢0es subsequentes somente um ponto & 1localizado e uma
avaliagdo de fungdo @ necessdria, Jd que Ak+1 = H,  ou

Mepq = Xk' Ao final da iteragdo (n-2) foram feitas (n-1)

avaliagdes da fungdo.

Fazendo-se k = n-1em (2.16) e (2.17), observa-se
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que os pontos A _, e M _4q coincidem com o ponto médio do

intervalo [a,_4,b _4], 1isto &,

n-1 = (@poq * by_q)/2.

Desde que A = W _5 ou H =t _5» o valor da

n-1 n-1

fun¢do no ponto médio do intervalo na pendltima iterag¢do &
conhecido a partir da iteragdo anterior e, por isso, ndo é

necessdria uma avaliagdo adicional do valor da fungdo.

Escolha do ndmero de avaliagdes da fungdo (n)

Diferentemente dos outros métodos que wutilizam
comparagd8o de fungdo, o método de Fibonacci requer que o
ndmero total de avaliag8es de fungdo (n) seja escolhido
antecipadamente. 1Isso porque a localizagdo dos pontos in-
ternos ao intervalo & feita a partir das equag8es (2.16) e

(2.17) e, portanto, depende de n.

A partir de (2.18) pode-se observar que o compri-
mento do intervalo de pesquisa é reduzido na k-ésima itera-
¢80 por um fator F(n-k)/F(n—k+1)' Assim, ao final de (n-1)
iteragbes, o comprimento do intervalo é reduzido de b1 - ay
para bn - @, = (b1 - 81)/Fn' Portanto, n deve ser escolhido
de forma que (b1 - a,l)/Fn reflita a precisdo requerida na

pesquisa.

Essa necessidade de se especificar previamente o
ndmero de avaliagles n constitui-se em uma desvantagem do

método, especialmente quando aplicado a um processo de
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minimizag&o n&o exata. A titulo de ilustragido, pode-se
considerar o caso em que a fungdo ¢ (a) deva ser minimizada
de forma que a solugdo aceitdvel seja uma dada fragdo do
valor da fungfo no ponto inicial de pesquisa e o ntmero de

avaliag¢8es ndo possa portanto ser previamente estabelecido.

Convergéncia global

O algoritmo tem a propriedade de convergéncia glo-

bal para a classe de fun¢des unimodais.

Taxa de convergéncia

O algoritmo tem taxa de convergéncia linear com
respeito ao intervalo de pesquisa, 1isto é, os comprimentos
dos intervalos de pesquisa consecutivos decrescem linear-

mente.

Sequéncia de passos computacionais

do algoritmo 2.2.1

1. Especifique o intervalo inicial [a1,b1] e o comprimento

do intervalo final L > Q.

2. Se (b1 - aj) < L, PARE.

3. Gere a sequéncia de nimeros de Fibonacci até o termo
F, de forma que a relagdo F_ > 2(by-a,)/L seja sa-
tisfeita.

4. Calcule
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M o=aq + [Fp o/Fpl(by - ay)
1—31 = b1 = [Fn_2/Fn](b1 = 31)
Avalie &A1) e ¢(u1)

Inicialize o contador de iteragdes

k =1

renomeie os pontos Gy = A b, = u e vd para 2.

Se $(A) < O(H,),

=)\'b

- renomeie os pontos a Kk’

A =
k+1 k+1 k? k+1 - k

- calcule L

- se k = (n-2), vd para 10.
- avalie ¢(pk+1)

S

- vd para 7.

- Renomeie os pontos

841 T Bpi DPpyq = i Veyq = Ay
- calcule Ak+1
- se k = (n-2), vd para 10.
- avalie ¢(Ak+1)
-k =k + 1

- vd para 7.

Tome o ponto médio do intervalo [an_1,bn_1] como apro-

Xximagdo para © minimo e PARE.
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2.2.2 Algoritmo da se¢do durea (Algoritmo modificado de

Fibonacci)

O algoritmo da seg¢do durea ("golden section algo-
rithm") em muito se assemelha ao algoritmo de Fibonacci.
Difere, ©basicamente, nos aspectos referentes d localizagdo
dos pontos internos ao intervalo de pesquisa e a redugdo do
intervalo de pesquisa que, no caso do algoritmo da segdo

durea, se faz a uma taxa constante.

Se ja [ak’bk] o intervalo de pesquisa na k-ésima
iteragdo e dois pontos A, e M,, localizados simetricamente

nesse intervalo. Tem-se

Ak = 8, + (1 = R)(b, - ap) (2.19)

1]

Mg a, + R(bk - ak) (2.20)

onde R = 0.618034 & o coeficiente da seg¢do durea.

O por qué do uso do coeficiente R nas relagdes
(2.19) e (2.20) serd esclarecido no préximo pardgrafo. Vale
observar que (1 - R) = 0.381966 e, assim, Ak serd localiza-
do a, aproximadamente, 38% do comprimento do intervalo
[ak’bk] d direita de a . 0O mesmo ocorre com My que serad
localizado a 38% do comprimento do intervalo d esquerda de
bk' Como apds a comparagdo dos valores da fungdo ¢(a) nos
pontos Ak e M, se temap, 4 = Ak ou b, .4 = Up, O novo

intervalo serd 61,8% menor que o anterior, isto @&,
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b - a

k+1 = R(b

k+1 Kk - 3’

Redug¢8o do intervalo de pesquisa

Sejam Ik’ Iy,1 e I,,, os comprimentos do intervalo
de pesquisa em trés iteragdes sucessivas. Se esses compri-

mentos sdo tais que

- (2:21)

e a relagdo dos comprimentos dos intervalos sucessivos @&

igual a uma constante K, isto &,

= = K CRL a9
k+2

k+1

o wvalor numérico da constante K pode ser determinado a

partir das relagdes (2.21) e (2.22). A partir de (2.22),

tem-se

Ik = K Ik+2 (2.23)

Dividindo-se (2.21) por Ik+2’

- + 1 (2.24)
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Substituindo-se (2.22) e (2.23) em (2.24),

K = K + 1 (2.25)

Entdo

K‘—=(1+v‘/5)/2

Tomando-se a raiz positiva, tem-se K = 1.618034.

No algoritmo da seg¢do durea, os sucessivos interva-
los de pesquisa tém comprimentos que satisfazem a8s relagdes
(2.21) e (2.22) com K = 1.618034. Vale observar que
1/K = R = 0.618034 e

- = R (2.26)

O coeficiente da segdo durea R = 0.618034 & rela-

cionado com a sequencia de ndmeros de Fibonacci da seguinte

maneira
Fo_ (1ar)™1 o [yt
Lim = Lim = e
n-o Fn n-+o (1+R) - (—R)
(1+r)1"] 1
(1+R)n 1+R

R = 0.6180534.4.
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Os nuimeros da sequéncia de Fibonacci Fn podem ser

determinados usando-se a férmula recursiva

+Fn n =2, 3, . e

n n-1 =27

com condigdes iniciais

ou usando a férmula fechada

(AR - [-RIP

{(1+R)] = (=R)

A aplicagfo da férmula fechada é muito conveniente

para determinagdo do limite da expressio Fn—1/Fn quando n~

Numero de avaliag8es da fungéo

Na primeira iterag¢do do processo dois pontos A1 e
My s8o localizados e duas avaliagdes de fung¢do sdo neces-
sdrias, isto &, ¢(A1) = ¢(U1). Nas iteragdes subsequentes
somente um ponto @& localizado e uma avaliagdo de fungdo se
faz necessdria. O ntmero total de avaliagdes necessdrias
para reduzir o intervalo de pesquisa até um comprimento
final L ndo & necessariamente determinado antecipadamente,
como no algoritmo de Fibonacci. Dessa forma, surge a neces-
sidade de se introduzir um teste para verificar se o inter-

*
valo que contém o minimizante a & menor que o comprimento
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final desejado L, quando entdo o processo iterativo termi-

na’

Convergéncia global

O algoritmo tem a propriedade de convergéncia glo-

bal para a classe de fungdes unimodais.

Taxa de convergéncia

O algoritmo tem taxa de convergéncia linear com
respeito ao intervalo de pesquisa (os comprimentos dos

intervalos de pesquisa consecutivos decrescem linearmente).

Sequéncia de passos computacionais

do algoritmo 2.2.2

1. Especifique o intervalo inicial [aq,b1], o comprimento

do intervalo final L > O e o0 ntimero madximo de itera-
goes kmax‘
2. Se (b1 - a1) < Ly PARE.

3. Calcule
D = Rz(b,] o= 5-1)
)\1 — a,] + D

B o= b1 - D
4. Avalie o¢(xry) e ¢(nq)

5. Inicialize o contador de iteragdes

k = 1
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6, Se ( bk - a, ) <L, tome o ponto médio do intervalo

[ak’bk] como aproximag¢do para o minimo e PARE.

7. Se ¢(n) = ¢(w), renomeie os pontos a, = Ak; b,

e vd para 2.

8. Faga D = R.D

g. Se tb("k) < ¢(1Jk),

renomeie os pontos

= A e = : =
By 41 g Py = Bpt Ay =Wy
- calcule Hpgq = bk+1 - D
- avalie ¢(uk+1)
-k =k + 1
- vd para 11.
10. - Renomeie os pontos
= . = 4 =k
Bpeq = Al B = Bi Vg =%
- calcule Ak+1 =8y a4 * D

- avalie ¢()k+1)

-k =k + 1

11. Se k < Km , v4 para 6.

ax

12. PARE.

2.2.3 Algoritmo da Dicotomia

- W

K

A 1idéia bdsica do algoritmo consiste em localizar

dois pontos Ae € W internamente no intervalo de pesquisa

de maneira que, a partir da comparagdo dos valores ¢(Ak) e
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$(UK), 0 novo intervalo de pesquisa seja o menor possivel.
Como antes de se proceder 3 comparagdo dos valores ¢(Ak) =
¢(Uk) ndo se sabe qual dos dois & menor, procura-se locali-
zar os pontos Ak e M de forma a minimizar o comprimento do
préximo intervalo de pesquisa [ak+1’bk+1] gue serd o maximo
entre (uk - ak) e (bk - Ak) (Bazarad & Shetty (1974), Adby
& Dempster (1974), Gottfried & Weisman (1973)).

De acordo com a ilustrag¢do da figura 2.5, para dois
pontos Ak e U localizados simetricamente, cada um a uma
disténcia € > 0 do ponto médio, o comprimento do novo
intervalo de pesquisa serd (bk - ak)/2 + €. Vale observar
que esse comprimento tende a decrescer 2 medida que diminui
a separagdo entre os pontos de prova )k e Up. Portanto, a
estratégia étima consiste em localizar dois pontos de prova
simetricamente com respeito ao ponto médio do intervalo de
pesquisa e separados entre si de uma distdncia que seja a

menor possivel.

0 escalar ¢ deve ser suficientemente pequeno de
forma gque o comprimento do novo intervalo (bk - ak)/2 + €
seja bastante préximo do valor teédrico dtimo (bk - ak)/2.
No entanto, ndo se pode reduzir o valor de € arbitraria-
mente, uma vez que 0S valores ¢(Ak) e ¢(uk) precisam ser

distingulveis.
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k+1 —

ak kk Uk b
Lﬁ————Lh+1-————

Figura 2.5: Ilustra o método da Dicotomia.

—-—

-

Redugdo do intervalo de pesquisa e

nimero de avaliagdes da fungdo

Em cada iteragdo do processo dois pontos Ak e
sdo localizados internamente no intervalo de pesquisa e

duas avaliagdes da fungdo sido necessdrias.
O comprimento do intervalo de pesquisa no inicio da
iteragdo (k+1) & dado por (Bazarad & Shetty (1974)):

(b 1

Ek (b1 - a1) + 2€(1 =

k+1 ~ ak+1) = 1k)
2

Essa férmula pode ser usada para se determinar o
nimero de iterag¢des necessdrias para se reduzir o intervalo
até um valor especificado. Como em cada iteragdo sdo feitas

duas avaliag¢lBes da fungdo, a fdérmula pode também ser usada

para se determinar o nlmero de avaliagdes da fungdo.

Convergéncia global

0 algoritmo tem a propriedade de convergéncia glo-
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bal para a classe de fung¢des unimodais.

Taxa de convergéncia

O algoritmo tem taxa de convergéncia 1linear com

respeito ao intervalo de pesquisa (os intervalos de pesqui-

sa

consecutivos decrescem linearmente).

Sequéncia de passos computacionais

do algoritmo 2.2.3

Especifique o intervalo inicial [a1,b1], o comprimento
do intervalo final L > O e o nimero mdximo de itera-

¢Oes kmax'

Inicialize o contador de iteragdes

Se (b, - a,) <L, tome o ponto médio do  intervalo

[ak’bk] como aproximagdo para o minimo e PARE.

Calcule

A

K (ak + bk)/Z - E

My (ak + bk)/Z + €

Avalie ¢(2, ) e o (u,)
A
Se 0(A,) < O(u,),
- renomeie os pontos 3.1 = 3 bk+1 = U,

-k =k + 1

- vd para 8.
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7. - Renomeie os pontos
— )\ 24 —
Bea1 = "k Bryq = By
- kK =k + 1

8. Se k < km vd para 3.

ax’?

9. PARE.

2.3 Algoritmos baseados em interpolag¢do polinomial

O principal aspecto dessa classe de algoritmos @
que a fung¢do unidimensional ¢(a) : R™ --- R1 a ser minimi-
zada @& aproximada por um polinémio que coincide com ¢(®) em
valor da fungdo ou em valor da fungdo e valor de algumas
derivadas em um certo nidmero de pontos, a priori escolhi-
dos. Na' discussio que se segue supde-se que ¢(c) & uma

fungdo unimodal.

Interpolag¢do guadrdtica

Sejam x, w e v trés valores distintos de o , tais
que 6(x) < ¢(w) < ¢(v). Os pontos x, w e v satisfazem a uma
das seguintes configuragfes: w { x < vev<x<w. Sea
fungdo ¢(a) & unimodal e o minimizante «” se situa entre os

pontos w e v, isto &,

ou
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o ponto de minimo do polindmio do segundo grau que passa

pelos pontos (x,¢(x)), (w,¢(w)) e (v,®(v)) & dado por

4 = x + p/q, onde

A (x=v)2 (6(x)=6(w)) = (x=w)Z (d(x)=(v))]

e &}
1l

(2.27)

O
1}

20 (x=v) (¢(x)-0(w)) - (x-w) (¢(x)-0(v))]

Interpolagdo cdbica

Sejam x e w dois valores distintos de & tais que

d(x) < ¢(w) e que satisfazem a uma das configuragdes

x <w, com ¢'(x) < Oe ®'(w) >0
ou

x > w, com ¢'(x) > 0e ¢'(w) <O

Se a fungdo ¢(a) ¢ unimodal e o minimizante a* se
situa entre os pontos x e w, o ponto de minimo do polinémio
do terceiro grau que passa pelos pontos (x,¢(x)) e (w,¢(w))
com derivadas ¢ '(x) e ¢'(w), respectivamente, @& dado por

x + p/q, onde
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p = #(w-x)[¢'(x) = yv=-n]
(2.28)
q = z[9'(w) - o' (x) + 2Y]

Y o= S]'.t‘lal(w--x)[n2 - ' (x) ¢ 1(w)]’|/2
n o= 3(0(x)=-0(w))/(w=-x) +¢'(x) +9'(w)

Se o0s erros de arredondamento sdo despreziveis e o
minimizante a* estd situado entre dois dos pontos usados na
interpolag¢do polinomial, o ponto de minimo do polin8mio de
aproximagdo, obtido a partir da relagdo (2.27) ou (2.28)
deverd também se situar entre esses dois pontos e o inter-
valo serd reduzido. No entanto, o valor da fungdo no novo
ponto ndo @& necessariamente menor que em todos os pontos

usados na aproximag¢do.

A principal dificuldade relacionada com 0 uso repe-
tido das equagdes (2.27) e (2.28) & que isso implica na
supressdo de um dos pontos em cada estdgio. Se o ponto
correspondente ao maior valor da fung¢fo for suprimido, o
intervalo que contém o novo conjunto de pontos pode ndo
conter o minimizante e, nesse caso, as férmulas acima podem
ndo levar a resultados confidveis, uma vez que estdo sendo
usadas para extrapolagdo. Uma solugfdo alternativa & garan-

tir que o intervalo que contém o novo conjunto de pontos
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- - . * 3
sempre contém o minimizante o« . No entanto, isso pode

tornar a convergéncia do processo bastante lenta.

Nas =segles 2.3.1 e 2.3.2 sdo apresentados dois
algoritmos Dbaseados em interpolagdo polinomial. Os algo-
ritmos fazem uso das equagles (2.27) e (2.28) e se prestam
4 minimizagdo de fung8es unidimensionais ¢(a) em um inter-
valo fechado gque contenha o minimizante a*. Ao final de
cada iteragdo, os vdrios pontos s3o renomeados de forma que

*
0 novo conjunto de pontos contenha o minimizante o .

2.3.1 Algoritmo baseado em interpolagdo quadrdtica com

informagdes associadas a trés pontos

Seja [a,b] um intervalo fechado que contém o mini-
mizante o da fung¢do unidimensional ¢(x). Sejam x, we v
trés valores distintos de o, tais que ¢(x) < ¢(w) < ¢(v).
Tem-se a < x < b e duas configuragdes possiveis para os

pontos w e v:

Escolha a tolerdncia tol e faga k = 0.

2. Calcule o ponto médio

m = (a + b)/2
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Verifique o critério de convergéncia:

Se max(x-a,b-x) < tol, tome o ponto x como a solugdo
dtima e PARE.

Calcule 4 (ponto de minimo do polinémio quadrdtico), fa-

zendo

&3
1}

(x=w)[a(x) = ¢(v)]

q = (x-v)[e(x) = ¢(w)]

p = (x-v)qg - (x-w)r

q = 2(q-r)

Se q £ 0, faga q = -q. Em caso contrario, faga
p=-p

Faga @4 = x + p/q.
Avalie ¢(Q).
Renomeie os pontos a, b, x, w, v e o0s correspondentes
valores ¢(x), ¢(w) e ¢(v) da seguinte maneira:
Se ¢(4) < ¢(x), faga
Se @ > %, 8 =X} W = X7 X =10
Se 0 < %, b =xyw & x; x =105 ¥ =W

Em caso contrdrio, faga



=1

se d >x, b =1

Se ¢(d) < ¢(w),

<
n
=
E )
I
=

Se ¢(d) > ¢(w), v = Q
Se 1 < x, a =1

Se &) < o(v), w = 1

=
]
<
<
I
(i)

Se o(d) > o(v),

7. V& para 1.

Convergéncia global

0 algoritmo tem a propriedade de convergéncia

global para a classe de fungdes unimodais.

Taxa de convergéncia

O algoritmo tem taxa de convergéncia superlinear.

2.3.2 Algoritmo baseado em interpolagdo cibica de Hermite

com informag8es associadas a dois pontos

Seja [a,b] um intervalo fechado que contém o

*
minimizante o da fung¢fo unidimensional ¢(a). Sejam x e w
dois valores distintos de & tais que ¢(x) < ¢(w) e que

satisfazem a uma das configuragdes

x=a e WwW=2D>b, com¢'(x) <Oe ¢'(w) >0
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ou

X =b e w=a, comdp'(x) >0e ¢'(w) < 0.

Escolha a tolerdncia tol e faga k = O.

2. Verifique o critério de convergéncia:

Se (b-a) < tol, tome o ponto x como a solugdo étima e

PARE.

3. Atribua valores ds varidveis auxiliares X1 £4, Bqs  Xo»
f2 e 8o fazendo
Se x=a e w=b, faga x, = a; £y = o (x); g1 = o' (x)
Xy, = by £, = olw); g5, = ¢'(w)
Se x=b e w=a, faga x, = a; £, = ®(w); g4 = ¢'(w)
Xy = b; £, = ¢(x); g, = ¢'(x)
4. Calcule G (ponto de minimo do polinémio do terceiro
grau), fazendo
n =84 + 8y - 3(f1 - fz)/(x1 - X5)
se lgql > 1g5l, e = [g1|[(n/g1)2-(gz/g1)]1/2
Se lgql < lgyls e = lgylln/gy)%-(8,/8,)1"2

r =g, - 84 ¢ 2e
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S =-g, + N +e
t = s/r
i =

(1—t)x1 + tx,
5. Avalie o¢(d) e ¢'(1).

©. Renomeie os pontos a, b, x, w e os correspondentes

valores ¢(x), ¢'(x), ¢(w) e ¢'(w) da seguinte maneira:
Se ¢(d) < ¢(x), faga

Se ¢'(d) < 0, a

I
=
=
Il
(o)

Se ¢'(d) >0, b

]
[
=

]
o}

Em caso contrdrio, faga

Se 4@ < x, a

|
=
=
"
o]

Se 0 > X, b =a; W =a

7« V4 para 1.

Convergéncia global

O algoritmo apresenta convergéncia global para a
classe de fungdes unimodais que sejam continuamente dife-

rencidveis.

Taxa de convergéncia

O algoritmo tem taxa de convergéncia superlinear.



5 ALGORITMOS HIBRIDOS COM PROTEGOES

3.1 Algoritmos hilbridos com proteg¢des para a minimiza-

¢80 de fungbes continuamente diferencidveis

Nesta se¢do sfo apresentados os conceitos bdsicos,
estratégia e o conjunto de proteg¢des dos algoritmos hibri-
dos com protegdes para minimizag¢do de fungdes continuamente
diferencidveis: Algoritmo de Brent, Algoritmo da Bissecgdo
e Algoritmo de Gill & Murray em suas duas versfes (com e
sem uso de derivadas como informag¢des). Também é apresenta-
do o critério de convergéncia e, para cada algoritmo, &
feita separadamente uma descrigdo do método de comparagdo

de fungdo.

Conceitos bdsicos, estratdgia dos algoritmos e

conjunto de protegdes

Assume-se que em cada iterag¢do do processo de mini-

mizagdo & conhecido um intervalo de pesquisa [a,b] que
* 3 -

contém o ponto de minimo ¢ da fungdo que se deseja minimi-

zar.
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Quando s&o usados como informagdes os valores da
fung¢do e da primeira derivada associados a dois pontos,
assume-se que dois pontos x e w sdo também conhecidos. ©O
ponto x @& aquele associado ao menor valor da fungdo até
entdo (isto &, ¢(x) < ¢(a) para qualquer valor de ¢ onde a
fungdo Jj& foi avaliada) e w & o ponto correspondente ao
segundo menor valor da fungdo ou é o Gltimo ponto onde a
fung¢do foi avaliada. Ver figura 3.1-a. Existem quatro con-

figurag¢des possiveis para os pontos a, b, x e w:
i) x =38 e w4 a

ii) x =a e w =0>b
{3.9)
iii) x = b e w = a

iv) x =b e w > b

Quando s&o0 wusados como informag8es os valores da
fungdo associados a trés pontos, assume-se que trés pontos
X, W e v sio também conhecidos; x & o ponto onde a fungéo
tem o menor valor até entdo, w & o ponto onde a fungdo tem
o segundo menor valor e v & o ponto onde a fungdo tem o
terceiro menor valor ou ¢ o dltimo ponto onde a fungfo foi
avaliada. Ver figura 3.1-b. Tem-se a < x < b e quatro

configuragdes posslveis para w e v:

i) w=a e v <a iii) w

]
o
6]
<
]
4]

(3.2)

I
4]
[}
<

il
o
[}
o
[0}
<
v
o

ii) w iv) w



W X

(a)

;“[O.}

(b)

Figura 3.1: (a) configuracdo (i) da relacio (3.1)

(b) configuracao (i) da relacao (3.2)
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A estratégia bdsica dos algoritmos consiste em
gerar um novo ponto @ (primeira previsdo), a partir das
informag¢8es disponiveis nos pontos x e w ou x, w e v, tais
como valor da fungdo e da primeira derivada. O novo ponto
¢ obtido através de interpolagdo polinomial com protegdes
(o termo interpolagio & usado aqui para significar interpo-
lagdo propriamente dita ou extrapolagdo). No caso em que
derivadas sd3o usadas, o polinémio interpolador & do tercei-
ro grau e coincide com ¢(a) e ¢'(ax) nos pontos x e w. No
caso em que derivadas nfdo sdo usadas, o polindmio interpo-
lador & do segundo grau e coincide com ¢(a) nos pontos x, W
e v. Assim, em cada iteragdo, o ponto de minimo do poliné-

mio interpolador ¢ tomado como a previsdo Q.

O algoritmo de Brent e o algoritmo de Gill & Murray
(vers8o sem derivadas) utilizam interpolagdo quadrdtica em
combinagdo com métodos de comparagdo de fungdo. O algoritmo
da Bissecg¢do e o algoritmo de Gill & Murray (versdo com
derivadas) wutilizam interpolag¢do clbica em combinagdo com

métodos de comparagdo de fungfo.

Em cada iteragdo existe um intervalo [a,b] que
contém o minimo, mas as aproximag¢des polinomiais sfo sempre
feitas nos pontos correspondentes aos menores valores da
fung¢io, 1isto é, pontos x e w gquando derivadas sdo usadas e
pontos x, Ww e v quando derivadas ndo sfo usadas. A taxa de
convergéncia dos algoritmos que utilizam aproximag¢des poli-
nomiais em combinagdo com comparagdo de fungdo & quadrdtica

no caso com derivadas e & superlinear com ordem 1,324...
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no caso sem derivadas. No entanto, essas taxas sé& s3do
efetivas caso as aproximagdes sejam feitas nos pontos onde
a fungdo tem os menores valores até entdo, sendo que esses

pontos ndo localizam o minimo necessariamente.

O ponto @, gerado a partir de uma aproximagio
polinomial, precisa satisfazer certas condi¢des para que
venha a ser aceito como aproximag¢do do minimo da fun¢do
6 (o) naquela iteragdo, isto &, sob determinadas condigdes
tem-se u = 4, onde u & a aproximag¢do aceita na iteragdo.
Quando o ponto d ndo satisfaz a uma das condig¢des, um outro
ponto u, obtido por um método de comparagdo de fungdo &
aceito, isto &, u = u. Essas condigdes sio resumidas no
seguinte conjunto de proteg¢bes, isto é, u é feito igual a

4, exceto nos seguintes casos:

i) @ se situa fora do intervalo [a,b]. Isso nor-
malmente ocorre quando se tem as configuragdes (i)
ou (iv) das relagdes (3.1) ou (3.2). Entretanto,
devido a erros de arredondamento, pode ocorrer
mesmo quando a configuragdo for de interpolagéo.
Caso @ ndo se situe em [a,b], u & feito igual a um

outro ponto u, obtido por comparagdo de fungdo.

ii) 4 & obtido por extrapolagdo e, mesmo que se situe
em [a,b], U se situa entre O e x. Nesse caso também
u & feite igual a u. Essa protegdo sé faz parte do
algoritmo de Gill & Murray.

iii) A disténcia |x-Q] na iteragdo corrente & maior que



iv)

(u) (es

J9

metade da disténcia |x-u| na antepentltima itera-
¢8o0. O propésito dessa restrigdo é assegurar a
redugdo do incremento dado ao ponto x por um fator
de pelo menos dois, a cada duas iteragdes. Esse
procedimento evita que seJja gerada uma sequéncia de
estimativas u que oscilem em torno do minimo, tor-

nando lenta a redugdo do intervalo de pesquisa.

O ponto G se situa muito préximo a um dos pontos
onde a fung¢do Jjd& foi avaliada: a, x ou b. Nesse ca-
so, u é& feito igual a um outro ponto separado da-
queles onde a fungdo jd fol avaliada por uma dis-

tdncia minima tol(x), onde
tol(a) = e|a] + 1

¢ e 1 s8o dois parémetros relacionados com a pre-
cisdo da midquina. No caso do ponto u, também pode
ocorrer de o mesmo se situar muito préximo a um
dos pontos a, x ou b, sendo necessdrio gerar um no-

vo ponto afastado pela distédncia tol(x).

Apds a escolha do ponto u, @& feita a avaliagdo de

possivelmente, de ¢'(u)) e os vdrios pontos e os

correspondentes valores da fungdo e da derivada s8o

renomeados de acordo com o procedimento apresentado a

seguir.

Renomeagdo dos pontos




i) Caso com derivadas

Se ¢(Q)

W =

X
Se ¢

Se ¢

Em caso

W

Se @

Se @

< ¢(x), faga
X
a

vl £ 05 8

]
[o]

{d) > 0, b

i
jo]

contrario, faga

ii) Caso sem derivadas

Se ¢(Q)
Se 0

Se @

Em caso
Se 1

Se 1

Se ¢(4) < ¢(w), v
Se ¢(d) > o(w), v

I A

6(x), faga

= X

(Y4
>
4]

B = X

75
»

contrdrio, faga
< %Xy 8 = 1

> ¥%g b = 1

[
>
=
]
=

I
(]

Critério de convergéncia

Considera-se que o processo de minimizag&o

60

unidi-
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mensional converge quando

max(x-a,b-x) < 2tol(x) (caso sem derivadas)
ou
(b-a) < 2tol(x) (caso com derivadas)

Métodos de comparagf&o de fungio

i) Algoritmo de Brent

No algoritmo de Brent, o método de comparagdo de
fungdo & ©baseado nas idéias do método da se¢do durea. A

previsdo modificada (ponto u) é dada por

X + Bla=-x), x > m

B = (3.3)

Ix + B(b-x), x < m
onde m é o ponto md¢dio do intervalo de pesquisa e
B = (3 - v5)/2 = 0.381966...

O processo de obtengdo do ponto u de acordo com a
relagdo (3.3) consiste em, inicialmente, verificar qual @&
© maior dentre os subintervalos [a,x] e [x,b]. O maior
desses subintervalos & selecionado e o ponto u é localizado
a, aproximadamente, 38% do comprimento do subintervalo, do

ponto Xx.

Seguindo-se o procedimento do método da segdo Adu-
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rea, dois pontos )X e p sfo localizados internamente no
intervalo de pesquisa (no <caso, o intervalo de pesquisa
para aplicagdo do método da segdo durea coincide com o
maior dentre os subintervalos [a,x] e [x,b]). Dos pontos XA
e U, a previsdo u & feita igual dquele que se situar mais

préximo do ponto x.
ii) Algoritmo da Bissecgdo

No caso do algoritmo da Bissecg¢do, a previsdo modi-
ficada u @& feita igual ao ponto médio do intervalo [a,b],

isto &,
u=(a+ b)/2.
iii) Algoritmo de Gill & Murray

O método de comparagdo de fungdo serd descrito
inicialmente para o caso sem derivadas. Consiste em estabe-

lecer um limite artificial m, em [a,b] dado por

{x + B'(a-x), W > x

m, =< (3.4-a)
1} + B'(b-x), w < x
onde
(1 (-d,/d,)71/2 d,| < |d,]
i e : 15y 2
g =< (3-4-b)
2 (0.1 - dy/dy),  [d4] 2> [dy
3
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2
d1=a-x d1=b—X

w < X ou W > X (3.4-c)
d2 = b = ix d2 = a = X

Caso a previsdo @ seja rejeitada por qualquer das
protegdes, a previsdo modificada u ¢ feita igual a esse

limite, isto é, u = m,.

A seguir, sdo feitos alguns comentdrios sobre o
processo de reJjeig¢do da previsdo d caso a mesma se situe
além do limite artificial m, . Vale observar que:

- x & o ponto associado ao menor valor da fung¢do na
iteragdo corrente;
- 0o limite m, sempre se situa além do ponto x,

considerando a diregdo w —> x;

- ¢ possivel que os pontos x e m, se situem do mesmo

lado do minimo e que, 4 medida que se avanga na di-

regdo x —> My, além de m,, a fungdo continue de-

crescendo. Ver figura 3.2.

- em uma outra situagdo, o ponto de minimo pode se
situar entre x e my, €, d medida que se avanga na
diregdo x —>m,, além de m,, a fung¢do aumenta de

valor. Ver figura 3.3.

Como sugere a protegdo (ii), gquando a previsfo 4 se
situa entre o ponto x e o limite m,, sua aceitagf8o ¢ ime-

diata. Na situagfo ilustrada na figura 3.2, existe a possi-



¢ (a)

Bl e e e e =

ey

Figura 3.3: A rejeicao de previsGes U que se situam além do limite
My € um aspecto importante no desempenho do algoritmo,
especialmente quando se considera a possibilidade de a
funcao crescer bruscamente além desse limite, como mos-
tra a figura.
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bilidade de o ponto @ se situar em uma faixa de valores
onde ¢(d) < ¢(ma) e a rejeigdo imediata da previsido 0 -
como sugere a protegdo (ii) - nfo tem sentido. Surge, pois,
a necessidade de se introduzir um teste comparativo adicio-

nal. Isto &, caso a previsio 0 se situe aldm de m verifi-

a’
ca-se se ¢(d) > @(ma) e, em caso afirmativo, a previsio @ &

rejeitada e u é feito igual a m,.

No caso com derivadas, as observagdes acima também
sdo vdlidas. As férmulas (3.4-a) e (3.4-b) permanecem inal-
teradas, mas os valores d1 e d, passam a ser calculados da

seguinte maneira:

d1 = W - X

b = X, w < X
d2 =

a - X, W > X

Vale observar que sSe o0s pontos estdo em
configuragdo de interpolagdo (configuragdo (ii) ou (iii) da
relagdo (3.1) ou (3.2)), o limite artificial n8o ¢
definido, wuma vez que os pontos x e w coincidem com os
extremos do intervalo de pesqﬁisa. Nesse caso, a estratégia
de comparagdo de fungdo consiste em tomar o ponto médio do

intervalo de pesquisa como previsdo modificada, isto @&,

u=(a + b)/2.
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5.2 Algoritmo de Murray & Overton para a minimizagdo de

uma classe de fungdes que nfo sio continuamente di-

ferencidveis

A seguir, é descrito um algoritmo especifico para a
minimizagdo de fungdes que ndo sdo diferencidveis do tipo
Fs(a). E apresentado em detalhes o processo de selegdo da
primeira previsdo d, uma vez que as prote¢des que, quando
necessario, rejeitam tal previsfdo, o método de renomeagdo
dos pontos, o critério de convergéncia e o método de
comparagdo de fungdo sdo os mesmos descritos para o algo-

ritmo de Gill & Murray, apresentado anteriormente.

A estratégia bdsica desse algoritmo consiste em
distinguir se o minimo u* é¢ ou ndo um ponto de descontinui-
dade da derivada e, ent3o, selecionar a previsdo Q@ de
acordo com o0 que parecer mais provdvel; dessa forma, a
previsdo ( serd escolhida como a estimativa de uma descon-
tinuidade ou como o ponto de minimo de um polinSmio que

¥*
aproxima F(oa) em torno de a

3.2.1 Algoritmo de Murray & Overton - versfo simplificada

("Low overhead version")

Na descrigdo que se segue subentende-se que em cada
iteragdo tem-se um intervalo de pesquisa [a,b] que contém o

minimo o e que as relagdes (3.1) ou (3.2) sdo satisfeitas.

O processo de obtengdo da previsdo @ pode ser

dividido nas seguintes etapas:
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- Estimativa de descontinuidades;

- Aproximagles de F(u) por fungdes continuamente di-

ferencidveis.

Estimativa de descontinuidades

Nesta etapa, procura-se:

i) estimar a menor e maior descontinuidades contidas
no intervalo [a,b] e atribuir seus valores as des-

continuidades de teste Z; € Zp, respectivamente;

ii) estimar a média aritmética de todas as descontinui-
dades contidas no intervalo [a,b] e atribuir esse

valor 4 varidvel z;

iii) caso a configuragfo seja de extrapolagdo, verificar
se existe alguma descontinuidade entre os pontos x
e w (configuragdes (i) ou (iv) da relagEo 13.1))
ou entre os pontos w e v (configuragdes (i) ou (iv)

da relagdo (3.2)).

A principio, os valores fi(a) e fi(b) s8o compara-
dos para as m fung¢des componentes fi(ﬂ). Se, para algum i,
fi(a) e fi(b) tiverem sinais contrdrios, existe uma descon-
tinuidade de F(o) entre a e b dada pelo zero de fi(&) e
esse zero passa a ser estimado. Apds terem sido feitas as
estimativas z; dos zeros das fungles fi(a) que mudam de
sinal no intervalo [a,b], deve-se ter armazenados nas des-

continuidades de teste zL e zp os valores da menor e maior
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descontinuidades contidas em [a,b]. Nio & necessario arma-
Zzenar o0sS valores das estimativas zys 4 proporgdo que cada
z, & calculada, os valores 2, e 2p sic renomeados e se

i

procede ao cdlculo da estimativa da média aritmética das

descontinuidades.

Vale observar que o critério que compara os valores
fi(a) e fi(b) para as m fung¢ldes componentes, pode néo
identificar todas as descontinuidades contidas em [a,b],
uma vez que uma determinada fungédo fi(ﬁ) pode apresentar um
nimero par de zeros em [a,b] e, por isso, f.(a) e fi(b)

apresentarem sinais iguais. Ver figura 3.4.

Caso nfo haja descontinuidades no intervalo de
pesquisa (ou, mesmo que haja, o critério nfo identifique
sua existéncia), z; & feita igual a b, z; & feita igual a a

e zZ nio & definida.

Caso a configuragdo seja de extrapolagdo, & neces-
sdrio verificar se existe alguma descontinuidade entre os
pontos x e w (caso com derivadas) ou entre os pontos we v
(caso sem derivadas). Se, pelo menos uma das fungdes
componentes fi(a) apresentar sinais contrdrios nos pontos
em questdo, Jjd& se tem a informagdo desejada, ndo sendo
necessdrio fazer o teste para as fung¢les componentes que
restam. Ver figura 3.5. Vale observar que nenhuma tentativa
¢ feita para se estimar qualquer dessas descontinuidades.
Caso a configuragdo seja de interpolagio (configurag¢fdo (ii)

ou (iii) da relagdo (3.1) ou (3.2)), essa informagdo ¢
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Figura 5.4: Ilustra o processo de estimativa de descon-
tinuidades.

(a) Na iteracao k, apesar de existirem dois

zeros de fi(a) em [a,b], o critério usa

do nao identifica a existencia de qual-
quer zero dessa funcao.

(b) Na iteracao (k+1), o criterio identifi-

ca a existencia de um zero (rz) que pas

sa a ser estimado.



Figura 3.5:

Os pontos a, b, x e w apresentam configuracao de extrapolacao.
Os valores de fi(x) e fi(w) sao comparados. Como fzkx) e fZLw)
apresentam sinais contrarios, ja se tem a informacdo desejada:
existe uma descontinuidade entre x e w e ndo € necessario com-

parar os valores f.(x) e fzlw).
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obtida ao mesmo tempo em que sdo comparados os valores

fi(a) e f£.(b).

Quando derivadas sfo usadas, a estimativa das des-

continuidades @& feita pelo método de Newton, a partir do

ponto x

z; = x = £;(x)/£](x)
Se a estimativa obtida pelo método de Newton cair
fora do intervalo [a,b], uma segunda estimativa & feita

usando-se o método da Secante a partir dos pontos a e b:

z; = a fi(b) - b fi(a)

fi(b) - fi(a)

Essa segunda estimativa, com certeza se situa no
intervalo [a,b]. A utiliza¢do do método da Secante a partir
de dois pontos onde a fungdo apresenta sinais contrdrios em
conjunto com o método de Newton combina as vantagens dos
dois métodos: a convergéncia global do primeiro e a conver-
géncia superlinear do segundo. O método de Newton funciona
como um procedimento de terminagdo, acelerando a conver-
gé€ncia do processo nas WGltimas iteragdes, quando a estima-

tiva inicial (ponto x) se situa préxima da solugfo.

No caso em que derivadas ndo sdo usadas, a estima-
tiva das descontinuidades & feita pelo método da Secante,

usando os pontos a e b quando existir alguma descontinui-
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dade entre os pontos w e v e, em caso contrdrio, usando os
pontos x e w. Ver figura 3.6. Se a estimativa obtida a
partir dos pontos x e w cair fora do intervalo, deve-se

usar os pontos a e b.

Aproximagdes de F(a) por fungdes

continuamente diferencidveis

Para um dado ponto y, define-se

FOY) (o) = § £ (a)

i:fi(a)>0

F(y)(a) ¢ uma fung¢do continuamente diferencidvel
que coincide com F(®) no intervalo que contém o ponto y e
ao longo do qual F(®) & continuamente diferencidvel. A

derivada dessa fungdo & definida por

P (a) - > £1(a)

i:fi(u)>o

O processo de aproximag8es de F(a) por fungdes
continuamente diferencidveis consiste em escolher uma fun-
¢do continuamente diferencidvel que coincida com F(a) em um
certo intervalo (fun¢fo de aproxima¢Zo) e, usando interpo-
lagdo (ou extrapolagdo) polinomial, estimar o minimo da
fungdo de aproximagdo. Essa estimativa, dependendo de cer-

tas condig¢des, pode ser aceita como a previsdo 4.



F.la)l
1

Figutrda 3.6:

I[lustra o processo de estimativas de descontinuidades (caso
sem derivadas). O metodo da Secante, usando os pontos x e w
gera uma estimativa z' que se situa fora do intervalo [a,b].

Usando-se os pontos a e b, a estimativa z" se situa em

[a,b].
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Nessa versdo simplificada do algoritmo somente sio

consideradas duas fung¢les de aproximagio: F(a)(u) e
F(b)(g). A  fungdo F(a)(u) coincide com F(@) no intervalo
[a,zmin] onde Z5in ¢ a menor das descontinuidades localiza-

das em [a,b]. De forma andloga, F(b)(a) coincide com F(a)
no intervalo [zmax,b] onde - ¢ a maior das descontinui-

dades localizadas em [a,b]. Ver figura 3.7

A informag¢fo obtida na primeira parte sobre a exis-
téncia ou ndo de descontinuidades entre os pontos x e w
(caso com derivadas) ou w e v (caso sem derivadas) & usada
para se escolher a fungdo de aproximagdo. A idéia bdsica é
aproximar F(g) por fungdes continuamente diferencidveis
usando, quando possivel, os pontos que retém os menores
valores da fungdo, uma vez que o processo de aproximagdes
polinomiais sucessivas somente apresenta convergéncia su-
perlinear com a ordem estabelecida na seg¢d8o 3.1 se os

melhores pontos forem usados em cada aproximagio.

No <caso em que derivadas sdo usadas, se ndo for
identificada qualquer descontinuidade entre x e w, @& feita
uma interpolagdo cuibica nos pontos x e w, usando como
informagSes os valores F(a) e F'(a). Ver figura 3.8. Entre-
tanto, se for identificada pelo menos uma descontinuidade
entre x e w, ¢ feita uma estimativa do minimo da fungdo
F(X)(a) (vale lembrar que x = a ou x = b) usando interpola-
¢80 cibica nos pontos a e b. Seja s, © minimo do polindmio
interpolador. Se S, se situar em [a,b] e ndo houver descon-

tinuidades entre x e s,, isto &, Sy € [a,zL] para x = a ou



Figura 3.8;:

Ilustra o processo de aproximacoes nor funcoes continuamente diferen-
ciaveis. Como nao é identificada a existéncia de descontinuidades en-
tre x e w, ¢ feita uma interpolacao cubica nos pontos x e W, usando
como informacgoes os valores de F(w), F'(w), F(x) e F'(x). Trata-se de
um processo de extrapolacao onde se tem w < X .- F'(w) < 0 e F'(x) <0
O processo gera o ponto s, que pode ser aceito como G, caso se situe

entre x g ZI.



f] (o)

fy.,[f'tl

“

Figura

Como f,(x) e f,I(w) apresentam sinais contrarios, € feita

alr . = = .4l .
uma estimativa do minimo da funcao ¥( "(a), usando inter

polacao cubica nos pontos a e b. Supondo-se que o ponto
s, se situa como indicado, € importante notar que U sera
feito 1igual a S;, apesar de existir um ponto de desconti

nuidade de F(a) entre x e s isso porque o algoritmo

S15
nao identifica a existencia dessa descontinuidade.
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s, e [zp,b] para x = b, o ponto s, ¢ aceito como a previso
4. Em caso contrdrio, uma segunda aproximagdo deve ser

feita. Ver figura 3.9.

Na segunda aproximag¢do é estimado o minimo da fun-
¢80 F(b)(&) caso x = a ou F(a)(u) caso x = b, usando
interpolagdo clbica nos pontos a e b. Seja S, 0 minimo do
polinémio interpolador. Caso S, se situe em [a,b] e
S5 E[a,zL] para x = b ou s, g[zR,b] para x = a, o ponto

S, ¢ aceito como a previsdo d.

Caso os pontos S4 € S, sejam reJjeitados, isto
significa que a estimativa de uma determinada descontinui-
dade se situa entre o ponto a e a estimativa do ponto de
minimo da fung¢do continuamente diferencidvel que coincide
com F(a) no ponto a. O mesmo & verdadeiro para a fungdo
continuamente diferencidvel que coincide com F(q) no ponto
b, 1isto ¢, a estimativa de uma determinada descontinuidade
se situa entre os pontos S, e b. Conclui-se, portanto, que
a* pode ser um ponto de descontinuidade e, por 1isso, a

previsfo 0 & feita igual a z. Ver figura 3.10.

No caso em que derivadas ndo sfo usadas, o procedi-
mento & andlogo. Ndo sendo identificada qualquer desconti-
nuidade entre os pontos we v, & feita uma interpolagdo
quadrdtica nos pontos x, w e v usando como informag¢des os
valores de F(a). Em caso contrdrio, & feita uma estimativa
do minimo da fungdo F(w)(u) (vale lembrar que w = a ou w =

b), usando interpolagdo quadrdtica nos pontos a, x e b.



fz(a)

1 1 5

Figura

i 1
S b a b
a S, 1 a a
X
£, Lo
1
3.10: Como o algoritmo identifica a existencia de descontinuidades entre x e w,

e feita uma interpolacao clbica nos pontos a e b, usando como informacées
0os valores de F(a)(a) e F(a)'(a). Dessa aproximacao resulta o ponto Sq-
8¢ X = & e sy > z;, uma segunda aproximacdo ¢ feita, usando como informa-
¢oes os valores de F(b)(a) e F(bJ'(aJ nos pontos a e b. Dessa aproxima-

-~ -

cao resulta o ponto S5 - Se S) nao se situar no subintervalo [zR,b], u e

feito igual a zZ.
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Caso o ponto de minimo do polindmio interpolador (ponto 81)

se situe em [a,b] e S, € [a,zL] para w = a ou s, € [zR,b]

para w = b, a previsdo 0 & feita igual a Sy Em caso
contrdrio, uma segunda aproximagdo deve ser feita. Dessa
vez ¢é estimado o minimo da fungdo F(b)(a) caso w = a ou

F(a)(

a) caso w = b. Caso essa aproximagdo também ndo resul-
*
te em um ponto Sy aceitdvel, conclui-se que g pode ser um

ponto de descontinuidade e, por isso, a previsfo @ & feita

igual a z.

Sequéncia de passos computacionais para obtengdo

da previsdo @ (caso com derivadas)

1. Especifique o intervalo de pesquisa [a,b] e dois pontos

X e w que satisfagam 3 relagdo (3.1).
2. Se w = a ouw = b, vd para 4.

3. Verifique se existe alguma descontinuidade entre os pon-
tos x e w, comparando os valores fi(x) e fi(w) para as m

fungdes componentes.

4. Compare os valores fi(a) e fi(b) para as m fun¢des com-
ponentes. Se ndo for identificada a existéncia de des-

continuidades em [a,b], faga zy = b, zzp = a e vd para

6.

5. Faga a estimativa das descontinuidades e atribua valores
ds descontinuidades de teste

menor das estimativas

1,

maior das estimativas

1

“B
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6. Se foi identificada alguma descontinuidade entre os pon-

8.

10.

11.

12.

13

tos x e w, faga uma interpolagdo cibica nos pontos a e

L}
b, usando comoc informag¢des valores de F(x)(&) e F(X) (o)

e vd para 8.

Faga uma interpolagdo cdbica nos pontos x e w,

como informag¢des valores de F(a) e F'(a).

usando

Atribua 3 varidvel S4 0 resultado da primeira aproxima-

gdo.

Se Sy € [a,zL} para x = a ou sy € [ZR,b] para

faga 4 = Sy

Faga um interpolagdo cdbica nos pontos a e b,

como informagdes:

- valores de F(b)(&) e F(b)'(ﬂ) se x

a;

- valores de F(a)(a) e F(a)'(m) se x

b;

Atribua 4 varidvel S, 0 resultado da segunda

magdo.
Se s, € [zR,b] para x = a ou s, © La,ZL] para
faga 4 = S5

Faga @ = Z.

usando

aproxi-

X = by
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3.2.2 Algoritmo de Murray & Overton - versdo com refina-

mentos ("Higher overhead version")

Essa versdo do algoritmo, em comparagdo com a
versdo simplificada, requer um nimero maior de operagdes e
memdéria, mas utiliza de forma mais completa todas as infor-
magOes disponiveis. A diferenga bdsica entre as duas ver-
s8es @& que na versdo com refinamentos o nimero de aproxi-
magSes de F(a) por fungdes continuamente diferencidveis
ndo ¢é limitado a uma ou duas, sendo possiveis mais de m
aproximagdes. S80 feitas aproximag¢des por fungles conti-
nuamente diferencidveis entre <cada duas estimativas de
descontinuidades adjacentes. Outra diferenga entre as duas
versdes @& que na versfdo com refinamentos as descontinui-

dades s3o estimadas pelo processo de interpolagdo inversa.

Como na descrigdo da versdo simplificada, supfe-se

que em cada iterag¢fio ¢ conhecido um intervalo [a,b] que
*

contém o minimo @ e que as relag¢Bes (3.1) ou (3.2) sdo

satisfeitas.

Essa descrigdo se refere ao caso em que
F(a) < F(b), mas contém comentdrios que ilustram o processo

no outro caso, isto &, F(b) < F(a).

A obtengdo da previsdo @ consiste das seguintes

etapas:

- Estimativa de descontinuidades;

- Aproximag¢des de F(o) por fungdes continuamente di-
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ferencidveis.

Estimativa de descontinuidades

Nesta parte, procura-se:

i) verificar se existe alguma descontinuidade entre os
pontos x e w (caso com derivadas) ou entre os pon-
tos w e v (caso sem derivadas), quando a configu-

ragdo for de extrapolagdo;

ii) estimar todas as descontinuidades localizadas no

intervalo [a,b];

iii) ordenar e armazenar as estimativas das descontinui-

dades.

Todas as descontinuidades localizadas em [a,b] s&o
estimadas pelo processo de interpolagfo inversa. Como o
processo de interpolagdes inversas sucessivas somente apre-
senta a velocidade de convergéncia superlinear estabelecida
nos processos tedricos caso os melhores pontos sejam usa-
dos, a interpolagdo inversa deve ser feita nos pontos x e w
(caso com derivadas) ou nos pontos x, w e v (caso sem
derivadas), a menos que seja identificada a existéncia de
alguma descontinuidade entre os pontos em questdo, quando
entfo devem ser usados os pontos a e b (caso com derivadas)

ou pontos a, x e b (caso sem derivadas).

E possivel que a estimativa usando os pontos x e w

ou x, W e v ndo se situe no intervalo [a,b], quando entdo



85

deve ser feita uma outra estimativa, dessa vez usando os
pontos a e b ou a, x e b. Caso essa segunda estimativa
também ndo se situe em [a,b], a estimativa passa a ser

feita pelo método da Secante, usando os pontos a e b.

Quando derivadas sdo0 usadas, as estimativas sdo
feitas por interpolagdo cubica inversa, wusando como infor-
mag8es valores da fungdo e da primeira derivada associados
a dois pontos. No caso sem derivadas, as estimativas sdo
feitas por interpolagdo quadrdtica inversa, usando como

informagGes valores da fungfdo associados a trés pontos.

As estimativas z; sdo ordenadas e armazenadas em um
vetor. Como cada Zi estima o zero de uma dada fungdo
componente, @& necessdrio armazenar, em um outro vetor, o
nimero da fungdo componente cujo zero ¢ estimado pela

estimativa Z; que ocupa a posigdo correspondente no vetor

de estimativas. Ver figura 3.11.

Aproximag8es de F(o) por fungSes continuamente

diferencidveis

O processo consiste em fazer aproximagdes usando as
fungdes continuamente diferencidveis que coincidem com F(a)
nos subintervalos delimitados por duas estimativas de
descontinuidades adjacentes. Como se supde que F(a) < F(b),
os subintervalos sdo analisados da esquerda para a direita.
(Caso F(b) < F(a) os subintervalos deveriam ser analisados

da direita para a esquerda).



Figura 3.11:

Ilustra o processo de ordenacao dos vetores de estimativas (Z)

e de indicacao (IZ).

b ]
o

As estimativas dos zeros das funcoes f1(ﬂ), f,t2) e Es(ﬂj S

T

r e r,. Apos ordenados, tem-se 0s seguintes vetores:

2
[r3 r rzl

‘I »
Z

FZ = [3 1 2 ]
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Se jam Yq1 € ¥, os limites do subintervalo em and-
lise e seja h(a) a fungdo continuamente diferencidvel que
coincide com F(a) entre as descontinuidades estimadas por
9 © Yo A princlipio Y4 @ feito igual a a, Yo igual ao
menor dos valores {zi} e h(o) coincide com F(a)(ﬂ). Seja s
a estimativa do minimo de h(a), obtida por interpolagdo
polinomial (direta). Como na versfo simplificada, o proces-
so de interpolagdes diretas deve ser feito nos pontos x e w
ou x, W e v caso ndo seja identificada a existéncia de
descontinuidades entre os pontos em questio. Em caso con-

trdrio, devem ser usados os pontos a e b ou a, x e b.

Se s < Yyq» @ previsdo d & feita igual a Yqs Jja que
as fungdes continuamente diferencidveis que coincidem com
F(x) 8 esquerda e a8 direita de Yqs aparentemente, tém seus
pontos de minimo & direita e 4 esquerda de Yqs respectiva-

mente.

Se s > Yoo entédo Yq ¢ feito igual a y,, Yo é feito
igual ao prdéximo menor dos valores {zi} (ou igual a b se
ndo houver nenhuma estimativa z; maior que y2) e h(g) & a
fungdo continuamente diferencidvel que coincide com F(a) no
novo subintervalo [y1,y2] e o processo & repetido. A nova
fungdo h(a) & obtida somando-se 3 fung¢do h(a) anterior a
fungdo + fk(u), onde Z, ¢ o valor anterior de Yo e 0 sinal
¢ 0 mesmo que o de fk(b). Entretanto, se o valor anterior
de Yo for b, o processo & terminado com a previsfo @ feita

igual a b. Ver figura 3.12.



fi(a) + £,()

(a) (b)

Figura 3.12: Aproximacoes de F(a) por funcoes continuamente diferenciaveis.

(a)

(b)

As estimativas dos zeros correspondem aos pontos r, e r,,
indicados na figura. Na primeira aproximag¢ao, o subinter-
valo em analise e [a,r,] e h(a) = fl(aj. Como h(a) e 13 ..

near, s € indefinido e € feita uma segunda aproximacdo. O

novo subintervalo € [r,,r,] e, como r, € a estimativa do

zero da funcao componente]f7(a), essa funcao devera ser so
mada (ja que fz(b] > 0) a fangﬁo h(g) anterior.

Caso a estimativa do minimo da funcao £,(a) + f,(a) se si-
tue em {rz,r]], se tem u = s. O algoritmo na versao sim-

plificada geraria u = Z.
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Sequéncia de passos computacionais para

obtengdo da previsdo 4

(caso com derivadas e F(a) < F(b))

Especifique o intervalo de pesquisa [a,b] e dois pontos

X e W que satisfagam 38 relagdo (3.1)
Se w =a ouw = b, vd para 4.

Verifique se existe alguma descontinuidade entre os
pontos x e w, comparando os valores fi(x) e fi(w) para

as m fun¢des componentes.

Compare os valores fi(a) e fi(b) para as m fun¢des com-
ponentes. Se nfo foil identificada a existéncia de des-
continuidades em [a,b], faga y, = a, ¥, = b, defina

h(a) = F(a) e v4 para 13.

Faga a varidvel nz igual ao nimero de descontinuidades

estimadas em [a,b].

Ordene o vetor de estimativas (Z) e o vetor de

identificagdo (IZ).

Inicialize a varidvel j para contagem do ndmero de
aproxima¢des polinomiais: Jj = O

.Y1 :a

J:j""]
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1. Se j = 1, defina h(o) = F(a)(&)
12. Faga 1 = IZ(j-1) e defina h(c¢) = h(a) + fl(a)

13. Estime o minimo de h(a) usando interpolagdo ctbica (di-

reta). Atribua 3 varidvel s o valor dessa estimativa.

14. Se Y <85 % Yor faga @ = s

15. Se s < Yqo faga Q Y4

16. Se Yy, = b, faga @ b

17. Y9 = ¥

18. Se j < nz, vA para 9.
19. J = J + 1

20, Yo = b

21..Vé para 12.

3.3 Algoritmos que fazem a busca do minimo ao longo de
um percurso curvilinear, usando dire¢des de curva-

tura negativa

A iddia de usar diregdes de curvatura negativa nos
algoritmos de minimizagdo unidimensional foi introduzida
por Fiacco & McCormick (1968) e, subsequentemente, investi-
gada por vdrios pesquisadores (McCormick (1977); Moré &

Sorensen (1979); Goldfarb (1980)).



91

Algoritmos que usam direg¢les de curvatura negativa
podem ser aplicados no processo de minimizagdo de uma
fungdo f(X), multivaridvel, duas vezes diferencidvel, para
qualquer ponto particular de pesquisa ik, gerado pelo pro-
cesso de minimizagdo, onde a matriz Hessiana sz(ﬁk) tenha
pelo menos um autovalor negativo (isto &, a matriz deve ser
indefinida, negativa semi-definida ou negativa definida).
Em especial, esses algoritmos garantem um progresso no
processo de minimizag¢do quando o ponto particular de pes-

quisa X, & um ponto de inflexfo (isto &, vE(% 0 e

k) =
vzf(fk) tem pelo menos um autovalor negativo).

Esses algoritmos fazem uma minimizag¢fo unidimensio-
nal (em busca de um ponto onde a fungdo retém um menor

valor) ao longo de um percurso curvilinear. Esse percurso é

determinado pelos pontos X(a), definidos em termos de:
- um ponto de referéncia ix;

- dois vetores: um primeiro, §k, que representa uma
diregdo descendente e um segundo, ak, gue represen-
ta uma dire¢do ndo ascendente de curvatura nega-

tiva;
- duas fungdes escalares aﬁ(u) e ez(a), para o > O.
Os pontos X(a) sfo definidos por

(o) = ik + 01(:1-) g, + OZ(Ct) ﬁk

Esses algoritmos fazem uma minimizag¢do unidimensio-
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nal de forma diferente dos algoritmos cldssicos, que buscam

um ponto melhor ao longo de um percurso retilineo, deter-

minado pelos pontos %(u), definidos por
2((},) = }"{'K +G’.§k

onde fk é um ponto de referéncia, §k & um vetor que repre-
senta uma direg¢do descendente de pesquisa e o é& um escalar

positivo.

Uma direg¢do descendente §k satisfaz &8 condigéo

v£(%,)78, < 0 caso v (%) £ 0 ou & condigo vE(%)78, = 0

caso vf(ik) = 0. O vetor 8§, pode ser obtido, por exemplo,

como a solugio de
Bksk = = Vf(xk)

onde Bk ¢ uma matriz simétrica e positiva definida, esco-

lhida arbitrariamente.

Uma diregdo ndo ascendente de curvatura negativa 4,

satisfaz 4ds condigdes Vf(ik)Tak £ 0e HEVZf(ﬁk)ak 0. O

vetor ak pode ser escolhido, por exemplo, como

a = - sinal(Vf(ik)Tﬁ)ﬁ

k
onde 0 & um autovetor correspondente ao autovalor mais ne-

gativo da matriz Hessiana sz(ik).

A fungdo objetivo, wunidimensional, cujo minimo &
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ez(o) = 0, eé(o) - ‘3'2'(0) = 0

Essa escolha satisfaz 4s condigdes previamente

especificadas caso Vf(ik)Tak < 0, quando Vf(%,) # O.

Goldfarb (1980) escolheu 51(a) =0 e 52(u) = uz
Essa escolha ndo satisfaz ds condi¢Bes previamente especi-
ficadas caso vf(ik) = 0, mas & vantajosa quando Vf(ik) £ 0
(no processo de busca do minimo, quando se tem distdncias
infinitesimais entre o ponto de partida e o novo ponto
gerado, a melhor direg¢do de busca é uma direg¢do descendente
§k; quando essas distdncias sdo grandes, a melhor diregdo &

uma direg¢do ndo ascendente de curvatura negativa ak).

Dois algoritmos que usam dire¢des de curvgtura
negativa s8o0 apresentados a seguir. Ambos fazem uma busca
unidimensional aproximada do minimo ao longo do percurso
curvilinear e garantem um decréscimo suficiente no valor da

fung¢do objetivo.

Algoritmo de segunda ordem, de Armijo
(Goldfarb (1980))

Para

- uma dada fungdo f(X), multivaridvel e duas vezes

diferencidvel;

- um dado ponto ik

(tal que a matriz vzf(ik) tenha, pelo menos, um
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autovalor negativo);

- uma dada direg¢do descendente §k

(caso (%) # O, entdo 5, £ 0 e vf(zk)Tgk < 03

caso Vf(ik) = 0, entdo 8 = 0);

- uma dada diregdo ndo ascendente de curvatura nega-

tiva ﬁk

(tal que 7£(%, )73, < Oe 8, V£ (%, )3, < 0);

- os pardmetros (dados) o e o tais que 0 < a <1,

0 < o <l.

1. Encontrar o menor inteiro i = 0, 1, 2, ... tal que:
i 21 o Lo o T i -
£(%, +ola, +oPla )-£(x,) ¢ ololf(x )78, + 0.5 el Pe(x,)a, ]

2. Fazer

Algoritmo de segunda ordem, de Goldstein

(Goldfarb (1980))
Para

- uma dada fung8o f(X), multivaridvel e duas vezes

diferencidvel;

- um dado ponto ik

(tal que a matriz sz(ik) tenha, pelo menos, um
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autovalor negativo);

- uma dada direg¢8o descendente §k
(caso VE(X, ) # O, entdo 8§, £ 0 e Vf(X )T§ < 0;
k < k k k ¥

caso Vf(ik) = 0, entdo 5, = 0);

- uma dada direg¢do ndo ascendente de curvatura nega-
tiva ak

¢ 1T 0 B _
(tal que Vf(xk) g £ 0e g7 f(xk)ak < D)
- os pardmetros (dados) 0, e 0y, tais que 0<o, € 0,<1.

1. Definir

f(ik + agk + azﬁk) - f(ik)

Hela) = )

Vf(ik)T(ag +a%3. ) + &

k k

onde
5 = min[0.5(a§k+a26k)Tv2f(ik)(u§k+a26k) . 0]

2. Se Wk(1) > o1, faga oy =1

Se Wk(1) < o,, escolher o > 0, tal que 01svk(ak)$02

~

& 5 2
3. Fazer Xike1) = K * o8y + akak'



4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Introdugdo

Neste capitulo @& feita uma descrig¢do da forma como
foram executados os testes de desempenho dos algoritmos
hibridos com protegles. Esses testes foram divididos em
duas categorias: testes de desempenho usando fungfes de
teste continuamente diferencidveis e testes de desempenho
usando fungdes de teste que ndo sdo continuamente diferen-
cidveis. Os resultados s3o expostos em um relatdrio de
testes que também inclui a andlise e discussdo desses

resul tados.

A fim de se testar o desempenho dos algoritmos
surgiu a necessidade de se definir as fungdes de teste. A
escolha das fungdes de teste & de importdncia crucial na
validade dos resultados de desempenho dos algoritmos de
otimiza¢do. Segundo Moré et alii (1981), a maioria dos
testes de desempenho de algoritmos de otimizag¢do sdo inade-

quados porque o nimero de fungdes de teste & pequeno ou
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porque os pontos iniciais de pesquisa ("standard starting

points") Jja sfo prdédximos da solugdo.

No caso de fungdes continuamente diferencidveis foi
feita uma pesquisa no sentido de se escolher um conjunto de
fungGes de teste de uma tnica varidvel para testar os
algoritmos. Essas fung8es deveriam levar os algoritmos a se
depararem com vdrios aspectos computacionais complicados, a
fim de proporcionar a observagdo de seus desempenhos frente
a essas situagfes peculiares. Vdrias listas de fung8es de
teste foram consultadas e ndo foi encontrada em nenhuma
delas fungbes de teste de uma dnica varidvel. Dentre as
listas consultadas estdo aquelas propostas por Himmelblau
(1972), Moré et alii (1981) e Wolfe (1978). Surgiu, pois, a
necessidade de se usar os algoritmos hibridos com protegdes
em conjunto com um algoritmo para minimizagdo de fungdes
multidimensionais. Dessa forma, os algoritmos hibridos com
protegdes cujos desempenhos deveriam ser analisados foram
incorporados ao algoritmo de otimizagdo multidimensional
para fazer a busca linear ("line search"), isto &, determi-
nar o minimo da fungdo unidimensional ¢(a ) = F(¥ + af).
Esse procedimento possibilita a comparagdo de dois algo-
ritmos para minimizag&o unidimensional. Se a busca linear &
exata, o mesmo ponto de minimo da fun¢do unidimensional
o (o) deve ser determinado por ambos os algoritmos de
busca linear e, consequentemente, o nimero de iteragdes do
processo multidimensional deverd ser o mesmo em ambos o8

casos. Assim, pode-se comparar a eficiéncia dos algoritmos
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usados na busca linear tendo-se por base o nimero de ava-
liagdes da fungdo objetivo, ndmero de avaliaglSes do gra-
diente e esforgo computacional necessdrios para se chegar a
solugio.

No caso de fung8es que ndo sio continuamente dife-
rencidveis nfo foi encontrada nenhuma lista de fungSes de
teste que servissem de padrdo de avaliagdo para o desempe-
nho dos algoritmos. Em vista disso, cinco fungdes de teste
do tipo FS(a) foram elaboradas pelo autor. Essas fungdes
foram elaboradas de maneira que o algoritmo especifico para
minimizagdo de fungdes Fs(a) pudesse se deparar com situa-
¢8es complicadas como, por exemplo, a ndo identificagdo dos
pontos de descontinuidade da derivada e a reJjeigdo da
previsio do minimo obtida pela aproximagdo de fun¢8es con-
tinuamente diferencidveis. Os testes foram realizados a fim
de se comparar a eficiéncia dos algoritmos especificos para
minimizagdo de fungdes do tipo Fs(a) em relagdo aos algo-
ritmos para minimizag¢do de fungles continuamente diferen-

cidveis, usando-se o mesmo conjunto de fung¢les de teste.

4.2 Testes de desempenho wusando fungdes de teste

continuamente diferencidveis

Os testes comparativos dos algoritmos hibridos com
protegdes usando fungdes de teste continuamente diferen-
cidveis foram separados em duas categorias, dependendo do
uso ou nd8o de derivadas como informag¢des. Primeiramente,

foram comparados os desempenhos dos algoritmos que néo
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utilizam derivadas como informag¢Ses, a saber, algoritmo de
Brent e algoritmo de Gill & Murray (versio sem derivadas).
No outro caso, os testes comparativos se referem ao algo-
ritmo da Bissec¢do e algoritmo de Gill & Murray (versidoc com

derivadas).

Tomando-se por base as listas de fung¢des de teste
consultadas, foram escolhidas cinco fungdes, que s8o apre-
sentadas no Apéndice A. Trata-se de fungdes frequentemente
referenciadas na literatura e que apresentam dificuldades

computacionais para os problemas de otimizagdo.

Os algoritmos hibridos com prote¢bes foram wusados
em conjunto com o algoritmo da descida mais 1ngreme
("steepest descent algorithm"). A escolha desse algoritmo
se deveu 4 sua simplicidade e ao fato de se ter assegurada
uma direg¢do descendente de pesquisa ﬁ(k) em todas as itera-
¢8es. Foi utilizada a implementagdo do algoritmo da descida
mais ingreme feita por Pequeno (1983), bastando para isso
substituir os mddulos da busca linear e da verificagdo de
convergéncia. O critério de convergéncia de Himmelblau
(1972), wusado na implementagdo original, foi substituido
por um critério menos rigoroso que somente requer que

g™, < 1072

No critério de convergéncia dos algoritmos hibridos

com protegdes, utilizados na busca linear, os parémetros

6

£ e T definidos na seg¢do 3.1 foram feitos iguais a 10~ e

10—6/i[§(k)|| respectivamente.

27
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4.5 Testes de desempenho usando fungSes de teste que

nido sfo continuamente diferencidveis

Esses testes também foram separados em duas catego-
rias, dependendo do uso ou ndo de derivadas como informa-
¢8es. Primeiramente, foram comparados os desempenhos dos
algoritmos que nfo utilizam derivadas como informagdes, a
saber, algoritmo de Brent e algoritmo de Murray & Overton
(versdo simplificada, caso sem derivadas). No caso com
derivadas, os testes se referem ao desempenho dos algo-
ritmos da Bissecgdo e algoritmo de Murray & Overton (versdo
simplificada, caso com derivadas). O algoritmo de Brent foi
escolhido por ter apresentado um desempenho 1ligeiramente
melhor que o algoritmo de Gill & Murray (versdo sem deriva-
das), nos testes usando fungdes continuamente diferencid-
veis. No caso do algoritmo da Bissecg¢do, a escolha se deveu
d sua analogia com o algoritmo de Brent, ja que seu desem-
penho foi idéntico ao algoritmo de Gill & Murray (versfo

com derivadas).

As cinco fungdes de teste do tipo FSGI) sdo apre-
sentadas no apéndice B. Em trés dessas fungdes, o minimi-
zante o @ um ponto de descontinuidade da derivada; nas
outras duas fungdes, u* é um ponto onde a derivada é defi-
nida. Os algoritmos foram usados na minimizag8o exata des-
sas fung¢8es em um intervalo fechado. Os parfmetros e e 1

6

definidos na se¢fo 3.1 foram feitos iguais a 10 .
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4.4 Relatdrio de testes

Nesta seg¢do, sfo apresentados e analisados os re-
sultados obtidos nos testes de desempenho dos algoritmos
hibridos com protegles, usando-se as fungSes de teste rela-
cionadas nos apéndices A e B. Os testes foram executados em
um computador IBM/4341 com compilador WATFIV, usando-se

dupla precisdo.
4.4.1 Minimizagdo de fungles continuamente diferencidveis

Os resultados dos testes de desempenho dos algo-
ritmos hibridos com proteg¢des usando-se as fungdes conti-
nuamente diferencidveis relacionadas no apéndice A sdo
apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2. As tabelas incluem,
para cada fung8o, as seguintes informag¢des: valor final da
fung¢do, nimero de iterag¢Bes do método da descida mais
ingreme, nimero total de avaliag¢fes da fung¢do (nf) e nitmero
de avaliagdes da fung¢do no processo de refinamento do
"bracket" (na). Na tabela 4.2, ng denota o nimero total de

avaliagfes do gradiente.

Os resultados contidos na tabela 4.1 s3o0 relativos
ao algoritmo de Brent e algoritmo de Gill & Murray

(versio sem derivadas).
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Tabela 4.1
Testes de desempenho usando fung8es continuamente

diferencidveis (caso sem derivadas)

fungdes Valor final Num. de BRENT GILL &
de teste de F(X) iterag¢des MURRAY
FCD1 2.6x1072 14
nf 166 167
na 93 94
FCD2 3.8x10°4 741
98 5 7141 7143
na 2463 2465
FCD3 2.4x10°° 1229
nf 10864 10865
na 3491 3492
FCD4 4.2x107° 174
nf 2028 2047
na 799 818
FCD5 -5.8x1o'1 7
nf ZT 7
na 34 34

——————————————— ——————— T ————————————

Os resultados contidos na tabela 4.2 s8o relativos
ao algoritmo da Bissecg¢do e algoritmo de Gill & Murray

(versdo com derivadas).
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Tabela 4.2
Testes de desempenho usando fung8es continuamente

diferencidveis (caso com derivadas)

fung¢8es Valor final Num. de BISSECGAO GILL &
de teste de F(X) iteragdes MURRAY
FCD1 2.6x10 3 14

nf 122 122

na 64 64

ng 93 93
FCD2 4.1x1074 719

nf 4466 4466

na 1588 1588

ng 3027 3027
FCD3 2.6x107° 1165

nf 7325 7325

na 2663 2663

ng 4994 4994
FCDA4 4.3%107° 174

nt 1467 1467

na 768 768

ng 1118 1118
FCD5 -5.8x107 " 7

nf 48 48

na 18 18

ng 53 33

Os testes de desempenho de um algoritmo usando-se
um dado conjunto de fungles, usualmente, mostram que o
algoritmo se presta & solugfdo do problema proposto e que,
além disso, seu desempenho & melhor que o de outros algo-
ritmos afins. Na drea de otimizag¢do, é prdtica usual dar-se
&nfase aos testes de desempenho que avaliam a eficiéncia
dos algoritmos, o que pode ser feito, por exemplo, pela
observagdo do numero de avaliag¢des da fungdo objetivo,

ntimero de avaliag@es do gradiente e esforgo computacional
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necessdrio para se chegar a uma dada solugdo. Entretanto, o
resultado desses testes pode nfo revelar diferengas signi-
ficativas quanto 4 eficiéncia de dois algoritmos que s&o
comparados, especialmente quando se trata de algoritmos

similares.

Pelos resultados que constam da tabela 4.1, pode-se
verificar que, para quatro das fungles de teste, o algo-
ritmo de Brent requereu um nlmero menor de avaliagdes da
fung¢do que o algoritmo de Gill & Murray (versdo sem deriva-
das). Vale frisar, que nfo se trata de diferenga significa-
tiva, wuma vez que a redugdo do numero de avaliagdes de
fungdo por iteragdo do método da descida mais ingreme é da
ordem de 0,037. A obtengio de resultados bastante parecidos
ja poderia ser esperada uma vez que a previsio do minimo
gerada pelos dois algoritmos sé ¢ diferente se o ponto

gerado pela interpolagdo quadrdtica for rejeitado.

Os resultados da tabela 4.2 mostram que nos cinco
testes realizados ndo houve diferenga no desempenho do
algoritmo da Bissecg¢do em relagdo ao algoritmo de Gill &
Murray (versfo com derivadas). Esse resultado & justificado
uma vez que no algoritmo de Gill & Murray a estratégia de
comparagdo de fungdo quando os pontos estdo em configuragéo
de interpolagdo (relagf8o (3.1)) & idéntica & do algoritmo
da Bissecg¢do que usa o ponto médio do intervalo como previ-

s8o0 do mlnimo.
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4.4.2 Minimizagdo de fung¢fes que nfo sido continuamente

diferencidveis

Os resultados dos testes de desempenho dos algo-
ritmos usados para minimizar as fung8es relacionadas no
apéndice B sfo apresentados nas tabelas 4.3 e 4.4. As
tabelas incluem, para cada fung¢fo, as seguintes informa-
¢O0es: valor final da fungdo, nilmero de avaliag¢fes da fungéo
(nf) e ntmero de iteragdes (nit). Na tabela 4.4, ng denota

0o nimero de avalliagles do gradiente.

Os resultados contidos na tabela 4.3 sdo relativos
a dois algoritmos que ndo utilizam derivadas como informa-
¢8es: algoritmo de Brent e algoritmo de Murray & Overton

(versdo simplificada, caso sem derivadas).
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Tabela 4.3
Testes de desempenho usando fungfes que nio sdo

continuamente diferencidveis (caso sem derivadas)

fungGes Valor final BRENT MURRAY &
de teste de Fs(a) OVERTON
P 4.0x10"7
nf 24 19
nit 22 17
Fos 3.8x10" 12
nf 48 34
ik 46 32
¥y s 6.6x10"4
nf 34 31
nig 32 29
F 4.0
S4,¢ 11 10
Hi% 9 8
F 68.0
Song 7 6
nit 9 4

A tabela 4.4 contém os resultados relativos aos
algoritmos da Bissecg¢do e algoritmo de Murray & Overton

(versdo simplificada, caso com derivadas).
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Tabela 4.4

Testes de desempenho usando fung¢des que ndo s8o

continuamente diferencidveis (caso com derivadas)

i —— ————————————————————————————— -

fungbes Valor final BISSECGXO MURRAY &
de teste de FS(a) OVERTON
Fg 4.0x10"7 2
nf 18 8
ng 18 8
nit 16 6
Fis 3,8x10"1°
nf 24 7
ng 24 17
nit 22 15
Flyg 6.6x10™4
nt 24 10
ng 24 10
nit 22 8
F 4.0
S4,t 16 12
ng 16 12
nit 14 10
Fgs 68.0
nf 24 9
ng 24 S
nit 22 T

Os resultados da tabela 4.3 mostram que nos cinco
testes realizados, o algoritmo de Murray & Overton se
mostrou mais eficiente que o algoritmo de Brent. O numero
de avaliagles de fungdo requerido pelo algoritmo de Murray
& Overton foi, em média, 16% menor que aquele requerido

pelo algoritmo de Brent.
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Os resultados da tabela 4.4 mostram que nos cinco
testes realizados, o algoritmo de Murray & Overton se
mostrou mais eficiente, requerendo, em média, 46% menos
avaliagdes da fungdo e do gradiente em relagf8o ao algoritmo

da Bissecgio.



CONCLUSGOES

Os algoritmos hibridos com proteg¢des para minimiza-
¢do de fungdes continuamente diferencidveis combinam a
velocidade de convergéncia do processo de aproximagdes
polinomiais sucessivas com a propriedade de convergéncia
global dos processos de comparagdo de fung8o. Esses algo-
ritmos foram incorporados a um algoritmo para minimizagio
multidimensional para fazer a busca linear exata ao longo
da direg¢do descendente P, com os pardmetros c e T feitos
igual a 1076 o 10_6/“§(k)“2. Em todos os testes, os algo-
ritmos apresentaram desempenho satisfatério. Em muitos dos
métodos descendentes, & necessdrio que se faga uma busca
linear exata. No entanto, esse ndo ¢ o caso geral e o0s
algoritmos apresentados podem também ser usados para fazer
uma busca linear ndo exata. Para isso, ¢ somente necessdrio
escolher-se adequadamente os pardmetros ee T ou entdo
incluir wum <critério adicional de terminagdo como aqueles

sugeridos por Murray & Overton (1978).

O algoritmo de Murray & Overton, em sua versdo
simplificada, foi implementado e usado na minimizag¢do de

fungdes que ndo sdo continuamente diferencidveis, elabora-
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das pelo autor. Os resultados numéricos obtidos mostraram a
potencialidade do algoritmo e, por isso, se constituem em
um estimulo para que se procure conseguir uma vasta expe-
riéncia no uso desse algoritmo. As duas versdes do algo-
ritmo podem ser modificadas e usadas na minimizagdo de uma

classe mais abrangente de fungdes ndo diferencidveis.
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continuamente diferencidveis que foram utilizadas nos

tes

APENDICE A

FUNGOES DE TESTE CONTINUAMENTE DIFERENCIAVEIS

Neste apéndice sdo0 apresentadas as cinco fungdes

de desempenho dos algoritmos hibridos com protegdes.

Para cada fungdo ¢ apresentada a expressdo analitica,

ponto inicial de pesquisa X

(0)

o valor da fungfo no seu ponto de minimo, isto &, F(i*).

1s

Fung¢do de Miele e Cantrell (Wolfe (1980))

F(X) = (exp(x1) - x2)4 + 1OO(x2—x3 6 # [tan(xB-x4)]4

+X8
1
9'9) o 11,8,2,21°
= [0, 10107
F(X') = 0

Fungdo singular de Powell (Moré et alli (1981))

F(2) = (x; + 102,07 + 5(x5 - x,)% + (x, - 2x5)% +

4
+ 1O(x1 - x4)

tes-

¥*
, 0 valor do minimizante X e



~(O) = [33—170!1]T
¥ = [0,0,0,0]T
F(X') = 0

Fungdo de Fletcher e Powell (Moré et alli (1981))

F(X) = 100 (x5 = 103)% + (r = 1)?] + 2
onde
F = Kx? + x§)1/2[
e
f-%g tan_q(x2/x1) (x1 > 0)
v o=
8 tan”" (x,/x,) + 1y <0
L
£(0) = [-1,0,0]T
£ = [1,0,0]T
F(X) =0

Fun¢do de Dixon (Wolfe (1980))

9
2 2 2 2
G [ x1) # {1 = x10) 5 §=1 (xi - xi+1)

=1
—
-
~
I

£(0) _ [22,...,-2]T

= [1,...,117F

Eld
[

F(Z) =0

115



116

Fungdo de Powell (Wolfe (1980))

I

F(%) x4 tXgx, o+ (1 + x2)2

1 1
~(O) - [O,O}T

[0.696,-1.348]"T

<
]

F(%') = -0.58



APENDICE B

FUNGOES DE TESTE

QUE NAO SKO CONTINUAMENTE DIFERENCIAVEIS

A seguir, s8o apresentadas cinco fun¢8es de teste
que nfo sfo continuamente diferencidveis, elaboradas pelo
autor. Trata-se das fungfes do tipo Fs(a) que foram utili-
zadas nos testes de desempenho dos algoritmos. Na definigdo
de cada fungdo constam o nimero de fungdes componentes (m),
a expressdo analitica das fungdes componentes fi(a), (o}
intervalo de pesquisa [a,b] que foi utilizado nos testes, o
valor do minimizante c; e o valor da fung¢do no seu ponto de

minimo, isto &, Fs(a*).

1. Fgq(a)
(a) m = 4
(b) £,(a) = 10Cos(a)
fz(a) = =-10Cos(a)
f3(a) = 5a - 10
f4(0«) = 3‘:’- - 9
(C) [asb] = [O’w}
(d) (; = 7/2 (ponto de descontinuidade da derivada)

(e) Fs1(ﬂ*) =0
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o B
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Fos( )
(a) m = 4
(b) £,(a) = -o° + ax10*
f.la) = 1077 o~ 20001-1)1% & = 2,3,4
(¢) [a,b] = [0,10°]
(d) cf = 200 (ponto de descontinuidade da derivada)
(e) FS2(Q*) =0
s3{a)
(a) m = 5
(b) £,(a) = (o - 400)° + 2.7x10%
£f,(a) = «- [400 + 30(i - 1)] I = 8500035
(c¢) [a,b] = [0,10°]
(d) o = 430 (ponfo de descontinuidade da derivada)
(e) Pgs(a’) = 0
S4(Ci)
(a) m = 2
(b) f1(G) = Cos( @/100) + 5
fy(a) = —105exp(—0.01u) + 18
(¢) [a,b] = [0,200 ]
(d) a* = 100 (a2 fungdo & continuamente diferencidvel
em Tf)

(e) Fgyla') = 4.0
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5- FSB(\"“)
(a) m = 2
(b) f,](a) “ - 11a + 10
£,(a) = & - 450 + 450
(C) [asb] = [0,50}
(d) o = 14 (a fungdo & continuamente diferencidvel
*
em o )

(e) Fs5((1*) = 68.0



