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ABSTRACT

For the calculation of the densities of the nuclides in
a nuclear reactor at constant power during its cycle, the
method of perfurbation is discussed. It is common pratice to
neglect second-order terms in this calculations, substituing
the unknown neutron flux at the time t by the flux at time t,.

In order to include second-order terms, a formula the
perturbation is derived, using iterative techniques for the
calculation of the flux.

The formulas of the perturbation are applied to a
thermal reactor and the results are in agreement with the

direct calculation.



RESUMO

O calculo das densidades dos nuclideos por teoria de
perturbacdo € discutido, para um reator nuclear operando com
poténcia constante durante o seu ciclo. Nesse calculo, €  co-
mum o desprezo dos termos de segunda ordem com a substituicgao
do fluxo de neutrons num tempo t, desconhecido, pelo fluxo no
tempo t .

Para incluir os termos de segunda ordem, € derivada uma
formula de perturbacdo com técnica iterativa para o calculo do
fluxo.

As formulas de perturbagdo aplicadas em calculos de um
reator térmico fornecem resultados que concordam com o calcu-
lo direto.
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INTRODUGCXO

Em geral, um sistema fisico € descrito por um conjunto
de equacOes cuja solugao mostra o seu comportamento. Se mudan-
¢as ocorrem em alguns parametros do sistema, € necessario de-
terminar sua resposta a essas mudancas. Essa resposta pode ser
obtida através da correcao das equagoes do sistema com uma pos
terior determinacao da nova solugao, isto €, um calculo dire-
to, ou através da solucdo do sistema ndo perturbado utilizando
a teoria de perturbacao. A Ultima alternativa evita o calculo
direto pois utiliza a solugao das equagoes do sistema nao per-
turbado.

A introduc@o da teoria de perturbacao generalizada em
calculo de reatores se deu no inicio da década de 60 "através
de Usachev! que utilizou uma funcao importancia de néutrons pa
ra calcular mudangas na razao de frequéncias de varios proces-
sos, causados por perturbacdes em parametros de um reator. Em
seguida, Gandini? utilizou uma equagdo adjunta a equagao de
queima para calcular as variagoes das densidades de nuclideos
de uma cadeia cuja matriz de queima tenha sofrido perturba-
¢oes. Posteriormente, M. Salvatores® aplicou teoria de
Usachev-Gandini no calculo da queima de combustivel de um rea-
tor rapido operando com poténcia constante. Uma aplicagao seme
lhante foi feita por Cabral® em um reator térmico. Nas duas
aplicacgoes, os termos de segunda ordem das formulas de pertur
bagao foram desprezados: o fluxo num tempo t, destonhecido,
foi substituido pelo fluxo no tempo t.

No presente trabalho, os termos de segunda ordem serao
considerados. Com isso, a teoria de perturbacgdo serd utilizada
em trés calculos distintos. Primeiro, com um procedimento seme
lhante ao de Mitani® no cdlculo do fluxo e do buckling mate-
rial. Segundo, na determinacao das variacoes da matriz de quei
ma. Terceiro, na determinagao das densidades dos nuclideos.

O dltimo passo do trabalho consiste na aplicacgao da



teoria em calculos de um reator térmico funcionando com potén-
cia constante.



1. EQUA;AO DE DIFUSAO

0 calculo de dimensoes criticas, composicao, fluxo, po-
téncia, etc, & geralmente feito pelas equagdoes de difusao a
multigrupo. Tais equacdes consistem em varias aproximacgdes fei
tas na equacgao de transporte.

Nesse capitulo, derivaremos a equacao de difusao a mul-
tigrupo a partir da equagao da continuidade. Apresentaremos as
condigcoes de contorno para a equacgao e discutiremos como gerar
constantes de grupo.



1.1 - EQUAGAO DE DIFUSAO A MULTIGRUPO

A equagao da continuidade diz que "a taxa de variagao
de neutrons em um reator & igual a taxa de producdo menos a ta
xa de desaparecimento". Em um reator, néutrons desaparecem a-
través de fuga e absorgdo e sdo produzidos através de fonte ex
terna e fissao.

Para obtermos a equacao de difusdo, analisaremos um
elemento de volume dv de um reator. Quebraremos o espectro con
tinuo de energia dos néutrons, dividindo esse espectro em n in

tervalos (grupos), onde admitiremos a energia constante:

2 q BEde

g N
: } :..........____l......-: + {

aqui o grupo mais energético € o grupo 1 e o menos energético
€ o grupo N. Assim, a equacdo da continuidade para néutrons

com energia no grupo g e.dentro do volume dv € dada por:

[~ taxa de va | [ taxa de néu | “taxa de ab | [ taxa de’
riagdao de trons  que sorcdo de neutrons
neutrons = | entram no | - | néutrons - | que saem
do grupo g grupo g em do grupo g do grupo

L dv. . | dv. » | em dv. _ | g em dv. |

A B C D

[ taxa liquida
de néutrons
- do grupo g
que fogem de
dv.

Passemos a analise de cada termo.



1.1.1 - ANALISE DO TERMO (A): Taxa de variacao

on

:_g.. =
(A) T Fazendo ¢g ngvg. onde ¢g, ng e Ve

sao o fluxo, a densidade e a velocidade de néutrons do grupo

g, teremos

¢
n, t o
g

e o termo (A) torna-se:

(A) = —£&

1.1.2 - ANALISE DO TERMO (B): Taxa de producgao

Néutrons entram no grupo g em dv de trés maneiras:

12) Néutrons que por espalhamento '"caem'" na faixa de energia
do grupo g em dv. Para grupos diretamente acoplados, des-
prezamos o upscattering (Zh+g onde h > g) e o espalhamen-
to no proprio grupo (Zh+g onde h = g). Esquematicamente, es

sa situacao pode ser dada pelo diagrama:

1 g i g-1 [ — ‘ i 1 4
i e A P T )
—_ —“_
g-1
Assim: (Bl) = hZ1 Eh+g¢h



2%) Neutrons de fissdo na faixa de energia do gru
po g em dv. Esse termo & dado por:

(B2 = Xg
h

Yaleh®h

N o~—2

1

onde o somatdrio nos di todos os neutrons de
fissdo e Xg € a fracao desse total com ener
gia no grupo g.

3?) Fonte externa:

B3) = s
(B3) .
Dessa forma, o termo (B) torna-se:

-1
(B) = gz-z N

h=1 ¢

¢
h>g'h + x_ ¥ v I R
g,=q h Fh'h + S

onde, nao existindo fonte externa, Sg= i

1.1.3 - ANALISE DO TERM) (C): Taxa de absorgao

0 termo (C) € simplesmente dado por:

(€) =z ¢,



1.1.4 - ANALISE DO TERMD (D): Espalhamento no gru
pPo g.

Esquematicamente, essa situacao pode ser dada pe
lo diagrama:

N__N1 T

. B g
S R S I 2 2

ERp S

-
|

.
L

i
———
Assim:
N
D) = Lz .0,
h=g+1

1.1.5 - ANALISE D0 TERMD (E): Fuga liquida de neu

trons.

A taxa de fuga de neutrons de g em todo o reator
€ dada pela expressao:

> >
Taxa de fuga = J Jg-nds
S

Aqui Fg (densidade de corrente de neutrons do gru
po g) € o nimero 1liquido de neutrons de g que a
travessam uma drea elementar ds, na unidade de
tempo. Usando o teorema da divergéncia:

[ 3 fas = [, ¥.3g00

Assim, para um volume elementar dv, teremos:

(B) = —V’.-S?g



a ~ > > -
Fazendo a aproximacao jgz = - DgV¢, (onde Dg € o
coeficiente de difusao), teremos:

(E) = - ﬁDga‘ﬁg

Finalmente, para um reator sem fonte externa,ob
temos a equacdo de difusdo a multigrupo:

N
9¢ -1 _ >
e * Sy * Xgh£1vhth¢h Tremg e’ V.0g¥4g
v_3t h=1 "7E
N
Sl zrearng, ; ag * E _Z +h
h=g+1
(1.1)

Para um reator critico, a taxa de desaparecimen
to de neutrons & igual a taxa de producao. Des
sa forma, 3¢_,/3t = 0 e a equacao (1.1) torna-se
V.0V e L

g ? I E

= o = D 1-2
B zr‘emgd)gJ'hyI h—*g‘i’h+ Xghzqvhth(#h kil k]

Devemos observar que para g = 1, 2....N, a equa
¢ao (1.2) em um ponto © torna-se um sistema de
N equacoes com N incdgnitas que pode ser repre
sentado na forma matricial:

Q¢ = 0 (13)

onde § € uma matriz quadrada operador de ¢ que

€ uma matriz coluna.



1.2 - CONDICOES DE CONTORNO

As condigOes de contorno apropriadas para a equa
gao de difusdo serdo enumeradas sem discussdao, posto
que seus fundamentos fogem de nossos objetivos. Tais
condigoes sao:

a) Superficie livre: ¢g(?s, t) = 0

b) Interface: i, e Tg sao continuos.
c) Fluxo finito: Dg¢g(?, t)<= (exceto nas proximidades
de fontes localizadas)

1.3 - CONSTANTES DE GRUPO

Como observado no item "1.1", as equacgOes (1.2) formam
um sistema com N equagoes e N incognitas para um ponto
r. Entretanto, isso s6 é verdade quando conhecemos as
constantes de grupo, o que nao ocorre. Assim, devemos
inicialmente determinar tais constantes, que sao media
das tendo o fluxo como peso:

-

J (%, E)e(X,E,t)dE
r, (r) = 18
ig r‘
J B

$(T,E, t)dE
onde i € o tipo de secao de choque.

Como o fluxo ndo & conhecido (€ exatamente nossa incdg
nita), o problema parece sem solugao. Felizmente conhe
cemos o espectro do fluxo em energia, e fazemos entao

uma aproximacao:



6(T,E,t) = ¢ (r,E, t) onde
ap rox

¢aprox € conhecido. Assim:

J L. (r,E)¢ (r,E,t)dE
i ap rox
I, (r) ==&

J é (F,E,t)dE
g P rox

Com as contantes de grupo calculadas desse modo, podemos
resolver o sistema de equacgoes (1.2). Torna-se obvio,
que a precisao da teoria de difusdao depende da exatidao
do calculo das constantes de grupo.



2 NEUTRONS:A FUNCAO IMPORTANCIA

Em um reator encontramos diferentes reagoes entre neu
trons e nuclideos, tais como: fissdao, captura, producao de par
ticulas, etc. Cada néutron tem uma determinada importancia no
sistema, com respeito a um desses eventos e Usachev'mostrou co

mo calcular essa importancia para néutrons de uma determinada
geracao.

No presente capitulo, definiremos a importancia dos neu
trons com respeito a alguma reacao. Derivaremos a equagao de
importancia de néutrons e suas aplicacoes serao discutidas nos
capitulos posteriores.



- T -
2.1 - O CONCEITO DE IMPORTANCIA

Em fisica de reatores, um néutron (ponto ;, com energia
E, viajando na direcao ¢ no instante t) pode gerar uma familia
de néutrons (através de fissdo e produgdo de néutrons) chama-
dos descendentes.

Se nos estamos interessados em algum tipo de evento num

tempo t_ causado por um néutron (ou por seus descendentes) in-

.F
- + L .
troduzido em r no tempo t, definimos:
" & e + = =5 o~ -+
"A importancia ¥ (r, E, Q,t)lde umneutron num ponto r com
. ~ 5 -~ T o p
energia E e viajando na direcao Q num instante t com respeito

a algum evento mensuravel no tempo t_ € a sua contribuigdo es-

perada (ou provavel) para o niimero tgtal de eventos no  tempo
t_F."

Da definicao, observamos que a importancia de um néu-
tron depende da posicdo: um néutron perto da superficie do re-
ator € menos importante para uma reacao que outro no centro
posto que sua probabilidade de escape € maior e portanto a
probabilidade de que tal reacdo ocorra & menor. Um néutron que
deixa o sistema deve ter importancia zero: ndo contribuira pa-
ra nenhum evento dentro do reator a partir do instante em que
o deixa. A importancia de um néutron deve depender também  do
tempo em que ele foi introduzido no sistema e de sua energia e

direcao.

2.2 - EQUACAO DE IMPORTANCIA DO NEUTRON

Do proprio conceito, podemos formular uma '"lei da con-

servacao de importancia de néutrons" com respeito a
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oy = ->

algum evento. Para uma populagao de néutrons num ponto r com
» T n -~ = - -

energia E viajando numa direcao {, € razoavel supor que para

0s instantes t e t + At:

importancia "Imprtancia | [ Importancia | [ Nimero |
dos neutrons | _ | dos néutrons |, | dos descen- |, | de e-
num tempo t que nao inte dentes da- ventos
ragiram en- queles que de in-
tre t et ++it interagiram teres-
entre t € se en-
£+ 4% tre t

- ~ Lets At |

(A) (B) © (D)

Passemos a anslise de cada termo.
2.2.1 - ANALISE DO TERMO (A): Importancia no instante t

Suponhamos que a populacgdao em questdo seja constituida
por n néutrons e que a importancia de cada um Seja¢+[?.E.§ i &)
com relagao a algum evento de interesse. Dessa forma, a impor-
tancia dos n néutrons sera dada por:

-5

(A) = ny' (%, E, &, t)

2.2.2 - ANALISE DO TERMO (B): Importancia dos Tremanes-
centes em t + At

No intervalo de tempo At, os neutrons poderao ter atin-
gido uma distancia AS = vAt. Dos n néutrons, nI, AS colidiram e
n(1 - I 4S) nao sofreram colisdao no intervalo de tempo At. Des
sa forma, o termo (B) sera:

(B) = n(1 - ztAS)w+t? + A3, E, 8, t + At)

Devemos observar, em (B), que os neutrons que
UNIVERSITADE FEDFRAL 04 Paralga
Pré-Kein Para | r
Cooidemegho Setcriak de Fds-Graduacdo
Rua Aprigio Veluso, 887 - Tel (Vi | 7222-R 3

AR 10 - J'r"n@]-hn} ErreEniche - Perreaibia




.

nao interagiram permanecem com energia E e a direcao ¢ no tempo
t &+ Bk

2.2.3 - ANALISE DO TERMO (C): importancia dos descenden
tes

Por descendentes, entenderemos os neutrons de fissao e
de espalhamento. Assim o termo (C) sera:

0
-

(€)= f4“ Jm nASE(F + AS,E-E’,0+8"10 (F + AS,E'.Q', t +
/ (c1)

©0

> - -
+ At)dE'dQ +J4W JD nASI (T + 23,E,2) .V(E)

X(E', 89" (T + As,E',8",t + At)dE'dQ’
Lczl

Nessa expressao, (Cl) € a importancia dos neutrons com
energia E' proveniente de neutrons com energia E que foram espa
lhados e (C2) & a importancia de neutrons com energia E' prove
nientes da fissao por neutrons com energia E.

2.2.4 - ANALISE DO TERMO (D): numero de eventos

0 numero de eventos sera dado por:
(D) = nAsE, (¥, E.§)

onde I, representa a secao de choque do evento de interesse.

Finalmente obtemos a equacao de conservagao da importan
cia de neutrons, atraves de (A), (B), (C) e (D):
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+ > >
nY (T,E,Q,t) = ny (£+AS,E,8, t+At) - nztasw*(?+A§,E.§,t+At) +

- |

J

->

[+]
ar f nASE (T +AZ,E+E*,B+8 )0 (% +AS,E* .07, t+At)dE AR’ +

<>

+ J4n j nASEf[;+A§,E,§]v[E]x{E',3’]¢+{;+A§,E',Q',t+AtJdE'dQ'+

. nAszi[?,E,ﬁl

Passando o primeiro termo do lado direito para esquer-

da, dividindo toda expressdao por nAS e tomando o limite quan-
do At-0D:"

+

+ > ->
dy (r,E,R,t)

ds

i P -
= - th (r,E,Q,t) +

o0
J4n f L, E~E",0+8 0" (F,E",0,t)dE R’ +

0

> >
\){E]ZF[P,E,Q] &

Z.(r,E,0)
= U

Dessa forma,

Io x(E', 810" (F,E", Q' ,t)dE AR’ +

podemos finalmente escrever:

UNWERSIMDF FEDFRa
PI"G-RPH();SH Para G

DA PARAIBA

Assiititos do Itterior
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W r,E 8 1)
Vot

- V.80 (RLELRLt) » ztw*t?,e,ﬁ.t) -

r oo
- J4W [D D(r,E»E", B89 (7,6, 87, t1dE" afr -

(=]

(
= ' +l * 4 ’ +l 1 r -
v(E]Zf[r.E,ﬁl Jqﬂ Ju X(E*,Q" )V (r,E’,Q't)dE*dQ’ =

1}

I (T,E,8)
|
integrando em todas as direcoes G:

3w+[+ E,t) > >+ >
r,E, _ + > _
Vot Ved (T.E,E) = Ztlb (r,E,t)

- JD S(T,E+E' )Y  (r,E',t)dE" -

~ NIENEL(F,6) IU X(E' )Y (T,E",t)dE" = I, (F,E) (2.1)
: [
onde J (r,E,t) = J41T §¢+(?.E.§.t]d§. Fazendo:
5 ol R o . 5 = -
J (r,E,t) = pvy (r,E,t), e dividindo o espectro continuo de

- > -
energia em grupos, teremos para o ponto r no instante t:
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- 17 - Gy 0 ‘/
f.t,’(j;( 'Tlﬂ T
l’f{ ";
.
3 N “
>+ +
-—g_g'ngv¢g+rem¢_z hw+-
Vat B8 p=g.1 BTNy
d +
<y =
g -Fgg=lxhlbh ig (z.2)

onde o somatdrio de h = g + 1 até N implica na nio exis
tencia de upscattering.

Em um sistema critico, a taxa de variacdo de im
portancia € zero, posto que em qualquer instante a con
tribuigao de um neutron para algum evento € a mesma. As
sim, a equacao (2.2) torna torna-se:

<> + +‘N m+ + v I §-X ¢+ = -T
+ V.DgVy - I_ono¥otL  Zg»hth T Ygteg h¥h ig
. & Bh=g+1 h=1
> o + + L2‘3)
e, na forma matricial: Q@ ¢ = - Eig

A equacdo (2.3) da a importancia de um neutron do
grupo g no ponto r, com relagao a um evento determinado
por Zié{?],para um reator critico.

Da definicdo de importancia, deve ficar claro que se
estamos interessados em eventos que ocorrem em uma regi

- * e -> - ->
ao especifica do reator, I, (r) devera ser zero para r

fora dessa regiao. Essa afﬁ%mativa torna-se mais clara
se imaginarmos um detetor introduzido em um reator. Os
neutrons absorvidos pelo detetor de segao de choque 4
serao contados, porém, neutrons absorvidos fora do dete
tor nao o sensibilizara. Neutrons absorvidos fora do de
tetor nao contribuem para sua contagem. Para tais neu
trons o detetor tem secao de choque Ig =0 A quantida
de de neutrons que sensibiliza o detetor € obtida multi

plicando a equagao (2.3) por ¢ e integrando em todos os
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limites das variiveis:

- [ ¢ p%av = ¢>:i(?1dv (2.4)
v v

onde D+w+, € um vetor coluna (como Ei{;ll no qual cada
elemento apresenta um grupo de energia e ¢ € um vetor
linha. O segundo membro de (2.4) nos da o numero de e
ventos de interesse em todo o reator. Entao, para obtel
mos o numero de eventos em uma regiao determinada, bas
ta fazer rit?] = 0 para r fora dessa regido de interes
se.
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3, EQUACAO ADJUNTA A EQUACAO DE
DIFUSAO

‘Dentre as aplicagoes da funcao adjunta destacam-se: a
determinacao de mudangas na razao constante de multiplicacao de
neutrons, determinacao de mudangas no fator de multiplicacao
efetivo devido a pequenas mudancas de secao de choque, calculo
de dimensoes criticas, avaliacao de constantes de grupo em cal
culos de multigrupo, uso de solugOes de problemas em uma dimen
sao para derivar solucoes de dimensoes mais complexas.

No presente trabalho, utilizaremos a fungao adjunta ao
fluxo para calculos de criticalidade. Definiremos operador ad
junto e funcao adjunta. Obteremos a equacao adjunta a equagao
de difusao multigrupo a partir da definicao matematica. O sig
nificado fisico de funcao adjunta como importancia de neutrons
sera enfatizado.
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3.1 - PRODUTO ESCALAR DE DUAS FUNCOES

Sejam duas funcdes ¢(£) e ¢ (£), ambas, fungoes
das mesmas varidveis representada por £. O produto es
calar dessas fungdes € definido da seguinte maneira:

(

(¢",9) =;¢+fEJ¢££JdE (3.1)

onde a integracdo € feita em todos os limites das va

riaveis.

3.2 - FUNCAO ADJUNTA

Dadas ¢ (¢) uma auto-fungao do operador M e & (E)

- + . -
uma auto-fungao do operador M , definiremos:

¢ (£) @ uma funcdo adjunta de ¢(£) e M & um o
perador adjunto de M se, e somente se:

(67 ,Mé) = (¢,M ¢ (3.2)

Em particular, se m* o= M, o operador M e chamg
do auto-adjunto.

Devemos observar que se ¢ € uma auto-funcao de
M tal que possamos escrever M¢ = A¢ e ¢ uma éuto-fug
cao de M* tal que M+¢+ = n¢+ com A e n autovalores de
M e M+, respectivamente, a equacao (3.2) torna-se:

(6°,2¢) = (¢,no )

como A e n sao constantes,a Ultima expressao pode ser

escrita da seguinte forma:



w Il =
A(67,0) = n(é,0)

onde os produtos escalares sao iguais. Assim:

(A -n) (6",4) =0 (3.3)
Como temds um produto igual a zero, se A # n devemos ter
(6",4) = 0 e ¢" e ¢ sdo ortogonais. Por outro lado se

[¢*,¢] # 0 devemos ter A = n.
3.3 - OPERADOR DE DIFUSA0O A MULTIGRUPO

Como vimos no capitulo 1, a equacao de difusdo a multi-
grupo para um reator critico € dada pela equacdo (1.2):

= 0 (5.4)

nes-12

V.D, Vo, - I o0 ¢ L I 0 X

remg' g he1 h=+g B hed vhth¢h

onde a expressio representa um sistema de N equacoes com N in-

- . - & .
cognitas para um ponto r, e pode ser escrita na forma matri-
cial:

Qd = O ’ : (3.5)

onde ¢ & um vetor coluna e Q € uma matriz quadrada com elemen-
tos do tipo:

94 i Zoang T XaVakeg o

a, L * X4V Lp; para i>J

= .<J
13 I+ Xg¥ghey PaTa L

93

3.4 - EQUAGAO ADJUNTA A EQUACAO DE DIFUSAO A MULTIGRUPO
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Nessa secao, obteremos a equacao adjunta a equa

cao de difusdo a partir de sua definicdo

matematica

dada pela equagdo (3.2). Por simplicidade, obteremos

a adjunta para cada termo da equacao de difusao
radamente. Passemos a analise de cada termo:

3.4.1 - ADJUNTA AO TERMO $.Dg3¢g

Da definicao de produto interno:
+ > N +>
(¢7,V.0V¢) = ] J $'V.D V¢ _dv
g=1 Jv g g g

onde N € o nimero de grupos.

Por outro lado, podemos escrever:

19) V.4 (D V¢ ) = Vo .(D Vo ) + ¢ V.0 ¥
A bg-'Pg" % g7 Dg" %

g
ou ainda:
+> - > s 7
V.D V =y (D Vo ) - DV v
¢E g ¢g ¢ g ¢ ¢g ¢S
29) T.6 (D V6') =D Vo' .Vo + ¢ V.D Vo
) ¢g 4 ¢g 4 ¢g ¢E ¢g g ¢8
ou ainda:
> + > -+ + e +
D Ve .V¢ = V.6 (D Ve ) - ¢ V.D V
g ¢g ¢g ¢g g ¢g ¢g g ¢g

sepa

(3.0a)

(1)

(I1)

levando (II) em (I), e a nova expressao (I) em (3.6a),

teremos:

UNIVERSIDADE FEDFRAL DA PARA[BA

Pr6-Reitoria Para Assantos do Interior
Coordenugdo Setoriel de Fés-Graduagdo
Rua Aprigio Veluso, 882 Tel (0R2) 321 7222-K 353
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—
-
-
<4

]
e~z

.DV¢)

> o+ > + s #
V. (D Vo ) - V.6 (DT ) + ¢ 9.D ¥
oy (\[ g g g by (Dg Ve, by Ve Dg Vg |aV
] 3 |

(3.6b)

Para que o seja uma funcao adjunta de ¢, devemos sa
fisfazer (3.2). Entao:

N
) f[%.¢+[0 Ve ) - V.4 (D 3¢+i]dv = 0 e dessa forma, (3.6b)
g=1)l. B B '8 g

g 4
+ > > N > =S
torna-se: (¢ ,V°DV¢) = ) J ¢ V.0 V¢ dV ou
g v
+ > > - ;
(¢ ,V.0V$) = (¢,V.DVé ). Assim, se M = V.0 V6 , devemos
] ¢ ¢ ¢ 1g¢g g ¢g.

ter: M. ¢ = v.D Vo {3..72)

1g¢g g ¢g

3.4.2 - ADJUNTA A0 TERMO - )

I‘emg g

Aplicando novamente a definicao de produto interno:

N

W & == gz1jv ¢gzrem ¢g i

. - + - . -
trocando as posigoes entre ¢ e ¢, a ultima expressao torna-

5¢e.

vig rem 'g

N
(47, -z__ ¢) = -7¥ J ¢ I 6" dv
=1

o segundo membro da equagao pode entdo ser escrito como se
gue:
(870 STyt = (8 -8 0%

rem

laga, &s ”2g¢g - _Eremg ¢g; podemos escrever:

. + +

M2g¢g  “Irem ¢g (3.8)
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3.4.3 - ADJUNTA AO TERMO z T )
h=

Da definicao:

e b
(6%, M0 = T 6" T T, 6 dv
3 g=1 Jy & p=q N8 N

onde, na realidade, o somatdrio so € definido a partir de g=2

posto que nao estamos considerando espalhamento dentro do pro

prio grupo. Observando que ¢; independe de h, podemos reescre

ver a exnressao da seguinte maneira:
N g1

+ . L, b ¢ dV
(67, M9) g£1fv h§1 h+g"h"g

Se nds trocarmos os indices de I, ¢ e ¢ h por g e

sa, os novos limites de integracao serao:

N

R X I T, ¢ ¢ dV
(6, Mgd) = gZ1IV hegs1 8*h 87N

vice-ver

e, pela razao dada anteriormente, o somatorio em g s6 €& defi

nido até N-1. Como ¢g independe de h, podemos reescrever . a

ultima expressdo:

N

. N
(¢ ,M_9¢) = ¢

0 segundo membro da equacgao

(6 ) = (6. Moo
¢ . Mye) = (6.M307) -

g-1
Dessa forma, se M, ¢ = |}
EE het
N-1
+ 4 +

+
L ¢ dv
h:é+1 g+h h

pode ser escrito como segue:

¢

, podemos escrever:
L ag®ys P

(3.9)
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3.4.4 ADJUNTA AO TERMO Xg

nes-12

Valen®h

h=1

Com o mesmo raciocinio usado para os termos anteriores

te~12

N
+ +
(¢ M) = 1 Jv ¢g xg hE1 Ve Ppav

g
Como o somat6rioemIfnéooperaem1¢;xg. podemos fazer:

N N
+ +
(¢ .M, 0) = I E I ¢ X vpIepd 0V
4 Vo op=1 g=1 g g h®fh"h

0 segundo membro da equacao pode ainda ser escrito da se
guinte maneira:

+
X-v_I_ ¢-dV
1¢h AR

nt=12=2

1 h

- » + x
onde os Indices de X, v, I, ¢ e ¢ foram trocados: h por g e vi
ce versa. Disso, podemos escrever:

+
(¢ ,M4¢) =
g

ne~-12=2

N
+
1 JV ¢gvngg E X ¢,dV -

Podemos, ainda, escrever a equacao da seguinte maneira:

+ + o+
(¢ M) = (¢.M,0 )
N .
Dessa forma, se H4g¢g = Xg h§1vhth¢h, podemos escrever:
Ml ¢ = v I ? Y (3.10)
1g%s ~ Vglig h;1Xh¢h i
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Assim, com (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) podemos escrever
a equagao adjunta a equacao de difusdo:

N N
- > + + *.
VD V = z + E Vv z =
g% ~ remg®s hﬂgﬂ g+h®h * Vglsg h§1xn¢h 0.

{3.11)

A equagao (3.11) representa um sistema de N equagdes com
. - 5 - - .
N 1ncognitas para um ponto r e pode ser escrita na forma matri-
cial

Q¢ =0 {3.122)

+ - 4 +
onde € uma matriz quadrada (transposta de Q) e ¢ um vetor
coluna. CIVERSIDADE FEDERAL DA PARAINM

Pri-KRe
3,5 CONDICOES DE CONTORNO

- -> + "
Do 1tem '3.4.1', vemos que para que o termo ﬁDg Vg¢ seja
adjunto de ﬁDg$¢ devemos fazer:

ne=1=

1 JV[%;th%gl - 'vf¢g(ng?¢;1:l dv = 0 .
g

Pelo teorema da divergéncia, a ultima expressao torna-se:
rf J [45*[0 Vé ) - ¢ (D 'v’¢*)1 nds = 0
g=1 ISL'B 2 g g g '8 |

onde a integracao &€ feita em toda a superficie.

Por outro lado, no capitulo 1 vimos que uma das condigoes de
- 5 - - ->
contorne para a equagao da difusao e dada por ¢(r_ ) = 0, e, co-
= . -+ +
mo 3¢gq Dg sao diferentes de zero em i devemos ter ¢g(r51 =0

para que a integracao de superficie seja zero. Do exposto, e da



N &
semelhanga entre as equacoes (1.2) e (3.12), devemos esperar:

+
e ) ¢g[r53 = 0

(r

) € =

b. *
) 02 o

+ > @
c.) ¢g[r] deve ser continuo

3.6 - INTERPRETAGOES DA FUNGAO ADJUNTA

Comparando a equagao da funcdao importancia (2.3) com a
equacdo adjunta ao fluxo (3.11), concluimos, exceto pelo termo
de fonte, que sao iguais. Constatamos na equagao 545" que
¢;(?S] = 0. Esse resultado obtido para a funcao adjunta tem um
claro sentido fisico de importancia: um néutron na superficie
tem importancia zero posto que ndo podera mais contribuir para
algum evento no reator. Entao, escolhendo um tefmo de fonte
(com respeito a algum evento) para a fungao adjunta, teremos a
fungdo importancia. Deve ficar claro, entretanto, que nem toda
funcdo importancia de néutrons € adjunta, posto que nem todas
elas satisfazem a equacdo (3.2). No capitulo 2, citamos o exem
plo da importancia de néutron para a contagem de um detetor.Es
sa fungdo importancia ndo € adjunta. No capitulo 7 estudaremos
a funcao importancia relativa ao efeito indireto. Tal funcao

importancia € adjunta, como veremos.

3.7 - EQUAGAO ADJUNTA DEPENDENTE DO TEMPO

No capitulo 1, vimos que a equacao de difusao dependen-

te do tempo € dado por

B¢g
v;s? = Q¢ (3°13)

onde a adjunta para 0¢ é dada pela equagao (3.11). Dessa forma,
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para determinarmos uma equagao adjunta a equacao (3.13), € neces
sario determinarmos um termo adjunto para % . Com esse fim,

escrevemos :- Vgat
X N b, 3¢
(¢ .M 0) = ] J J ¢ ——FE- dtdv (3.14)
- v g V ot
g=1 tg g
Por outro lado,
+ +
| d 9
M¢g¢g)= . ¢g . & ¢
ot g dt g ot
ou
+ +
9o ol ¢ ) 20
b g —EE e, (1)
t 3t g ot

levando a expressao (I) em (3.14), teremos:

t + t .
N f 3¢ ¢ N f 3¢
g
et = 3| J £°8 grav- § | J dtdv
5 Y V ot v g V_odt
g=1 4 t, 8 g=11 t, g
(3.14a)

Para que a equacao (3.14a) satisfaca a definigao dada em (3.2)
devemos ter:

N T
) JV J * %% iav - 0 (%153
=1

Dessa forma, (3.14a) torna-se:

i g te T
6 .M ¢) = - RJ ¢ ——B dtdV
5 g=1’J tO g Vgat

Podemos escrever essa expressao da seguinte maneira:



- 29 -

(6", M0) = (¢.M0")
[0 9 ¢ g¢
Assim, se
o¢
MS g¢g = Vg;i , devemos ter:
¢
+ + = g .
MS g ¢g VgBt (3.16)

po:

- 9% (3.17)

onde Q'¢" foi obtido na secao '3.4'.

3.8 CONDICAO TEMPORAL

Na Gltima segdo, vimos que a condicao imposta para que

+
o termo _ a¢g seja adjunto de 'a¢g e:
V_ ot v_at
g g
% J ftf 266,
dtdv = 0
ge1 MVity V3t
Integrando a ultima expressao na variavel tempo, tere-
mos :
N [ N
17 .+, - 1 + = .
y — ¢ (r,t )¢ (r,t_)dV = § J — ¢ (r.t )o rt)dV
. JV Vv 7 f v 0
g=1 J' Vg B = g=1 Vg & &

(3.18)
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A interpretagao da equacao (3.18) depende da condicao
temporal sobre ¢g e ¢;. Suponhamos que em um reator, no instan-

. - . - > .
te t = 0, exista um unico néutron no ponto r_ com energia E

0 0
dentro do grupo g.. Assim, ¢ (r ,0) = V_ &(r - T_) (condicao
grup 0 g0 ‘0 0 0

inicial para o fluxo). Suponhamos ainda, que em t t . escolhe-

.F

remos ¢;(?,tfl = 1 (condicao final para a fungao adjunta). Des-

sa forma, (3.15) torna-se:

N J ‘
1 - +
) — ¢ (r,t )dv = ¢ (r,t_)
f 0
g=1 JV Vg '8 .

O primeiro membro € simplesmente o numero de neutrons esperados
em t = t., devido a um neutron em t = 0. Portanto, com as con

R . 3 = * g .
digoes temporais dadas, a interpretacao de ¢ fica estabelecl

da.



4, NUCLIDEOS : A FUNCAO IMPORTANCIA

! - 5

O Comportamento temporal das densidades de nuclideos &
fundamental no estudo de reatores. Nas duas Gltimas décadas foi
introduzido, em fisica de reatores, o conceito de densidade ad
junta, que nos auxilia no estudo do comportamento temporal das
densidades. M. Salvatores® derivou expressoes analiticas para
densidades adjuntas de nuclideos, para uma cadeia cuja matriz
de queima s6 possui os elementos a e a

i-1,1 ,1”
tores estudou a producdao de isotropos fisseis.

Com isso Salva

Nesse capitulo e no seguinte, identificaremos a densida
de adjunta como importancia de um nuclideo. Obteremos expres-
soes analiticas para densidade e importancia de nuclideos, pa-
ra uma matriz de queima triangular inferior. Desse modo, pode-
remos estudar ndo s6 a producdo de is6topos fisseis, como tam

bém os produtos de fissio.



4.1- AS EQUACOES DE QUEIMA

Em um reator, a taxa de variacao das densidades dos nu
- - - - = =
clideos de uma cadeia devido a decaimento, captura, fissao, etc,
pode ser dada através das seguintes equagoes

dN
S a,, N
dt 1% %
Eﬁ% = a N - a N
dt 21 222
(4.1a)
EE5-= a *® .8 o N_ #* = @
dt k1 1 k2 2 kk k
ou simplesmente
dN _
e N (4.1b)

onde [A] € uma matriz (de queima) e N um vetor coluna.

Aqui nao estamos considerando reacdes do tipo (n,2n) pa
ra as quais a matriz de queima possue elementos acima da diago
nal.

4.1 - EXPRESSOES ANALITICAS PARA AS DENSIDADES

Derivaremos expressoes analiticas simples para uma ma
triz triangular inferior, e, para tal, admitiremos que a matriz
[A] seja constante. Admitiremos uma cadeia com 4 nuclideos, e

em seguida faremos uma generalizacao.



4.2.1 NUCLIDEO 1.

Das equacdes (4.1), teremos a seguinte equagdo para o de
caimento do nuclideo 1:

qu dN1
Tt - T gl ou g eeEgN, =D
a-. .t
a11t . dN1e 11
Multiplicando a expressao por e odemos escrever ———— =
P P p P at
= 0 que integrada de t, = 0 a t, nos da:
Tay4t
- L) 2
N, (t) =¢C, e U”Hupg’ (4.2)
? QMZf'“uﬁpF
dg 4, 'Cp, g g H
= ’CH / ‘Lag ¢ 4 o 5
onde C 11 N 1 (0) 55 /{/oﬂm v, sy ‘59;0,70 g dﬂal Pa
“Cay,, 832 Tep . OS-p, "tin 4
Ying " a3 fmfu,m
r.r',, '?’-)f 7”)2’(2
4.2.2 NUCLIDEOS 2, 3 e 4 ‘1, 995

Utilizando o mesmo procedimento do Item '4.2.1', obtere
mos :

1°) NUCLIDEO 2

-a-,t “a. .t
22 14
Nz(t) = sze + 0219 (4.3)
a__C
21 11
onde E (& = N_(0)-C
21 322-a11 22 2 21
29) NUCLIDEO 3
-a..t -8 n b -8 &
) 33 22 11 5
Na[t] = Cgg@ + Cqoe + Cg,® (4.4)
832059 * 2339044 . @350
Onde C31 = _ » C32 - - A €
833 7 244 833 22
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€33 = N3a(0)-(Cgy + Cyp)

3°) NUCLIDEO 4

-a, .t -a__t - O -a, .t
- e, 33 27 11
N4(t] C44e +-C,q@ + C429 + C4q8 (4.5)
a C + a & + a C a a + a C
onde c . s s | 42 21 41 11 4332 42 22
41 a a i C42 ) a - a ?
44 11 44 22
a €
4333
Chq = ——=>_ ¢ C,, = N,(0) - (C,, +C,, *+ C,.)
43 644 633 44 4 41 42 43

4.2.3 GENERALIZACAO

Com a rotina estabelecida, poderemos generalizar a ex
pressao da densidade de um nuclideo J como segue:

J =l 5 ok
N (£) = ] e o (4.6)
£=1
J=4 a..C
onde CJ£ = ) - J{_if (para ay;; * app © £ <J) e
i=£ ~JJ 2L -
Jn"V‘L’€‘qan
J 1 P'é-h.”',‘ Ftnr“ql.
v ) Odengps, o ™ A A Py
ij = NJ[U] - ) Cyp Rug 1 q;?a B0, Tpm,m”iamd
'2':1 G LA ;/‘ E g‘O)lJ r _‘d‘cﬁs‘fﬂrdupc’n
gL PR
e J5%8

4,3 - EQUACAO DE IMPORTANCIA DE NUCLIDEOS

Da mesma forma que obtivemos a equagao da fungao  impor
tancia para neutrons (capitulo 2), podemos fazé-lo no campo dos
nuclideos, utilizando o principio de conservacao de importancia



de nuclideos.

Suponhamos, por exemplo, que nossa cadeia constitue-se

de Ny nuclideos dos quais s6 os trés primeiros sdo de interes
se:

[_cim,I ] ~ =F
ot "84 . 0 N
dN,
at | ° 821 - 0 Ny (%70
dN
- a a -a N
e | ] Paa 32 33 || "3 ]

Das equagoes, observamos que o nuclideo 1 € importante,
com respeito a quantidade final dos nuclideos 1, 2 e 3. Isso se

torna claro posto que: dos N1(0] nuclideos 1 no tempo t» Par

te nao decaira até tf(N, (tf))e parte do que decair, contribui
ra para as quantidades finais dosnuclideos 2 e 3 (N, (tF) e
Na(tf]}.

Da mesma forma o nuclideo 2 € importante na quantidade
final 2 e 3 enquanto que o nuclideo 3 € importante sO para 3.
Talvez 1, 2 e 3 sejam importantes para formacao de nuclideos 4,
5, etc, mas esses nao sao de interesse no presente exemplo.

Comecemos aplicando o principio de conservacao de impor
tancia (como vimos no capitulo 2) para o nuclideo 3. Suponhamos
que no instante t, tenhamos N3[t] nuclideos, cada um com impor
tancia F;[t], com respeito a sua quantidade final.

aSBNB(t]Atdecairio num intervalo de

> 5 -~ 3 : 2
tempo At formando nuclideos i de importancia F,(t + At), restan
do N, (t) aggNg(t)at nuclideos 3 cada um com importancia
F;[t + At). Assim:

Dos Ny(t) nuclideos,
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+ +
Na(t]F3(t] = [:Naft) - asaNB(t]At:]Fa[t+At] *

NK

+
Il 0~

+
aiSNa(t)AtFi(t+At)
i=4

Como so estamos interessados nos 3 nuclideos ja citados
F;[t+At] = 0 para i = 4, 5, etc. Assim, a ultima expressao
torna-se:

+ + +
stt“:s(‘t] = Na[t]Fs(t‘*AtJ = 3N3(t}AtF3[t+At]

g

Passando o primeiro termo do segundo membro para o pri
meiro, dividindo a equacao por N,(t)At e aplicando limite  com
At+0, teremos:

o+

dF (t)

3 _ +
g aSBFS[t] (4.8)

Utilizando o mesmo raciocinio para o nuclideo 2 com rela

cao as quantidades finais de 2 e 3, teremos:

+
N2[t]F2[t] = [:Nz[ti - a,

1+
2N2(t]At-JF2(t+&t] ¥

NK
+
+ iZB a; Ny ()AL, (t+AtL)

onde F;(t+At] = 0 para i = 4, 5, etc. Com o procedimento ante

rior obtemos:

+
sz[tJ

+ +
DR M 4.9
= a,,F,(t) + a  F_[t) ( )

Procedendo da mesma forma para o nuclideo 1, encontramos:



+ + + '
- s A F ) e B FolE) # B Folt) (4.10)

. Observando (4.8), (4.9) e (4.10) concluimos que as equa

coes de importancia dos nuclideos podem ser dadas da seguinte
forma:

o 1. 1
dF
- ] -a a a F
dt 11 21 31 1
+
sz .
= W - 0 ’322 632 F2 (4.11&)
+
dF3 " 5 F+
| T Tat | B ®33 [ "3 |

onde a matriz quadrada € a transposta de [A |, da equacdo (4.7).
Assim, generalizamos:

UNIVERSIDADE FEprpy, o

+ = SuBtos do Inger;

dF T_+ Coordenacdo Seieric go 1g rior
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Pré-Reivoria Para As

4.4 CONDICAO FINAL PARA A FUNCAO IMPORTANCIA

Na secao '4.3', quando obtivemos a equagao de importan
cia, vimos que se ndao estamos interessados no nuclideo 1,
+
F..[EY = 0.
i

Vejamos agora uma condicao final para a importancia do
nuclideo i, com respeito a quantidade final Qi[tf). Quando o nu
clideo i aparece no sistema em um instante t bem anterior a tf,
sua probabilidade de contribuir para a quantidade Q,(tf) deve
ser relativamente pequena (posto que existe uma grande chance
que i decaia entre t e tf)., A medida que t se aproxima de tf, a



probabilidade de decaimento diminue, aumentando pois a probabi-
lidade de contribuigao para Qi(tf]. Se o nuclideo i esta presen
te em t = tf, sua contribuicao para Q, (tF) € 1, isto €, ele mes
mo. Assim, para uma quantidade de interesse Qi[tf). teremos :

F;(tf) . % (4.12)

4.5 EXPRESSOES ANALITICAS PARA FUNCAO IMPORTANCIA

Na segdo '4.3', obtivemos equacbOes para importancia de
nuclideos de interesse numa cadeia. Resolvendo essas equagoes,
obteremos expressoes analiticas para funcdo importancia. Com es
se fim, admiteremos uma cadeia onde somente os 4 primeiros nu
clideos s3ao de interesse:

= - =1 i
dF: [ .
= e "84 854 839 941 i
dF; F+
- dt 0 8y 832 842 2
(4.13)
+
dFS F+
- — 0 0 “833 3 3
+
q 0 , Fr
i o i 0 0 344 JLTa_

Esse sistema pode ser resolvido como segue.

4.5.1 NUCLIDEO 4
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De (4.13) podemos escrever:

dF dF
- = = g T el o B e
dt %4474 dt 44 4
-344t
Multiplicando a eXpressao por e , podemos reescre
ve-la:
~a. %
dF;e 9
T T a =0
integrando de tyat:
a, (t-tf)
((t) = ¢l e 44 4.14
Falt) = C) e | (4.14)
+ +
onde C44 = qutf]

4.5.2 NUCLIDEOS 3, 2 4 1

Utilizando o mesmo procedimento do item '4.5.1". obtere

mos:

1?) NOCLIDEO 3

a__ (t-tf) a.  (t-=t+)
+ - g 33 + 44 4 15
Fs[t] Caae + 0349 ( )
C+
a
43744 + +
onde & = C = F(tf) - C
= 34
34 344 833 33 3

29) NUCLIDEO 2



a (t-t = =
Fepy = pF o 22 f]+ ot Eaaatt tﬂ+ . 8644£t tf)
2 55 23 24
(4.16)
a C+ . C-l- ‘C+
sids £ » . S02 34 Y4344 G 835033
24 a,, - a R B a €
44 FP 33 22
+ + +
By = Folisil= (22, » £,)
3°) NUCLIDEO 1
ey o o ea11[t-tfl+ i eazz[t-tf]+ - ea33[t—tf1
1 11 12 13 +
a_ . [t-tF)
44
+ €, e (4.17)
ct c’ ct
a +=-8 + a
onde c:4 L a4bp, . 31 :4 41744
44 11
C+ + & C+
_ 834C33 * a834C35 + . 824b22
C13 e a - = C12 =T - a
33 911 852 11
e, = Fleed) - ¢ty
19 = Fql Lyz * Lyg * G4y

UNIVERSIDADE FFDFRAL DA PARAIBA
Pr6-Reitoria Para Assuntos do Interior

4.5.3 GENERALIZACKO Coordenacdo Setoricl de Ps-Graduacdo
¢ Rua Aprigio Veluso 8%2 el (0B0) 371 7222-R 355

58 100 - Campina Grande - Paraiba
Com a rotina estabelecida, podemos generalizar a expres

sao para importancia de um nuclideo i:

% n - akk(t—t'F)
Fi(t] - Z C e onde (4-18)
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k P
+
Cip = ~ ] g—iﬂfigi— para a , ¥ a,, €k >i
u=i+1 “kk ii =
e C.., = F.(tf) § :
. = F, - E
14 i K] ik

onde n € o numero de ordem do ultimo nuclideo de interesse na
cadeia.

4.6 COMENTARIOS SOBRE IMPORTANCIA DE NUCLIDEOS
Para maior clareza, vejamos como a fungao importancia

se comporta ao analisarmos varias quantidades de interesse dife
rentes. Como exemplo, admitamos uma cadeia com 4 nuclideos.

4.6.1 ANALISE DE F,(t) SUPONDO QUE A QUANTIDADE
DE INTERESSE EM tf SEJA O NUCLIDEO 1

As condigoes finais apropriadas nesse caso sao, F;[tf] =
=1e€ F;ttf) = 0 para i # 1. Assim as equacoes (4.18) nos dao:

C44 =0 , C34 = 0 5 C33 = 0 # C24 £ 0 C23 = 0 ,
+ +
= f -3 = = ’ D
C22 e C14 . C13 B l:‘|2 2 C11 3

Com isso, teremos:

F;[t] -c e e F.(t) =0 para i > 1
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4.6.2 ANALISE DE F;[t] SUPONDO QUE A QUANTIDADE
DE INTERESSE EM tf SEJA O NUCLIDEO 2

Condigoes finais: F;(tf] = 1e F;[tf) = 0 para i # 2

Com isso teremos os coeficientes, C C e c,, diferen

22" 712 11
tes de zero e os demais iguais a zero. Logo:

a. .l t=t€) a__{t=t+)
+ - + 11 - 22
F1[t] C11e + que
a.. (t=tF)
+ + 232 +
= = > 2
Fz[t] C,.e e Fi(t] 0 para i
Aqui, c., & diferente de C., anterior.

11 11

4.6.3 ANALISE DE F;(tJ PARA O NUCLIDEO 3 EM tf
Condicoes finais: F;(tf] =1 e F;[tf] = 0 para i # 3
Com o mesmo raciocinio anterior, encontramos:

a11ft~t'F} . 622[t—t'F] . aasft-t*F]

+ +
F1(t) = C11e + C128 + 0139

a,,(t-tf) | a  (t-tf)

+(t) C+ e C..e
- +
Fa 22 23
8, . lt=tF) ";NWE},J‘Q‘WWF FEDFRAL DA PARAIBA
Fitt) = ¢t e 33 _ Pré-Reitoria Para Assintos do Interior
3 33 ‘ verccicl do Pés-Gradunndo
* le - Paraiba
e Fi(t] =0 para i > 3
onde novamente os coeficiente assumem valores diferentes dos

anteriores.
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Do exposto, concluimos que se a quantidade de interesse
em t; € a do nuclideo m, entdo F;[t] = 0 para i > m. Esta mesma
idéia foi dada na secdo '4.3', envolvendo trés nuclideos. Con
cluimos ainda, analisando a secao '4.5', que se uma cadeia pos
sui n nuclideos de interesse, porém queremos a quantidade final
do nuclideo m, devemos fazer n = m. Assim, a equacdo (4.18) tor
na-se

+[ _ m +
Fy t] = Z C,.©e (4.19)

e os coeficientes C;k sao obtidos como em (4.18) trocando-se n

por m.
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5. EQUACAO ADJUNTA A EQUACAD

DE

DECAIMENTO

.

No capitulo 4, ja salientamos que em fisica de reatores
€ necessario o conhecimento das densidades dos nuclideos no de

correr do tempo. Gandini’ derivou expressdes para o calculo das

densidades através de equacoes adjuntas as equacoes de queima.

Nesse capitulo, estudaremos como obter as densidades dos
nuclideos a partir da determinacdo de densidades adjuntas. Com

pararemos importancia de nuclideos com densidades adjuntas e
definiremos essas grandezas.
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5.1 EQUACAO ADJUNTA A EQUACAO DE QUEIMA

Relembramos que a equacao de queima na forma matricial €
dada pela equacao (4.1b):

dN
el B

Determinaremos a equacao adjunta a equacao de decaimento
dos nuclideos através da definigcido dada pela equagao (3.2), de
nominando as densidades adjuntas por N'. Por simplicidade, obte
remos a adjunta de cada termo separadamente.

5.1.1 ADJUNTA AO TERMO <H

Aplicando a definigao da equacao (3.2) e levando em con
sideragao que N € um vetor coluna e deve pois ser multiplicado,
por um vetor linha, teremos:

(N

T tf T
* I L (5.0

at’ = o T

- + - - -
Nessa expressao, N € uma matriz linha transposta da ma

triz coluna N', que representa as densidades adjuntas.

Por outro lado,

i i
dIN' N) Nt e Ten
dt dt dt
ou
B T T
+ +
N dN _ d(NT N) _ dNT
dt dt dt

Trocando a ordem dos fatores no ultimo termo, escrevemos:



T 1)
+  dN d(N* N) T dN
N el LREPRET T L) I [ .
d dt N ot (5.1a)

Levando (I) na equacao (5.1), teremos:

+ T an tf d(N+TN) T an’
(N s dY] = JD ["_d?—-__ = N T]dt (5-1b)

Dessa forma, para que a equacao (3.2) seja satisfeita,

devemos impor:

T

Faw' w oL,
0 at

Com isso, a equacgao (5.la) torna-se:

N —— dt

| tf -
+ dNy _ T dN
(v 5g) - JU dt

ou

at . o SN (5.2)

5.1.2 ADJUNTA AO TERMO [A]N

Aplicando novamente a definigao dada pela equagao (3.2):

T

T .
(N AN = Jo N [AJN dt


file:///jQti

- BT -

e | tf .
ou (N, [AIN) = ju [Ni:][aij:] ENJ]dt

Onde NI, a;4 © N:| sao os elementos do vetor linha de den

sidades adjuntas, da matriz de queima e do vetor coluna de den
sidades respectivamente. Dessa forma, podemos escrever:

L tf n . N
(N, [AJN) = JD z_ Ny Z a,.N.dt , ou ainda

P tf n n "
(N, [A]N) = J 1 N, )] e, N dt
trocando o indice i, por J e vice versa, teremos

Py tF g n .
(N, (AN =JD ); N ); a ;N dt ou

T tf .
(N, (AN Ju v, a5 [N, Jat

que pode ser escrito na seguinte forma:

I

: - T +
JH N AT TN dt
0

|
(N, (AN

ou simplesmente:

(N AT TN

.
(N, (AN

Logo, se M,N = [AJN, entao

+ T +
mon® = [AJ'n" . (5.3)
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Com as equagoes (5.2) e (5.3) podemos escrever a equacio
adjunta a equacao de queima:

)
dN T
LU ALE

(5.4)
Comparando a equacao adjunta dada por (5.4) com a equa
cao de importancia de nuclideos dada por (4.11b), concluimos
que sao identicas e apresentarao mesma solugao se a condicgao
temporal sobre ambas forem iguais.
5.2 CONDICAO TEMPORAL
No item '5.1.1', vimos que a condicdo imposta para que
o termo dn’ seja adjunto ao termo dN foi:
dt dt
1]
£
diN” N) L4 L g
T dt - UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
D Prbé-Reitaria Para Assuntos do Interior
Coordenccto Setoricl de Fés-Graduacdo
Rua Aprigio Velaso. 832 7ol ("0 321 7222- 358
Integrando, obtemos: 100 - Campina Grande - Paraiba
+T +T
N (tfIN(tf) = N (O0)IN(D) (5.4)

Devemos observar que N e N s3o vetores cujos elementos

correspondem aos nuclideos de uma cadeia. Entao, fazendo N;(tf1=
= 1 para um. determinado nuclideo m e Ni(tf]

= = 0 para i # m, a
equagao (5.4) torna-se:

N (tf) =
m

:

I3

+
Ni(D]Ni[Dl

(5.5)
1

Com isto nos concluimos que para a mesma condigcao final



.

de importancia dada por (4.12),a densidade adjunta nos da a
contribuicao de cada nuclideo presente em t = 0 para uma quanti
dade final de interesse. Isso significa que a densidade adjunta
obtida a partir de conceitos puramente matematicos € igual a
fungao importancia de nuclideos: F;(t] = N;[t]. Logo, a solu
g¢ao para a equacao (5.4) & dada por (4.18).

5.3 DEFINICAO FORMAL PARA DENSIDADE ADJUNTA OU IMPORTAN-
CIA

Da equacgao (5.5) torna-se claro que a densidade de um nu
clideo m no tempo final tf € a soma das contribuicdes de todos

os nuclideos a partir do tempo inicial t_ = 0. Na verdade, a

equagao (5.5) pode ser interpretada comoUo somatorio das densi
dades em tg multiplicadas pelas suas respectivas probabilidades
de contribuir para a quantidade de nuclideos m no tempo  final
tf. Aqui a palavra "contribuir" significa "decair no nuclideo m
e nao decair mais" (para nuclideos i ¥‘m) e ''mao decair" (para
nuclideos m). Dessa forma, podemos definir: Importancia de um
nuclideo ou densidade adjunta € a probabilidade de um nuclideo
que aparece no sistema num instante t, contribuir para quan

tidade final de interesse.



6. TEORIA DE PERTURBAQAO N 0
CALCULO DAS DENSIDADES

Um sistema fisico, geralmente, € descrito por equagdes que
mostram o seu comportamento. Se alguma mudanca ocorre num para
metro do sistema, € necessario determinar sua resposta a essa
mudanca. Caso a mudanga (perturbagao) seja pequena, podemos cal
cular essa resposta sem corrigir as equacoes do sistema, étrg
veés da teoria de perturbacao. Com essa teoria, Gandini’calculou
a variagao das densidades dos nuclideos devido a variacao na
matriz de queima.

Nesse capitulo, obteremos expressoes para a variacdo das
densidades devido as variagbes ©7; ; por teoria de perturbacgio,

para uma matriz de queima triangular inferior.
——

| gepn /BIB x_mT'F CA/ zsuifs_[

————————— e —
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6.1 QUANTIDADE DE INTERESSE PARA UMA MATRIZ DE QUEIMA
CONSTANTE

No capitulo 4, montamos um sistema de equagbes para den
sidades de nuclideos, que na forma matricial sao dadas pela
equacao (4.1b):

vl (6.1)

No capitulo 5, derivamos a equagao adjunta a equacdo de
queima dada pela equagao (5.4):

- ddNt - [:A]TN+ (6.2)

Agora, suponhamos que o nosso interesse seja calcular a
densidade de um nuclideo m num tempo final tf. Para determinar
mos a densidade final do nuclideo m, usaremos o seguinte proce
L (6.2) por N Inte

grando os produtos de t = 0 a t = tf teremos expressoes seguin

dimento: multiplicaremos (6.1) por N*

tes:
tf T tf T
+ dN - + - 1
Jo NT o3 dt IU NT [A]ndt (1)
e
tf + tf
o T dN _ T T, * 11
JON——d—;C-dt-DN[A_Jth (IT)
Fazendo (I) - (II) e simplificando o primeiro membro,

podemos escrever:

tf T tf T tf
dN__ N 3 + - _ Tttt
Jo g Ot - J[U N [CA]Ndt jn N'[AT]N dt




ou simplesmente

-

Tt + T
dN N = T P
Jo e 3 (N L AN - oL [A] N

Pela definicao de operador adjunto, o segundo membro 3
igual a zero. Entao, integrando o primeiro membro, obtemos:

T T
NTO(EFINCER) = NT (0IN(D) (6.3)

Esse mesmo resultado foi obtido na equacao (5.4). Para
obtermos a quantidade final do nuclideo m através da equacao
(6.3), devemos fazer N;(tFJ =1 e N;[tf] = 0 para i # m. Assim
a equacao (6.3) torna-se:

n~3

N (tf) = NT(OIN, (D) (6.4)
m o q

i=1
onde Nm(tf] € quantidade de interesse (densidade do nuclideo m)
e N;(UJ € obtido através da equacdo (4.18).

6.2 QUANTIDADE DE INTERESSE PARA UMA MATRIZ DE QUEIMA
PERTURBADA

Na secao '6.1', calculamos a quantidade final do nucli
deo m, para uma matriz de queima constante. Na verdade, em rea
tores a poténcia constante, a matriz de queima € lentamente va
variavel no tempo. Suponhamos entao, que em ty = O € introduzi
da uma perturbacao §A na matriz de queima. Dessa forma nossas
equacoes de densidades tornam-se:

UNIVERSIDADE FEDFRAL DA PARAIBA

dN' Pr6-Reitoria Para Assuntos do Interior
g8 . = A + 8A IN® i L Anton (6.5)
dt [: :] Coordenacao Setoricl de Pos-Graduagdo

tua Aprigio Velaso, 882 - Tel (083) 321-7222-R 355
88100 - Campina Grande - Paraiba
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onde N' sao as densidades dos nuclideos para a matriz de quei-

ma perturbada. A equacao adjunta para o sistema nao perturba-
do €:

- S - W (6.6)

T
Multiplicando (6.5) por N e (6.6) por N'T, integrando

0s resultados de zero a tf e finalmente subtraindo, obtemos:

5
t + t T t
(f d(N_ N') e . £ e T Ty
Jo T dt = Jo N° A + 8A]N dt-[n N [[A] NTdt
ou
te gin® N Lo ! ' Ve cilpnTo
Jo Seae L & ID N" [AJN dt - [o N* [[AT] N dt o+

By T
+ID N [[6A]N'dt

Relembrando novamente a definicao de adjunta, percebemos que
os dois primeiros termos do segundo membro se anulam, Assim:

T T t T ,
+ > A + . - £ +
N© (e IN'(t.) - N (DIN'(0) IU N° [6A]JN dt  (6.7)

-

Como as perturbacoes foram introduzidas em ty = 0, e
claro que N*T(0IN' (D) = N*T{DJN[D] = Nm[tfl (conforme equa-
cao (6.4)), e que N*T[thN'[tf] = Né(t{] (sujeito as mesmas

observagoes feitas para equacao (6.3)). Fazendo NP(EL) - N (E) =

='5q$[tf) podemos reescrever a equacao (6.7) da seguinte manei

ra:

t T
8q’(t.) = JDF N [SA]N'dt (6.8)



- B4 o

Notamos, no entanto que N' na equagao (6.8) ndo € conhe
cido. Admitindo que as perturbacoes sejam pequenas tal que
possamos fazer N' = N + 6N em (6.8) e desprezando o termo de se
gunda ordem, a expressao para Gqéttf] torna-se:

tf T
8q) (tf) = Jo NT [sA]Ndt (6.9)

6.3 EXPRESSOES ANALITICAS PARA Gqéttf]

Através de uma inspecdao na expressao para quantidade de
interesse, equacgao (6.9), notamos que tal expressao poderia ser
escrita como segue:

tF

§q’ (tf) = JD [n;J Coey 0 [Nyt

Gaij e Nj sao os elementos das densidades adjuntas, das

perturbacoes na matriz de queima e das densidades respectivamen
te.

+
ond 3
e Ni

Dessa forma, podemos ainda escrever:

tf i
8q.(tf) = Jo [N;] LL 6aijNJ:|dt

onde estamos fazendo o somatorio até j = i porque Gaij = 0 para
j o> .

% e +
Conforme vimos na secao '4.6', Ni(t] = 0 para i > m, 1lo

go o produto matricial torna-se:

tF m a
't = N dt ou
éqm( ) Jo E N 21 6aij 3



: m b J .
8q' (tf) = 121 321 5aij N,N. dt

Substituindo N, e N pelas expressoes (4.6) e (4.18):

j i
m i tf [ J -a,,t
£
8q'ltf) = Z E Sa, . J [ E C.zBe L }
L 1=1 j=1 13 J0 (p2y T3t
m a (t-t+)
[ y c;ke kk ]dt
k=1
ou
m i J m tf o L
kk
8g'(tf) = §] J &a Y2 J C.,C.. e
- 1=1 j=1 13 poq k=g 1O TITiK
L#k
(a ap okt m tf -a, . tf
kk ££ + 1%
e dt + Z Sa, Ju gDy oB dt
1=1
integrando:
m i m  C,,C. a tf
§q'(tf) = sa, % ) J%_i: ko
g i=1 j=1 J paq1 kei %k 2L
k#L
(a a,p)t [tF m -a_ _t#f tf
kk e’ | + 11
. B !0 Z daiiciiciie t 0

o que finalmente nos da:

n

g i il % m Cjﬂcik {e-azztf
151 4= 13 p2q k21 (o ~ 2zp)
k#L

qu{tf]



m s
+ § &a,.cC,cCl gy (6.10)

A equagao (6.10) nos da a variacao da quantidade de inte
resse do nuclideo m no tempo tf, devido a uma perturbacdo 5A na
matriz de queima em ty = 0. A validade da equagao (6.10) pode
ser constatada pela diferenciacao direta de (4.6) para algum nu
clideo da cadeia.

Suponhamos agora, que entre os instantes t; e tf, va
rias perturbagoes f sao introduzidas no reator. Dessa forma, a

equagao (6.9) deve ser escrita da seguinte forma:

tf g
Gap (£6) = ] thf N Coa Jndt

- - +T -~ - -
Substituindo N e N na expressao anterior e integrando,

obtemos:

&
m i J m B -a,  tf
Sqitet) = 7 ] Sai. b I = 3t Lk ;e <K
Foi=1 j=1 J =1 k=1 "%k '
k#L
- g o, =8y)t . F m
[e Kk “££°"27 - "Tkk “eL "1 ] £33
f oi=1
=8 . tP
¥ " i1 - 6.11
8a 4 Cy4Ch e (t, ¢ ~ £,¥) ( )

‘Dessa forma, o calculo das densidades dos nuclideos para
perturbacoes 6a§j dadas, tem sido completamente estabelecido.



7s TgDRIA DE PERTURBACAO NO
CALCULO DAS VARIAQOES DA
MATRIZ DE QUEIMA |
No capitulo anterior, vimos como calcular a variagao

das densidades de nuclideos devido a variacdes dadas nos ele-
mentos da matriz de queima. Nosso problema, agora € calcular

as variagoes §8a para algum tipo de perturbacgao.

M. Salvaiéies3 obteve expressdes para o calculo de
6§i“ﬂt] da matriz de queima para uma perturbagao especifica:
variagao do fluxo de um reator 3@ poténcia constante. Essas ex-
pressoes foram obtidas através da teoria de perturbacao genera
lizada onde os termos de segunda ordem foram desprezados. Com
isso, os elementos éai‘J[t] foram dados em funcao do fluxoem t .

Nesse capitulo, obteremos expressoes para os elementos
éai.J[t) em fungéo do fluxo no tempo t, considerando, assim,

os termos de segunda ordem.



- 58 -

7.1 ESTUDO DA MATRIZ QUEIMA

Em um reator, a taxa de variacao da densidade de um nu
- . - . - o
clideo.ino ponto r no instante t € dada pela equagao de balan

co:

taxa de variagao taxa de producgao taxa de desapare
do nuclideo i. | 7 | do nuclideo i. | ~ | cimento do nucli
deo 1. B
(A) (3) () (7.1)

Passemos a analise de cada termo.

7.1.1 ANALISE DO TERMO (A): Taxa de variagao
Este termo € simplesmente dado por:

>
dwi(r,t]

(A) =-'-“—d't—'— (7+2)

7.1.2 ANALISE DO TERMO (B): Taxa de produgao

Um nuclideo i &€ produzido por fissao, captura radiotiva,
decaimento, etc, de outros nuclideos j. Por simplicidade, decom
poremos o termo (B) em dois outros: (Bl) devido o decaimento e

(B2) devido a outros processos de producgao.

1°) Decaimento de nuclideos j.

(B1) = § A, N, (F,t)
R TR

onde Ai J € a constante de decaimento do nuclideo J que produz

o nuclideo i, e o somatorio envolve todo nuclideo J que  decai

em i.
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2°) Fissao, captura radiotiva, etc, de nuclideos J.

[+2]
(B2) = J [D I, j(?.E,tJ¢[¥.E,t1dE

J
onde Ei 3 € a secao de choque do nuclideo j que produz o nucli
- ’ -h - > i
deo i, e e dado por zi.j = Nj(r't]oi,j(E].

Logo o termo (B) = (B2) + (B1l) € dado por:

co
e

(E)(T,E,t)dE + § A, GN (Ft)
J »

(B) = J th?.tl J o

3 0

s S |
(7.3)

7.1.3 ANALISE DO TERMO (C): Taxa de desaparecimento
Um nuclideo i desaparece no reator devido aos processos
de fissao, captura radiotiva, decaimento, etc, associados a

ele. Assim, podemos decompor o termo (C) em dois outros:

1°) Fissao, captura radiotiva, etc. do nuclideo i:

o]

S - -+
(c1) = Ni[r.t) J cai(E]¢(r,E,tJdE + AiNi[r,t]

0
onde o_. (E) € a secao de choque microscopica de absorgao de i.
2°) Decaimento do nuclideo 1i.

(C2) = A_N.(r,t)
T

Logo o termo (C) = (Cl) + (C2) & dado por:

(C) = N, (F,t)) ( o . (E)O(T,E,t)IdE + A N, (T,t) (7.4)
L JO0 ai 3 I
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Das equacoes (7.2), (7,3) e (7.4) obtemos finalmente a
equagao para a taxa de variacdo da densidade de um nuclideo i:

dNi(?,t) b - R N
e S i N.[ ,t _
=% § 5.8 Jo vy, y(E)$(T.E, t)dE +§ Ay, gV (1)

-+ « > -
- N, (T, ) JD 0,4 (E)OIT,E,t)dE - A N, (T, t)
(7:5)

Assim, a taxa de variagao das densidades de todos os nu
- - - -
clideos de uma cadeia pode ser representada na forma matirical,

como segue:

>
95%%531= [AF?.tﬁ]N(?,t) (7.6)

onde a matriz de queima [A(r,t) ], € formada por elementos dos

tipos:

(E)¢(T,E,t)dE ,

F %13

« -
al_i[r,t] = Jo o_;(E)¢(r,E,t)dE (7:7)
a;,4(r.t) = A5 ¢ 8.4 " M

7.2 DETERMINACAO DA MATRIZ DE QUEIMA PELO METODO DIRETO

Observando a equacao (7.6), notamos que tal equagao nao €
linear posto que a matriz [A ] varia no decorrer do tempo. Das
equacoes (7.7), percebemos que os elementos 3 3 variam devido
a variagao do fluxo posto que v e A s3ao constantes. Na maioria
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dos codigos de calculo de reatores, a solugao de equagao (7.6)

e feita (via linearizacao) de acordo com a rotina estabelecida
a seguir.

7.2.1 ROTINA PARA 0 CALCULO DIRETO DAS DENSIDADES

1) O ciclo do reator (tempo de um reabastecimento a ou
tro) € dividido em intervalos de tempo, suficientemente peque
nos tal que o fluxo em um intervalo possa ser considerado cons
tante.

2) Calcule-se o fluxo em tye

3) Resolve-se as equacoes (7.7) determinando-se a ma
triz de queima que € mantida constante para o intervalo.

4) Resolve-se as equacgoes (7.6) obtendo assim as densida
des no fim do intervalo.

5) Com as novas densidades calcula-se as novas segoes de
choque, e a partir dai, calcula-se o novo fluxo. Com o fluxo
calculado, retorna-se ao terceiro passo.

Devemos notar que a cada intervalo de tempo € necessario
o calculo do fluxo através, por exemplo, da equagdao de difusao.
Isso exige muito tempo computacional. Buscaremos, entao, uma no
va forma de calcular tais densidades sem a necessidade do calcu
lo direto do fluxo (via equagao de difusao) a cada intervalo de
tempo.

7.3 TEORIA DE PERTURBACAO GENERALIZADA

Como vimos, a matriz de queima tem uma dependéncia tempo
ral. Para um reator que funciona com potencia constante, pode

mos explicitar essa dependencia da seguinte maneira:

ACr,t) = A(T,t ) + SA(T,t) NSIDADE FEDEnal py p,eGTs8)
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onde A[r.tol e a matriz de queima nao perturbada cujos elemen
tos sao calculados pela equacao (7.7) e S8A(r,t) é a perturbacao

produzida em A entre tye t.

Nosso proposito € estabelecer uma maneira de calcular
6A(r,t) sem a necessidade do calculo direto do fluxo a cada in
tervalo de tempo. Para tal, facamos a normalizagao dos elemen
tos ai,j[;’t] para a potencia do reator:

R, .(7,t) = 22 (7.9)
onde P(t) € a poténcia do reator no instante t e € dada por:

[s ] Y n k
P(t) = Jv Ju $lr.E.t) kgq P X

+
:[P,E.t]dEdV (7.10)
onde V € o volume do reator, n € o numero de isotopos fisseis

- - - - k - % = 4 ' ~ . -
ou fissionaveis e P € a energia desprendida na fissao do iso
topo k.

A equagao (7.9) nos da uma razao de taxas no instante t
e pode ser dada em fungao dos parametros iniciais:

T -
R (r,t) = ai-J(r’U] * sai.j[r,t]
1.3 ' P(0O) + &P(t)

Dessa forma, a variagao da razao de taxas entre os  ins

tantes t = 0 e t, € dada por:
> & ->
a (r,0) + &a (r,t) a [(r,0)
6R_(F,t) = L.J 1,3 e %
i, PLO) + oPLE) P(O)
R §a, (7.1 a4 (¥.0)8P(K)
ou §R (r.t) = . -

2.3 P(0) + 8P(t) ~ P(O)[P(0O) + 6P(t)]
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ai j(;,U]
Colocando o termo FTOT + 3P(Ey o™ evidencia, teremos:
- >
- e = ai'j[r.o] 6ai‘J[rft] _ 8P(1)
1,14°° P(0O) + 8P(t) o P(0)
a (r:0)
iJj o
expandindo ! efetuando as operagoes indicadas e

P(0) + §P(L)°
desprezando os termos de segunda ordem, podemos escrever:

-+ e
6Ri;j(r't] - 6aixj(r’t] - GP[t] (7-11)

> -+
Ri’J(r,D] ai;j[r,D)

Devemos observar que para um reator a potencia constante,
P(t) = P(0) nao sendo necessaria a expansao anterior. Nesse ca
so, a equagao (7.11) € exata.

Por outro lado, das equagoes (7.7) e (7.10), encontra
mos:
> @ -
Gai,j(r.t] = JO gi,j[E]6¢[r,E.t]dE
e SPIt) = I J PRER(F,E,008¢(F.E,t)dEQV +
vV 40O K F

a Kok >
* Jv Jo $(r,E,t) E §[P z (r,E,t)_JdEQV

Levando esses resultados na equagao (7.11), teremos:

-
GRi J(r,t)

: . : fm o, .(E)86(T,E,t)dE
Ry j&.0) (¥,0) 40 "1.J
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7.3.2 0 EFEITO INDIRETO

O efeito indireto, dado pela variacao do fluxo, € obtido
conforme as discussoes anteriores:

IR S o. .(E)S¢(r,E,t)dE -

(==
1 Kool >
- P [r.EsD ,EX)dEdV
Jv Jo E Ee(r )8¢(r,Et)
(7.14)

Para calcularmos o efeito indireto, utilizaremos a  teo
ria de perturbagdo. Devemos relembrar que um reator critico po
de ser descrito pelas equagoes de difusao a multigrupo, confor
me equacao (1.2):

Qb = O (7.15)

Devemos relembrar ainda, do capitulo 2, que em um reator
critico a importancia de um néutron com relagao a um determina
do evento € dada pela equacao (2.3):

+ +

Ry’ = s (7.16)

onde s* & o termo de fonte relativo ao evento de interesse.

Para que a funcao importancia seja também adjunta ao flu
xo, devemos impor uma condigao sobre s’, obtida pela definicao
de adjunta dada pela equagdo (3.2). Assim, multiplicando (7.15)
por w+ e (7.16) ¢ , integrando os produtos em todos os limites

das variaveis e subtraindo as integrais, teremos:

J v QedE - J 60 v dg = - J s ¢dE (7.17)
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onde £ representa as variaveis de energia e volume.

Da definicao de equacd@o adjunta, o primeiro membro da
equagao (7.17) deve ser zero. Assim, obtemos a condicao para
que a funcao importancia de néutrons com relagdo a algum even-
to seja também adjunta:

J s"¢dE = O (7.18)

- . - + - & . -~ .
Isso significa que S nao contribui para a poténcia do reator.
Suponhamos agora que no tempo t, = 0, uma pequena per-
turbagao seja introduzida no reator, que no entanto permanece
critico devido ao sistema de controle. Tal situacdao pode ser

descrita por:
Q'¢" =0 (7.19)

Procedendo da forma anterior, isto €, multiplicando
(7.19) por w+ e, (7.16) por ¢', integrando e subtraindo os re
sultados, teremos:

I v Qe dE - [ ' v dE = - I s'¢'dE (7.20)

Entretanto, a perturbagdo no operador de Boltzmann pode

ser descrita por:
Q' = Q + 8Q

onde 80 tem uma parcela devido a variacao das densida-
des e outra devido ao sistema de controle que atua para manter
a criticalidade. Levando a expressdao de Q' na equacao (7.20) e

fazendo as simplificacoes devido aos termos adjuntos, teremos:

7,213
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Relembrando a condigao imposta sobre a funcao importancia dada
pela equacao (7.18), podemos reescrever a equagao (7.21):

f ¢+5Q¢'d6 = - J S+6¢d£ ou: (7+22)

oo

Jv Jo Y 6Q¢' dE dv= - IV Jo S 6¢ dE dV (7.22a)

O nosso objetivo € determinar uma maneira pela qual pos
samos calcular o efeito indireto. Comparando a equagao (7.14)
com a eouacao (7.22a), observamos que € possivel escolher um
termo de fonte tal que a equagao (7.22) nos de o efeito indire

to para os elementos da matriz de cqueima:

Gi,j[E]

s; . (T,E) = - (1)

+
ai‘j(r,D]

e como estamos interessados na razao de taxas para um ponto esS
pecifico r, devemos fazer o termo Qi,j[E) = 0 fora do ponto
T; o que decorre do significado de importancia visto no capitu
lo 2. Assim, levando (I) na equacao (7.22a):

= JD o, ;(EVSR(T.E,t) oE.
fv Jn ¥y 4606’ dE dV-

+
a (r,0)

. S

>

k -
(r,E,0)8¢(r,E,t) dE dV

 PZ

k
f

I

0

8_\
Sy

(]
e

o

X~

0 segundo membro da lltima expressdao € exatamente o efei

to indireto dado pela equacao (7.14). Assim:
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i:j

e JV
R, a0 ooy

SR, ,(r,t) [

® +

Para um reator dividido em N elementos de volume AV a
equagao (7.22b) para uma zona 7 fica da seguinte forma:

() N o= ., )
z © i Jn LWL (7.23)

z - =
onde w; 3 e calculado com os seguintes termos de fonte:

A S

kK
Z B 1P Lo, (E,0)

g,

STZ 5 it o X para a zona Z, €
a, 0)
s (P

(IT1)

7 p*e"_ te,0)

g >, & & i 14 2

1.5 P(0)

Nesse ponto, € importante observarmos que tanto o termo
de fonte (I) quanto o (II) satisfazem a equagao (7.18). E por
essa razdo que trabalhamos com razio de taxas: € sempre  possi
vel obter um termo de fonte para a funcdo importancia que satis
faca a condigao (7.18).

7.4 OBTENCAO DE é&a

Da secao '7.3', vimos que

: P | 1.5 . A )
R, (Z.0) R, (50 Ry 4tF-01 i
i, 5T 1,55 dip »J tndir

SR, .(T,t) §R. .(r,t) R, j(r,t]
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onde os efeitos direto e indireto sao calculados pelas equagoes

(7.13) e (7.22b) respectivamente.

Por outro lado, para um reator operando a poténcia cons
tante, teremos:

N a, ,(T,t)
= 2 3.
Ri,j{r't} “‘_J?T__" 0 que nos da:
. sa, J(?,t)
GRi,J(r.t] = 5 ou ainda

SR, .(r.,t) 8a, .(r,t)

R. .(r,0) (r,0)

1,3 o

-

. . 6R1,3[r’t]
i.J 1.J R, :(r,0)
A )

{7.25)

-

onde 8R/R € calculado através da equacao (7.24).

As equacoes (7.13) e (7.22b) foram usadas por M. Salva-
tores® e por Cabral®, com a substituicdo de ¢' por ¢,-. Isso
simplifica os cdlculos mas introduz erros devido ao_ desprezo
dos termos de segunda ordem. No capitulo 8, estudaremos um méto
do para o cdlculo do fluxo num tempo t. A substituigao desse
fluxo em (7.13) e (7.22b), deve melhorar os resultados obtidos
por M. Salvatores® e Cabral®.

i L 6s-Gradua i
Veluso, 882 - 7p) (083) 321-725g?n 355
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8. TEORIA DE PERTURBACAOD NO
CALCULO DE CRITICALIDADE

Um reator critico pode fugir a criticalidade se  houver
mudancas em algum de seus parametros. Nesse caso, para que o Te
ator volte a criticalidade, € necessdrio que a perturbagdo seja
compensada pelo sistema do controle. Essa compensacao pode ser
feita através de uma mudanca na produgdo ou no desaparecimento
de néutrons. Mitani® utilizou altas ordens de perturbagdo para
compensar perturbagles através da mudanga na produgdo de  néu-
trons.

Nesse capitulo, utilizaremos altas ordens de perturbacao
para calcular mudancas do fluxo e do buckling material. Com is-
so, a criticalidade pode ser mantida através da mudanga do ter-
mo de fuga dos néutrons: o buckling geométrico deve ser ajusta-
do ao buckling material calculado.



8.1 REATOR CRITICO

Como vimos no capitulo 1, um reator critico pode ser des
crito por

Q¢ = 0 - (8.1)

A equacao (8.1) da o balanco entre a produgido e desapare
cimento de neutrons e pode ser escrita da seguinte forma:

M = S¢ . (8.2)

Nessa expressao, M € o operador de desaparecimento e S € o ope
rador de producdao de néutrons. Assim, Q pode ser dado por:

Q=M -8 (8.3)

8.2 PERTURBACOES EM UM REATOR CRITICO

Suponhamos que seja introduzida uma perturbacao Gﬁp
nos parametros de um reator critico. Devido a perturbacao Gop,
o reator pode fugir a criticalidade, e, para que retorne, o sis
tema de controle deve atuar introduzindo uma perturbagao GQC

que anule o efeito de Gmp. Com isso, o reator passa a ser des
crito por

(Q + GQD + 60c1¢’ = 0, ou ainda:
0'¢’ =-60_ ¢’ (8.4)

onde Q’' = Q + GQD.

0 nosso problema agora, & determinar qual a perturbacao

de controle 6QC que traz o reator de volta a criticalidade.
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8.3 CALCULOS DE CRITICALIDADE

Para determinarmos 6DC. admiteremos que ¢°', 6Qc e Q' pos

sam ser escritos da seguinte maneira:

Q' = Q@ + A6Q
p

onde o indice i da ordem de perturbacdao sobre ¢' e 8Q.. Substi
tuindo as expressoes anteriores na equagao (8.4) e identifican
do os termos de mesma potencia de A, teremos:

O¢U =0 (8.5a)
_ _ 1
04, =. amp% 80_¢, (8.5b)
06, = - 80 6, - 806, - 50%¢ (8.5¢)
2 o ot e 0
; "7 st n . 8.5d
06, = - 806, 4 - i=21 0.0 _, - 80 ¢, (8.5d)

Observando as equacgoes (8.5), notamos que a primeira refere-se,
ao reator nao perturbado, logo sua solucdao € conhecida. A segun
da nao pode ser resolvida diretamente porque envolve ¢1 e GQZ,
ambos, desconhecidos. Para resolver esse impasse, utilizaremos
uma equacdo adjunta a equacdo (8.1) obtida conforme a definigao
dada pela equacao (3.2): '



079" = 0 (8.6)

Multiplicando a equacao (8.5b) por ¢+ e (8.6) por ¢, integran
do os produtos e subtraindo as integrais, encontramos:

| o*60l0gag - - [ o760 oga (8.7)

onde usamos (¢+,Q¢1] = (¢1,Q+¢+] = 0 conforme a definigao de
equacao adjunta.

A equacao (8.7) permite-nos calcular 6Q; para uma compen
sagao do sistema de controle determinada. Com Gml‘determinado,
podemos determinar ¢1 através de (8.5b). Com o mesmo procedimen
to, podemos obter 602 e dai ¢2 e assim sucessivamente até a
ordem de perturbagao desejada.

8.4 COMPENSACAO DO SISTEMA DE CONTROLE

Para trazer um reator nao critico de volta a criticalida
de, devemos modificar a produgao ou o desaparecimento de neu
trons. Para modificar a produgao de néutrons, devemos acrescen
tar ou subtrair nuclideos fisseis ao reator. Para modificar o
desaparecimento, temos duas maneiras: a primeira consiste em
adicionar ou subtrair nuclideos absorvedores enquanto que a se
gunda consiste na mudanga do termo de fuga através de uma varia
cao do buckling geométrico. Nesse ultimo caso fazemos:

6q_ = D' 582 (8.83)

Com a compensacao do sistema de controle definida desse
modo, podemos determinar 6B e ¢' conforme o procedimento da se
¢ao anterior. UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARA[BA
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9, AgLICAgﬂo EM REATORES
TERMICOS

Para analisarmos a influéncia das altas ordens de pertur
bagdo no calculo do fluxo, do buckling e das densidades dos nu-
clideos, utilizamos um reator térmico a poténcia constante. Os
resultados foram comparados com os calculos diretos efetuados
pelo codigo Leopard que gera parametros em quatro grupos de
energia.

0 ciclo do reator, de 4930 horas, foi divididq em 14 in-
tervalos de tempo sendo o primeiro de 50 hs, os dois seguintes
de 240 hs e os demais de 400 hs. Em cada intervalo, a criticali
dade foi mantida através da variagdao do buckling geométrico.

Os dados iniciais utilizados nos cdlculos por teoria de
perturbagdo foram fornecido pelo Leopard no fim do primeiro in-
tervalo.
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9.1 - CARACTERISTICAS DO REATOR
Foi utilizado um reator térmico com uma densidade de po

tencia de 107,1 KW/1 e com as caracteristicas iniciais dadas no
quadro a seguir:

NUCLIDEO DENSIDADE (atomos/A?)
HIDROGENIO 2.71677 x 10" 2
OXIGENIO 2.77097 x 1072

- ZIRCONIO-2 | 4.09475 x 1073
NIQUEL , 3.73537 x 1074
URANIO 235 1.28725 x 104
URANIO 238 6.93419 x 1073

B% = 2.69909 x 1073

A cadeia de queima para esse carregamento (veja .Cabrall),
é dada a seguir:

1U235 (II.Y) ;2U236 (n’.Y) . X

fissao
fissao

3 238 y 239 S 240 6 241 7 242
P my) Fp2? (mhy) Cpitt (yy) Ppyto (uy) JTpy

fissao

fissao
fissao
fissao
fissao
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. ~ 8 148 = 9 149

fissdo 'p® 8 s Sm M,y ,x
i ceZo 10 135 p= 11 135

fissao b T B i _(myY) | X

Essa cadeia foi simplificada, nao explicitando nuclideos
de vida média muito curta. Os nimero de 1 até 11 dao a posigao
de cada nuclideo na cadeia e X (nimero 12) & um nuclideo ficti
cio, estavel, que "fecha" a cadeia.

9.2 - EQUACOES UTILIZADAS NOS CALCULOS

0 Leopard & um codigo que calcula a dependéncia energéti
ca dos parametros de um reator e utiliza a equacao de difusao
em quatro grupos de energia para o calculo do fluxo. A equacao
de difus3ao com dependéncia energética € obtida supondo que a
distribuicao do fluxo em energia nZo dependa da distribuigao es

pacial. Dessa forma, pode-se escrever a seguinte solugao para.a
equacao 1.2:

o (T) = ¥Y(¥)s .
4 g

Substituindo essa solu¢ao na equacao de difusao e fazendo uma
separagao de variaveis obtem-se:

viy(E) + BYY(D) = 0O (9.1)

. N
(D 8" + Lo 14, - z_ ¢ = X =Z v, I ¢ (9.2)



- T

onde B%E o buckling geometrico.

A equagao (9.2) € resolvida pelo codigo Leopard com a
seguinte normalizagao sotre ¢ fluxo:

ri
Y v.I_ ¢ =1
heq h fh'h

Outra equacgao utilizada na teoria de perturbagao € a
equacao adjunta a equacao de difusao, ob+ida conforme mostra
o capitulo 3:

N N
2 + + +
(D0 B + T_ )¢ - z = v I ) (9.3)
g rRg’ ?g h=£+1 g+h?h g”fg h}1 Xh®h

onde vamos impotr a normalizacao:
N
IR S MR
et DR

Como foi visto no capitulo 7, o efeito indireto € obti
do através da fungdo importancia calculada através da equagao:

N N

2 + + + _

(b.B” + Z_ ) = L v, . -~ N K X ¥ =
g Rg ‘pgi.J h=g2+1 g+h"hi,J g fg IE':F'l higi,J
- S+
-
onde s J refere-se ao elemento 3y 3 da matriz de aqueima.

1, »

9.3 - RESULTADOS

Com as secoes de choque micrescopicas e o fluxo forneci



tervalos.

in

¢, B, N*Ag*N+85+8¢ e 8B%+8ay ;»8q

TABELAS II,III e IV - Rotina dos cdlculos por teoria de perturbacio
o

p/todos os

9.5 - TABELAS

Unidades do buckling e densidades: cm

- 81 -

I = Fluxos ( em to= 50 he e t = 4930 hs) por Leopard

*E o Atomos/A?

GRUPO i 2 3 © 4
¢ (0) 10.4117 13.7030 11.1485 9.2307
¢ (t) 11.0661 14.6196 11.9165 7.8576
6¢/¢(0) % 6,28 6,69 6,89 -14,87
- By = 2,13163 x 107> | B“(t) = 4,72827 x 107 ﬂﬁ/Béfﬂ7.8%l
" IT = Fluxos (em t = 4930 hs) .por teoria de perturbagao
GRUPO 1 2 3 4
ORDEM 11.2086 15.0135 11.8874 8.1034
IETNJ% -1.29 -2.69 +0.24 ~3.13
5 11.2036 15.0405 11.8280 8.1075
= Erro % -1.24 -2.88 +0.74 -3.18
< 3 111:2020 15.0377 11.8269 8.1077
Erro -1.23 «2.86 +0.75 -3,18
4 11.2022 15.0379 11.8274 8.1076
Erro 8 -1.23 -2.86 +0.75 -3.18
IIT - Buckling (em t = 4930 hs) por teoria de perturbagao
ORDEM 1 2 3 4
BUCKLING 21,81369x10°% [4,5172x10 ° | 1,25755x107° | 1,77982x107°
882 /B3 -108,5 -97,9 -99,4 -99,2
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IV — Densidades (em t = 4930 hs). P/Leoparde teoria de perturbacao

NUCLIDEO|N (p/Leopard).|N (A = Cte) ERRO (N (p/1 ordem) |ERRO %
U235 |7.85469x107> |7.59951%x107>{ 3.25 |7.82303x107°] 0.40
U236 |8.54075x107% [8.83383x107°]-3.43 |8.57670x107°]-0.42
U238 |6.88559x10™° |6.88660x10 ~|-0.01 |6.88561x10 ° |~0.0003
Pu239  12.35104x10™> |2.14179x10™°| 8.9 [2.29025x10 °| 2.58
Pu240  [4.85784x10°° |4.87854x107°|-0.43 [4.63903x107°] 4.50
Pu241  [1.60802x10° [1.90290x107%]-18.34]2.17921x107°]-35.52
Pu242  |1.88832x1077 |2.49478x10"|-32.12{3.12109x10 "/ |-65.28
Pml149  |1.28889x10™° |1.35665x10 °|-5.26 |1.32567x10°°|-2.85
Sw149  |1.22998x10°° |1.14021x10°°| 7.30 [1.20493x10°°{ 2.04
1135 7.49377x107° |7.89234x10 0 |-5.32 |7.70713x10”2|-2.85
Xel35  |1.74262x10°° |1.65120x10 "] 5.25 |1.72634x10°{ 0.93
X 5.97795x10 > |6.31069x10 >|-5.57 ]6.06627x10 > |-1.48
Caleulado pela equagao (6.11) N Bt P, e G KER (B
 Toordenacio Seicricl de fés-Grodumedo
T #grigio Veluso, ¢ ! Y] gan9
DO Campina G inile = Parail
N (p/ 2 ordens){ERRO %|N (p/ 3 ordens) 'ERRO "% |N (p/ 4 ordens){ERRO %
7.82335x107° | 0.40 |7.82333x10 > | 0.40 | 7.82333x10"°| 0.40
8.57654x10 ° |-0.42 |8.57653x10 ° |-0.42 | 8.57653x10 °|-0.42
6.88559x10™° | 0.00 | 6.88559x10 > | 0.00 | 6.88554x10 | 0.00
2.29149x10° | 2.53 {2.29133x10™> | 2.54 | 2.29136x10 °| 2.54
4.63851x10°° | 4.51 | 4.63855x10 © | 4.51 | 4.63854x10 °| 4.51
1.91963x10°° |-19.38]1.95656x10°° |-21.67| 1.95074x107%]-21.31
2.18686x10 | |-15.81] 2.31954x10 ' |-22.84| 2.29871x10 ' [-21.73
1.35096x10 > |-4.81 |1.34723x10 ° |-4.53 | 1.34784x10°° |-4.57
1.22639x10°° | 0.29 |1.22325x10°° | 0.55 | 1.22376x10 S| 0.51
7.81511x10° 0 |-4.29 | 7.79920x10"° |-4.07 | 7.80178x10™° [-4.11
1.74952x10°° |-0.39 |1.74612x10 ° |-0.20 | 1.74668x10°° |-0.23
6.05730x1075 |-1.78 | 6.08428x10 > |-1.78 | 6.08476x10 > |-1.79




TABELA V - Rotina:

V - Densidades (em t = 4830 hs)

- B3 ~

W

p/todos os intervalos

o, ¢, B?, NSA SIS e 6B2>8aN"
L . |

VI - Fluxos (em t = 48930 hs)

- NUCLIDEO. "N ERRO %
U235 7.8279x10° 0.34
U236 8.57211x10°° | -0.37
U238 6.88550x10" > 0.00
Pu239 2.2951x10"° 2.38
Pu240 4.63571x10"° 4.57

Pu241 1.94146x10°° | -20.74

| Pu242 2.28814x10" 7 | -21.17
Pm149 1.34474x10°° | -4.33
Sm149 1.22815x10°° 0.15
1135 7.78437x10°° | -3.88
| Xe 135 1.74999x10 ° | -0.42
X 6.07837x10 > -1.68

Caleulado pela
na matriz A

equagao (4.6) com corregoes

GRUPO 1 2 3 4
6(4 ordens) | 11.0909 | 14.8488 11.6545 . '7.7216
ERRO $ =l , 32 1,57 2.20 1.73

B2 - 2.95047 x 10-% 880 - _ g6.13

Recalculado apos calculo das densidades




TABELAS VII, VIII, IX, X e XI - Rotina:

- (R -

VII: - Densidades (em t = 4930 hs)

~ NUCLIDEO N ERRO %
U235 ... .| . 7.86434x10"° -0.12
U236 | 8.50596x107° 0.41
y U238 { 6.88613x10° -0.008
s Pu239 . 2.29178x10°° 2.53
R Pu240. . . |  4.54506x10°° 6.44
g *] Pu241 . . . | 1.90252x10°° 8. 51
z Pu242 2.20898x10 -16.98
” Pm149 |  1.29453x10° -0.44
e Sn149 | 1.23381x107° -0.31
3 1135 . 7.49636x10 " ~0.034
Xel35 . . |  1.74695x10"° 0. 25
X 6.01038x10" ° -0.54
Caleulade a eada intervalo com corregao da matriz
[A]
VILI - Fluxos (em t = 4830 hs)
GRUPO 1 2 3 4
6 (4 ORDENS) 11.0773 14.8259 11.6431 |  7.7146
ERRO $ -0.10 -1.41 2.29 1.82
)
B2 = 3.29075 x 10 E%é = - 84.54%

Calculado através das densidades corrigidas em cada stepe
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65 2 - ¢, gy ’ ) 321 7 -R 35
IX - Fluxos (em t = 2530 hs). P/Leopard PP e . Py e g
~ GRUPO 1 2 3 4
o(t) 10.7250 14.1445 11.5146 8.1523
(6¢/dp) & 3.01 5:.22 3.28 -11.68
2 -3 §BZ
B“(t) = 1.30001 x 10 > x 100 = - 39,0%
B0
X - Fluxos (em t = 2530 hs). P/teoria de perturbagao
GRUPO 1 2 3 4
¢ (t) 10.7078 14.2028 11.3785 8.0505
ERRO $ 0.16 -0.41 1.18 1.25
B%(t) = 1.28919 x 10 3 §BZ - _ 39.5%
B20
XI - Densidades (em t = 2530 hs)
NUCLTDEO| N (Leopard) | N (A = Cte) |ERRO 4| N(T.P)  |ERRO $%
U235 9.93641x10"°|9.82199x10 > | 1.15 ]9.93833x10 > | -0.02
U236 5.02910x10 0 |5.17442x10°%[-2.89 5.02184::10"6 0.14
U238 6.09055x10 > |6.90973x10™ > |-0.003 6.90967x10“§ -0.002
Pu239 1.56538x10 > [1.51404x10 > | 3.28 [1.55166x10 0.88
Pu240 1.89362x10°°1.98917x10 ° [-5.04 |1.87774x10 °| 0.84
Puzdl 3.87871x10 ' |4.29747x10 / |-10.80(4.17233x10" " | -7.57
PuU242 2.21977x10 0 [2.60043x10"° |-17.15 2.43308x10_: =g, B
_8 _8 =
Pm149 1.20480x10 |1.28406x10 |-6.58 [1.21439x10 -0.79
Sm149 1.11469x10 °[1.07729x10 °| 3.35 11.11921x10 -0.40
1135 7.47045x10 ° |7.95980x10 " |-6.55 7.50030x10 | -0.40
Xe135 1.69481x10 2 ]1.66597x10 °| 1.77 [1.70097x10°| -0.36
X 3.09195x10 0 |3.22154x10 > [-4.21 |3.10042x10">| -0.27
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