6 MOVIMENTO E MODELAGEM DE SAIS NO SOLO

Paulo Afonso Ferreira e Mauro Aparecido Martinez

6.1 DESLOCAMENTO DE FLUIDOS MISCIVEIS

6.1.1 Introducdo

O deslocamento de fluidos misciveis ¢ um processo que ocorre quando um fluido
mistura-se com outro fluido e o desloca. A lixiviacdo de sais no solo ¢ um exemplo de
deslocamento miscivel. A 4dgua de irrigagdo mistura-se com a solugdo do solo e desloca-a
no perfil.

Entre os autores que desenvolveram pesquisas com vistas a uma descrigao
sistematica dos processos de deslocamento de fluidos misciveis, notadamente em estudos
de lixiviacdo de sais em solos salinos, destacam-se os trabalhos de Nielsen & Biggar
(1961, 1962, 1963) e Biggar & Nielsen (1962, 1963). A partir desses trabalhos, as técnicas
em deslocamento miscivel ganharam credibilidade, difundiram-se mundialmente e
incorporaram-se as ciéncias do solo.

Terminologia usada em deslocamento miscivel:

a) fluido - liquido com caracteristicas fisicas e quimicas definidas, como a 4gua contendo
ions de nitrato;

b) efluente - fluido coletado na se¢ao de saida de uma coluna de solo;

c¢) fluido deslocador - aquele que desloca o fluido atual e ocupa o espago por ele deixado
no meio poroso;

d) fluido deslocado - aquele que ¢ substituido no espago poroso pelo fluido deslocador.

Antes de examinar resultados experimentais e procurar entender o que ocorre no
meio poroso, quando um fluido desloca outro fluido, ¢ necessario compreender alguns
processos fisicos envolvidos. Quando um fluido ¢ deslocado para baixo, em uma coluna
de solo, a interface entre o fluido deslocador e o deslocado perde nitidez ou definicdo a
medida que o tempo transcorre. Isso ocorre porque hd uma mistura entre os dois junto a
interface.

A mistura junto a interface ¢ decorrente da difusdo de solutos de um fluido para
dentro do outro e da diferenca de velocidade das particulas liquidas dentro de um mesmo
poro e de poros de diferentes tamanhos. O movimento dos solutos resulta tanto da
diferenca de concentragdo (difusdo) quanto da diferenca de potencial hidraulico (fluxo de
massa). Outro aspecto importante decorre da geometria irregular da matriz do solo, que
torna o escoamento de natureza erratica e faz com que os solutos do fluido-deslocador
dispersem para dentro do deslocado, caracterizando uma dispersdo, que ndo deve ser
confundida com difusdo. Portanto, a mistura que ocorre na interface entre dois fluidos,
geralmente, ¢ devida a dispersdo (deslocamento erratico) e a difusdo. Para o caso de
escoamento na direcdo vertical, a diferenca de densidade entre os fluidos deslocado e
deslocador € outra caracteristica que favorece a dispersao.



Para analisar as mudangas na concentra¢ao de solutos no efluente de uma coluna de
solo, os dados devem ser apresentados de uma forma padrao denominada curva de
efluente. Uma curva de efluente ¢ obtida plotando-se os valores da relacao C/C,, no eixo
vertical, e o numero de volume de poros, percolados, no eixo horizontal. Na relagao C/C,,
C ¢ a concentracdo do soluto no efluente e C, a concentragao inicial do soluto no fluido
deslocador.

O numero de volumes de poros (p) ¢ dado pela expressao:

p=— (6.1)

em que,
~ |
0 - vazao, cm’ min’;
t -tempo de coleta do efluente, min; e

V, - volume de poros do meio poroso ocupado pelo fluido (¢ considerado igual
ao volume de poros da amostra somente quando o meio for saturado).

Quando o liquido deslocador ¢ uma solucao e o deslocado ¢ agua pura, a relacao
C/Co sera zero no inicio e se aproximara de 1 com o decorrer do tempo, isto €, quando o
volume de efluente coletado for aproximadamente igual a dois volumes de poros.

6.1.2 Tipos de escoamento através do meio poroso

Escoamento do tipo pistdo: ¢ um tipo tedrico de deslocamento miscivel, pois nao
considera qualquer tipo de mistura junto a interface dos liquidos. As Figuras 6.1 ¢ 6.2
ilustram este tipo de deslocamento. Observa-se que, ao passar um volume de poros, C/C,
¢ igual a 1 (Figura 6.2).

Escoamento do tipo laminar: ¢ um tipo mais realistico de deslocamento miscivel, que
ocorre em um tubo capilar. Neste caso, o fluido deslocador movera mais rapidamente no
centro do tubo, relativamente as paredes, sendo que ao passar um volume de poros de
efluente, a relacao C/C, ¢ igual a 0,5, Figura 6.3.
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Figura 6.2 Curva de efluente de escoamento do tipo pistdo (Adaptado de Nielsen &
Biggar, 1962).
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Figura 6.3 Escoamento em um tubo capilar.



Quanto menor for o didametro do capilar ¢ maior o seu comprimento, mais
mistura ocorrerd na interface dos liquidos. A Figura 6.4 apresenta a curva tipica
para este caso.
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Figura 6.4 Curva de efluente para escoamento em um tubo capilar (Adaptado de Nielsen
& Biggar, 1962).

A Figura 6.5 apresenta a curva de efluente de um solo saturado. Devido ao efeito
simultaneo da dispersdo e difusdo na interface entre os fluidos, ela ¢ mais vertical até
completar um volume de poros. A relagdo C/C, = 1 apds passados dois volumes de poros
de efluente.
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Figura 6.5 Curva de efluente para diferentes velocidades de escoamento nos poros como
ocorre em solo saturado (Adaptado de Nielsen & Biggar, 1962).

6.1.3 Curvas experimentais de efluentes

A Figura 6.6 apresenta a curva de efluente de cloro para um solo arenoso. O fluido-
deslocador ¢ uma solugao de cloreto, escoando a velocidade 0,79 cm h™. Observa-se que o



ponto de inflexdo da curva de efluente corresponde ao volume de poros = 1 ¢ a relagao
C/C,=0,5.

A Figura 6.7 apresenta a curva de efluente de cloreto escoando através de um meio
argiloso. Observa-se que a relacdo C/C, ndo se aproxima da unidade tdo rapidamente
como no caso do arenoso. Este retardamento ¢ devido a maior porcentagem de
microporos.
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Figura 6.6 Curva de efluente de cloro para um solo arenoso (Adaptado de Nielsen &
Biggar, 1962).
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Figura 6.7 Curva de efluente de cloro para um solo franco argiloso (Adaptado de Nielsen
& Biggar, 1962).

6.2 SOLUCOES ANALITICAS PARA O DESLOCAMENTO DE FLUIDOS
MISCIVEIS

Quando a velocidade de escoamento dos fluidos ¢ relativamente alta e o percurso
curto, a mistura ¢, predominantemente, devida a dispersdo. Por outro lado, quando a
velocidade ¢ baixa e o percurso longo, predominaré a difusao.

Equagdes diferenciais que descrevem a mistura na interface dos fluidos, quando
resolvidas para condi¢des iniciais e de contorno apropriadas, permitem calcular a



concentracdo do fluido deslocador, num meio poroso, a uma distancia x da se¢do de
entrada ¢ a um tempo ¢ contado a partir do instante em que os fluidos deslocador e
deslocado entraram em contato.

6.2.1 Equacao diferencial para a dispersdo longitudinal

Antes de proceder a derivacdo da equagdo diferencial para a dispersao
longitudinal torna-se importante estabelecer a natureza fisica do modelo de escoamento,
ou seja:

a) o fluido deslocador possui uma concentragao C, de soluto;
b) o fluido deslocado possui densidade e viscosidade iguais as do fluido deslocador;

¢) no meio poroso, hd um plano movendo-se na direcdo horizontal x a uma velocidade v
igual a velocidade média de escoamento dos fluidos; e

d) inicialmente, as interfaces dos fluidos sdo coplanares, formando uma interface nitida
(ainda sem mistura).

Em razdo do interesse no grau de dispersdo do soluto através do plano que se move
proximo a interface dos fluidos, € necessario considerar um sistema de eixos coordenados
movendo-se através do meio poroso a uma velocidade v equivalente a velocidade média
de escoamento dos fluidos. Posteriormente, este sistema de coordenadas moveis sera
referido a um sistema fixo para tornar possiveis as medigoes fisicas e a aferi¢ado do
modelo. O sistema fixo de coordenadas ¢ importante, pois, seria dificil medir as
distancias entre os pontos em um fluido em movimento.

O sistema fixo de coordenadas possui variavel espacial x e tempo variavel ¢, tal que
a transformagdo para o sistema movel de coordenadas espacial x; e tempo variavel #; seja
dado por:

x=x;+vt; (6.2)
t=1 (63)

Seja o sistema fisico apresentado na Figura 6.8, referido aos sistemas de
coordenadas fixas e moveis. Denominando v a velocidade de deslocamento do sistema
movel (xi, t;), a qual é também a velocidade do plano de interface dos dois fluidos,
eqiiivale a dizer que a interface ¢ estaciondria no sistema (xi, t;). Portanto, no sistema
movel, o plano deve estar sempre em x; = 0.
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Figura 6.8 Deslocamento da dgua pelo cloro numa coluna de solo referida aos sistemas de
coordenadas fixas X e movel X;.



A equacdo diferencial que descreve a mistura na interface, no sistema x, t;, quando
resolvida, fornecera a concentragcdo C em x;, ¢;.

Para encontrar a equagdo diferencial no sistema x;, ¢; considera-se, inicialmente,
que existe uma dispersdo uniforme de um soluto na direcdo x através de uma placa de
liquido de secdo transversal 4 e espessura Ax;, movendo-se a velocidade v, tal que x; = x
—vt (Figura 6.9).
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Figura 6.9 Dispersado através de uma placa de fluido movendo com o fluido na direcdo x a
uma velocidade média v tal que x; = x - vt.

A quantidade de massa de soluto que atravessa a face esquerda da placa por
unidade de tempo ¢ g4, onde que g significa gramas de soluto transferidas por unidade de
tempo ¢ 4 ¢ a area perpendicular a direcdo do escoamento. A massa de soluto que deixa a
placa através da face oposta da placa ¢ dada por:

a
(qudc Axle

1

Portanto, gramas de soluto que entram na placa menos gramas de soluto que
deixam a placa, na unidade de tempo ¢

Entrada-saida = g4 — (qA + % Axg A) ou
1

Entrada-saida = — % Ax A (6.4)
1

Sendo C a concentragdao do soluto por unidade de volume, a quantidade de massa
do soluto dentro da placa serda C (Ax; A) e a taxa a qual as gramas de soluto variam, por
unidade de tempo, dentro da placa ¢

o a
d—](CAx]A) - (d—]ijlA (6.5)



Pelo principio de continuidade ou de conservacao das massas, gramas de soluto
transferidas, por dispersdo, para dentro da placa por unidade de tempo menos gramas
transferidas para fora da placa, por unidade de tempo, tem que ser igual & mudanga em
gramas de soluto dentro da placa, por unidade de tempo, isto ¢, os segundos membros das
Equagdes 6.4 ¢ 6.5 sdo iguais, ou

= (6.6)

Em 1935, Taylor propds uma equagdo linear que quantifica a massa de soluto
transferida por unidade de area e tempo ¢, da forma

g=-E— (6.7)

em que,

E - coeficiente de dispersao, o qual ndo deve ser confundido com o coeficiente de
difusdo D, da equagdo de Fick, pelo fato de E ser independente da
concentracao do soluto; e

oC . <
— - gradiente de concentragdo.
1

Substituindo ¢ na Equacdo 6.6, por seu valor dado na Equacdo 6.7, obtém-se a
equagao diferencial para a dispersao longitudinal, ou seja,

K FcC
—E——

— = 6.8

Solucio para a dispersdo na interface dos fluidos: inicialmente, considera-se uma
coluna de solo longa e saturada com 4agua pura. No instante ¢, = 0, substitui-se a 4gua na
metade negativa da coluna, isto é, x; < 0, por uma solucdo de cloreto (Figura 6.10). Se a
concentracao de ions de cloreto do fluido deslocador for C,, as condi¢Oes iniciais e de
contorno serao:

Cxp,t)=Cyp para x;<0et; =0 (6.9)

Cxnt)=0 para x;>0et; =0 (6.10)

lim Cx,,t,)=0 para0<x;<we 0<t; <o (6.11)
x; >
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Figura 6.10 Ilustragdao de condigdes iniciais e de contorno em coluna de solo tendo o cloro
como liquido deslocador da agua.

A solugdo da Equacao 6.8, sujeita as condi¢des de contorno das Equacdes 6.9, 6.10
e 6.11, conforme Kirkham & Powers (1972), ¢

1
Clxpty) =5 Coll=erf [ )1/2]} (6.12)

A Equacao 6.12 ¢ a solugdo do problema para o sistema movel. Para transforma-la
para o sistema fixo, ¢ suficiente lembrar que ¢, = ¢ ¢ x; = x — vt. Procedendo a esta
substitui¢do e dividindo membro a membro por Co, tem-se

xX—vt

(el [y l) (6.13)

<
Co

N |~

Embora sendo a solu¢do do problema em coordenadas fixas, a Equagdo 6.13 ainda
ndo ¢ a forma mais conveniente para calcular pontos sobre uma curva de efluente. Para

escrever o segundo membro da Equagdo 6.13, em termos do numero de volume de poros
(p), faz-se:

a) v = vg/a, velocidade média de avanco, em que vq4 € o fluxo e « € a porosidade
efetivamente ocupada pela solucdo, podendo ser representada pela porcentagem de
umidade a base de volume (6,).

b) Vy = aV, volume efetivo de poros, em que V' ¢ o volume da amostra de solo
(4 x L = area x comprimento).

c) p = Q t/Vo, nimero de volume de poros, em que Q ¢é a vazdo e ¢ o tempo,
conforme Equacgao 6.1.

Portanto, o numero de volume de poros p ¢ dado por

O
Ot Ot 4 _vgt Wt
_Qr_ Q4 _val 6.14
Pevo~ar " aV T al T L (19
A
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Para x = L, pode-se escrever o argumento da fungao erro,

x—vt (L-w) (]_th)

Ay AET z[ Efjm |

LZ

Substituindo v#/L por p e t por pL/v e, substituindo o resultado na Equagdo 6.13,
obtém-se:

c 1 i—-p
523{1—60‘[15—]/2]} (6.15)
20,/

O valor do coeficiente de dispersdo E ¢ calculado empregando-se a relagao

vL

E =
47[S2

(6.16)

O valor de S na equagdo 6.16 ¢ a declividade da curva experimental de efluente, a

um determinado valor de p, o qual ¢ geralmente aquele correspondente ao ponto de
inflexao.

Funcdo-Erro

Considerando que as solugdes aqui apresentadas implicam no emprego da fungao-
erro (erf x),torna-se importante conhecer algumas de suas propriedades. A fungdo-erro ¢
uma funcdo de densidade de probabilidade e seu valor esta entre —1 e +1. De acordo com

a Figura 6.11, ela € assintotica a reta y = 1 quando x — oo e a reta y = —1 quando x — —oo.
Sua expressdo analitica €

2

erf = \/;Ié‘e_tzdt (6.17)

Como a integral do segundo membro ¢ complexa, ¢ preferivel calcular seu valor
por meio do desenvolvimento em série, isto &,

10
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Figura 6.11 Representagdo grafica da fungdo-erro.

A fungdo-erro complementar (erfc x) ¢ dada por:

erfcx=1-erfx (6.19)

Pelo grafico da funcao, observa-se que:
a) trata-se de uma fung¢do impar, isto &, erf(—x) = —erf x ;
b) erf0=0;
c)erfoo=1;e
d) erf —o=-1.

Ainda, pela equagdo 6.19, resulta:
a)erfco=0;e

b) erfc (—0)=2.

Para uso corrente, pode-se usar os valores de erf x e erfc x da Tabela 6.1, onde
observa-se que a erf x converge rapidamente, isto €, x = 2,5, erf 2,5 = 0,999593.

11



Tabela 6.1 Funcao-erro e fungao-erro complementar.

X erf x erfc x X erf x erfc x

0 0 1,0 1,0 0,842701 0,157299
0,05 0,056372 0,943628 1,1 0,880205 0,119795
0,1 0,112463 0,887537 1,2 0,910314 0,089686
0,15 0,167996 0,832004 1,3 0,934008 0,065992
0,2 0,222703 0,777297 1,4 0,952285 0,047715
0,25 0,276326 0,723674 1,5 0,966105 0,033805
0,3 0,328627 0,671373 1,6 0,976348 0,023652
0,35 0,379382 0,620618 1,7 0,983790 0,016210
0,4 0,428392 0,571008 1,8 0,989091 0,010909
0,45 0,475482 0,524518 1,9 0,992700 0,007210
0,5 0,520500 0,479500 2,0 0,995322 0,004678
0,55 0,563323 0,436677 2,1 0,997021 0,002979
0,6 0,603856 0,396144 2,2 0,998137 0,001863
0,65 0,642029 0,357971 2,3 0,998857 0,001143
0,7 0,677801 0,322199 2,4 0,999311 0,000689
0,75 0,711156 0,288844 2,5 0,999503 0,000407
0,8 0,742101 0,257899 2,6 0,999764 0,000236
0,85 0,770668 0,229332 2,7 0,999866 0,000134
0,9 0,796908 0,203092 2,8 0,999925 0,000075
0,95 0,820891 0,179109 2.9 0,999959 0,000041

Exemplo:

A velocidade média de escoamento v de um fluido através de um meio poroso
formado por uma coluna de 30 cm de comprimento, a qual foi preenchida com 1a de vidro
de modo a resultar numa porosidade de 200 u, ¢ 4,94 cm/h. A declividade da curva de

efluente, determinada experimentalmente, ¢ 4,44 a um volume de poros p = 1.

a) Calcule o coeficiente de dispersao E dos ions de cloreto.

b) Utilize o valor E = 0,598 cm” h™' (calculado em a), para tragar a curva teorica

de efluente e compare os resultados com a linha continua da Figura 6.12.

12
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Figura 6.12 Curva de efluente de cloro para um meio poroso formado por 13 de vidro e
ajustado para porosidade 200 (Adaptada de Nielsen & Biggar, 1962).

Solucio:
Dados: L=30cm; v=4,94 cm/h; S=4,44; p=1.
a) Coeficiente de dispersao

vl 49430
47S?  4.714447

=0,598cm*h™"

b) Valores dos pontos P ( p; C/C,) sobre a curva da Figura 6.12, que se desenvolve no
intervalo 0,75 < p < 1,3, ser@o calculados fazendo x igual ao argumento da fung¢do erro,
isto é,

I-p

X=—F""

Ep 1,2
27
(VL)

b.1) Primeiro ponto P(0,75; C/C,)

‘= 1-0,75 : —2.27

2(0,598.0,75/4,94.30)2

Substituindo este valor na equagdo 2.14, obtém-se

c I 1
— == (l-erf2,27) ==(1-0,998) = 0,0005 ~ 0
Co 2 2

O valor 0,998 ¢ obtido diretamente da Tabela 6.1. O primeiro ponto sobre a curva ¢
P(0,75; 0,0).
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b.2) Segundo ponto, P(0,85; C/C,)

X = 1-0385 - =128 ¢

2(0,598.0,85/4,94.30)2

C 1 1
— == (1-erf 1,28)=—(1-0,92)= 0,04
CO 2( er > ) 2( 3 ) >

Segundo ponto P(0,85; 0,04)

b.3) Terceiro ponto, P(0,95; C/C,)

1-0,95
X = - =0,40
2(0,598.0,95/ 4,74.30)2
c 1 1

——=—(1-erf 0,40) = —(1-0,428) = 0,286.
Co 2 2

Terceiro ponto P(0,95; 0,286)
b.4) Quarto ponto, P(1,0; C/C,)
Parap=1= < =0,5
Co

Quarto ponto, P (1; 0,5)

b.5) Quinto ponto, P(1,1; C/C,)

1-11
X = 1= —0,75
2(0,598.1,1/4,94.30)2
c 1 1 1
oo =5 l1-erf(-075)]= - [1-(erf 0.75)] = Z(1+0.711) = 0.85

Quinto ponto P(1,1; 0,85)

b.6) Sexto ponto, P(1,2; C/C,)

1-1,2
X = —=_1,437

2(0,598.1,2 / 4,94.30)2

E—1(1+ f1437)—l(1+095)—0975
Co 2 % PR :

Sexto ponto P (1,2; 0,975)

14



Quando plotados sobre a curva experimental, estes pontos mostram excelente
ajuste da funcao aos valores medidos.

6.2.2 Solucgdo para dispersdo de um pulso (“slug”) de um fluido

As vezes um soluto quimico, dissolvido em agua, ¢ aplicado no solo e, em seguida,
¢ aplicada agua pura para transporta-lo para dentro do perfil do solo. Na pratica, um pulso
(“slug”) pode consistir na aplicacdo de alguns milimetros de agua de irrigacdo contendo
fertilizantes dissolvidos, seguida pela aplicacao de agua pura.

Novamente, a solugdo sera obtida em coordenadas mdveis (X;; t;) e depois sera
transformada para o sistema fixo. O sentido positivo da coordenada vertical ¢ para baixo.
O problema consiste em encontrar uma expressao para a curva de efluente de um pulso
(“slug”) de agua-soluto-agua. A solugdo consiste em imaginar um meio poroso, idéntico
ao solo, estendido na dire¢do vertical a partir da superficie do solo (x =0) a x = —0.

O pulso (“slug”) ¢ teoricamente colocado no meio poroso acima da superficie do
solo, de modo que a solugdao no meio poroso de comprimento —x, cm possui concentracao

Co. Acima de -x, cm a concentracdo ¢ zero, bem como abaixo da superficie do solo
(Figura 6.13).
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Figura 6.13 Esquema representando a infiltragdo de um pulso (“slug”).

Se no instante ¢ = 0 inicia-se 0 escoamento em todo o sistema imaginario, a uma
velocidade constante v, para baixo, isto seria 0 mesmo que aplicar uma quantidade finita
de solucao de concentracdo C, na superficie do solo, 8 mesma velocidade v, seguida de
agua com concentragdo C = 0.

A elaboracdo do meio ficticio acima de x = 0 visou permitir a solu¢do do problema
no sistema movel (x;, ¢;).

A equacdo diferencial, que descreve a dispersdo no sistema (x;, ¢;), € a equagdo 6.8,
ou seja,
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Conforme Figura 6.13, as condigdes iniciais e de contorno sao:

Cx;,1;)=0, para —w<x;<—xp, t;=0 (6.20)
C(xl,t]):CO, para —xp<x;<0,t;=0 (6.21)
C(xl,t])=0, para 0<x;<oo,t; =0 (6.22)
limC(x,,t,)=0 para x;>0,t;>0 (6.23)

X, =0

A solucao da Equacdo 6.8 sujeita as condicdes 6.20 a 6.23, conforme Kirkham &
Powers (1972) ¢

X
I+-%—p
C L I-p
=—3|er (6.24)
Co 2\1™" 3Ep/(v)]"? A/ 6n)])?

Para calcular pontos sobre a curva de efluente, sao necessarios o valor inicial de x,,
o numero de volume de poros coletados p, a velocidade média v e o comprimento da
coluna L. O valor de x, pode ser obtido da relagdo

Xo= VS/0A (6.25)
em que,
Vs - ax, A, volume da solucao ;
A - area transversal; e

a - porosidade efetiva.

O ntmero de volume de poros e o coeficiente de dispersdo sdo calculados
conforme Kirkham & Powers (1972), empregando-se as expressoes:

p=1+x/2L (6.26)
2
X())
L Y
’ (ZL 6.27
(1+x0j ; (627)
2 VA
2L

16



Para obter o valor de Z, determina-se 1/2 C/Cymax na curva experimental de
efluente o qual corresponde ao valor de @( z) na funcao de distribui¢ao normal, ou,

W2

1 C 1 -
——max.= 7 IOZe 2 dw

2 Co 4
(27)>

O valor de Z ¢ obtido na Tabela 6.2 da funcdo de distribui¢do normal para 1/2
C/Comax t+ 0,5 (adiciona-se @(0) = 0,5, porque a tabela fornece os valores de @( z) apenas
paraz >0).

Exemplo:

Corey et al. (1963) passaram 75 ml de uma solugdo de CaCl, através de uma
coluna de areia previamente saturada com 4gua. A 4rea transversal da coluna era 25 cm’, 0
comprimento 30 cm, a porosidade efetiva 0,213 cm’ cm™ e a velocidade de escoamento
0,186 cmh™.

A curva experimental de efluente esta representada na Figura 6.14.

10 !

Ole

0.4 -

G2 -

|
g 200 400

V olume dc Effocnir (mi)

Figura 6.14 Curva de efluente de cloro para coluna de areia de 30 cm de comprimento. A
linha solida corresponde aos valores calculados ( Adaptado de Corey et al.,
1963).
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Calcule:
a) O valor de x,/2L;

b) O valor p (Equacao 6.26), segundo o qual a teoria prediz que C/C, ¢ maximo. Calcule a
quantos ml de efluente corresponde este valor;

¢) O coeficiente de dispersdo £ (o valor de v € fornecido diretamente); e
d) A curva teorica de efluente.

Compare os resultados com a linha continua da Figura 6.14.

Solucio:
)xg = > 4085
== = m
VX0OZGA T 0213x25 0
Xo 1808 _ 2347
2L 2x30
bypo1+i0_y 14085 oo
P=% L™ T ox30
Vy = ALa = 25x 30 x 0,213 = 159,75cm’
L(XOJZ
Mo
OE=——""
X0 1,2
2(1+ jz
2L

Obtencgao do valor de Z

Na curva da Figura 6.14, obtém-se o valor C/Comax = 0,8414 (ponto de méximo da
curva) e, portanto, 1/2 x C/Cqymax = 0,4207. Portanto, para obter o valor de Z na Tabela 6.
de distribuicdo normal, ¢ necessario somar 0,5 ao valor 1/2(C/C,)max, OU s€ja,

® (Z) = 0,5 + 1/2(C/Co)max = 0,5 + 0,4207 = 0,9207.

Para ®(Z) = 0,9207, obtém-se diretamente da Tabela 6.2 o valor de Z = 1,41.
Portanto,

_0,186.30(0,2347)*
2(1+0,2347)(1,41)*

=0,0626cm> / h

d) Curva teodrica de efluente:

Conforme a Figura 6.14, a curva desenvolve-se no intervalo de valores de volume
de efluente entre 100 e 320 ml. Fazendo os argumentos da funcao-erro da Equacao 6.24
iguais a x; € x, isto €,
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Tabela 6.2 Valores da fun¢do de distribuicao normal ®(z)
®O(-z) =1 - ©(z), D(0) =0,5000

z O(z) 2z D(z) z () z D(z) z D(2) z O(z)
0. 0. 0. 0. 0. 0.

0.01 | 5040 || 0.51 | 6950 || 1.01 | 8438 || 1.51 | 9345 || 2.01 | 9778 || 2.51 [ 9940
0.02 | 5080 || 0.52 | 6985 || 1.02 | 8461 1.52 | 9357 (| 2.02 | 9783 || 2.52 | 9941
0.03 | 5120 || 0.53 | 7019 |[ 1.03 | 8485 || 1.53 | 9370 || 2.03 | 9788 [| 2.53 | 9943
0.04 | 5160 || 0.54 | 7054 || 1.04 | 8508 || 1.54 | 9382 || 2.04 | 9793 || 2.54 | 9945
0.05 | 5199 |[ 0.55 [ 7088 || 1.05 | 8531 1.55 | 9394 |[ 2.05 | 9798 || 2.55 | 9946
0.06 | 5239 || 0.56 | 7123 || 1.06 | 8554 || 1.56 | 9406 || 2.06 | 9803 |[ 2.56 | 9948
007 | 5279 || 0.57 | 7157 || 1.07 | 8577 || 1.57 | 9418 || 2.07 [ 9808 || 2.57 | 9949
0.08 | 5319 || 0.58 | 7190 || 1.08 | 8599 || 1.58 | 9429 || 2.08 [ 9812 || 2.58 | 9951
0.09 | 5359 || 0.59 | 7224 || 1.09 | 8621 1.59 | 9441 (| 2.09 | 9817 || 2.59 | 9952
0.10 | 5398 || 0.60 | 7257 || 1.10 | 8643 || 1.60 | 9452 ([ 2.10 | 9821 || 2.60 | 9953
0.11 | 5438 | 0.61 | 7291 1.11 | 8665 || 1.61 | 9463 || 2.11 | 9826 || 2.61 [ 9955
012 | 5478 || 0.62 | 7324 || 1.12 | 8686 || 1.62 | 9474 |[ 2.12 | 9830 || 2.62 | 9956
0.13 | 5517 || 0.63 | 7357 || 1.13 | 8708 || 1.63 | 9484 || 2.13 [ 9834 (| 2.63 | 9957
0.14 | 5557 || 0.64 | 7389 || 1.14 | 8729 || 1.64 | 9495 || 2.14 | 9838 || 2.64 | 9959
0.15 5596 0.65 | 7422 1.15 | 8749 1.65 | 9505 || 2.15 | 9842 || 2.65 [ 9960
0.16 | 5636 || 0.66 | 7454 || t.16 | 8770 || 1.66 | 9515 || 2.16 | 9846 || 2.66 | 9961
0.17 | 5675 || 0.67 | 7486 || 1.17 | 8790 || 1.67 | 9525 || 2.17 | 9850 |[ 2.67 | 9962
0.18 | 5714 || 0.68 | 7517 || 1.18 | 8810 || 1.68 | 9535 | 2.18 [ 9854 || 2.68 | 9963
0.19 | 5753 || 0.69 | 7549 || 1.19 | 8830 || 1.69 | 9545 || 2.19 | 9857 || 2.69 | 9964
020 | 5793 || 0.70 | 7580 || 1.20 | 8849 || 1.70 [ 9554 || 2.20 | 9861 || 2.70 | 9965
0.21 | 5832 (| 0.71 [ 7611 1.21 | 8869 || 1.71 | 9564 || 2.21 | 9864 | 2.71 | 9966
0.22 | 5871 || 0.72| 7642 || 1.22 | 8888 || 1.72| 9573 || 2.22 | 9868 || 2.72 | 9967
023 | 5910 || 0.73| 7673 || 1.23 | 8907 || 1.73 | 9582 2.23 | 9871 (| 2.73 | 9968
024 | 5948 || 0.74 | 7704 || 1.24 [ 8925 || 1.74 | 9591 | 2.24 | 9875 || 2.74 | 9969
025 | 5987 || 0.75| 7734 || 1.25| 8944 |[ 1.75] 9599 || 2.25 | 9878 || 2.75 | 9970
026 | 6026 || 0.76 | 7764 || 1.26 | 8962 || 1.76 | 9608 | 2.26 | 9881 | 2.76 | 9971
0.27 6064 ([ 0.77 7794 1.27 | 8980 1.77 | 9616 | 2.27 | 9884 | 2.77 | 9972
028 | 6103 || 0.78 | 7823 || 1.28 | 8997 || 1.78 | 9625( 2.28 | 9887( 2.78 | 9973
029 | 6141 || 0.79 | 7852 || 1.29| 9015 | 1.79( 9633 2.29( 9890|f 2.79| 9974
0.30 | 6179 ([ 0.80 | 7881 130 | 9032 || 1.80| 9641 ([ 2.30] 9893 | 2.80| 9974
031 | 6217 | 0.81| 7910 || 1.31| 9049 || 1.81| 9649 | 2.31 [ 9896| 2.81 [ 9975
032 | 6255 0.82| 7939 || 1.32| 9066 || 1.82| 9656| 2.32| 9898 2.82( 9976
0.33 | 6203 | 0.83] 7967 | 1.33| 9082 1.83] 9664 | 2.33( 9901 2.83| 9977
034 | 6331 || 0.84] 7995 1.34| 9099 || 1.84| 9671 | 2.34| 9904 2.84( 9977
0.35| 6368 | 0.85| 8023 | 1.35| 9115 1.85] 9678| 2.35| 9906|( 2.85| 9978
0.36 | 6406 || 0.86 | 8051 || 1.36 | 9131 1.86 | 9686 || 2.36 | 9909 || 2.86 | 9979
037 | 6443 || 0.87 | 8078 || 1.37 [ 9147 || 1.87 | 9693 | 2.37 | 9911 || 2.87 | 9979
0.38 | 6480 || 0.88 | 8106 || 1.38 [ 9162 (| 1.88 | 9699 | 2.38 | 9913 || 2.88 | 9980
0.39 | 6517 || 0.89 | 8133 || 1,39 | 9177 1.89 [ 9706 || 2.39 | 9916 || 2.89 | 9981
0.40 | 6554 || 0.90 | 8159 || 1.40 | 9192 || 1.90 | 9713 || 2.40 | 9918 ][ 2.90 | 9981
041 | 6591 || 0.91 | 8186 || 1.41 | 9207 1.91 [ 9719 || 2.4t | 9920 2.91 | 9982
042 | 6628 |[ 0.92 | 8212 || 1.42 | 9222 1.92 | 9726 || 2.42 | 9922 2.92 | 9982
0.43 | 6664 [ 0.93 | 8238 || 1.43 | 9236 1.93 | 9732 2.43 | 9925 2.93 | 9983
0.44 | 6700 || 0.94 | 8264 || 1.44 | 9251 1.94 | 9738 || 2.44 | 9927 2.94 | 9984
0.45 6736 || 0.95 8289 || 1.45 | 9265 195 9744 || 2.45 | 9929 2.95( 9984
046 | 6772 || 0.96 | 8315 || 1.46 | 9279 || 1.96 | 9750 || 2.46 [ 9931 2.96 | 9985
0.47 | 6808 || 0.97 | 8340 || 1.47 | 9292 || :.97 | 9756 || 2.47 | 9932|| 2.97 | 9985
048 | 6844 || 0.98 | 8365 || 1.48 | 9306 || 1.98 | 9761 [[ 2.48 [ 9934] 2.98 | 9986
0.49 | 6879 || 0.99 | 8389 || 1.49 [ 9319 || 1.99 | 9767 || 2.49 | 9936]| 2.99| 9986
0.50 | 6915 | 1.00 | 8413 || 1.50 [ 9332 || 2.00 | 9772 || 2.50 | 9938|f 3.00 | 9987
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L I-p
1= 7727 ¢ X2= 1/2 7
{7 1)
vL vL

calculam-se os valores de C/C, para cada valor de p.
p=20,75
1+0,469 -0,75

X, = -=3919
2[0,0626.0,75/0,18630]2
1-0,75
X, = - =1,363
2[0,0626.0,75/0,186.30]2

é = % (erf 3,919 - erf 1,363) = %(1 —-0,946) = 0,027

Primeiro ponto (0,75;0,027)

p=0,94

_ 0,529
0,2054

X, =200 _ 292
0,2054

1 = 2,57

C L erf2.57- erf0.292) = 10999 —0.32) = 0,34
C, 2 2

Segundo ponto (094; 0,34)
p=1,235 - C/Co=0,84

Terceiro ponto (1,235;0,84)

p=1,56
- —0,091 _ 034
0,264
. -0,56 — 212
0,264

c_ 1 [-erf 0,34 - (-erf 2,12)] = l(—0,37 +0,998) = 0,31
Co 2 2
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Quarto ponto (1,56;0,31)

p=1,75
0281
170,279 ’
- 075 _ ) 6o
0,279

c 1 1
— = _[-erf 1,0 - (-erf 2,69)] = — (0,842 +0,999) = 0,08
Co 2 2

Quinto ponto (1,75;0,08)

Conforme a Figura 6.14, esses pontos teoricos ajustam-se muito bem aos valores
experimentais.

Resumo sobre os modelos de dispersao

Nos modelos, até entdo abordados, admitiu-se que a dispersdo longitudinal ¢ o
unico processo de mistura entre dois fluidos. Considerou-se, também, que o valor de E
independe da concentragdo do soluto e, ainda, que nao ocorre adsor¢ao nem desorgao. O
grau de dispersdo depende da velocidade v e do comprimento da coluna, L.

6.2.3 Equacao diferencial para difusao e fluxo de massa

Nielsen & Biggar (1963) tém advertido sobre os modelos que negligenciam a
difusdo pois eles ndo se ajustam bem aos dados experimentais quando o escoamento ¢é
muito lento e a porosidade do meio muito irregular.

Admitindo que i seja a massa de matéria (soluto) movendo-se através do volume-
controle da Figura 6.15, na dire¢do X, por unidade de area e tempo, entdo, a massa que
entra no elemento pela face esquerda ¢é

entrada = p, AyAz (6.29)

A massa que sai na face oposta ¢ dada por:

223

s ijAyAz (6.30)

saida = (,ux +
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#

Figura 6.15 Elemento-volume de um meio poroso através do qual um soluto ¢ transferido
por difusao e fluxo de massa.

A mudanca na quantidade de material dentro do volume-controle na unidade de
tempo, na dire¢do X, &

o Oty
entrada - saida = pu, AyAz —| . + Ax | AyAz
X

ou

entrada - saida =— MAxAyAz (6.31)
Pela lei de Fick, tem-se que a massa de material difundindo-se através de uma
secdo unitaria, transversal a dire¢do do movimento e por unidade de tempo é -D 0C/ 0%,

em que D ¢ o coeficiente de difusdo e C a concentragio do material (soluto)em g /.

A massa de material transferida através de uma secdo transversal e unitaria, por
unidade de tempo e por fluxo de massa, ¢ v,C, em que v, ¢ a velocidade média de
s -1
escoamento na dire¢do x, cm h™.

A massa total de material py movendo-se através de uma se¢do transversal
unitaria, por unidade de tempo, ¢ a soma das fragcdes que se movimentam por difusdo e
fluxo de massa, isto €,

a
e = =D+, C (6.32)

Substituindo py da Equagdo 6.31 por seu valor na equagdo 6.32, resulta

[ e &
entrada - saida = Dy—vxg AxAyAz (6.33)

Por analogia, nas diregdes y e z sera

, ”c &
entrada - saida = D? —v, —— |AxAyAz (6.34)

Yo
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a
entrada - saida = [D; -V, EJ MAxAyAz (6.35)

A soma das Equacgdes 6.33, 6.34 ¢ 6.35 fornece a diferenca total entre a massa que
entra e aquela que sai no elemento-controle. Esta diferenca total deve ser igual, por
continuidade, a mudanca em relagdo ao tempo na concentracdo C do soluto, no volume-
controle. Portanto, considerando o escoamento apenas na direcao x, tem-se a relagao

& Fc &
) MxAyAz = D?—vxg MxAyAz ou

K c &

=D——-v—— 6.36
6.2.4 Solucao para difusdo e fluxo de massa junto a uma interface de fluidos misciveis

A solucao da Equagdo 6.36, que permitira tragar a curva de efluente de um fluido

deslocador de concentragdo C, (Figura 6.16) sera pesquisada para um meio poroso semi-
infinito e as seguintes condicdes iniciais e de contorno:

C(x,t)=0, para x>0 et=0

(6.37)

C(x,t)=Co, para x=0¢ >0 (6.38)

limC(x,t)=0, para t>0 (6.39)
xX—>0

Figura 6.16 Tlustracdo das condigdes iniciais e de contorno para difusdo e fluxo de massa.
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Conforme Kirkham & Powers (1972), a solucdo ¢

c 1 1- 1+
—— =—_erfc P ]/2+eVL/Derfc P 772 (6.40)
Co 2 2(Dp/ VL) 2(Dp/vL)

O valor de D ¢ calculado empregando a relagao:

3 vL
47rS2

D (6.41)

em que S ¢ a declividade da curva experimental de efluente para p = 1.

6.3 SOLUCOES NUMERICAS DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE SOLUTO
NO SOLO

6.3.1 Equacdo geral de transporte de soluto no solo
A equacdo diferencial que descreve, de forma geral, o transporte de uma “espécie”
de soluto reativo no solo pode ser escrita como:

p 0S 0oC 0 oC oC JT) YP
= h o, —kaéx—k—ulC— o TVt (6.42)

em que p é a massa especifica do solo (ML™); S ¢é a concentragio adsorvida por unidade
de massa da fase solida (MM'I); C ¢ a concentragdo de soluto na fase liquida (ML'3); 0¢
a umidade a base de volume (L’L™); t é tempo (T); xi € a coordenada na dire¢do k (L); Dy,
¢ o coeficiente de dispersdo-difusdo (L*T™), o qual reflete os efeitos combinados da
difusdo e dispersdo hidrodindmica no transporte; v € a velocidade média da solu¢do nos
poros (LT™); p e pg sdo os coeficientes de degradagio do soluto nas fases liquida e solida,
respectivamente (T™'); 71 e ys sdo os coeficientes de producio do soluto nas fases liquida e
solida, respectivamente ML T e TH).

A solu¢do da Equacdo 6.42 requer uma expressdo relacionando a concentracao
adsorvida na fase sélida (S) a concentragdo na fase liquida (C). Véarias dessas expressdes,
conhecidas como isotermas, estdo disponiveis na literatura (Parker & Genuchten, 1984).
As isotermas mais comumente usadas, devido a simplicidade das equagdes, sdo as de
Freundlich e de Langmuir (Bear, 1979; Green & Karickhoff, 1990).

Além das isotermas, a Equacdo 6.42 deve ser implementada com equagdes
auxiliares que descrevem as condig¢des iniciais € de contorno do sistema em estudo. Em
todos os casos, considera-se a condicao inicial na forma

C(x;,0)=Cy(x; ) parat =0 em R (6.43)

em que C, € a concentracdo inicial do soluto e R representa a regido em que ocorre o
transporte do soluto.
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Discussdes tém ocorrido sobre os tipos de condigdes de contorno mais apropriadas
aos sistemas finitos e semi-infinitos (Parker & Genuchten, 1984). No entanto, de maneira
genérica, as condi¢des de contorno podem ser expressas nas formas

C(xp,t)=Cy(xy,t), parat>0em B, (6.44)

28
Uy C— Dy, dc_k =0y C,(t), parat> em B; (6.45)

A Equagdo 6.44 descreve o contorno B;, no qual a condi¢do de contorno do tipo
concentracdo constante (C;) ¢ aplicavel. A Equagdo 6.45 descreve as condi¢des no
contorno B,, no qual ocorre a condicdo de contorno tipo fluxo. Nesta equagdo, C.
representa a concentragdo na solucao aplicada ao sistema.

As Equagoes 6.8 e 6.35, e suas respectivas condi¢des inicial e de contorno, podem
ser obtidas a partir das Equacdes 6.42, 6.43, 6.44 ¢ 6.45, considerando-se uma série de
simplificagdes. Uma das simplificagdes consideradas ¢ a ndo-adsor¢do do soluto na fase
solida. Esta simplificacdo elimina o primeiro termo do lado direito da Equagdo 6.42.
Outra simplificacdo consiste em considerar o coeficiente de dispersdo constante, isto &,
independente da concentracdo do soluto, da umidade do solo e da posi¢do na regido
considerada, o que permite simplificar o primeiro termo do lado direito da Equagao 6.42.

6.3.2 Solucoes das equacoes de transporte de soluto aplicando métodos numéricos

Nas segoes 6.21 a 6.24 foram apresentadas solugdes analiticas para as situagdes
especificas de transporte de solutos no solo, representadas pelas Equagdes 6.8 e 6.35.
Embora matematicamente simples, essas solugdes t€ém aplicagdo pratica restrita devido a
complexidade, a nivel de campo, do transporte de soluto no solo. Tal complexidade
decorre, dentre outros fatores, da heterogeneidade e anisotropia do solo, o que faz com
que as caracteristicas hidrodinamicas variem conforme a direcdo do movimento e de
ponto a ponto no perfil do solo. Além disso, a ocorréncia de escoamento em condigdes de
meio ndo saturado torna os parametros hidrodinamicos dependentes da umidade do solo,
resultando em equacOes diferenciais ndo-lineares. A  geometria irregular do meio
constitui, também, num fator que dificulta muito a obtencdo de solug¢des analiticas. Dentre
outros, esses fatores tornam os métodos numéricos uma das principais ferramentas para a
solucdo de problemas de transporte de interesse pratico.

A andlise numérica existe desde os tempos dos Babilonios (Huyakorn & Pinder,
1983). No entanto, somente apos a Segunda Guerra Mundial ¢ que ocorreram significantes
avangos em metodologias de simulagdo. Nas tltimas décadas, o uso intenso da analise
numérica em simulacdes ¢ devido, em grande parte, ao rapido desenvolvimento da
capacidade dos computadores atuais.

Existem varios métodos alternativos para se obter a solugdo numérica de uma
equagado diferencial (Pinder & Gray, 1997; Huyakorn & Pinder, 1983; Segerlind, 1984;
Gerald & Wheatley, 1984). Dentre os mais importantes incluem-se: diferencas finitas
(finite difference method), elementos finitos (finite element method), colocacdo
(collocation method), caracteristicas (characteristics method) e elemento-de-contorno
(boundary element method).
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Cada um desses métodos possuem vantagens e desvantagens. O método das
diferencas finitas ¢ simples em conceito e implementacao; o de elementos finitos permite
maior flexibilidade quanto a geometria da regido e maior precisao para certos tipos de
operadores diferenciais; o método da colocacao tanto permite flexibilidade na geometria
quanto maior precisao; o método do elemento-de-contorno pode reduzir a dimensdo de
problemas envolvendo certos tipos de operadores diferenciais; e o método das
caracteristicas pode ser eficientemente empregado na simulagdo de problemas de
transporte dominado por convec¢do (Huyakorn & Pinder, 1983).

Os métodos numéricos mais populares sdo os métodos das diferencas finitas e dos
elementos finitos, apresentados a seguir. Ambos fundamentam-se no conceito de
discretizagdo, segundo o qual uma regido continua R ¢ representada por um niimero de
subareas adjacentes (Figura 6.17).

REGIAC R i-la s

™
(a)

Figura 6.17 Discretizacao de uma regido R (duas dimensdes) para aplicacao dos métodos
diferencas finitas (a) e elementos finitos (b).

Diferencas finitas: A obtencao da solugdo de uma equacao diferencial, usando diferencas
finitas, € obtida por meio de uma seqiiéncia de passos. Para exemplificar o procedimento,
consideraremos uma regido unidimensional (Figura 6.18).

né_-l-l 1+—ﬂé'
2 [l2 @
. I&X 3 _(2)+—elemento
Ll .4 r||a.?
P 5 @)
5 g )
i 1 % (n-1L
x L._n [ = L._ﬂ [
(&) (b)

Figura 6.18 Discretizagdo de uma regido unidimensional R para aplicagdo dos métodos
diferencas finitas (a) e elementos finitos (b).
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O primeiro passo consiste em substituir as derivadas das equagdes diferenciais
parciais por equagdes na forma de diferengas finitas. Essas equagdes relacionam entre si
os valores das varidveis dependentes em pontos vizinhos. A Equagdo 6.36, que descreve
o transporte de soluto em uma dimensao, pode ser escrita em diferencas finitas, na forma

M- Cli-2c el climac) vl GG Cl=Cli, (646
AT 2(Ax) 2(Ax) 4(Ax) 4(Ax)

em que i e j estdo relacionados a posi¢do espacial e temporal do ponto onde se deseja
obter C. A forma de diferenciacdo apresentada na Equagdo 6.46 ¢ conhecida com
diferenca centrada ou formulacdo de Crank-Nicolson. Porém, outras formas de

diferenciacdo podem ser usadas. Conhecendo-se os valores de Cf no tempo jAt,

resolvemos para Cf” no tempo (j+1) At.

O proximo passo consiste em escrever a equagdo em diferengas finitas, Equagao
6.46, para cada ponto (nd), nos quais os valores da variavel dependente ¢ desejado (Figura
6.18). A Equagdo 6.46 ¢ escrita para os nos internos, isto €, para aqueles que nao fazem
parte do contorno da regido. Assim, para uma regido unidimensional discretizada com “n”
nods, seriam determinadas n-2 equagdes. As equagdes para os dois nos restantes (os dos
contornos) sdo escritas em fungdo do tipo de condi¢do de contorno. Se as condi¢des de
contorno forem do tipo expressa na Equacdo 6.44, ndo ha necessidade de escrever as
equacdes para aqueles nds e os valores de C; serdo incorporados as equagdes dos nos 1 e
n-1. Caso as condi¢des de contorno sejam do tipo expresso na Equagdo 6.45, entdo,
escrevem-se equagdes especificas para os nés dos contornos. E possivel ter, ainda,
condi¢des de contorno diferentes nos diferentes contornos da regido. Neste caso, para a
obtencao das equagdes nos contornos, aplica-se a cada contorno o descrito anteriormente.

O ultimo passo consiste na solucdo do sistema de equagdes, resultante da
implementagdo do passo anterior. O sistema de equagdes com n (ou n-1, ou n-2,
dependendo do tipo de condicdo de contorno) equagdes e respectivas variaveis
dependentes € resolvido para cada tempo jAt. Dessa forma, sao obtidos valores da variavel
dependente, C, em cada tempo e pontos discretos da regido.

Elementos finitos: A andlise de um problema fisico, empregando elementos finitos,
inicia-se pela divisdo da regido em uma série de elementos finitos (Figuras 6.17 e 6.18).
Os elementos, conectados por um numero discreto de nos, podem ter forma triangular,
retangular, etc.. Cada elemento ¢ identificado por um numero e pelas linhas que ligam os
nos situados em seu contorno.

A seguir escolhe-se uma solu¢do aproximada, que ¢ substituida na equagdo
diferencial. Como a solugdo aproximada ndo satisfaz a equagdo diferencial, resultard um
residuo ou erro. Suponha, por exemplo, que a fungdo C = c(x,t) seja uma solugdo
aproximada da equagdo 6.36. Entdo, a substitui¢ao de C = c(x,t) na Equacdo 6.36 resulta
em um residuo Re(x), isto €,

& D&+ é—R() (6.47)
2 2. v = Re(x .
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No entanto, o0 método requer que este residuo torne-se zero dentro da regido, isto
JEW;(x) Re(x )dx = 0 (6.48)

em que W; ¢ uma fungdo de ponderacao e L ¢ o comprimento da regido (no caso de uma
regido unidimensional). H4 varias possibilidades para a fungdo de ponderacao. Uma delas
consiste em escolher, como funcdo de ponderagdo, a funcdo usada para a solucdo
aproximada. Quando esta fun¢cdo de ponderagdo ¢ utilizada, o método recebe o nome de
método de Galerkin, o qual ¢ a base do método elemento finito para problemas
envolvendo derivada de primeira ordem. Geralmente, a solugcdo aproximada utilizada ¢
uma funcao polinomial de primeiro grau, mas pode-se escolher polindmios de maior grau.

Uma vez definida a forma da solugdo aproximada, a equacao do residuo (Equagao
6.48) ¢ escrita para cada n6 de um elemento, obtendo-se expressdes que relacionam os
valores das variaveis nos nés daquele elemento. Essas expressdes sdo escritas em forma
matricial e recebem o nome de matrizes dos elementos. Este procedimento ¢ repetido para
cada elemento existente na regido.

As matrizes dos elementos sdo combinadas de modo a fornecer um sistema de
equacdes algébricas que descreve a regido como um todo. Aplicando-se o procedimento
anteriormente descrito a equagao 6.36, obtém-se

(K %K1l - () =0 (649

em que [G] e [K] sdo denominadas matrizes de capacitancia global e de rigidez global,
respectivamente. A matriz [G] depende das caracteristicas geométricas dos elementos e
da interagdo soluto-solo (parametros relacionados aos termos do lado esquerdo da
Equacdo 6.36) e a matriz [K] depende das caracteristicas geométricas dos elementos e dos
parametros de transporte do meio (pardmetros relacionados aos dois termos do lado
direito da Equagdo 6.36). {F} é denominado vetor de forca global e depende, além da
geometria dos elementos, das condigdes iniciais € de contorno e da existéncia de fontes ou
sumidouros na regido. No caso presente, o da Equagio 6.36, {F} inclui apenas as
condigdes iniciais e de contorno, uma vez que ela ndo contempla a existéncia de fontes ou
sumidouros na regidao. No caso da solu¢do de uma equacdo mais abrangente como, por
exemplo, a Equagdo 6.42, termos relativos a producao ou degradac¢do de soluto no solo
poderiam ser incluidos no vetor {F} .

A Equacgdo 6.49 representa um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem em ¢. Aplicando-se diferencas finitas a Equacdo 6.49, obtém-se um
sistema de equagdes algébricas na forma

(A} = (B} (6.50)
em que,
. JEw .
[A4]/TW :%+W[K]j+w (6.51)
(§
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[E]j+w

{B) o

~ (1= WK} [} T —{F}ITY (6.52)

Nas Equagdes 6.50, 5.51 e 6.52, w ¢ um fator de ponderacao relacionado ao
tempo. A solucao do sistema de equagdes (Equagao 6.50) resulta na obtencao de valores
de c(x,t), nos pontos discretizados na regiao e em um tempo jAt.

Os métodos de diferencas finitas e elementos finitos foram apresentados de uma
forma bastante simples por meio da Equacdao 6.36. No entanto, a potencialidade dos
métodos esta justamente em solucionar problemas mais complexos. De modo semelhante
ao que descrito anteriormente, ¢ possivel obter a solucdo de uma equacgdo de transporte
geral (Equagdo 6.42) considerando-se: solos heterogéneos e anisotrépicos; solutos que
podem ser adsorvidos ao solo; transporte de agua no solo em condigdes transientes;
coeficiente de dispersao hidrodinamico dependente da concentragdo de soluto na solugao
e da velocidade da agua no solo; etc..

Vérios modelos, fundamentados em solugdes numéricas, que simulam o
transporte de soluto no solo estdo disponiveis aos pesquisadores que trabalham na area.
Em revisdo feita por van der Heijde et al. (1985), sdo apresentados modelos com
diferentes graus de complexidade e que aplicam diferentes técnicas numéricas. Apds a
revisdo feita por estes autores, surgiram outros novos modelos como, por exemplo, o
modelo WAVE (mathematical model for simulating Water and Agrochemicals in soil,
crop and Vadose Environment) desenvolvido por VANCLOOSTER et al. (1994). No
entanto, ¢ grande a necessidade de pesquisas no sentido de aprimorar e testar este tipo de
modelo. No Brasil, principalmente na area de transporte de dgua e soluto no solo, pouco
tem sido feito no sentido de desenvolver e testar modelos fundamentados em andlise
numérica.
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