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ESTIMAQ%O D& FUHQﬁO DPENSIDADE DE PROBABILIDADE DE

DE SINAIS ALEATORIOS POR ANALISE ESPECTRAL



RESLIMO

Um noveo método € proposto para estimar a fungao
densidade de probabilidade de sinais aleatorios, com
aplicagio para a area. de COMUNICAGOES. ¢ meétodo wubtilizs
0 teorema de Woodward & técnicas de analise espectral,
em contrapartida &s técnicas wusuais de estimacho,

baseadas na anal ise ftemporal.



ABETRALCT

# method is proposed to sstimate the probability
density Ffunction (pdf) of random signals, with
application to communications. The method wuses the
tools from spectral analysis, a5 opposed to time SEries

analusis technigues. *
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LISTA DE SIMBOLOS

PCA) - Probabilidade associada ao evento 4.

Pyl{x) - FungHo densidade de Probabilidade (fdp) da
varidvel ou processo aleatdrio X.

PX () - Func8o cumuiativa de Probabilidade (FCP).

ECX1 - Valor esperado da variavel ou processo aleatd-
rio X.
o Momento estat istico de ordem n.
5 3
O = Varidncia de X.
Pyluwy - Func&o caracteristica,

Erxkyry - Valor esperado conjunto em X & Y de ordem k+r
m; - Momento conjuntae de ardem i+j.
Px(wi,wp)~Func§o caracteristica bidimensional.

Rx(tj,tﬁ,wéutocorrelacio do processo X.

Ry Cu) - Autocorrelacio do PIroCcesso estacionario X.
ULX1 - Varidncia de X.
& Poténcia de X.

8

Cylud = covrxy - Covarifdncia de X.

Sy Cw) - Densidade espectral de poténcia do processo X,
CDEP ) .

o < 3 : Sl

e LXKl ~ Erro médio Quadriatico.,

bIX1 - Polarizacio.

cim - Dimensio on Janeian NO ProceEsso mot b,

b Tempo de andlise.

By () - Est imat iva da fdp pxinbn

mog 3 - sinal mensagem.




vit) - Sinal modulante.
s(t) - Sinal modulado.
Rx(u) = Estimativa da autocorrelacfo.

Sx(w) = Estimativa da DEP.

Jn(x) = Fungio de Bessel de Primeira espécie e ordem
n.
E@(B) = Erro de ARProMimagao em fung¢fo do indice de mo-

P

dulatio.




ESTIMACAO DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE
DE SINAIS ALEATORIOS POR ANALISE ESPECTRAL

PROLOGO o

Como MUitos outrosg Campos da ciéncia e tecnologia a
Teoria Moderna de Comunicactes estd fortemente ligada &
Teoria de Processos Aleatdrios, De fato, lida—-se

constantemente com fendtmenns aleatdrios e 5Ua%  propriedades

estat st jcas auandd se ppera fquipamentos de comunicagoes na

Presenca  de Perturbaches

aleatdrias, quando 58 avalia o
Comportamento de

Sistemas automat icos de controle a partir de

exCitagcies aleatdriasg, A0 se€ projetar equipamentos imunes ao

ruido, No  processamentn € detegio de sinais oy mesmo no

diagndstico de enfermidades

Instrumentos Para a analise estatistica de sinais estio

S8 fornando indispensiveis A pesquisa académica oy ag desen—

volvimento de Projetos 74//8/,

A naturerza da analise es

tatistica previlegia = aval iagao
de médias, onde

resultados confiaveis podem ser  obtidos
auando se dispie de

estat isticos,

uma quant idade suficiente de dados

e modo geral, ns proc

28508 aleatarins Olls estocasticos
sS850 mais dificeis de

identificar e modelar que oz sinais

determin{sticos, tendo en conta que a  analise estat istica

POde  envoliver Processos estaciondr ios on nﬁo—estacionarios?

Brgodicos oy niﬁ—&rgdditos P Y an

G probiesma fundamental da inferéncia estatistica & a
25t imagio e Juuant idades desconhecidas a part e e dados
DDsErvados .,

G obietivo

trapalho & est imar o med e ko) (=it

=
R

G

o
Densidade de Frobapilids

o (fFde de sinais aigatar

0

i

Part iy do teorems de Woodward uE ]

3
i

tECnicas

Correiacio e anal s ctrsl

1)
'
T
St
bt




Procura-se desenvolver uma nova formulagio para o
teorema citado, com a introducgfo do estimador linear médio
quadratico, e o estabelecimento de um limite superior para o

erro de estimagio do processo, baseado na desigualdade de
Papoulis /9/.

Esta nova formulagfo Ppermite estimar-se a fdp de um
sinal qualquer através do cdlculo da Densidade Espectral de
Poté&ncia(DEP) de um  sinal modulado em frequéncia ¥
rarametrizado pelo indice de modulag8o ., utilizando-se 0 s5i-
nal de interesse Tomo sinal modulanfa .

G texto esta subdividido €m guatro capituloss

O Capitulo I esboga 0% rudimentos da Teoria de
Probabilidades e Processos Estocasticos NECESSAr i 05 a0

acompanhamento dos capitulos subsequentes.

G Capitulo II fazr uma andlise das técnicas comumente
utilizadas na estimacio de fungio densidade de probabilidade
a2 partir de Analise Temporal.

Os critérios para estimaciSo da fungio densidade de
probabilidade através da Analise Espectral sBo estabelecidos
no Capitulo III.

Finalmente, o Capitulo IV analisa o erro cometido com 2

utilizacB8o da Andlise Espectral, na est imacio ga fdp.

AGRADECIMENTOS
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I. TEORIA DE PROBABILIDADES E PROCESS0S ESTOCASTICOS

I.4 INTRODUGCAO

Este caritulo resume as definicdes bdsicas da Teoria de
Probabilidades e Varidveis Aleatdrias e Processos Aleatdrios.
Esses resultados e conclusies serio utilizados nos capitulos
subseqguentes.

A Teoria de Probabilidades & geralmente apresentada a
partir de trés enfogquesia abordagem classica, o enfoaue por
el

frequéncia relativa € a abordagem axiomat ica.

Tendo em vista os probliemas APresentados PEIAS duasn
primeiras teorias, com relagdo & definigio ciclica para  a
RPrimeira € o probiema de convergéncia para a SEGUNAR, apenas

a abordagem aviomatics sera tratada aqui.

Os  aviomas da probabiligade PeErmitem o dagesenvolvimento
de tods a teoria e FESUNEM-SE a tréssa

i PS5 = i ,onge & represents o es5paco amostral oL
&

CONJUNTD Universo © P{(.) a probabilidade associada.

5

2+  P(A Yy @ ,onde A representa um evento do  cotunto

LN YEr 30 .

-

F. PUA+TR ) = P(AY+P(B) .onde A & B SAD EVENLOS MUTUANENT S
d e

ntos A e B .
1.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

Considere X uma variavel aleatdria, com funcio densidade

o0 : Sl ot
de probapilidades p (3 andeS potxrdie = 1. A probabilidade

el : Pocs N X s N e TR
He A oencontrar-se no intervalo (a,.b) 6 dads pord
Prob {2 < 2 < by = (° 2 'l >0
) =
JB

lembirar asue a5 fup

daden

} € definigs como =




Seja  f(X) uma func8o da varidvel aleatdria, o valor

esperado da fungio f(X) € determinado por:
- o0 fsor :
ELCF(X>1 fg () p (:)dx 18 (3
-00 X

Os momentos de X tém especial import@ncia e interpre-
tacio fisica e sHo definidos pors

m = E[CX], média aritimética (4)
o e

m, = E[X 1, média quadritica (35)

[ -4
3 :

m, = ELX 1, medida de assimetria (&)
4

m = ELX J, medida de achatamento (73>

Também importante, a. varidncia de X & definida como
SEGUUe B

2 2 2
N N Y m 1 =) s i
X i 2 i

sendo o desvio padrSo < igual & raiz quadrada da variancia.

N

A fungio CAaracteristica (ou fungio geratrﬁ* de momen-
tost, & geralmente definida pors:

it

P (w) = Ef =3 P (ddx ., J = N/ (23

fs
3

Jwx 00w
e a g
~00

e
S

Ghserve que P

& a transformada de Fourier de px(x)y

T 0 H5inal troco:

UE OMOMENTOS de X DRTIA08 JIrETARSNTE D OPRAFT e

funcio caracteristica

3 (10}

4




Sendo X uma varidvel aleatdéria, ent30 Y = £(X) & tambem

uma varidvel aleatdria, obtida através da aplicac3o da trans-

formag80 f. A densidade de rrobabilidade (fdp) de Y é rela-
Icionada aquela de X pela férmula ‘e
P (%)
PoCy) & : i
Yo eme — it i =
Tdg7dnt | x = £ " (y) Sy

15
onde F € a inverga da funcao f. A féormula acima, supfe a

existéncia da inversa de f em todos os PONTOS, ASSIiMm COMO SuUA

derivada.

A varidvel aleatdéria com f.d.p. gaussiana (ou Normal),

como expressa abaixo, tem um papel extremamente importante na

engenharia,

Tendo

em vista quUe 0% processos mais conhecidos

podem ser descritos ou aproximados por essa funcio densidade

e probabi

lidade

HPrEessao

i23

acima, m € o valor médio jaritmético e

a varidncia da fdp da variavel aleatoria X,Figura i.

Pode-se ver outros exemplos de fdeps e FLOPs nas Figuras

Ppoo(x}
5 Ma
G&
%
£ e 3.

1.3 VARIAVEIS ALEATORIAS CONJUNTAS

DonsideEranoo que X & Y representamn um Par Of VAF I Aaveis

aleatdrias

Frob

(M fa

Cadxi{h

=

reais, com fdp  conjunta p_ (3,42, entio
Y
- b i s
Gt e S- p (3, urdydse Grezn
2 C XY



As densidades individuais s%o obtidas pela integraclio da
densidade conjunta,

00 : o
P (x) = P  (x,yddy (i4)
X XY
- 00
o0
P (%) = S P (x,yddx (15)
-00 XY

A média conjurfta € calculada por

00 00

E L £(X,Y31 = S FfO4,4) P (,yddidy (i6)
-00 —00 XY

Para qualquer fungio de X e Y.

Os momentos conjuntos, de ordem ij, sio dados por:

i
W= ErX ¥ 1 (17
1.4

& a funglo caracteristica bidimensional € definida como a
transformada bidimensional de PXY(K,B)y

PCw ,w )} = EL exp(jw X + jw Y ) 1 - (i8>
i 2 i 2

I.4 PROCESS0S ESTOCASTICOS

Frocesso Estocdastico (Aleatdério) & uma exitensio do con-
ceito de varidavel alsatdria, compreendendo o espaco amostral.,
0 Cconjunto de sinais € as fungies densidade de probabil idades

n
asaociadas. Um processo tocastico € dito sstaciondrio s as

]
i1

densidades de probpabilids

AdES ASSOCiAdas a0 Processo SH0 inde-
PENdEntas de tempo.
Lim processo alsatdrio (ou pProcesso estocastico) Xt

define uma variavel alsatdris para cada PONLO €.

Lim importanie momento conjunto do processeo X0t) & a sua

fUncio de autocorreliacio



R (t ,t ) = 3 ' (19
wt ¥y EL % .1

2 i 2
onde i
: 0o Qo0
ERSne e o] = S e P (¢ ., ddx dx (20)
i2 ~-00 /=00 i 2 Xi¥X2 41 2 i 2
representa o momento conjunto mii para a V. A. Xi em ti e

X em t .
2 2

[

——

aso a autocorrelacio dependa apenas do intervalo de
separacio entre Xi e X2 y U= tﬁ = ti, 0 processo € dito
estaciondrio no sentido amplo.

Um processo estritamente estacionario tem fdps conjuntas
de todas as ordens independentes da posicRo no tempo, o que
implica serem todos os momentos constantes em relagio ao
tempo.

Um processo € ergédico quando suas médias estatisticas
gue s80 fungdes do tempo, podem ser aproximadas pelas meédias
temporais,que s8o varidveis aleatdrias., com um desvio padrio
Prioximo a zero. A ergodicidade pode se manifestar apenas no
valor médio do processo, sendo entfo o processo considerado

eraddico na meédia.

A autocorrelac8o goza das seguintes proprécedades:

R (- ¥ = R (ur , funcgio par (247
X X
iR _(udi ¢ R (@) , maxing na origem (221}
X *
L.im R.otu} = P . potépcia total (237
b & * 4
=2
Loim R =B LRCEN] - patene im0 DL (243
u=fgn X
VEXT = i R (g — Lim K () potencia AL (250
-y @ X - oo A




P : s Cuydw téncia total (26)
B e W w v otencia ota =
X 21 -00 X <
- 2
C €t , £ ) =COVEXI =R (t , t ) - E°CX] (27>
R S pe

)
Cx(u) = Rx(u) = EmEX],para processos estacionarios (28)

-
L.im € (u) = R (@) - E&EX] = VYLX1 (29)
u— @ X X
00 i o :
R (u)R (u)dy = ~—eew S (w)S (widw (303
~00 X Y 210 -00 X Y
00 2 i 00 2 :
R () duy = == S (w) duw (31)
-po X 2t -00 x

Gnde se define o0 seguinte par de transformadas,conheci-

do como Teorema de Wiener - Khintchine,
g 00 =Jwi
S Cwl =.S R (u} e du (32)
X -00 s
i 00 Jwi A
R () = ——mee S S (w) e dw (337
X 2w -00 X

B (w) &€ a densidade espectral de poténcia do processo
aleatorio X(t),

As  Figuras 4.3 e 4.b seguintss ilustram algumas das
propriedades  da fungio de autocorreiacio € da densidade es-

pectral de poténcia (DEP).

1
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II. TECNICAS USUAIS PARA ESTIMAGAO DA FUNCAO
DENSIDADE DE PROBABILIDADE

II.i INTRODUCAO

AS propriedades descritivas de uma variavel ou processo
aleatdrio n3o podenm SEr Precisamente determinadas a partir
dos dados amostrados.
interesse podem

observacies /5/.

APenas estimat ivas dos parametros de
ser obtidas a partir de um conjunto finito de

i

2] est imagio de funcio densidade de probabilidades a
partir de métodos convencionais normalmente assume a
estacionar idade do processo enm andlise, bem como a sua

ergodicidade /5//14/.

Frequentemente, a fdp para valores instantfneos de um

Processo aleatdrio & analisada por um dos seguintes metodoss

i.medicio da fracfo de tempo que uma realizacfo do processo
aleatdrio Permanece  acima de um nivel (ou intervalo) pre-
determinado. 2. Atraveés de amostragem discreta, contando-se o
nimero de amostras obtidas em um intervalo de amplitudes.

durante ugm certo tempo.

No estudo de est imaglo se considera que um st imador &
n&o Polarizado, auando s5eu valor médio coincide com o valor
esperado verdadeiro da quant idade a ser estimadz.

Um  estimador eficiente € aguele que PIrodusz a menor
Yariancia  do erro de estimacio. Quando a-varidncia tende a

LSEFO para um est imador Nio polarizado, diz-se que ele ¢

consistence.

I.2 ESTIMAGAC DA fdp PARA SINAIS ERGODICOS

Para um processo mit) est

/ SR

CIonario € ergodico, ha  ams

relagio  bem definidz Ent e

X1}

T
#18
it

!

v fodr 8w fragio e tempo

dispendids por uma real izag

O do referian pro

3
(IR

PEG DM IR er

valo de niveis oim Lencye

i

05 niveis m e m + dmi. Mais
2epeciticamnente, a2 reizncio entre o tempo total dispendido no

intsrvalo e o tempo e obs TUncao.r i (VETocteg

b
-
<
w
1
[3 53
2
o
o

intervalo dm, & um 5L imador para a fdp.




Formaimente,

A

i
PM(N) e

1]

ta T
i L _ (33>
T T.dm ik

= I\

>

Pulm) = 1im (m) (34)
M = PM m

onde Pritm? & a fungfo densidade de probabilidade de m.

EL
Para a maior Parte das fdps
”~
EL py(my 1 # Prlm) (35)
~
mostrando que pM(m) £ um estimador rolarizado de Puimi.
~

¢ erro MEd 0 quadratico do est imador Primsy pode ser

determinado L5/,

~ A

eatpﬁ(m)3= EE(pﬁﬁm) = pﬁ(m})23= UEPH(M3]+52[ Prptmrld (3

L2

aonde a varidncia o

[x]

23t imador & dada por
r. A ~

UEPM(m)J = EC(pH(m)J— EEPM(N) )2] (37

€ a polarizacio do estimador

Ay

DL py<m)I = EL Priml - putmr3 (383

Fara avaliar a YAriAnNCia de um estimador Fryims . & neces-—

BAF 0 conhecer as Proprisdades estat isticas dos intervaios de
e Tiogue integram TM.InFelizmenter gsras  estatisticas

Bara um Focesso aleatorio, SHO muito difice: s e obter.
2] ;

o
z

) BREPORE RO

Entretanto, 2  forma geral de uma EMP e

SRR A var iAncia pode ser ODT OB ALraves de argumentos hen-
Pars i

risticos, levando =z s

£

G R 59
U[PMKM)J = (39




Onde N pode ser determinado, através do Teorema da -
Amostragem, considerando que num intervalo T, uma trajetoria

mit) de banda Passante B pode ser completament reproduzida
~Com N = 2BT valores discretos.

e Fato, 0s N valores discretos nio terfo necessar iamen-
te independencia estatistica . Por outro lado, para qual-
Gquer processo estacionario e ergoidico dado, cada trajetdria
(conjunto de amostras) representari n = N/cd valores amostra-
cosg independentes (graus de liberdade) onde ¢ € uma constan-~
te.

el
l.ogo, a paErtir da equagiao (39)

-~
” s (m) ,
L PM(m)] ~ ""'l":_-r" a—*‘ (40)
4~ m

A constante ¢ & dependente da funcio de autocorrelacio
4o processo e da taxa de amostragem. Fara o ruido branco de
faiuxa limitada, os 25T ud0s experimentais indicam ¢ ¥ ,3. Se
0 ruido branceo for digitalizado com N = 2BT valores discretos
as medidas EHPEriIimeEntais indicam ¢ = 1,9 /75/.

Fode-se obter tambeém uma emxpressio pPara a polarizagio em
Fungio da fdp do processo /5/.

A

blpy(m)l & -2 P m) ' a1

once FP7gim) € a segunda derivada de Pyim? em relagio a m.
For conseguinte, o erro médio quadratico total ¢ dado

Pela adigio dos equacies (4@ e (44,

"thxm'1~ 1 &pﬁrmf pM(m)BEﬁ

-~y -
L X R T

dai 0 erro normal i zado sers dade

. B

10



82 = HEE AN RO + Deiin [___Eﬁfﬂl__J (43)
EBTdmp”(m) S76 Pp(m)

Fica claro, observando-se a equacio precedente que exis-—
tem restrices conflitantes em torno da janela de amplitudes
dm, quando se mede a fdp.

Por um lado, um valor elevado de dm & desejado para
reduzir o erro aleatdrio (variidncial.Por outro lado, um valor

Pequeno de dm & NECESSArio para suprimir o erro de polari-
TAGRO.

Entretanto, o erro total serid limitado 2 medida em que
T~ 00, se dm for restrita,de forma que T.dm-> oo0. Na pratica,
valores de dm ¢ @,2 M limitario usualmente o erro de pola-
Fizagio normalizado para menos de iZ. Isto & wvdlido para
fungoes densidade de Probabilidade bem comportadas, gque nao
exibam picos oy transigoes abruptas indicando derivadas de
SEgUNda ordem elevadas.

Fara uma fdp gaussiana, a janela dm 6t ima devera ter o
valor /5/,

=3 e
o vyl
dm ~gp——l (44)

Um detalhe Importante, g relative a0 tempo de analise do
Processo m(tr, que depende do intervalo da trajetoria nmedida
(T), da faima de amplitudes (V) obserwvada no sinal e da lar-—

aura de janela Caml, ou ssjn



I1.3 PROCEDIMENTOS PARA ESTIMAGAO

APresenta-se a seguir as metodologias adotadas para
obteng8o do est imador Pr{m) da fungHo densidade de probabi—

lidade pM(m),considerando 0s procedimentos analdgico e digi-
tal /S5//14/.

Proced imento Analdgico
i. Filtragem do sinal em amplitude atraves de uma janela

estreita com dm Vaits de largura.

2 Hedicgo do tempo total gasto pelo sinal m(t) na
Janela (TH)"

oy

J.  AvaliagHo do tempo dispendido na janela em relagio
a0 tempo total de amostragem (T).

4. Divisio do tempo médio gasto na janela pela largura
da  janela (dm):

~ T ;
Pryim) = —--t__ (A5
Ta.dm

A Figura S.a ilustra O pProcedimento,
Procedimento digital

.

i. Amostra-se o sinal & tama de Nygquist e filtra=se o

MESMO com uma jansla de largura am.

<« CLonta-se o numero de amostras abaixo da janela e

EUDLrai-se o numero de amostras acima da janela.

. Divide-se 2 diferenca obtida (n) pelo numero tobal de

AMOHELrAS no intervalo (N,

4. Divide-ze 0 resulrado rela largura ds Jjanela & obteém—

H5E O @sUimador para s densidade de Pprobabilidades,oun sejin

55
=2
i
i
?
i
-
<3
Rt

Fode-se acompannar o procedimento ataves da Figura S.b.
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III. CRITERIOS PaRA ESTIMACAO DA FUNGAC DENSIDADE DE
PROBABILIDADE

III.i INTRODUGCXO

O teorema de Woodward estabelece que o0 espectro de um
sinal modulado em frequéncia com indice elevado, representa
aproximadamente gz distribuicio de probabilidade de sua fre-
quéncia instantnea /6//16/.

Este capitulo?propﬁe um método para estimar e medir a
func8o densidade de Probabilidade (fdp) de sinais aleatodrios,
aue utiliza o referido teoremns -

Lima nowva formuiagio para 0 teorema & apresentada, utilj-
Zando~se g est imador 1insapr médio quadratico, e um limite
SUPErior para o erro da 28t imagHo, baseado na desigualdade de
Papoulis e assim,mostra-se sob quUals circunstancias REEE
limite & confidvel LB

II1.2 MODELAGEM MATEMATICA

No modelo considerado, o sinal modulado s(t) &€ obtido a
cRPartir das equacies abaimxod

8(t) = Acos(w t + v(t) + @) - (48)
(: .
£ )
vit)y = D g mitidt L5
Fi 0

ande A, que representa amplitude da rOrtadora, Wi e e

o
QUENCia  em (rd/s) da mEsma e DFH 0 indice de desvio em fre-

se

quEncia, =sio PRFAMET oS constantes. ¢ sinal cuis fdp

Pretends analisar 2 representado por mit o e Sendo con-

Hiderado gm Proce: aleatirio estacionaria, com média nula.

e

A fase da portadors B g aleatoria, com distribuicio uniforme

no intervaio (@,z210; 2 mnaspandente de mity .,



Pode-ge entdo dividir O problema do calculo da densidade
€£spectral de Poténcia (DEP) do sinal (48) acima em trés
casos, discutidos A seguir /4i/:

CASO 1 - Modulacio com baixo indice, B ¢ 0,1.

Nesse €aso0, pode-se obter a funcio de autocorreliacfo do
sinal s(t) definido em (48) a partir da eq. (5@) abaixo, onde
EE.J representa o operador valor esperado

R.(UWY = ECs(tdsct + 14)7 - (5@)
pet -
Ol seja,
ﬁa
R (u) = ~- Efcos(w u - u(t) + vt + i3 (54)
8 2 o
Oy ainda,
f&
&
R (n) = —— cosw uElcos(-v(t) + vt + wry i+
S 2 o
2
{-:‘ 2 |
T 5T senw uElsen(-v(t) + o(t + u))] (522
2 o

-

CComo o indice de modulacHo € pequeno (BS @,{) > Pode-se
EXpandir o sepno e 0 Cosseno da equacio (S52) en sEries de

Tavlor, desprezando os rermos de mais alta ordem para obter

& ) oA
i Lol & Wik + 3y
R () = — cagy MELE = el 2y
£ &= L 2
!:‘:.l i o e < £ ey o
TST senw UEL-wit) + uit 4+ 4537 (33)
=2 oo
Tendo em wvisara quUe 0 Processo mit) € esvacionsrio Com

meEdia nglia, obtém—-se .,



2
A
R (W) = —— coauw uli = R (0) + R (u)3 (54)
8 2 c V) V]
com
Ru(u) = ELvCtIvit % 03 (39
R (@) = p = Poténcia do sinal vit)
v V)
Para um sinal tipo ruido branco de faixa limitada no
pode ser calcylada em

intervalo (wI st } a poténcia P
modulante > obtendo—-se

funcio da poténcia PM do  sinal
(Figura 4) =
2
(w 4+
2 i
PN = Y b R el (56}
) Fii i ps
(W w3 (W w 3}
5 it
Para valores USRS de P . 2w ., P £ da ordem de
] I S Y

10 ~ P sos.
M

sinal s(t) sera dada pela transformada de

A DEP do
Fourier da equagio (7, onde se considera RQ(Q) GOy 0 2
e
o
. &
B taTs ol on ey e e s
S 2 C o
B A S (w + w 3 S (w - w 3
FM ] (= M (e
B e e e D (G372
4 2 2
Lw + w (W ~ w 3
C i)

S (wi = DEP dg Final modulasnte moeg
]
que o especiro do sinal

(e mesma  bands

Fode-se norape Na squagiao (57
gz DEP do sinal

Uma fungio

modulante

nNiperdolics QUAGE AT 1 -

formato
multiplicado por

ODSSErvado na

tera o
Passante),
B Figura 7, Deve-se ilembrar guge

Ca, 0 gue PO



O espectro do sinal m(t) utilizado no experimento é plano
dentro da fai

®a de frequéncias considerada.

CASO II - indice de modulacio mediano, 9,1 § B ( 10

A expressio em série de Taylor da equacio (52) deve
tonsiderar agora os termos de ordem SUperior.

Pode-se mostrar
/i2/,que os termos da ey

Pansio do SEno, pPoOr serem momentos

conjuntos de orden impar, se anulam para um sinal gaussiano,

logo 7
2 2
A C=wlt)y + w(t + 1)y
Bt e =c b WELE = st SRR +
S 2 c 21
t ) P
et A DR i (58)

41

Considerando o intersesse especifico £m um indice de

modulagio > onde  a banda rassante do sinal moduiado nio

excede o quadruplo da banda do sinal modulante mit), pode~se,
SEm perda de generalidade, desprezar 0s termos acima daquele
te ordem quatro em (58).

<3
[
A ry
R (u) = ——cogw uli -~ R (@) + R (ur3l +
8 2 [ ) v
&
) 4 2 2 o S i
- cosw w(2ELDy (EXIHGELY (v (b+)d-24P R (i) (593
48 o LRV

Fode-se  ver gque a contribuicio do segundo termo de (5B

£ menos stgnificar iva que 240 primgiro

em  virtude do
fatorial no deEnOminador .

A 29uagiEo acima poge

simpitficada com » obiiizacio

3

do Teorems de Price 797,137 abalizo,

e e K=31 -4 iy Fots
ELX Y 1 = Kr ELCX b diele s B SR (LG

i




€ = ECXY]1 - ECXIECY] (&1

Aplicando (49) e (64) em (59) obtém-se:

&

R (u)=~;cosw u(i-P +R (u)+
S 2 c LY V)

2
A

2 2
* ~=cosw y(i2P +42R (ud=24P R (1)) (623
48 c Y] Vv vy

-

Aplicando-se a transformada de Fourier ; Obteém-se 3

A
BRI B sk Clup SR Sw - w )y 4
S A, 2

2 <
2 2
DA S (w + w )
FiM o
d CL-P Jommm el D %
LW+ )L~
o
4 2
DFMA S (w+w ) 5 (m+w_)
P L e NG o to3 (63)
iem 2 b
Cwtiw ) (wHw
(e I

]

A convolugio dos espectros & sua posterior adigio pode
Her observada na Figura 8, onde se rercebe que a faida ocypa-
ca Praticamente dobra, Como £ra de se esperar A partir da

observagiio do terceiro termo da egquacio (433 .
A aplicag8o reiterada da Formula (40) & =z adigRo de mais
OS2 série (S58) Permitem obter o espectro de densidade
de po

ter

5

Encia para qualquer valor do indice de modulagso.

MO caso senoidal , mit: = Voosiw b+l L @ autocorrelagio

L]
HErs dada por 46/
Py W I V]
ey i i e
B () = = | (2Bsen————1cngw 1y s Bom e (&40
5 b 0 = G ]
il

s



A  fungio de Bessel de Primeira €SPECie £ ordem zero
JG¢) pode ser obtida da férmula abaixo

¥

Para ilustrar o CASO I , basta reter 0s dois primeiros
termos da série (&5 , introduzir em (64) e aplicar a trans—
formada de Fourier‘para obter a densidade espectral de potén-
cia , i

2

f B
Bl s e (5-Broy Miwiy 3% o dilr i w ) (66)
8 2 C 4 c M

Espectros de ordens superiores Foderio ser obtidos .
considerandn termos adicionais da eXpansio (45) . A Figura ie
ilustra o CAS0.

CASO III - indice de modulagio elevado, B » i¢.

Um grande indice de modulagio provoca um alargamento no
espectro do sinal modulado, fazendo com que este OCUPe  uma
faixa bem superior aguela do sinal de banda bisica. Em adigio
a DEP da portadora modulada toma o formatn day fungio densi-
dade de probabilidades (fdp) do sinal de banda basica. Esse &
9 resultado do teorema de Woodward que sera demonstrado a
BEQUIr F14&/,

Havendo um indice de modulagio elevado (B 3 i@, nao ha

sENt ido em dezspresape 0% Lermos da expansio g3 equacio (5471,

Fortanto pode—se optar peia formula gxponencial do cosseno .

‘EELE forma.obtém—se

EHPCIW UlELexp ji-wv(t) + vit+nyrl +
o

a8
"4

+ mmeup(-jw ulELexp j(w(t) - vit+uia] ¢



A utilizacSo de um est imador linear médio quadritico na
EXPressio (47) PErmite escrever /APENDICE I/:

2 2

5 A
R (u) = - “P(jw WELexp (juv ' (t))] +
S 4 {5

=2

A
+ z—exp(—Jw WIELeMp (~juv " ()] (68)
I

Contudo, o' () = dvit)/dt = = |, oande = € o desvio na
frequéncia instantfinea da Portadora s(t), logop:

i 2

A
R (u) = ~—2xp{(jw WELexp(jzuirl +
& 4 o

~
e
+ Z—exp(—Jw WIELeup (=jzui] (693
o

Tendo em ZOonta que,

- . ; o0 !

Efexp(jzurl = p?(z)exp(Jzu)dz (7@
€ a fungio densidade de Probabilidage do processo

)]
(£ )/7dt , aqui considerada simétrica,

Fode—se calocular a transformada de Fourier da SGUAGAQ
€462, obtendo~se,

5
m 2
S (W = ——e[p (e 3 o+ P_{wtw )3 L7 1)
5 Py Z = & o
A eMpressio (74 POsSsibilita a2 estimacio da P s
derivada  go Processo mitr . JuUe tem aplicagcao imediata no

cRiculo  do ruuido de quant izacio em auantizadores uniformes e

nBo~uniformes /4/, ,



Levando-se a definicfo de = 2a equacio (49), percebe-se
ue = = D m(t), portanto,
FiM

i m
P_(2) = —=—ep (=—=) (72>
Z D M D

FM FM

onde pM(.) € a fdp do processo m(t).

A substituicio de (72) em (74) leva finalmente & equacio
da densidade espectral da poténcia do sinal faiwxa larga,

c (=
G (W) = ——eefp (—mm——s o pﬁ(—;~——)] (73)

Lonsiderando a fdp do sinal modulante gaussiana, pode—-se
BECIEVER ,

&
m

i
Poim} = e eHp(— ===} (741
] \/eﬁpM ap .

com PM = RM(Q) = poténcia do sinal m(t}

S (W) = moemliioo eupl- —mmmnfog (75>

A Figura ¢ ilustra esse caso . Nota-se gque o desvio

eficaz em frequéncis serid dado por D NP & @ banda

o

passante aproximada por 20 \/F .Compare-se com » Figura 2.
(]
=enta 3 S9UICHEO exata.

qus repre

Fode-s2 notar ainda aque o formsto o» DEP do zinal modu-

lado n3o aepends da DEP modiulante mas Apenas 48
sus fdp . Este dltimn resuyl fornece O fundameEnto, Para o

oensidade de probabilidade atraves  dn

1.3



analise espectral. Pode-se, a partir desse resultado utilizar
a DEP do sinal modulado em Ffequéncia, como estimativa da fdp

do sinal modulante, com um erro de estimacfo que serd anali-
sado no préximo capitulo.

Um tom senoidal » como o referido anteriormente ;s tem
fdp dada abaiwxo »

pM(m) R Sl - imi (VY (76)
ﬂ'\/ VN

Consequentemente > & modulagio em faixa larga com um tom
senoidal leva 3 DEP seguinte

¥

SR e ORI R Tt L iw —w § { VD (77)
s 22 =3 c Fiv
2\/V D -~ (wHw )
Fi o

O sinal modulado OCuUPa , NESSe CasS0 , uma banda passante
aproximadamente igual a =YD« Sua DEP estd ilustrada na
Figura 1i@,que deve ser cggparada com  a Figura 13, gue
representa a curva exata.

AS curvas experimentais foram obtidas a partiﬁ de  fotos
tomadas do analisador de espectros 8553B da Hewletbt Packard.
Na montagem do experimento utilizou-se um sistema radio
Philips COomo modulador, Com 7@riHz dg, frequéncia
intermediaria, um  gerador de ruido na faixa de 3idkHz a
B.2@4kHz, além de um gerador de sinais.
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Figuras 6 a 141 . Densidades espectrais de poténcia

obtidas atraves da montagem exper imental.
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IV ANALISE DO ERRO DE ESTIMARAO

IV.i INTRODUCAO

No capitulo Precedente obteve-se uyma EXPressio para a
densidade espectral de poténcia (DEP) do sinal s(t) modulado
em frequéncia com 0 sinal m(t).

Notou-se que para um indice de modulac¢io elevado (B>i@)
a DEP aproxima a fungio densidade de Probabilidade do sinal
m(t ).

Este capitulo & dedicado a estimar em que medida esta
Aproximacio & valida, ou seja, qual o erro cometido na»
AProximacgio.

V.2 ERRO DO ESTIMADOR LINEAR MEDIO QUADRATICO

Pode—se demonstrar gue o estimador linear médio qua-
driatico utilizado na EqUAagAD (47) do Capitulo antecedente &
ndo polarizado, eficiente e consistente . Para tanto, basta
mostrar que /APENDICE i

Ry Cu) Regtu) s
EL vt + )y - - sV s RO Gy i @ (783
w
Ry (i RospyCigd .2_ :
EL (vt + wy = <Moo gy = ZIWED G000 03%50 (793
R]‘J(@! WU(O)
A primeira  expressio sarante que o valor esperado  do
estimador & idéntico ao valor gsperado do sinal original e a

segunda garante um ereo mEd o gquadratico minimo.

Dado que o inal mdif) tem média nula. a verificagao de

i

C78) & imediata,

)

(S



¢ cdlculo da segunda expressio (79) e’mais elaborado.
Inicialmente deve-se considerar o sinal m(t) limitado em
faixa & frequéncia maima Wi =

0s passos sfo dados a seguirs

2 ERQ(u)
e = EE vt + ul.v(t + uy = sMo=d vIitIv(t + u) +
R(@)
2R 7 () N Rg(u) 2 2
e vEEY vt + )+ (—==XTS G Ty s
RNU(O) - Ry(e)
2aR IR T, iy R*yCuy 2 &
T A P LT S SN R
Ryta) Ry€e) R’v(e
fAvaliando os valores esperados chega-se a,
3 ~y 2 o . 2
e"= Ryter = --2iR US| BRgODBTul
Ry(er R”; (@)
RE ) 2
el R o Rogan. (81)
Ry @) R”U(Q)
logo,
23 o3
2 = ( . ¥ ) e .
(=10}
Py i 2 2 (RGCud S,
S e RS0 SR Uy 0 Y (837

R{&)

Calculando = diferenga  entre parénteses no pPrimeiro

termo da expressie a direita, vem

ey et : G
REy€@) - R¥,(n) =

U Wi i W ; .
L= S o Sylwidwl? ~E"~M_-§ o Dytwlecosw dwl2 (84)
= W 2 W '
i



Utilizando a expressio para a expansio do bindmio,

REG(0) ~ R2,(u) =

i w i 2
=[ ——--S M Su(w)dw + -—-—S WMSV(w)..t:cnuswl dwl
2- "WM 2 _WM

i W i

AL M gytwydw - -2-= { "M Sylw).cosw dwl (85)
) = Vv = V)
5 ¥ ¥

RZy(0) ~ RZ,(u) =

i WM
= —~——S S(w) (i + cosw Jdwl.
b

i w
[ ~—~—.S Mswr (1 - cosw Jdw] (863

2 ~Wy

Entretanto /APENDICE 11/,

s Wi Cung 3=

18 —ensi) = Qsene = { =————— (87)

2 b3

SENW
CosW  { mmm—e——— 4 (88)
W
-
logo
2 ‘ 2
Ryt@r - Rytuy g

W W
i ” i i (w2 B
& E-**S 2.5 (wldwll——— Sulwlo—————dwl (89

2 pe &
71 i 5 NM
. ; £ Wi Wi
Rﬁv(u)—Rgv(u> £ Qﬁgw"iwﬁjm[ S SCwrdwll Stwidwl  (90)
W W

2pe s TR
(wﬁu) R U(@} (91)



ou seja

RECO) - R2(u) ¢ (upu)2R2(0) (92)

Portanto o erro médio quadritico do estimador serd dado
por,

@2¢u) (wMu);’RV(,Q) L TP uti (93)

i

A segunda EXPressdo no termo 3 direita pode ser avaliada

"também, utilizando-se a expansio do numerador em série de
Taylor,

(R7 (1))@ (R’,(@) + yR” 2
_“_;_E _______ !~9_;__EE- 1913_ (9457

R, (@) R“, (@)

&
= u.R”U(Q) > Visto que R’U(O) = @ (25)

- e
= -y ES we Sv(w)dwj (96)
~ iy
2
< = () Ry (e CP7)

For conseguinte, o grro  do estimador linear médio
quadriatico & rroporcional ao guadrado de Wiy (aumenta com o

aumento da banda passante do sinal, mas CONVErge para I ero
gquando u-> @,

IV.3 ERRO NaA ESTIﬁAP&O DA fdp

A utilizagiao do st imador médio guadritico na EMPregs
(67 leva a um  erro de aproximacio dado pela 2P

BZEgUiIinte =

34



E (u) = R (i) - R : i
S S ] RS(u) (98>

¥ A
Substituindo-se as expressies para RS(u) (87) e RS(u)
(68), wutilizando-se a expansio das exponenciais em série de
l.aurent com resto - aval iando-se os wvalores esperados e

tomando-se o médulo do erro tem-se

¥

2

<) 2 > 2 2
Eq(u) N z—:u EC (v7(t)) 1 - EL (w(t+u) - v(t)) 1! (99>
4
L.evando-se em conta a desigualdade abaixo em conjunto

com a desiguadade triangular ZAPENDICE 117,

2

2 > 2 2 415 by
wE Dv7Ced) 1 3 ECC(vit+ud—w(t)d) 3 > ~—;Et(v'(t)) 1(i00)
=1 o
Chega~se finalmente =
2 2
Aoy 4 o
E (u) { ====(i - —==)E[L (v (t)) 1 (i@i)
8 4 2
V2 4
ES(u) R BTl e P (ie2)
4 w2
onde Py € a poténcia do sinal m(t). .

Considerando que =a multiplicacgio de wit) na expressio
(48) por um indice B leva 3 expansio do espectro do sinal
modulado mit)y , sendo equivalente a divisiao do argumento do
sinal modulante em (49) pelo mesmo indice, e supondo ainda o
pior caso ( iy = ﬂ?wﬁ B Sl y.obtém—~se o erro normalizado em
frequéncia abaixo:

i i G, 074
4 .m..l.‘._‘ s __.g,“. 3 .....':...._. o= ............:._ ( L1G3G»

B o2 Ta

Vs
RH]

it}

&} EHPFESSA0 BT MR MOSEIra auys 0 Srvo GECrS8Ce com 0
quadrade do indice de modulacio ( pelo menos ) 5 tornando-se

menor que @,6G674% para B = 1@

£y
p]



A estimativa de McAlpine fornece um erro em torno de
2,i%,para o mesmo indice de modulac8o /6/. A curva da figura
(92) situa-se sempre abaixo da curva obtida por McAlpine e
aparentemente apresenta melhores resultados

t 4

A Figura 14 €esboga uma comparagio entre as duas curvas
discut idas.

X
fx N
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CuCLUSOES

As técnicas de EstimagHo Espectral tém-se desenvolvido
rapidamente desde os trabalhos “iniciais de Norbert Wiener na

década de 4@ , no tocante X analise de sinais aleatdrics.

A medida que se desenvolvem » as técnicas tornam-se mais

rigorosas, com o estabelecimento de novos limites
adguirem particular

nao cogitadas.

vy £
interesse em aplicacies especiais » antes

EleMe woo&ward Publicou na década de 50 um trabalho
pProspectivo .e intuitivo acerca do cdleculo do espectro de
sinais modulados em frequéncia com sinais aleatorios /i6/.

Mais tarde 6G.A. McAlpine desenvolveu uma tese de
doutorado na Universidade de Virginia, onde foi introduzida a
técnica da autocorrelagfo para o estabelecimento mais

rigoroso do teorems de Woodward . 0 trabalho foi publicado no
ano de 19469 /&/7.

O trabalho de MacAlpine continha certas dificuldades em

relacio ao calculo aproximado da integral estocastica do
sinal modulante , e 2 complicada funglo encontrada pelo mesmo
Para o limite superior do erro de aproximagio de seu estima-—
dor. 0 erro foi calculado supondo o caso particular de um
sinal modulante com distribuicio gaussiana de probabili—

dades,com um espectro modelado por um filtro $¥aussiano.

¢ trabalho desenvolvido por M. S. Alencar em 1988

contornouw a dificuldade com = integraciio estocastica, através

utilizacio do estimador linear médio quadratico , ao mesno
tempo em que estabelecey L

ca

novo limite superior para o erro

de estimagio da densidade espectral de poténcia , independen—

te da fdp do sinail modulante /727,

Qs resultados obtidos sugeriam » ubtilizacio da DEP  do
sinal modulado em frequéncia como est imador da fdp do sinal

moduiante * tendo  em vists que a normalizacio da  DEP  em

relagio 2 poténcia da portadorsa ; seguida de um escalonamento
da mesma

E

em relagio a0 indice de desvio om freguéncia (DFV\ €
. i
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uma  translagio em frequéncia (w = 0., garantem a este

. re " . C
est imador a condi¢ao de nao polarizado.
Deve-se levar em conta que os estimadores usuais para a

fdp sfHo geralmente polarizados , inconsistentes. , pouco efi-

cientes em relacio & variancia
quadratico

/87 .

, além de terem um erro médio
dependente da propria fdp do processo em analise

Por outro lado , para se estimar um parf@metro probabi-
listico =a partir de uma tnica observagio , deve-se supor O
processo ergdédicp e utilizar um intervalo de medigH8o muitas
vezes SUPEr i Or a0 tempo de correlaglo do mesmo "
Naturalmente, o tempo requerido para o calculo deste
parametro € proporcional a este intervalo € A faixa de ten~
soes estipulada e inversamente proporcional a dimensio da
Janela utilizada /5//414/.

6 varifdncia do estimador linear médio quadrdtico wutili-
zado neste trabalho,e a prépria varifncia da DEP como estima~
30 da fdp tendem a zero , para um sinal limitado em faina a
medida em que o indice de modulagBo cresce. Isto garante =a
eficiéncia do estimador e consequentemente a consisténcia do
mesmo ( a aproximagio sempre melhora para B->oo0). Alem diss0s
o estimador contém todas as informagtes relevantes para 2a

estimacio , o que lhe confere um carater de suficiénciaas

0 erro de estimacgio da fdp através da apgalise espectral

~ gstimacio da DEP -~ tem como limite superior uma Ccurva
inversamente proporcional ao quadrado do indice de modulagfo
(By =atingindo i% para B = 3 e um valor inferior a @,07%4 para
B = 4i@.

A partir dos resultados citados no Capitulo II, depreen-—
de-se gque 0 erro acima pode ser bem inferior ao erro obtido
através da estimagio da fdp por andlise temporal,que € da or-

dem de 1% para uma Jjanela ot ima, tendo em vista o COmpromi s
SiaEt g S

scut ido entre a variancia do  €rro de  estimagao

temporal & a dimensio da jansla de amplitudes.



A utilizagfo deste método de estfmacio para o desenvol-
vimento de um instrumento de medig3o da fdp € recomendada
pela sua simplicidade . Por outro iado , =as facilidades
computacionais atuais , permitindo a utilizagio de computa-
dores pessoais acoplados a CcoOnversores a/D , possibilitam a
implencntacio de um analizador de fdp digital a partir dos
resultados deste trabalho.

Al1ém da aplicagfio na estimagfo de fungdes densidade de
probabilidade e no calculo da densidade espectral de
poténcia, = técnica desenvolvida no presente trabalho pPOSS i~

bilita o atague » outros problemas , quais sejamt

i. FEstimagio do ruido de quant i TAGCAD para quant i zadores

uniformes € nao-uniformes .

Esta aplicagio foi discutida exaust ivamente na

referéncia /4/.

o, Andlise do espechtro dptico de linhas em Lasers.

0 espectro optico (espectro de linhas! em Lasers &

determinado através do “hat imento” de dois feixes de

luz GuULE seguem caminhos diversos em dois
enlaces de fibras opticas; com extensio
tal, que possibilita a descorrelacio dos feixes.
O resultado do batimento (obtido com um detetor
dptico elétrico guadriticol pode = ser atacado
pel:a teoria e cat imagio desenvolvida, PAFra

obtencgio da distribuicio de intensidades no Laser.

3. Analise da distribuicio de velocidades do fluxo Dop-

pler em Angiologis

Fuito wutilizada em Angiologiz. come auxilio 20
diagnas tico de enfermidadas; a analise do Fluxo
Dopplsr pods Ser ampliada ocom 2 b ilizagan g
et imacio desenvolvida aqui, visto que o efeito
Doppler provocado principaimeEn te pelo
deslocanento das hemac |28 NoOs per iodos o e

role & andlogo an ProcEssh de modulagao

wistole e diast
em  freaquéncia, o gus permibte est inar a distribuigio

de welocidades do Fluaxo SANGUINE0.

4¢



APENDICE I
ESTIMACAC LINEAR MEDIA QUADRATICA

A estimacHo de sinais aleatdrios a partir de dados
dizponiveis & uma das Principais aplicagdes da teoria de
probabilidades e processos estocisticos. Uma solug8o dtima
Para o problema €, em geral, dificil de ser obt ida analitica-
mente. Entretanto, pode-se simplificar bastante a solucio
considerando~se lineares as operagoes envolvidas e interpre-
tando o conceito d& dtimo no sentido médio quadratice /i2/.

ja—-se, no  caso, ESTIMAr 0 Processo vit + 1) 2
(t) & sus derivada v (t). Portanto deve-se achar
dois pardmetros a & b tais que

w(t + ) =

Rl

SAGE Y R R Gl
com um 2rro meédio quadratico minimo

ELCwCE+u) = a wit) - b vr (t)r2] X

<

O problema mais geral foi solucionado independentemente
rOr Wiener & Kolmogoroff fazendo-se uso do principio da

ortogonal idade, gue pode ser aplicado agui.

Tendo em vista que o erro deve ser ortogonal a vt} e
v, obtEm-se as equagies:s -

E Dlvit+ulr - avit) - by (k) vielrd = @ ' (1.3

E-Dlvit+il ~ av(t) ~ byrdtiivr(trd = @ (I.4:
O BEja,

Koo tuds— aR,, (@) - bR, (@) = @ (1.5}

Ryryr (M) = aR,, (@) - bR, ,(0)= & (I.6)
Gl e e € a aurocorrelas af o LG

Entretanto pode-se demonstrar que:

R7,,¢@2 = @ . condigio para «’(tlexistir G
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Rv,v(u) = - R’vv(u) (1.8

Ryryr(u) = - 8 o S (I.9)
logo,

Ryy(u) = aR,,, (@) (I.i@)

R7,,(u) = BR > i) (I.i41>

Aplicando-se (I.9) e (I.40) em (I.i) chega-se ao res-
ultado geral,

-

R, C(uy R> ., Cuy .
bt L e R e e el e {182

R, (@) R*7,,,$03

Para sinais com variacio lenta, para os quais a fungio
tle autocorrelagio rem um comportamento mondtonico, tem—-se

Ryy(y = R, () (1.13)

R7,,Cuy = R O uR”vv(Q) (I.i4)

Isso permite simplificar a EMPFESSAD (I1.12) para,
Wb 4+ ) o= oty 4+ g (b (I.15)
1
que € B equagho ubilizada no texto.

Deve ser obserwvado que para sinais com transicoes a-
bruptas (sinais digitais) n&g & possivel determdnar R’VV(QE (=3
rortanto a solucio (1.12) fica prejudicada.
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APENDICE II

ESTIMATIVA PARA A VARIACAO DE UM PROCESSO LIMITADO EM

FREQUENCIA

Considerando um processo aleatdério € estacionario limi-
a frequéncia maxima Wy com autocorrelacio Rv(u) e densi-
espectral de poténcia Sv(w), demonstra—-se para a condi-—
u g iL que /12/,
jad ]
e

=m—EL(v7 (£3)%F ¢ ECCv+ud-v(£3321 ¢ uPECCvr(£)323  (II.4)

Inicialmente, Para analise do limite superior, observa-

6 que a variacio média quadratica do processo vty pode ser
escrita como:

mas .,

iogn .

feme-s

desig

E C(vit+id=v(t))1®] = 2CR,, (0)-R ,(ul)1] (I1.2)

Entretanto,

q Ni“i
RERV(@) = Rv(u)J = ﬁﬁ_.g SM(N) (L =~ Coswylidw L. 3D
T W
: g T 2 ¢ )
1~ Coswu = 2 Sen®wu § (wu) (II.47
2 = 2/
- i Wi 5
E L(wltdul=v(t ] { - _S S, 0w twu “duw CLT o5
i -
il I &
Como 2 transiormads de -~ R” (@) € dada por w® S (u).
2 0 limite superior para » variacio
E Edvith mid gt 3350 ¢ 3% RO G0) = " BECqv (b330 (Iles
Tenao em  Cconts  povaments a CLL a3 ) e =

ualdade abaixo




i - Coswu = 2Senwy Yy 2Cw)® " —ﬁ— (II1.7)

<
e ¥ \
2 > Whi
obtem—-se
i Wi
ECCvit+u)—v(£ 1)@ 3 —eu j; S, (w2 (wu) 2y (I1.8)
1 i -5
Wi
Ol sejn

ECOvCt+ud=v e &1 ) —4u2 R (@) = 4uPEL(v7 (£1)21 (I1.9)

—— e o
A ultima desiguaidade (II.9) eatabelece o limite

inferior para a variagiio media quadratica do processo v(E) e

completa a demonstracio da expressio (II.4).



APENDICE III

RESULTADOS DA SIMULACAO

A simulaclo das equagtes (48) e (49) em computador,
permitiu a obtencio dos gridficos para as equagoes (57) e
(73), para um fngice de modulaglo respectivamente baixo e

elevado. Oa resultados estSfo esbogados graficamente nas figu-
ras 45 e 16.

A biblioteca de programas 87FFT foi utilizada para o
calculo das transformadas, o programa GKSPC foi usado para a
conversio dos dados e o programa PLOT possibilitou a geracio
das curvas ilustradas nas figuras 15 e 16 seguintes.

G APENDICE IV apresenta as listagens dos programas
Preparados para a simulagio.
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APENDICE IV

LISTAGENS DOS PROGRAMAS DESENUOLVIDOS“

As listagens seguintes apresentam 0s Programas,
Preparados em FORTRAN 77, para a simulagdo das diversas
etapas do cilculo da funcio densidade de probabilidade de um
sinal aleatdrio, a_partir da analise espectral.

AS rotinas codificam algor itmos de geragio de niimer os
pseudo-aleatdrios, através de técnicas de analise numer ica
’7//8/. Foram geradas sequéncias com distribuigio
uniforme e com distribuicso gaussiana.

G Processamento dessas  sequéncias POr LM filtro
recursivo, Produz as sequéncias de faixa limitada que 3o
utilizadas como sinais moduladores /7//8/.

O programa Principal interage com 0 usuario, solicitando
0 nivel do sinail modulante, além da frequéncia e nivel da
Portadora. De posse desses dados, a rotina simula as equacies
(483> =] (49}, armazenando os resultados em formato coluna
dupla. O programa 87FFT Processa esses resultados para obter
st imat ivas da densidade espectral de poténcia da portadora
modulada. O  programa GKSPD COnNveErte os ;Esultados do
Processamento anterior para um formato utilizivel pelo
Programa gerador de curvas PLOT.
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