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ABSTRACT

In this work a class of public service distribuition problems
are considered in which the demand is distributed along the streets.
Tipical problems of this class are: Garbage collection, postman

problem etc.

The principal effort is made in the determination of vehicle
routes, to minimize total travel distance. The classic model of

Chinese postman problem is used to solve this problem.

In a computational experience, a real problem of garbage
collection was solved. The comparison of obtained results and the ,
existing solution demonstrates that the work could be applied to

improve the service in practice.



RESUMO

Neste trabalho, & considerada uma classe de problema de dis

-

tribuigao de servigos publicos na qual a demanda & distribuida ao
longo das ruas. Problemas tipicos de tal classe sao: a coleta de 11

X0, a distribuicdao de cartas etc.

O esforgo principal & concentrado no problema da determina
géo de roteiros dos veiculos, de modo a minimizar as distancias to
tais percorridas. O modelo classico do problema do Carteiro Chinés

é usado para a solugao desse problema.

Numa experiéncia computacional, um problema real da coleta
de lixo foi resolvido. A comparagao dos resultados obtidos com a
solugao existente, mostrou que o trabalho pode ter aplicagdes prati

cas e aumentar a produtividade dos servigos.



Capitulo
Capitulo

capitulo

Capitulo

Capitulo

Capitulo

INDICE

INTRODUGAO .
DEFINICOES

PROBLEMA DE EULER
3.1 Caso de um Grafo Nao-Direcionado
3.2 Caso de um Grafo Direcionado

3.3 Caso de um Grafo Misto

O RPOBLEMA DO CARTEIRO CHINES
4.1 Caso de um Grafo Nao-Direcionado
4.2 Caso de um Grafo Direcionado

4.3 Caso de um Grafo Misto

PROBLEMA DE ACOPLAMENTO

5.1 Introdugao

5.2 Acoplamento de Cardinalidade Maxima

5.3 Acoplamento com Peso

O PROBLEMA DE COLETA DE LIXO
6.1 Introdugao
6.2 O Problema da Coleta de Lixo usando

m-Veiculos

16
16
20

22

27
27
35
43
45
45
51

69

80
80

82



6.3 Alguns Detalhes na Implementacgao do
. Algoritmo do Problema do Carteiro Chinés

para Resolver O Problema da Coleta de

Lixo : e | 88
Capitulo 7 : RESULTADOS COMPUTACIONAIS 94 -
Capitulo 8 . : SUMARIO E CONCLUSOES 103

Referéncias _ ' . 106



CAPITULO I

INTRODUCAO -

O problema da distribuicao de servicos publicos & um dos pro
blemas que envolvem mais pesquisas e trabalhos depois de 1960. E
xemplos tipicos de tais servigos sao: limpeza de ruas, coleta de

lixo, distribui¢ao de cartas etc.

Para perceber a importéncia de considerar o problema de dis
tribuigéo de servigos plblicos, basta dizer que em 1973 nos EUA fo
ram despendidos aproximadamente 4,5 bilhoes de ddlares para a colé
ta de lixo. Isto foi 10 por cénto do orcamento total da comunidade
[ 12 ] . Esses fatos podem mostrar a importéncia de tais problemas

para qualquer outro pais.

Até anos recentes, o maior esforco no campo da pesquisa ope
racional era concentrado nos problemas de servigos privativos, 1i.
e., problemas enfrentados pela indistria e comércio. Enquanto is
so, poucos esforcos foram feitos para a sdlugéo dos problemas en
frentados pelos setores piiblicos. Talvez a maior razdo fosse devi

do a complexidade e ao porte desses problemas. Felizmente, com o
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desenvolvimento das técnicas da pesquisa operacional e a - disponibi
lidade dos computadores de alta velocidade, agora se tornou possi

vel tentar resolver esses problemas, ou pelo menos aumentar a produ

tividade dos servigos.

Alguns toOpicos ja ;onsiderados no problema da diétribuigﬁo‘de
servigos publicos sao Oos seguintes:
- Alocacgao e sequenciamento de facilidades (veiculos, mdao de

obra etc);
- Divis3o de uma area em secgoOes de demanda iguaal;

- Localizagao de algumas facilidades para a transferéncia do

servigo (estagoes de transferéncia);
- Determinacao do roteiro dos veiculos.

A analise da determinagdo dc roteiro torna-se muito importan
te para uma classe de problemas de distribuicdo de servigos  pibli

cos. Esse problema pode ser definido das seguintes maneiras:

a) Determine um roteiro para servir a um conjunto de locais
distintos, de modo que a distancia total do roteiro seja minima. Es
se problema na literatura & conhecido comd "o problema do caixeiro

viajante".
b) Determine um roteiro de distancia minima para servir a to
dos os segmentos de uma rede, onde a demanda €& distribuida ao longo

dos segmentos. Este & conhecido como "o préblema do Carteiro Chi

c) Determine um roteiro para servir a um subconjunto de locais



¢ a um subconjunto dos segmentos de uma rede de tal maneira que a
distancia total percorrida seja minima. Este & chamado "o problema

geral de determinagao do roteiro".

Nesta tese, & considerado o problema de determinagao do ro
teiro para a distribuigao de servigos publicos ao longo dos segmen
tos de uma rede (o problema do éarteiro Chinés). Exemplos de tal
problema sao: a distribuigéo de cartas, a limpeza de ruas pelas vas
souras mecanicas, a coleta de lixo, a insPegéo de fios de transmis

sao de energia, a distribuicao de leite, passeios regulares dos po

liciais nas ruas nos expedientes a noite etc.

. Uma definicao mais precisa do problema considerado nesta te
se pode ser o seguinte: Dada uma area definida por um conjunté de
segmentos de rua, e um conjunto de intersegoes, onde o servigo deve
ser distribuido ao longo das ruas, um custo de percurso (também. po
de ser tempo ou disténcia) é associado a cada segmento da rua, o ob
jetivo & determinar um roteiro que comecga de um ponto, percorre to
das as ruas pelo menos uma vez e volta ao ponto inicial, de tal mo
do que o custo total de percurso seja minimo.

NOs consideramos esse problema em trés casos diferentes:
a) Quando todas as ruas sao de sentido duplo;
b) Quando todas as ruas sao de sentido Unico;

c) Quando algumas ruas sao de sentido Gnico e algumas outras

de sentido duplo.

Nos Capitulos 3 e 4 todos os casos serdo considerados e  se

rao apresentados métodos exatos e eficientes para resolver o proble



ma nos casos (a) e (b). No Capitulo 5 a teoria basica para o desen

volvimento dos algoritmos sera apresentada.

Muitas vezes, esses algoritmos nao podem ser aplicados di
retamente ‘para resolver os problemas reais da distribuicao de ser
vigos publicos. Por exemplo, na coleta de lixo cada veiculo & su

jeito a sua capacidade, portanto, um veiculo numa so viagem possi
velmente nao pode fazer o servigo da cidade inteira. Geralmente,
mais que um velculo & necessario e cada vez que um veiculo esta
cheio, deve voltar ao depdsito de lixo e descarregar. Isto signifi
ca que deve ser determinado um conjunto de roteiros ao invés de um

sO0. Mas ainda os algoritmos apresentados podem dar solugoes boas

(mas nao necessariamente Otimas) para esses problemas. Como um e

xemplo, a implementacgao dos algoritmos para resolver o problema da

coleta de lixo @& considerado no Capitulo 6.

Como uma experiéncia, o problema da coleta de lixo do Bairro
dos Estados, da cidade de Joao Pessoa, foi consideraao e foi wusado
para testar os programas desenvolvidos nesse trabalho. Os resulta
dos dessa experiéncia sao apresentados no Capitulo 7. Finalmente,

no Gltimo capitulo, conclusdces e sugestoes serao abordadas.



CAPITULO 1II

DEFINICOES

2.1 Definicao de um Grafo

Um grafo G = (N,4) € uma estrutura composta de um conjunto
finito ¥ de elementos chamados ndos e de um conjunto 4 de pares de
nos chamados ramos. Como exemplo, a figura 2.1(a) mostra um grafo
no qual os nos sao representados por circulos e os ramos por linhas.
Nesse exemplo ¥ = {1, 2, 3, 4, 5} e 4 = {a,, az; B35 Buas Ass Gés

az,}.

Se os ramos de conjunto 4 tiverem uma diregdao, que & mostra
da por uma seta, eles serao chamados arcos e o grafo & chamado um
grafo direcionado (Figura 2.1(b)). Se os ramos nao tém nenhuma dire

cao, eles sdo chamados ligacgdes e o grafo & chamado nao-direcionado

(Figura 2.1(a)). Um grafo composto de alguns ramos direcionados (ar
cos) e outros nao-direcionados (ligagoes) & chamado misto (Figura
2. 1{e)) -

Neste trabalho um arco também & denotado pelos seus nés ter

minais. Por exemplo, se o nd 7 € o nd inicial do arco a, e o no j é
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o seu no final, entao a pode ser denotado por (Z,j). Portanto, na
figura 2.l(b) O arco a, pode ser répresentado por (5,2). Nesse tra
balho uma ligagao sempre pode ser substituida por dois arcos contré
riamente direcionados., Entao uma ligagéo'ak cujas terminais sao 7 e

J. pode ser denotada pof (L,d) o (F,4€).

2.2 Cadeias e Caminhos

Uma cadeia num grafo nao-direcionado & qualquer sequéncia de
ligagoes onde o no final de uma & o nd inicial da préxima. Portan

to, na Figura 2.2 as sequéncias das ligacgoes:

{Z.1) a5y gy QAey A3
(2.2) as, as, a7, ‘As
(2'3) A3, A7, A10s A9, A, A7 az, ,

sao cadeias.

Os ramos (Z,j)ed e (j,k)e4d que tém o nd j em comum, sao chamadas in

cidentes. Entao na Figura 2.2 os ramos a; € as sao incidentes.

Uma cadeia simples & uma cadeia que ndo usa a mesma ligagao
mais que uma vez. Portanto, as cadeias (2.1) e (2.2) acima sao sim

ples, mas a cadeia (2.3) nao €, porque usa a; duas vezes.

Uma cadeia elementar & uma cadeia gue nao usa O mesmo nomais

que uma vez. Entdao a cadeia (2.1) & elementar, mas as cadeias (2.2)

e (2.3) nao o sao.

-3

Um caminho & uma cadeia que tem uma direcao determinada. Por



exemplo, na Figura 2.1(c) a sequéncia dos ramos a;, a3, a forma
um caminho do nd 2 ao nd 1. Se existe uma cadeia entre dois nds 7 e
J, entao existe um caminho do nd 7 ao nd j e um outro do nd j para

o 7 (porque cada ligacao da cadeia pode ser substituida por'dois ar

cos de diregoes contrarias).

Figura 2.1: Exemplo de um grafo direcionado, nao direcionado

e misto

Figura 2:.2.



2.3 Pesos

Um numero Cij as vezes pode ser associado a um ramo (7,J).
Esses numeros sao chamados pesos. Também um peso u. as vezes pode
ser associado a um nd z. O valor de uma cadeia (ou caminho) & defi

nido como a soma dos pesos dos ramos na cadeia (ou caminho).

2.4 Cardinalidade

Dado um grafo G = (N,4), seja B um subconjunto de A. A cardi
nalidade do subconjunto B, denotada por |B|, & definida como o nime
rn dos ramos de B. Por exemplo, na Figura 2.1l(c) a cardinalidade.do
subconjunto dos ramos definidos por {a;, a7, as} & trés.

2.5 Ciclos e Circuitbs

Um Ciclo & uma cadeia na qual o no inicial e o final sao os
mesmos. Portanto, na Figura 2.2, a cadeia formada pela sequéncia
déy A8y A1y A5y A3 é um ¢1.clo.

Um Circuito & um ciclo direcionado. Portanto, um circuito @&
um caminho que comegca e termina no mesmo no. Na Figura 2.1l(c) a se

gquéncia. a,, as, as, ay & um circuito.

0 valor de um ciclo (ou circuito) & definido como a soma dos

pesos dos ramos no ciclo (ou circuito).

Ciclos (ou circuitos) simples e elementares sao definidos da

mesma forma que cadeias (ou caminhos).

2.6 Grau de um NO

O grau de um nd 7 & definido como o niimero dos ramos inciden



tes no mesmo e & denotado por di' Portanto, na Figura 2.2 o grau do

no 6 d¢ = 4 e o grau do nd 1 d, = 2.

O grau de saida de um nd i & o nimero dos ramos'direéionados
cujo no inicial @ o proprio 7 e, semelhantemente, o nimero dos ra
mos direcionados cujo nd final @ o nd 7, @ chamado grau de entrada.
Por exemplo, na Figura 2.1(b) o grau de entrada do nd 4 € um e o

seu grau de salda & dois.

2.7 Grafos Parciais e Subgrafos

Dado um grafo ¢ = (N,4), um grafo parcial G, de G € o grafo

2
(N,AP) com A?c:A. Portanto, um grafo parcial & um grafo com o mesmo
numero dos ndos, mas com somente um Subconjunto dos ramos do grafo
original.

Se a Figura 2.3 (a) representa o grafo G, a Figura 2.3(b) &

um grafo parcial GP'

Dado um grafo ¢ = (N,4), um subgrafo G_ & o grafo (NS,AS)

com NSC:N e AS = {2532 iENS, jENS, e (7,j)cd}. Portanto, um sub

grafo tem um subconjunto Ns do conjunto dos ndos do grafo original,

Figura 2.3
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mas contém somente os ramos cujos nos iniciais e finais estio no

subconjunto Ns' A Figura 2.3(c) mostra um subgrafo do grafo da Figu

ra 2.3(a).

2.8 Tipo dos Grafos

2.8.1 Grafo Conexo

Um grafo G = (N,A) & conexo, se para qualquer dois nds © e i
€ N ha um caminho em G de 7 para j. Os grafos das Figuras 2.1(a) e
2.1(c) sao conexos, mas o grafo da Figura 2.1(b) nao & conexo, por

gue nao existe um caminho nesse grafo do nd 1 para o 5.

2.8.2 Grafo Completo

Um grafo ¢ = (N,A) & chamado Completo, se para dois nds quais
quer 7 e j € N (2 #'j), o ramo (Z,j)eA. Por exemplo, o grafo da Fi
gura 2.4(a) @ um grafo completo nao-direcionadé e o grafo da Figura

2.4(b) & um grafo completo direcionado.

oo

(a) Um grafo Completo (b) Um grafo completo

nao-direcionado direcionado

Figura 2.4
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2.8.3 Grafo Bipartido

Um grafo ¢ = (N,A) & chamado um grafo Biéartido, se o conjun
to N dos seus n6§ pode sér dividido em dois subconjuntbs S e T, tais
que todos os ramos tenham um nd terminal em S e o outro em T. Entao,
um grafo bipartido pode ser representado por G = (S,T,4). A Figura
2.5(a) mostra um grafo bipartido nao direcionado, no qual os nds 1,

2, 3 e 4 formam o conjunto S e os nds 5, 6 e 7 formam o conjunto T..

E muito facil mostrar que:
TEOREMA 2.1 Um grafo nao direcionado G & bipartido, se e somente se

nao contém nenhum Ciclo de cardinalidade iImpar.

Um grafo bipartido ¢ = (S5,T,A) & chamado Completo, se para
qualquer 7 € S e qualquer jJ € T, o ramo (7Z,j)eA. A Figura 2.5 (bJmos

tra um grafo bipartido completo.

(a) Grafo bipartido (b) Grafo bipartido completc
Figura 2.5

2.9 A Representacao de Grafo por Matriz

Uma maneira conveniente da representacgao de um grafo algebri

camente & pelo uso de matrizes, como o seguinte.
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2.9.1 A Matriz de Adjacéncia

Dado um grafo G, a sua matriz de Adjacéncia & denotada por

4 = [aij].e & dada por:
aij = 1 se o arco (Z,j) existe em @G
a;; = 0 se o arco (7Z,j) nao existe em G.

(Uma ligagao pode ser substituida por dois arcos de diregdes contra

rias). Portanto, a matriz de adjacéncia do grafo mostrado na Figura

2.6 ée: -
i 2 3 4 5 6
1|0 1 0 0 0 0
2|1 0 1 0 0 0
3|10 1 0 1 1 1
A = 4 10 0 1 0 i) 0
510 0 0 1 0 1
6|1 1 1 0 0 0
A matriz de adjacéncia no caso de um grafo bipartido
G = (5,7T,A) pode ter uma forma mais reduzida. Nesse caso nao exi§.

tem ramos entre nds do conjunto S, entao para qualquer zZeS e jeS te
mos,aij = 0 (o que tembém ocorre para os nds do conjunto T). Portan
to, podemos definir os indices das linhas da matriz como os nds do
conjunto 5, e os 1ndipes das colunas como os do conjunto f. Por e
xemplo, o grafo bipartido da Figura 2.5(a) pode ser representado pe

la seguinte matriz:
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2.9.2 A Matriz de Incidéncia

Dado um Grafo G de n ndos e m ramos, a matriz de Incidéncia

I

de G & denotado por B = [b..] e & uma matriz de nxm definida como o

J
seguinte:

) bij =+ 1 se ©7 & o nd inicial do arco ays
ou 7 @ um nd terminal da ligagao ays
bij = - 1se i & o ndo final do arco ays
bij = 0 no outro caso.

Para o grafo mostrado na Figura 2.6, a matriz de incidéncia ée:

a as as ay as as as as aq
4 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 0 -1 1 0 0 0 0 0
B = 3 0 0 0 1 1 0 1 1 0
4 0 0 0 0 0 0 0 i 3
5 0 0 0 0 0 1 -1 0 1
6 0 £ | i 0 i =1 0 0 0

Porque cada ramo & incidente exatamente a dois nds, entao cada co

luna da matriz de incidéncia contém dois elementos diferentes de ze
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EQ. .

Figura 2.6

2.10 Representacido de Rede de Ruas por Grafos
= Conforme a definicao de grafo, uma rede de ruas pode ser re
presentada pelo mesmo. Para isto representamos cada.segmento da rua
por um ramo e cada intersecao por um nd. Se o segmento da rua nao &
de diregao Gnica, o respectivo ramo & nao-direcionado. Se o segmen
to tem um sentido determinado, ent3o & representado por um arco.
Por exemplo, na Figura 2.7 (a) & dada uma rede de ruas onde a dire
cao de trafego de cada segmento de rua & determiﬁada pelas setas.
Essa rede pode ser representada pelo grafo misto da Figura'2.7(b).
O comprimento (ou custo do percurso) de cada rua pode ser interpre

tado como um peso para o respectivo ramo.
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©

(b) o grafo representante da rede

Figura 2.7



CAPITULO 1III

PROBI.LEMA DE EULER

3.1 Caso de um Grafo Nao-Direcionado

Ciclo Euleriano

Dado um grafo nao direcionado G, um Ciclo Euleriano & um ci

clo que percorre todas' as ligagoes de ¢ uma vez e somente uma vez.

Obviamgnte, nem todos os grafos tém ciclo Euleriano, mas, se
existir um ciclo Euleriano, isto significa que ele pode sef desenha
do sem levantar o lapis do papel. Como exemplo, o grafo da Figura
3.1 nao tem Ciclo Euleriano, mas o grafo da Figura 3.2 tem tal Ci

clo dado pela sequéncia: (Comegando no nod nl)

A direcgao afpercorrer e mostrada pelas setas na Figura 3.2.
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Figura 3.2: grafo com ciclo Euleriano.

Euler, no seu problema celebre da ponte Konigsberg, foi a
primeira pessoa gue considerou a existéncia da tais ciclos em gfg
fos. Konigsberg & uma cidade construida em ambas as margens do rio
Pregel e sobre duas ilhas no rio. As margens do rio e as duas ilhas
s3o conectadas por sete pontes, como mostrado na Figura 3.3 (a). A
guestao proposta em 1936 era: se possivel comegar de um ponto qual
quer da cidade, cruzar cada ponte exatamente uma vez, e retornar ao
ponto inicial. Se cada margem do rio e cada ilha sao représentadas
por um nd e cada ponte por uma ligagao, o mapa da Figura 3.3 (a) po
de ser representado pelo grafo da Figura 3.3(b). O probléma agora &
determinar se existe um ciclo Euleriano nesse grafo. Eulgr conclui

que o grafo nao contém ciclo Euleriano.
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_<j ) : . )

;\\\\k,

(a) Mapa de Konigsberg

D

(b) Grafo equivalente
Figura 3.3

O teorema basico sobre a existéncia de um ciclo Euleriano &

O seguinte:

TEOREMA 3.1 [8] Um grafo conexo ndo direcionado G contém um cielo

Euleriano, se e somente se nao tiver ndos de grau impar.

NECESSIDADE. Qualquer ciclo Euleriano deve usar uma ligacgao para
chegar a um nd e uma outra ligagao para partir, sendo que todas as
‘ligagoes devem ser percorridas exatamente uma vez. Entao, se G con

tém um ciclo Euleriano, o grau de todo nd deve ser par.

SUFICIENCIA. Seja G um-grafo conexo nao direcionado com ndos de grau
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par. Comece umn ciclo em algum nd n, arbitrario e prossiga ao longo
de uma ligacgao anteriorpente nao usada para o proximo nd até que o
ciclo retorne.a n, e se torne completo. Caso'todas_as ligagoes te
nham sido usadas, o ciclo Euleriano desejado foi estabelecido. Caso
algumas'ligaQBes riao tenham sido usadas, entéd seja ¢ o ciclo ja
completo. Porque G-é congctado, ¢ deve tef passado atfavés de'algum'
nod n.r O qual € o nd terminal de algumas 1iga96eé até agora nao usa
das. Se todas as ligagoes usadas por ¢ sao removidas, entdo o grafo
resultante ainda tera grau par em todoé os nos, por que ¢ deve usar
um nimero par de ligacoes adjacéntes em cada nd (zero & considerado

um nimero par).

Comegando novamente de n. podemos percorrer um ciclo ¢' come .
gando e terminando em n.. Mais uma vez, se o resto das ligagbes sao
usadas por %', concluimos o teorema. Uma parte de ¢ de n,an, se

guido pelo Ciclo ¢' e seguida pela outra parte de ¢ de n.an, sera
o ciclo Euleriano requerido. Se algumas ligagGes ainda ndao sao usa
das, seja o novo ciclo ¢ a unido de & e ¢' descrita acima. Novamen
te podemos achar um nd n; encoéontrado por &, o qual & o terminal de
algumas ligagoes ainda nao usadas. Entao podemos prosseguir forman
do um novo ciclo ¢', comegando de nj e assim por diante, até que fi
nalmente dessa manéira todas as ligagoes sejam usadas e um ciclo Eu
leriano o seja obtido. Isto prova que o ciclo requerido pode ser

construido em qualquer grafo conexo nao direcionado, no qual todos

os nds sao de grau par, e prové um métodc para construir tal ciclo.

A
13-

No grafo da ponte Konigsberg, todos os nds sao de grau
par; portanto, nao existe um ciclo Euleriano nesse grafo.

Podemos notar tambem que qualquer grafo deve ter um namero
par de nds de grau impar. Este resultado & baseado no numero total

de incidéncias no grafo inteiro. Cada ligagao esta en contacto com
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dois nos; entao a soma de grau de todos oOs nds &:

~ 3
o -
I
[
3

.
i
—

onde m & o numero total de ramos e di & o grau de nd 7. No caso em-

que alguns nds sejam de grau par e alguns outros sejam de grau im

par, podemos escrever

M X
Qu
.
i
(o5
IS
o,
+
o
Q
o,
]

2m

el

@
]
[
.
m
g

onde P & o conjunto dos ndos de grau par, e I & o conjunto dos nos

de grau impar. Obviamente, I d. e 2m sao nUmeros pares; portanto,
1€P

z di também deve ser um nimero par. Se se somar um grupo de = nume

Tel

ros impares e se obter um nimero par, entao o nimero dos nimeros im

pares deve ser par. Logo, em qualquer grafo ha um nimero par de nds

de grau impar.

3.2 Caso de um Grafo Direcionado

Circuito Eulertano

Dado um grafo direcionado G, um Circuito Euleriano & um cir

cuito que percorre todos os arcos de G uma vez e somente uma vez.

TEOREMA 3.2 A condigdo necessaria e suficiente para existéncia de
um circuito Euleriano & que o grafo seja conexo e para cada nd lo]

grau de entrada seja igual ao grau de saida.

A prova desse teorema e semelhante a prova do teorema 3.1, e
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e também o método de construir um clreuito Euleriano de acordo com
esse teorema’'@ o mesmo que foi discutido no caso de um grafo nao-di
recionado. Aqui tentaremos mostrar isto somente com um exemplo. Con
sidere o grafo direcionado da Figuré 3.4. De acordo com o . teorema
3.2 ¢ gfafo contém um circuito Euleriano, porque ele & conexo e pa
ra cada nd o grau.de entrada @ igual ao grau de saida. Um circuito
Euleriano nesse grafo pode ser construido na seguinte maneira. A
partir de um nd qualquer, por exemplo n,s comegamos a fazer um cir
cuito; se o circuito percorrer todos os arcos, entao ele & um cir

cuito Euleriano e terminamos. Se nao, seja n n

1% "o Bgsl Tge Sgs 8y

Figura 3.4: Grafo com Circuito Euleriano

o circuito ja feito. Novamente a partir de um nd do circuito exis
tente, o qual & o nd terminal de um arco ainda nao usado, comegamos
a fazer um outro circuito usando somente arcos nao usados. Como e

xemplo, a partir de n, podemos fazer o circuito Mos Mys Nes Nas Ny

2
A parte do circuito anterior de ny an, seqgquido por novo circuito e
sequido pela outra parte do circuito anterior de n, an, sera o cir
cuito Euleriano requerido nesse grafo. Entao, um circuito Euleriano
nesse grafo pode ser obtido pela sequéncia de nos Nys Mos Mys Mg,

N3s Mgs Mgy Mgs N3y Ny- Portanto, em qualquer grafo que satisfaga
as condigées do teoreﬁa 3.2, podemos construir um circuito Euleria

i

nol
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3.3 Caso de um Grafo Misto

A existéncia de um circuito Euleriano num grafo misto & ga

rantida pelo Segulnte teorema:

TEOREMA 3.3 [9] A condigdo necessdria e suficiente para existéncia

de um circuito Euleriano num grafo misto G = (N,4) @ que:
(a) O grafo seja conexo;

(b) O nimero total de ramos incidentes em cada nd do grafo

seja par; ~

(c) Para cada no, e cada subconjunto de nds, o nimero de ra
mos nao direcionados incidentes no nd (ou subconjunto)
seja maior do que, ou igual a diferenga em niimero entre

ramos direcionados de entrada e de partida.

As primeiras duas condigoes sao requisitos familiares, a ter
ceira & algo diferente. A necessidade de condigao (c) pode ser con
siderada por um exemplo. Isto & mostrado na Figura 3.5. O grafo nes
sa figura & conectado e todos os nos sao de grau par. Contudo, ée
considerarmos a regiao do grafo definido pelos nds 4, S5 e 8, nota
mos que & exigido entrar 5 vezes nessa regido (por cinco ramos dire
cionados) e sO existem 3 ramos (um direcionado e dois nao direcio
nados)'disponiveis para sair dessa regiao. Portanto, & claramente
impossivel fazer um circuito Euleriano nesse grafo, e concluimos que
a condigao (c) & necessaria.

A prova de suficiéncia & baseada no' teorema de circulagao
de fluxo em redes [9]. Considere-se um grafo G = (N,A) e supondo

que ¢ e £ sejam limites superior e inferior de capacidade dos ra
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Figura 3.5 Um grafo misto sem circuito Euleriano

mos em A onde 0 < £ < ¢, -uma circulagao viavel em (VN,4) & uma

cao f em A satisfazendo
(3.1) F(L,0) - £(N, %) = 0 , ieN

(3.2) £(%,5) < f(i,4) < e(i,3) (2,4)¢€A.

23

fug

Isto significa que uma circulagéo viavel satisfaz os limites

superior e inferior da capacidade dos ramos e para cada ndo o fluxo

de entrada & igual ao fluxo de saida. Também definimos X como

conjunto em ¥ e X seu complemento.
O teorema de circulacgao é:

TEOREMA 3.4 Aicondigéo necessaria e suficiente para existéncia

uma circulagdo viavel, quando 0 < £(%,j) < e(%Z,5) & que:

(3.3) e(X,X) > &(X,X) para todos X&W

sub

de

Nao provamos esse teoremas, porque é fora do assunto da tese.
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A interpretagao de (3.3) fica clara com o_exemplb da figﬁra
3.6. Nesse exemplb, o fluxo maximo que pode fluir de ¥ para X, sao
4 unidades de fluxo, énéuanto o) fluxo minimo que deve sair de X. pa
ra ¥, sac 5 unidades (2+3); logo nao pode existir ﬁma circulacao

viavel para esse exemplo

Figura 3.6 A interpretacao da relagdo (3.3)

Voltamos para a prova de suficiéncia do teorema 3.3. Primei
ramente substituimos cada ramo nao direcionado de G por.um par de
arcos contrariamente direcionados, obtendo um grafo direcionado
G, = (N,Az). Definimos limites superior e inferior de capacidade pa

ra os arcos (Z,jJ) em A, por:

1

para todos (i,j)eAI

el(i, ) = 1
Lid,d) = {1 Se (Z,J) & um arco direcionado de 4;
{0 Caso contrario.

Entao, a hipotese (c) do teorema 3.3 & equivalente a (3.3) do
teorema de circulagdo; portanto, had uma circulacao viavel f em G-
Agora, conforme essa‘circulagéo, orientamos alguns ramos nao dire

cionados de G de acordo com o seguinte:

Se (Z,j) & um ramo ndao direcionado de G e se f(Z,j) = 1,
f(j,i) = 0, direcionamos o ramo de % para j. Disto resulta um grafo

misto G, = (N,Ag), o qual tem propriedades (a), (b) do teorema 3.3



25

e tambem

_’ + - o . g |
(C'): em cada nd o nimero dos ramos direc¢ionados gque entram

‘no no e igual ao nimero dos ramos direcionados que sa

em do mesmo.

Agora, basta estabelecer que em G2 existe um circuito Eule
riano. De acordo com (b) e (c'), o numero dos ramos nao direciona
dos incidentes em cada nd deve ser par. Isto significa que os ramog
nao direcionados de 62 formam ciclos. Direcionando esses ciclos e
direcionando os ramos de acordo com a diregao dos ciclos, o grafo
G, se torna totalmente direcionado. Entao, conforme o teorema Bl

2

existe um circuito Euleriano no 62 e concluimos o teorema.

Deve ser observado que, se um grafo misto satisfaz as condi
coes (a) e (b), mas nio existe uma circulagao viavel, isto signifi
ca que o grafo nao tem circuito Euleriano. Mas, se existir, a prova
da suficiéncia do teorema prové um método para construir tal circui

to.

Voltamos para o problema de distribuicao de servigos publi
cos (coleta de lixo, distribuigao de cartas etc) discutido no capi
tulo I. O problema & o seguinte. Dada uma rede de ruas (um bairro),
representada por um grafé comegando de ﬁm nd na rede (depdsito de
lixo, correio etc) encontrar um roteiro que percorre todas as ruas
pelo menos uma vez e retorne para o ponto inicial, de modo que (o}
comprimento total do roteiro seja minimizado. O teorema de Euler ga
rante que num gfafo cbnexd ou rede de ruas que satisfaca as con
dicoes necessarias .do teorema, existe um roteiro (um ciclo ou cir
cuito Euleriano) que percorre todas as ruas exatamente uma vez. Por
gque o problema de distribuicao de servigos publicos também exige pe

lo menos uma passagem em cada rua, entao, nesse caso, O comprimento
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do ciclo (ou circuito) €& minimo. Mas, se o grafo ni3o satisfizer as
condigoes, nao existe um ciclo Euleriano e qualquer roteiro que per
corre cada rua pelo menos uma vez, percorrera algumas ruas mais que
uma vez. Se desenhamos as ruaé repetidas como ramos adicionais no
grafo, o grafo resultante vai possuir um ciclo (ou circuito) ' Eule
riano e podemos fazer um roteiro que percorre todos os ramos (inglg

indo os ramos adicionais) exatamente uma vez.

Entao, nosso problema & comegar-com um grafo que nao teﬁ um
ciclo Euleriano e adicionar (duplicar) ramos de modo que o me smo
possua um ciclo (ou circuito) Euleriano, de tal maneira que o com
primento (custo de percurso) dos ramos adicionais seja minimizado.
O teorema de Euler garante que poderemos deteminar um roteiro no no
VO grafo,.obqual percorre todos os ramos (incluindo os duplicados)
exatamente uma vez e retorne ao ponto inicial. Porque o custo de
percurso dos ramos adicionais @ minimo, o custo de percurso do nos

"

so roteiro também o &. Esse problema & conhecido como "o problema

do Carteiro Chinés".



CAPITULO IV

O PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES

. Consideramos neste Capitulo o problema: "achar um ciclo (ou
circuito) que percorre todos os ramos de um grafo pelo menos uma
vez de tal modo que a distdncia (custo de percurso) total seja mini
zada", conhecido como "o problema do carteiro Chinés". Esse proble-

ma & considerado em trés casos diferentes: no caso de um grafo nao-

-direcionado, direcionado e misto.

4.1 Caso de um Grafo Nao-Direcionado

Tratamos nesta secao do problema do carteiro Chinés no caso
de um grafo nao direcionado. O teorema de Euler no Capituld anteri-
or afirmou que,.num grafo conexo nao direcionado, que nao tem ne
nhum nd de grau ~mpar, existe um ciclo Euleriano que percorre todas
as iigagées do grafo exatamente uma vez. Porque um ciclo Euleriano
nao usa nenhuma ligagac mais que uma vez, entao podemos - concluir

gque o ciclo & uma solugao Otima para o problema do carteiro Chinés

nesse grafo.

Se alguns nos do grafo sao de grau impar, entao qualquer ci

clo que percorre todas as ligacgoes do grafo pelo menos uma vez, per



28

correra algumas ligagoes mais que uma vez. O problema nesse caso &

minimizar o comprimento total das ligagoes duplicadas.
4.1.1 O Algoritmo de KWAN

O primeiro trabalho publicado para resolver este problema de
minimizacao foi por Mei-ko Kwan (1962) que era interessado em deter
minar roteiros de carteiros. O trabalho de Kwan & baseado na desco
berta de ciclos negativos [17]. O algoritmo de Kwan pode ser resumi

do nos seguintes passos:

1. 0 grafo nao direcionado G = (N,4), que tem peso wij associado. a

cada ligacgao aij (que representa o custo de percurso) & dado. Se o

" grafo tiver alguns nds de grau impar, acrescentem-se algumas liga

coes de modo que todos os nds se tornem de grau par e adicionalmen
te associe-se peso —ng a cada ligagao adicionada aij’ onde, wij é
o peso da ligagao aij no grafo original.

2. Examinemos qualquer ciclo no grafo. Se encontrarmos um ciclo ne

gativo (i.e. um ciclo de valor negativo), removam-se todas as liga

¢Oes adicionais e dupliquem-se todas as ligagoes nao duplicadas do
ciclo; associem-se pesos negativos as novas ligagoes duplicadas da

mesma maneira que foi descrito acima.

3. Voltemos para o passo 2 até que nao existam mais ciclos negati

VOS.

4. Construamos um ciclo Euleriano no grafo resultante de acordo com

o teorema de Euler.

Como exemplo, na figura 4.1(a) & mostrado um grafo no qual os

nds 1 e 6 siao de grau impar. Se duplicarmos os ramos (1,2) e (2,6),



29

no grafo resultante todos os nos serao de grau par. Esse grafo e
mostrgdo na figuré 4.1(b) . Agora nesse grafo, se considerarmos o el
clo (1, 2, 6, 5, 1), a soma dos pesos & -5; entao, ele & um cicld
negativo. Portanto, nesse ciclo as ligagoes duplicadas devem ser
trocadas; o novo grafo & mostrado na figura 4.i(c) e ele nao tem
mais um cuclo negativo. Isto significa que nao existem mais cadeias
de valor menor que a cadeia ja duplicada; entao, o peso total das

ligagoes duplicadas & minimo e consequentemente um ciclo Euleriano

nesse grafo tem o peso minimo.

(a)

(b)

(c)

Figura 4.1 O exemplo do algoritmo de KWAN
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O algoritmo do KWAN tem um problema sério, porque geralmente
O numero de ciclos numa rede @ extremamente grande; entao, a inspe-
¢ao de todos os ciclos, para assegurar que ndo ha mais ciclos nega

tivos, €& praticamente impossivel.

Por causa do trabalho de KWAN, o problema de achar um ciclo
de comprimento minimo envolvendo todas os ramos num grafo conexo &

chamado "o problema do carteiro Chinés".
4.1.2 O Conceito de Caminho Mais Curto

Uma outra maneira de se considerar o problema do carteirt:éhi
nés & encontrada no trabalho de EDMONDS (1965) [6] e GLOVOR (1967)
[11]. Num grafo em que existem alguns nds de grau impar, o que e
requerido & a duplicagao de ligacgoes apropriaaas, de modo que o gra
fo possua um ciclo Euleriano. Isto implica que cada nd de grau im
par deve converter-se em um de grau par, mantendo o grau dos nos-
restantes. Claramente, quando duplicamos uma sd ligagao entre dois
nds, trocamos o grau de ambos os. nds. Se originalmente ambos os nos
sao de grau impar, os dois torman-se de gréu par. Mas, se um ndo &
de grau impar e o outro de grau par, duplicando a ligacadao entre eles
simplesmente se troca a propriedade de par e impar. Entao, o proces
so de dublicagao deve ser continuado até que termine num nd que era
originalmente de grau impar. A figura 4.2 mostra tal processo entre

dois nds que originalmente eram de grau impar.

Figura 4.2
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Uma propriedade adicional de uma boa sglugﬁo pode ser desco
berta. por inspegao da Figura 4.3. Se o caminho duplicadé entre dois
ndos de grau impar nao @ o caminho mais curto diponivel entre aque
les ndos, podemos melho;ar 0 custo de percurso no grafo por 'eliming
cao das ligacgoes duplicadas e dupiicar ligagoes no caminho mais cur
to. Entao, em qualquer solucado otima, isto deve ser verdadeiro: que
© caminho onde houve duplicagoes, seja o caminho mais curto ligando
os nos de grau impar. No.exemplo da Figura 4.3, os nds 1 e 6 eram
originalmente de grau impar, portanto o caminho (1, 2, 3, 4, 5, 6)l

entre eles foi duplicado. Mas o caminho do nd 1 ao nd 6 via nd 7

claramente & mais curto do que o que foi duplicado.

Figura 4.3

Quando se fazem duplicagoes entre dois nds de grau impar, n:tm
sempre essa duplicacao & Otima. Depende de quais pares de nos de
grau Impar sao escolhidos para serem conectados. Este fato & demons
trado péla Figura 4.4, onae os nds de grau impar sao os nés 1, A4,

5 e 8. As ligacgdes duplicadas na Figura 4.4 (a) sao os caminhos mais
curtos, respectivamente, conectando o nd 1 com o 4 e o n6 5 com o 8.
Claramente as duplicagdes nao sao otimas e as ligagoes  duplicadas

na Figura 4.4 (b), as quais conectam o nd 1 com o 5 e o no 4 com o 8,
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Ssao melhores. -Portanto, nao somente devemos conectar os nds de grau

impar pelos caminhos mais curtos, mas devemos também selecionar os

pares corretos de nos de grau impar para a coneccao.

(a)

L g O i i -

|
|
(b) \

.

Figura 4.4: Dois conjuntos de caminhos mais curtos.

Este Gltimo ponto matematicamente @ o ponto mais dificil db
problema. Relativamente & facil achar o caminho mais curto entre
dois nds de um grafo; ha um nimero de algoritmos, ja implementados
e extremamente eficientes para achar a solugao de tal problema
[4,13]. O problema de acasalar os nds a serem conectados por  cami
nhos mais curtos, envolve um nimero grande -de permutagoes. Por exem
plo, num grafo que tem 20 nds de grau impar o nimero de conjuntos
de caminhos mais curtos entre os nds de grau Impar, € aproximadamen
te 6,5 x 10% (isto @ 3 x 5 x 7 X .... x 19). O grafo da Figura 4.4

tem 3 de tais conjuntos, dois dos quais sao mostrados.
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4.1.3 A Solugao de Acoplamento

O desenvolvimente de uma técnica que proveu uma solugdo oti
ma para e€ste problema & devido a EDMONDS [6]. EDMONDS era interessg
do no problema de.grafo conhecido como acoplamento [5]. 0O problema
do acoplamento & achar em qualquer grafo, se existe um conjunto de
ligagoes tal qﬁe cada no do grafo esteja em contato pér exatamente
uma das ligagoes do conjunto e a soma dos comprimentos das ligagdes
seja minima (ou maxima). Ele desenvolveu um algoritmo muito elegan

te para a solugao deste problema.

Na aplicagao direta do algoritmo de EDMONDS & solugao do pro
bl=ma do carteiro Chinés requer uma transformagéo do grafo. O algo
ritmo de EDMONDS determina casais dentre todos os nés de tal forma
gque a soma dos comprimentos das ligag¢oes que os conectam @ minima.
O problema do carteiro Chinés exige somente casais de nos de grau
impar, que podem ser corectados por cadeias, e nao necessariamente
por ligag¢oes Unicas. A transformacao requerida & mostrada na Figura
4.5. A Figura 4.5(a) & o grafo original, com quatro nds de grau im
par. A Figura 4.5(b) é.um grafo mostrando somente os de gréu impar.
As ligagoes entre os nds na Figura 4.5(b) representam caminhos mais
curtos entre os ndos de grau Impar. Entao, por exemplo, a ligagao en
tre nds 5 a 10 na Figura 4.5(b) representa o caminho do ndé 5 ao nd
10 via no 6 no grafo original e o seu peso representa o peso desse
caminho. A solugao do problema do acoplamento no grafo da Figura
4.5(b) sao as -duas ligag6es mostradas por linhas grossas, conectan
do o ndo 5 com 6 2 e no 10 com o 8. Isto implica em que as  ligagoes
duplicadas requeridas no grafo da Figura 4.5(a) sao as seguintes:
O caminho de 5 a 2 via 1 e o caminho de 10 é 8 via 11. O problemé

do acoplamento & discutido no capitulo 5.

Portanto, a solugao do problema de acoplamento pode prover
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(a)

(b)

Figura 4.5: Grafo Original e Grafo derivado de nds de Grau

impar.

uma solucgao paia o problema de carteiro Chinés, no qual ele detei
mina a éonstrugéo de um grafo que possui um ciclo Euleriano por du
plicacao de ligagoes em caminhos conectando nds de grau impar de tal
maneira que a soma dos comprimentos das ligacoes duplicadas & mini
ma. Do teorema de Euler sabemos que um ciclo Euleriano pode ser cons
truido no grafo resultante. Como uma consequéncia, esse ciglo sera
de comprimento minimo (custo de percurso minimo). O algoritmo do

problema do carteiro Chinés pode ser resumido nos seguintes passos:

PASSO 0 (Inicio)

" 0 grafo G que representa a rede de ruas, €& dado: A cada ligagéo de
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G um peso (comprimento de rua ou custo de percurso) & atribuido.

PASSO 1 (Identificagao de N6s de grau Impar)
Identifiquem-se os nds de grau Impar em G; se niao houver nenhum, va

-se ao passo 4.

PASSO 2 (Caminhos mais Curtos)

Encontrem-se os caminhos mais curtos entre todos os pares de nds de

grau impar.

PASSO 3 (Acoplamento com Peso)

Faga-se o grafo transformado G*, no qual os nos sau somente aquefes
de grau impar do grafo G e as ligagoes representam os caminhos mais
curtos entre eles [4,13]. Usando o algoritmo de EDMONDs;encontre—se
o acoplamento com peso minimo em G*. Dupliquem-se ligagoes aprbprig
das do G de acordo com o acoplamento Ootimo obtido. (veja o capitulo

2 s

PASSO 4 (Construgao do Ciclo) *

Conforme o teorema 3.1, faca-se um ciclo Euleriano em ¢ [7].

4.2 Caso de um Grafo Direcionado

O problema do carteiro Chinés no caso de um grafo direciona
do torna-se mais simples que no nao-direcionado e o mesmo pode ser

resolvido como um problema de fluxo de custo minimo numa rede.

No caso de um grafo direcionado, a condigao necesséfia e su
ficiente para a existéncia de um circuito Euleriano & que o grafo
seja conexo e para cada nd o grau de entradﬁ seja igual ao grau de
salida. Se a rede origihal de ruas nao satisfaz esta condigao, entao

alguns arcos devem ser duplicados de modo que o grafo resultante
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possua um circuito Euleriano. Os arcos duplicados devem formar cami
nhos mais curtos entre nds de grau impar, obdétendo i direcdio. dos
arcos, comegando de nos,com um excesso de entrada e terminando em

nos com um excesso de saida.
4.2.1 O Algoritmo de Out-of-Kilter

Um algoritmo que pode ser usado para este problema, é.o algo
ritmo de "Out-of-Kilter" [9,14]. Considere-se uma rede direcionada
na qual os arcos representam tubos, onde trés‘nﬁmeros sao associé
dos a cada arco: um custo associado a cada unidade de fluxo, um 11
mite superior para o fluxo (capacidade), e um limite inferior. Omli
mife inferior pode ser zefo e 0o limite superior pode ser infinito.
Dadas essas quantidades, o algoritmo'de Out-of-Kilter encontra flu
xo em todos os tubos, de tal maneira que os limites superior e infe
rior em fluxo sejam satisfeitos: o fluxo de entrada seja igual ao
fluxo de saida em cada nd, e o custo total do fluxo seja minimiza
do. E claro que, se o limite inferior em todos tubos for zero, a
solugao otima tera fluxo zero em todos os tubos. Mas, se houver qual
quer limite inferior positivo em fluxos, esses limites podém forgar

fluxos em outros tubos.

Para résqlver o problema de carteiro Chinés no caso direcig'
nado, representamos a rede original de ruas por um grafo direciona
do. O custo por unidade de fluxo em cada arco & o seu custo de per
curéo, o limite inferior em todos os arcos sendo a unidade e todos
os limites supériores sao infinitos. Entao o algoritmo de Out-of-
Kilter encontrara flu%os em todos os arcos, £ais que o fluxo em
qualquer arco seja maior que ou igual a um e os fluxos de entrada
sejam iguais aos fluxos de saida em cada no. Interpretamos o fluxo

num arco como o numero de vezes que O arco deve ser percorrido;

fluxo maior que um implica passagem mais que uma vez. Portanto, o©



37

algoritmo de Out-of-Kilter determina duplicagses apropriadas dos ar
cos de modo que o grafo resultante possua um circuito Eﬁleriano e
o custo total de percurso seja minimizado. A Figufa 4.6 (a) mostra
um grafo direcionado: érés nﬁmeros sao associados a cada arco, o
primeiro & o custo por unidade derfluxo, o segundo € o limite infe
rior e o terceiro & o limite superior. O fluxo O6timo que o algorit
mo de Out-of-Kilter encontra para esse problema, & mostrado na Figu
ra 4.6(b). A Figura 4.6(c) & a interpretacao dos fluxos da Figura

4.6(b), esse grafo possuili um circuito Euleriano cujo custo total de

percurso & minimo.
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(a)

(b)

¥ 9

A

(c)

Exemplo do algoritmo de Out-of-Kilter

-
-

Figura 4.6
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4.2.2 A Solugao de Acoplamento Bipartido

Uma outra técnica de solugdo. do problema do Carteiro Chinés
ﬁo caso-dérecionado € a seguinte. Considere-se um grafo direciong
do, como foi descrito anteriormente. A condigdo necessaria e sufici
ente para a existéncia de um circuito Euleriano & que o grafo seja
conexo e para cada nd o grau de entrada seja igual ao grau de saida.
Se a rede original de ruas nio satisfizer esta condigao, entao al
guns arcos devem ser adicionados de modo que o grafo resultante éog
sua um circuito Euleriano. Os arcos adicionados devem formar‘ cami.
nhos mais curtos entre ndos com excesso de entrada e ndos com excesso
de saida. Chamemos S-o conjunto de todos os nds que tém excesso -ée
en*rada, e T o conjunto dé todos nds que tém excesso de daida; en
tao, cada ndo do conjunto S deve ser éonectado com uﬁ no do conjunto
T através do caminho mais curto entre eles. Mas, para uma solugao o
tima, isto & suficiente. Também casais de nds (um nd do conjunto - §
e um nd do conjunto T) devem ser selecionados de modo que a soma
dos comprimen:tos dos caminhos mais curtos entre eles seja minimiza
da. Este ultimo ponto & semelhante ao problema do acoplamento de pe
so que foi descrito no caso de grafo nao-direcionado. Obﬁiamente,
no caso direcionado, um nd do conjunto S nao pode ser conectado a

=

um outro nd de S (também valido para o conjunto 7). Cada nd de con
junto S somente pode ser conectado com um nd de conjunto 7.  Entao
o problema de acoplamento nesse caso torna-se como um problema de
acoplamento bipartido que & muito conhecido na teoria dos grafos e
'@ denominado "O Problema de Designac¢do" [9]. A solugao deste proble
ma prové uma solucdo dtima para o problema do carteiro Chipés no ca

.

so de um grafo direcionado.

O algoritmo do problema do carteiro Chinés no caso de um gra

fo direcionado pode ser resumido nos seguintes passos:
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PASSO 0 (Inicio)

O grafo direcionado ¢ & dado. A cada arco de ¢ um peso kque repre
senta o custo de percurso) & atribuido. |

PASSO 1 (Formar os Conjuntos S5 e f)

Defina-se o conjunto S de nds com excesso de entradas; se um nd i
ver mais que um excesso de entrada, ele deve ser repetido no conjun

to § igual ao seu nimero de excesso para que possamos aplicar aco

plamento bipartido. Faga-se o mesmo também para o conjunto T.

PASSO 2 (Caminhos Mais Curtos)
Eiicontrem-se os caminhos mais curtos entre cada nd do conjunto S e

todos os nds do conjunto T.

PASSO 3 (Acoplamento Bipartido com Peso)

Fagca-se um grafo biparfido completo G* = (S,T,A) no qual § e T sao
os conjuntos identificados no PASSO 1 (incluidos os nds repetidos);
0s arcos representam caminhos mais curtos entre nos de conjunto S e
ndos de conjunto T. Usando o algoritmo de EDMONDS (veja o capitulo 5)
ou qualquer algoritmo de designacgao, encohtre—se'o acoplamento com
peso minimo em G*. Dupliquem-se arcos apropriados de G de acordo

com o acoplamento otimo obtido.

PASSO 4 (Construgao de Circuito)

Conforme o teorema 3.2, faga-se um circuito Euleriano em G.

Como exemplo, considere-se o grafo da Figura 4.7, no qual os
nos 2, 5 e 13 tém excésso‘de entrada, o nd 6 tem um excesﬁo de sai
da e o 11, dois. O grafo bipartido feito com esses nos & mostrado
na Figura 4.8. Como foi descrito no algoritmo, o no 11 & duplicado,

porque no grafo original existem dois excessos de salda nesse no .

Um acoplamento de peso minimo & mostrado por linhas grossas nesse
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grafo, no qual os nds 2 e 13 sao acoplados com o 11 (o nd 11 & du

Figura 4.7: O grafo original

26

Figura 4.8: Acoplamento com peso minimo
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plicado), e o ndo 5 com o 6. Isto implica em que o caminho mais cur
to entre o no 2 e 11 no grafo original deve ser duplicado e assim
por diante. O grafo com duplicagoes apropriadas @ mostrado na Figu

.

'ra 4.9; esse grafo possui um circuito Euleriano.

O problema de acoplamento bipartido sera discutido no capi
tulo 5 e veremos que esse probléma € um caso particular do problema
de acoplamgnto nuﬁ grafo nao-bipartido e que o mesmo algoritmo de
acoplamento nao bipartido pode resolver esse problema. Portanto, o
presente algoritmo do problema no caso direcionado nao necessita ser
totalmente programado, pois os programas implementados para o caso
nao-direcionado podem ser -1sados como sub-rotinas para resolver ~ o

roblema no caso direcionado.

Figura 4.9: O grafo com duplicacoes apropriadas.
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4.3 Caso de um Grafo Misto

O problema do carteiro Chinés no caso de'uﬁ grafo misto tor
na-se muito complicado. Isto & principalmente devido as. cdndigGes
necessarias e suficientes para existéncia de um circuito Euleriano
que foram citadas no capitulo 3. Na realidade, s testar para ver
se existe um circuito Euleriano num grafo misto, exige resolver um

problemé de fluxo em redes.

O problema de adicionar alguns ramos a um grafo misto geral
de modo que o grafo resultante possua um circuito Euleriano de cus
tc de percurso minimo ainda nao estd resolvido. Para grafos mistos
pequenos, o problema do carteiro Chinés pode ser resolvido com um

problema de programagao linear inteira. Dado um grafo misto

¢ = (N,A), podemos formular o problema como o seguinte:
(4.1) Min z Koo Coo# z (Xi. + X.T:) C s

Hadiep ¥ B pigpep WX J
(4.2) Xij > 1 ¥(ii,7)eD

(4.3) X,. + X,. > 1 ¥(i,jleU

(4.4) % X.. - % X.. =0  ¥jeN
t1,d)ea *8  (4,%k)ex 9% -

(4.5) &X,., * 0 e inteiro K(i,j)ed

2 =

Onde:

N = O nimero de nds do grafo

A = O conjunto de todos ramos (<7, J)

D = O conjunto de ramos direcionados
.U = O conjunto de ramos nao direcionados (4 = D U U)

_—
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Xij = O numero das vezes que o ramo (7,j) & percorrido do nd i ao
no jJ.
Cij = O custo de percurso do ramo (Z,j) do nd 7 para o nd j.

De (4.1) a (4.5) tem-se um prdblema linear inteiro. Para re
solver esse problema podem ser aplicados algoritmos de programagao
inteira. Como a maior limitagéo'dos modelos de programagao inteira
€ o porte do probiema (10], entdo sO problemas pequenos (aproximada

mente até 50 ramos) podem ser resolvidos com esses algoritmos.

No caso especial, quando o grafo misto contém somente um ra
mo direcionado, o algoritmu para grafos nao direcionados pode ser
ap}icado. Isto sempre & possivel, porque o ciclo Euleriano dgterm£
nado por esse algoritmo pode ser percorrido em ambas as diregoes.
Entao, se existir somente um ramo direcionado, ainda o problema po
de ser resolvido pelo algoritmo do grafo nao direcionado. Ainda, se
houver varios ramos direcionados separadamente distribuidos num gra
fo (i.e. entre qualquer dois ramos direcionado nao existam cadeias
de cardinalidade menor que dois), & aconselhavel usar o algoritmo de

grafo nao direcionado.



CAPITULO V.

PROBLEMA DE ACOPLAMENTO

Sl Introduéso

5.1.1 Acoplamento com Peso

Considere-se um grafo nao direcionado G = (N,4). Um acopla
mento e definido como um subconjunfo X de 4, escolhido de modo que
nenhum do; ramos de X seﬁa adjacente (i.e. tenha um mesmo nd em co
mum) . Entao o problema do acoplamento com peso pode ser assim defi

nido:

Ache um acoplamento X* com peso maximo, sendo o peso de um

acoplamento X igual a:

onde Wj & o peso associado com o ramo aj. X* sera chamado O Acopla
\ 2

mento com Peso Maximo. No exemplo da Figura 5.1 o acoplamento com

peso maximo & mostrado com linhas grossas, onde o peso total do aco

plamento & N, = 18-
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5

Figura 5.1: Acoplamento com peso maximo . .
5.1.2 Casos Particulares
Problema de Acoplamento de Cardinalidade Maxima

O problema de acoplamento com peso considerado na secgao
5.1.1 & o caso geral. No caso especial, onde todos os pesos doé ra
mos wj sao unidades, o problema de acoplamento & reduzido ao Proble
ma de Acoplamento de Cardinalidade Maxima. Se um gfafo G tiver n
ndos, obviamente é cardinalidade de um acoplamento em ¢ nao pode ex
ceder n/2. Ainda este nimero nao & sempre alcangado; por exemplb,
o grafo da Figura 5.2 tem um acoplamento de cardinalidade maxima

de valor 1.

7

N
/é _

Figura 5.2
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Acoplamento num Grafo Bipartido

No caso especial onde o grafo & bipartido, podemos conside

rar os seguintes problemas:
Acoplamento Bipartido de Cardinalidade Mazima

Dado um grafo bipartido, encontre-se um acoplamento contendo
um numero maximo de ramos. Um exemplo importante envolvendo acopla
mento em grafo bipartido @€ O Problema de Designag¢ao; ha m operarios
disponiveis que devem ser designados a n maquinas (m # »n no caso gé
ral), cada operario pode trabalhar com algumas maquinas e cada ma

quina sO precisa de um operario. Qual @ o maior nimero de operarios

que podem ser designados as maquinas?

Considere-se um grafo bipartido ¢ = (5,T,4) onde S correspon
de ao conjunto de operarios e T ao.conjunto de magquinas. Existe uma
ligagao (i, j)entre Si =) tj' se o oPerérib Si.pode trabalhar com ama
guina tj.‘Vé—se que o problemd de designagao & nada mais que um aco
plamento de cardinalidade maxima em G. Considere-se o grafo da Figu
ra 5.3 onde os nds do conjunto S sao operarios e de I sao maquinas;
o operario 1 pode ﬁrabalhar com a maquina 1 e a maquina 4 e assim
pdr diante. Um acoplamento de cardinalidade maxima (designagao Oti
ma dos operarios as maquinas) & mostrado com linhas grossas nesse

grafo.
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operarios mdquinas

Figura 5..33 Aéoplamento de cardinalidade maxima num grafo

bipartido.
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Problema de Adoplamento Max-Min

Dado um grafo bipartido com pesos associados as ligacgdes, en

contre-se um acoplamento de cardinalidade maxima para o qual o me
nor dos'peSOS das-ligag5és no acoplamento seja méximo (Este proble
ma também e chamédo 0 problema de "Bottleneck"). Um ekemplo comum -
& o seguinte. Ha n opgrérios para serem designados a n tarefas numa
linha de prédugao. Seja wij a eficiéncia com a qual o operario,Z po
de realizar a tarefa j. A taxa de prodﬁgéo é limitada pela eficién
cia do operario mais lento. Que designacdo dos operérios.és tarefas
maximiza a taxa de produgéo? Como exemplo, considere-se a matriz da
Figura 5.4 que representa um grafo bipartido compl:to; cada linha
da matriz representa um operario e cada coluna uma tarefa. Por exem
plo o bperério 1l pode realizar as tarefas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 respec

tivamente com taxas de 8, 3, 5, 10, 6 e 7. A designagao otima nes

se exemplo & mostrada por circulos.

Tarefas

Operarios 316 5 2 6 4 (;;\

45@10175
516 5@6 4 |10
6lalaliz]alGXe

Figura 5.4: Acoplamento Max-Min

Problema de Acoplamento Bipartido com Peso

Dado um grafo bipartido com pesos associados a cada ligagao,
encontrar o acoplamento para o qual a soma dos pesos das ligacoes

e maximo.
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Considere-se um time de futebol de n jogadores que devem ser
designados a:'m posigoes. Seja Wij a eficiéncia do jogador < na posi
¢ao j. Que designacao dos jogadores maximiza a eficiéncia total
deles? Este problema’ pode ser formulado como se segue: Seja
G = (S,T,@) um grafo biéartido completo no qual S corresponde ao
conjunto de jogadores e T ao conjunto de posicoes e seja Wij pesos
associados a cada ligacao que significa a eficiéncia do jogador -4
na posigao j. Claramente, este problema & nada mais que um problema
de acoplamento com peso. A matriz da Figura 5.5 mostra um grafo . bi
partido; cadéllinha da matriz representa um jogador e cada - coluna,
uma posicao. O acoplamento com peso maximo nesse grafo & mostrado

por circulos.

. = Posigoes
1 2 3 4 5
L 8 3 T 2 3
2 |4 1 5 6 @
Jogadores 3 6 5 7 8 6

Figura 5.5: Acoplamento bipartido com peso

Todos os problemas de acoplamento num grafo bipartido podem’
ser resolvidos éom algoritmos de fluxo em redes. O problema de aco
plamento de cardinalidade maxima num grafo bipartido pode ser trans
forﬁado em um problema de fluxo maximo, e o de acoplamento com peso
em um problema de fluxo maximo com custo minimo. O problema de aco
plamento no caso gerai nao pode ser resolvido pelos algori£mos exis

tentes de fluxo em redes.

No capitulo presente sera mostrado um método eficiente de so
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lugao desse problema-no caso geral em que o grafo nao @& bipartido.
A implementagao de um programa para este caso & incluido neste tra
balho. Esse programa & capaz de resolver o problema de acoplamento

em todos os casos particulares ja discutidos.

5.2 Acoplamento de Cardinalidade Maxima

5.2.1 NOs Expostos

Dado um acoplamento X, um ndo % que nao @ o no terminal de
qualquer ligagdo em X, & chamado de exposto. Na Figura 5.6 onde o
acoplamento & mostrado por linhas grossas, os nds 6 e 9 sdo  expos

tas.
5.2.2 Cadeias Alternadas, Cadeias de Aumento

Uma Cadeia Alternada & uma cadeia elementar cujas ligagoes
egtdo alternadamente em ¥ & nao em ¥, (8, 7, 5, 3, 4, 10, 1) & um

exemplo de tal cadeia na Figura 5.6.

Uma Cadeia de Aumento & uma cadeia alternada cujos nds ini
cial e final sao expostos. (9, 10, 4, 1, 2, 3, 5, 6) & um exemplo

de tal cadeia no grafo da Figura 5.6.

Figura 5.6: Acoplamento X



TEOREMA 5.1 Um acoplamento X & um acoplamento de cardinalidade maxi

ma, se e somente se nao: existir nenhuma cadeia de aumento em G.

Prova

NECESSIDADE. Supoﬁha—se que existe uma caaeia de aumento P e éue- P
também representa o conjunto de ligagGes na cadeia. Nenhuma ligagao

.no conjunto ¥ - P 1 X pode ser adjacente com qualquer ligagao €m P,

porque os dois hés terminais de P sao expostos (por definigao, @

todos os outros nos em P sao nds terminais de algumas ligagoes em

P N X. Entao, o conjunto de ligagdes X' = (X - P N X)U

(P - PN X) =XUP - PN X tambem & um acoplamento. O conjunto VX'

pode ser formado trocando aquelas ligagoes em P nao pertencentes a

X (i.e. P - PNX) com aquelas ligagoes em P que estao ém X (i. e.

P N X). Porque ambas as ligagoes extremas de P nao estao em X,. o

conjunto P - P N X contém uma ligagao a mais que o conjunto P N X

e, portanto, |X'| |¥| + 1, e X ndo & um acoplamento de cardinali

dade maxima.

SUFICIENCIA. Seja X um acoplamento que nao admite nenhuma cadeia de
aumento e seja X* o acoplamento de cardinalidade maxima. Seja o gra
p composto de ligagces X U X* - ¥ N X*. Nenhum no de Gp

pode ter grau maior que 2, porque isto implicaria em duas ou mais

fo parcial @

ligagoes em ¥ (ou X*) adjacentes, o que viola a definicao de um aco
plamento. Entao GP e formado de um ou mais componentes conectados,
cada um dos quais &, ou um no isolado, uma cadeia simples, ou um ci

clo simples, como & mostrado na Figura 5.7.

Uma cadeia do tipo (b) ndo pode existir, porque ela & uma ca
deia de aumento em relagdo a X, e & contrario a suposigao inicial.
Uma cadeia do tipo (c) nao pode existir, porque ela €& uma cadeia

de aumento em relaciao a X*, e & contrario a suposigao de que X* e
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(@) O
SENO SRR ¢ S ¢ SN, ¢ S C_—e)

(c) @——@——_@__-m____@____. .
S S O SO W

— e = -

(e)

Figura 5.7: Ligacoes em X - — - - Ligacoes em X*

maxima. Um ciclo do tipo (e) com um nimero Impar de ligagSes nao po
de existir, porque entgo duas ligagoes de X ou duas ligagoes de X*
serao adjacentes em algum nd. Entao, os que sobram, sao compohentes
da forma (a), (d) e (e) com um nﬁméfo par de ligacoes. Para cada um
desses componentes, o nlemro de ligagoes n(X) em X & igual ao nime
ro de ligagoes n(X*) em X*. Como isso se aplica a cada componente

conectado k de Gps entao temos

Z R, (XJ =T n, (X%
% k e k

onde nk(X) e nk(X*) sao os numeros de ligacoes do éomponente k pec

tencendo respectivamente a X e X*. Entao:
|x] = |xax*| + 5 n (x) = |X nX*| + L n,(X*) = | x* |
K & K

portanto ¥ & um acoplamento de cardinalidade maxima.

Como exemplo, considere-se o grafo da Figura 5.6. Trocando
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alternadamente as ligag¢oes na cadeia de aumenté Pes (9, 4, 10, L;

2, 3, 5, 6), as quais nao estao em X, com aquelas ligagoes na cade

ia que estao; isto produz o novo acoplamento X' mostrado na Figura

5.8. Nessa figura nao existe nenhum nd exposto; entiao, nenhuma ca

deia de aumento pode existir e, portanto, conforme o teorema 5.1,

X', & um acoplamento de cardinalidade maxima.

Figufa 5.8: Acoplamento de cardinalidade maxima X'
O teorema 5.1 parece que.por si mesmo & suficiente para prover uma
solugao para o problema de acoplamento de cardinalidade maxima; po.
demos comecar com um acoplamento qualquer no grafo, depois aumentar
a cardinalidade do acoplamento por descobrimento de cadeias de au
mento e continuando este processo até@ que o grafo nao admita nenhu
ma cadeia de aﬁmento. Conforme o teorema 5.1, o acoplamento obtido
& de cardinalidade maxima. Encontrar cadeias de aumento para grafos
pequenos nao & dificil, mas o nimero das cadeias possiveis aumenta
exponencialmente com o nimero de nds; entao, para grafos grandes @&

praticamente impossivel testar todas as cadeias.
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Uma solugao elegante para esse problema foi descoberta por

EDMONDS, a qual sera apresentada neste capitulo. EDMONDS adicionou

conceitos de arvores alternadas e flores ao conceito de cadeia al

‘ternada.
5.2.3 Arvores Alternadas

Uma Arvore Alternada em relagao a um acoplamento X & uma ar

vore A para a qual:
(a) Um nd de 4 & exposto e & chamado raiz de 4;
(b) Todas as cadeias comegando na raiz sao cadeias alternadas;

(c) Todas as cadeias partindo da raiz contém um nimero par de 1liga

goes.

Agora, o encontro de cadeias de aumento pode ser feito cons
truindo arvores alternadas no grafo. Um procedimento sistematico pa
ra construir uma arvore alternada e descobrir uma cadeia de aumento

pode ser elaborado por designagao de rotulos aos ndos como se segue

[14]:

Dado um acoplamento X, designamos rotulos S e T aos nos da
sequinte maneira. primeiramente designamos um rdtulo ”"S:¢" a um nd
expdsto. Depoi;, quando um rdotulo S em um nd ¢ pesquisado, a cada
ligacdo (Z,j)4X incidente a ¢, o rotulo "r:<"” & dado ao nd j, a me
nos que o nd j tenha um rdtulo-T. Quando um rdotulo-T & peéquisado,
a Gnica ligagdo (7,j)eX & identificada, e rotulo "S:7"” @& dado ao
ne f. 0 procediménto‘é continuado até que um rotulo-7T seja dado a
um no exposté, ou mais rotulos nao possam ser aplicados. No primei

-

' ro caso, uma cadeia de aumento & encontrada. No segundo caso, a ar



vore de nos rotulados & chamada "HGngara" e uma outra arvore pode

ser construida a partir de um outro nd exposto.

Este procedimenﬁo pode levar ao descobrimento falso de uma

cadeia de aumento, como mostrado na Figura 5.9.

A
-3
— w0
-u

-

Nos L
expostos

- .

Figura 5.9: Descobrimento falso de uma cadeia de aumento

Podemos suspeitar que o processo de designacao de rotulos, as
vezes, encontra uma cadeia de aumento nao existente, porque & permi
tido designar ambos os tipos dos rétulos a um nd. Serd muito facil
adicionar a réstrigéo que, uma vez que & dado um tipo de rotulo a
um nd, nao pode ser dado o outro tipo de rdotulo ao mesmo. Obviamen
te, isto elimina a possibilidade de formagao de cadeias falsas, mas
também pode proibir o descobrimento de cadeias falsas, mas também

pode proibir o descobrimento de cadeias de aumento validas, como

mostrado na Figura 5.10.

Estas deficiéncias serdo resolvidas pela definigao de flores

e pela maneira especial de designagao. de rotulos aos nds de uma

y i I @
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nd exposto

s:d T

@ ®
‘

nc'»‘ exposto

Figura 5.10: A cadeia de aumento nao encontrada

5.2.4"Elotes

Seja X um acoplamento no grafo G = (N,4). Seja NbEIV um
subconjunto de 2r + 1 nos, r > 1, e seja B o'conjunto de todos - os

ramos, que sao incidentes ao nos em W B & chamado uma Flor com

B

respeito ao acoplamento X se:
lx N B| = ».

Isto significa que o acoplamento X & maximo dentro de B. O Gnico nd
b de N, deixado exposto por X N B & a Base da flor.

Existe uma cadeia alternada T, chamada o Talo da flor, onde
[T] @ par e 7 N B = §, estendendo-se da base da flor a um nd expos

to por X, chamado a raiz do talo.

para cada nd 7 © Ny ha uma cadeia alternada Sy 2 c B, onde
E

ISb il & par, entre o nd 7 e a base da flor. Isto resulta que ha
3

uma cadeia alternada da forma T, Sb : entre a raiz do talo e o no 4.
3

A forma mais simples de uma flor & aquela que B & um ciclo



é mostrado um grafo no qual os ramos (3,4), (4,5j, (5,6), (6,7) e
(7.3) formam uma flor com respeito ao acoplamento mostrado no. nes
mo. O grafo da Figura 5.,11(b) & o mesmo grafo no qual a flor & enco
lhida a um pseudo-nd. Agora nesse grafo encontramos a cadeia de au
mento (1, 2, B, 8). O teorema 5.2 garénte que podemos encontrar uma
cadeia de aumento.no grafo original. Isto & baseado no fato que en
tre qualquer nd de uma flor e a base, existe uma cadeia alterna

da de cardinalidade par. No exemplo, essa cadeia & (5, 4, 3) e a ca

deia de aumento nesse grafo & (8, 5, 4, 3, 2, 1).

©

(a)

s MR, SRR - WS

() Pseudo-ng -~
Figura 5.11: Exemplo para o teorema 5.2
Agora podemos fazer o esbogo de um algoritmo que sera apre
sentado com um exemplo. Considere-se o acoplamento no grafo mostra

do na Figura§5.12. Existe uma cadeia de aumento do nd 1 para o 10.

Nossa tarefa @ construir essa cadeia sistematicamente.
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Inicialmente, estabelecemos o néll como a raiz de uma arvore
alternada. O nod 1 recebe o rotulo "S:0"; os nds 2 e 3 recebem o ro
tulo "T:1" e assim por diante (Figura 5.13(a)). Observamos que aos
. nds 6 e 7 sdo dados rdfulos-T e um ramo do acoplamento & ‘encontra
do enfré-eles. Portantb, uma flor B, € formada e substituida por
um pseudo-no B; como indicado na Figura 5.13(b). O pseudo-nd B, re
cebe o mesmo rdtulo-5 que a base da flor recebeu, e esse rotulo e
considerado ser nao pesquisado. Continuando o procedimento de desi
gnagao de rotulos, resulta o descobrimento e encolhimento das flo
res B, e B; como mostrado na Figura 5.13(c). Finalmente, uma cade

ia de aumento & encontrada na Figura 5.13(d).

A construgao de uma cadeia de aumento no grafo original pros
segue desta maneira: Primeiro, "retragando" do no 10 no grafd £l
nal (Figura 5.13(d)), encontra-se a sequéncia de nds B;, 10. Entao

& necessario encontrar uma cadeia alternada dentro de B; no grafo

Figura 5.12: Grafo para exemplo

da Figura 5.13(c). A cadeia alternada apropriada os Bos li 3% 5
B», 2. A cadeia desejada dentro B, na Figura 5.13(b) e By, 8 9 e
a cadeia dentro B né Figura 5.13(a) é_?, 6, 4. Colocando essas ca
deias juntaé, obteﬁos a sequéncia desejada 1, 3, 5, 9, 8, 7, 6, 4,

2y 10



(a)

(b)

(c)

)
o

(d) B3 @

Figura 5.13: Arvore alternada para exemplo

Agora nos interessa a implementacao do algoritmo de EDMONDS

para o computador. NOs desenvolveremos um procedimento de designa

¢do de rdtulos, o qual ndo exigira encolhimento de flores. O proce
dimento prové um método sistematico e eficiente para o ‘"retragamen

to" dentro das flores [14].
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5.2.5 Registro de-Flores

NOs precisamos guardar um registro somente das flores mais
esternas, e essas flores sao identificadas por seu nd base. Associa
mos um indice b(7) a cada nd 7, indicando o no base da flor mais

externa na qual ele & contido. Se um ndo 7 nao & contido numa flor,

entao b(<) = 7. Portanto, dois ndos Z,j estao na mesma flor mais ex
terna, se e somente se b(Z) = b(j). . ' '
Quando uma nova flor & formada, o nd base da nova flor & i

dentificado e b(Z) fica igual a b para todos os nos 7 na flor. Isto
significa que €& necessario manter uma listagem de todos os ndos den

tro de uma dada flor.
5.2.6 Descobrimento de Cadeias de Aumento e Flores

E possivel comegar com uma arvore alternada, e, quando a ar
vore torna-se hlingara, comegar uma outra num novo nd exposto. Ou po
demos comegar enraizando uma érvore alternada em cada nd exposto e
simultaneamente amplia-las. Por razoes técnicas motivadas pela modi
ficagao das variaveis duais para o problema de acoplamento com pe

so, esta segunda alternativa & preferida. Portanto, nos adaptamos

este plano aqui.

Inicialmente, o rotulo "S:0" & dado a todos os nds expostos.
Depois, rotulos-T e rdtulos-S sao aplicados aos nds. Um rdtulo-$ in
dica a existéncia de uma cadeia alternada de cardinalidadé'par para
o nd raiz, e um rotulo-T indica a existéncia de uma cadeia alterna
da de cardinalidade impar (Um nd recebe ampos os tipos de rotulos,
se e somente se ele & um nd nao-base de uma flor mais externa). Ca
deias de aumento estendem-se entre nds raizes de duas arvores dife

como & mostrado na Figura 5.14.
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~
cadeia de —
aumento ~

Figura 5.14: Exemplo de cadeia de aumento

Agora, suponha-se que o procedimento de designacgao de r6£g
los descobre um ramo (Z,j)4¢X onde 7 e j tem rdotulos-S ou um ramo
(i,7)eX, onde 7 e j tém rotulos-T. Suponha-se b(Z) # b(j), isto si
gnificé que os nds Z e j nao estao contidos dentro da mesma flor.
Entdo, uma cadeia de aumento & encontrada, se 7 e j estdao em  arvo
res alternadas diferentes, e uma nova flor & encontrada, se e g
estdo na mesma arvore. A pergunta &: qual dessas sltuagoes existe?
A resposta & conseqguida pelo retracamento dos rotulos dos ndos Zej.
Se diferentes nds raizes foram encontrados, entao uma cadeia de au

mento & descoberta. Se o mesmo no raiz @& encontrado em ambos os re

tracamentos, entdo uma flor & formada.
5.2.7 O Procedimento de Designagao de Rotulos

O procedimento de designagao de ro:ulos, que fornece um al
goritmo para descobrimento de flores e cadeias de aumento é o se

guinte:

Quando um rotulo-S em um nd 7 @ pesquisado, o  procedimento
sequinte & feito para cada ramo (%,j)4X incidente a <. Se b(Z)=b(j),
entao nada & feito, porque © e j estao contidos dentro da mesma

flor (No momento que uma flor & formada, todos os rdtulos possiveis
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sao aplicados; Veja abaixo). Sendo, se o nd j tem um rdtulo-S, o
retragamento @ feito do ndo ¢ e do nd j para descobrir uma cadeia de
aumento ou uma flor. Se,o n6 j nao tem um rotulo-S nem um rotulo-7,

entao o. rdtulo "T:4" @ aplicado ao no j.

Quando um £6tulo—T em um nd ¢ & pesquisado, o Unico ramo
(Z,j)eX incidente a 7 & encontrado. Se b(zZ) = b(j), entdo nada e
feito. Senao, se o no J tem um rotulo-T,oretracamento & feito do nd
27 e do ndo j para descobrir uma cadeia de aumento ou uma flor. Se‘ o]

nd j nao tem rotulo-S nem um rdtulo-T, entao o rdtulo "S:i¢" & apli

cado ao ndo 4. ' .
- 5.2.8 A Construgao de Flores

Uma vez que uma flor & formada, & necessario identificar os

nos da flor e o seu ndo base. Isto & feito da seqguinte maneira:

O retracamento dos nds 7 e j produz duas sequéncias de nos:

1’1, 12_! . 3 ip

Jdlos j23 IR jq
onde 7; = §, (o nd raiz da arvore alternada) e ip = ooy jq =
(onde o retracamento comega). Como Z; = ji € ip 7 jq, ha alguns 1in
dices m, tais que 721 = Ji1, %2 = J2, ...im = jm, ou im z f ou
- — - - . . - - < g Onde
gy = ds ou . . % Josg® A base da nova flor e g £ < m, '
££ = b(im), e seu talo percorre 0S nNdOs i1, T2, +.. iﬂ. A nova flor

contém todos os nodos k,-de modo que:

)

2

b(k) € {b(%,), b(i,,1)s -, b(Z ),b(F, 1) b(F,,

LT i)
5 prq,}
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De acordo com isto, b(k) & feito igual a iy para_ todos os nos k na
nova flor. Isto, mais a adigdo de "rdtulos ausentes” a nds da flor

(a ser descrita abaixo), @ tudo que & necessario para encolhimento

da flor.
Como exemplo, considere a situag¢ao mostrada na Figura 5.15.
Ha rotulos-T nos nds 8 e 9 e (8,9)eX. Por isto uma flor & descober

ta. Retracando dos nos 8 e 9, resultam as sequéncias:

]

nesse caso im 6 e b(6) = 3, porque o nd 6 ja faz parte de

1
<,
I

uma flor, com o nd 3 em sua base. Os nos 3, 4, 5, 6, 7, & e 9 estao

na flor, e os nos 1, 2 e 3 formam o talo.
5.2.9 ROtulos dos Nos nas Flores

Entre cada nd nao-base na nova flor e a raiz da arvore alter
nada existe uma cadeia alternada de cardinalidade para e uma de car
dinalidade impar. Esse fato deve ser indicado pela existéncia de um

rotulo-5 e um rotulo-7 em cada no da flor.

Suponha-se que a flor foi descoberta por retragamento de nos

p
samos somente pelos nos

i =4, ® = jq onde 7 e j tém rotulo-S e (%,j)¢X. NOs nos interes

4 o s & ; natur s regras
a5l CTawgs 3 zp ( almente a g

.

para os nods jm+1’ Jppgs +ves jq sao similares]. No retragamento fo
ram usados rotulos-S em ip, ip_g, T im+2’ e rotulos-7 em

ip-l’ ip~3’ . imfli Por isto, qualquér rotulo ausente deve ser
rotulo-T em{i 5 ip_g, P im+2, ou rotulo-S em ip—l’ ip—s’ e

im+1. 0 rotulo designado a qualquer nd ir sera tal que o retracgamen
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--Flor
existente

nova Flor

Figura 5.15: Exemplo de construgao de flores

to daquele rotulo resulte a sequéncia de nos ir, iP+1, —— %p R
dgogs wove d3
Sejam designados rotulos ausentes a Poggd Tpyupge B6es 1p' Su

ponha-se que ©_ nao tem um rdtulo-S. Afirmamos necessariamente que

(€ 5 % JEX e que 17

nao tem um rotulo-T. Entao, damos a < o
r r+1 r

r+1

= [/ .
rotulo S‘tr+1 :

Agora suponha-se que ir nao tem um rotulo-7. Afirmamos neces

J¢X. Se i,,; também ndo tem um  rétulo-s,

entao damos o rotulo "T:% " a
T+ r

sariamente que (1 7
q ( »’ r+1

Mas agora suponha que %, nao tem rotulo-T e <% ja tem um

r+1

rotulo-S. Entao iP deve ser o no basé de uma flor anteriormente e

xistente, contendo < e o retrangamento do rdtulo-5 em ¢ vol

r+1' +1 =

tara a ir. Portanto, & completamente errado dar o rotulo "T:ir+1"

ao no 7_.
i

O que fazemos para resolver este problema, & encontrar o ﬁ;

‘timo n® 7, na sequéncia < z
= k q p+1® Yp+2?

P ip que esta contido nessa

e
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flor mais externa anteriormente formada com ir sendo sua base. Ne

cessariamente k > »r + 2. Entao designamos um rotulo especial

”T:ik+1, ik” a ir. Esse rotulo & interpretado como o seguinte: E
xiste uma cadeia alternada de cardinalidade impar entre ir e o no
raiz. Para achar essa cadeia, retrace-se do rotulo-S no no < pa

k+1
ra a raiz, também do nd ik ao proprio ir._Os ramos descobertos jun

to com o ramo (ik, ik+1)‘ corretamente ordenados, constituem a ca

deia alternada desejada.

Um exemplo da designagao de rotulos dentro de uma flor & mos

trado na Figura 5.16.

Flor

anteriormente
existente

Figura 5.16: Designacao de rotulo dentro de uma flor
5.2.10 Rotina de Retragamento

A introdugao do rdtulo especial-T com indice duplo complica
um pouco o retragamento. Por exemplo, no retragamento talvez encon
tramos o rotulo "T:7Z,j” no ndo k. Retragcando de j para k, talvez en
contremos "T:%,, 41" no nd K;. Retragando de j, para k,, talvez en

+ contremos "T:Z,, Jj2" no nd k,, e assim por diante. Isto pode ser
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continuado tantas. vezes quantas flores forem aninhadas. Basta dizer
que a rotina de retracgamento pode ser implementada eficientemente

num computador.

O algoritmo completo de acoplamento de Cardinalidade maxima
pode ser assim reéumidoﬁ

4

5.2.11 Algoritmo de Acoplamento de Cardinalidade Maxima

PASSO 0 (Inicio)
O grafo G = (N,4) & dado, seja X qualquer acoplamento, possivelmen
te o acoplamento vazio. Coloquemos b(Z) = %, para todos os nds < € M.

nenhum no @ rotulado.

PASSO 1 (Designagao de Rotulos).

(1.0) Apliquemos o rotulo "S:0” a cada nd exposto.

(1.1) Se nao houver nenhum rdtulo n3o-pesquisado, aesviemo—nos ao
passo 4. Senao encontremos um nd < com um rotulo nao-pesquisado. Se
o rotulo é um rotulo-3, desviémo—nos ao passo 1.2: Se ele & um rotu
16~T, desviemo~-nos ao passo 1.3.

(1.2) Pesquisemos o rotulo-S no nd 7 pela execugao do seguinte pro
ce@imento para cada ramo (Z,Jj)¢X incidente ao nd <. Se b(z) = b(j),
nao facamos nada. Senao se o nd j§ tem um rotulo-S, retracemos  dos
rotulos-S nos nos ¢ e j; se diferentes ndos raizes forem encontrados,
desviemo~nos ao passo 2; se o mesmo nd raiz for encontrado, desvie
mo-nos ao passo 3. Se o nd j nao tem um rotulo-S nem um rotulo-T,
apliquemos o rotulo "T:<" ao nd j. Quando o nd % e pesquiéado, vol
temos ao passo 1l.1.

(1.3) Pesquisemos o rotulo-7 no nd < como a seguir: Encontremos o)
{inico ramo (7,jJ)eX incidente ao nd Z. Se b(i) = b(j) nao fagamos na

da. Sendo, se o nd j tem um rotulo-T, retracemos dos rotulos-T' dos

rotulos-7 nos ndos 7 e j; Se diferentes nos raizes foram = encontra
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dos, desviemp—nos ao passo 2; Se o mesmo no raiz for encontrado, des
viemo-nos ao passo 3. Se o nd j nao tem um rotulo-S nem um - rotu

lo-7, apliquemos o rotulo "sS:<" ao nd j. Voltemos ao passo 1l.l.

PASSO 2 (Aumento)
Uma cadeia de aumento @ encontrada no passo 1.2 ou 1.3. Aumente-se
o acoplamento X. Retirem-se todos os rdotulos dos nos e faga

b(i) = 7 para todos os 7. Volte-se ao passo 1.0.

PASSO 3 (Floragao)

Uma flor & formada no passo 1.2 ou 1.3. Determinem-se os ndos da no
va flor e o seu no base, como descritono texto. Fornegam-se rotulos
autentes para todos os nds nao-base na nova flor. Atualizem-se b(%)

para todos os ndos 7 na nova flor. Volte-se ao passo 1.2 ou 1.3.,

como lhe for apropriado.

PASSO 4 (Arvores Hungaras)
As arvores formadas por designacao de rotulos sao Hingaras. Nao e
xiste nenhuma cadeia de aumento e o acoplamento X & de cardinalida

de maxima. Os rotulos e os numeros das flores podem ser usadas para

construir uma solucdo dual otima (veja secao 5.3).

5.3 Acoplamento com Peso

5.3.1 Formulagdo pela Programagao Linear do Problema do Acopla

mento com Peso
Consideremos agora o problema de acoplamento no caso geral

para um grafo G = (N,A), com pesos wij associados a cada ramo

(1,d)ed

X..=1 se o ramo (Z,j) €& escolhido para o acoplamento;
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Xij = 0, em caso contrario.

A formulagao pela programagao linear do problema &

Maximizar W X (5.1}

A x < 1 . (5.2)
x = {0.1)

onde A & a matriz de incidéncia do grafo para o qual o acoplameﬁto
deve ser calculado. EDMONDS [5] mostrou que a restricao (5.3) pode
ser substitulda por um sistema linear de restrigdes e provou o = se
guinte teorema:

TEOREMA 5.3 Para qualquer grafo, o poliedro convexo‘definido por

(5.2) e (5.3) & o mesmo definido por (5.2) e em adigao:

(i) Para qualquer subconjunto RkeN contendo Zrk + 1 nos (i.e.

um nimero par de nds)

% ) Xﬁj <7, (5.4)
LERR JeRk
e
(ii1) =« > 0 (5.5)
Obviamente, qualquer acoplamento em ¢ satisfaz restrigoes

(5.4) e (5.5); o que ndo & Obvio & que essas restrigoes também sao
suficientes. NOs mostramos isto construtivamente pelo fornecimento
de um acoplamento em é, o qual & a solugao do programa linear defi
nide por (5.1), (5.2},-(5.4) & (5.5) para qualquer conjunto dado de

pesos.

0 dual para o programa linear acima e:
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Minimizar Y u, + Lo», 2
‘ ; T % k "k
U * 8+ % B 5 W, F(i,75) el
L9 Ry LGy BT
u, 3 >0
Portanto, uma variavel U & associada a cada no Z de G, . e

uma variavel 2, a cada conjunto impar de nds R, . _ ;
De acordo com o teorema de folga complementar de programagao
linear [14], as condigdes de ortogonalidade necessirias e suficien

tes para que as solugoes primal e dual sejam Otimas, sao:

X; 20 >0 »>u, +u. + b Z, = W .. (5.6)
d ‘ TR, A(4,4)) e I
w. >80 »%x,, =1 (5.7)
(A % 1
)
Z, >0 > RX=r1r, ; (5.8)

Agora porossigamos provando e teorema 5.3 para descricao de
um procedimento que encontra um acoplamento viavel X, e também um
vetor [ui s Zk] que satisfaz as condigoes (5.4) e (5.5) e as condi

gSes de ortogonalidade (5.6), (5.7) e (5.8).

O procedimento computacional mantém a viabilidade do primal
e do dual em todos os momentos, e além disso mantém todas as condi
goes de ortogonalidade satisfeitas, menos a condigao (5.7). O nﬁmg
ro de tais condig¢des nao satisfeitas ou seja, o numero de.nés expos
tos 7 para os quais U, & positivo, €& diminuido monotonicamente du

rante os calculos.

Comegamos com o acoplamento viavel X = d e com a . solugao
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dﬁal viavel

u. = W, para todos os R
.Zk = 0;. para todos os k,

onde ¥ & adquadamente grande, digambs

W = - max {W, .}
2 . g %
s d
Essas solugoes iniciais do primal e do dual claramente satis

fazem todas as condigoes (5.6) e (5.8), mas nio a condigao (5.7).

No passo geral do procedimento, X & viavel, todas as condi
coes (5.6) e (5.8) sao satisfeitas, mas algumas das condigaes k5.7)
nao sao. Entdo, procuramos encontrar uma cadeia de aumento  dentro
do subgrafo obtido por encolhimento de todas as-fléfes k para as
quais Zk - us%ndo somente os ramos (Z,J) para aé quais

W + U, ¥ L By = Wiz
z J k 43

Se uma cadeia de aumento & encontrada, ela estende-se entre
do?s ndos expostos 7 e j, para os quais u; = uj > 0. Portanto, de
pois de aumento do acoplamento mais duas das condigoes (5.7) se tor
nam satisfeitas. A alteracdo do acoplamento dentro de cada uma das
flores encolhidas & de tal modo que o acoplamento continua sendo ma
ximo dentro da flor. Portanto, cada uma das c0ndig6es (5.8) depois
do aumento do acoplamento continua sendo satisfeita, porqﬁe a cé

deia de aumento envolve somente os ramos (Z,j) para os quais

u, + uj + X zk-: Wij; entao todas as condigoes (5.6) continuam

-

sendo satisfeitas.

Se o aumento nao é possivel, entao um valor apropriado ¢ > 0
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@ escolhido, elas-seguintes alteracgoes sio;feitaé nas variaveis‘ du -
ais. Para cada ndo 7 com'um rotulo-S e cada no % contido dentro de
uma flor mais exterﬂa, § & subtraido de U Para cada ndo < com um
rotulo-7, & & adicionado a .. Para cada flor mais éxterna k, ~ 28
sao adicionados a Zkr

Se um ramo (%, ) € contido dentro de uma flor, nao ha nenhum
éfeito sobre ui.+ uj + L Zk causado pelas alteragoes nos - valores
das variaveis duais. Mas, se o nd 7 tem um rotulo-S ou & contido den
tro de uma flor mais externa e o nd j nao & rotulado, entao o efei

to liquido & -§. Outros casos sao indicados na Figura 5.17. como an

tes os quadros representam pseudo-nos.

< AN

/ T 5 \

! \

| i

I 4

I Sk |

: I

| -26 1

: |

: s | Nos e Pseudo-ngds
| Efeito -~ <~ ) | em drvores
1 liquido " 8 :

| : Mg

| h |

I -28 1

! :

| S v T S

: O C o

\ S L ,

b =6 o b e

s - ’
Nos nao em arvores

- - - -

Figura 5.17 Efeito de alteracao nas variaveis duais

Ha trés restrigoes para o valor maximo de § que sao as se
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guintes:

(5.9) Se £ & um nd com um rotulo-S ou & contido dentro de uma flor

mais externa, & necessario que U, = § > 0.

(5.10) Se (Z,j) & um ramo tal que ambos os nds Z e j tém rotulo-S

ou estao contidos dentro de flores diferentes, & requerido.que

(s — 8] -# (w, — §) > Wi

T J - 14
(5.11) Se (Z,4) & um ramo tal que < & um no com um rotulo-S ou e
contido dentro de uma flor mais externa, enquanto j @ um nd ainda

nao rotulado, entao & necessario que

Suponha-se que § € escolhido tao grande quanto possivel, su
jeito as restrigoes (5.9) a (5.11). Se a condigao f5.9) esta contro
lando o valor de ¢, entdao a nova solugao dual & de tal modo que
todas as restrigoes (5.7) sao satisfeitas. Ambas as solugdes primal
e dual sao Otimas e um acoplamento de peso maximo & obtido. (Lem
bramos que valores iniciais uniformes foram escolhidos para as vg

riaveis Use Portanto, o mesmo valor minimo de U existe em cada nod

exposto Z.).

Se a restricao (5.10) esta controlando o valor de §, entao
ou uma cadeia de aumento pode ser encontrada ou uma nova flor & for
mada. Quando o mesmo ocorre para (5.11), pelo menos um novo ramo poO

de ser adicionado a uma das arvores alternadas.

Agora podemos esbogar o algoritmo da seguinte maneira:
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5.3.2 Esbogo do Algoritmo de Acoplamento com Peso Maximo

PASSO 0 (Inicio)

Comegemos com X = 0 e u, = . maax {Wij} como as solugoes primal e
2 "

dual.

PASSO 1 (Designagao de Rdtulos)
Geremos uma raiz para uma arvore alternada em cada nd exposto e'pros
sigamos a construgao da mesma pela designagao de rdtulos, usando so

mente os ramos (Z,,j) para os quais

W F Mo # 8 il = Wy s

T ] k 47
Se uma cadeia de aumento & encontrada, desviemo-nos ao passo 2. Se
uma flor & formada, desviemo-nos ao passo 3. Se as arvores se tor

nam HOngaras, desviemo-nos ao passo 4.

PASSO 2 (Aumento)
Encontremos a cadeia de aumento, trancando a cadeia dentro das flo
res encolhidas. Aumentemos o acoplamento, removamos todos os rotu

los dos nds e pseudo-nds e voltemos ao passo 1.

PASSO 3 (Floragao)
Identifiquemos a flor e encolhamo-la no grafo. O pseudo-nd represen
tando a flor recebe um rotulo-S e a sua variavel-Z & feita igual a

zero. Voltemos ao passo 1.

PASSO 4 (Alteragao nas Variaveis Duais).
Determinemos o' valor maximo de § de acordo com as restrigoes (5.9)
a (5.11) e facamos as alteragdes apropriadas nas variaveis duais. Se

a restricdo (5.9) estd controlando o valor de §, paremos; o acopla

mento e a solucgdo dual s3o 6timos. Caso contrario, removamos todos



76

os rdtulos dos nds e voltemos ao passo 1.
5.3.3 Implementac¢ao do Algoritmo de AcoPIaménto com Peso

Agora consideremos a implementacgao do algoritmo de acoplamen

to com peso esbogado na se¢ao anterior.

0 procedimento de -designagao, o encontro das cadeias de au

mento e a formagao de flores sao semelhantes aos que foram conside

rados na implementacao do algoritmo do acoplamento de cardinalidade

maxima.
Variavel - A

Uma variavel A & introduzida e atualizada pelo procedimento

de designacao de rotulos. Essa variavel e para indicar o valor ma

ximo de § que pode ser escolhido, sujeito as restrigoes (5.10) e
{B.11) «
Variavel - W..

i

Para abreviar calculos, uma variavel Wij & usada para repre

sentar ai + uj = Wij' Cada vez que nos calculos os valores de U
u. e W.. s3o encontrados, também sera calculado W.. = u. + u. -
J 1d () T J
W s oo
TJ

5.3.4 0 Algoritmo de Acoplamento com Peso

PASSO 0 (Inicio)

O grafo G = (N,A) & dado com um peso wij associado a cada ramo

(Z,J). Coloquemos i, S L mazx {Wij}' para cada n6 ¢ € ¥ Facgamos
a

. A =+ =, Coloquemos X = 0. Nao ha nehuma flor e nenhum nd & rdtula
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do. Fagamos b(%Z) = 7 para todos os ndés 7 e N.

PASSO 1 (Designagao de Rotulos)

(1.0) Apliquemos o rotulo- "S§:0" a cada nds exposto.

(1.1) se nﬁo houver nenhum no nao—peséuisado; desviemo-nos ao pas
so 4. Caso contréfio, encontremqs um nd 7 com um rotulo nao-pesqui
sado. Se o rotulo & um rotulo-S5, desviemo-nos ao passo 1.2; se & um
rétulo-7, desviemo-nos ao passo 1.3.

(1.2) Pesquisemos o rdotulo-S no ndo 7 pela execugao do seguinte ?rg

cedimento para cada ramo (Z,j)¢X incidente ao nd i: Fagamos

W..=u. +u. -W... Se b(Z)-= b(j), nao facamos nada. Caso contra
Td T J ) ‘ =
rio, se o nd b(j) tem um rdtulo-S e ﬁij = 0, retracemos dos rotu
lo;-8 nos nds 7 e j. Se diferentes nds raizes forem encontrados, des

viemo-nos ao passo 2; se o mesmo nd raiz & encontrado, desviemo-nos

ao passo 3. Se o nd b(j) tem um rdtulo-5 e ﬁij > 0, facamos

A = min {A,w% ﬁ”j}' Se o nd j nao & rodotulado e ﬁij = 0, apliquemos
[
o rdtulo "T:Z" ao nd j. . Se o nd J ndo & rotulado e ﬁij > 0, faca

mos A = min {A, ﬁij}' Quando o nd 7 & pesquisado, voltemos ao passo
Ll

(1.3) Pesquisemos o rotulo-T no nd 7 pela execugao do seguinte pro

cedimento para o Unico ramo (Z,j)eX incidente ao nd <. Se

b(i) = b(j), ndo fagamos nada; caso contrario, se o ndo j tem um ro
tulo-T, retracemos dos rotulos-T nos ndés < e j. Se diferentes nos -
raizes forem encontrados, desviemo-nos ao passo 2. Se 0O mesmo nod

raiz @ encontradc, desviemo-nos ao passo 1l.1.

PASSO 2 (Aumento).

Uma cadeia de aumento & encontrada no passo 1.2 ou 1.3. Aumentemos
o acoplamento X. Retiremos todos os rbdtulos dos nos e fagamos

bii) = < para todos os 7 ¢ N fagamos A = + ». Todos os nos sao

nao-pesquisados. Desviemo-nos ao passo 1.0.
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PASSO 3 (Floragao)

Uma flor ¢ formada no passo 1.2 ou 1.3. Determinemos os nos da nové
flor e o seu ndo base. Fornecamos rotulos ausentés para todos os nos
da nova flor; menos o nd base. Atualizemos o vetor'b(i) para todos
os nds na nova flor. Voltemos ao passo 1.2 ou 1.3, como lhe for a

propriado.

PASSO 4 (Revisdo das Variaveis Duais)

Encontremos:

(o2
¥
1l

min {u.}
7z
-62 = min {61, A}

Coloquemos u . = u, - § para cada nd 7 em que o nd b(i) tem um rotu
lo-S. Coloquemos u . = u. + § para cada ndo 7 em que o ndo ¢ tem um rd
tulo-T, mas nao & contido numa flor. Coloquemos Wij = Wij - 28 para
todos os ramos (%,j) em qualquer flor. Se § = §,, paremos; X & o
acoplamento de peso maximo. Caso contrario, coloquemos todos os rd

tulos=S5 no estado nao pesquisado incluindo os nds contidos nas flo

res. Facamos A = + «. Voltemds ao passo 1l.l.

A codificagao de um programa para este algoritmo & inclul
da neste trabalho. Este programa pode ser usado como uma sSub-rotina
na solugéo do problema do carteiro Chinés, nos casos de uin grafo

direcionado e nao-direcionado, como foi discutido no capitulo 4.

Relembramos que o algoritmo de acoplamento considerado aci
ma encontra o acopiamento.de peso méximo. e sabemos que o algoritmo
do problema do carteiro Chinés precisa de um acoplamento de peso mi
nimo (Veja o algoritmo do problema do carteiro Chinés no Capitulo

4) . Por isso a seguinte transformacao deve ser feita para todos os


http://cartej.ro

pesos de todos os ramos no grafo G*:

onde aij € o custo de percurso do caminho mais curto entre nos

i e j, M @ uma valor grande e wij € o peso transformado do ramo
(i,j) em G*. Agora um acoplamento de peso maximo em G* usando os pe
SOS wij € quivalente a um acoplamento de peso minimo em G* usando

0S pesos a. ..
)



. CAPITULO VI

O PROBLEMA DE COLETA DE LIXO

6.1 Introducao

Consideramos neste Capitulo o problema da coleta de lixo e a
implementagao do algoritmo do problema do Carteiro Chinés para re

solvée-lo.

O problema da coleta dé lixo pode ser definido da seguinte

forma:

Dada uma rede de ruas (por exemplo, um bairro) na gual o 1i
xo deve ser coletado, alguns recursos limitados (por exemplo cami
nhoes de coleta e o tempo disponivel para o servigo), e algumaé res
tricces (como as capacidades dos caminhos;, fazer um plano  viavel

para a coleta de lixo em custo minimo.

Como foi descrito no capitulo 2, uma rede de ruas péde ser
representada por um grafo no qual os segmentos das ruas sao repre
sentados pelos ramos e as intersegoes pelos‘nés, O comprimento ou
custo de percurso de cada segmento pode ser atribuido como um peso

aos ramos (uma definicdo mais precisa de custo de percurso sera a



81

presentada na se¢ao 6.3). Agora o algoritmo do problema do Cartei
ro Chinés pode achar no. grafo correspondente um ciclo (ou circuito)
que percorre todos os ramos pelo menos uma vez, de forma tal que

o peso total do ciclo (ou circuito), Seja minimo.

Com a defiﬁigao do problema da coleta de lixo, obsefva¥se
que o mesmo_é uma gengralizacgao do problema do Carteiro Chinés e
que esse algoritmo ndo pode ser aplicado para resolvé-lo. Mas <wvere
mos que, combinando © algoritmo com algumas técnicas heuristicas, po
demos obter solugoes boas (e nao necessariamente Otimas) para o pro

blema.

Existem algumas restri¢oes adicionais no problema da coleta
de lixo que nao existiam no modelo classico do problema~do Carteiro
Chinés. A quantidade de lixo de uma cidade & muito mais que a 'capg
cidade de um caminhdo. Portanto, um caminhac sd nao pode fazer o]
servigo de uma cidade inteira numa viagem. O caminﬁéo deve voltar
ao deposito de lixo cada vez que esta cheio, 'e, depois de descarre
gar, deve novamente continuar o servigo. Chamamos de "roteiro" o'ci
clo que percorre um caminhdo na sua viagem para uma coleta igqual a
sua capacidade, e de "jornada", o ciclo que um caminhao percorre num
dia de trabalho. Obviamente, uma jornada & composta de um ou mais
ro%eiros. Isto significa que devemos achar um conjunto de ciclos rna
rede tal que a quantidade de lixo de cada ciclo seja igual a capaci
dade de um caminhdo. Normalmente, sao utilizados varios  caminhoes
para fazer o servigo da coleta de uma cidade. Entao, temos que dg
terminar o plano de coleta de cada caminhao, de modo a minimizar 6
custo total de coleta.

Nesse capitulo serd considerado o problema da coleta de lixo

usando m-veiculos.



Como foi descrito, o algoritmo do problema do Carﬁeiro Chi
nés fornece uma solugdo dotima para um veiculo e um roteiro tnico.
Veremos que este algoritmo ainda pode usar uma solug¢do boa (mas
nao necessqriamente otima) para o caso geral onde temos m-veiculos

e a jornada de cada veiculo & composta de varios roteiros.

6.2 O Problema da Coleta de Lixo Usando m-Veiculos

O objetivo principél & minimizar a distdncia (ou custo ' de
percurso) total percorrida pelos velculos, e na maioria das vezes,
como uma consequéncia, minimizar o nﬁmero de veiculos necessér;os
para fazer o servigo total da cidade.

Nessa segdo consideramos métodos heuristicos que geram solu
¢oes aproximadas as otimas. Todos os algoritmos existentes para re

solver este problema podem ser classificados em dois grupos:

Algoritmos de "Divisdo Primeiro - Roteiro Depois” e algorit

mos de "Roteiro Primeiro - Divisdo Depois" [3].
6.2.1 O Procedimento de "Roteiro Primeiro - Divisao Depois"

Neste método, primeiramente, sem levar em consideragao o na

mero de velculos, resolvemos o problema para um sd roteiro, isto g,

construir um ciclo Euleriano envolvendo a rede inteira ("roteiro

gigante"). Depois dividimos o ciclo em um conjunto de ciclos meno
- ~ - = . .

res para m-veiculos (m nao & conhecido), tal que cada ciclo seja um

roteiro viavel. Um roteiro & chamado viavel, se a quantidade de 1i

xo nele nio for maior que a capacidade de um velculo. As vezes, uma

restricido de tempo de percurso também & considerada.

Numa boa divisdo, nao devem ser criados nds de grau impar, por
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par, porque isto implicara novas duplicag¢oes entre esses nos de
grau impar. Felizmente,,ndo & dificil dividir um ciclo Euleriano em
ciclos menores (como foi descrito na prova da suficiéncia do teore
ma de Euler no capitulo 3, um ciclo Euleriano & composto de um, con
junto dé'ciclos menores) . O que devemos fazef é dividir o grafo em
segoes menores, assegurando que cada seg§6 tenha uma ffonteiré éog‘
tinua, e que para qualquer nd na fronteira as ligag¢des coincidentes

no nd sejam divididas em nUmero par pela fronteira. . ‘

Agora consideremos o procedimento com um exemplo. Suponhamqs
que o grafo da Figura 6.1 (a) representa uma rede de ruas, e que o
comprimento de cada ligagéo mostra a distancia real, e ainda péra
facilitar mais, a quantidade de lixo associado a cada ligagao seja
igual a uma toneléda, e a capacidade dos caminhoes sejaAigual a 12
toneladas. Primeiramente, construimos um "roteiro gigante" | hesse
grafo; as duplicacces apropriadas para construir tal roteiro sao
mostradas pelas linhas tracejadas nessa figura..Agéra dividimos o
"roteiro giganteh (que & um ciclo Euleriéno)-em ciclos menores de
modo que a quantidade de lixo de cada ciclo nao SEja maior que &
capacidade de um caminhao. Conforme o.procedimento, uma divisao va
lida pode ser a que & mostrada pelas linhas interrompidas na figu
ra. Na Figura 6.1(b) as secoes sao mostradas separadamente. Podemos
obéervar que cada secao contém um ciclo Euleriano e conforme a supo
sicao que a quantidade de lixo de cada ligagao & uma tonelada,: a
quantidade do lixo de cada segao seria menor ou igual a 12 tonela
das (a capacidade de um caminhdo), entao cada segao tem um roteiro

vidvel. Na seguinte tabela esses roteiros sao construidos pelas se

quéncias de nos.



Figura 6.1
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0 exemplo do método "Roteiro Primeiro Divisao

Depois"



Roteiro Gréen de nos ‘ | a'quantidade
, de lixo
A 2y 3y Gy By 8, Jv 8; 135 12+ T 2 , 2
B 18,17:16511,6,;7,2;1,6,7,31,12,1%7,18 ' 10
@ 18,19,20,15,10,9,14,15,10,5,4}9,14,19,13,18 12

Se verificarmos que em algumas segoes a cérga € maior que a
capacidade de um veiculo e em algumas outras & muito menor, podemos
modificar as fronteiras através de desvio de ciclos de uma segao pa
ra outra. Por exemplo, se na Figura 6.1 (b) achamos que a carga da
secao ¢ & muito grande e a da;segéo A @ muito pequena, entao pode
mos desviar o ciclo (18, 19, 13, 18) da segao ( para a 4. Podemos
continuar as modificagoes dessa maneira até ficarmos satisfeitos com

a distribuicao de cargas.

Se a rede & dividida em k segoes (ou k roteiros) e cada vel
culo pode fazer o servigo de n roteiros, entao o numero de veiculos

necessarios m seria.
m > k/n,
onde m & o menor valor inteiro igual ou maior do que o quociente.

Obviamente, isto @ no caso de que os caminhoes tenham igual capaci

dade.

o
(2]
ek
l—l

A solugdo de "Roteiro Primeiro - Divisdo Depois" nao
ma por causa de duas fazBes: primeira, a técnica de divisao de gra
fo en secoes & heuristica; segunda, o depbsito de lixo naé foi con
siderado no grafo. No problema real, cada vez que o servigo de um
roteiro & completo, o veiculo deve partir péra o depdsito e nova
mente voltar. Numa solucdo dotima essas distdncias também devem ser

minimizadas.
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Excluindo o depodosito de lixo no grafo, obtemos uma flexibilidade
na decisao de onde comegar as divisces do "roteiro gigante", proque
normalmente temos muitas opgoes para definir um conjunto de rotei

ros, enquanto que com a inclusao do depdsito isto nao acontece.
6.2.2 O Procedimento de "Divisao Primeiro - Roteiro Depois"

No método "Divisio Primeiro - Roteiro Depois", primeiramente
dividimos a rede em seg¢oes de modo que a carga de cada segao seja
aproximadamente igual i capacidade de um veiculo e depois em cada
uma das secgoes aplicamos o algoritmo do problema do carteiro Chipés
e encontramos ciclos Eulerianos. Cada ciclo Eularianc seria uﬁ ro
teiro para um veiculo. Na divisao da rede, como no procedimento an
terior, deve-se evitar que ndo sejam criados nds de grau impar na

queles que eram originalmente do grau par.

Como exemplo consideremos o grafo da Figura 6.2 (a). Supé
nhamos ainda que o comprimento de cada ligagao mostra a disténcia
real e que a quantidade de lixo de cada ligacao & uma tonelada. Nes
sa figura o grafo & dividido em duas segBés A e B. Aplicando o algo
ritmo do problema do Carteiro Chinés em cada uma das segGes, encon
tramos as duplicacgoes otimas mostradas na Figura 6.2(b). Agora cada
uma das-segaes dessa figura contém um roteiro viavel (como no exem

plo anterior, a capacidade de um caminhdao sao 12 toneladas).

Pelas mesmas razoes mencionadas no procedimento anterior, ge

ralmente nao consideramos o depdosito de lixo na rede.
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(a)

Segdo A

(b)

Figura 6.2: O exemplo do método "Divisao Primeiro - Roteiro

Depois"
6.2.3 Comparagao dos dois Métodos

Agora desejamos comparar os dois métodos discutidos e mos
trar qual utilizar: se "Roteiro Primeiro - Divisao Depois" ou 058

visao Primeiro - Roteiro Depois™".

Podemos verificar que, quando o depdsito nao & incipido, o)
procedimento "Roteiro Primeiro - Divisao Depois" sempre precisa de
menos duplicagoes que o outro, porqueras duplica¢oes no primeiro mé
todo sao Otimas globais, mas no segundo método a solugao & otima lo
cal. Apesar desse fato, a escolha de um dos dois métodos & mais uma

" decisido administrativa que uma decisao algoritmica. Normalmente, ci
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dades tém divisoces administrativas e, muitas vezes, nao & desejavel
a interferéncia dessas divisoes através de roteiros de coleta de 1i

XO0.

Uﬁa‘combinégﬁo dos dois mdtodos discugidos da resultados me
lhores. Nas divisoces administrativas, as cidades sao divididaé ‘em'
bairfos &, muitas vezes, a carga de um bairro & mais que a capacida
de de um caminh3o. Entdo um procedimento aconselhavel & primeiro
dividir a cidadé em bairros (de acordo com as divisoes administra

tivas), e depois em cada bairro aplicar o procedimento "Roteiro Pri

meiro - Divisao Depois™".

6.3 Alguns Detalhes na Implementacao do Algoritmo do Problema do

Carteiro Chinés para resolver o Problema da Coleta de Lixo.

Os algoritmos apresentados no capitulo 4 e as técnicas consi
deradas no presente capitulo provéem uma base para uma solugao do

procblema real da coleta de lixo. Nessa segao -consideramos os deta

lhes de sua implementagao.

Admitimos que as se¢oes sao determinadas de acordo com as
técnicas discutidas anteriormente, agora deve ser determinado um ro
teiro, dentro de cada.segéo, que percorra, pelo menos uma vez, a

custo minimo, as ruas onde se faz a coleta.

A definicdo de custo & importante. Um veiculo pode percorrer
um segmento de rua, para coletar o lixo, ou simplesmente 'perCOrref
a rua para chegar a um ponto onde faz a coleta. Um principio impor
tante @ que o custo total referente as passagens que tém coleta, @&
fixo. Entao o custo que deve ser miﬁimizadg & o referente as passa

gens que nao tém coleta. Os custos associados a essas passagens ina

tivas sao de dois tipos: Os custos de mao de obra (que geralmente



39

sao fungao de tempo), e os custos do velculo (que geralmente $a0
fungao da distancia). Podemos associar a cada segmento de rua um
custo de percurso que & a soma desses dois custos e representa (o]

custo da passagem sem coleta. Muitas vezes, podemos usar a distan
cia de cada segmento para determinar o custo de percurso, porque

normalmente o tempo de passagem também & fungao de distancia.

Devemos notar que o custo de percurso associado a cada rua
nao precisa ser necessariamente um custo verdadeiro; & suficieﬁte
que o valor seja proporcional ao custo verdadeiro de tal forma que
os custos de percursos de todas as ruas sejam relativamente corre

tos.

Ha um outro custo tambem que & associado ao tipo de pavimen
tagao de rua. Se a pavimentacao de todas as ruas da rede &€ unifor
me, podemos dispensar esse custo. Mas se elas nao sao uniformes, en

tao podemos definir um peso associado a cada tipo de-pavimento, de
modo que o produto da distdncia de cada rua e o peso associado a
sua pavimentacao representem o custo de percurso da rua. Normalmen
te, para as ruas bem pavimentadas, esse peso pode ser definido i

gual a um e para as ruas mal pavimentadas ou nao pavimentadas tera

um valor aumentado, a ser definido pelo servigo piblico implicado.

Um caso que ocorre fréquentemente na coleta de lixo e quan
do existem alguns segmentos das ruas (famos) nos quais a coleta nao
e necessaria. Tais ramos serao percorridos somente se eles se encon
tram num caminho mais curto acoplando dois nos'de grau Impar. Além

- = .
disso, o grau de cada nd & calculado considerando somente 0S ramos
que precisam do servigo. Em outras palavras, esses ramos nao estao
incluidos no.ggafo, quando estamos calculando o grau dos nds, nas

os mesmos sao usados na determinagao dos caminhos mais curtos entre

nos de grau impar. Assim, o algoritmo de acoplamento determina que
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numa solugao Otima tais ramos devem ser pecorridés ou nao. Como e
xemplo, suponhamos que o grafo da Figura 6.3 (a) representa uma rede
de ruas; os pesos representam os custos de percurso. Queremos deter
ﬁinar um ciclo de custo minimo nesse grafo, que percorre todos os

ramos pelo menos uma vez, exceto os ramos (2,3) e (4,8).

Eliminando esses dois ramos do grafo, os nos dd grau impar
serao os ndos 4 e 5. As duplicagoes Otimas para esse exemplo sao mos
tradas na Figura 6.3(b). Embora o ramo (4,8) ndo precise ser percor
rido, ele & usado para ligar os nds de grau Impar, enquanto que pa

ra o ramo (2,3) isto nao acontece.

: q)_ 5 CQ* 4 - ga_ 5 GD

e
O D———@

O S S e " (b)

Figura 6.3
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Este procedimento pode falhar, se a omissao dos ramos que
nao precisam ser pecorridos, resulte um grafo nao conexo. No exem
plo da Figura 6.3, isto acontece se o ramo (3,7) também nao precise

ser percorrido.

Uma outralcompliqagéo no problema aa coleta de-lixo e d caso -
de que algumas ruas dgvem ter coleta em ambos os lados. Normalmente
‘em ruas reisdenciais, numa passagem sO ambos os lados podem ser co
letados, porém isto nao & viavel em rués movimentadas, porque preju

dica o trafego. Consequentemente, essas ruas devem ser percorridas

duas vezes.

Felizmente, este caso pode ser levado em consideragao pelo
algoritmo do problema do Carteiro Chinés simplesmente  adicionando
um nd e duas ligagoes, para cada ligagao que deve ser percorrido
duas vezes. A maneira de combinar essas ligagoes adicionais com
a ligacdo original & mostrada na Figura 6.4. Suponhamos que na Figu
ra 6.4(a) a ligagao (%,j) deve ser percofrida duas vezes; entao de
finimos um nd adicional k% e duas ligagdes adicionais (Z,k) e (5.k)
(que nao existem no grafo original). A Figura 6.4 (b) mostra como
devem ser combinados o nd e as ligagoes adicionais com a original.
Notamos que a soma dos custos de percurso das ligacoes adicionais de
ve ser igual ao custo de percurso da original. Agora o algoritmo do
problema do Carteiro Chinés encontra uma solugao 6tima na qual o se
gmento entre os nds ¢ e j & percorrido pelo menos duas vezes (uma
vez pelé ligagcao original e uma vez através das ligagoes adicio
nais) . Obviamente, qﬁando desenhamos o roteiro, o segmento (z,J) dé
ve ser percorrido uma vez do no ¢ para o j e outra vez do hé J para
o 7. Para atender isto, antes da construgao do roteiro, determina
mos uma direcgao para o ciclo (Z, j, k, i,); em outras palavras, for

mamos um circuito. Agora, eliminando esse circuito do grafo, no res

e

tante ainda existe um ciclo Euleriano; combinando o ciclo com o ci
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Vo 4
) () (a)
0 0 (b)
) S -
K o no e as ligacoes
=/ adicionadas
Figura 6.4

cuito, obtemos o roteiro desejado.

A construcgao de ciclos (também circuitos) Eulériano foi con
siderada no capitulo 3. E importante notar que, se num grafo existe
um ciclo Euleriano, entao, geralmente, podemos definir uma grande
familia de tais ciclos ho mesmo, onde cada um deles tem O mesmo cus
to de percurso. Esta flexibilidade nos permite observar algumas res
tricdes, as quais n3o conseguimos levar em consideragao pelo algori
tmo. Por exemplo, podemos construir um roteiro de tal maneira que o
servico das ruas mais movimentadas seja realizado nos horarios per
mitidosl Uma outra restricao que nao & consderada no algoritmo, sao
as interse¢des nas quais o retorno a esquerda & proibido. Na maio
ria dos casos podemos encontrar facilmente um roteiro que observe

tais restricoes.

\
1

Raras vezes, nao se consegue achar um ciclo Euleriano que
_satisfaga as restrigoes adicionais. Em tais casos, devemos conside
rar um aumento do custo de percurso do roteiro; em outras palavras,

devemos criar algumas outras duplicagaes dos ramos no grafo, de mo

do que, no grafo resultante possamos observar as restrigoes. De
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qualquer maneira, o grau de todos os nas do grafo deve continuar sen

do par. Isto implica que as novas duplicagoes também devem  formar

ciclos completos, ou que os ramos duplicados e nao duplicados sejam

‘trocados num ciclo.



CAPITULO VII

RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Fol ihcluida neste trabalho a codificagao de um pro§rama,
em linguagem WATFIV para resolver o problema de acoplamentd com pe
so num grafo qualquer. A codificacao & baseado no algoritmo da se
cao 5.3.3. Como foi citado anteriormente, o programa também pode
resolver o problema do écoplamento nos casos particulares menciona
dos no Capitulo 5. Realmente, nesses casos o volume dos calculos &
reduzido. Por exemplo, no caso do problema do acoplamento de cardi
nalidade maxima (i. e. quando todos os pesos dos ramos sao unita
rios), o programa nao entra na parte da solugao dual. Ainda, no pro
blema do acoplamento bipartido, nao podem ser formadas flores, por.
geu num grafo bipartido, nao existem ciclos de cardinalidade impar.

Consequentemente, nesses casos, o tempo de execug¢ao do programa se

rpa -reduzido.

Foi codificadoe.um outro programa, para resolver o ' problema
do Carteiro Chinés, no caso de um grafo nao direcionado, no qual o
programa do acoplamenté com peso & utilizado como um subprograma. Co
mo foi descrito no cépitulo 4, esse programa também pode ser utili

zado para o problema do Carteiro Chinés no caso de um grafo direcio
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nado e em alguns casos particulares de um grafo misto (quando o gra

fo misto tem poucos ramos direcionados, distribuidos dispersamente

no grafo). A eficiéncia desse programa foi testada pela solugido de
\

um problema real de coleta de lixo no Bairro dos Estados da cidade

de Joao Pessoa.

O Bairro dos Estados e composto de 309 segmentos de ruas e

180 intersecdes. das quais 80 sdo interseg¢oes impares. A Figurd 7.1

€& um mapa desse bairro. O servigo de coleta do lixo, nesse bairro

autualmente & feito por um caminhao e através de dois roteiros.

O primeiro passo na solugao do problema foi a representaéao
grafica do mapa. Isto foi feito designando um nd a cada intersecgao
e um ramo a cada segmento de rua. Entao, o grafo corresﬁondente tem
180 nds, dos quais 80 sao de grau impar, e 309 ramos. Como £odas
as ruas do bairro tem trafego nos dois sentidos, entao todos os . ra

.

mos sao nao-direcionados.

0 custo de percurso de cada segmento foi calculado em fuﬁgﬁo
do comprimento do segmento. Nesse bairro encontrcou-se variedade de
tipos de pavimentacgao das ruas. As ruas sao sem calgamento ou calga
das, com diferentes qualidades de calcamento. Poftanto, elas foram
cléssificadas em categorias diferentes, e acada uma das categorias

foi associada um peso, os guais s3o dados na tabela seguinte:

Boa Razoavel Ma

Calcada 1,0 3.2 1,3

+ Nao-Calcada L2 14 157
Normalmente, os valores dos pesos sao calculados de acordo

com as experiéncias dos setores responsaveis pela coleta do lixo;



Figura 7.1 O Mapa do Bairro dos Estados da Cidade de Joao Pessoa
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porém, no nosso exemplo sdo estimativas. 0 custo de percurso de ca
da segmento de rua foi calculado, multiplicando o comprimento do se

gmento pelo peso associado ao seu tipo de pavimbnto.

A quantidade de lixo nesse bairro atualmente & igual a capa
cidade de dois caminhoes (ou dois roteiros para um caminhao). Por
tanto, devemos determinar dois roteiros viaveis nesse bairro. Tenta

mos fazer isto pelo método "roteiro Primeiro - Divisdao Depois".

Primeiramente, aplicamos o algoritmo do problema do Carteiro
Chinés ao grafo correspondente, para encontrar as duplicacgoes oti
mas e depois dividimos o grafo resultante (incluidas as duplicg
coes) em duas secgoes, de modo que a quantidade de lixo de cada uma

seja igual ou menor do que a capacidade de um caminhao.
Os dados de entrada do programa sao Os seguintes:

(a) Um cartao especificandorrespectivamente o nimero dos nos
e o numero dos ramos, e também a palavra 'MINIMAL' (essa
palavra especifica que o subprdgrama de acoplamento deve
procurar um acoplamento com peso minimo). Os dados sao

perfurados em formato livre.

(b) Cada segmento de rua (ramo) & especificado por trés nime
ros: os dois primeiros sao os nimeros dos noOs . terminais
do ramo e o terceiro & o seu curso de percurso. Deve-se
prover dados para todos os ramos existentes no grafo. Ca
da cartao ﬁode conter dados de mais de um ramo. Esses da

dos também sao em formato livre.

Com esses dados de entrada o programa comega identificando to

- dos os nos de grau impar no bairro. Depois determina os caminhos
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mais curtos entre todos esses ndos e as distancias correspondentes.
Essas_informagoes entram no subprograma de acoplamento com peso e,

finalmente, a saida do programa & uma listagem -dos pares de nds de

grau impar, que devem ser conctados através dos caminhos mais cur
tos entre eles, para obter um ciclo Euleriano de custo minimo no
grafo.

A partir da saida do programa podemos identificar os cami

nhos que devem ser duplicados no grafo original. Apesar do progré
ma sO determina os pares de ndos a serem conectados e nao identifi
car quais sao os ramos que devem ser duplicados, nao & dificil an
ccntrar tais caminhos entre os pares de nos dados pelo programa. Ge
ralmente os caminhos mais curtos numa solugdo Gtima sao de cardina

lidade igual ou menor geu 2, € em raras vezes pode ser maior. Entao

facilmente podemos identificar e duplicar tais caminhos.

A Figura 7.2 mostra as duplicacoes otimas para o exemplo do
Bairro dos Estados. Observa-se que de 40 caminhos duplicados, 31
sao de cardinalidade um e somente 9 sao de cardinalidade dois ou
maior. A solugao desse problema levou 43 minutos'no IBM/370-145, dos
quais aproximadamente 30 minutos foram para encontrar os caminhos
mais curtos entre todos os nos de grau impar, e 13 minutos para a

execugao do subprograma de acoplamento.

Como a carga de lixo do bairro é igual a capacidadg de 2 ca
minhoes, entdo o grafo da Figura 7.2 deve ser dividido em duas se
¢oes, tais que a quantidade do lixo, de cada uma nao seja maior que
a capacidade de.um caminhao. I &+« & segﬁnda etapa do método "Rotei
ro Primeiro - Divisao Depois". Como nds nao tivemos dados sobre a
quantidade de lixo de cada rua, entdo ndo podemos fazer tal divisao

para o exemplo. Mas uma divisdo tipica pode ser a que & mostrada

com a linha interrompida na Figura 7.2.
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Figura 7.2 : A Solugao do Problema do Carteiro Chinés para o Bairro
Linhas - = = = - representam as passagens adicionais
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O Gltimo passo na solugao do problema & determinar o rotei

ro do veiculo em cada sec¢do. Simplesmente nds devemos fazer um o 3

clo Euleriano em cada'segﬁo do gfafo. A prova da suficiéncia do teg
rema 3.1 fornéceu um procedimento para fazer tal ciclo. Como foi
descrito na segao 6.3, normalmente temos muitas opgdes para definir
un ciclo Euleriano e essa facilidade nos permite observar certas
restrigoes adicionais (Veja o capitulo 6). Por isso, esse passo nhao

foi programado e deve ser feito manualmente.

Certamente, um modo de testar a eficacia do programa & compa
rar os seus resultados com o roteiro existente para a coleta de 1;
X0 nesse bairro. O roteiro do caminhao foi seguida num dia de traba
lho nesse bairro e foi tragado no mapa. A Figura 7.3 mostra o rotei
ro resultante, onde as passagens adicionais sao mostradas pelas 1i

nhas tracejadas.

Usando a solugao mostrada na Figura 7.2, O Bairro dos Esta
dos com 33,92 Km- de ruas, precisa de 4,73 Km de-duplicagaes. Porem
da Figura.7.3, atualmente 11,31 Km sao duplicados. A solugao repre
senta uma economia de 58 por cento dos percursos nao necessarios, e

14,5 por cento da distancia total percorrida.

Uma vez que os roteiros de coleta de lixo sao escolhidos ale
atoriamente em todos os birros da cidade de Joao Pessoa, sem davida

nenhuma sera possivel alguma econcmia também para eles.

Na implementacgao corrente do programa, no computador
IBM 370/145 do Centro de Ciéncias e Tecnologia da UFPb, as varia
veis foram dimensionadas para solucao de problemas constituidos até
800 segmentos de rua e 350 intersegoes aproximadamente, desde que
o numero de interse¢oes Impares nao seja maior que 160. Nessa imple

mentagao, o programa precisa de aproximadamente 357 k bytes de memé
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ria para as variaveis dimensionadas. No caso geral as variaveis po
dem ser dimensionadas da seguinte maneira:
REAL*4 G(Z,3), U(Z)
INTEGER*2 C(n,n), W(m,3), DEG(n), B(Z), SCAN(<),
LAB(2,t), MISS(2,4), TRACE(2,4Z), X(1),

PATH(Z), SPEC(2,i), TCAN(Z),

onde n & o nimero dos nds do grafo, 7 & o nimero dos ndos de grau im

par e m & o numero dos ramos.



CAPITULO VIII

SUMARIO E CONCLUSOES

Neste trabalho, foi considerado o problema da distribuigao de
servigos publicos. O esforgo principal foi concéntrado na  solugao
do problema da determinagéo do roteiro dos veiculos para uma classe
de problemas nos quais'o servigo deve ser distribulido ao longo das
ruas. A coleta de lixo, ‘a limpeza de ruas peias vassouras mecéni
cas, a distribuigao de carta etc sao exemplos de tal classe de pro
blemas.

0 modelo do problema do Carteiro Chinés foi usado como solu
¢ao. Esse modelo foi considerado em trés casos diferentes: no caso
de que todas as ruas sio de sentido duplo; quando todas as ruas Sao
de sentiéo inico e no caso de que algumas ruas sao de sentido Gnico
e algumas outras nao o sao. Para o primeiro e o segundo casos foram
apresentados algoritmos muito eficientes, enquanto o terceiro & um
problema nao resolvido até agora. . |

Devido a simplicidade dos principios.dos algoritmos apreseﬁ
tados, muito% problemas podem ser resolvidos manualmente e - podem

ser encontrados solug¢oes pelo menos razoaveis.
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A codificagao de um programa para resolver o problema do aég
plamgnto com peso num grafo qualquer foi também incluida neste tra
balho. Ela foi utilizada como um subprograma do programa codificado
para o problema do Carteiro Chinés. O programa foi testado por  um
exemplo real de coleta de lixo; a comparagéo.dos resultados obtidos
com a solugao existente mostrou que o mesmo pode ser muito bem apli -
cado em tais problema;.

A versao atual permite a solugﬁé de problemas de porte rela
tivamente grande. O tempo de execucgdao do programa & razoavel, porém

por alguns refinamentos poderia ser diminuido.

E muito importante notar que o algoritmo do problema do Car
teiro Chinés fornece uma solugao otima, mas geralmente o problema
da distribuigdo de servigos pliblicos ndo tem uma solugdo otima; as
técnicas apresentadas podem ser utilizadas como instrumentos éara
encontrar uma solugao boa. Esse fato foi considerado explicitamente
na implementacao do algoritmo do problema do .Carteiro Chinés para
resdlver o problema da coleta‘de lixo discutido no capitulo 7. Pddg
mos dizer que as técnicas existentes para resolver tais problemas
de servigos publicos ainda devem ser usadas em conjunto com proce

dimentos manuais e julgamentos intuitivos.

Ainda existe uma série de problemas na distribuicao de servi

cos publicos para serem resolvidos, dos guais os mais importantfs

sao: ‘

(a) O problema da determinacao de roteiro numa rede na dqual
algumas ruas sao de sentido Unico e algumas outras nao o

-

sao.

(b) O problema da determinagao de roteiros numa rede para m-



&
veliculos.

(c) O problema da localizagao das facilidades / determinagao
de roteiros, no qual a interdependéncia entre os  rotei
ros e a localizagao das facilidades seja considerada ex

plicitamente.
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