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RESUMO

0 objetivo principal desse estudo & o desenvolvi
mento de métodos que solucionem o Problema do Carteiro Chines
“em grafos mistos, visando aplicagﬁes diretas na distribuicao de
bens e servigos publicos. Devido a essas aplicacoes, foram Te
vantadas algumas restricoes associadas as leis de transito e ma
nobras de veiculos, quando essas se fazem necessarios. S@ao apre

sentadas solucbes que adaptam essas restricoes eaos algoritmos a

rota final. §

0 grafo original & modificado através de procedi

mentos heuristicos, que o transformam num grafo Euleriano, onde
sera aplicada a Rota Final. Todos os algoritmos, relativos a
esses procedimentos e a rota final, s3ao apresentados de uma for

ma estruturada, facilitando a sua compreensao e impliementacao.

Ao final sao apresentados alguns aspectos que po
dem ser abordados futuramente, visando uma melhor adaptacao do

trabalho ao problema real.



ABSTRACT

The main purpose of this study is to develop a
method of solving the Chinese Postman Problem in mixed graphs,
aiming direct aplicaticns in the distribution of assets and

public services.

Due, to these aplications, some restrictions
associated to the traffic laws and car maneuvering were
developed, when they were found necessary. Solutions which
adapt these restrictions to the algoritms related to the final

route, are shown here,.

A1l the algoritms related to these procedures
and to the final route, are presented here in a estructural

way, simplifying its comprehension and its implementation.

At the end, some aspects that could be
approached in the future are shown, aiming for a better

adaptation of the work to the real problem.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Nas cidades de meédio e grande porte, as distri
buiéﬁes de bens e servigos, como coleta de Tixo, entrega de cor
respondéncia, limpeza de ruas, entrega normal de gas e outras,
sao feitas de forma ainda insatisfatoria. Esses servigos sao
operados, na maioria das vezes, pelo proprio coletor ou entrega
dor de forma aleatOria, encarecendo os custos de operagao, prin

cipalmente quando sao utilizados veiculos motorizados.

Nesse estudo, o principal objetivo & fornecer me
todos que so]ucionim o problema de se encontrar uma rota, numa
rede formada pelas ruas de uma cidade, cujo custo total seja o

menor possivel,

Existe uma total identificacao entre esse proble
ma especifico e o Problema do Carteiro Chines (PCC) em grafos

mistos, cuja finalidade & encontrar uma rota que percorra todos



0s arcos e ramos do grafo pelo menos uma vez. 0 PCC foi descri
to pela primeira vez por Kuan Meiko I17l, e algoritmos eficien
tes para sua solucao foram apresentados por Edmonds I]OI, para
grafos nao direcionados e grafos totalmente direcionados. Papa
dimitriou 1191, mostrou que, no caso de grafos mistos, o PCC
pertence a classe dos problemas NP-Complete, para os quais ain
da nao foram encontradas solucOes com ordem de complexidade po
Tinomial. Foi proposta, por Edmonds e Johnson, uma solucao heu
ristica para o problema. Essa solucao sofreu algumas alteracoes,
feitas por Frederickson 1141, e foi utilizada por Santos IZOI
na preparacao do grafo para a rota. Essa preparacao consiste na
transformacao do grafo original em um grafo de Euler, onde @&
possivel tracar uma rota que atravesse tcdos os arcos e ramos

exatamente uma vez,.

Apesar do estudo de Santos ter se aprofundado no
assunto fluxos em redes, tratou de uma maneira ruito superfi
cial o tema casamento em grafos gerais, alem de apresentar 0s
algdritmos de uma forma um pouco complicada @ nao operacional.
Devido a esses motivos, uma preocupagao na primeira parte desse
trabalho foi, alem de fazer uma abordagem mais profunda no as
sunto casamento, apresentar cada algoritmo de forma mais estru

turada, facilitando sua compreensao.

Com relacdao a parte principal do trabalho, foram
desenvolvidos algoritmos eficientes que encontram uma rota num
grafo Euleriano. Como em muitos casos de distribuicao de bens e
servicos sao envolvidos veiculos, surgiram alguns problemas, de
transito e de manobra, que precisaram ser compatibilizados com
os algoritmos. Esses problemas estao associados a contorno proi
bido, retornos em U e "rotas" com a origem diferente do destino.
Todos esses pontos foram estudados, e receberam solugoes heurTi

ticas particulares.



03

0 trabalho estd organizado da seguinte forma:
uma base tedrica para o desenvolvimento do assunto @ fornecida
nos capitulos 2 e 3; os capitulos 4, 5 e 6 apresentam os algo
ritmos de menores caminhos, fluxos em redes e casamento, atra
vés de uma discussao dos mesmos, descricoes em Pidgin-Algol e
analise de complexidade; no capitulo 7 sao apresentadas as idé
ias e solucoes para a rota e para todas as restricoes; e por
fim a conclusao, apresentacao dos resultados e algumas suges

toes de trabalhos futuros.
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CAPTITULO II

NOCOES FUNDAMENTAIS SOBRE GRAFOS

Nesse capitulo serao apresentados alguns concei
tos ‘sobre grafos, que serao utilizados durante todo o transcor

rer do trabalho,

2.1 - Grafo Misto

Um grafo misto G=(V,E,A) consiste de trés conjun
tos:
- Um conjunto finito de vertices V={1,2,...,n};
- Um conjunto de ramos E€{{i,j}|i,jeV};

- Um conjunto de arcos ACVxV,

Caso um dos dois conjuntos A ou E seja vazio, o
grafo torna-se um caso particular do grafo misto G. 0 grafo
G=(V,A) € chamado grafo totalmente direcionado, e G=(V,E) grafo

nao direcionado,
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Exemplo 1: grafo misto

¥=4{1.,2.3.4.5]
E={12.5) 4361 :14,:0)
A={(]92):(]:3)3(2$3)’(334)=(45])}

2.2 - Incidencia e Grau

Diz-se que um arco (ou ramo) € incidente com um
vértice, quando esse vertice for um dos vertices terminais des

se arco (ou ramo).

Grau de um vértice i, denotado por grau(i), & de
finido como sendo a soma dos arcos e ramos incidentes com ele.
Define-se grau de entrada de um vértice i, representado por
entr{(i), como a soma de todos os arccs que possuem i como vérti
ce final. 0 grau de saida, saida(i), corresponde a soma dos ar

cos que possuem i como vértice inicial.

Exemplo 2:
grau(1)=grau(4)=2

o e grau(2)=grau(3)=3

entr(1)=entr(4)=0 saida(3)=saida(4)=0
e e entr(2)=1 saida(1)=2

entr(3)=2 saida(2)=1

2.3 - Deficit

Chama-se deficit de um vertice, representado por

def(i), a diferenca entre entr(i) e saVda(i).

Com relacao ao exemplo anterior tem-se:
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def(1)= -2
def(2)= 0
def(3)= 2
def(4)= O

2.4 - Caminho, Circuito, Cadeia

Caminho com relacao a um grafo G=(V,E,A), € uma
sequencia finita CAZ@s Cosevvs@)s Bp qseees@ s onde
e =(is14q) ou e ={i i, ,;}. Quando iy=i ,, esse caminho & cha

mado circuito.

Da-se o nome de cadeia a um caminho onde nao sao

consiceradas as orientacoes dos arcos.

Exemplo 3:

G= 5
caminho 2 (1:2):(2,3),{3,8),{5,4})
circutite & (1,2),(2,3),0(3,1)
cadeia r (3571 ):13:81 15,47

2.5 - Rota

P

Define-se rota como sendo um circuito que contém

todos os arcos e ramos do grafo. No exemplo anterior tem-se:

r=(1,2),(2,3),03,4},14,5},15,3}:(3,1)
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2.6 - Rota de Euler (Euleriana)

E uma rota onde todos os ec(EUA) sao atravessa

dos exatamente uma vez.

2.7 - Grafo de Euler

E um grafo que admite uma rota de Euler. 0 grafo

do exemplo 3 admite essa rota, portanto € um grafo de Euler.

2.8 - Grafo Conectado

Un grafo G € conectado, se¢ existir pelo menos

uma cadeia entre todos os pares de veéertices em G.

0s grafos associados aos exemplos 1, 2 e 3 Sao

todos conectados.

2.9 - ﬂrvore

Uma arvore & um grafo conectado, com as seguin

tes caracteristicas:

(i) o vértice r, chamado raiz, possui
saida(r)=0;
(ii) todos os outros vértices i#r, possuem

saida(i)=1.

Exemplo 4:



2.10 - Aumentacao

Um grafo G'=(V,E',A') @ uma aumentacao de
G=(V,E,A), se G' for um grafo construido a partir de G, pelo di

recionamento de alguns ramos e repeticoes de arcos e ramos.

Exemplo 5:

()

Uma aumentacao G' € chamada aumentacao de Euler,

se G' for uma grafo Euleriano.

Associando a cada ee(EVA) um custo c(e), o custio
total de uma aumentacao sera c(E'WA') = & c(e)
ec(E'VA")
0 Problema do Carteiro Chines corresponde a uma
aumentacao G' de Euler do grafo G, sendo o custo da rota igual

ao custo de G'.



CAPTTULO III

PROCEDIMENTOS HEURTSTICOS PARA O PROBLEMA

Para se atingir o objetivo final, que e a gera
c3o da rota, @ preciso utilizar varios métodos e procedimentos
intermediérios que resolivam os problemas mais imediatos. Para
esses problemas, que serao denominados subproblemas, serao gera
das subrotinas que farao as devidas modificagoes no grafo origi
nal, preparando-o para que seja possivel a implementacao da ro

ta final.

A preparacao do grafo e feita atraves de tres
subrotinas chamadas MIXED A, MIXED 1A e MIXED 2A. Essas subroti
nas necessitarao de metodos que resolvam problemas de Menores
Caminhos, Fluxos em Redes e Casamento em Grafos Gerais. Uma
preocupacao nesse capitulo sera detalhar cada um desses subpro
blemas, fornecendo conceitos e teoremas que serao necessarios

para a compreensao dos algoritmos descritos nos capitulos 4, 5
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e 6. Por fim serao apresentados os algoritmos MIXED A, MIXED 1A
e MIXED 2A, responsaveis, como ja foi citado, pela preparacao

final do grafo no qual sera aplicado o algoritmo da ROTA FINAL.

3.1 - Menores Caminhos

Dado um grafo G=(V,A), com a matriz C=[c(i,J)’]
correspondente aos custos dos arcos (i,j), o problema dos meno
res caminhos se preocupa em encontrar um caminho entre dois ver
tices prée-definidos, de tal forma que a soma dos custos associa
dos aos arcos pertencentes ao caminho seja minima. E importante
frisar que esses custos c(i,j) podem ser positivos, negativos
ou zero, com a restricdao de quc nao ocorram circuitos negativos
no grafo. Essa restricdao e facil de ser compreendida, pois o ob
jetivo sendo o de encontrar o menor caminho entre dois verti
ces, nao podera deparar com um circuito negativo, pois nesse ca
50 0 método tenderia a nao mais sair desse circuito e o valor

do caminho iria para menos infinito,.

Num caso particular pode ser de interesse encon
trar ndao apenas o menor caminho entre dois vertices pré-defini
dos, e sim todos os menores caminhos entre quaisquer dois verti
ces pertencentes ao grafo. Isso pode ser feito de uma maneira
relativamente simples, aplicando um metodo que resolva o proble
ma de encontrar o caminho de um veértice para todos os outros,
n vezes. Uma outra opcao & a utilizagao de um metodo que resol
va o problema diretamente, encontrando os menores caminhos en
tre todos os pares de vértices do grafo. Algoritmos para esse
caso e os anteriores serdo apresentados e discutidos no capitu

lo seguinte.

E bom observar também que os custos c(i,j), asso

ciados aos arcos (i,j), nao sao necessariamente menores do que
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c(i,k)+c(k,j), para todos i,j,k, pois nesse caso o menor cami
nho entre i e j seria o arco (i,j), e a finalidade de se encon

trar os menores caminhos perderia todo o sentido.

Outra importante observacao e que, na busca da
solucao para esse subproblema, serao utilizados grafos direcio
nados. lsso pode ser considerado, pois qualquer ramo {i,j} que
surgir, podera ser transformado em dois arcos (i,j) e (j,i),
com c(i,j)=c(j,i). A unica restricao para essa transformagao &
a de que o custo c(i,j)> 0, pois caso contrario poder3ao ocorrer
circuitos negativos. Nesse estudo isso nao sera problema, pois

utilizando distancias, os custos serao sempre nao negativos.

3.2 - Fluxos em Redes

Um subproblema bastante delicado e muito impor
tante para esse trabalho diz respeito ao probiema de fluxos em
redes. Dado um grafo G=(V,A), com capacidades q(i,j), associa
das "aos arcos (i,j), que controlam a maxima quantidade de fluxo
que pode atravessar cada arco (i,j), um dos problemas mais co
muns relacionados com fluxos, € o de se determinar o valor do
maximo fluxo que pode ser transportado de um vertice inicial ,
denominado fonte, para um vértice terminal chamado sumidouro .
Um outro tipo de problema, cuja técnica de resolugao sera efeti
vamente utilizada nesse trabalho, consiste em, sendo fornecido

um fluxo previamente estabelecido, determinar um fluxo de mini

mo custo que percorra o grafo da fonte ao sumidouro.

Para esses tipos de problemas algumas tecnicas

—

de resolucao foram desenvolvidas por Ford e Fulkerson I3 7] e

Busacker e Gowen [ 2 ], e serdo descritas no capitulo 5.
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3.2.1 - Fluxos Maximos

Tem-se um grafo G=(V,A), com capacidade q(i,J)
atribuidas aos arcos (i,j), um vertice fonte seV e um vertice
sumidouro teV. Pretende-se encontrar o fluxo maximo de s para
t, sendo x(i,j) a quantidade de fluxo que atravessa o arco

(i,j). Torna-se claro que 0< x(i,j)< c(i,j)-

Considerando que, para todos os nos j# s,t, a
quantidade de fluxo que chega no vertice € igual a que sai, tor
na-se necessario que z x(i,J) seja igual a I x(j,i), fazendo
com que ] 1

-f se j=s
T x(i,J)-2 x(Jj,i)= i se j#s,t
1 1 f s se j=t

Portanto, sendo f o fluxo que satisfaz as restri
cGes acima, pode-se enunciar o problema do fluxo maximo atraves

da programacao linear, da seguinte forma:

Maximizar f

Sujeito a:
i A se j=s

L x(i,3)-L x(J,i1)= 0, se j#s,t

i i
s se j=t

x(1,3)< q(i,J)
x(i,j)> 0

Serdo introduzidas agora definicoes que sao uti

lizadas em alguns teoremas citados a seguir.
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Definicao III.1 - Caminho com Fluxo Aumentado

Considere um caminho P nao direcionado ligando s
com t. Diz-se que P & um caminho com fluxo aumentado, com res
peito a um fluxo pre-determinado f=x(i,j), se x(i,j)<q(i,j) pa
ra todos os arcos (i,Jj) direcionados nc sentido de s para t, e

x(1,3)>0 para os arcos direcionados em sentido inverso.

Exemplo:
3:0

Caminho com Fluxo Aumentado

Definicao III.2 - Conjunto de Corte - (S,T)

Se o conjunto dos vertices V de um grafo for di
vidido em dois subconjuntos S e T, de tal forma que seS e teT ,
define-se como sendo um Conjunto de Corte-(S,T) o conjunto for
mado por todos os arcos (i,j) direcionados no sentido de S para
T. E define-se como capacidade do conjunto de corte-(S,T), como
sendo c(S,T)= = ¥ efi.4),

ieS JeT
De posse das definicoes acima serdo introduzidos

trés importantes teoremas, utilizados no desenvolvimento de me

todos que tratam do problema de fluxos em redes. Esses teoremas



serao apenas citados pois suas provas sao relativamente simples

e podem ser encontradas na referéncia Lawler [ 16 ].

Teorema I

Um fluxo & maximo se e somente se o grafo nao
permitir a construcao de um caminho de fluxo aumentado, de s pa

ra t.

Teorema I1I

Se todas as capacidades, associadas aos arcos

sao inteiras, ent3o existe um fluxo maximo inteiro.

Teorema IIIT

0 valor do fluxo maximo, de s para t, & igual a

capacidade minima de um conjunto de corte-(S,T).

3.2.2 - Fluxc de Minimo Custo

Considerando um grafo G=(V,A), com custos c(i,J)
e capacidades q(i,j) associadas aos arcos. 0 problema do fluxo

de custo minimo, segundo a programagao linear, seguira o seguin

te modelo:
Minimizar z = ¢ eltad) » x{i.3)
(i,3)eA
Sujeito a:  x(i,j) - £ x(j,i)=0 .
J j para todo i#s,t
T %(s:3) = £
J

X(i,j)j-Q(i,i).

x(1,3)>



Na realidade o que se pretende e obter o fluxo
de minimo custo, de um vértice fonte para um sumidouro, respei

tando um fluxo padrao f prée-estabelecido.

Definicao III.3 - Custo de um Caminho com Fluxo Aumentado

Considerando somente os arcos (i,j) pertencentes
ao caminho com fluxo aumentado, define-se o custo desse caminho
como sendo a soma dos custos dos arcos direcionados no sentido
de s para t, menos os custos dos arcos direcionados em sentido

contrario.

Definicao II1.4 - Circuito de Fluxo Aumentado

E um caminho com fluxo aumentado fechado. Seu

custo @ calculado de maneira analoga ao caminho aumentado.

Apos essas definicoes & possivel apresentar dois
teoremas, utilizados na elaboracao do algoritmo de Busacker e
Gowen, cujas provas se encontram nas referencias Lawler [16 ] e

Christofides [3] )

Teorema 1V

Unm fluxo de valor f € de minimo custosseele nao

admitir um circuito de fluxo aumentado, com custo negativo.

Teorema V

Um acrescimo & em um fluxo f de custo minimo, ao
longo de um caminho com fluxo aumentado de custo minimo, produz

um fluxo de custo minimo de valor f+&.
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3.3 - Casamento em Grafos Gerais

Considere-se um grafo G=(V,E), cujo conjunto dos
vértices V pode ser dividido em dois subconjuntos S e T, de tal
forma que todo ramo {i,j} possua um de seus vertices terminais
em S e o outro em T. Ao grafo G=(S,T,E) da-se o nome de Grafo
Bipartido. Uma aplicacao pratica para esse tipo de grafo @ a
atribuicao de elementos pertencentes a S a elementos de T, por
exemplo, atribuir fungOes a maquinas ou maquinas a homens. As
sim atraves de uma combinagcao entre os elementos, procura-se en

contrar a que produz melhor solucao.

F chamado de casamento um subconjunto MEE tal
que, se forem tomados dois ramos quaisquer pertencentes a M,
nao existe um veértice j comum a ambos. 0s vértices incidentes
com algum ramo pertencente ao casamento sao denominados casa

dos, caso contrario sao chamados expostos.

Nesse estudo o interesse & trabalhar com um gra
fo mais geral, onde pode ser possivel ou ndao a divisao do con
junto de vértices em dois subconjuntos, respeitando a condicao
para ser bipartido. Com relacao a casamentos em grafos gerais,
0 interesse desse trabalho reside na solugao do casamento  per

feito de minimo custo.

Serao apresentadas agora algumas definigoes e -
teoremas, que serao utilizados quando o trabalho tratar especi

ficamente do casamento.

Definicao III.6 - Caminho Alternado
Seja McE um casamento no grafo G=(V,E).

Caminho alternado & um caminho elementar cujos

ramos estao, alternadamente, em M e nao em M.
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Exemplo:

1l—3=—4—5=7

Definigcao III.7 - Caminho Aumentado

E um caminho alternado, onde os vertices inicial

e final estao expostos.

Exemplo: Em relacao a figura anterior, tem-se um caminho
aumentado dado por

J——3 =4 S5=7 6

Definicao III.8 - Arvore Alternada

E uma arvore T, que segue as seguintes restri

coes:

(i) Um dos vertices de T, chamado raiz, € um
vértice exposto;

(ii) Todos os caminhos inicializados pela raiz
sao caminhos alternados;

(iii) Todos os caminhos maximos, iniciados a

partir da raiz, sao de cardinalidade par.

Exemplo:



Ervore Alternada

Definicao III.9 - Rotulagao de Arvore

Nos algoritmes que serao mostrados no capitulo
6, sera muito utilizada a rotulacao de arvores, usada na identi
ficacdao dos caminhos aumentados. Essa rotulacao € feita da se

guinte forma:

(i) A raiz da arvore & rotulada como "saida",
e sera usado como simbolo desse rotulo a
letra 8;

(ii) Para qualquer caminho, iniciado pela raiz,
0s vertices sao rotulados, alternadamente,
"saida" e "entrada". 0 rotulo "entrada" se

ra simbolizado por I.

Exemplo:

10




Definicao II1.10 - Flores

Una flor € um caminho aumentado, onde o vértice
exposto inicial coincide com o vértice exposto final, formando

um circuito de cardinalidade impar.

Exemplo:

flor

Os algoritmos de casamento, segundo uma idéia de
Edmonds e Johnson [113, utilizam as flores para simplificar 0
grafo com o qual estdao trabalhando. Essa simplificacao e feita
através do encolhimento das mesmas, onde a flor & substituida
por um pseudo-vértice, diminuindo portanto o nimero de vertices
e ramos da arvore. Apoc o encolhimento, desenvoivendo-se: a ar
vore, poderao surgir novas flores que englobem as primeiras,

que sao chamadas de flores mais externas.

Para a arvore do exemplo anterior, o encolhimen

to da flor a transformaria em uma outra, que seria a seguinte:

onde p & o pseudo-vértice.

Feita a apresentacao desses conceitos, serao ci

tados agora dois teoremas que praticamente formam a base dos
algoritmos associados ao casamento perfeito de minimo custo. Co

mo nos teoremas citados anteriormente, serao evitadas as provas

desses uUltimos, pois fogem ao escopo .desse trabalho. ETlas podem



ser encontradas na referencia Christofide [37] .

Teorema VI

Un casamento M & de maxima cardinalidade se nao

existir nenhum caminho aumentado em G, relativo a M.

Teorema VII

Sendo B uma flor, portanto um conjunto ?mpar
V(B) de vertices, e se v for qualquer veértice pertencente a
V(B), entao existe um casamento de maxima cardinalidade que dei

xa v exposto.

3.4 - CondicOes para a Existencia de uma Rota em Grafos Mistos

0 problema do Carteiro Chineés em grafos mistos
(PCCGM), ao contrario do mesmo em grafos direcionados e nao di
recionados, pertence a uma classe de problemas onde & pratica
menfe impossivel a existencia de um algoritmo polinomial, deno
minada classe dos problemas NP-Complete. Isso foi mostrado por

Papadimitriu [197]

0 problema de se encontrar uma rota de Euler em
um grafo ndao direcionado & resolvido através de um algoritmo
eficiente, apresentado por Edmonds EQ:L,que utiliza como condi
¢oes necessarias e suficientes para a resolugao, o fato de to
dos os vertices do grafo possuir um numero par de ramos inciden

tes sobre si.

Edmonds e Johnson [[107] mostraram tambem que a
condicao necessaria e suficiente para a existencia de uma rota
de Euler em um grafo direcionado, & que, para todo vertice per

tencente ao grafo, seu grau de entrada seja igual ao de saida.
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Considerando um grafo misto, Ford e Fulkerson
E13j mostraram'que se ambas as condigoes citadas anteriormente
ocorrerem, entao € possivel encontrar uma rota de Euler nesse
grafo. Levando em conta esse fato, Edmonds e Johnson [11] propu
seram um método para a resolucao do PCCGM, que consiste em se
fazer uma modificacao no grafo G=(V,E,A) original, através do
direcionamento de alguns ramos e da repeticao de certos ramos e

arcos.

E claro que a modificacao do-grafo original deve
ser feita de tal forma, que o aumento do custo associado a essa
mudanca seja o minimo possivel. Para isso, e visando assegurar
a existéncia dessa modificacdao, o seguinte teorema sera muito

util, e sua prova se encontra em Peter Brucker [ 17].

Teorema VIII

Seja G=(V,E,A) um grafo misto conectado. Se exis
tir uma modificacdo de Euler G' de G, também existira uma modi

ficacao G'' que satisfaz:

(i) Grau(i) e par para todo i€V;

(i1) Entr(i)=Saida(i) para todo i<V.

Se existir uma modificacdao satisfazendo (i) e
(i1), entdo existe uma modificacao de Euler. A modificacao de
Euler @ de minimo custosse a correspondente modificacao que sa

tisfaz (i) e (ii) for de minimo custo.

A modificacdao que satisfaz (i) & chamada de  au
mentacao grau-par, e a que satisfaz (ii) aumentacao entrada-i

gual-saida,
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3.4.1 - Modificacao Grau-Par
1. - Encontre em G o conjunto V'€V de vertices
de grau impar. Sabe-se que |V'| & par, e

isso pode ser verificado por teorema apre

sentado e provado em Deo [57].

2. - Para todos os i, jeV', encontre uma cadeia

de custo minimo c(i,j) entre i e j.

3. - Encontre um casamento de minimo custo M no
grafo nao direcionado, com conjunto de ver
tices V' e distancias c(i,j), que cobrem to

dos os vertices.

4. - Para todos {i,j}leM, duplique todos os ramos
e arcos pertencentes a cadeia de minimo cus

to entre i e j.

Como as cadeias estdo ligando vértices Tmpares i
e j, com a duplicacao dos arcos e ramos dessa cadeia, 0S vérti
ces i e j serdao incrementados de uma unidade e se tornarao de
grau par, enquanto que os vértices intermediarios serao incre
mentados de duas unidades. Portanto, ao fim do procedimento «ci

tado, todos os vértices do grafo terao grau par.

3.4.2 - Modificacdo Entrada-Igual-Saida

Antes de mostrar como deve ser feita essa modifi
cacao, serao necessarios os seguintes procedimentos prelimina

res:
(i) Para todos os arcos eeA, associe a capaci

dade u(e)=~ e 0o custo c(e) igual ao custo

original.



(ii) Troque cada ramo {i,j}eE por trés arcos
i < oy e :
e, e, e', onde e deve ser orientado de
uma forma arbitraria, e os outros dois se
rao, entao, orientados no sentido contra

rio. 0Os custos e as capacidades serao as

segquintes:
c(€)=c(€)=c(e)
c(e')=0
u(g)=u(é)=-
u(e')=2
Um problema de fluxos em redes & associado ao

grafo G*=(V,D,c,u), onde V & o conjunto dos vértices, D o con
junto dos arcos, ¢ a funcao custo e u a fungao capacidade, am

bas definidas de D—V,

0 problema & o seguinte:

Minimize t cfe) . x(e)
eeD

Sujeito a: X x(e) - = x(e)=def (i)
ecEntr (i) eeSaida(i)

para todo ieV

x(e)> 0 e inteiro

(iii) Troque cada ramo ecA por x(e)+1 arcos pa
ralelos com ele.
(iv) Se ecE somente trés consideracoes poderao

ser feitas:

- Se x(e')=0, ent3ao trocamos e por x(e)+]

>
arco paralelo com e;



=i n =
- Se x{e')=2, entao trocamos e por x(e)+]
-+
arco paralelo com e;

- Se x(€')=1, nao alteramos e.

Modificacdao Entrada-Igual-Saida

1. - Resolva o problema de fluxo definido por
(i) e (i1);

2. - Utilize a solucao do problema de fluxo para
construir uma modificacao Entrada-Igual-Sai

da, de acordo com os procedimentos (iii) e

(iv).

A aplicacao dessa modificagao resultara um grafo

G' direcionado, com entr(i)=saTda(i) para todo ieV.

3.5 - Algoritmos Aproximativos

0 método proposto por Edmonds e Johnson [11] foi
analisado por Frederickson K14j, que concluiu que a razao entre
a rota gerada pelo algoritmo e a rota otima era menor ou igual
a 2. Com algumas modificacdes Frederickson [[147] melhorou o méto
do, diminuindo a razao para 5/3. Serao mostrados agora os algo

ritmos aproximativos utilizados.

MIXED 1A
1. - Construir uma aumentacao Grau-par G' do gra
o G5
2. - Construir uma aumentacgao Entrada-Igual-Sai

da G'' do grafo G'.

Esse algoritmo resolve o problema, pois a aumen

tacao Entrada-Igual-Saida mantém o grau par para todos os verti



ces. Pode-se tambem inverter a posicao das modificacbes dentro

do algoritmo Mixed 1A, e & exatamente essa a ideéia do algoritmo

Mixed Z2A.

MIXED 2A

1. - Construir uma aumentacdo Entrada-Igual-Sa
da G' do grafo G;

2. - Construir uma aumentacdo Grau-par G'’ do
grafo G', no subgrafo de G' contendo somen

te o0os ramos.

A filosofia do algoritmo principal € chamar as
duas subrotinas Mixed 1A e Mixed 2A, que na maioria das vezes
fornecerao resultados diferentes, fazer uma analise dos resulta

dos e escolher o melhor. |

MIXED A

1.~ Call MIXED 1A
2.- Call MIXED 2A

3.- Compare as solucoes e escolha a me lhor.

Basicamente € essa a idéia do trabalho inicial ,
que fornecera como resultado um grafo G'', modificado em rela
¢ao ao original G, com grau(i) par e entr(i)=saida(i) para to
dos os ieV. Portanto trata-se de um grafo Euleriano, onde & pos
sivel tracar uma rota que resolva o Problema do Carteiro Chinés

em Grafos Mistos.

Nesse estudo, por se tratar de uma continuidade

de um trabalho anterior, nao sera feita uma abordagem mais pro

funda no assunto que trata da preparacao do grafo de Eu]eri



Maiores detalhes podem ser encontrados no estudo desenvolvido

por Santos [207].

3.6 - Fluxograma Geral do Trabalho

a rota, juntamente com suas restricoes, estao interligadas

0s procedimentos preliminares, os heuristicos

acordo com o seguinte quadro:

+

restricoes

Determinacao da Rota

Solucoes de Problemas
gerados a partir das

i

MIXED A

MIXED 1A

s

MIXED 2A!

ROTA

Aumentacao

Grau par

casamento

Aumentacao
Entrada=saida
Fluxos em

Redes

Aumentacao

Grau pnar

casamento

B

menores caminhos

e

de



CAPTTULO IV

ALGORITMOS PARA A DETERMINACAO DOS MENORES CAMINHOS

Trabalhando com uma rede G=(V,A,c), conectada e
valorada, serao mostrados os principais algoritmos existentes ,

que solucionam o problema de se encontrar o menor caminho entre:

(i) Dois vértices especificos s e t pertencen
tes a ¥V;

(ii) Um vertice seV e todos os outros ieV;

(iii) Quaisquer dois pares de vértices i,j per

tencentes a V.

A apresentacao de cada algoritmo seguira a se

guinte ordem: a filosofia do algoritmo, sua descrigcao em Pidgin

Algol e uma discussao sobre a complexidade do mesmo.

Neste capitulo serao abordados dois algoritmoes

em especial, o de Dijkstra, que pode ser aplicado para qualauer



um dos problemas (i), (ii) ou(iii), com a restricao dos custos
serem nao negativos, e o de Floyd-Warshall que resolve o (iii)

sem restricao para os custos. Sera mostrada também uma nova ver
sao do algoritmo de Dijkstra, que trabalha com um caso espec?fl

co de especial interesse para esse trabalho.

4.1 - Algoritmo de Dijkstra [[97]

A idéia desse algoritmo &, inicialmente, atri
buir a todos os vértices, com excecao da origem, o rotulo tempo
rario infinito. 0 veértice origem s recebt o rotulo permanente
zero. Um conjunto S € criado para conter todos os vertices tem
porarios. 0 passo principal do algoritmo € formado por um coman
do "While", onde o objetivo final & transformar todos os verti
ces temporarios em permanentes. Quando isso ocorre, tem-se to
dos os menores caminhos entre o vertice inicial e todos os ou
tros. No final do algoritmo & feita uma observacao para 0 caso

de se desejar apenas o menor caminho entre dois vértices prée-de

terminados.

Algoritmo

1. 8 & I :8sc0anl}s

2. L(1) « 0;
3 FOR i « 2 UNTIL n DO L(i) « =3
4, WHILE S#@ DO
Begin
5. Encontre ieS com L{i)=min{L(j)]|jeS};
6. IF L(i)=«< THEN Stop;
7 S « S\{i};
8. FOR (todos os sucessores de i) DO L(j)<~min{L(J),L(i)+



Obs.: (1) - Se for de interesse somente o menor caminho de 1

ra t, basta trocar o comando 6. por:

IF (L(i)== ou i=t) THEN Stop;

(2) - Se for desejado os menores caminhos entre todos
pares de vertices, basta aplicar o algoritmo n

zes, trocando sempre o vertice inicial,.

4.1.1 - Exemplo

P2

Dado o grafo G=(V,A,c) abaixo, deseja=se encon

trar os menores caminhos entre 1 e todos os outros vertices.

0 algoritmo inicializa a solugao montando o conjunto
§= {1,2:3,4,5,6}
e atribuindo os rotulos L(1)=0; L(j)=« para j#1
Escolhe-se um ieS, tal que L(i)=min{L(j)|jeS}
No caso & L(1)=0
1 & eliminado do conjunto S— $={2,3,4,5,6}
Para todos os sucessores de 1, no caso somente o vertice 2,

calcula-se L(2)=min{«,0+4}=4

E escolhido um novo ieS, com L(i)=min{L(j)|jeS}:0 processo se

repete: i=2



- Obtem-se entao um novo S={3,4,5,6}

L(3)=10; L(4)=12; e o processo continua até o conjunto se tor

nar vazio.

1=3 j=4 i=5
$={4.5.,6} S={5,6} S={6}
L(5)=20 L(5)=14;L(6)=16 L(6)=16

- Nesse ponto tem-se as sequintes distancias:

J dh‘
2 4
3 10
4 12
5 14
6 16

4.1.2 - Complexidade

Os calculos computacionais criticos em termos de
ordem de complexidade desse algoritmo, se prendem a um comando
"While" que & acionado n vezes. Cada vez que o comando & ativa
do, um vértice @ escolhido e examinado, sendo rotulados todos
0S seus sucessores que ainda sao temporarios. Esse fato exige,
num caso extremo, n adi¢oes e n comparagoes. Todo esse procedi
mento faz com que a ordem de complexidade do algoritmo seja

D(nz).

Se for desejado encontrar os menores caminhos en
tre quaisquer dois veértices pertencentes ao grafo, pode-se apli

car o algoritmo n vezes, o que faz com que a complexidade se



torne de ordem O(nB).

4.2 - Algoritmo de Fioyd-Warshall [127]

Sera apresentado agora um algoritmo especifico
para calcular os menores caminhos entre todos os pares de verti

ces de um grafo G=(V,A,c), conectado e valorado.

0 algoritmo de Floyd-Warshall & um método itera
tivo, que modifica matrizes formadas a partir da matriz distan
cia relativa ao grafo original. Cada matriz gerada possui valo
res menores ou no maximo iguais aos seus correspondentes ante
riores. Com isso o metodo pesquisa novos caminhos, comparando
-0s com os ja analisados, e no final fornece uma matriz com oS

menores caminhos entre quaisquer dois vértices do grafo.

0 Algoritmo

FOR i <« 1 UNTIL n DO

2.  FOR j < 1 UNTIL n DO

3. IF ((i.j)eA) THEN dij “ Cyy 3 ELSE dij i
4. FOR i « 1 UNTIL n DO dss5 « 0 3

5, FOR k <« 1 UNTIL n DO

6. FOR i < 1 UNTIL n DO

7. FOR j <« 1 UNTIL n DO

8, dij - min{dij, dips dkj}

4.2.1 - Exemplo

- Deseja-se encontrar os comprimentos dos meno
res caminhos entre quaisquer pares de vertices

do seguinte grafo valorado:



o8

C. s
1]

Para k=1

- Nesta situacgao

comparados com

d]]=m1n{0,0+0}=0

dy,=min{4,0+4}=4

12
d13=m1'n{w,0+w}=m

d,,=min{4,0+4}=4

14
d]5=min{w,0+w}:w

1 2 38 4 5
110 4 = 4 o
2= @ 8 = 2
311 5 0 2 =
4| o o 0 4
5le o 1 o 0

5 - Pode-se pensar nesse algoritmo como
® um unico passo geral, onde todos 0s
2 elementos di" escolhidos num passo k,
w sao comparados com a soma dos valores
4 diy © dkj' Se dijid1k+dkj’ dij perma
0 nece inalterado, caso contrario

dij+d'i k+dkj'

sao analisados todos os elementos dij’ que sao

a soma dos respectivos di] e d]j

dz_lzm‘in{uo,m-i-O}:cn

d,,=min{0,=+4}=0

22

- E assim por diante, para todos os outros

d.., que nesse exemplo, para k=1, perma

iJ
necem inalterados, com excessao do ele

mento d32=min{w,1+4}=5
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- Repetindo o mesmo procedimento acima para k=2, teremos a se

guinte matriz resultante:

1 2 3 4 5
1 |0 4 9 4 6
2 |e 0 5 & 2
3 |1 5 0 2 7
4 |o o = 0 4
5 e o 1 « 0

- Para k=3
1 2 3 4 5
1 0 4 9 4 6
2 6 0 5 7 2
3 1 5 0 2 3
4 © o o 0 4
5 2 6 1 3 0
- Para k=4
1 2 3 4 5
1 0 4 9 4 6
2 6 0 7 2
3 1 5 2 6
4 w o o 0 4
5 2 6 1 3 0




- Para k=5

1 2 3 4§ 5 - Essa matriz resultante contem to

1 0 4 7 4 6 dos os valores que correspondem
4 0 3 5 2 aos menores caminhos entre dois
1 5 0 2 6 vertices quaisquer.

[ 52 B~ A % B L5

- Obs.: Circuitos Negativos

0 algoritmo de Floyd-Warshall nao restringe a va
loragdo dos arcos quanto a nao negatividade. Por esse motivo po
dem ocorrer circuitos negativos no decorrer dos calculos. Se is
so acontecer, o fato sera registrado na diagonal da matriz cor
respondente, através do surgimento de valores negativos. Pode-
se, nesse ponto, interromper o algoritmo e enviar um aviso de

que surgiu um circuito negativo.

4,.2.2 - Complexidade

Esse algoritmo & composto de dois ninhos  forma
dos de comandos "FOR™. Um deles possui calculos computacionais
de complexidade O(nz) e o outro, formado por tres comandos
"FOR", possui calculos de ordem O(ns). Portanto a ordem de com

plexidade do algoritmo de Floyd-Warshall e O(n3).

4.3 - Algoritmo SP1 - Uma Versao do Algoritmo de Dijkstra [ 7]

Essa nova versao do algoritmo de Dijkstra € apli
cada a um caso bem especial do problema de menores caminhos.
Sua utilizacao ocorre, quando 0 que se procura sao 0S menores

caminhos entre todos os vértices de grau impar de um grafo nao



L
(@]

direcionado. Esse algoritmo € muito importante devido a sua al

ta eficiencia. Essa eficiencia se deve ao fato de, sendo

iys...,1  todos os vertices impares, ele s6 precisa calcular as
menores distancias entre i _ e i i o g

v vil1® Tvs2? 1, para
v=1,2,...,v=-1, devido a simetria do grafo. Outra vantagem desse

algoritmo, € que ele utiliza um vetor D(i,j) para armazenar as
menores distancias ja computadas em passos anteriores, que po

dem portanto serem utilizadas em passos futuros.

- No algoritmo sdao utilizados os seguintes conjuntos e varia

veis:

S : conjunto dos veértices numerados de 1 a n:
L(i) : rotulo do vertice i;
1Z : contador para os vertices impares;
D(k,i) : vetor que armazena as distancias entre k
e 0os outros vertices impares;
NVI : variavel que indica o nimero de vértices Tmpa
res do grafo;
JEND : nlmero de vértices de grau impar cujos meno

res caminhos ainda precisam ser encontrados.

A idéia do algoritmo €, atraves somente dos ver
tices impares, encontrar os menores caminhos entre eles, armaze
nando-os para evitar repeticoes de calculos. Toda vez que um
vertice Tmpar iy € encontrado, calcula-se as menores distancias

entre ele e todos os outros Tmpares pertencentes ao conjunto

.

igeye Tygpse-esiy - Para esse algoritmo isso ja & suficiente .

pois em passos anteriores ja foram calculados os menores  cami

nhos entre os vértices Tmpares, compreendidos entre i5,...,7,

e i, . A funcdo do contador IZ & indicar quando todos os verti

ces impares ja foram considerados.
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Algoritmo SPI

FOR k<1 UNTIL n DO

IF (grau(k) & impar) THEN DO

Begin

S#{1,y00aynly TEely

FOR i«1 UNTIL n DO L(i)«=;

FOR i<1 UNTIL k-1 DO

IF (grau(i) @ impar) THEN DO

Begin

L(i)«D(k,i)s
S«S\{i}; IZ«iZ+1;

End

L(k)<«0;

JEND

NVI-I7;

WHILE (JEiND>0) DO

End

Begin

Encontre KMIN com MIN=L(KMIN)=minL(i)

1S

IF MIN== THEN DO Stop-Grafo nao Conectado;

IF (grau(KMIN) € Tmpar) THEN DO

Begin
D(k,KMIN)«MIN;
JEND<JEND-1

End

S«S {KMIN};

FOR (todos os vertices j adjacentes a KMIN) DO

End

L(j)=min{L(j), L(KMIN)+Custo(KMIN,J)}

37



4.3.1 - Exemplo

Dado o grafo G=(V,E,c) abaixo, deseja-se encon

trar os menores caminhos entre todos os vértices impares.

4
3
6

- C algoritmo inicializa com k=1. Como o vértice 1 & par, ele €

descartado e k<«2.

0 conjunto S<{1,2,3,...,7};

0 contador 1Z<0;

Todos os vertices i recebem rotulos L(i)==;
0 vértice 2 recebe L{2)=0

JEND«NVI-IZ 4

n

Nésse ponto € aplicado o algoritmo de Dijkstra normal, para
encontrar os menores caminhos entre k e os outros vértices ?m
pares.
- KMIN=2 € o vértice pertencente a S, que possui o rotu
1o de menor valor;
D(2,2)=0; JEND=3;
Novo S=S™M2}= {1,3,4,5,6,7}

0s vértices adjacentes recebem novos rotulos:

L(1)=2; L(4)=3; L(5)=6
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(=)
(=) (=)

- Enquanto JEND>0 o processo anterior e repetido.
MIN=2 KMIN=1 ; S={3,4,5,6,7} ; L(3)=4
MIN=3 KMIN=4 ; S={3,5,6,7} ;3 L(5)=5 ; L(6)=6
MIN=4 KMIN=3 ; D(2,3)=4 ; JEND=2 ; S={5,6,7}
MIN=5 KMIN=5 5 D(2,5)=5 3 JEND=1; S={6,7};L(7)=9
MIN=6 KMIN=6 ; D(2,6)=6 3 JEND=0; S={7} ; L(7)=9

Nesse ponto temos : D(2,2)=0
D(2,3)=4
D(2,5)=5
D(2,6)=6

- Voltamos ao passo 2, encontramos um novo vértice mpar e con
tinuamos os calculos:
k<3
8=41,2,u..523% § 1¥=0;
L{1)=L(2)=...=L(7)==;
L(2)=4 ;
$211,3.4.5:06,71 5 I1Z=1 3
L(3)=9 ;3 JEND=3;

MIN=0 KMIN=3 ; D(3,3)=0 ; JEND=2 ; S={1,4,5,6,7}
L(1)=2 5 L(4)=3 ; L(6)=4 ;



ey

MIN=2 KMIN=1 ; $={4,5,6,7}

MIN=3 KMIN=4 ; S={4,6,7} ; L(5)=5
MIN=4 KMIN=6 ; D(3,6)=4 ; JEND=1 ; S={5,7}; L(7)=7
MIN=5 KMIN=5 ; D(3,5)=5 5 JEND=0 ; S={7}

Nesse ponto temos mais as distancias: D(3,3)=0
D(3,5)=5
D(3,6)=4

- Repetindo o mesmo procedimento para k=5 e k=6, que sdao os Ul

timos vertices impares, tem-se ao final a seguinte matriz dis

tancia,
2 3 5 6
2 |0 4 5 6
3 |4 0 5 4 - Matriz distancia para os verti

- ces impares.

o =]
‘an
w
o
(3]

4.3.2 - Complexidade

Esse método trabalha somente com os m vertices
impares pertencentes ao grafo de entrada. Para cada vertice im
par, & encontrada a distancia dele para todos os outros verti
ces Tmpares, através do método de Dijkstra, de complexidade

2

0(n€). Portanto a complexidade final do algoritmo & O(mnz).



CAPTTULO v

ALGORITMOS PARA A DETERMINAGAC DE FLUXOS EM REDES

Dado um grafo G=(V,A), e as capacidades qijEN
dos arcos (i,j), serao apresentados dois algoritmos que resol

vem 0s sequintes problemas:

(i) Determinacao do fluxo maximo de uma rede;

(ii) Determinacao do fluxo de minimo custo.

Sera mostrada também uma modificagao no grafo
original, utilizada nesse trabalho, que visa adapta-lo da me

Thor maneira possivel ao algoritmo do caso (ii).

0 sistema de apresentacao dos algoritmos sera o
mesmo utilizado no capTtulo anterior, ou seja, uma descricao em
Pidgin-Algol, a filosofia do algoritmo e uma discussao da com

plexidade do mesmo,



5.1 - Determinacao do Fluxo Maximo em Redes

Uma grande parte dos algoritmos existentes, que
tratam desse tipo de problemas, utilizam como técnica de resolu
¢cao, um método desenvolvido por Ford e Fulkerson [ 13 ]. Esse &
0 principal motivo da escolha de seu algoritmo para apresentar

nesse capitulo.

0 algoritmo utiliza um sistema de rotulacgao, que

consiste basicamente do seguinte:

. Um vértice i pode ser rotulado, em relacao a
um outro vértice j, de duas maneiras: (j+,E)
ou (i ,€). No primeiro caso, o rotulo j© indi
ca que o fluxo atraves do arco (j,i) pode ser
incrementado. 0 rotulo j indica que o fluxo
sobre o arco (i,j) pode ser decrementado. Em
ambos os casos o € representa o valor da quan
tidade maxima de fluxo que pode ser enviada de

um vértice s, escolhido como fonte, para i.

0 método tem por objetivo determinar a maxima ta
xa de fluxo de uma rede, e para isso, apos serem definidos um
vértice inicial e um final, o algoritmo determina, a cada itera
¢ao, um caminho de fluxo aumentado entre eles, com a sua respec
tiva capacidade. Feito isso, o rotulo do vertice final indicara
o incremento maximo de fluxo para esse caminho. Quando nao for
mais possivel encontrar um caminho de fluxo aumentado, € porque

o maximo fluxo foi atingido.

No desenrolar dos calculos, os vértices poderao

estar em um dos tres estados:



- Rotulado e Examinado. Ele, nesse caso, possui um rotulo

e todos os seus vertices adjacentes ja foram

dos.

processa

- Rotulado e nao examinado. Nao examinado porque nem to

dos os seus vértices adjacentes foram processados.

- Nao rotulado.

Os vertices inicial s e final t, serao

dos fonte e sumidouro respectivamente.

= W N

(=2 T & )

10

1l;
12,

Algoritmo de Ford-Fulkerson

<03

FOR (todos os arcos (i,j)) DO fluxo x..«0;

1J

Rotule s como (0+,fs) : ‘ES*-‘”;

t nao for rotulado) DO

Begin

Encontre um vértice i rotulado e nao examinado;

denomina

WHILE (existir um vértice rotulado e nac examinado, e

FOR (todos os vertices j nao rotulados e adjacentes

a i) DO
Begin
IF((i,j)eA e Xij<qij) THEN DO
Begin
£j+min{q1j-xij,£i};
Rotule j com (i+,£j)
End

IF ((j,i)eA e xj1>0) THEN DO
Begin
&j4-min{xji,£1};

Rotule j com (1",Ej);



End

13. i se torna examinado;

End
14. IF (t nao @ possivel de ser rotulado) THEN DO Stop- fmaxzf

ELSE

Begin
15 k=t :
16. WHILE (k=s) DO

Begin
- - e
17. IF(k possui rotulo (i ,Ek)) THEN DO xik+x1k+gt :
18. IF(k possui rotulo (i ,€ )) THEN DO in+xk1_et -
19. k<1
End

20. f+f+5t - |
21. Cancele todos os rotulos e GO TO 2

End

5.1.1 - Exemplo

Dado o grafo G=(V,A) abaixo, com as capacidades
a5 dos arcos (i,j), deseja-se encontrar o fluxo maximo de s
para E;
8i3%%43

- s recebe o rotulo (0+’m);
- s « examinando

End

0s vértices, nao rotulados, adjacentes a s recebem rotulos:

2 « 5742}
3« (s7,2)



Tem-se portanto : s - rotulado e examinado
2 - rotulado e nao examinado
3 - rotulado e nao examinado

Todos os outros vertices - nao rotulados

-.2 examinando
0s vertices, nao rotulados, adjacentes a 2 recchem rotulos:
4« (2,2)
Tem-se agora: s e 2 - rotulados e examinados
3 e 4 - rotulados e nao examinados

Os outros sao nao rotulados

- 3<«examinando
0s vértices, ndo rotulados, adjacentes a 3 recebem rotulos:
t (3%,1) 5 & =
- Nesse ponto t € rotulado e passa-se para o passo 15:

k<t
x3t<—x3t+f:t = 0+1=1
xé3+x23+&t = 0+1=1
x52+x52+6t = 0+1=1
Tem-se como resultado da 12 iteracao o seguinte
grafo:

f+f+£t = 0+1=1

Para esse novo grafo, repetindo-se o procedimen

to anterior, tem-se novos rotulos e um novo fluxo:



Para uma terceira iteracdao, obtem-se os seguin

tes rotulos e fluxos:

1
w

- Nao & mais possivel rotular t, portanto: f = fluxo maximo

5.1.2 - Complexidade

Considerando um grafo com m arcos, e f como cen

do o valor do fluxo maximo de s para t. Considerando também que

as capacidades sao inteiras. A complexidade computacional pode

ser estimada da seguinte forma:

- Cada vez que um caminho & construido, no maximo 2m ins
pectes nos arcos sao necessarias;
- E como as capacidades sdao inteiras, entao no maximo T

caminhos serao necessarios.

Portanto a complexidade desse algoritmo & de or

dem 0(mf).
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5.2 - Determinacao do Fluxo de Minimo Custa

Considere-se agora o problema de se conduzir um
fluxo de valor f, de um vértice fonte s para um sumidouro t, de
tal forma que o custo relacionado a esse fluxo seja minimo. Pa
ra esse problema sera utilizado ¢ grafo G=(V,A,q,c), onde g )

associado as capacidades dos arcos, e ¢ aos custos dos mesmos.

0 algoritmo mais conhecido, que trata desse pro
blema, € o denominado "out-of-kilter", desenvolvido por Ford e
Fulkerson [ 13], mas o método que sera descrito nessa secao se
ra o de Busacker-Gowen [ 2], que conceitualmente & mais sim
ples, e em termos computacionais & comparavel ao "out-of-kil

ter"®,

A idéia do algoritmo baseia-se na construcao de
uma sequeéncia de grafos correspondentes aos fluxes atuais, com

um conjunto de arcos A* formado pela uniao de outros dois con

. i [ an e l =
juntos A' e A'', que sao: A {aijlxij<qij}
i s
A''= {ajilxij>0 }
e pelos custo yij !
]
) Cij s Se aij A
yiJh -C se a | At
ij ° ij

Nesses novos grafos sao determinados os menores
caminhos, e superpondo o fluxo desejado sobre o caminho corres
pondente, obtém-se o fluxo possivel. 0Os calculos terminarao

quando o valor do fluxo desejado for atingido.



W,

11
| o
13.
14.

15,
16.

Algoritmo Busacker-Gowen

f«fluxo pré-determinado;
£+ 3
WHILE (f#f) DO

Begin
FOR (todos xij) DO
Begin
IF (Xij<qij) THEN DO A “ay 43

IF (x;;>0)  THEN DO A''<a s

End

FOR (todos ai.) DO

J
Begin

IF (aijeA ) THEN DO v..+cij;

v-lJ

IF (aijEA ) THEN DO yij+—c

End

Nesse ponto & construido o grafo I(G)=(V,A*,Y), onde

‘A*'—‘A'U At e Y:(y1J)

Determine um caminho mais curto p, de s para t, em I(G)

com respeito aos custos yij z

IF (nao existir caminho) THEN DO Stop;

1
§' s

5”*“’“;

FOR (todos aijEp) DO

Begin

IF(aijaA') THEN DO 6'+min{qij-x

ij,ﬁ'};

IF(aijeA“) THEN DO 6"+min{xji,6“}

End

€ cninfs’, 6", f-Fl3



18. FOR (todos a.jap) DO
Begin
19. IF(a;seA') THEN DO xij+x,ij+f—;
20. IFTa; eA”) THEN DO x, ox i -€;
End
"4 8 f«f+&

End

5.2.1 - Exemplo

Dado o grafo G=(V,A), com os respectivos fluxos,

capacidades e custos relativos aos arcos, deseja-se encontrar o

fluxo de minimo custo para passar 5 unidades do vértice 1 para

0 5. Portanto f=5.

x'ij;q'ij;c'ij

- E encontrado o menor cami

nho entre 1 e 5
p={1+3+51

§'=1;5 6"=m; f-f=5; E=1;
f=1

- Devido ao fluxo que & atravessado, o grafo original e modifi

cado e como f#f, repete-se o procedimento anterior.
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5.2.2 - Complexidade

Considerando as capacidades inteiras e a nao pre
senca de circuitos negativos, a complexidade desse algoritmo de
pende do método que sera utilizado para se encontrar os menores
caminhos. Utilizando-se um algoritmo de complexidade 0(n3), co
mo o de Floyd-Warshell por exemplo, e sendo f o fluxo desejado,
o niimero maximo de caminhos necessarios serao f, e portanto a
ordem de complexidade do algoritmo de BUSACKER-GOWEN sera

3

0(fn”). Essa ordem de complexidade &€ a mesma do método "Out-of

~kilter",

5.3 = Modificacao do Grafo Original Visando Aplicacao do Algo

ritmo de Busacker-Gowen

Para se realizar a aumentacao Entrada-Igual-Sai
da, foi utilizado o algoritmo de Busacker-Gowen. Para isso foi
necessaria uma alteracao no grafo de entrada, pois nesse caso
parfﬁcu1ar tem-se, na maioria das vezes, varios vertices fon
tes e varios sumidouros. Isso ocorre porque, para se fazer
entr(i)=saida(i) para todo ieV, deve-se passar um fluxo
;F £ . max{def(i),0)} dos vértices i com def(i)>0, para os verti

ieV
ces j com def(j)<0.

A modificacao no grafo de entrada € feita para
evitar que se trabalhe com varias fontes e sumidouros. Isso &
feito adicionando-se ao grafo original dois vertices artifici
ais s e t, ligados ao grafo da seguinte forma:

- 0 vértice s, que sera a nova e unica fonte, sera ligado
aos vértices i com def(i)>0, atraves de arcos (s,i) ,

com capacidades qsi=def(i) e custos c51=0.



- 0 vértice sumidouro t estar3a ligado aos vértices Jjs que
possuem def(j)<0, atraves de arcos (j.t) com capacida

des qjt=—def(j) e custos cjt=0.

Dessa forma pode-se utilizar o algoritmo de Busa
cker-Gowen, sem modificacao, para determinar o fluxo ; de custo
minimo da origem s para o sumidouro t. Ao final, depois de can
celados os vértices artificiais, e providenciadas todas as de

vidas mudancas nas orientacoes e duplicacoes dos arcos e ramos,

a entr(i)=saida(i) para todo ieV.

5.3.1 - Exemplo

- Modificacao de um grafo de entrada, visando a

aplicacao do algoritmo de Busacker-Gowen.

1]

- Nesse grafo tem-se dois vértices com deficit positivo:

1 = def(l)=1
- def(2)=1

| o

e dois com deficit negativo:

4 - def(4)=-1
& - def(5)=-1
- Portanto & preciso passar atraves desse grafo um fluxo

f= y max{def(i),0}=2, dos vertices 1 e 2 para os 4 e 5.
ieV



o
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- Introduzindo os vertices artificiais s e t, tem-se o sequinte

grafo modificado:

- Nesse grafo, com uma Unica fonte e um sumidouro, basta apli
car, sem nenhuma alteracao, o algoritmo de Busacker-Cowen, pa
ra obter ao final, depois das modificacoes efetuadas,
entr(i)=saida(i) para todo i€V,

Obs.: Essa alteracdao nado interfere na complexidade do algorit

mo,



CAPTTULO VI

CASAMENTO PERFEITO DE MINIMO CUSTO (CPMC)

0 casamento trabalha com um grafo nao direciona

do G=(V,E), cujos ramos eeE sao valorados nao negativamente.

Os primeiros trabalhos sobre casamentos perfei
tos de mTnimo custo foram realizados por Edmonds [10], sendo a
sua idéia central baseada no conceito de flores. Ja Derigs [ 8]
fez uma abordagem um pouco diferente de Edmonds, baseada no que

ele chamou de Transformagoes Admissiveis.

6.1 - Conceitos sobre Casamentos

Definicao 6.1.1

Um casamento & perfeito quando todos os vértices

ieV sao casados. -
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Definigao 6.1.2

Sejacﬂb o conjunto formado por todos os casamen

tos do grafo G.

M @ um Casamento de Maxima Cardinalidade sse

[MI:EM'I para todo M'ecf,.

Sendo c(e)>0 os custos associados a cada ramo

ecE, define-se custo de um casamento M como sendo:

c(M} = = c(e)
eeM
Definicao 6.1.3

Sejacﬁ@o conjunto de todos os casamentos perfei

tos de G.

E chamaco casamento perfeito de minimo custo o

easamento M cujo custo

c(M) = min c(M')

M'at/f@

Uma condicao necessaria para a existencia desse

casamento € que o grafo possua um nimero par de veértices.

Definigao 6.1.4
Seja M um casamento em G, e P um caminho alterna
do.

Define-se custo do caminho P como sendo

c(P) = L Cis = %
(i,5)eP\M 'I(i,3)ePAN
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Sendo P(M) o conjunto de todos os caminhos aumen

tados de G, relativo a M, Py e um caminho aumentado de minime

custo se

c(Py) < C(P) para todo P e P(M)

Seja P' um caminho aumentado. 0 casamento melho

rado M@ P' & dado por

M@ P' = (M\P') VU (P\M)

Esboco do Algoritmo que Resolve o Problema do CPIC

Seja G=(V,E) um grafo completo, com |V| par e

cijzo para todo (i,j)eE.

—

A idéia central do método que encontra o CPMC @
procurar os menores caminhos aumentados, e atraves deles melhor

o casamento.

1. M«f;
2, WHILE (M nao for completo) DO
Begin
3. Encontre o menor caminho aumentado Pp € P(M);
4. M« M@®P,
End

6.2 - Fundamentos para o Algoritmo que encontra o Menor Caminho

Aumentado

RS

Se seV @ um vertice exposto, com respeito ao ca

samento M, e PS(M) o conjunto de todos os caminhos aumentados



com vertice inicial s, tem-se para PEPS(M)

c(M@P) = c(M) + c(P)

Definicio 6.2.1

Um circuito k & denominado circuito alternado ne

gativo se c(k)<0.

Os teoremas citados a seguir constituem os pri

meiros critérios de otimalidade para o CPMC.

Teorema 6.1

M efOE Gtimo sse M nao admitir circuitos alter

nados negativos.

Teorema 6.11

Seja M um casamento que nao admite circuitos al

ternados negativos, e P o menor caminho aumentado com respeito

s(M) Entio M(® P nao permite circuitos alternados negati

6.3 - Transformacoes Admissiveis

Seja M um casamento e Ps(M) o conjunto de todos

os caminhos aumentados com vertice inicial s.

Definigao 6.3.1

Uma transformacao T : iy~ C'ij é admissivel

sse

c'(P)_’;O VPEPS(M)
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Define-se d(P) : ¢c(P) - c'(P)

Com respeito as Transformacoes Admissiveis,

Derigs [ 7 ] formulou o sequinte critério de otimalidade.

Teorema 6.111

Seja T uma transformacao admissivel e Pp e P

com
(i) c'(Py) =0
(11) d(Py) < d(P) Y P e PS(M)

Entao P0 e um menodr caminho aumentado.

A prova desse teorema € muito simples:

c(PO) c'(PO) + d(P,)

"

d(Py)zd(P)<c' (P)+d(P)=c(P) ¥ PeP y,

As transformacoes utilizadas nos algoritmos do

CPMC sdao construidas da seguinte forma:

(1) Seja R um conjunto formado de subconjun

—

tos R, CV, cuja cardinalidade [Rk]33 e
impar

(ii) Atribui=se pesos aos vértices i e con
juntos Rk

Yi para todo ieV

Ykio para todo R e
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(ii1) Tomando V,€V, e definindo ¥(e) como sen

do os vértices finais do arco e, define

-se co-limite de V1 por

(V) = fecE|¥(e)nv,| = 1)

A transformacao T : C1j+clij e dada por

B =c..-Yi—Y.- z Y

13 TotiLitres(ry) K

0 grafo G=(V,E'), onde E'={{i,j}|c‘ij=

=0}, @ chamado Grafo Admissivel.

Atraves dessas Transformagoes Derigs [ 7] preten

de assequrar sua hipotese de que, durante o desenrolar do alg

[=)

ritmo, os custos dos ramos ecM e dos ramos pertencentes as figo
res encolhidas devam ter custos zero. Para isso, toda vez que
um menor caminho aumentado & éncontrado, ou uma flor & encolhi

da, seus ramos sao incorporados a um grafo admissivel.

6.4 - Algoritmo para o Casamento Perfeito de Minimo Custo

0 metodo utiliza as seguintes subrotinas:

aumentacao;

rotulacao;

!

- FLOR;

expansao dos vértices

!

A entrada para o algoritmo e um grafo completo

G=(V,E), com |V]| par e custos Cijio para todo {i,jleE.

- 0s valores Y(i) associados aos vertices i sao

inicializados com 0;
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- MATCH(i)=j indicara para cada vertice i casa

| do o respectivo vertice adjacente j, associado
a {i,j}eM. Para os vertices expostos
MATCH(i)=03

- d: (d;) indica o custo do menor caminho alter
nado de cardinalidade par (impar), do vértice
i para um vertice exposto;

- KA(i) indica o vertice adjacente a i, no ca

minho associado a d;



10.
11

12.

13,
14,
15,
154
; g8
18.
19.
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Algoritmo CPMC

FOR (todos os vértices i) DO
Begin |
MATCH(i)<0; Y(i)<MATCH(i);
Faca i ser nao rotulado;
End
FOR (todos os vertices i) DO
IF (i & exposto) THEN DO
Begin
i recebe o rotulo saida "o";
d: < 0;
End
ELSE

dl « e
FOR (todos os vertices i) DO
Begin
dg > By min{cijlj € rotulado "0"};
KA(i) < X
End
WHILE (existirem vértices expostos) DO
Begin
8y d;=min{d3lj nao & rotuladol;
§y% (d;+d:)/?=min{(d3+dgy/2lj & rotulado "0"}3
8¢ Y(i)+d;=min{Y(j)+d3Ij &€ rotulado entrada "I"};
§ «min{d,,85,8451}3
IF 6=61 THEN CALL ROTULAGCAO(1i);
IF 8=63 THEN CALL EXPANSAODOSYERTICES (i):-

IF 8=¢, THEN DO
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Begin
20 . Volte do vértice i, marcado como , e do KA(i)
para os vertices expostos;
21, IF (os vértices expostos forem idénticos) THEN
CALL FLOR(i);
ELSE CALL AUMENTACKO(i);
End
End

23, Expanda todas as flores, corrigindo o casamento.

Obs.: Uma explanagao sobre os passos 20., 21. e 22.

- Quando e feita a volta de i e KA(i) para os vértices ex
postos, uma possibilidade e a coincidencia desses vérti

ces, como por exemplo:

Nesse caso ha o aparecimento de uma flor e & acionada a
subrotina FLOR.

- A outra possibilidade € a ocorréencia de um caminho au

mentado, quando os vértices expostos sao distintos:



©
C
]
O
g

KA(i)

CE
|

Quando essa possibilidade ocorre, a subrotina AUMENTA

CA0 e acionada e o casamento melhorado.

A subrotina ROTULACAO & chamada quando 6=6 Ela

1°
cuida do desenvolvimento de um caminho alternado, rotulando-o.

Subrotina ROTULACAO(1)

—
.

Rotule i com "I:KA(i)";
j <« MATCH(i);

Rotule j com "e:i";
+

d. Sz

J -

FOR (todos os vizinhos 2 de j) DO
IF (R#i) THEN

2

~N OO o B W ™

IF (dg + ¢c(j,8) < d7) THEN
Begin
dy <« d; + cl{d.a)s
9. KA(Q) < J
End

10. RETURN
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A subrotina AUMENTACKO & acionada quando 6=, e

2
os caminhos alternados que atingem i e KA(i) s@o originados de
veértices expostos distintos. 0s dois caminhos alternados formam

um caminho aumentado, e o casamento & melhorado (passos 1 e 2).

Todos os vertices rotulados com "0" recebem 0s

seguintes novos pesos (passo 5).

(1) Y

+
g X ® (6 - dk}

330 trocados os pesos dos vertices rotulados com
"I" (passo 9).
(2) Y, « Y, -~ (& - dE)

0s custos dos ramos dos caminhos alternados sao

reduzidos a zero. Isso € feito atraves dos passos 6.-7. e

10 =171 5,
Exemplo:
(a) (3, %) £ M
0] I
Jj @ rotulado "O" . .
. 1 & rotulado "I"
(3) IR N e
ai JA Vkeﬂ
(j,l)Eﬁ(Vk)
+ -
» g% = (8 4] £~ o
c'yy = (8- djy) + (8- dj)
+ -
— bl d. - d
“n %" .
= dy = dy *+ ¢y



(b) Se (j,p) M

j € rotulado "I" :: ::

L€ rotulado "o"

" - 1 I i _ _ +
(4) ¢' iyt 'y * (8-4d]7) - (- d})
S TE By
- +
- 0 dR i d
e
Sy
(c) (i.2) ¢ M
§]

j @ rotulado "o" . .

£ nao € rotulado

n ] . = +
CaT T gy - W-dgl

= 1 i
* Sy Ty

- - + )
> dyg -8 dy < dj ey
_0 55_6-'idn

Nos passos 12 -+ 15 & feita uma nova rotulacdo pa

ra os vertices

|

Nos passos 16 -~ 18 & feita uma nova avaliagao

dos d~



10.
11.

12.

13,

14.

15.

16.

| 7

18.
19,

Subrotina Aumentacao (i)

Encontre o caminho aumentado P;

M« M

i o

FOR (todos os vertices j) DO

Beg

End

in
IF (j e rotulado "o") THEN
Begin
V(i) « Y(3) + (8-d3)s
FOR (todos os vizinhos X de j) DO
Cyp* Cjy - (8743)
End
IF (j € rotulado "I") THEN
Begin
Y{1) = ¥(3) - (5-d3);
FOR (todos os vizinhos £ de j) DO
“ag* Ty * Vg
End
Descarte os rotulos de j;
d; “+ dj + o}
IF (j € exposto) THEN
Begin
Rotule j com "0:0";
dz.‘ < 0;
End

FOR (todos os vertices j) DO

Beg

End

in
dj * Cyg¥ m1n{cjk!K g "8"};
KA(J) <« &

66
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A subrotina FLOR & chamada quando 6=5, e os ca
minhos alternados que atingem i e KA(i) tem origem no mesmo ver

tice exposto.

Os passos de 3 a 10, fazem transformacoes nos
vertices pertencentes a flor, semelhantes as (1) e (2) feitas

na subrotina AUMENTACAOD.

0s custos dos ramos pertencentes a flor sao redu

zidos a zero, da mesma forma que nos procedimentos (3) e (4).

Exemplo:

(a) jEVk
2EY,

j e rotulado "o"

—— O

0 comprimento do caminho aumentado €:

4

dy

+ c"kQ = § + C"ki

4 ) _

§ + C T (d dj)
j +

T
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(b) j e Vk )
J possui rotulo "I"

Antes :do Encolhi

mento.

K Depois do Encolhimento

|

0 comprimento dos caminhos alternados que atingem.g e da

do por:
+ 11} y= ]
dk + C Ky ® § + C kg
=8 +c',, + (8-d
8 Cc i (5 J)
= eV, + 28 - d,
¢35 J
" L g - + _ -
= cC 52 dj + di + di § = (di+di) 2

Os passos de 11 a 15, tratam do encolhimento da
flor, modificando o grafo, corrigindo o casamento, rotulando e
atribuindo peso ao pseudo-vertice K, alem de especificar o com

primento do caminho alternado de £ para o vertice exposto.

0s passos de 16 a 19 corrigem, se necessario ,
os valores d; para todos os vértices 4 vizinhos ao pseudo-vérti

B K .
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Quando 6=63=Yi+d; e o vertice i @ rotulado "I",

0 casamento aciona a subrotina EXPANSEO DOS VERTICES.

Nos passos de 1 a 3, da mesma forma que no proce

dimento (2), sao feitas as transformacoes

YU« Yo o- (6-d3) = 0

= ! -
onde & = Y', + d,
A expansao da flor € feita de uma forma contra

ria ao encolhimento da mesma.

Exemplo:

I N

N —O

0 I 8]

e

W

il O
Q 1 e

Quando do encolhimento da flor, pode ocorrer 0
aparecimento de um caminho aumentado, e por esse motivo o casa

mento interno a flor deve ser corrigido

O Q_mc@_o O—CO=x—0

Flor Encolhimento da Flor




w

10.

1.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18&.
19.

Subrotina FLOR(i)

Encontre a flor B, = G[V, ];

FOR (todos os vértices jevk) DO

V() < V() + (8-d])s

FOR (todos os vizinhos £ de j) DO

Begin
IF (j € "o") THEN
Begin
“i0° Cia
End

o7
i (G-dj)

IF (j @ rotulado "I") THEN

End
G« G x

corrigir

Begin

V(i) ~ W) - (-65)s

FOR (todos os vizinhos X de j) DO

Cin* Cu

Jf JL

End

Bk : "encolhimento da flor"

0 casamento:

+ (6- d})

rotule o pseudo-vertice K com "o";

F
k

Y(k) <« 0;

d

% 8

FOR (todos os vizinhos X de K) DO

+ -
IF ((dk + Ckl) dR) THEN

Begi

End

n

- + o
dﬂ % dk + CkR :
KA(L) <« k

70



Surge um caminho aumentado, e o casamento @ melhorado

O==0 =0

Aumentacao

Na expansao da FLOR (passo 4) existira um verti
ce casado comum a dois ramos pertencentes ao casamento. Esse ca

samento deve ser corrigido (passo 5).

A@EQJUQ
| )

Expansao Casamento Corrigido

0s passos de 6 a 17, modificam, quando necessa

. + -
rio, os valores dos dj e dj
também os valores dos di, para todos os vertices E vizinhos a

, para todos os je:‘n’,i . Modificam

um j vrotulado como "o



10.

11,
$ie s

13.
14.
15.

16.
17.

12

Subrotina Expansao dos Vertices (1)

FOR (todos os vizinhos j de i) DO

Yi <« 0;

Expanda a flor Bi em G;
Corrigir os rotulos e o casamento interno da flor;
FOR (todos os vértices jevi) DO
Begin
IF (j @ rotulado "0") THEN

Becin
d; « &3

FOR (todos os vizinhos & de j) DO

IF ((d} + ¢y ) < dj) THEN

ja
Begin

- + .

dl < dj + ng :

KA(R) < 3
End
End
IF (j € rotulado "I") THEN

d

Lo« 63
J
IF (j nao e rotulado) THEN

Begin
= * 3 35 a L Fall
dj « dg + €3 < m1n{dk+ckl]K e rotulado "0"}
KA(3) « R

End

End
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6.5 - Implementacao e Complexidade

0s algoritmos de Derigs [ 77| foram implementa
dos por Kazakidis, em linguagem FORTRAN IV em sua tese de mes

trado. Maiores detalhes sobre a implementacao desses algoritmos

sao encontrados no trabalho feito por Costa [ 47].

A complexidade desses algoritmos & a mesma do al
goritmo de Edmonds (versdao Lawler [ 16|, ou seja O(n3), embora
a implementacao de Kazakidis na pratica tenha se mostrado mais

eficiente.



CAPITULO VII

ALGORITMOS PARA A CONSTRUGCAO DA ROTA FINAL

Como ja foi citado no capitulo 3, pode-se tracar
uma rota de Euler em um grafo totalmente direcionado e conecta
do, bastando que entr(i)=saida(i) para todo ieV. Com relacao a
grafos conectados nao direcionados, a unica restrigao, que ga
rante a rota de Euler, € a de que todo vertice ieV possua grau
par. Em se tratando de grafos conectados mistos, ambas as condi

¢coes sao necessarias.

Embora essas condicoes sejam necessarias e sufi
cientes para garantir a existencia da rota de Euler, elas nao
sao suficientes para permitir que tracemos a rota livremente ,
sem correr o risco de desconectar o grafo. Esse fato pode ser

constatado no exemplo a seguir:



- Esse grafo e totalmente direcionado, conectado, entr(i)
e igual a saida(i) para todo Vertice i, e portanto es

ta garantida a existencia de uma rota de Euler. Mas de
pendendo do vértice inicial e do tracado da rota, pode
ocorrer a desconexao do grafo. Iniciando por 1, pode-se

tracar a seguinte rota:

l1+224+8+3+8+3=1

que resolve o problema. Mas essa rota foi feita de wuma
maneira conveniente, pois caso contrario poderia ter

havido problemas, como o seguinte:

LR Bl S R

que & um circuito sem continuidade, e como todos os ar
cos devem ser atravessados uma unica vez, nao se trata
portanto da rota desejada. Se for considerado o grafo
nao direcionado associado ao grafo acima, constata-se

que o problema surgido anteriormente pode ocorrer tam

bem nesse tipo de grafo. E da mesma forma pode-se esten

der para grafos mistos.

Visando solucionar esse problema, Edmonds e John
son apresentaram uma idéia baseada na construcao de uma arvore

"SPANNING".



=
o

Como foi visto no capitulo das definigoes, wuma
arvore & um grafo conectado, onde saida(raiz)=0 e saida(i)=1 pa
ra todo i#raiz. Uma arvore & chamada "SPANNING" quando todos os
vértices de G aparecem em T exatamente uma vez. 0 exemplo abai

xo mostra, em relagan ao grafo G, uma arvore "SPANNING".

A ideéia de Edmonds e Johnson [117] para a cons

trucao da rota, generalizada para grafos mistos, consiste em,
partindo do vértice r escolhido como raiz, toda vez que um ver
tice n € atingido, deve-se sair desse vértice através de qual
quer ramo ainda nao utilizado; caso ndao exista mais nenhum, es
colhe-se qualquer arco que nao pertenca a arvore, e por fim se

so existir o arco da arvore, este deve ser utilizado.

0 motivo principal para a utilizacao da arvore
"SPANNING" & que, se for seguida a ideia de Edmonds e Johnson
[117], ela garante a conexidade do grafo durante todo o tragado

da rota.

Exemplo: Utilizando o grafo G e a arvore T dados

no ultimo exemplo.



77

1+>2 >4

1>2+>4>6>25

E por fim a rota de Euler

1+2-+>456>52>4>3>1

Pode-se notar que o grafo se mantém conectado du
rante toda a construcao da rota.
Essa ideia serd utilizada, com algumas modifica

¢oes, na producao do algoritmo da ROTAFINAL. As modificacoes se

devem principalmente a@ aplicacdo pratica do algoritmo. Como 0



sistema final sera utilizado para a distribuicao de bens e ser
vigos, e mais ESpecifjcamente na coleta de lixo, surgem algumas
restricoes de transito e manobra, que devem ser levadas em con
ta. Essas restricoes e suas solucoes serao apresentadas com ma

iores detalhes mais adiante.

Serao apresentados agora os algoritmos relativos

a montagem da arvore "SPANNING" e da ROTAFINAL.

7.1 - Brvore “SPANNING"

Por trabalhar com grafos mistos, e devido a pro
posta de Edmonds e Johnson de, se possivel, utilizar scmpre oS
ramos antes dos arcos, o algoritmo que monta a arvore

"SPANNING" possui a seguinte filosofia:

- A 3rvore €& desenvolvida através dos arcos o maximo pos
sive]l, até um ponto onde & encontrado um vértice que
nao possua mais nenhum arco nao utilizado. Isso & feito
no algoritmo pela subrotina ESTENDE. Nesse ponto conti
nua-se o desenvolvimento da arvore atraves dos ramos ,
até que um novo vértice contendo um arco nao utilizado
seja encontrado, e entao volta-se a estender novamente
através dos arcos. Esse processo € repetido até que a

arvore contenha todos os vertices.

0s algoritmos que montam a arvores "SPANNING"

utilizam os seguinte conjuntos:

T : conjunto que conter3a os arcos e ramos da arvore;
R : conjunto contendo o vértice inicial io, e 0s vertices
pertencentes a arvore, nos quais incidem ramos.
E(i): conjunto dos ramos incidentes com o vertice 13

A(i): conjunto dos arcos incidentes no vértice i.
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11
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Subrotina Estende(k,T,R)

FILA « {k} ;
WHILE(FILA#9) DO
Begin
i « Primeiro(FILA);
Elimine i da FILA;
WHILE(A(i)#@) DO
Begin
Escolha um arco (h,i)eA(i);
Elimine (h,i) de A(i);
IF (h nao & incidente com nenhum arco de T) THEN DO
Begin
T+« TU {{l;1)}) 3
Adicione h na FILA;
IF (E(h)#@) THEN DO R « R U {h}
End
End
End



~N o0 U,

10.

11
[

13.
14.
155

80

Arvore "Spanning"

FOR i <« 1 UNTIL n DO
Begin
E(i) « conjunto dos ramos incidentes com 0 vertice i;
A(i) < conjunto dos arcos incidentes no vertice i;
End
T« 0;
R < {io};
ESTENDE(iO,T,R);
WHILE (existir um reR, com E(r)#8) DO
Begin
R« R {r};
J* ¥ 3
WHILE (existir k#r, com J,ke E(Jj)) DO
Begin
Elimine {j.,k} de E(Jj) e E(k);
IF(k ndo & incidente com algum arco em T) THEN DO
Begin
T4 TU {k3F 3
IF(E(k)#@) THEN DO R « R U {k};
ESTENDE(k,T,R)
End
End
End
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7.2 - Algoritmo da Rota

No algoritmo da rota, os vetores que contem a ar
vore, 0S ramos e 0S arcos, sao utilizados somente na montagem
das listas associadas a cada véertice. A notacao utilizada sera

a seguinte:

- ARBOR(i) : arco ou ramo da arvore associado ao vértice
i

- RAMOS(i) : ramos incidentes com o vertice i, excetuando
o ramo pertencente @ arvore, se for o0 caso;

- ARCOS(i) : arcos saindo do vertice i, com excecao daque

le pertencente a arvore, se existir.

Utilizando essas notagées,‘a filosofia do algo
ritmo ROTAFINAL pode ser escrita como sendo: partindo de um ver
tice inicial que foi escolhido como raiz da arvore "SPANNING",
toda vez que um vértice i € atingido, a seguinte prioridade de

ve ser respeitada para se sair de i.

- (i) sair por algum ramo RAMOS(i), que ainda nao foi
utilizado;

-(ii) sair por algum arco ARCOS(i), ainda nao utiliza
do;

- (iii) sair pelo ARBOR(i).

Sendo utilizada uma boa estrutura, como listas
multiencadeadas, & muito simples controlar a sequencia desejada
para 0S ramos e arcos, com relacao a rota. Basta preparar, para
cada vertice i, uma LISTA(i) que faga um encadeamento compati

vel com as prioridades citadas para se montar a rota. Essas 1is
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tas terao portanto os ramos, se existirem, como primeiros ele

mentos, depois os arcos e por fim o arco, ou ramo, da arvore.

Sera utilizado um vetor, chamado ROTA, para arma

zenar 0S arcos e ramos pertencentes a rota.

Subrotina Montalista (i)

Para cada vertice i, monta-se uma LISTA(i), se
guindo as prioridades ja citadas. A estrutura lista encadeada €

esolhida por ser muito conveniente ao objetivo em questao.

15 WHILE (existirem jeRAMOS(i)) DO

Begin

£ LISTA(i) <« Js

3. RAMOS (i) <« RAMOS(i)~{j} 3
End

4, WHILE (existirem keARCOS(i)) DO

Begin

P LISTA(i) « k 3

6, ARCOS(1) <« ARCOS(i)>{k} ;
End

7. IF(if vértice inicial) THEN DO LISTA(i) <« ARBOR(i)



Algoritmo ROTAFINAL

; O FOR(todos os vértices i) DO
2. MONTALISTA(i);
3. i < vertice inicial;

4.  WHILE (LISTA(i)#9) DO

Begin
5 ROTA « Elemento (i,Jj) que encabega a LISTA(i);
6 Elimina (i,j) da LISTA(i) 3
> i IF((i,J) for ramo) THEN DO Elimina (j,i) da LISTA(Jj);
8 i=3
End

. Imprime a ROTA

7.3 - 0 Problema do Retorno em U

Particularizando o Problema do Carteiro Chines
para o caso onde s3o tuilizados veiculos, como na coleta de 1i
X0, entrega de gas e outros, sera encontrada uma restrigao rela
cionada com o problema de manobra do veiculo. Esse problema o
corre quando, num determinado ponto, o trecho que o veiculo de
ve percorrer € igual ao trecho anterior percorrido, somente que
em sentido contrario. Por exemplo:

| A S

— — — —p — w— ) w— — —
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A estrutura escolhida para tracar a rota, ira
contribuir na solugao desse tipo de problema, que sera chamado
de retorno em U. Apesar de nao haver esgotado o assunto, nao
foi encontrada uma solucgao eficiente para o problema, optando
-se entao por uma solugdao heuristica, que pode n3o otimizar,

mas com certeza diminuira o aparecimento de U na rota.

A ideia @ toda baseada na estrutura das listas
Como foi visto, cada vertice possui uma lista onde s3o armazena
dos, primeiro os ramos, depois 0s arcos e por fim os arcos e ra

mos da arvore. Tem-se ent3o para os vértices i e j o seguinte:

LISTA(i) LISTA(])
RAMOS (1) RAMOS(J)
ARCOS (1) ARCOS(j])
ARBUR (1) ARBOR(])

Tem-se, para cada U que surgir, duas oportunida

des de evita-lo. A ideia em sintese & a seguinte:

- Ao se atingir o véertice i, e feita uma aralise do ele
mento que encabeca a LISTA(i). Esse elemento fornece
qual € a lista para onde deve-se caminhar em seguida ,
podendo-se verificar portanto se vai ocorrer um U ou
nao, atraves da analise do primeiro elemento da LISTA
(j). Caso esse elemento seja (j,i), basta fazer uma pes
quisa nessa lista e tentar trocar dois elementos de po
sicao, o primeiro com algum outro conveniente. Isso nao

e dificil de ser feito, visto que a estrutura de lista,

implementada com apontadores, facilita a localizagao de



A proposta que e feita para a resolucao desse
problema, € a adigao de um arco (f,i) entre o vértice inicial e

final, com custo c(f,i) = M (valor muito alto).

A idéia de introduzir o arco (f,i) com um custo
bem elevado, se deve ao fato de que, no tracgado da rota, ele
sera atravessado uma unica vez, permitindo sua eliminacao e con
sequente formacao de um caminho, entre o vértice inicial e fi

nal, que percorra todos os arcos e ramos do grafo uma unica vez.

- Exemplo : Considere o grafo abaixo como sendo a saida

do MIXED A.

Considere que a rota fornecida ao final seja:

W -h W
v
w



seus elementos. Caso nao seja possivel trocar o elemen
to (j,i) por outro, uma outra tentativa sera feita, ago
ra em relacao a LISTA(i). E feita uma pesquisa nessa
lista, na tentativa de encontrar um componente (i,k),
também conveniente, cuja LISTA(k) possua um primeiro e

lemento diferente de (k,i), ou possibilite a sua troca.

Verifica-se portanto, que as possibilidades para
se evitar a ocorrencia de U numa rota sao grandes, apenas & ne

cessario fazer uma observacao com relacao a conveniencia da es

colha dos elementos para se fazer as trocas.

- E muito importante que a filosofia basica do algoritmo
ROTAFINAL nao seja esquecida, e porisso na escolha de
um elemento para se fazer a troca com o primeiro da 1is
ta, & preciso levar em consideracao que esses elementos
pertencam a um mesmo conjunto de entrada, RAMOS ou AR
C0S, e por hipotese alguma deve-se utilizar, para tro

ca, o elemento pertencente a ARBOR.

Sendo de interesse evitar o retorno em U, basta
adicionar um novo passo, no algoritmo ROTAFINAL, com as recomen

dacoes feitas acima, entre os passos 4 e 5.

7.4 - "ROTA" com VYertice Inicial Diferente do Final

Muitas vezes, ao invés de uma rota com veértice i
nicial igual ao final, deseja-se encontrar uma "“rota" onde 0S
vértices inicial e final sao distintos. Isso ocorre  principal
mente quando, utilizando veiculos, a garagem ou deposito fica

longe do ponto de origem.
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- 0 arco (f,i) pode ocorrer em qualquer posicao da rota ,
que nao interferira na solucao do problema, desde que
seja percorrido uma tunica vez. Isso sempre ocorrera ,
pois gracas a seu elevado custo, os algoritmos interme
didrios, por trabalharem minimizando custos, nao dupli

carao esse arco.

- No exemplo apresentado, basta portanto eliminar o arco
f + i, depois de gerada a rota, e tem-se um caminho en

tre i e f que passa por todos os arcos e ramos uma S0

vez.

7.5 - A Restricao de Proibido Contornar

Uma observacao importante relacionada ao algorit
mo ROTAFINAL, € a restricao de transito de contorno proibido |,
que surge com peqguena frequéncia na pratica, mas deve e foi 1le

vada em conta nesse trabalho. Atraves de um exemplo sera mais

facil explicar tal restricdo e apresentar uma solucao.

- Exemplo:

- Esse cruzamento com cinco vértices mostra que apesar

J

de, na pratica, ser possivel para que vem do vertice !

| ¢

ir para o vértice 1, visto que o trecho 5 -~ 2  permite
isso e o trecho 2—1 & de mao dupla, na realidade, de

vido ao sinal de proibido contornar a esquerda, isso



nao € permitido. Esse problema se torna muito sério em
relacao ao grafo dado, pois o algoritmo quando atingir
o vértice 2 deve tomar conhecimento dessa proibigao e

respeita-la.

A idéia para solucionar esse problema segue a

mesma linha de resolucao do retorno em U. E pelos mesmos moti

vos apresentados para o retorno em U, aqui tambeém sera forneci

da uma solucao heuristica, associada as estruturas utilizadas

na rota.

Para uma melhor compreensao, o esquema de resolu

cao sera apresentado em paralelo ao exemplo acima. Tudo que for

escrito entre parenteses estard associado ao exemplo. 0 esquema

€ o seguinte;:

- Em primeiro lugar devem ser armazenados todos os verti
ces criticos (2) e respectivos arcos ou ramos que podem
causar problemas. Esses arcos e ramos serao denominados
entradas ((5,2)) e saidas ({2,1}) criticas.

Toda vez que um vértice critico (2) € atingido pela ro
ta, examina-se o arco ou ramo que o atingiu, verifican
do tratar-se de uma entrada critica ((5,2)) ou nao. Ca
so nao seja, a rota continua normalmente. Em caso posi
tivo, procede-se da seguinte forma: a estrutura lista,
associada ao vertice critico (LISTA(2)), € analisada e
se 0 seu primeiro elemento for uma saida critica
({2,1}), uma tentativa de troca das posigoes dos elemen
tos € feita, da mesma forma que no retorno em U, sempre
respeitando as prioridades exigidas pela rota. Sendo

possivel a troca, o problema esta resolvido. Caso con

trario € acionada uma subrotina que analisa as possi



(®)

o

veis outras saidas ({2,3},(3.,4)) do vértice critico.

0 ponto principal desse raciocinio € forcar a saida por
uma das escolhidas como possiveis ({2,3}), nao importan
do qual, pois todas serao examinadas, e aplicar um méto
do que encon*re o menor caminho entre o vertice atingi

do (3) e o critico (2), com a seguinte restricao:

- Se a saida escolhida for um arco, nao havera pro
blemas. Caso seja um ramo, deve-se forgar o meto
do que encontra o menor caminho, a nao utilizar
esse ramo ({2,3}) na primeira iteracao, visando e
vitar o retorno em U. Ser3a fornecida uma proposta
para modificar o algoritmo de Dijkstra, adaptan

do-0 a essa situacao.

O—O—0O-

Feito isso, calcula-se o menor caminho desejado (3-2),
no grafo G' = G\{arcos e ramos criticos}.

Esse procedimento & repetido para todas as possiveis
saidas nao criticas ((2,4)), encontrando-se 0S novos ca
minhos (4 -~ 2).

O0s caminhos, mais suas respectivas saidas forcadas, sao
analisados e escolhido o de menor custo, que sera acres

cido na rota.
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Obs.: Modificagao no Algoritmo de Dijkstra

Para se adaptar o algoritmo, descrito no capitu
To 4, para a solugdo acima, basta elmiminar o vertice critico k
do conjunto S no passo 1., fazer uma iteracao completa antes do
comando WHILE, inserir novamente k em S e prosseguir com o meto

do.

1. S ¢ fliveastl} &

2 S « S {k} ;
3 L(1) « 0 ;
4. FOR i « 2 UNTIL n DO L(i) « = 3
5. Encontre ieS com L{(i) = min{L(Jj)|jeS} ;
6. IF L(i) = THEN Stop;
7. S+ 5 {i} 3
8. FOR (todos os sucessores j de i) DO L(j)«min{L(]),
L(i)+cij}
9. S+« S {k} ;
10. WHILE
Begin

End



CAPTTULO VIII

CONCLUSERO

Nesse trabalho nenhum ponto foi deixado em aber
to com relacao ao objetivo inicial. Todas as questoeslevantadas
por Santos [ 207], ou sejam, a geracao da rota e o problema de
contorno proibido foram solucionadas. Outros pontos, como o re
torno em U e a "rota" com vertice inicial e final diferentes,
foram analisados visando um maior auxilio ao usuario na distri
bui¢ao de bens e servicos. Esses problemas tambem receberam bo

as solucoes, e pode-se apresentar o seguinte quadro com relacao

a todos os pontos levantados:

(i) Para a geracao da rota, algoritmos eficientes foram
desenvolvidos, o que possibilitou a implementacao
de um sistema, desenvolvido por Heledia Costa [ 4 |,

que ao final, testado com dados das cidades de Ara
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caju (Se) e Fortaleza (Ce), apresentou bons resulta

dos ;

(ii) O problema da "rota" com vertice inicial diferente

do vB8rtice final recebeu solugeo através da modifi

cagao do grafo inicial;

(iii) Para o retorno em U, devido ao fato de nem sempre

ser possivel minimizar a sua ocorrencia, foi apre
sentada uma solugao heuristica, que pode nao otimi
zar, mas diminui o aparecimento desse tipo de retor

no.

(iv) 0 problema de contorno proibido também recebeu uma

solucao heuristica, semeihante a do retorno em U.

Devido a essas tres solucoOes heuristicas apresen

tadas, e ao fato desse trabalho ser aplicado diretamente a seto

res pré-fixados, serao feitas algumas sugestoes para futuros

trabalhos que poderao complementa-lo.

-

Com relagdao as solucgoes heuristicas, ainda nao foi feli
ta uma analise do pior caso, associado aos custos adi
cionais necessarios. Por isso fica aqui uma proposta de
trabalho que analise outras possibilidades de solugao ,
visando o desenvolvimento de uma teoria que, se possi

vel, resolva o problema de forma eficiente.

Para que se obtenha um bom resultado, na aplicagao des

se trabalho em um setor especifico de uma cidade, & ne



cessario que, em termos globais, tenha sido feito um
bom trabalho em relacao a divisao dos setores da cida
de. Portanto seria muito interessante o desenvolvimento
de um estudo, separado do problema da rota, que tratas
se especificamente desse assunto, possibilitando uma
posterior aplicagao da rota,

A ideia de se fazer o trabalho em separado se deve ape

nas ao tamanho e complexidade do mesmo.
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