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O o b j e t i v o p r i n c i p a l  d e s s e  e s t u d o e  o d e s e n v o l v i ^ 
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e m g r a f o s  mi s t o s ,  v i s a n d o a p l i c a ç õ e s  d i r e t a s  n a  d i s t r i b u i ç ã o d e  

b e n s  e  s e r v i ç o s  p ú b l i c o s .  De v i d o a  e s s a s  a p l i c a ç õ e s ,  f o r a m l e_ 
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s e r á  a p l i c a d a  a  Ro t a  F i n a l .  T o d o s  o s  a l g o r i t mo s ,  r e l a t i v o s  a  

e s s e s  p r o c e d i me n t o s  e  5 r o t a  f i n a l ,  s ã o a p r e s e n t a d o s  d e  u ma  f o_r  

ma  e s t r u t u r a d a ,  f a c i l i t a n d o a  s u a  c o mp r e e n s ã o e  i mp l e me n t a ç ã o .  
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d e m s e r  a b o r d a d o s  f u t u r a me n t e ,  v i s a n d o u ma  me l h o r  a d a p t a ç ã o d o 

t r a b a l h o a o p r o b l e ma  r e a l .  



» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AB S T R AC T 

T h e  ma i n p u r p o s e  o f  t h i s  s t u d y i s  t o d e v e l o p a  

me t h o d o f  s o l v i n g t h e  Ch i n e s e  P o s t ma n P r o b l e m i n mi x e d g r a p h s ,  

a i mi n g d i r e c t  a p l i c a t i c - n s  i n t h e  d i s t r i b u t i o n o f  a s s e t s  a n d 

p u b l i c  s e r v i c e s .  

Du e ,  t o t h e s e  a p l i c a t i o n s ,  s o me  r e s t r i c t i o n s  

a s s o c i a t e d t o t h e  t r a f f i c  l a ws  a n d c a r  ma n e u v e r i n g we r e  

d e v e l o p e d ,  wh e n t h e y we r e  f o u n d n e c e s s a r y .  S o l u t i o n s  wh i c h 

a d a p t  t h e s e  r e s t r i c t i o n s  t o t h e  a l g o r i t ms  r e l a t e d t o t h e  f i n a l  

r o u t e ,  a r e  s h o wn h e r e .  

Al l  t h e  a l g o r i t ms  r e l a t e d t o t h e s e  p r o c e d u r e s  

a n d t o t h e  f i n a l  r o u t e ,  a r e  p r e s e n t e d h e r e  i n a  e s t r u c t u r a l  

wa y ,  s i mp l i f y i n g i t s  c o mp r e h e n s i o n a n d i t s  i mp l e me n t a t i o n .  

At  t h e  e n d ,  s o me  a s p e c t s  t h a t  c o u l d b e  

a p p r o a c h e d i n t h e  f u t u r e  a r e  s h o wn ,  a i mi n g f o r  a  b e t t e r  

a d a p t a t i o n o f  t h e  wo r k t o t h e  r e a l  p r o b l e m.  
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CAP I T UL O I  

I NT R ODUÇ ÃO 

Na s  c i d a d e s  a e  mé d i o e  g r a n d e  p o r t e ,  a s  d i s t r i _ 

b u i ç õ e s  d e  b e n s  e  s e r v i ç o s ,  c o mo c o l e t a  d e  l i x o ,  e n t r e g a  d e  c or _ 

r e s p o n d e n c i a ,  l i mp e z a  d e  r u a s ,  e n t r e g a  n o r ma l  d e  g á s  e  o u t r a s ,  

s ã o f e i t a s  d e  f o r ma  a i n d a  i n s a t i s f a t ó r i a .  E s s e s  s e r v i ç o s  s ã o 

o p e r a d o s ,  n a  ma i o r i a  d a s  v e z e s ,  p e l o p r ó p r i o c o l e t o r  o u e n t r e g a ^ 

d o r  d e  f o r ma  a l e a t ó r i a ,  e n c a r e c e n d o o s  c u s t o s  d e  o p e r a ç ã o ,  p r i j i  

c i p a l me n t e  q u a n d o s ã o u t i l i z a d o s  v e í c u l o s  mo t o r i z a d o s .  

Ne s s e  e s t u d o ,  o p r i n c i p a l  o b j e t i v o é  f o r n e c e r  mé  

t o d o s  q u e  s o l u c i o n e m o p r o b l e ma  d e  s e  e n c o n t r a r  u ma  r o t a ,  n u ma  

r e d e  f o r ma d a  p e l a s  r u a s  d e  u ma  c i d a d e ,  c u j o c u s t o t o t a l  s e j a  o 

me n o r  p o s s í v e l .  

E x i s t e  u ma  t o t a l  i d e n t i f i c a ç ã o e n t r e  e s s e  p r o b l e  

ma  e s p e c i f i c o e  o P r o b l e ma  d o Ca r t e i r o Ch i n ê s  ( P CC)  e m g r a f o s  

mi s t o s ,  c u j a  f i n a l i d a d e  é  e n c o n t r a r  u ma  r o t a  q u e  p e r c o r r a  t o d o s  
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o s  a r c o s  e  r a mo s  d o g r a f o p e l o me n o s  u ma  v e z .  0 P CC f o i  d e s c r i  

t o p e l a  p r i me i r a  v e z  p o r  Ku a n Me i k ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J l 7 ] _ ,  e  a l g o r i t mo s  e f i c i e n i  

t e s  p a r a  s u a  s o l u ç ã o f o r a m a p r e s e n t a d o s  p o r  E d mo n d s  J l OT" , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA par a 

g r a f o s  n ã o d i r e c i o n a d o s  e  g r a f o s  t o t a l me n t e  d i r e c i o n a d o s .  Pa p a ^ 

d i mi t r i o u T l ^ T » mo s t r o u q u e ,  n o c a s o d e  g r a f o s  mi s t o s ,  o P CC 

p e r t e n c e  a  c l a s s e  d o s  p r o b l e ma s  NP - C o mp l e t e ,  p a r a  o s  q u a i s  a i n_ 

d a  n ã o f o r a m e n c o n t r a d a s  s o l u ç õ e s  c o m o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  po_ 

l i n o mi a l .  F o i  p r o p o s t a ,  p o r  E d mo n d s  e  J o h n s o n ,  u ma  s o l u ç ã o he u_ 

r í s t i c a  p a r a  o p r o b l e ma .  E s s a  s o l u ç ã o s o f r e u a l g u ma s  a l t e r a ç õ e s ,  

f e i t a s  p o r  F r e d e r i c k s o n J 1 4 T ,  e  f o i  u t i l i z a d a  p o r  S a n t o s  T ^ O J  

n a  p r e p a r a ç ã o d o g r a f o p a r a  a  r o t a .  E s s a  p r e p a r a ç ã o c o n s i s t e  n a  

t r a n s f o r ma ç ã o d o g r a f o o r i g i n a l  e m u m g r a f o d e  E u l e r ,  o n d e  e  

p o s s í v e l  t r a ç a r  u ma  r o t a  q u e  a t r a v e s s e  t o d o s  o s  a r c o s  e  r a mo s  

e x a t a me n t e  u ma  v e z .  

Ap e s a r  d o e s t u d o d e  S a n t o s  t e r  s e  a p r o f u n d a d o n o 

a s s u n t o f l u x o s  e m r e d e s ,  t r a t o u d e  u ma  ma n e i r a  mu i t o s u p e r f i _ 

c i a i  o t e ma  c a s a me n t o e m g r a f o s  g e r a i s ,  a l é m d e  a p r e s e n t a r  o s  

a l g o r i t mo s  d e  u ma  f o r ma  u m p o u c o c o mp l i c a d a  e  n ã o o p e r a c i o n a l .  

De v i d o a  e s s e s  mo t i v o s ,  u ma  p r e o c u p a ç ã o n a  p r i me i r a  p a r t e  d e s s e  

t r a b a l h o f o i ,  a l é m d e  f a z e r  u ma  a b o r d a g e m ma i s  p r o f u n d a  n o a £ 

s u n t o c a s a me n t o ,  a p r e s e n t a r  c a d a  a l g o r i t mo d e  f o r ma  ma i s  e s t r u i  

t u r a d a ,  f a c i l i t a n d o s u a  c o mp r e e n s ã o .  

Co m r e l a ç ã o ã  p a r t e  p r i n c i p a l  d o t r a b a l h o ,  f o r a m 

d e s e n v o l v i d o s  a l g o r i t mo s  e f i c i e n t e s  q u e  e n c o n t r a m u ma  r o t a  n u m 

g r a f o E u l e r i a n o .  Co mo e m mu i t o s  c a s o s  d e  d i s t r i b u i ç ã o d e  b e n s  e  

s e r v i ç o s  s ã o e n v o l v i d o s  v e í c u l o s ,  s u r g i r a m a l g u n s  p r o b l e ma s ,  d e  

t r a n s i t o e  d e  ma n o b r a ,  q u e  p r e c i s a r a m s e r  c o mp a t i b i l i z a d o s  c o m 

o s  a l g o r i t mo s .  E s s e s  p r o b l e ma s  e s t ã o a s s o c i a d o s  a  c o n t o r n o p r o i _ 

b i d o ,  r e t o r n o s  e m U e  " r o t a s "  c o m a  o r i g e m d i f e r e n t e  d o d e s t i n o .  

T o d o s  e s s e s  p o n t o s  f o r a m e s t u d a d o s ,  e  r e c e b e r a m s o l u ç õ e s  h e u r í s ^ 

t i c a s  p a r t i c u l a r e s .  
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0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t r a b a l h o e s t a o r g a n i z a d o d a  s e g u i n t e  f o r ma :  

u ma  b a s e  t e ó r i c a  p a r a  o d e s e n v o l v i me n t o d o a s s u n t o é  f o r n e c i d a  

n o s  c a p í t u l o s  2 e  3 ;  o s  c a p í t u l o s  4 ,  5 e  6 a p r e s e n t a m o s  a l g o 

r i t mo s  d e  me n o r e s  c a mi n h o s ,  f l u x o s  e m r e d e s  e  c a s a me n t o ,  a t r a  

v e s  d e  u ma  d i s c u s s ã o d o s  me s mo s ,  d e s c r i ç õ e s  e m P i d g i n - Al g o l  e  

a n á l i s e  d e  c o mp l e x i d a d e ;  n o c a p í t u l o 7 s ã o a p r e s e n t a d a s  a s  i d £ 

i a s  e s o l u ç õ e s  p a r a  a  r o t a  e  p a r a  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s ;  e  p o r  

f i m a  c o n c l u s ã o ,  a p r e s e n t a ç ã o d o s  r e s u l t a d o s  e  a l g u ma s  s u g e s _ 

t o e s  d e  t r a b a l h o s  f u t u r o s .  
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Re l a ç ã o e n t r e  o s  c a p í t u l o s  d e s s e  t r a b a l h o 

r  

CAP I  

I n t r o d u ç ã o 

CAP I I  

CAP I I I  

CAP I V 

CAP V 

CAP VI I  

CAP VI  

" 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 
CAP VI I I  

CONCLUSÃO 



CAP I T UL O I I  

NOÇÜE S F UNDAME NT AI S S OBRE GRAF OS 

Ne s s e  c a p í t u l o s e r ã o a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  c o n c e j _ 

t o s  s o b r e  g r a f o s ,  q u e  s e r ã o u t i l i z a d o s  d u r a n t e  t o d o o t r a n s c o r ^ 

r e r  d o t r a b a l h o .  

2 . 1 -  Gr a f o Mi  s t o 

Um g r a f o mi s t o G= ( V, E , A)  c o n s i s t e  d e  t r ê s  c o n j u n _ 

t o s  :  

-  Um c o n j u n t o f i n i t o d e  v é r t i c e s  V= { 1 , 2 , . .  .  , n } :  

-  Um c o n j u n t o d e  r a mo s  E c { { i , j } | i , j E V} ;  

-  Um c o n j u n t o d e  a r c o s  Ac Vx V.  

Ca s o u m d o s  d o i s  c o n j u n t o s  A o u E s e j a  v a z i o ,  o 

g r a f o t o r n a - s e  u m c a s o p a r t i c u l a r  d o g r a f o mi s t o G,  0 g r a f o 

G= ( V, A)  ê  c h a ma d o g r a f o t o t a l me n t e  d i r e c i o n a d o ,  e  G= ( V, E )  g r a f o 

n ã o d i r e c i o n a d o .  



0 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E x e mp l o 1 :  g r a f o mi s t o 

V= { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

E = { { 2 , 5 } , { 3 , 5 } , { 4 , 5 } } 

A= { ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) , ( 4 , 1 ) } 

2 . 2 -  I n c i d ê n c i a  e  Gr a u 

Di z - s e  q u e  u m a r c o ( o u r a mo )  é  i n c i d e n t e  c o m u m 

v é r t i c e ,  q u a n d o e s s e  v é r t i c e  f o r  u m d o s  v é r t i c e s  t e r mi n a i s  d e s _ 

s e  a r c o ( o u r a mo )  .  

Gr a u d e  u m v é r t i c e  i _,  d e n o t a d o p o r  g r a u ( i ) ,  ê  d e  

f i n i d o c o mo s e n d o a  s o ma  d o s  a r c o s  e  r a mo s  i n c i d e n t e s  c o m e l e .  

De f i n e - s e  g r a u d e  e n t r a d a  d e  u m v é r t i c e  i _,  r e p r e s e n t a d o p o r  

e n t r ( i ) ,  c o mo a  s o ma  d e  t o d o s  o s  a r c o s  q u e  p o s s u e m i_ c o mo v ê r t j _ 

c e  f i n a l .  0 g r a u d e  s a T d a ,  s a í d a ( i ) ,  c o r r e s p o n d e  5 s o ma  d o s  a r  

c o s  q u e  p o s s u e m i  c o mo v é r t i c e  i n i c i a l .  

E x e mp l o 2 :  

g r a u ( 1 )  = g r a u ( 4 )  = 2 

g r a u ( 2 ) = g r a u ( 3 ) = 3 

e n t r ( l ) = e n t r ( 4 ) = 0 s a í d a ( 3 ) = s a í d a ( 4 ) = 0 

e n t r ( 2 ) = l  s a í d a ( l ) = 2 

e n t r ( 3 ) = 2 s a T d a ( 2 ) = l  

2 . 3 -  De f i  c i  t  

Ch a ma - s e  d e f i c i t  d e  u m v é r t i c e ,  r e p r e s e n t a d o p o r  

d e f ( i ) ,  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  e n t r ( i )  e  s a T d a ( i ) .  

Co m r e l a ç ã o a o e x e mp l o a n t e r i o r  t e m- s e :  



d e f ( l ) = - 2 

d e f ( 2 ) = O 

d e f ( 3 ) = 2 

d e f ( 4 ) = O 

2 . 4 -  C a mi n h o ,  C i r c u i t o ,  Ca d e i a  

Ca mi n h o c o m r e l a ç ã o a  u m g r a f o G= ( V, E , A) ,  ê  u ma  

s e q u ê n c i a  f i n i t a  c a  = e- j  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &2' *">
e
k*

 e
k + l ' * * * '

e
n '

 o n c
'

e  

e ^ = ( i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K , i  | < + i  )  o u e k = { i  ^ , i  k + } .  Qu a n d o i-]  = i n + -]  e s s e  c a mi n h o e  c ha _ 

ma d o c i r c u i t o .  

Dá - s e  o n o me  d e  c a d e i a  a  u m c a mi n h o o n d e  n ã o s ã o 

c o n s i d e r a d a s  a s  o r i e n t a ç õ e s  d o s  a r c o s .  

E x e mp l o 3 :  

c a mi n h o :  ( 1 , 2 )  ,  ( 2 , 3 )  ,  { 3 , 5 } ,  { 5 , 4 } 

c i r c u i t o :  ( 1 , 2 ) ,  (  2 , 3 )  ,  ( 3 , 1 )  

c a d e i a  :  ( 3 , 1 )  ,  { 3 , 5 } ,  { 5 , 4 } 

2 . 5 -  Ro t a  

De f i n e - s e  r o t a  c o mo s e n d o u m c i r c u i t o q u e  c o n t é m 

t o d o s  o s  a r c o s  e  r a mo s  d o g r a f o .  No e x e mp l o a n t e r i o r  t e m- s e :  

r = ( l ,  2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  { 3 , 4 } ,  { 4 , 5 } ,  { 5 , 3 } , ( 3 , 1 )  
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2 . 6 - Ro t a  d e  E u l e r  ( E u 1 e  r  i  a  n a  )  

E u ma  r o t a  o n d e  t o d o s  o s  e e ( E UA)  s a o a t r a v e s s a  

d o s  e x a t a me n t e  u ma  v e z .  

2 . 7 -  Gr a f o d e  E u l e r  

E u m g r a f o q u e  a d mi t e  u ma  r o t a  d e  E u l e r .  0 g r a f o 

d o e x e mp l o 3 a d mi t e  e s s a  r o t a ,  p o r t a n t o e  u m g r a f o d e  E u l e r .  

2 . 8 -  Gr a f o Co n e c t a d o 

Um g r a f o G é  c o n e c t a d o ,  S e  e x i s t i r  p e l o me n o s  

u ma  c a d e i a  e n t r e  t o d o s  o s  p a r e s  d e  v é r t i c e s  e m G.  

Os  g r a f o s  a s s o c i a d o s  a o s  e x e mp l o s  1 ,  2 e  3 s ã o 

t o d o s  c o n e c t a d o s .  

2 . 9 -  Ar v o r e  

Uma a r v o r e  é  u m g r a f o c o n e c t a d o ,  c o m a s  s e g u i n 

t e s  c a r a c t e r í s t i c a s :  

( i )  o v é r t i c e  r ,  c h a ma d o r a i z ,  p o s s u i  

s a T d a ( r )  = 0 ;  

( i i )  t o d o s  o s  o u t r o s  v é r t i c e s  i ^ r ,  p o s s u e m 

s a í d a ( i ) = 1 .  

E x e mp l o 4 :  
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2 •  1 0 -  Au me n t a ç ã o 

Um g r a f o G ^ Í V . E ^ A ' )  ê  u ma  a u me n t a ç ã o d e  

G= ( V, E , A) ,  s e  G'  f o r  u m g r a f o c o n s t r u í d o a  p a r t i r  d e  G,  p e l o di ^ 

r e c i o n a me n t o d e  a l g u n s  r a mo s  e  r e p e t i ç õ e s  d e  a r c o s  e  r a mo s .  

E x e mp l o 5 :  

Uma a u me n t a ç ã o G'  Õ c h a ma d a  a u me n t a ç ã o d e  E u l e r ,  

s e  G
1
 f o r  u ma  g r a f o E u l e r i a n o .  

As s o c i a n d o a  c a d a  e e ( E ÜA)  u m c u s t o c ( e ) ,  o c u s L o 

t o t a l  d e  u ma  a u me n t a ç ã o s e r á  c ( E ' UA' )  = E c ( e )  
e e ( E ' UA'  )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 P r o b l e ma  d o C a r t e i r o Ch i n ê s  c o r r e s p o n d e  a  u ma  

a u me n t a ç ã o G'  d e  E u l e r  d o g r a f o G,  s e n d o o c u s t o d a  r o t a  i g u a l  

a o c u s t o d e  G '  .  



CAP I T UL O I I I  

P R OC E DI ME NT OS HE UR Í S T I C OS P ARA O P ROBL E MA 

P a r a  s e  a t i n g i r  o o b j e t i v o f i n a l ,  q u e  é  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ger a 

ç a o d a  r o t a ,  e  p r e c i s o u t i l i z a r  v á r i o s  mé t o d o s  e  p r o c e d i me n t o s  

i n t e r me d i á r i o s  q u e  r e s o l v a m o s  p r o b l e ma s  ma i s  i me d i a t o s .  P a r a  

e s s e s  p r o b l e ma s ,  q u e  s e r ã o d e n o mi n a d o s  s u b p r o b l e ma s ,  s e r ã o ger a 

d a s  s u b r o t i n a s  q u e  f a r ã o a s  d e v i d a s  mo d i f i c a ç õ e s  n o g r a f o o r i g i _ 

n a l ,  p r e p a r a n d o - o p a r a  q u e  s e j a  p o s s í v e l  a  i mp l e me n t a ç ã o d a  r o_ 

t a  f i n a l .  

A p r e p a r a ç ã o d o g r a f o Õ f e i t a  a t r a v é s  d e  t r ê s  

s u b r o t i n a s  c h a ma d a s  MI XE D A,  MI XE D I A e  MI XE D 2 A.  E s s a s  s u b r o t i  

n a s  n e c e s s i t a r ã o d e  mé t o d o s  q u e  r e s o l v a m p r o b l e ma s  d e  Me n o r e s  

C a mi n h o s ,  F l u x o s  e m Re d e s  e  Ca s a me n t o e m Gr a f o s  Ge r a i s .  Uma  

p r e o c u p a ç ã o n e s s e  c a p i t u l o s e r á  d e t a l h a r  c a d a  u m d e s s e s  s u b p r o 

b l e ma s ,  f o r n e c e n d o c o n c e i t o s  e  t e o r e ma s  q u e  s e r ã o n e c e s s á r i o s  

p a r a  a  c o mp r e e n s ã o d o s  a l g o r i t mo s  d e s c r i t o s  n o s  c a p í t u l o s  4 ,  5 
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e  6 .  P o r  f i m s e r ã o a p r e s e n t a d o s  o s  a l g o r i t mo s  MI XE D A,  MI XE D 1 A 

e  MI XE D 2 A,  r e s p o n s á v e i s ,  c o mo j á  f o i  c i t a d o ,  p e l a  p r e p a r a ç ã o 

f i n a l  d o g r a f o n o q u a l  s e r á  a p l i c a d o o a l g o r i t mo d a  ROT A F I NAL .  

3 . 1 -  Me n o r e s  Ca mi n h o s  

Da d o u m g r a f o G= ( V, A) ,  c o m a  ma t r i z  C = Qc ( i , j ) j  

c o r r e s p o n d e n t e  a o s  c u s t o s  d o s  a r c o s  ( i , j ) ,  o p r o b l e ma  d o s  me n o 

r e s  c a mi n h o s  s e  p r e o c u p a  e m e n c o n t r a r  u m c a mi n h o e n t r e  d o i s  v é r  

t i c e s  p r é - d e f i n i d o s ,  d e  t a l  f o r ma  q u e  a  s o ma  d o s  c u s t o s  a s s o c i a ^ 

d o s  a o s  a r c o s  p e r t e n c e n t e s  a o c a mi n h o s e j a  mí n i ma .  E i mp o r t a n t e  

f r i s a r  q u e  e s s e s  c u s t o s  c ( i , j )  p o d e m s e r  p o s i t i v o s ,  n e g a t i v o s  

o u z e r o ,  c o m a  r e s t r i ç ã o d e  q u e  n ã o o c o r r a m c i r c u i t o s  n e g a t i v o s  

n o g r a f o .  E s s a  r e s t r i ç ã o e  f á c i l  d e  s e r  c o mp r e e n d i d a ,  p o i s  o ob_ 

j e t i v o s e n d o o d e  e n c o n t r a r  o me n o r  c a mi n h o e n t r e  d o i s  v é r t i ^ 

c e s ,  n ã o p o d e r á  d e p a r a r  c o m u m c i r c u i t o n e g a t i v o ,  p o i s  n e s s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ca 

s o o mé t o d o t e n d e r i a  a  n ã o ma i s  s a i r  d e s s e  c i r c u i t o e  o v a l o r  

d o c a mi n h o i r i a  p a r a  me n o s  i n f i n i t o .  

Nu m c a s o p a r t i c u l a r  p o d e  s e r  d e  i n t e r e s s e  e n c o n ^ 

t r á r  n ã o a p e n a s  o me n o r  c a mi n h o e n t r e  d o i s  v é r t i c e s  p r é - d e f i n i  

d o s ,  e  s i m t o d o s  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  q u a i s q u e r  d o i s  v é r t i _ 

c e s  p e r t e n c e n t e s  a o g r a f o .  I s s o p o d e  s e r  f e i t o d e  u ma  ma n e i r a  

r e l a t i v a me n t e  s i mp l e s ,  a p l i c a n d o u m mé t o d o q u e  r e s o l v a  o p r o b l e _ 

ma  d e  e n c o n t r a r  o c a mi n h o d e  u m v é r t i c e  p a r a  t o d o s  o s  o u t r o s ,  

n v e z e s .  Uma  o u t r a  o p ç ã o é  a  u t i l i z a ç ã o d e  u m mé t o d o q u e  r e s o J _ 

v a  o p r o b l e ma  d i r e t a me n t e ,  e n c o n t r a n d o o s  me n o r e s  c a mi n h o s  en 

t r e  t o d o s  o s  p a r e s  d e  v é r t i c e s  d o g r a f o .  Al g o r i t mo s  p a r a  e s s e  

c a s o e  o s  a n t e r i o r e s  s e r ã o a p r e s e n t a d o s  e  d i s c u t i d o s  n o c a p í t u _ 

l o s e g u i n t e .  

L* b o m o b s e r v a r  t a mb é m q u e  o s  c u s t o s  c ( i , j ) ,  a s s o 

c i a d o s  a o s  a r c o s  ( i , j ) ,  n ã o s ã o n e c e s s a r i a me n t e  me n o r e s  d o q u e  
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c  ( i  ,  k ) + c  (  k ,  j  )  ,  p a r a  t o d o s  i , j , k ,  p o i s  n e s s e  c a s o o me n o r  cai r n_ 

n h o e n t r e  i  e  j  s e r i a  o a r c o ( i , j ) ,  e  a  f i n a l i d a d e  d e  s e  e n c o n _ 

t r a r  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  p e r d e r i a  t o d o o s e n t i d o .  

Ou t r a  i mp o r t a n t e  o b s e r v a ç ã o é  q u e ,  n a  b u s c a  d a  

s o l u ç ã o p a r a  e s s e  s u b p r o b l e ma ,  s e r ã o u t i l i z a d o s  g r a f o s  d i r e c i o _ 

n a d o s .  I s s o p o d e  s e r  c o n s i d e r a d o ,  p o i s  q u a l q u e r  r a mo í i , j } q u e  

s u r g i r ,  p o d e r á  s e r  t r a n s f o r ma d o e m d o i s  a r c o s  ( i , j )  e  ( j , i ) ,  

c o m c  ( i  ,  j  )  = c  ( j  ,  i  ) .  A ú n i c a  r e s t r i ç ã o p a r a  e s s a  t r a n s f o r ma ç ã o é  

a  d e  q u e  o c u s t o c ( i , j ) _ > 0 ,  p o i s  c a s o c o n t r á r i o p o d e r ã o o c o r r e r  

c i r c u i t o s  n e g a t i v o s .  Ne s s e  e s t u d o i s s o n ã o s e r á  p r o b l e ma ,  p o i s  

u t i l i z a n d o d i s t â n c i a s ,  o s  c u s t o s  s e r ã o s e mp r e  n ã o n e g a t i v o s .  

3 . 2 -  F l u x o s  e m Re d e s  

Um s u b p r o b l e ma  b a s t a n t e  d e l i c a d o e  mu i t o i mp o r _ 

t a n t e  p a r a  e s s e  t r a b a l h o d i z  r e s p e i t o a o p r o b l e ma d e  f l u x o s  e m 

r e d e s .  Da d o u m g r a f o G= ( V, A) ,  c o m c a p a c i d a d e s  q ( i , j ) ,  a s s o c i a  

d a s  a o s  a r c o s  ( i , j ) ,  q u e  c o n t r o l a m a  má x i ma  q u a n t i d a d e  d e  f l u x o 

q u e  p o d e  a t r a v e s s a r  c a d a  a r c o ( i , j ) ,  u m d o s  p r o b l e ma s  ma i s  c o 

mu n s  r e l a c i o n a d o s  c o m f l u x o s ,  e  o d e  s e  d e t e r mi n a r  o v a l o r  d o 

má x i mo f l u x o q u e  p o d e  s e r  t r a n s p o r t a d o d e  u m v é r t i c e  i n i c i a l  

d e n o mi n a d o f o n t e ,  p a r a  u m v é r t i c e  t e r mi n a l  c h a ma d o s u mi d o u r o 

Um o u t r o t i p o d e  p r o b l e ma ,  c u j a  t é c n i c a  d e  r e s o l u ç ã o s e r á  e f e t i _ 

v ã me n t e  u t i l i z a d a  n e s s e  t r a b a l h o ,  c o n s i s t e  e m,  s e n d o f o r n e c i d o 

u m f l u x o p r e v i a me n t e  e s t a b e l e c i d o ,  d e t e r mi n a r  u m f l u x o d e  mí n i _ 

mo c u s t o q u e  p e r c o r r a  o g r a f o d a  f o n t e  a o s u mi d o u r o .  

P a r a  e s s e s  t i p o s  d e  p r o b l e ma s  a l g u ma s  t é c n i c a s  

d e  r e s o l u ç ã o f o r a m d e s e n v o l v i d a s  p o r  F o r d e  F u l k e r s o n [ j  3 j  e  

Bu s a c k e r  e  Go we n [ ~
2
D>

 e
 s e r ã o d e s c r i t a s  n o c a p i t u l o 5 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n

* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* * * * * 

i tUf l  Apr í gi ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA wí t t oJJ£%
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*  
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3 . 2 . 1 F l u x o s  Má x i mo s  

T e m- s e  u m g r a f o G= ( V, A) ,  c o m c a p a c i d a d e  q ( i , j )  

a t r i b u í d a s  a o s  a r c o s  ( i , j ) ,  u m v é r t i c e  f o n t e  s e V e  u m v é r t i c e  

s u mi d o u r o t e V.  P r e t e n d e - s e  e n c o n t r a r  o f l u x o má x i mo d e  s  p a r a  

t ,  s e n d o x ( i , j )  a  q u a n t i d a d e  d e  f l u x o q u e  a t r a v e s s a  o a r c o 

( i , j ) .  T o r n a - s e  c l a r o q u e  0<_ x ( i  ,  j  ) < c  ( i  ,  j  ) .  

C o n s i d e r a n d o q u e ,  p a r a  t o d o s  o s  n o s  j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  s , t ,  a  

q u a n t i d a d e  d e  f l u x o q u e  c h e g a  n o v é r t i c e  é  i g u a l  a  q u e  s a i ,  t or _ 

n a - s e  n e c e s s á r i o q u e  z  x ( i , j )  s e j a  i g u a l  a  z  x ( j , i ) ,  f a z e n d o 

i  i  

c o m q u e  

z  x ( i  ,  j  ) - z  x ( j  , i  )•  

i  i  

• f  ,  s e  j = s  

0 ,  s e  j  /  s  ,  t  

f  ,  s e  j = t  

P o r t a n t o ,  s e n d o f  o f l u x o q u e  s a t i s f a z  a s  r e s t r i  

ç õ e s  a c i ma ,  p o d e - s e  e n u n c i a r  o p r o b l e ma  d o f u x o má x i mo a t r a v é s  

d a  p r o g r a ma ç ã o l i n e a r ,  d a  s e g u i n t e  f o r ma :  

Ma x i mi z a r  f  

S u j e i t o a :  

z  x ( i  , j ) - z  x ( j  , i  )
:  

i  i  

f  ,  

0 ,  

f  ,  

s e  j  = s  

s e  j  ?  * , t  

s e  j  = t  

x ( i  , j ) < q ( i  ,  j )  

x ( i , j ) i  0 

S e r ã o i n t r o d u z i d a s  a g o r a  d e f i n i ç õ e s  q u e  s ã o u U 

l i z a d a s  e m a l g u n s  t e o r e ma s  c i t a d o s  a  s e g u i r .  
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De f i n i ç ã o I I I . 1 -  Ca mi n h o c o m F l u x o Au me n t a d o 

Co n s i d e r e  u m c a mi n h o P n ã o d i r e c i o n a d o l i g a n d o s  

c o m t .  Di z - s e  q u e  P é  u m c a mi n h o c o m f l u x o a u me n t a d o ,  c o mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r es _ 

p e i t o a  u m f l u x o p r é - d e t e r mi  n a d o f = x ( i , j ) ,  s e  x ( i  ,  j  )  <q ( i  ,  j  )  pa^ 

r a  t o d o s  o s  a r c o s  ( i , j )  d i r e c i o n a d o s  n o s e n t i d o d e  s  p a r a  t ,  e  

x ( i , j ) > 0 p a r a  o s  a r c o s  d i r e c i o n a d o s  e m s e n t i d o i n v e r s o 

E x e mp l  o :  

Ca mi n h o c o m F l u x o Au me n t a d o 

De f i n i ç ã o I I I . 2 -  Co n j u n t o d e  Co r t e  -  ( S , T )  

Se  o c o n j u n t o d o s  v é r t i c e s  V d e  u m g r a f o f o r  d j _ 

v i d i d o e m d o i s  s u b c o n j u n t o s  S e  T,  d e  t a l  f o r ma  q u e  s e S e  t e T ,  

d e f i n e - s e  c o mo s e n d o u m Co n j u n t o d e  C o r t e - ( S , T )  o c o n j u n t o f or -

ma d o p o r  t o d o s  o s  a r c o s  ( i , j )  d i r e c i o n a d o s  n o s e n t i d o d e  S p a r a  

T.  E d e f i n e - s e  c o mo c a p a c i d a d e  d o c o n j u n t o d e  c o r t e - ( S , T ) ,  c o mo 

s e n d o c ( S , T ) = l  l  c ( i  , j ) .  
i  e  S j  e  T 

De  p o s s e  d a s  d e f i n i ç õ e s  a c i ma  s e r ã o i n t r o d u z i d o s  

t r ê s  i mp o r t a n t e s  t e o r e ma s ,  u t i l i z a d o s  n o d e s e n v o l v i me n t o d e  me  

t o d o s  q u e  t r a t a m d o p r o b l e ma  d e  f l u x o s  e m r e d e s .  E s s e s  t e o r e ma s  
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s e r ã o a p e n a s  c i t a d o s  p o i s  s u a s  p r o v a s  s a o r e l a t i v a me n t e  s i mp l e s  

e  p o d e m s e r  e n c o n t r a d a s  n a  r e f e r ê n c i a  L a wl e r  P l 6 j .  

T e o r e ma  I  

Um f l u x o e  má x i mo s e  e  s o me n t e  s e  o g r a f o n ã o 

p e r mi t i r  a  c o n s t r u ç ã o d e  u m c a mi n h o d e  f l u x o a u me n t a d o ,  d e  s  pa .  

r a  t .  

T e o r e ma  I I  

S e  t o d a s  a s  c a p a c i d a d e s ,  a s s o c i a d a s  a o s  a r c o s  

s ã o i n t e i r a s ,  e n t ã o e x i s t e  u m f l u x o má x i mo i n t e i r o .  

T e o r e ma  I I I  

0 v a l o r  d o f l u x o má x i mo ,  d e  s  p a r a  t ,  Ó i g u a l  a  

c a p a c i d a d e  mí n i ma  d e  u m c o n j u n t o d e  c o r t e - ( S , T ) .  

3 . 2 . 2 -  F l u x o d e  Mí n i mo Cu s t o 

C o n s i d e r a n d o u m g r a f o G= ( V, A) ,  c o m c u s t o s  c ( i , j )  

e  c a p a c i d a d e s  q ( i , j )  a s s o c i a d a s  a o s  a r c o s .  0 p r o b l e ma  d o f l u x o 

d e  c u s t o mí n i mo ,  s e g u n d o a  p r o g r a ma ç ã o l i n e a r ,  s e g u i r á  o s e g u i n _ 

t e  mo d e l o :  

Mi n i mi z a r  z  = E c ( i , j )  .  x ( i , j )  

( i  , J ) e A 

S u j e i t o a :  E x ( i , j )  -  E x ( j , i ) = 0 
j  j  p a r a  t o d o i  & s  ,  t  

I  x ( s  ,  j  )  = f  

j  
x ( i  , j ) < q( i  » j )  
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Na  r e a l i d a d e  o q u e  s e  p r e t e n d e  é  o b t e r  o f l u x o 

d e  mí n i mo c u s t o ,  d e  u m v é r t i c e  f o n t e  p a r a  u m s u mi d o u r o ,  r e s p e i  

t a n d o u m f l u x o p a d r ã o f  p r é - e s t a b e 1 e c i d o .  

De f i n i ç ã o I I I . 3 -  Cu s t o d e  u m Ca mi n h o c o m F l u x o Au me n t a d o 

C o n s i d e r a n d o s o me n t e  o s  a r c o s  ( i , j )  p e r t e n c e n t e s  

a o c a mi n h o c o m f l u x o a u me n t a d o ,  d e f i n e - s e  o c u s t o d e s s e  c a mi n h o 

c o mo s e n d o a  s o ma  d o s  c u s t o s  d o s  a r c o s  d i r e c i o n a d o s  n o s e n t i d o 

d e  s  p a r a  t ,  me n o s  o s  c u s t o s  d o s  a r c o s  d i r e c i o n a d o s  e m s e n t i d o 

c o n t r ã r i o .  

De f i n i ç ã o I I I . 4 -  Ci r c u i t o d e  F l u x o Au me n t a d o 

E"  u m c a mi n h o c o m f l u x o a u me n t a d o f e c h a d o .  S e u 

c u s t o é  c a l c u l a d o d e  ma n e i r a  a n á l o g a  a o c a mi n h o a u me n t a d o .  

Ap ó s  e s s a s  d e f i n i ç õ e s  é  p o s s í v e l  a p r e s e n t a r  d o i s  

t e o r e ma s ,  u t i l i z a d o s  n a  e l a b o r a ç ã o d o a l g o r i t mo d e  B u s a c k e r  e  

Go we n ,  c u j a s  p r o v a s  s e  e n c o n t r a m n a s  r e f e r ê n c i a s  L a wl e r  [ ~16~]  e  

Ch r i s t o f  i d e s  [ ] 3 j  .  

T e o r e ma  I V 

Um f l u x o d e  v a l o r  f  ê  d e  mí n i mo c u s t o s s e  e l e  n ã o 

a d mi t i r  u m c i r c u i t o d e  f l u x o a u me n t a d o ,  c o m c u s t o n e g a t i v o .  

T e o r e ma  V 

Um a c r é s c i mo & e m u m f l u x o f  d e  c u s t o mí n i mo ,  a o 

l o n g o d e  u m c a mi n h o c o m f l u x o a u me n t a d o d e  c u s t o mí n i mo ,  p r o d u z  

u m f l u x o d e  c u s t o mí n i mo d e  v a l o r  f + &.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 
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3 . 3 -  Ca s a me n t o e m Gr a f o s  Ge r a i s  

C o n s i d e r e - s e  u m g r a f o G= ( V, E ) ,  c u j o c o n j u n t o d o s  

v é r t i c e s  V p o d e  s e r  d i v i d i d o e m d o i s  s u b c o n j u n t o s  S e  T ,  d e  t a l  

f o r ma  q u e  t o d o r a mo í i , j } p o s s u a  u m d e  s e u s  v é r t i c e s  t e r mi n a i s  

e m S e  o o u t r o e m T.  Ao g r a f o G= ( S , T , E )  d á - s e  o n o me  d e  Gr a f o 

B i p a r t i d o .  Uma a p l i c a ç ã o p r á t i c a  p a r a  e s s e  t i p o d e  g r a f o ê  a  

a t r i b u i ç ã o d e  e l e me n t o s  p e r t e n c e n t e s  a  S a  e l e me n t o s  d e  T ,  p o r  

e x e mp l o ,  a t r i b u i r  f u n ç õ e s  ã  má q u i n a s  o u má q u i n a s  a  h o me n s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ks _ 

s i m a t r a v é s  d e  u ma  c o mb i n a ç ã o e n t r e  o s  e l e me n t o s ,  p r o c u r a - s e  en_ 

c o n t r a r  a  q u e  p r o d u z  me l h o r  s o l u ç ã o .  

E"  c h a ma d o d e  c a s a me n t o u m s u b c o n j u n t o MÇE t a l  

q u e ,  s e  f o r e m t o ma d o s  d o i s  r a mo s  q u a i s q u e r  p e r t e n c e n t e s  a  M,  

n ã o e x i s t e  u m v é r t i c e  j  c o mu m a  a mb o s .  Os  v é r t i c e s  i n c i d e n t e s  

c o m a l g u m r a mo p e r t e n c e n t e  a o c a s a me n t o s ã o d e n o mi n a d o s  c a s a ^ 

d o s ,  c a s o c o n t r á r i o s ã o c h a ma d o s  e x p o s t o s .  

Ne s s e  e s t u d o o i n t e r e s s e  é  t r a b a l h a r  c o m u m g r a ^ 

f o ma i s  g e r a l ,  o n d e  p o d e  s e r  p o s s í v e l  o u n ã o a  d i v i s ã o d o c oj i  

j u n t o d e  v é r t i c e s  e m d o i s  s u b c o n j u n t o s ,  r e s p e i t a n d o a  c o n d i ç ã o 

p a r a  s e r  b i p a r t i d o .  Co m r e l a ç ã o a  c a s a me n t o s  e m g r a f o s  g e r a i s ,  

o i n t e r e s s e  d e s s e  t r a b a l h o r e s i d e  n a  s o l u ç ã o d o c a s a me n t o pe_r  

f e i t o d e  mí n i mo c u s t o .  

S e r ã o a p r e s e n t a d a s  a g o r a  a l g u ma s  d e f i n i ç õ e s  e  

t e o r e ma s ,  q u e  s e r ã o u t i l i z a d o s  q u a n d o o t r a b a l h o t r a t a r  e s p e c ^ 

f i c a me n t e  d o c a s a me n t o .  

De f i n i ç ã o I I I . 6 -  Ca mi n h o Al t e r n a d o 

S e j a  M£ E u m c a s a me n t o n o g r a f o G= ( V, E ) .  

Ca mi n h o a l t e r n a d o é  u m c a mi n h o e l e me n t a r  c u j o s  

r a mo s  e s t ã o ,  a l t e r n a d a me n t e ,  e m M e  n ã o e m M.  
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E x e mp l o 

De f i n i ç ã o I I I . 7 -  Ca mi n h o Au me n t a d o 

E u m c a mi n h o a l t e r n a d o ,  o n d e  o s  v é r t i c e s  i n i c i a l  

e  f i n a l  e s t ã o e x p o s t o s .  

E x e mp l o :  Em r e l a ç ã o a  f i g u r a  a n t e r i o r ,  t e m- s e  u m c a mi n h o 

a u me n t a d o d a d o p o r  

1 3 —  4 —  5 = - - 7 6 

De f i n i ç ã o I I I . 8 -  Ar v o r e  Al t e r n a d a  

E"  u ma  á r v o r e  T ,  q u e  s e g u e  a s  s e g u i n t e s  r e s t r j _ 

ç o e s  

( i )  Um d o s  v é r t i c e s  d e  T ,  c h a ma d o r a i z ,  ê  u m 

v é r t i c e  e x p o s t o ;  

( i i )  T o d o s  o s  c a mi n h o s  i n i c i a l i z a d o s  p e l a  r a i z  

s ã o c a mi n h o s  a l t e r n a d o s ;  

f  i  i i )  T o d o s  o s  c a mi n h o s  má x i mo s ,  i n i c i a d o s  a  

p a r t i r  d a  r a i z ,  s ã o d e  c a r d i n a l i d a d e  p a r .  

E x e mp l o :  
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Ar v o r e  Al t e r n a d a  

De f i n i ç ã o I I I . 9 -  R o t u l a ç ã o d e  Ar v o r e  

No s  a l g o r i t mo s  q u e  s e r ã o mo s t r a d o s  n o c a p í t u l o 

6 ,  s e r á  mu i t o u t i l i z a d a  a  r o t u l a ç ã o d e  a r v o r e s ,  u s a d a  n a  i d e n t i  

f i x a ç ã o d o s  c a mi n h o s  a u me n t a d o s .  E s s a  r o t u l a ç ã o e  f e i t a  d a  s e_ 

g u i n t e  f o r ma :  

( i )  A r a i z  d a  a r v o r e  é  r o t u l a d a  c o mo " s a í d a " ,  

e  s e r á  u s a d o c o mo s í mb o l o d e s s e  r ó t u l o a  

l e t r a  9 ;  

( i i )  P a r a  q u a l q u e r  c a mi n h o ,  i n i c i a d o p e l a  r a i z ,  

o s  v é r t i c e s  s ã o r o t u l a d o s ,  a l t e r n a d a me n t e ,  

" s a í d a "  e  " e n t r a d a " .  0 r ó t u l o " e n t r a d a "  s e  

r ã  s  i mb o l i  z a d o p o r  I  .  

E x e mp l o :  
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De f i n i ç ã o I I I .  1 0 -  F l o r e s  

Uma f l o r  é  u m c a mi n h o a u me n t a d o ,  o n d e  o v é r t i c e  

e x p o s t o i n i c i a l  c o i n c i d e  c o m o v é r t i c e  e x p o s t o f i n a l ,  f o r ma n d o 

u m c i r c u i t o d e  c a r d i n a l i d a d e  i mp a r .  

E x e mp l o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© © = = H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA© C ' í I  f l o r 

Os  a l g o r i t mo s  d e  c a s a me n t o ,  s e g u n d o u ma  i d é i a  d e  

E d mo n d s  e  J o h n s o n Ql l ^ ] » u t i l i z a m a s  f l o r e s  p a r a  s i mp l i f i c a r  o 

g r a f o c o m o q u a l  e s t ã o t r a b a l h a n d o .  E s s a  s i mp l i f i c a ç ã o ê  f e i t a  

a t r a v é s  d o e n c o l h i me n t o d a s  me s ma s ,  o n d e  a  f l o r  é  s u b s t i t u í d a  

p o r  u m p s e u d o - v é r t i c e  ,  d i mi n u i n d o p o r t a n t o o n ú me r o d e  v é r t i c e s  

e  r a mo s  d a  á r v o r e .  Ap ó s  o e n c o l h i me n t o ,  d e s e n v o l v e n d o - s e .  a  ã r  

v o r e ,  p o d e r ã o s u r g i r  n o v a s  f l o r e s  q u e  e n g l o b e m a s  p r i me i r a s ,  

q u e  s ã o c h a ma d a s  d e  f l o r e s  ma i s  e x t e r n a s .  

P a r a  a  á r v o r e  d o e x e mp l o a n t e r i o r ,  o e n c o l h i me r ^ 

t o d a  f l o r  a  t r a n s f o r ma r i a  e m u ma  o u t r a ,  q u e  s e r i a  a  s e g u i n t e :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

© © — - © 

0 I  0 

o n d e  p é  o p s e u d o - v é r t i c e .  

F e i t a  a  a p r e s e n t a ç ã o d e s s e s  c o n c e i t o s ,  s e r ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c \ _ 

t a d o s  a g o r a  d o i s  t e o r e ma s  q u e  p r a t i c a me n t e  f o r ma m a  b a s e  d o s  

a l g o r i t mo s  a s s o c i a d o s  a o c a s a me n t o p e r f e i t o d e  mí n i mo c u s t o .  Co 

mo n o s  t e o r e ma s  c i t a d o s  a n t e r i o r me n t e ,  s e r ã o e v i t a d a s  a s  p r o v a s  

d e s s e s  ú l t i mo s ,  p o i s  f o g e m a o e s c o p o . d e s s e  t r a b a l h o .  E l a s  p o d e m 
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s e r  e n c o n t r a d a s  n a  r e f e r ê n c i a  Ch r i s t o f i d e  ["3""|  .  

T e o r e ma  VI  

Um c a s a me n t o M ê  d e  má x i ma  c a r d i n a l i d a d e  s e  n ã o 

e x i s t i r  n e n h u m c a mi n h o a u me n t a d o e m G,  r e l a t i v o a  M.  

T e o r e ma  VI I  

S e n d o B u ma  f l o r ,  p o r t a n t o u m c o n j u n t o í mp a r  

V( B)  d e  v é r t i c e s ,  e  s e  v f o r  q u a l q u e r  v é r t i c e  p e r t e n c e n t e  a  

V( B ) ,  e n t ã o e x i s t e  u m c a s a me n t o d e  má x i ma  c a r d i n a l i d a d e  q u e  de j [  

x a  v e x p o s t o .  

3 • 4 -  C o n d i ç õ e s  p a r a  a  E x i s t ê n c i a  d e  u ma  Ro t a  e m Gr a f o s  Mi s t o s  

0 p r o b l e ma  d o Ca r t e i r o Ch i n ê s  e m g r a f o s  mi s t o s  

( P C C GM) ,  a o c o n t r á r i o d o me s mo e m g r a f o s  d i r e c i o n a d o s  e  n ã o di _ 

r e c i o n a d o s ,  p e r t e n c e  a  u ma  c l a s s e  d e  p r o b l e ma s  o n d e  ê  p r a t i c a ^ 

me n t e  i mp o s s í v e l  a  e x i s t ê n c i a  d e  u m a l g o r i t mo p o l i n o mi a l ,  d e n o _ 

mi n a d a  c l a s s e  d o s  p r o b l e ma s  NP - C o mp l e t e .  I s s o f o i  mo s t r a d o p o r  

P a p a d i mi t r i u [ J  9^J  

0 p r o b l e ma  d e  s e  e n c o n t r a r  u ma  r o t a  d e  E u l e r  e m 

u m g r a f o n ã o d i r e c i o n a d o ê  r e s o l v i d o a t r a v é s  d e  u m a l g o r i t mo 

e f i c i e n t e ,  a p r e s e n t a d o p o r  E d mo n d s  I / 9H. ,  q u e  u t i l i z a  c o mo c o n d i _ 

ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o ,  o f a t o d e  t o 

d o s  o s  v é r t i c e s  d o g r a f o p o s s u i r  u m n ú me r o p a r  d e  r a mo s  i n c i d e n _ 

t e s  s o b r e  s i .  

E d mo n d s  e  J o h n s o n P l OH mo s t r a r a m t a mb é m q u e  a  

c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  d e  u ma  r o t a  

d e  E u l e r  e m u m g r a f o d i r e c i o n a d o ,  ê  q u e ,  p a r a  t o d o v é r t i c e  p e r  

t e n c e n t e  a o g r a f o ,  s e u g r a u d e  e n t r a d a  s e j a  i g u a l  a o d e  s a í d a .  
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C o n s i d e r a n d o u m g r a f o mi s t o ,  F o r d e  F u l k e r s o n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ql 3 1 mo s t r a r a m q u e  s e  a mb a s  a s  c o n d i ç õ e s  c i t a d a s  a n t e r i o r me n t e  

o c o r r e r e m,  e n t ã o e  p o s s í v e l  e n c o n t r a r  u ma  r o t a  d e  E u l e r  n e s s e  

g r a f o .  L e v a n d o e m c o n t a  e s s e  f a t o ,  E d mo n d s  e  J o h n s o n [ [ 11. 1 p r o p u _ 

s e r a m u m mé t o d o p a r a  a  r e s o l u ç ã o d o P CCGM,  q u e  c o n s i s t e  e m s e  

f a z e r  u ma  mo d i f i c a ç ã o n o g r a f o G= ( V, E , A)  o r i g i n a l ,  a t r a v é s  d o 

d i r e c i o n a me n t o d e  a l g u n s  r a mo s  e  d a  r e p e t i ç ã o d e  c e r t o s  r a mo s  e  

a r c o s .  

E c l a r o q u e  a  mo d i f i c a ç ã o d o g r a f o o r i g i n a l  d e v e  

s e r  f e i t a  d e  t a l  f o r ma ,  q u e  o a u me n t o d o c u s t o a s s o c i a d o a  e s s a  

mu d a n ç a  s e j a  o mí n i mo p o s s í v e l .  P a r a  i s s o ,  e  v i s a n d o a s s e g u r a r  

a  e x i s t ê n c i a  d e s s a  mo d i f i c a ç ã o ,  o s e g u i n t e  t e o r e ma  s e r á  mu i t o 

ú t i l ,  e  s u a  p r o v a  s e  e n c o n t r a  e m P e t e r  B r u c k e r  Ql ^ ] .  

T e o r e ma  VI I I  

S e j a  G= ( V, E , A)  u m g r a f o mi s t o c o n e c t a d o .  Se  e x i s ^ 

t i r  u ma  mo d i f i c a ç ã o d e  E u l e r  G
1
 d e  G,  t a mb é m e x i s t i r á  u ma  mo d i  

f i c a ç ã o G
1

'  q u e  s a t i s f a z :  

( i )  Gr a u ( i )  e  p a r  p a r a  t o d o i ^ V;  

( i i )  E n t r ( i )  = S a í  d a ( i  )  p a r a  t o d o f e Y.  

Se  e x i s t i r  u ma  mo d i f i c a ç ã o s a t i s f a z e n d o ( i )  e  

( i i ) ,  e n t ã o e x i s t e  u ma  mo d i f i c a ç ã o d e  E u l e r .  A mo d i f i c a ç ã o d e  

E u l e r  ê  d e  mí n i mo c u s t o s s e a  c o r r e s p o n d e n t e  mo d i f i c a ç ã o q u e  s a  

t i s f a z  ( i )  e  ( i i )  f o r  d e  mí n i mo c u s t o .  

A mo d i f i c a ç ã o q u e  s a t i s f a z  ( i )  e  c h a ma d a  d e  a u 

me n t a ç ã o g r a u - p a r ,  e  a  q u e  s a t i s f a z  ( i i )  a u me n t a ç ã o e n t r a d a - i _ 

g u a l - s a í d a .  
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3 . 4 . 1 -  Mo d i f i c a ç ã o Gr a u - P a r  

1 .  -  E n c o n t r e  e m G o c o n j u n t o V ' SV d e  v é r t i c e s  

d e  g r a u i mp a r .  S a b e - s e  q u e  | V' |  é  p a r ,  e  

i s s o p o d e  s e r  v e r i f i c a d o p o r  t e o r e ma  a p r e  

s e n t a d o e  p r o v a d o e m De o [ ] 5[ ] .  

2 .  -  P a r a  t o d o s  o s  i ,  j e V ,  e n c o n t r e  u ma  c a d e i a  

d e  c u s t o mí n i mo c ( i , j )  e n t r e  i  e  j .  

3 .  -  E n c o n t r e  u m c a s a me n t o d e  mí n i mo c u s t o M n o 

g r a f o n ã o d i r e c i o n a d o ,  c o m c o n j u n t o d e  v é r  

t i  c e s  V'  e  d i s t â n c i a s  c ( i , j ) ,  q u e  c o b r e m t o_ 

d o s  o s  v e r t i  c e s  .  

4 .  -  P a r a  t o d o s  { i , j )
€

M,  d u p l i q u e  t o d o s  o s  r a mo s  

e  a r c o s  p e r t e n c e n t e s  a  c a d e i a  d e  mí n i mo c u s ^ 

t o e n t r e  i  e  j .  

Co mo a s  c a d e i a s  e s t ã o l i g a n d o v é r t i c e s  í mp a r e s  i  

e  j ,  c o m a  d u p l i c a ç ã o d o s  a r c o s  e  r a mo s  d e s s a  c a d e i a ,  o s  v é r t j  

c e s  i  e  j  s e r ã o i n c r e me n t a d o s  d e  u ma  u n i d a d e  e  s e  t o r n a r ã o d e  

g r a u p a r ,  e n q u a n t o q u e  o s  v é r t i c e s  i n t e r me d i á r i o s  s e r ã o i n c r e _ 

me n t a d o s  d e  d u a s  u n i d a d e s .  P o r t a n t o ,  a o f i m d o p r o c e d i me n t o c i  

t a d o ,  t o d o s  o s  v é r t i c e s  d o g r a f o t e r ã o g r a u p a r .  

3 . 4 . 2 -  Mo d i f i c a ç ã o E n t r a d a - I g u a l - S a í d a  

An t e s  d e  mo s t r a r  c o mo d e v e  s e r  f e i t a  e s s a  mo d i f i _ 

c a ç ã o ,  s e r ã o n e c e s s á r i o s  o s  s e g u i n t e s  p r o c e d i me n t o s  p r e l i mi n j j  

r e s  :  

( i )  P a r a  t o d o s  o s  a r c o s  e e A,  a s s o c i e  a  c a p a c i ^ 

d a d e  u ( e )  = °°  e  o c u s t o c ( e )  i g u a l  a o c u s t o 

o r i g i n a l  .  
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( i i )  T r o q u e  c a d a  r a mo { i  ,  j  } c  E p o r  t r ê s  a r c o s  

e ,  e ,  e  ,  o n d e  e  d e v e  s e r  o r i e n t a d o d e  

u ma  f o r ma  a r b i t r á r i a ,  e  o s  o u t r o s  d o i s  s e  

r ã o ,  e n t ã o ,  o r i e n t a d o s  n o s e n t i d o c o n t r a  

r i o .  Os  c u s t o s  e  a s  c a p a c i d a d e s  s e r ã o a s  

s e g u i n t e s :  

c ( e  )  = c ( e  )  = c ( e )  

c ( e '  )  = 0 

u ( e ) = u ( e ) = » 

u ( e ' ) = 2 

Um p r o b l e ma  d e  f l u x o s  e m r e d e s  é  a s s o c i a d o a o 

g r a f o G* = ( V , D ,  c  , u )  ,  o n d e  V é  o c o n j u n t o d o s  v é r t i c e s ,  D o c on_ 

j u n t o d o s  a r c o s ,  c  a  f u n ç ã o c u s t o e  u a  f u n ç ã o c a p a c i d a d e ,  a m 

b a s  d e f i n i d a s  d e  D- > V.  

0 p r o b l e ma  ê  o s e g u i n t e :  

Mi n i mi z e  £ c ( e )  .  x ( e )  
e e D 

S u j e i t o a : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  x ( e )  -  x ( e ) = d e f ( i )  
e e E n t r  ( i )  e e S a í d a ( i )  

p a r a  t o d o i e V 

x ( e  )_> 0 e  i  n t e  i  r o 

( i i i )  T r o q u e  c a d a  r a mo e e A p o r  x ( e ) + l  a r c o s  p a  

r a l e l o s  c o m e l e .  

( i v )  Se  e e E s o me n t e  t r ê s  c o n s i d e r a ç õ e s  p o d e r ã o 

s e r  f e i  t a s  :  

-  Se  x ( e ' ) = 0 ,  e n t ã o t r o c a mo s  e  p o r  x ( e ) + l  

a r c o p a r a l e l o c o m e ;  
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-  Se  x ( e ' ) = 2 ,  e n t ã o t r o c a mo s  e  p o r  x ( e ) + l  

a r c o p a r a l e l o c o m e ;  

-  Se  x ( e ' ) = l ,  n a o a l t e r a mo s  e .  

Mo d i f i c a ç ã o E n t r a d a - I g u a l - S a í d a  

1 .  -  Re s o l v a  o p r o b l e ma  d e  f l u x o d e f i n i d o p o r  

( i )  e  ( i i ) ;  

2 .  -  Ut i l i z e  a  s o l u ç ã o d o p r o b l e ma  d e  f l u x o p a r a  

c o n s t r u i r  u ma  mo d i f i c a ç ã o E n t r a d a - I g u a l - S a T ^ 

d a ,  d e  a c o r d o c o m o s  p r o c e d i me n t o s  ( i i i )  e  

( i v ) .  

A a p l i c a ç ã o d e s s a  mo d i f i c a ç ã o r e s u l t a r á  u m g r a f o 

G'  d i r e c i o n a d o ,  c o m e n t r ( i ) = s a í d a ( i )  p a r a  t o d o i e V.  

3 . 5 -  Al g o r i t mo s  Ap r o x i ma t i v o s  

0 mé t o d o p r o p o s t o p o r  E d mo n d s  e  J o h n s o n p l l j  f o i  

a n a l i s a d o p o r  F r e d e r i c k s o n £ 1 4 ^ ] ,  q u e  c o n c l u i u q u e  a  r a z ã o e n t r e  

a  r o t a  g e r a d a  p e l o a l g o r i t mo e  a  r o t a  ó t i ma  e r a  me n o r  o u i g u a l  

a  2 .  Co m a l g u ma s  mo d i f i c a ç õ e s  F r e d e r i c k s o n p i  4 J me l h o r o u o mé t o _ 

d o ,  d i mi n u i n d o a  r a z ã o p a r a  5 / 3 .  S e r ã o mo s t r a d o s  a g o r a  o s  a l g o _ 

r i t mo s  a p r o x i ma t i v o s  u t i l i z a d o s .  

MI XE D I A 

1 .  -  C o n s t r u i r  u ma  a u me n t a ç ã o Gr a u - p a r  G'  d o g r a  

f o G;  

2 .  -  C o n s t r u i r  u ma  a u me n t a ç ã o E n t r a d a - I g u a 1 -  S a í  

d a  G "  d o g r a f o G
1
 .  

E s s e  a l g o r i t mo r e s o l v e  o p r o b l e ma ,  p o i s  a  a u me n 

t a ç ã o E n t r a d a - I g u a l - S a í d a  ma n t é m o g r a u p a r  p a r a  t o d o s  o s  v é r t j _ 
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c e s .  P o d e - s e  t a mb é m i n v e r t e r  a  p o s i ç ã o d a s  mo d i f i c a ç õ e s  d e n t r o 

d o a l g o r i t mo Mi x e d I A,  e  ê  e x a t a me n t e  e s s a  a  i d é i a  d o a l g o r i t mo 

Mi x e d 2 A.  

MI XE D 2 A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .  -  C o n s t r u i r  u ma  a u me n t a ç ã o E n t r a d a - I g u a l - S a í  

d a  G
1
 d o g r a f o G;  

2 .  -  C o n s t r u i r  u ma  a u me n t a ç ã o Gr a u - p a r  G
1

'  d o 

g r a f o G' ,  n o s u b g r a f o d e  G'  c o n t e n d o s o me n _ 

t e  o s  r a mo s  .  

A f i l o s o f i a  d o a l g o r i t mo p r i n c i p a l  é  c h a ma r  a s  

d u a s  s u b r o t i n a s  Mi x e d I A e  Mi x e d 2 A,  q u e  n a  ma i o r i a  d a s  v e z e s  

f o r n e c e r ã o r e s u l t a d o s  d i f e r e n t e s ,  f a z e r  u ma  a n á l i s e  d o s  r e s u l t a  

d o s  e  e s c o l h e r  o me l h o r .  I  

.  MI XE D A 

1 Ca l  1 MI XE D I A 

2 .  -  Ca l i  MI XE D 2 A 

3 .  -  Co mp a r e  a s  s o l u ç õ e s  e  e s c o l h a  a  me l h o r .  

B a s i c a me n t e  é  e s s a  a  i d é i a  d o t r a b a l h o i n i c i a l  ,  

q u e  f o r n e c e r á  c o mo r e s u l t a d o u m g r a f o G '
1

,  mo d i f i c a d o e m r e l a ^ 

ç ã o a o o r i g i n a l  G,  c o m g r a u ( i )  p a r  e  e n t r ( i )  = s a í d a ( i  } p a r a  t o 

d o s  o s  i e V.  P o r t a n t o t r a t a - s e  d e  u m g r a f o E u l e r i a n o ,  o n d e  é  p o s ^ 

S i v e l  t r a ç a r  u ma  r o t a  q u e  r e s o l v a  o P r o b l e ma  d o Ca r t e i r o Ch i n ê s  

e m Gr a f o s  Mi s t o s .  

Ne s s e  e s t u d o ,  p o r  s e  t r a t a r  d e  u ma  c o n t i n u i d a d e  

d e  u m t r a b a l h o a n t e r i o r ,  n ã o s e r á  f e i t a  u ma  a b o r d a g e m ma i s  p r o 

f u n d a  n o a s s u n t o q u e  t r a t a  d a  p r e p a r a ç ã o d o g r a f o d e  E u l e r .  
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Ma i o r e s  d e t a l h e s  p o d e m s e r  e n c o n t r a d o s  n o e s t u d o d e s e n v o l v i d o 

p o r  S a n t o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ "20j .  

3. 6 -  F l u x o g r a ma  Ge r a l  d o T r a b a l h o 

Os  p r o c e d i me n t o s  p r e l i mi n a r e s ,  o s  h e u r í s t i c o s  e  

a  r o t a ,  j u n t a me n t e  c o m s u a s  r e s t r i ç õ e s ,  e s t ã o i n t e r l i g a d a s  d e  

a c o r d o c o m o s e g u i n t e  q u a d r o :  

De t e r mi n a ç ã o d a  Ro t a  

+ 

S o l u ç õ e s  d e  P r o b l e ma s  

g e r a d o s  a  p a r t i r  d a s  

r e s  t r i  ç õ e s  

MI XED A 

MI XED I A MI XED 2A 

ROT A 

Au me n t a  ç ã o Au me n t a ç a o Au me n t a ç a o 

Gr a u p a r  En t r a d a ^ =s a í d a  Gr a u p a r  

F l u x o s  e m 

c a s  a me n t o c a s a me n t o 

Re d e s  

me n o r e s  c a mi  n h o s  



CAP I T UL O I V 

AL GOR I T MOS P ARA A DE T E R MI NAÇ ÃO DOS ME NOR E S CAMI NHOS 

T r a b a l h a n d o c o m u ma  r e d e  G= ( V, A, c ) ,  c o n e c t a d a  e  

v a l o r a d a ,  s e r ã o mo s t r a d o s  o s  p r i n c i p a i s  a l g o r i t mo s  e x i s t e n t e s  ,  

q u e  s o l u c i o n a m o p r o b l e ma  d e  s e  e n c o n t r a r  o me n o r  c a mi n h o e n t r e  

( i )  Do i s  v é r t i c e s  e s p e c í f i c o s  £ e  t  p e r t e n c e n 

t e s  a  V;  

( i i )  Um v é r t i c e  s_eV e  t o d o s  o s  o u t r o s  _i _eV;  

( i i i )  Qu a i s q u e r  d o i s  p a r e s  d e  v é r t i c e s  pe r _ 

t e n c e n t e s  a  V.  

A a p r e s e n t a ç ã o d e  c a d a  a l g o r i t mo s e g u i r a  a  s e_ 

g u i n t e  o r d e m:  a  f i l o s o f i a  d o a l g o r i t mo ,  s u a  d e s c r i ç ã o e m P i d g i n 

Al g o l  e  u ma  d i s c u s s ã o s o b r e  a  c o mp l e x i d a d e  d o me s mo .  

Ne s t e  c a p i t u l o s e r ã o a b o r d a d o s  d o i s  a l g o r i t mo s  

e m e s p e c i a l ,  o d e  Di j k s t r a ,  q u e  p o d e  s e r  a p l i c a d o p a r a  q u a l q u e r  
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u m d o s  p r o b l e ma s  ( i ) ,  ( i i )  o u ( i i i ) ,  c o m a  r e s t r i ç ã o d o s  c u s t o s  

s e r e m n ã o n e g a t i v o s ,  e  o d e  F l o y d - Wa r s h a l 1 q u e  r e s o l v e  o ( i i i )  

s e m r e s t r i ç ã o p a r a  o s  c u s t o s .  S e r á  mo s t r a d a  t a mb é m u ma  n o v a  v e r  

s ã o d o a l g o r i t mo d e  Di j k s t r a ,  q u e  t r a b a l h a  c o m u m c a s o e s p e c í f i  

c o d e  e s p e c i a l  i n t e r e s s e  p a r a  e s s e  t r a b a l h o .  

4 . 1 -  Al g o r i t mo d e  Di j k s t r a  Q9~J 

A i d é i a  d e s s e  a l g o r i t mo é ,  i n i c i a l me n t e ,  a t r j _ 

b u i r  a  t o d o s  o s  v é r t i c e s ,  c o m e x c e ç ã o d a  o r i g e m,  o r o t u l o t e mp o _ 

r á r i o i n f i n i t o .  0 v é r t i c e  o r i g e m s^ r e c e b o o r ó t u l o p e r ma n e n t e  

z e r o .  Um c o n j u n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S é  c r i a d o p a r a  c o n t e r  t o d o s  o s  v é r t i c e s  t e m 

p o r ã r i o s .  0 p a s s o p r i n c i p a l  d o a l g o r i t mo é  f o r ma d o p o r  u m c o ma n _ 

d o " Wh i l e " ,  o n d e  o o b j e t i v o f i n a l  é  t r a n s f o r ma r  t o d o s  o s  v é r t i _ 

c e s  t e mp o r á r i o s  e m p e r ma n e n t e s .  Qu a n d o i s s o o c o r r e ,  t e m- s e  t o 

d o s  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  o v é r t i c e  i n i c i a l  e  t o d o s  o s  ou_ 

t r o s .  No f i n a l  d o a l g o r i t mo é  f e i t a  u ma  o b s e r v a ç ã o p a r a  o c a s o 

d e  s e  d e s e j a r  a p e n a s  o me n o r  c a mi n h o e n t r e  d o i s  v é r t i c e s  p r ê - d e _ 

t e r mi  n a d o s  .  

Al g o r i  t mo 

1 .  S * { 1 , 2 , . . .  , n ) ;  

2 .  L ( l )  «-  0 ;  

3 .  F OR i  ^ 2 UNT I L n DO L ( i )  + » ;  

4 .  WHI L E S / 0 DO 

Be g i  n 

5 .  E n c o n t r e  Í E S c o m L ( i ) = mi n { L ( j ) | j e S } ;  

6 .  I F L ( i ) = « T HE N S t o p ;  

7 .  S S Mi ) ;  

8 .  F OR ( t o d o s  o s  s u c e s s o r e s  d e  i )  DO L ( j ) - mi n { L ( j )  ,  L( i  )  + 
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+ c  

En d 

Ob s . :  ( 1 )  -  Se  f o r  d e  i n t e r e s s e  s o me n t e  o me n o r  c a mi n h o d e  1 p a  

I F ( L ( i )  = ~ o u i  = t )  THE N S t o p ;  

( 2 )  -  Se  f o r  d e s e j a d o o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  t o d o s  o s  

p a r e s  d e  v é r t i c e s ,  b a s t a  a p l i c a r  o a l g o r i t mozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JQ v e  

z e s  ,  t r o c a n d o s e mp r e  o v é r t i c e  i n i c i a l .  

4 . 1 . 1 -  E x e mp 1 o 

Da d o o g r a f o G= ( V, A, c )  a b a i x o ,  d e s e j a - s e  e n c o n 

t r a r  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  1 e  t o d o s  o s  o u t r o s  v é r t i c e s .  

_ 8 _ 

-  0 a l g o r i t mo i n i c i a l i z a  a  s o l u ç ã o mo n t a n d o o c o n j u n t o 

S = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } 

e  a t r i b u i n d o o s  r ó t u l o s  L ( 1 )  = 0 ;  L ( j ) = » p a r a  j V 1 

-  E s c o l h e - s e  u m J _ c S,  t a l  q u e  L ( i ) = mi n { L ( j ) | j e S }  

No c a s o e  L( 1 )  = 0 

-  1 Ó e l i mi n a d o d o c o n j u n t o S— > S= ( 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } 

-  P a r a  t o d o s  o s  s u c e s s o r e s  d e  1_,  n o c a s o s o me n t e  o v é r t i c e  2 ,  

c a l c u l a - s e  L ( 2 ) = mi n í - , 0 + 4 } = 4 

-  E e s c o l h i d o u m n o v o i e S ,  c o m L ( i ) = mi n { L ( j ) | j e S } : o p r o c e s s o s e  

r a  t ,  b a s t a  t r o c a r  o c o ma n d o 6 .  p o r :  

c  •  
i  j  

r e p e t e :  i = 2 
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-  Ob t é m- s e  e n t ã o u m n o v o S = { 3 , 4 , 5 , 6 )  

L ( 3 ) = 1 0 ;  L ( 4 ) = 1 2 ;  e  o p r o c e s s o c o n t i n u a  a t e  o c o n j u n t o s e  t o_r  

n a  r  v a z i o .  

i = 3 i = 4 i = 5 

S= í  4 , 5 , 6 } S = { 5 , 6 } S = { 6 } 

L ( 5 ) = 2 0 L ( 5 ) = 1 4 ; L ( 6 ) = 1 6 L ( 6 ) = 1 6 

-  Ne s s e  p o n t o t e m- s e  a s  s e g u i n t e s  d i s t â n c i a s :  

j  d
u 

2 4 

3 1 0 

4 1 2 

5 1 4 

6 1 6 

4 . 1 . 2 -  Co mp l e x i  d a d e  

Os  c á l c u l o s  c o mp u t a c i o n a i s  c r í t i c o s  e m t e r mo s  d e  

o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  d e s s e  a l g o r i t mo ,  s e  p r e n d e m a  u m c o ma n d o 

" Wh i l e "  q u e  ê  a c i o n a d o n_ v e z e s .  Ca d a  v e z  q u e  o c o ma n d o é  a t i v a  

d o ,  u m v é r t i c e  é  e s c o l h i d o e  e x a mi n a d o ,  s e n d o r o t u l a d o s  t o d o s  

o s  s e u s  s u c e s s o r e s  q u e  a i n d a  s ã o t e mp o r á r i o s .  E s s e  f a t o e x i g e ,  

n u m c a s o e x t r e mo ,  n_ a d i ç õ e s  e  n_ c o mp a r a ç õ e s .  T o d o e s s e  p r o c e d i ^ 

me n t o f a z  c o m q u e  a  o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  d o a l g o r i t mo s e j a  

0 ( n
2

) .  

Se  f o r  d e s e j a d o e n c o n t r a r  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n 

t r e  q u a i s q u e r  d o i s  v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  a o g r a f o ,  p o d e - s e  a p 1 j _ 

c a r  o a l g o r i t mo n v e z e s ,  o q u e  f a z  c o m q u e  a  c o mp l e x i d a d e  s e  
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t o r n e  d e  o r d e m 0 ( n )  .  

4 . 2 -  Al g o r i t mo d e  Fl  o y d - Wa r s h a  1 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \JZ2 

S e r ã  a p r e s e n t a d o a g o r a  u m a l g o r i t mo e s p e c í f i c o 

p a r a  c a l c u l a r  o s  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  t o d o s  o s  p a r e s  d e  v ê r t i _ 

c e s  d e  u m g r a f o G= ( V, A, c ) ,  c o n e c t a d o e  v a l o r a d o .  

0 a l g o r i t mo d e  F l o y d - Wa r s h a l l  e  u m mé t o d o i t e r a  

t i v o ,  q u e  mo d i f i c a  ma t r i z e s  f o r ma d a s  a  p a r t i r  d a  ma t r i z  d i s t â n _ 

c i a  r e l a t i v a  a o g r a f o o r i g i n a l .  Ca d a  ma t r i z  g e r a d a  p o s s u i  v a l o _ 

r e s  me n o r e s  o u r. o má x i mo i g u a i s  a o s  s e u s  c o r r e s p o n d e n t e s  a n t e  

r i o r e s .  Co m i s s o o mé t o d o p e s q u i s a  n o v o s  c a mi n h o s  ,  c o mp a r a n d o 

- o s  c o m o s  j á  a n a l i s a d o s ,  e  n o f i n a l  f o r n e c e  u ma  ma t r i z  c o m o s  

me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  q u a i s q u e r  d o i s  v é r t i c e s  d o g r a f o .  

0 Al g o r i t mo 

1 .  F OR i  ^ 1 UNT I L n DO 

2 .  F OR j  «-  1 UNT I L n DO 

3 .  I FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( OJ M)  T HE N d t J  c . j  ;  E L S E d f J  * oo 

4 .  F OR i  «-  1 UNT I L n DO *•  0 ;  

5 .  F OR k +•  1 UNT I L n DO 

6 .  F OR i  * 1 UNT I L n DO 

7 .  F OR j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <r  1 UNT I L n DO 

8 .  d t J  <-  mi n { d i  . ,  d u ,  d k j } 

4 . 2 . 1 -  E x e mp l o 

-  De s e j a - s e  e n c o n t r a r  o s  c o mp r i me n t o s  d o s  me n o 

r e s  c a mi n h o s  e n t r e  q u a i s q u e r  p a r e s  d e  v é r t i c e s  

d o s e g u i n t e  g r a f o v a l o r a d o :  



1 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 4 5 -  P o d e - s e  p e n s a r  n e s s e  a l g o r i t mo c or no 

1 0 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOO 4 CO u m ú n i c o p a s s o g e r a l ,  o n d e  t o d o s  o s  

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAOO Q 5 0 0 2 e l e me n t o s  d . . ,  e s c o l h i d o s  n u m p a s s o k ,  
"1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 

3 1 CO 0 2 CO s ã o c o mp a r a d o s  c o m a  s o ma  d o s  v a l o r e s  

4 OO OO CO 0 4 d u e  d k j .  Se  d i j < d . k + d k j ,  d .  .  p e r ma  

5 OO CO 1 0 0 0 n e c e  i n a l t e r a d o ,  c a s o c o n t r á r i o 

d .  . -«-d .  i  +d .  
i  j  "i  k k j  

P a r a  k = l  

Ne s t a  s i t u a ç ã o s a o a n a l i s a d o s  t o d o s  o s  e l e me n t o s  d . . . ,  q u e  s ã o 

c o mp a r a d o s  c o m a  s o ma  d o s  r e s p e c t i v o s  d ^ e  d ^ .  .  

d - 1 1 = mi n { 0 , 0 + 0 } = 0 

d 1 2 = mi  n { 4 , 0 + 4 } = 4 

d- | 2
 = m

" i  n { ™, 0 + o o } = oo 

d 1 4 = mi n { 4 , 0 + 4 } = 4 

d ,  c = mi  n  { » , 0 + o o }  = oo 

l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA D 

1 2 3 4 5 

1 

2 

3 

4 

5 

O 4  oo 4  œ 

0 0 O 5 » 2 

1 5 O 2 » 

oo oo c o Q 4 

oo oo ]  oo O 

d 2 i  = mi  n { ~ , ~ + 0 } = <*> 

d 2 2 = mi  n { 0 , » + 4 } = 0 

-  E a s s i m p o r  d i a n t e ,  p a r a  t o d o s  o s  o u t r o s  

d . . ,  q u e  n e s s e  e x e mp l o ,  p a r a  k = l ,  p e r mj i  
*^  3 

n e c e m i n a l t e r a d o s ,  c o m e x c e s s ã o d o e l e _ 

me n t o
 c

' 3 2
 = m i

 n í
0 0

» ^
 +

 ^  > = 5 .  



Re p e t i n d o o mes mo p r o c e d i me n t o a c i ma  p a r a  k = 2,  t e r e mo s  

g u i . n t e  ma t r i z  r e s u l t a n t e :  

1 2 3 4 5 

1 0 4 9 4 6 

2 00 0 5 00 2 

3 1 5 0 2 7 

4 oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACO 00 0 4 

5 CO CO 1 oo 0 

Pa r a  k=3 

1 2 3 4 5 

1 0 4 9 4 6 

2 6 0 5 7 2 

3 1 5 0 2 7 

4 oo oo CO 0 4 

5 2 6 1 3 0 

Pa r a  k=4 

1 2 3 4 5 

1 0 4 9 4 6 

2 6 0 5 7 2 

3 1 5 0 2 6 

4 OO 00 oo 0 4 

5 2 6 1 3 0 
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-  Pa r a  k= 5 

1 2 3 4 5 

1 0 4 7 4 6 

2 4 0 3 5 2 

3 1 5 0 2 6 

4 6 10 5 0 4 

5 2 6 1 3 0 

Es s a  ma t r i z  r e s u l t a n t e  c o n t é mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t o 

dos  os  v a l o r e s  que  c o r r e s p o n d e m 

a os  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  d o i s  

v é r t i c e s  q u a i s q u e r .  

-  Obs . :  C i r c u i t o s  Ne g a t i v o s  

0 a l g o r i t mo de  F l  o y d - Wa r s h a l  1 n ã o r e s t r i n g e a  

l o r a ç ã o dos  a r c o s  q u a n t o a  nã o n e g a t i v i d a d e .  Po r  e s s e  mo t i v o p £ 

dem o c o r r e r  c i r c u i t o s  n e g a t i v o s  no d e c o r r e r  dos  c á l c u l o s .  Se  i s ^ 

s o a c o n t e c e r ,  o f a t o s e r á  r e g i s t r a d o na  d i a g o n a l  da  ma t r i z  c o r  

r e s p o n d e n t e ,  a t r a v é s  do s u r g i me n t o de  v a l o r e s  n e g a t i v o s .  Pode -

s e ,  n e s s e  p o n t o ,  i n t e r r o mp e r  o a l g o r i t mo e  e n v i a r  um a v i s o de  

que  s u r g i u um c i r c u i t o n e g a t i v o .  

4 . 2 . 2 -  Co mp l e x i  da de  

Es s e  a l g o r i t mo ê  c o mp o s t o de  d o i s  n i n h o s  f or m_a  

dos  de  c oma ndos  "FOR".  Um d e l e s  p o s s u i  c á l c u l o s  c o mp u t a c i o n a i s  

2 
de  c o mp l e x i d a d e  0 ( n )  e  o o u t r o ,  f o r ma d o p o r  t r e s  c oma ndos  

3 
"FOR",  p o s s u i  c á l c u l o s  de  o r d e m 0 ( n ) .  P o r t a n t o a  o r de m de  com 

3 
p l e x i d a d e do a l g o r i t mo de  F l o y d - Wa r s h a l 1 e  0 ( n ) .  

4. 3 -  Al g o r i t mo SP1 -  Uma  Ve r s ã o do Al g o r i t mo de  D i j k s t r a  f _7 J  

Es s a  n o v a  v e r s ã o do a l g o r i t mo de  D i j k s t r a é  a p l i _ 

c a da  a  um c a s o bem e s p e c i a l  do p r o b l e ma de  me n o r e s  c a mi n h o s .  

Sua  u t i l i z a ç ã o o c o r r e ,  q u a n d o o que  s e  p r o c u r a  s ã o os  me n o r e s  

c a mi n h o s  e n t r e  t o d o s  os  v é r t i c e s  de  g r a u Tmpa r  de  um g r a f o j r j í o 
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d i r e c i o n a d o .  Es s e  a l g o r i t mo ê  mu i t o i mp o r t a n t e  d e v i d o a  s u a  a l  

t a  e f i c i ê n c i a .  Es s a  e f i c i ê n c i a  s e  d e v e  a o f a t o d e ,  s e n d o 

i - | , . . . , i n t o d o s  os  v é r t i c e s  Tmp a r e s ,  e l e  s é  p r e c i s a  c a l c u l a r  a s  

me n o r e s  d i s t â n c i a s  e n t r e  i  e  i  ,  ••  ,  i  , 0 , . . . , i  p a r a  

v v + i  vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + á n 

v =1 , 2 , . . .  , v - 1 ,  d e v i d o a  s i me t r i a  do g r a f o .  Ou t r a  v a n t a g e m d e s s e  

a l g o r i t mo ,  ê  que  e l e  u t i l i z a um v e t o r  D ( i , j )  p a r a  a r ma z e n a r  as  

me n o r e s  d i s t â n c i a s  j á  c o mp u t a d a s  em p a s s o s  a n t e r i o r e s ,  que  pc> 

dem p o r t a n t o s e r e m u t i l i z a d a s  em p a s s o s  f u t u r o s .  

-  No a l g o r i t mo s ã o u t i l i z a d o s  os  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s  e  v a r i a _ 

ve  i  s  :  

S :  c o n j u n t o dos  v é r t i c e s  n u me r a d o s  de  J_ a  n_-

L ( i )  :  r ó t u l o do v é r t i c e  i _ ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

11 :  c o n t a d o r  p a r a  os  v é r t i c e s  Tmp a r e s ;  

D( k , i )  :  v e t o r  que  a r ma z e n a  as  d i s t â n c i a s  e n t r e  k 

e  os  o u t r o s  v é r t i c e s  Tmp a r e s ;  

NVI  :  v a r i á v e l  que  i n d i c a  o n ú me r o de  v é r t i c e s  Tmp_a  

r e s  do g r a f o ;  

J END :  n ú me r o de  v é r t i c e s  de  g r a u í mp a r  c u j o s  meno-

r e s  c a mi n h o s  a i n d a  p r e c i s a m s e r  e n c o n t r a d o s .  

A i d é i a  do a l g o r i t mo ê ,  a t r a v é s  s o me n t e  dos  v ê r  

t i c e s  Tmp a r e s ,  e n c o n t r a r  os  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r e  e l e s ,  a r ma z e  

n a n d o - o s  p a r a  e v i t a r  r e p e t i ç õ e s  de  c á l c u l o s .  Toda  v e z  que  um 

v é r t i c e  Tmpa r  i  ê  e n c o n t r a d o ,  c a l c u l a - s e  as  me n o r e s  d i s t â n c i a s  

e n t r e  e l e  e  t o d o s  os  o u t r o s  Tmpa r e s  p e r t e n c e n t e s  a o c o n j u n t o 

i  ,  ,  i  0 , . . . , i  .  Pa r a  e s s e  a l g o r i t mo i s s o j á  ê  s u f i c i e n t e  ,  
v + 1 '  v + 2•  '  n  3 

p o i s  em p a s s o s  a n t e r i o r e s  j á  f o r a m c a l c u l a d o s  os  me n o r e s  c a nn 

nhos  e n t r e  os  v é r t i c e s  Tmp a r e s ,  c o mp r e e n d i d o s  e n t r e  1Q» . . . , 1 -J  

e  i  .  A f u n ç ã o do c o n t a d o r  I Z ê  i n d i c a r  q u a n d o t o d o s  os  v e r t i  

c e s  Tmp a r e s  j á  f o r a m c o n s i d e r a d o s .  



3 7 

Al g o r i t mo SP1 

1 .  FOR k«-l  UNTI L n DO 

2.  I F ( g r a u ( k )  e  i mp a r )  THEN DO 

Be g i  n 

3.  S+í l  n ) ;  I Z- i - 0 ;  

4 .  FOR i ^ l  UNTI L n DO L( i ) «- • ;  

5.  FOR i + 1 UNTI L k - 1 DO 

6 .  I F ( g r a u ( i  )  é  i mp a r )  THEN DO 

Be g i  n 

7.  L ( i K D ( k , i ) ;  

8.  S«- S\ { i } ;  I Z ^ i Z + 1 ;  

End 

9.  L( k) «- Q;  

1 0 .  J  END NVI - I Z;  

1 1 .  WHI LE ( J E; i D>0)  DO 

Be g i n 

12 .  En c o n t r e  KM I N com MI  N= L ( KM I N )  = mi  n L ( i )  

1 3 .  I F MI N=» THEN DO S t o p - Gr a f o na o Co n e c t a d o ;  

14.  I F ( g r a u ( KMI N)  ê  Tmp a r )  THEN DO 

Be g i n 

15 .  D( k , KMI N) +MI N;  

16 .  J END̂ J END- 1 

End 

1 7 .  S«- S { KMI N} ;  

18 .  FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  j  a d j a c e n t e s  a  KM I N)  DO 

19 .  L ( j ) = mi n U(  j )  ,  L (  KM I N)  + Cus  t o (  KM I N ,  J ) } 

End 

End 
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-  O a l g o r i t mo i n i c i a l i z a com k = l .  Como o v é r t i c e  J_ é  p a r ,  e l e  é  

d e s c a r t a d o e  k-<-2.  

0 c o n j u n t o S^ { 1 , 2 , 3 , . .  .  , 7 } ;  

0 c o n t a d o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 12+0; 

Todos  os  v é r t i c e s  i _ r e c e b e m r ó t u l o s  L ( i )  = « ;  

0 v é r t i c e  2 r e c e b e  L( 2 ) = 0 

J END^ NVI - I Z = 4 

Ne s s e  p o n t o e  a p l i c a d o o a l g o r i t mo de  D i j k s t r a  n o r ma l ,  p a r a  

e n c o n t r a r  os  me n o r e s  c a mi n h o s  e n t r ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k  e  os  o u t r o s  v é r t i c e s  Tm 

p a r e s .  

-  KMI N = 2_ é  o v é r t i c e  p e r t e n c e n t e  a  S,  que  p o s s u i  o r õ t u 

l o de  me n o r  v a l o r ;  

D( 2 , 2 ) = 0 ;  J END=3;  

Novo S=SM2 } = { 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 } 

Os  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  r e c e b e m n o v o s  r ó t u l o s :  

L ( l ) = 2 ;  L ( 4 ) = 3 ;  L( 5 ) = 6 



-  En q u a n t o J END>0 o 

M ( »)  

p r o c e s s o a n t e r i o r  é  r e p e t i d o .  

MI N=2 KM I N=1 

MI N=3 KMI N=4 

MI N=4 KMI N=3 

MI N=5 KMI N=5 

MI N=6 KMI N=6 

Ne s s e  p o n t o t e mo s  

S ={ 3 , 4 , 5 , 6 , 7 } ;  L ( 3 ) = 4 

S ={ 3 , 5 , 6 , 7 } ;  L ( 5 )  = 5 ;  L ( 6 )  = 6 

D( 2 , 3 )  = 4 

D( 2 , 5 ) =5 

D( 2 , 6 ) =6 

D( 2 , 2 ) =0 

D( 2 , 3 ) = 4 

D( 2 , 5 ) =5 

D( 2 , 6 ) =6 

J END=2 ;  S ={ 5 , 6 , 7 } 

J END=1;  S = { 6 , 7 } ; L( 7 )  = 9 

J END=0;  S = { 7 } ;  L( 7 ) = 9 

Vo l t a mo s  a o p a s s o 2,  e n c o n t r a mo s  um n o v o v é r t i c e  Tmpa r  e  c on 

t i  nua mos  os  c a l c u l o s :  

k«-3 

S=í l  , 2 ,  .  .  .  , 7 } ;  I Z= 0 ;  

L ( 1 ) = L ( 2 ) = . . . = L ( 7 ) = ~ ;  

L ( 2 ) = 4 ;  

S={ 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 } ;  I Z=1 ;  

L( 3 ) = 0 ;  J END=3;  

MI N = 0 KMI N = 3 ;  D( 3 , 3 )  = 0 ;  J END=2 ;  S= { 1 , 4 , 5 , 6 , 7 } 

L ( l ) = 2 ;  L( 4 ) = 3 ;  L( 6 ) = 4 ;  
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MI N=2 KMI N=1 ;  S ={ 4 , 5 , 6 , 7 } 

MI N- 3 KMI N=4 ;  S = { 4 , 6 , 7 } ;  L( 5 ) = 5 

MI N = 4 KMI N=6 ;  D( 3 , 6 )  = 4 ;  J END=1 ;  S={ 5 , 7 } ;  L ( 7 ) = 7 

MI N = 5 KMI N=5 ;  D( 3 , 5 ) =5 ;  J END=0 ;  S = { 7 } 

Ne s s e  p o n t o t e mo s  ma i  s  a s  d i s  t i n c i  a s :  D( 3 , 3 )  = 0 

D( 3 , 5 )  = 5 

D( 3 , 6 )  = 4 

r  Re p e t i n d o o mes mo p r o c e d i me n t o p a r a  k = 5 e  k = 6 ,  que  s ã o os  új _ 

t i mo s  v é r t i c e s  í mp a r e s ,  t e m- s e  a o f i n a l  a  s e g u i n t e  ma t r i z  d i s  

t  ã  n c  i  a  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 3 5 6 

2 0 4 "  5 6 

3 4 0 5 4 

.4 5 5 0 5 

5 6 4 5 0 

4 . 3 . 2 r  Co mp l e x i  da de  

Es s e  mé t o d o t r a b a l h a  s o me n t e  com os  m v é r t i c e s  

í mp a r e s  p e r t e n c e n t e s  a o g r a f o de  e n t r a d a .  Pa r a  c a da  v é r t i c e  Tm 

p a r ,  é  e n c o n t r a d a  a  d i s t â n c i a  d e l e  p a r a  t o d o s  os  o u t r o s  v é r t ^ 

e e s  í mp a r e s ,  a t r a v é s  do mé t o d o de  D i j k s t r a ,  de  c o mp l e x i d a d e  

0 ( n ) .  P o r t a n t o a  c o mp l e x i d a d e  f i n a l  do a l g o r i t mo e  0 ( mn ) .  

-  Ma t r i z  d i s t a n c i a  p a r a  os  v e r t i  

c e s  í mp a r e s .  



CAPI TULO V 

ALGORI TMOS PARA A DETERMI NAÇÃO DE FLUXOS EM REDES 

Da do um g r a f o G=( V, A) ,  e  as  c a p a c i d a d e s  q. . eN 

dos  a r c o s  ( i , j ) ,  s e r ã o a p r e s e n t a d o s  d o i s  a l g o r i t mo s  que  r e s o l  

vem os  s e g u i n t e s  p r o b l e ma s :  

( i )  De t e r mi n a ç ã o do f l u x o má x i mo de  uma  r e d e ;  

( i i )  De t e r mi n a ç ã o do f l u x o de  mí n i mo c u s t o .  

Se r á  mo s t r a d a  t a mb é m uma  mo d i f i c a ç ã o no g r a f o 

o r i g i n a l ,  u t i l i z a d a  n e s s e  t r a b a l h o ,  que  v i s a  a d a p t á - l o da  me  

l h o r  ma n e i r a  p o s s í v e l  a o a l g o r i t mo do c a s o ( i i ) .  

0 s i s t e ma de  a p r e s e n t a ç ã o dos  a l g o r i t mo s  s e r á  o 

mes mo u t i l i z a d o no c a p í t u l o a n t e r i o r ,  ou s e j a ,  uma  d e s c r i ç ã o em 

P i d g i n - Al g o l ,  a  f i l o s o f i a do a l g o r i t mo e  uma  d i s c u s s ã o da  com 

p l e x i d a d e do mes mo.  
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5 . 1 -  De j t e r mi  n a ç ã o do F l u x o Má x i mo em Re de s  

Uma  g r a n d e  p a r t e  dos  a l g o r i t mo s  e x i s t e n t e s ,  que  

t r a t a m d e s s e  t i p o de  p r o b l e ma s ,  u t i l i z a m como t é c n i c a  de  r e s o l u _ 

ç ã o ,  um mé t o d o d e s e n v o l v i d o p o r  Fo r d e  F u l k e r s o n 1 3 3 •  Es s e  é  

o p r i n c i p a l  mo t i v o da  e s c o l h a  de  s e u a l g o r i t mo p a r a  a p r e s e n t a r  

n e s s e  c a p i t u l o .  

0 a l g o r i t mo u t i l i z a um s i s t e ma de  r o t u l a ç ã o ,  que  

c o n s i s t e  b a s i c a me n t e  do s e g u i n t e :  

.  Um v é r t i c e  i _ pode  s e r  r o t u l a d o ,  em r e l a ç ã o a  

um o u t r o v é r t i c e  j _ ,  de  dua s  ma n e i r a s :  ( j + , £ )  

ou ( j  , £ ) .  No p r i me i r o c a s o ,  o r ó t u l o j + i n d j _ 

c a  que  o f l u x o a t r a v é s  do a r c o ( j , i )  pode  s e r  

i n c r e me n t a d o .  0 r ó t u l o j ~ i n d i c a  que  o f l u x o 

s o b r e  o a r c o ( i , j )  pode  s e r  d e c r e me n t a d o .  Em 

ambos  os  c a s o s  o £ r e p r e s e n t a  o v a l o r  da  quan_ 

t i d a d e  má x i ma  de  f l u x o que  pode  s e r  e n v i a d a  de  

um v é r t i c e  e s c o l h i d o como f o n t e ,  p a r a  i _ .  

0 mé t o d o t e m p o r  o b j e t i v o d e t e r mi n a r  a  má x i ma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t a 

xa  de  f l u x o de  uma  r e d e ,  e  p a r a  i s s o ,  a pós  s e r e m d e f i n i d o s  um 

v é r t i c e  i n i c i a l  e  um f i n a l ,  o a l g o r i t mo d e t e r mi n a ,  a  c a d a  i t e r a ^ 

ç ã o ,  um c a mi n h o de  f l u x o a u me n t a d o e n t r e  e l e s ,  com a  s ua  r e s p e c  

t i v a  c a p a c i d a d e .  F e i t o i s s o ,  o r o t u l o do v é r t i c e  f i n a l  i n d i c a r á  

o i n c r e me n t o má x i mo de  f l u x o p a r a  e s s e  c a mi n h o .  Qua ndo n ã o f o r  

ma i s  p o s s í v e l  e n c o n t r a r  um c a mi n h o dc  f l u x o a u me n t a d o ,  é  p o r q u e  

o má x i mo f l u x o f o i  a t i n g i d o .  

No d e s e n r o l a r  dos  c á l c u l o s ,  os  v é r t i c e s  p o d e r ã o 

e s t a r  em um dos  t r ê s  e s t a d o s :  
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-  Ro t u l a d o e  Ex a mi n a d o .  E l e ,  n e s s e  c a s o ,  p o s s u i  um r ó t u l o 

e  t o d o s  os  s e u s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  j ã  f o r a m p r o c e s s a  

dos  .  

-  Ro t u l a d o e  nã o e x a mi n a d o .  Nã o e x a mi n a d o p o r q u e  nem t o 

dos  os  s e u s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  f o r a m p r o c e s s a d o s .  

-  Nã o r o t u l a d o .  

Os  v é r t i c e s  i n i c i a l  ŝ  e  f i n a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t ,  s e r ã o de nomi na _ 

d o s  f o n t e  e  s u mi d o u r o r e s p e c t i v a me n t e .  

Al g o r i t mo de  F o r d - F u l k e r s o n 

1 .  f + 0 ;  •  

2 .  FOR ( t o d o s  os  a r c o s  ( i , j ) )  DO f l u x o x. . - «- 0;  
'  J  

3.  Ro t u l e  s_ como ( 0 + , £ s )  ;  ^ s ^ ° ° ;  

4.  WHI LE ( e x i s t i r  um v é r t i c e  r o t u l a d o e  nã c  e x a mi n a d o ,  e  

t  nã o f o r  r o t u l a d o )  DO 

Beg i  n 

5.  En c o n t r e  um v é r t i c e  i _ r o t u l a d o e  n ã o e x a mi n a d o ;  

6.  FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  j  n ã o r o t u l a d o s  e  a d j a c e n t e s  

a  i )  DO 

Be g i  n 

7.  I F ( ( i , j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) e A e  X . j ^ j )  THEN DO 

Be g i n 

8.  É^ - mi n í q .  . - x .  . , É. >i  

9.  Ro t u l e  j  com ( i  , £ . )  

End 

1 0 .  I F ( (  j , i  ) e A e  X . ^ 0 )  THEN DO 

Beg i  n 

1 1 t .  *•  mi  n í x } ;  

1 2 .  Ro t u l e  j  com ( i " , £ , ) ;  
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End 

End 

13 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i _ s e  t o r n a  e x a mi n a d o ;  

End 

14 .  I F ( t  n ã o e  p o s s í v e l  de  s e r  r o t u l a d o )  THEN DO S t o p -  f  

ELSE 

Beg i  n 

15 .  k+t  ;  

1 6 .  WHI LE ( k = s )  DO 

Beg i  n 

1 7 .  I F ( k p o s s u i  r o t u l o ( i + , f

k ) )  THEN DO > < i k ^ x

i k

+ £

t  !  

18 .  I F ( k p o s s u i  r o t u l o ( i " , ê k ) )  THEN DO > < k i ^ x

k i - è

t  !  

19 .  k ^ i  

End 

2 0 .  f ^ f + è t  ;  

2 1 .  Ca n c e l e  t o d o s  os  r ó t u l o s  e  GO TO 2 

End 

5 . 1 . 1 -  Ex e mp l o 

Da do o g r a f o G=( V, A)  a b a i x o ,  com as  c a p a c i d a d e s  

q . .  dos  a r c o s  ( i , j ) ,  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  o f l u x o má x i mo de  s_ 

p a r a  t .  

2; 0 1 ; 0 2; 0 

6 .  .  ;  x .  .  
1 3 1 J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

©  ©  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

©  1 ; 0 

— + 

-  ŝ  r e c e b e  o r o t u l o ( 0 ' » ) '  
-  s_ *-  e x a mi  n a n d o 

Os  v é r t i c e s ,  n ã o r o t u l a d o s ,  a d j a c e n t e s  a  ŝ  r e c e b e m r ó t u l o s  

+ 
2 -  ( s \ 2 )  

3 «•  ( s + , 2 )  
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Te m- s e  p o r t a n t o :  ŝ  -  r o t u l a d o e  e x a mi n a d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 -  r o t u l a d o e  nã o e x a mi n a d o 

3 -  r o t u l a d o e  nã o e x a mi n a d o 

Todos  os  o u t r o s  v é r t i c e s  -  n ã o r o t u l a d o s  

-  2 e x a mi n a n d o 

Os  v é r t i c e s ,  n ã o r o t u l a d o s ,  a d j a c e n t e s  a  2 r e c e b e m r ó t u l o s :  

4 <-  ( 2 + , 2 )  

Te m- s e  a g o r a :  s  e  2 -  r o t u l a d o s  e  e x a mi n a d o s  

3_ e  4_ -  r o t u l a d o s  e  n ã o e x a mi n a d o s  

Os  o u t r o s  s ã o n ã o r o t u l a d o s  

-  3_<-  e x a mi n a n d o 

Os  v é r t i c e s ,  nã o r o t u l a d o s ,  a d j a c e n t e s  a  3_ r e c e b e m r ó t u l o s :  

t  -  ( 3 + , l )  ;  £ t  -  1 

-  Ne s s e  p o n t o t  ê  r o t u l a d o e  p a s s a - s e  p a r a  o p a s s o 15 :  

k«- t  

X 3 t " X 3 t + & t  = 0 + 1 = 1 

X 2 3 " X 2 3 + t t  = 0 + 1 = 1 

x s 2 " X s 2 + £ t  = 0 + 1 = 1 

Te m- s e  como r e s u l t a d o da  1 -  i t e r a ç ã o o s e g u i n t e  

g r a f o :  

2; 0 f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- f - f +6 . = 0 + 1 = 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T T T - < D 

Pa r a  e s s e  n o v o g r a f o ,  r e p e t i n d o - s e  o p r o c e d i me n 

t o a n t e r i o r ,  t e m- s e  n o v o s  r ó t u l o s  e  um n o v o f l u x o :  



( s + , l )  ( 2 \ l )  

Pa r a  uma  t e r c e i r a  i t e r a ç ã o ,  o b t é m- s e  os  s e g u i r i  

t e s  r ó t u1 os  e  f l u x o s :  

-  Nã o é  ma i s  p o s s Tv e l  r o t u l a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t > p o r t a n t o :  f  = f l u x o má x i mo = 3 

5. 1. 2 -  Co mp l e x i d a d e  

Co n s i d e r a n d o um g r a f o com m a r c o s ,  e  f  como s e n 

do o v a l o r  do f l u x o má x i mo de  s_ p a r a  t .  Co n s i d e r a n d o t a mb é m que  

as  c a p a c i d a d e s  s ã o i n t e i r a s .  A c o mp l e x i d a d e  c o mp u t a c i o n a l  pode  

s e r  e s t i ma d a  da  s e g u i n t e  f o r ma :  

-  Ca da  v e z  que  um c a mi n h o é  c o n s t r u í d o ,  no má x i mo 2m i n s  

p e ç o e s  nos  a r c o s  s ã o n e c e s s á r i a s ;  

-  E como as  c a p a c i d a d e s  s ã o i n t e i r a s ,  e n t ã o no má x i mo f  

c a mi n h o s  s e r ã o n e c e s s á r i o s .  

P o r t a n t o a  c o mp l e x i d a d e  d e s s e  a l g o r i t mo é  de  o r  

dem 0 ( mf )  .  
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5 . 2 -  D e t e r mi n a ç ã o d o F l u x o de  Mí n i mo Cu s t o 

Co n s i d e r e - s e  a g o r a  o p r o b l e ma  de  s e  c o n d u z i r  um 

f l u x o de  v a l o r  f ,  de  um v é r t i c e  f o n t e  £ p a r a  um s u mi d o u r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t ,  de  

t a l  f o r ma  que  o c u s t o r e l a c i o n a d o a  e s s e  f l u x o s e j a  mí n i mo .  Pa_ 

r a  e s s e  p r o b l e ma  s e r á  u t i l i z a d o o g r a f o G=( V, A, q , c ) ,  onde  q ê  

a s s o c i a d o a s  c a p a c i d a d e s  dos  a r c o s ,  e  £ a os  c u s t o s  dos  me s mos .  

0 a l g o r i t mo ma i s  c o n h e c i d o ,  que  t r a t a  d e s s e  p r o 

b l e ma ,  e  o d e n o mi n a d o " o u t - o f - k i 1 t e r " ,  d e s e n v o l v i d o p o r  F o r d e  

F u l k e r s o n [ ] 1 3 ] ,  mas  o mé t o d o que  s e r á  d e s c r i t o n e s s a  s e ç ã o se_ 

r a  o de  Bu s a c k e r - Go we n f 2 1 ,  que  c o n c e i t u a l me n t e  é  ma i s  s i m 

p i e s ,  e  em t e r mo s  c o mp u t a c i o n a i s  é  c o mp a r á v e l  a o " o u t - o f - k i l _ 

t e r " .  

A i d é i a  do a l g o r i t mo b a s e i a - s e  na  c o n s t r u ç ã o de  

uma  s e q u ê n c i a  de  g r a f o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a os  f l u x o s  a t u a i s ,  com 

um c o n j u n t o de  a r c o s  A* f o r ma d o p e l a  u n i ã o de  o u t r o s  d o i s  con_ 

j u n t o s  A'  e  A'  1 ,  que  s ã o :  A'  = í  a i  .  |  x  i  j . <q : j  . } 

e  p e l o s  c u s t o .  :  

y i j :  

c  .  .  ,  s e  a  .  .  A 1 

- c .  .  ,  s e  a .  .  A '  '  

Ne s s e s  n o v o s  g r a f o s  s ã o d e t e r mi n a d o s  os  me n o r e s  

c a mi n h o s ,  e  s u p e r p o n d o o f l u x o d e s e j a d o s o b r e  o c a mi n h o c o r r e s ^ 

p o n d e n t e ,  o b t é m- s e  o f l u x o p o s s í v e l .  Os  c á l c u l o s  t e r mi n a r ã o 

q u a n d o o v a l o r  do f l u x o d e s e j a d o f o r  a t i n g i d o .  
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Al g o r i t mo Bu s a c k e r - Go we n 

1 .  f ^ - f l u x o p r é - d e t e r mi  n a d o ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 .  f « - 0 ;  

3.  WHI LE ( Í 7 f )  DO 

Be g i  n 

4 .  FOR ( t o d o s  x i  . )  DO 

Beg i n 

5 .  I F ( x .  . <q.  . )  THEN DO A' +a .  . ;  
1 J  1 J  i  J  

6 .  I F ( x . . > 0 )  THEN DO A' ' * a . . ;  
i  J J i  

End 

7.  FOR ( t o d o s  a , , )  DO 

Beg i  n 

8.  I F ( a i j e A '  )  THEN DO y ^ + C. . . ;  

9 .  I F ( a ^ A '
 1

 )  THEN DO y . ^ - c ^ . ;  

End 

c  Ne s s e  p o n t o ê  c o n s t r u í d o o g r a f o I ( G) = ( V , A * , Y ) ,  onde  

c  A* = A' U A" e  Y = ( y i : j )  

1 0 .  De t e r mi n e um c a mi n h o ma i s  c u r t o j p ,  de  £ p a r a  t ,  em 1 ( G)  

com r e s p e i t o a os  c u s t o s  y .  •  ;  

1 1 .  I F ( nã o e x i s t i r  c a mi n h o )  THEN DO S t o p ;  

1 2 .  8 * « - » ;  

1 3 .  « " « - » ;  

1 4 .  FOR ( t o d o s  a . . e p )  DO 

Beg i  n 

1 5 .  I F Ca ^ e A' )  THEN DO 6 '  «-m i  n { q  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . - x .  .  ,  6  1 } ;  

1 6 .  I F ( a . . e A" )  THEN DO ô  "«- mi  n { x . .  ,  6 " } 

End 

1 7 .  £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *  mi n í ô '  , 6"  , f - f } ;  
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18 

20 

FOR ( t o d o s  a i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . e p )  DO 

B e  g i  n 

19 .  I F ( a .  . eA'  )  THEN DO x .  .  . +£• :  

I F I a ^ e A " )  THEN DO x ^ x ^ - É ;  

End 

2 1 .  f «- f +£ 

End 

5 . 2 . 1 -  Exe mp1 o 

Da do o g r a f o G= ( V, A) ,  com os  r e s p e c t i v o s  f l u x o s ,  

c a p a c i d a d e s  e  c u s t o s  r e l a t i v o s  a os  a r c o s ,  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  o 

f l u x o de  mí n i mo c u s t o p a r a  p a s s a r  5 u n i d a d e s  do v é r t i c e  j _ p a r a  

o 5.  P o r t a n t o f = 5 .  

-  At r a v é s  dos  p a s s o s  de  1 .  a  9 .  mo n t a - s e  o s e g u i n t e  g r a f o I ( G) :  

1 ( 6 )  = 

-  De v i d o ao f l u x o que  é  a t r a v e s s a d o ,  o g r a f o o r i g i n a l  e  mo d i f j  

c a d o e  como f ^ f ,  r e p e t e - s e  o p r o c e d i me n t o a n t e r i o r .  



5 0 
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5. 2. 2 -  Comp1e x i  d a  de  

Co n s i d e r a n d o as  c a p a c i d a d e s  i n t e i r a s  e  a  n ã o p r e  

s e n ç a  de  c i r c u i t o s  n e g a t i v o s ,  a  c o mp l e x i d a d e  d e s s e  a l g o r i t mo de  

p e n d e do mé t o d o que  s e r á  u t i l i z a d o p a r a  s e  e n c o n t r a r  os  me n o r e s  

3 

c a mi n h o s .  Ut i l i z a n d o - s e um a l g o r i t mo de  c o mp l e x i d a d e  0 ( n ) ,  c o 

mo o de  F l o y d - Wa r s h a l 1 p o r  e x e mp l o ,  e  s e n d o f  o f l u x o d e s e j a d o ,  

o n ú me r o má x i mo de  c a mi n h o s  n e c e s s á r i o s  s e r ã o f ,  e  p o r t a n t o a  

o r de m de  c o mp l e x i d a d e do a l g o r i t mo de  BUSACKER- GOWEN s e r á  
3 -

0 ( f n ) .  Es s a  o r de m de  c o mp l e x i d a d e e  a  mes ma do mé t o d o " Ou t - o f  

- Ml  t e r "  .  

5. 3 -  Mo d i f i c a ç ã o do Gr a f o Or i g i n a l  Vi s a n d o Ap l i c a ç ã o do Al g o 

r i t mo de  Bu s a c k e r - Go we n 

Pa r a  s e  r e a l i z a r  a  a u me n t a ç ã o En t r a d a - I g u a l - Sa í  

d a ,  f o i  u t i l i z a d o o a l g o r i t mo de  Bu s a c k e r - Go we n .  Pa r a  i s s o f o i  

n e c e s s á r i a  uma  a l t e r a ç ã o no g r a f o de  e n t r a d a ,  p o i s  n e s s e  c a s o 

p a r t i c u l a r  t e m- s e ,  na  ma i o r i a  da s  v e z e s ,  v á r i o s  v é r t i c e s  f on_ 

t e s  e  v á r i o s  s u mi d o u r o s .  I s s o o c o r r e  p o r q u e ,  p a r a  s e  f a z e r  

e n t r ( i ) =s a í d a ( i )  p a r a  t o d o i e V,  d e v e - s e  p a s s a r  um f l u x o 

f =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  ma x í d e f  ( i  )  , 0 } dos  v é r t i c e s  j _ com d e f ( i ) > 0 ,  p a r a  os  vé r t i _ 
i e V 

c e s  j  com d e f ( j ) < 0 .  

A mo d i f i c a ç ã o no g r a f o de  e n t r a d a é  f e i t a  p a r a  

e v i t a r  que  s e  t r a b a l h e com v á r i a s  f o n t e s  e  s u mi d o u r o s .  I s s o 

f e i t o a d i  c i o n a n d o - s e  ao g r a f o o r i g i n a l  d o i s  v é r t i c e s  a r t i f i c i  

a i s  £ e  t ,  l i g a d o s  a o g r a f o da  s e g u i n t e  f o r ma :  

-  0 v é r t i c e  £ ,  que  s e r á  a  n o v a  e  ú n i c a  f o n t e ,  s e r á  l i g a d o 

a os  v é r t i c e s  i _ com d e f ( i ) > 0 ,  a t r a v é s  de  a r c o s  ( s , i )  ,  

com c a p a c i d a d e s  q - = d e f ( i )  e  c u s t o s  c $ i = 0 .  
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-  O v é r t i c e  s u mi d o u r o t  e s t a r á  l i g a d o a os  v é r t i c e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2» que  

pos s ue m d e f ( j ) < 0 ,  a t r a v é s  de  a r c o s  ( j . t )  com c a p a c i d a  

de s  q j t = - d e f ( j )  e  c u s t o s  C j t = 0 . 

De s s a  f o r ma  p o d e - s e  u t i l i z a r  o a l g o r i t mo de  Bus a^ 

c k e r - Go we n ,  s em mo d i f i c a ç ã o ,  p a r a  d e t e r mi n a r  o f l u x o f  de  c u s t o 

mí n i mo da  o r i g e m £ p a r a  o s u mi d o u r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t .  Ao f i n a l ,  d e p o i s  de  c a n 

c e l a d o s  os  v é r t i c e s  a r t i f i c i a i s ,  e  p r o v i d e n c i a d a s  t o d a s  a s  de_ 

v i d a s  mu d a n ç a s  na s  o r i e n t a ç õ e s  e  d u p l i c a ç õ e s  dos  a r c o s  e  r a mo s ,  

a  e n t r ( i ) =s a í d a ( i )  p a r a  t o d o i e V.  

5 . 3 .1 -  Ex e mp l o 

-  Mo d i f i c a ç ã o de  um g r a f o de  e n t r a d a ,  v i s a n d o a  

a p l i c a ç ã o do a l g o r i t mo de  Bu s a c k e r - Go we n .  

-  Ne s s e  g r a f o t e m- s e  d o i s  v é r t i c e s  com d e f i c i t  p o s i t i v o :  

J_ -  d e f ( l )  = l  

2 -  d e f ( _ 2 )  = l  

e  d o i s  com d e f i c i t  n e g a t i v o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 -  d e f ( 4 ) = - l  

5 -  d e f ( 5 ) = - l  

-  P o r t a n t o é  p r e c i s o p a s s a r  a t r a v é s  d e s s e  g r a f o um f l u x o 

f = E ma x í d e f ( i ) , 0 } =2 ,  dos  v é r t i c e s  ]  e  2 p a r a  os  4 e  5.  
i  eV 
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-  I n t r o d u z i n d o os  v é r t i c e s  a r t i f i c i a i s  s_ e  t ,  t e m- s e  o s e g u i n t e  

g r a f o mo d i  f i c a d o :  

-  Ne s s e  g r a f o ,  com uma  ú n i c a  f o n t e  e  um s u mi d o u r o ,  b a s t a  a p l i _ 

c a r ,  s em ne nhuma  a l t e r a ç ã o ,  o a l g o r i t mo de  Bu s a c k e r - Go we n ,  pa.  

r a  o b t e r  ao f i n a l ,  d e p o i s  da s  mo d i f i c a ç õ e s  e f e t u a d a s ,  

e n t r ( i )  = s a Td a ( i  )  p a r a  t o d o i £ V,  

Obs . :  Es s a  a l t e r a ç ã o n ã o i n t e r f e r e  na  c o mp l e x i d a d e  do a l g o r i t  

mo.  



CAPTTULO VI  

CASAMENTO PERFEI TO DE Ml NI MO CUSTO f CPMC)  

O c a s a me n t o t r a b a l h a com um g r a f o na o d i r e c i o n a _ 

do G=( V, E) ,  c u j o s  r a mos  e e E s ã o v a l o r a d o s  n ã o n e g a t i v a me n t e .  

Os  p r i me i r o s  t r a b a l h o s  s o b r e  c a s a me n t o s  p e r f e i _ 

t o s  de  mí n i mo c u s t o f o r a m r e a l i z a d o s  p o r  Edmonds  p I OH» s e n d o a  

s u a  i d é i a  c e n t r a l  b a s e a d a  no c o n c e i t o de  f l o r e s .  J ã  De r i g s  | J 3 J  

f e z uma  a b o r d a g e m um p o u c o d i f e r e n t e  de  Edmonds ,  b a s e a d a  no que  

e l e  c ha mou de  Tr a n s f o r ma ç õ e s  Ad mi s s í v e i s .  

6 . 1 -  Co n c e i t o s  s o b r e  Ca s a me n t o s  

De f i  n i  ç ã o 6 . 1 . 1 

Um c a s a me n t o é  p e r f e i  t o q u a n d o t o d o s  os  v é r t i c e s  

i e V s ã o c a s a d o s .  
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De f i  n i  ç ã o 6 . 1 . 2 

Se j a c / f ^ o c o n j u n t o f o r ma d o p o r  t o d o s  os  c a s a me r i  

t o s  do g r a f o G.  

M é  um Ca s a me n t o de  Má x i ma  Ca r d i n a l i d a d e  s s e  

| M| >| M' |  p a r a  t o d o M̂ CÍ ^ Q.  

Se ndo c ( e ) ^ 0 os  c u s t o s  a s s o c i a d o s  a  c a d a  r a mo 

e e E,  d e f i n e - s e  c u s t o de  um c a s a me n t o M c omo s e n d o :  

c ( M)  = E c ( e )  
e  eM 

De f i n i  ç a o 6 . 1 . 3 

S e j a c / ^ o c o n j u n t o de  t o d o s  os  c a s a me n t o s  p e r f e j  

t o s  de  G.  

E c ha ma do c a s a me n t o p e r f e i t o de  mí n i mo c u s t o o 

c a s a me n t o M c u j o c u s t o 

c ( M)  = mi n c ( M'  )  

M1 e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ «e 

Uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a  p a r a  a  e x i s t ê n c i a  d e s s e  

c a s a me n t o é  que  o g r a f o p o s s u a  um n ú me r o p a r  de  v é r t i c e s .  

De f i  n i  ç ã o 6 . 1 . 4 

Se j a  M um c a s a me n t o em G,  e  P um c a mi n h o a l t e r n a  

d o .  

De f i n e - s e  c u s t o do c a mi n h o P como s e n d o 

c ( P )  = l  c . .  -  l  
( i , j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) e P \ M

 J ( i , J ) f P AM 
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Se ndo P( M)  o c o n j u n t o de  t o d o s  os  c a mi n h o s  aumen_ 

t a d o s  de  G,  r e l a t i v o a  M,  PQ é  um c a mi n h o a u me n t a d o de  mí n i mo 

c us  t o s e  

c ( P 0 )  < C( P)  p a r a  t o d o PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  P( M)  

S e j a  P'  um c a mi n h o a u me n t a d o .  0 c a s a me n t o me l h o 

r a  do M ( +} P '  e  da do p o r  

M 0 P 1 = ( M\ P' )  U ( P' \ M)  

Es b o ç o do Al g o r i t mo que  Re s o l v e  o Pr o b l e ma  do CPKi C 

Se j a  G=( V, E)  um g r a f o c o mp l e t o ,  com | V|  p a r  e  

c .  . >0 p a r a  t o d o ( i  ,  j ) e E .  
* 3 

A i d é i a  c e n t r a l  do mé t o d o que  e n c o n t r a  o CPMC é  

p r o c u r a r  os  me n o r e s  c a mi n h o s  a u me n t a d o s ,  e  a t r a v é s  d e l e s  me l h o r  

0 c a s a me n t o .  

1 .  M+- 0;  

2.  WHI LE ( M n ã o f o r  c o mp l e t o )  DO 

Beg i  n 

3.  En c o n t r e  o me n o r  c a mi n h o a u me n t a d o PQ e  P ( M) ;  

4 .  MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *•  M © P 0 

End 

6. 2 -  Fu n d a me n t o s  p a r a  o Al g o r i t mo que  e n c o n t r a  o Me n o r  Ca mi nho 

Au me n t a d o 

Se  s r . V é  um v é r t i c e  e x p o s t o ,  com r e s p e i t o ao c a  

s a me n t o M,  e  P s ^ ^ o c o n j u n t o de  t o d o s  os  c a mi n h o s  a u me n t a d o s  
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com v é r t i c e  i n i c i a l  s ,  t e m- s e  p a r a  PeP ,  
s  (  

c ( M © P)  = c ( M)  + c ( P )  

De f i n i ç ã o 6 . 2 . 1 

Um c i r c u i t o k é  d e n o mi n a d o c i r c u i t o a l t e r n a d o ne  

g a t i  vo s e  c ( k )  <0 .  

Os  t e o r e ma s  c i t a d o s  a  s e g u i r  c o n s t i t u e m os  p r j  

me  i r o s  c r i t é r i o s  de  o t i ma l i d a d e  p a r a  o CPMC.  

Te o r e ma  6 . I  

MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ec / f bé  ó t i mo s s e  M n ã o a d mi t i r  c i r c u i t o s  a l t e r ^ 

n a d o s  n e g a t i v o s .  

Te o r e ma  6 . I I  

S e j a  M um c a s a me n t o que  nã o a d mi t e  c i r c u i t o s  a l  

t e r n a d o s  n e g a t i v o s ,  e  P o me n o r  c a mi n h o a u me n t a d o com r e s p e i t o 

a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P S ( M )  •  En t ã o M0 P nã o p e r mi t e  c i r c u i t o s  a l t e r n a d o s  n e g a t i _ 

v o s  .  

6. 3 -  Tr a n s f o r ma ç õ e s  Ad mi s s í v e i s  

S e j a  M um c a s a me n t o e  P S ( M )  o c o n j u n t o de  t o d o s  

os  c a mi n h o s  a u me n t a d o s  com v é r t i c e  i n i c i a l  s .  

De  f i  n t ç ã o 6 . 3 . 1 

Uma t r a n s f o r ma ç ã o T :  c .  .  - » c '  .  .  é  a dmi  s s Tv e l  

s s e  

C ( P )  >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o V P E P S ( M ) 
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De f i n e - s e  d ( P )  :  c ( P )  -  c ' ( P )  

Com r e s p e i t o as  Tr a n s f o r ma ç õ e s  Ad mi s s í v e i s ,  

De r i g s  Q 7 [ ]  f o r mu l o u o s e g u i n t e  c r i t é r i o de  o t i ma l i d a d e .  

Te o r e ma  6 . I I I  

Se j a  T uma  t r a n s f o r ma ç ã o a d mi s s í v e l  e  PQ & P g ^ \  

com 

( i )  c ' ( P 0 )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  

( i i )  d ( P Q )  < d ( P )  V P e  P S ( H )  

En t ã o PQ e  um me n o r  c a mi n h o a u me n t a d o .  

A p r o v a  d e s s e  t e o r e ma  é  mu i t o s i mp l e s :  

c ( P 0 )  •  c ' ( P 0 )  + d ( P 0 )  

= d ( P 0 ) < d ( P ) < c ' ( P ) + d ( P ) = c ( P )  V P e P s ( M )  

As  t r a n s f o r ma ç õ e s  u t i l i z a d a s  nos  a l g o r i t mo s  do 

CPMC s ã o c o n s t r u í d a s  da  s e g u i n t e  f o r ma :  

( i )  Se j a  um c o n j u n t o f o r ma d o de  s u b c o n j u n _ 

t o s  R̂ CV,  c u j a  c a r d i n a l i d a d e  | R| J >3  e  

í mp a r  

( i i )  At r i b u i - s e  p e s o s  a os  v é r t i c e s  j _ e  con_ 

j u n t o s  R̂  

p a r a  t o d o i  eV 

Y, >0 p a r a  t o d o R. e  
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( i i i )  Toma ndo V, CV,  e  d e f i n i n d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v ( e )  como s e n 

do os  v é r t i c e s  f i n a i s  do a r c o e_,  d e f i n e  

- s e  c o - l i  mi  t e  de  V,  p o r  

6 ( V1 )  = í e c E|  | y ( e ) n v 1 |  = 1 } 

A t r a n s  f o r m a ç ã o T :  c .  . ->c  1 .  .  e  d a d a  p o r  
'  3 *3 

c' . .  .  = c  . - Y. - Y . -  E Y.  
1 J  1 J  1 3 í i , j } e 6 ( Rk )

 K 

Ò g r a f o G=( V, E' ) 3 onde  E 1 = { { i  ,  j  } |  c  ' ,  . = 

S Ô} 4 ê  c ha ma do Gr a f o Admi  s  s T v e l .  

At r a v é s  d e s s a s  Tr a n s f o r ma ç õ e s  De r i g s  F 7 3 p r e t e j i  

de  a s s e g u r a r  s u a  h i p ó t e s e  de  q u e ,  d u r a n t e  o d e s e n r o l a r  do a l go_ 

r i t mo ,  os  c u s t o s  dos  r a mos  e_eM e  dos  r a mos  p e r t e n c e n t e s  a s  f i o 

r e s  e n c o l h i d a s  de va m t e r  c u s t o s  " z e r o .  Pa r a  i s s o ,  t o d a  v e z  que  

um me n o r  c a mi n h o a u me n t a d o e  e n c o n t r a d o ,  ou uma  f l o r  é  e n c o l h j _ 

d a ,  s e u s  r a mos  s ã o i n c o r p o r a d o s  a  um g r a f o a d mi s s í v e l .  

6 • 4 " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hi ß o r i t mo p a r a  o Ca s a me n t o P e r f e i t o de  Mí n i mo Cu s t o 

0 mé t o d o u t i l i z a as  s e g u i n t e s  s u b r o t i n a s :  

-  a u mê n t a ç ã ò ;  

-  r o t u l á ç ã õ ;  

-  FLOR;  

-  e x p a n s ã o dos  v é r t i c e s  

A e n t r a d a  p a r a  o a l g o r i t mo e  um g r a f o c o mp l e t o 

G=( V, E) ,  com | V|  p a r  e  c u s t o s  c .  - >0 p a r a  t o d o { i , j } e E .  

-  Os  v a l o r e s  Y ( i )  a s s o c i a d o s  a os  v é r t i c e s  i _ s ã o 

i  n i  c  i  a l i  z a d o s  com 0 ;  
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MATCH( i  )  = j  i n d i c a r a  p a r a  c a d a  v é r t i c e  i _ c a s a  

do o r e s p e c t i v o v é r t i c e  a d j a c e n t e  j ,  a s s o c i a d o 

a  { i , j } e M.  Pa r a  os  v é r t i c e s  e x p o s t o s  

MATCH( i ) =0 ;  

d +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 ( á~. )  i n d i c a  o c u s t o do me n o r  c a mi n h o a l t e r  

n a d o de  c a r d i n a l i d a d e  p a r  ( í mp a r ) ,  do v é r t i c e  

i _ p a r a  um v é r t i c e  e x p o s t o ;  

KA( i )  i n d i c a  o v é r t i c e  a d j a c e n t e  a  i ,  no ca  

mi n h o a s s o c i a d o a  d^ .  



Al g o TJ  t mo CPMC 

FOR ( t o d o s  os  v e r t i c e s  i )  DO 

Be g i n 

MATCH ( i ) x - O;  Y( i  ) - <- MATCH( i  )  ;  

Fa ç a  i _ s e r  n ã o r o t u l a d o ;  

End 

FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  i )  DO 

I F Cl  e  e x p o s t o )  THEN DO 

Be g i n 

i  r e c e b e  o r o t u l o s a í d a  " o " ;  

d + -  0;  

End 

ELSE 

FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  i )  DO 

Beg i  n 

dT c, j £ * mi n í c ^ j l j  é  r o t u l a d o " e " ) ;  

KA( i  )  +•  )  

End 

WHI LE ( e x i s t i r e m v é r t i c e s  e x p o s t o s )  DO 

Be g i  n 

d, *-  d %mi n { d ' | j  nã o e  r o t u l a d o } ;  
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  J  

ó <-  ( dT + d  + ) / 2 = mi n í  ( d " + d + ) / 2 |  j  é  r o t u l a d o " 6 " } ;  

ô 3 ^ Y( i  ) +dT = mi n í Y( j ) +d ^ I j  é  r o t u l a d o e n t r a d a  " I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 «-  mi n í ô - j . ô ^ . i S ^ } ;  

I F ô =6 1 THEN CALL ROTULAÇAO( i ) ;  

I F 6 = ô 3 THEN CALL EXPANSf l ODOSVERTI CES 

I F <5=62 THEN DO 
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2 0 .  

21 .  

Beg i  n 

Vo l t e  do v é r t i c e  j _ ,  ma r c a d o c om0 ,  e  do KA( i )  

p a r a  os  v é r t i c e s  e x p o s t o s ;  

I F ( o s  v é r t i c e s  e x p o s t o s  f o r e m i d ê n t i c o s )  THEN 

CALL r L 0 R( i  )  ;  

ELSE CALL AUMENTAÇAO( i )  ;  

End 

End 

2 3 .  Ex p a n d a  t o d a s  as  f l o r e s ,  c o r r i g i n d o o c a s a me n t o .  

Obs . :  Uma  e x p l a n a ç ã o s o b r e  os  p a s s o s  2 0 . ,  2 1 .  e  2 2 .  :  

-  Qua ndo é  f e i t a a  v o l t a  de  i _ e  KA( i  )  p a r a  os  v é r t i c e s  ex_ 

p o s t o s ,  uma  p o s s i b i l i d a d e é  a  c o i n c i d ê n c i a  d e s s e s  vê r t i _ 

c e s ,  como p o r  e x e mp l o :  

Ne s s e  c a s o hã  o a p a r e c i me n t o de  uma  f l o r  e  ê  a c i o n a d a  a  
s u b r o t i n a  FLOR.  

-  A o u t r a  p o s s i b i l i d a d e ê  a  o c o r r ê n c i a  de  um c a mi n h o au 

me n t a d o ,  q u a n d o os  v é r t i c e s  e x p o s t o s  s ã o d i s t i n t o s :  
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©— o=o— o=o 

KA ( i )  

0—0=0—o^o 

Qua ndo e s s a  p o s s i b i l i d a d e  o c o r r e ,  a  s u b r o t i n a AUMENTA,  

ÇAO e  a c i o n a d a e  o c a s a me n t o me l h o r a d o .  

A s u b r o t i n a  ROTULAÇAO é  c ha ma da  q u a n d o 5 = 5 , .  El a  

c u i d a do d e s e n v o l v i me n t o de  um c a mi n h o a l t e r n a d o ,  r o t u l a n d o - o .  

S u b r o t i n a  ROTULAÇÃO( i )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .  Ro t u l e  i  com " I : KA( i  ) " ;  

2 .  j  «-  MATCH ( i  )  ;  

3.  Ro t u l e  j  com " 0 : i  " ;  

4 .  d t  ^ ô ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Si  

5.  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s  £ de  j )  DO 

6 .  I F ( Ü?M )  THEN 

7.  I F ( d * + c ( j , ü )  < d ~ )  THEN 

Be g i  n 

8.  <- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA à
+

.  + c (  j  ;  

9 .  KA(  j j )  j  

End 

10.  RETURN 
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A s u b r o t i n a  ALI MENTAÇÃO e  a c i o n a d a  q u a n d o 6 = ô 2 e  

os  c a mi n h o s  a l t e r n a d o s  que  a t i n g e m i _ e KA( I )  s ã o o r i g i n a d o s  de  

v é r t i c e s  e x p o s t o s  d i s t i n t o s .  Os  d o i s  c a mi n h o s  a l t e r n a d o s  f o r ma m 

um c a mi n h o a u me n t a d o ,  e  o c a s a me n t o é  me l h o r a d o ( p a s s o s  1 e  2 ) .  

To d o s  os  v é r t i c e s  r o t u l a d o s  com " 0 "  r e c e b e m os  

s e g u i n t e s  n o v o s  p e s o s  ( p a s s o 5 ) .  

( 1 )  Yk'  + Yk + ( 6 -  d  + )  

Sã o t r o c a d o s  os  p e s o s  dos  v é r t i c e s  r o t u l a d o s  com 

" I " ( p a s s o 9 )  .  

( 2 )  Yk «•  Yk -  ( « -  d " )  

Os  c u s t o s  dos  r a mos  dos  c a mi n h o s  a l t e r n a d o s  s ã o 

r e d u z i d o s  a  z e r o .  I s s o é  f e i t o a t r a v é s  dos  p a s s o s  6 . - 7 .  e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 0  . - 1 1  .  .  

Ex e mp l o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( a ) CJ.jL)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t  M 
0 I  

j  é  r o t u l a d o " 0 "  Q Q 

4 é  r o t u l a d o " I "  

( 3 )
 c

" i 0 ^
 c

' í «  "
 E Y

k 

( J , l ) e ô ( Vk )  

= c ' j j L -  ( 6 -  d j )  •  ( 6 -  d " )  

.  0 d "  .  d j  •  c ' j J (  
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( í >)  Se  M 

j  ê  r o t u l a d o " I "  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X e  r o t u 1 a d o " e "  

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

© © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 4 ) C

V  C

' H
 + ( 5 - d ? "  C«-

 d

í> 
c ' o í  + d i -  d j  

e  

( c )  ( j . j j )  i  M 

j  e  r o t u l a d o " 0 "  

J?  n ã o e  r o t u l a d o 
( D © 

c "  c  1 .  -  ( ô -  d  + )  

•
 c

' n  + d J  -  5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> d j - í  d - < d j  •  c ' j J (  

> O 5 < ^ < 

Nos  p a s s o s  1 2 ->-  1 5 é  f e i t a  uma  n o v a  r o t u l a ç a o pa_ 

r a  os  v é r t i c e s  j  .  

Nos  p a s s o s  16 -> 18 é  f e i t a  uma  n o v a  a v a l i a ç ã o 

dos  d"  .  
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S u b r o t i n a  Al i me nt a ç ã o ( i  )  

1 .  En c o n t r e  o c a mi n h o a u me n t a d o P;  

2.  M * M + P;  

3.  FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  j )  DO 

Beg i n 

4 .  I F ( j  é  r o t u l a d o " e " )  THEN 

Be g i  n 

5.  Y( j )  -  Y ( j )  + ( í - d t ) ;  

6 .  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X de  j )  DO 

End 

8.  I F ( j  ê  r o t u l a d o " I " )  THEN 

Be g i  n 

9 .  Y ( j )  <-  Y ( j )  -  ( 5 - d " ) ;  

10 .  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JL de  j )  DO 

1 1 . .  c H * c H •  ( « - d ' ) ;  

End 

1 2 .  De s c a r t e  os  r ó t u l o s  de  j ;  

13 .  d .  * d".  • *•  »;  

1 4 .  I FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q ê e x p o s t o )  THEN 

Be g i  n 

1 5 .  Ro t u l e  j  comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " 0 : 0 " ;  

16 .  d t j  •  0 ;  

End 

End 

* 1 7 .  FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  j )  DO 

Beg i n 

18 .  d' .  «-  c . *+ n i t n { Cj k | K é  " o " } ;  

19 .  KA( j )  *•  % 

End 
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A s u b r o t i n azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA FLOR é  c ha ma da  q u a n d o ô= 5 2 e  os  c a  

mi n h o s  a l t e r n a d o s  que  a t i n g e m j _ e  KA( i  )  t e m o r i g e m no mes mo v e r  

t i c e  e x p o s t o .  

Os  p a s s o s  de  3 a  1 0 ,  f a z e m t r a n s f o r ma ç õ e s  nos  

v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  a  f l o r ,  s e me l h a n t e s  a s  ( 1 )  e  ( 2 )  f e i t a s  

na  s u b r o t i n a  ALI MENTAÇÃO.  

Os  c u s t o s  dos  r a mos  p e r t e n c e n t e s  â  f l o r  s ã o r e du_ 

z i d o s  a  z e r o ,  da  mes ma  f o r ma que  nos  p r o c e d i me n t o s  ( 3 )  e  ( 4 ) .  

Ex e mp l o :  

( a )  J eV,  
j  e  r o t u l a d o " e "  

0 c o mp r i me n t o dos  c a mi n h o s  a l t e r n a d o s  que  a t i n g e m J!  é  

d .  + c  .  .  
j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3JL 

0 c o mp r i me n t o do c a mi n h o a u me n t a d o e :  

< + c " k { -  s  + c " k i  

-  C " J I  + d J  
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( b )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SL i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 

j  p o s s u i  r o t u l o " I "  

An t e s  ; do E n c o l h j  

me n t o .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

De p o i s  do En c o l h i me n t o 

0 c o mp r i me n t o dos  c a mi n h o s  a l t e r n a d o s  que  a t i n g e m i  e  da  

do p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K + C " M • s  + c ' k j  

J 4 
d :  + dT + d + 5 * ( d T+ d t )  2 

Os  p a s s o s  de  11 a  1 5 ,  t r a t a m do e n c o l h i me n t o da  

f l o r ,  mo d i f i c a n d o o g r a f o ,  c o r r i g i n d o o c a s a me n t o ,  r o t u l a n d o e  

a t r i b u i n d o p e s o a o p s e u d o - v e r t i c e  K,  a l é m de  e s p e c i f i c a r  o com 

p r i me n t o do c a mi n h o a l t e r n a d o de  £ p a r a  o v é r t i c e  e x p o s t o .  

Os  p a s s o s  de  16 a  19 c o r r i g e m,  s e  n e c e s s á r i o > 

os  v a l o r e s  d~ p a r a  t o d o s  os  v é r t i c e s  i  v i z i n h o s  a o p s e u d o - v é r t i  

c e  K .  
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Qua ndo Ô=( Sg=Y. +d^ e  o v é r t i c e  i _ é  r o t u l a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " I " , 

o casam en t o ac i o n a a s u b r o t i n a EXPANSÃO DOS VÉRTI CES. 

Nos  p a s s o s  de  1 a  3 ,  da  mes ma  f o r ma que  no p r o c e  

d i me n t o ( 2 ) ,  s ã o f e i t a s  a s  t r a n s f o r ma ç õ e s  

Y" . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <-  V.  -  ( 6 - d T)  = 0 

onde  6 = Y1 ,  + d 7 

A e x p a n s ã o da  f l o r  e  f e i t a de  uma  f o r ma  c o n t r a  

r i a a o e n c o l h i me n t o da  mes ma .  

Ex e mp l o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— O — • O 
e  i  o 

0 I 0 

Qua ndo do e n c o l h i me n t o da  f l o r ,  pode  o c o r r e r  o 

a p a r e c i me n t o de  um c a mi n h o a u me n t a d o ,  e  p o r  e s s e  mo t i v o o cas a^ 

me n t o i n t e r n o â  f l o r  d e v e  s e r  c o r r i g i d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o—o O 

F l  o r  En c o l h i me n t o da  F l o r  
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S u b r o t i n a  F LOR( i )  

1 .  En c o n t r e  a  f l o r  = G Q ^ ] ]  ;  

2.  FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  J e Vk )  DO 

Be g i n 

3.  I F ( j  êzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " 0 " ) THEN 

Beg i  n 

4 .  Y( j )  -  Y( j )  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 6 - d ~ ) ;  

5.  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s  £ de  j )  DO 

End 

7.  I F ( j  é  r o t u l a d o " I " )  THEN 

Beg i  n 

8.  Y ( j )  -  Y ( j )  -  ( S - d ~ ) ;  

9 .  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  de  j )  DO 

10.  c , 0 * C.  + ( 6 -  d . )  

End 

End 

1 1 .  G + G x B̂  ;  " e n c o l h i me n t o da  f l o r "  

1 2 .  c o r r i g i r  o c a s a me n t o ;  

13 .  r o t u l e o p s e u d o - v ê r t i c e  K com " 0 " ; 

1 4 .  d * «•  6;  

15 .  Y( k )  *•  0 ;  

16.  FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s  i  de  K)  DO 

17 .  I F ( ( d * +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c H )  d " )  THEN 

Be g i  n 

18 .  d } -  d + + c k £ ;  

19 .  KA( J l )  <-  k 

End 
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Su r g e  um c a mi n h o a u me n t a d o ,  e  o c a s a me n t o é"  me l h o r a d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0=0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ D = 0 

Au me n t a ç a o 

Na  e x p a n s ã o da  FLOR ( p a s s o 4 )  e x i s t i r á  umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA vér t i _ 

ce  c a s a d o comum a  d o i s  r a mos  p e r t e n c e n t e s  a o c a s a me n t o .  Es s e  c a  

s a me n t o d e v e  s e r  c o r r i g i d o ( p a s s o 5 ) .  

0=0 

Ex p a n s ã o Ca s a me n t o C o r r i g i d o 

Os  p a s s o s  de  6 a  1 7 ,  mo d i f i c a m,  q u a n d o n e c e s s ã  

r i o ,  os  v a l o r e s  dos  d !  e  d .  ,  p a r a  t o d o s  os  j e V.  .  Mo d i f i c a m 
3 3 

t a mb é m os  v a l o r e s  dos  d j ,  p a r a  t o d o s  os  v é r t i c e s  4 v i z i n h o s  a  

um j  r o t u l a d o como " o " .  



S u b r o t i n a  Ex p a n s ã o dos  Vé r t i c e s  ( i  )  

FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s  j  de  i _ )  DO 

c 1 d -  c . .  •  ( 6 - d T ) ;  

Yi  *  0 ;  

Ex p a n d a  a  f l o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B.  em G;  

C o r r i g i r  os  r ó t u l o s  e  o c a s a me n t o i n t e r n o da  f l o r ;  

FOR ( t o d o s  os  v é r t i c e s  j e Vj )  DO 

Beg i  n 

I F ( j  ê  r o t u l a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA " 0 " ) THEN 

Be^ i  n 

d"J  •  «5;  

FOR ( t o d o s  os  v i z i n h o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i de  j _ )  0 0 

I F ( ( d t j  + c.x) < d " )  THEN 

Be g i n 

d"  <-  d t  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c H ;  

KA( x )  + J  

End 

End 

I F ( j  é  r o t u l a d o " I " )  THEN 

d7 * 6;  

I F ( j  n ã o e  r o t u l a d o )  THEN 

Beg i  n 

dT «•  d j  + c ^ j  + mi n { d  + + c k j l !  K é  r o t u l a d o 

KA( j )  <-  Í  

End 

End 
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6. 5 -  I mp1 eme  n t  a  ç  a  o e  Com p 1 e  x i  d a  d e  

Os  a l g o r i t mo s  de  De r i g s  T 7~J  f o r a m i mp l e me n t a ^ 

dos  p o r  Ka z a k i d i s ,  em l i n g u a g e m FORTRAN I V em s ua  t e s e  de  mes  

t r a d o .  Ma i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  a  i mp l e me n t a ç ã o d e s s e s  a l g o r i t mo s  

s ã o e n c o n t r a d o s  no t r a b a l h o f e i t o p o r  Co s t a  T ^ j -

A c o mp l e x i d a d e  d e s s e s  a l g o r i t mo s  é  a  mes ma  do a ^ 

~ — 3 
g o r i t mo de  Edmonds  ( v e r s ã o La wl e r  " 1 6 _ | ,  ou s e j a  0 ( n ) ,  e mb o r a  

a  i mp l e me n t a ç ã o de  Ka z a k i d i s  na  p r á t i c a  t e n h a  s e  mo s t r a d o ma i s  

e f i  c i  e n t e .  



CAPI TULO V I I  

ALGORI TMOS PARA A CONSTRUÇÃO DA ROTA FI NAL 

Como j á  f o i  c i t a d o no c a p i t u l o 3 ,  p o d e - s e  t r a ç a r  

uma  r o t a  de  E u l e r  em um g r a f o t o t a l me n t e  d i r e c i o n a d o e  c o n e c t a ,  

d o ,  b a s t a n d o que  e n t r  ( i  )  = s  a í d a  ( i  )  p a r a  t o d o i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ e V.  Com r e l a ç ã o a  

g r a f o s  c o n e c t a d o s  n ã o d i r e c i o n a d o s ,  a  ú n i c a  r e s t r i ç ã o ,  que  ga_ 

r a n t e  a  r o t a  de  E u l e r ,  é  a  de  que  t o d o v é r t i c e  i c V p o s s u a  g r a u 

p a r .  Em s e  t r a t a n d o de  g r a f o s  c o n e c t a d o s  mi s t o s ,  a mba s  a s  c o n d j _ 

ç õe s  s ã o n e c e s s á r i a s .  

Embor a  e s s a s  c o n d i ç õ e s  s e j a m n e c e s s á r i a s  e  s u f i  

c i e n t e s  p a r a  g a r a n t i r  a  e x i s t ê n c i a  da  r o t a  de  E u l e r ,  e l a s  n ã o 

s ã o s u f i c i e n t e s  p a r a  p e r mi t i r  que  t r a c e mo s  a  r o t a  l i v r e me n t e  ,  

s em c o r r e r  o r i s c o de  d e s c o n e c t a r  o g r a f o .  Es s e  f a t o pode  s e r  

c o n s t a t a d o no e x e mp l o a  s e g u i r :  
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G = 

-  Es s e  g r a f o é  t o t a l me n t e  d i r e c i o n a d o ,  c o n e c t a d o ,  e n t r ( i )  

e  i g u a l  a  s a T d a ( i )  p a r a  t o d o v é r t i c e  i _ ,  e  p o r t a n t o es_ 

t á  g a r a n t i d a  a  e x i s t ê n c i a  de  uma  r o t a  de  E u l e r .  Mas  de_ 

p e n d e n d o do v é r t i c e  i n i c i a l  e  do t r a ç a d o da  r o t a ,  pode  

o c o r r e r  a  d e s c o n e x ã o do g r a f o .  I n i c i a n d o p o r  1 ,  p o d e - s e  

t r a ç a r  a  s e g u i n t e  r o t a :  

2 + 2 _ - > 4 - > 6 _ - * 5 _ - * 4 - » 3 _ - > J _ 

que  r e s o l v e  o p r o b l e ma .  Mas  e s s a  r o t a  f o i  f e i t a de  uma  

ma n e i r a  c o n v e n i e n t e ,  p o i s  c a s o c o n t r á r i o p o d e r i a  t e r  

h a v i d o p r o b l e ma s ,  como o s e g u i n t e :  

l _ - > 2 + 4 + 3_ + ] _ 

que  ê  um c i r c u i t o s em c o n t i n u i d a d e ,  e  como t o d o s  os  a r  

c os  de ve m s e r  a t r a v e s s a d o s  uma  ú n i c a  v e z ,  nã o s e  t r a t a  

p o r t a n t o da  r o t a  d e s e j a d a .  Se  f o r  c o n s i d e r a d o o g r a f o 

nã o d i r e c i o n a d o a s s o c i a d o a o g r a f o a c i ma ,  c o n s t a t a - s e  

que  o p r o b l e ma  s u r g i d o a n t e r i o r me n t e  pode  o c o r r e r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t am 

bê m n e s s e  t i p o de  g r a f o .  E da  mes ma  f o r ma  p o d e - s e  e s t e _n 

d e r  p a r a  g r a f o s  mi s t o s .  

Vi s a n d o s o l u c i o n a r  e s s e  p r o b l e ma ,  Edmonds  e  J o h n 

s on a p r e s e n t a r a m uma  i d é i a  b a s e a d a  na  c o n s t r u ç ã o de  uma  á r v o r e  

" SPANNI NG" .  
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Como f o i  v i s t o no c a p i t u l o da s  d e f i n i ç õ e s ,  uma  

a r v o r e  ê  um g r a f o c o n e c t a d o ,  onde  s a í d a ( r a i z ) =0 e  s a í d a ( i ) =l  pa  

r a  t o d o i V r a i z .  Uma  á r v o r e  ê  c ha ma da  " SPANNI NG"  q u a n d o t o d o s  os  

v é r t i c e s  de  G a p a r e c e m em T e x a t a me n t e  uma  v e z .  0 e x e mp l o a b a i  

xo mo s t r a ,  em r e l a ç ã o a o g r a f o G,  uma  á r v o r e  " SPANNI NG" .  

A i d é i a  de  Edmonds  e  J o h n s o n [ J " Q p a r a  a  cons _ 

t r u ç ã o da  r o t a ,  g e n e r a l i z a d a  p a r a  g r a f o s  mi s t o s ,  c o n s i s t e  em,  

p a r t i n d o do v é r t i c e  r  e s c o l h i d o c omo r a i z ,  t o d a  v e z  que  umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA vér_  

t i c e n é  a t i n g i d o ,  d e v e - s e  s a i r  d e s s e  v é r t i c e  a t r a v é s  de  q u a l  

q u e r  r a mo a i n d a  n ã o u t i l i z a d o ;  c a s o n ã o e x i s t a  ma i s  ne nhum,  es^ 

c o l h e - s e  q u a l q u e r  a r c o que  n ã o p e r t e n ç a  ã  á r v o r e ,  e  p o r  f i m s e  

s Õ e x i s t i r  o a r c o da  á r v o r e ,  e s t e  d e v e  s e r  u t i l i z a d o .  

0 mo t i v o p r i n c i p a l  p a r a  a  u t i l i z a ç ã o da  a r v o r e  

" SPANNI NG"  é  q u e ,  s e  f o r  s e g u i d a  a  i d é i a  de  Edmonds  e  J o h n s o n 

P i  "Q ,  e l a  g a r a n t e  a  c o n e x i d a d e  do g r a f o d u r a n t e  t o d o o t r a ç a d o 

da  r o t a .  

Ex e mp l o :  Ut i l i z a n d o o g r a f o G e  a  á r v o r e  T d a d o s  

no ú l t i mo e x e mp l o .  



7 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 + 2  + 4 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - > 2  -> 4  

E p o r  f i m a  r o t a  de  E u l e r  

1 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 4  + 6  + 5  + 4 + 3 1 

Pode - s e  n o t a r  que  o g r a f o s e  ma n t é m c o n e c t a d o du 

r a n t e  t o d a  a  c o n s t r u ç ã o da  r o t a .  

Es s a  i d é i a  s e r á  u t i l i z a d a ,  com a l g u ma s  mo d i f i c a  

ç õ e s ,  na  p r o d u ç ã o do a l g o r i t mo da  ROTAFI NAL.  As  mo d i f i c a ç õ e s  s e  

de ve m p r i n c i p a l me n t e  ã  a p l i c a ç ã o p r a t i c a  do a l g o r i t mo .  Como o 
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s i s t e ma  f i n a l  s e r á  u t i l i z a d o p a r a  a  d i s t r i b u i ç ã o de  b e n s  e  s e £ 

v i ç o s ,  e  ma i s  e s p e c i f i c a me n t e  na  c o l e t a  de  l i x o ,  s u r g e m a l g u ma s  

r e s t r i ç õ e s  de  t r â n s i t o e  ma n o b r a ,  que  de ve m s e r  l e v a d a s  em con_ 

t a .  Es s a s  r e s t r i ç õ e s  e  s u a s  s o l u ç õ e s  s e r ã o a p r e s e n t a d a s  com n a  

i o r e s  d e t a l h e s  ma i s  a d i a n t e .  

Se r ã o a p r e s e n t a d o s  a g o r a  os  a l g o r i t mo s  r e l a t i v o s  

ã  mon t a ge m da  á r v o r e  " SPANNI NG"  e  da  ROTAFI NAL.  

7 . 1 -  Ar v o r e  " SPANNI NG"  

Po r  t r a b a l h a r  com g r a f o s  mi s t o s ,  e  d e v i d o a  p r o 

p o s t a  de  Edmonds  e  J o h n s o n d e ,  s e  p o s s í v e l ,  u t i l i z a r  s e mp r e  os  

r a mos  a n t e s  dos  a r c o s ,  o a l g o r i t mo que  mo n t a  a  á r v o r e  

" SPANNI NG"  p o s s u i  a  s e g u i n t e  f i l o s o f i a :  

-  A á r v o r e  é  d e s e n v o l v i d a  a t r a v é s  dos  a r c o s  o má x i mo pos_ 

s Tv e l  ,  at é* um p o n t o onde  ê  e n c o n t r a d o um v é r t i c e  que  

n ã o p o s s u a  ma i s  ne nhum a r c o nã o u t i l i z a d o .  I s s o é  f e i t o 

no a l g o r i t mo p e l a  s u b r o t i n a  ESTENDE.  Ne s s e  p o n t o c o n t i _ 

n u a - s e  o d e s e n v o l v i me n t o da  á r v o r e  a t r a v é s  dos  r a mos  ,  

a t é  que  um n o v o v é r t i c e  c o n t e n d o um a r c o nã o u t i l i z a d o 

s e j a  e n c o n t r a d o ,  e  e n t ã o v o l t a - s e  a  e s t e n d e r  n o v a me n t e  

a t r a v é s  dos  a r c o s .  Es s e  p r o c e s s o é  r e p e t i d o a t é  que  a  

á r v o r e  c o n t e n h a  t o d o s  os  v é r t i c e s .  

Os  a l g o r i t mo s  que  mont a m a  á r v o r e s  " SPANNI NG"  

u t i l i z a m os  s e g u i n t e  c o n j u n t o s :  

T :  c o n j u n t o que  c o n t e r á  os  a r c o s  e  r a mos  da  á r v o r e ;  

R :  c o n j u n t o c o n t e n d o o v é r t i c e  i n i c i a l  i  ,  e  os  v é r t i c e s  

p e r t e n c e n t e s  ã  á r v o r e ,  nos  q u a i s  i n c i d e m r a mo s .  

E ( i ) :  c o n j u n t o dos  r a mo s  i n c i d e n t e s  com o v é r t i c e  i _ ;  

A ( i ) :  c o n j u n t o dos  a r c o s  i n c i d e n t e s  no v é r t i c e  i .  
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S u b r o t i n a  Es  t e n d e  (  k,  T , R)  

1 .  FI LA * í kl  ;  

2.  WH I LE ( F I LAj / 0 )  DO 

Beg i  n 

3 .  1 •*•  P r i me i r o ( F I L A) ;  

4 .  E l i mi n e i  da  F I LA;  

5.  WHI L E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( A( i ) ^ 0 )  DO 

Be g i  n 

6.  Es c o l h a  um a r c o ( h , i ) e A ( i ) ;  

7.  E l i mi n e  ( h , i  )  de  A ( i ) ;  

8.  I F ( h n ã o é  i n c i d e n t e  com ne nhum a r c o de  T)  THEN DO 

Be g i n 

9 .  T <-  T U { ( h ' , i  ) } ;  

10 .  Ad i c i o n e h na  F I LA;  

11 .  I F ( E( h) ? í 0)  THEN DO R * R U i h )  

End 

End 

End 
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Ar v o r e  " S p a n n i n g "  

1 .  FOR i  <-  1 UNTI L n DO 

Beg i  n 

2.  E ( i )  •*•  c o n j u n t o dos  r a mo s  i n c i d e n t e s  com o v é r t i c e  i ;  

3.  A ( i )  c o n j u n t o dos  a r c o s  i n c i d e n t e s  no v é r t i c e  i ;  

End 

4 .  T * 0 ;  

5.  R + { i 0 > ;  

6.  ESTENDE( i  Q ,  T ,  R )  ;  

7.  WHI LE ( e x i s t i r  um r e R,  com E ( r ) ^ 0 )  DO 

Be g i n 

8.  R «•  R i r } ;  

9 .  j  * r  ;  

10 .  WHI LE ( e x i s t i r  Mr ,  com j , k e  E ( j ) )  DO 

Beg i  n 

1 1 .  E l i mi n e  í j , k > de  E ( j )  e  E ( k ) ;  

12 .  I F ( k nã o é  i n c i d e n t e  com a l g u m a r c o em T)  THEN DO 

Be g i n 

1 3 .  T «•  T U í k , j } ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T4 ,  I F ( E ( k ) / 0 )  THEN DO R •  R U í k ) ;  

15 .  ESTENDE( k, T, R)  

End 

End 

End 
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7. 2 -  Al g o r i  t mo da  Ro t a  

No a l g o r i t mo da  r o t a ,  os  v e t o r e s  que  c o n t e m a  ã r  

v o r e ,  os  r a mo s  e  os  a r c o s ,  s ã o u t i l i z a d o s  s o me n t e  na  mon t a ge m 

da s  l i s t a s  a s s o c i a d a s  a  c a d a  v é r t i c e .  A n o t a ç ã o u t i l i z a d a  s e r á  

a  s e g u i  n t e  :  

-  ARBOR( i )  :  a r c o ou r a mo da  a r v o r e  a s s o c i a d o a o v é r t i c e  

i _ ;  

-  RAMOS( i )  :  r a mo s  i n c i d e n t e s  com o v é r t i c e  i ,  e x c e t u a n d o 

o r a mo p e r t e n c e n t e  ã  a r v o r e ,  s e  f o r  o c a s o ;  

-  ARCOS( i )  :  a r c o s  s a i n d o do v é r t i c e  i _ ,  com e x c e ç ã o d a q u e  

l e  p e r t e n c e n t e  a  a r v o r e ,  s e  e x i s t i r .  

Ut i l i z a n d o e s s a s  n o t a ç õ e s ,  a  f i l o s o f i a  do a l g o 

r i t mo ROTAFI NAL pode  s e r  e s c r i t a  como s e n d o :  p a r t i n d o de  um vér _ 

t i c e . i n i c i a l  que  f o i  e s c o l h i d o como r a i z  da  á r v o r e  " SPANNI NG" ,  

t o d a  v e z  que  um v é r t i c e  i _ é  a t i n g i d o ,  a  s e g u i n t e  p r i o r i d a d e de_ 

ve  s e r  r e s p e i t a d a  p a r a  s e  s a i r  de  i _ .  

-  ( i )  s a i r  p o r  a l g u m r a mo RAMOS( i ) ,  que  a i n d a  n ã o f o i  

u t i 1 i  z a d o ;  

- ( i i )  s a i r  p o r  a l g u m a r c o ARCOS( i ) ,  a i n d a  nã o u t i l i z a _ 

d o ;  

-  C/ Mi )  s a i r  p e l o ARBOR( i )  .  

Se ndo u t i l i z a d a uma  boa  e s t r u t u r a ,  como l i s t a s  

mu i t i e n c a d e a d a s ,  ê  mu i t o s i mp l e s  c o n t r o l a r  a  s e q u ê n c i a  d e s e j a d a  

p a r a  os  r a mos  e  a r c o s ,  com r e l a ç ã o ã  r o t a .  Ba s t a  p r e p a r a r ,  p a r a  

c a d a  v é r t i c e  i ,  uma  L I S T A( i )  que  f a ç a  um e n c a d e a me n t o c o mp a t í  

v e l  com as  p r i o r i d a d e s  c i t a d a s  p a r a  s e  mo n t a r  a  r o t a .  Es s a s  l i £ 
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t a s  t e r ã o p o r t a n t o os  r a mo s ,  s e  e x i s t i r e m,  c omo p r i me i r o s  e l e  

me n t o s ,  d e p o i s  os  a r c o s  e  p o r  f i m o a r c o ,  ou r a mo ,  da  á r v o r e .  

Se r á  u t i l i z a d o um v e t o r ,  c ha ma do ROTA,  p a r a  ar ma_ 

z e n a r  os  a r c o s  e  r a mos  p e r t e n c e n t e s  ã  r o t a .  

S u b r o t i n a  Mon t a l i s t a  ( i )  

Pa r a  c a d a  v é r t i c e  mo n t a - s e  uma  LI S TA( i  )  ,  s e  

g u i n d o a s  p r i o r i d a d e s  j á  c i t a d a s .  A e s t r u t u r a  l i s t a  e n c a d e a d a  é  

e s o l h i d a p o r  s e r  mu i t o c o n v e n i e n t e  ao o b j e t i v o em q u e s t ã o .  

1 .  WHI LE ( e x i s t i r e m j e RAMOS ( i ) )  DO 

Be g i  n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 .  L I S T A( i )  «•  j ;  

3 .  RAMOS( i  )  +•  RAM0S( i  ) \ { j } ;  

End 

4 .  WHI LE ( e x i s t i r e m k e ARCOS( i ) )  DO 

Be g i n 

5.  L I S T A( i )  ^  k ;  

6 .  ARC0 S( i )  +-  ARC0 S( i  )  \ { k } ;  

End 

7.  I F ( i  ?í  v é r t i c e  i n i c i a l )  THEN DO L I S T A( i )  + ARBOR( i )  
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Al g o r i t mo ROTAFI NAL 

1 .  F 0 R( t o d o s  os  v é r t i c e s  i _ )  DO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 .  MONTALI STA( i )  ;  

3.  i  v é r t i c e  i n i c i a l ;  

4 .  WHI LE ( LI S TAf  i ) / 0 )  DO 

Be g i n 

5.  ROTA +-  El e me n t o ( i , j )  que  e n c a b e ç a  a  L I S T A( i ) ;  

6 .  E l i mi n a  ( i  ,  j  )  da  L I S T A( i )  ;  

7.  I F ( ( i , j )  f o r  r a mo )  THEN DO E l i mi n a  ( j , i )  da  L I S T A( j ) ;  

8.  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + j  

End 

9.  I mp r i me a  ROTA 

7. 3 -  0 Pr o b l e ma do Re t o r n o em U 

P a r t i c u l a r i z a n d o o Pr o b l e ma do C a r t e i r o Ch i n ê s  

p a r a  o c a s o onde  s ã o t u i l i z a d o s  v e í c u l o s ,  c omo na  c o l e t a  de  "H 

x o ,  e n t r e g a de  gá s  e  o u t r o s ,  s e r ã  e n c o n t r a d a  uma  r e s t r i ç ã o r e l a ^ 

c i o n a d a com o p r o b l e ma de  ma n o b r a  do v e i c u l o .  Es s e  p r o b l e ma o 

c o r r e  q u a n d o ,  num d e t e r mi n a d o p o n t o ,  o t r e c h o que  o v e í c u l o de  

ve  p e r c o r r e r  é  i g u a l  a o t r e c h o a n t e r i o r  p e r c o r r i d o ,  s o me n t e  que  

em s e n t i d o c o n t r á r i o .  Po r  e x e mp l o :  
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A e s t r u t u r a  e s c o l h i d a  p a r a  t r a ç a r  a  r o t a ,  i r á  

c o n t r i b u i r  na  s o l u ç ã o d e s s e  t i p o de  p r o b l e ma ,  que  s e r á  c ha ma do 

de  r e t o r n o em U.  Ap e s a r  de  nã o h a v e r  e s g o t a d o o a s s u n t o ,  n ã o 

f o i  e n c o n t r a d a  uma  s o l u ç ã o e f i c i e n t e  p a r a  o p r o b l e ma ,  o p t a n d o 

- s e  e n t ã o p o r  uma  s o l u ç ã o h e u r í s t i c a ,  que  pode  nã o o t i mi z a r ,  

mas  com c e r t e z a  d i mi n u i r ã  o a p a r e c i me n t o de  U na  r o t a .  

A i d é i a  é  t o d a  b a s e a d a  na  e s t r u t u r a  da s  l i s t a s  .  

Como f o i  v i s t o ,  c a d a  v é r t i c e  p o s s u i  uma  l i s t a  onde  s ã o a r ma z e na ^ 

d o s ,  p r i me i r o os  r a mo s ,  d e p o i s  os  a r c o s  e  p o r  f i m os  a r c o s  e  r a  

mos  da  a r v o r e ,  " l em- s e  e n t ã o p a r a  os  v é r t i c e s  i  e  j  o s e g u i n t e :  

L I S T A( i )  

RAMOS( i )  

ARC0 S( i )  

ARBÜR( i  )  

L I S T A( j )  

RAM0S(  j  )  

ARCOS( j )  

ARB0 R( j )  

Te m- s e ,  p a r a  c a d a  U que  s u r g i r ,  dua s  o p o r t u n i d a _ 

de s  de  e v i t ã - l o .  A i d é i a  em s í n t e s e  é  a  s e g u i n t e :  

-  Ao s e  a t i n g i r  o v é r t i c e  i _ ,  ê  f e i t a  uma  a n a l i s e  do e l e _ 

me n t o que  e n c a b e ç a  a  L I S T A( i ) .  Es s e  e l e me n t o f o r n e c e  

q u a l  é  a  l i s t a  p a r a  onde  d e v e - s e  c a mi n h a r  em s e g u i d a  ,  

p o d e n d o - s e  v e r i f i c a r  p o r t a n t o s e  v a i  o c o r r e r  um U ou 

n ã o ,  a t r a v é s  da  a n a l i s e  do p r i me i r o e l e me n t o da  LI STA 

( j ) .  Ca s o e s s e  e l e me n t o s e j a  ( j , i ) ,  b a s t a  f a z e r  uma  pes_ 

q u i s a  n e s s a  l i s t a  e  t e n t a r  t r o c a r  d o i s  e l e me n t o s  de  po 

s i ç ã o ,  o p r i me i r o com a l g u m o u t r o c o n v e n i e n t e .  I s s o n ã o 

é  d i f í c i l  de  s e r  f e i t o ,  v i s t o que  a  e s t r u t u r a  de  l i s t a ,  

i mp l e me n t a d a  com a p o n t a d o r e s ,  f a c i l i t a  a  l o c a l i z a ç ã o de  
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A p r o p o s t a  que  e  f e i t a  p a r a  a  r e s o l u ç ã o d e s s e  

p r o b l e ma ,  e  a  a d i ç ã o de  um a r c o ( f , i )  e n t r e  o v é r t i c e  i n i c i a l  e  

f i n a l ,  com c u s t o c ( f , i )  = M ( v a l o r  mu i t o a l t o ) .  

A i d é i a  de  i n t r o d u z i r  o a r c o ( f , i )  com um c u s t o 

bem e l e v a d o ,  s e  d e v e  a o f a t o de  q u e ,  no t r a ç a d o da  r o t a ,  e l e  

s e r á  a t r a v e s s a d o uma  ú n i c a  v e z ,  p e r mi t i n d o s u a  e l i mi n a ç ã o e  con_ 

s e q u e n t e  f o r ma ç ã o de  um c a mi n h o ,  e n t r e  o v é r t i c e  i n i c i a l  e  f i _ 

n a l  ,  que  p e r c o r r a  t o d o s  os  a r c o s  e  r a mo s  do g r a f o uma  ú n i c a  v e z .  

-  Ex e mp l o :  Co n s i d e r e  o g r a f o a b a i x o como s e n d o a  s a í d a  

do MI XED A.  

Co n s i d e r e  que  a  r o t a  f o r n e c i d a  a o f i n a l  s e j a :  

i  + 4 

4 + 3 

3 + 2 

2 + 3 

3 + 4 

4 + f  

f  + 3 

3 + i  

1 + 2 

2 + f  

f  + i  
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s e u s  e l e me n t o s .  Ca s o n ã o s e j a  p o s s í v e l  t r o c a r  o e l e me n_ 

t o ( j , i )  p o r  o u t r o ,  uma  o u t r a  t e n t a t i v a  s e r á  f e i t a ,  ago_ 

r a em r e l a ç ã o a  L I S T A( i ) .  E f e i t a uma  p e s q u i s a  n e s s a  

l i s t a ,  na  t e n t a t i v a de  e n c o n t r a r  um c o mp o n e n t e  ( i , k ) ,  

t a mb é m c o n v e n i e n t e ,  c u j a  LI S TA( k )  p o s s u a  um p r i me i r o e  

l e me n t o d i f e r e n t e  de  ( k , i ) ,  ou p o s s i b i l i t e a  s ua  t r o c a .  

Ve r i f i c a - s e  p o r t a n t o ,  que  as  p o s s i b i l i d a d e s  p a r a  

s e  e v i t a r  a  o c o r r ê n c i a  de  U numa  r o t a  s ã o g r a n d e s ,  a p e n a s  ê  ne_ 

c e s s a r i o f a z e r  uma  o b s e r v a ç ã o com r e l a ç ã o ã  c o n v e n i ê n c i a  da  es_ 

c o l h a dos  e l e me n t o s  p a r a  s e  f a z e r  as  t r o c a s .  

-  E mu i t o i mp o r t a n t e  que  a  f i l o s o f i a  b ã s i c a  do a l g o r i t mo 

ROTAFI NAL n ã o s e j a  e s q u e c i d a ,  e  p o r i s s o na  e s c o l h a  de  

um e l e me n t o p a r a  s e  f a z e r  a  t r o c a com o p r i me i r o da zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ms  

t a ,  é  p r e c i s o l e v a r  em c o n s i d e r a ç ã o que  e s s e s  e l e me n t o s  

p e r t e n ç a m a  um mes mo c o n j u n t o de  e n t r a d a ,  RAMOS ou AR 

COS,  e  p o r  h i p ó t e s e  a l g u ma  d e v e - s e  u t i l i z a r ,  p a r a  t r o 

c a ,  o e l e me n t o p e r t e n c e n t e  ã  ARBOR.  

Se ndo de  i n t e r e s s e  e v i t a r  o r e t o r n o em U,  b a s t a  

a d i c i o n a r  um n o v o p a s s o ,  no a l g o r i t mo ROTAFI NAL,  com as  r e c o me r i  

d a ç õ e s  f e i t a s  a c i ma ,  e n t r e  os  p a s s o s  4 e  5 .  

7 . 4 -  "ROTA"  com Vé r t i c e  I n i c i a l  Di f e r e n t e  do F i n a l  

Mu i t a s  v e z e s ,  ao i n v é s  de  uma  r o t a  com v é r t i c e  i  

n i c i a l  i g u a l  ao f i n a l ,  d e s e j a - s e  e n c o n t r a r  uma  " r o t a "  onde  os  

v é r t i c e s  i n i c i a l  e  f i n a l  s ã o d i s t i n t o s .  I s s o o c o r r e  p r i n c i p a j  

me n t e  q u a n d o ,  u t i l i z a n d o v e í c u l o s ,  a  g a r a g e m ou d e p ó s i t o f i c a  

l o n g e do p o n t o de  o r i g e m.  



8 7 

-  O a r c o ( f , i )  pode  o c o r r e r  em q u a l q u e r  p o s i ç ã o da  r o t a  ,  

que  nã o i n t e r f e r i r a  na  s o l u ç ã o do p r o b l e ma ,  d e s d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q u e  

s e j a  p e r c o r r i d o uma  ú n i c a  v e z .  I s s o s e mp r e  o c o r r e r a  ,  

p o i s  g r a ç a s  a  s e u e l e v a d o c u s t o ,  os  a l g o r i t mo s  i n t e r me _ 

d i á r i o s ,  p o r  t r a b a l h a r e m mi n i mi z a n d o c u s t o s ,  n ã o d u p l i  

c a r ã o e s s e  a r c o .  

-  No e x e mp l o a p r e s e n t a d o ,  b a s t a  p o r t a n t o e l i mi n a r  o a r c o 

f  j ,  d e p o i s  de  g e r a d a  a  r o t a ,  e  t e m- s e  um c a mi n h o e n 

t r e  i _ e  f  que  p a s s a  p o r  t o d o s  os  a r c o s  e  r a mos  uma  s ó 

v e z .  

7 . 5  -  A Re s t r i ç ã o de  P r o i b i d o Co n t o r n a r  

mo ROTAFI NAL,  ê  a  r e s t r i ç ã o de  t r â n s i t o de  c o n t o r n o p r o i b i d o ,  

que  s u r g e  com p e q u e n a  f r e q u ê n c i a  na  p r á t i c a ,  mas  d e v e  e  f o i  l e  

v a d a  em c o n t a  n e s s e  t r a b a l h o .  At r a v é s  de  um e x e mp l o s e r á  ma i s  

f á c i l  e x p l i c a r  t a l  r e s t r i ç ã o e  a p r e s e n t a r  uma  s o l u ç ã o .  

-  Ex e mp l o :  

-  Es s e  c r u z a me n t o com c i n c o v é r t i c e s  mo s t r a  que  a p e s a r  

d e ,  na  p r á t i c a ,  s e r  p o s s í v e l  p a r a  que  vem do v é r t i c e  15 

i r  p a r a  o v é r t i c e  1_,  v i s t o que  o t r e c h o 5 •> 2_ p e r mi t e  

i s s o e  o t r e c h o 2 — 1  ê  de  mã o d u p l a ,  na  r e a l i d a d e ,  de  

Uma o b s e r v a ç ã o i mp o r t a n t e  r e l a c i o n a d a  a o a l g o r i t  

v i d o a o s i n a l  de  p r o i b i d o c o n t o r n a r  a  e s q u e r d a ,  i s s o 
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n ã o ê  p e r mi t i d o .  Es s e  p r o b l e ma s e  t o r n a  mu i t o s é r i o em 

r e l a ç ã o a o g r a f o d a d o ,  p o i s  o a l g o r i t mo q u a n d o a t i n g i r  

o v é r t i c e  2_ d e v e  t o ma r  c o n h e c i me n t o d e s s a  p r o i b i ç ã o e  

r e s p e i  t a - 1 a .  

A i d é i a  p a r a  s o l u c i o n a r  e s s e  p r o b l e ma  s e g u e  a  

mes ma  l i n h a de  r e s o l u ç ã o do r e t o r n o em U.  E p e l o s  me s mos  mot J _ 

v o s  a p r e s e n t a d o s  p a r a  o r e t o r n o em U,  a q u i  t a mb é m s e r á  f o r n e c i _ 

da  uma  s o l u ç ã o h e u r í s t i c a ,  a s s o c i a d a  ã s  e s t r u t u r a s  u t i l i z a d a s  

na  r o t a .  

Pa r a  uma  me l h o r  c o mp r e e n s ã o ,  o e s que ma de  r e s o l u _ 

ç ã o s e r á  a p r e s e n t a d o em p a r a l e l o ao e x e mp l o a c i ma .  Tudo que  f o r  

e s c r i t o e n t r e  p a r ê n t e s e s  e s t a r á  a s s o c i a d o a o e x e mp l o .  0 e s que ma  

ê  o s e g u i n t e :  

-  Em p r i me i r o l u g a r  de ve m s e r  a r ma z e n a d o s  t o d o s  os  vê r t j _ 

c e s  c r í t i c o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2) e  r e s p e c t i v o s  a r c o s  ou r a mos  que  pode m 

c a u s a r  p r o b l e ma s .  Es s e s  a r c o s  e  r a mo s  s e r ã o d e n o mi n a d o s  

e n t r a d a s  ( ( 5 , 2 ) )  e  s a í d a s  ( { 2 , 1 } )  c r í t i c a s .  

Toda  v e z  que  um v é r t i c e  c r í t i c o ( 2_)  é  a t i n g i d o p e l a  r o_ 

t a ,  e x a mi n a - s e  o a r c o ou r a mo que  o a t i n g i u ,  v e r i f i c a r ^ 

do t r a t a r - s e  de  uma  e n t r a d a  c r í t i c a  ( ( 5 , 2 ) )  ou n ã o .  Ca_ 

s o n ã o s e j a ,  a  r o t a  c o n t i n u a  n o r ma l me n t e .  Em c a s o p o s j _ 

t i v o ,  p r o c e d e - s e  da  s e g u i n t e  f o r ma :  a  e s t r u t u r a  l i s t a ,  

a s s o c i a d a  ao v é r t i c e  c r í t i c o ( L I S T A( 2 ) ) ,  ê  a n a l i s a d a  e  

s e o s e u p r i me i r o e l e me n t o f o r  uma  s a í d a  c r í t i c a  

( { 2 , 1 } ) ,  uma  t e n t a t i v a  de  t r o c a da s  p o s i ç õ e s  dos  e l e me n 

t o s  ê  f e i t a ,  da  mes ma  f o r ma que  no r e t o r n o em t ! ,  s e mp r e  

r e s p e i t a n d o as  p r i o r i d a d e s  e x i g i d a s  p e l a  r o t a .  Se ndo 

p o s s í v e l  a  t r o c a ,  o p r o b l e ma  e s t a  r e s o l v i d o .  Ca s o c on 

t r ã r i o ê  a c i o n a d a  uma  s u b r o t i n a que  a n a l i s a  as  p o s s í  
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v e i s  o u t r a s  s a í d a s  ( í 2 , 3 } ,  ( 3 , 4 ) )  do v é r t i c e  c r í t i c o .  

0 p o n t o p r i n c i p a l  d e s s e  r a c i o c í n i o ?  f o r ç a r  a  s a í d a  p o r  

uma  da s  e s c o l h i d a s  c omo p o s s í v e i s  ( { 2 , 3 } ) ,  nã o i mp o r t a n 

do q u a l ,  p o i s  t o d a s  s e r ã o e x a mi n a d a s ,  e  a p l i c a r  um mét o_ 

do que  e n c o n t r e  o me n o r  c a mi n h o e n t r e  o v é r t i c e  a t i n g i _ 

do ("3_)  e  o c r í t i c o ( 2 ) ,  com a  s e g u i n t e  r e s t r i ç ã o :  

-  Se  a  s a í d a  e s c o l h i d a  f o r  um a r c o ,  n ã o h a v e r á  p r o 

b l e ma s .  Ca s o s e j a  um r a mo ,  d e v e - s e  f o r ç a r  o me t o 

do que  e n c o n t r a  o me n o r  c a mi n h o ,  a  n ã o u t i l i z a r  

e s s e  r a mo ( { 2 , 3 } )  na  p r i me i r a  i t e r a ç ã o ,  v i s a n d o e  

v i t a r  o r e t o r n o em U.  Se r á  f o r n e c i d a  uma  p r o p o s t a  

p a r a  mo d i f i c a r  o a l g o r i t mo de  D i j k s t r a ,  a da p t a n_ 

d o - o a  e s s a  s i t u a ç ã o .  

F e i t o i s s o ,  c a l c u l a - s e  o me n o r  c a mi n h o d e s e j a d o ( 3_+2_)  ,  

no g r a f o G'  = GMa r c o s  e  r a mos  c r í t i c o s } .  

Es s e  p r o c e d i me n t o é  r e p e t i d o p a r a  t o d a s  as  p o s s í v e i s  

s a í d a s  nã o c r í t i c a s  ( ( 2 , 4 ) ) ,  e n c o n t r a n d o - s e  os  n o v o s  c a  

mi n h o s  ( 4.  1 )  •  

Os  c a mi n h o s ,  ma i s  s u a s  r e s p e c t i v a s  s a í d a s  f o r ç a d a s ,  s ã o 

a n a l i s a d o s  e  e s c o l h i d o o de  me n o r  c u s t o ,  que  s e r á  a c r e s ^ 

e i d o na  r o t a .  
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Obs  .  :  Mo d i f i c a ç ã o no Al g o r i t mo de  D i j k s t r a  

Pa r a  s e  a d a p t a r  o a l g o r i t mo ,  d e s c r i t o no c a p í t u 

l o 4 ,  p a r a  a  s o l u ç ã o a c i ma ,  b a s t a  e l mi mi n a r  o v é r t i c e  c r í t i c ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k  

do c o n j u n t o S no p a s s o 1 . ,  f a z e r  uma  i t e r a ç ã o c o mp l e t a  a n t e s  do 

c oma ndo WHI LE,  i n s e r i r  n o v a me n t e  k_ em S e  p r o s s e g u i r  com o mét o-

d o .  

1 .  SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <- { 1 , .  .  .  ,  n } ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 .  S * S { k } ;  

3 .  LO)  «•  o ;  

4.  FOR 1 * 2  UNTI L n DO L ( i  )  *•  » j  

5.  En c o n t r e  i e S com L ( i )  = m i  n { L ( j  )  |  j  e  S} ;  

6 .  I F L ( i )  = THEN S t o p ;  

7 .  S «-  S { i  }  ;  

8.  FOR ( t o d o s  os  s u c e s s o r e s  j  de  i )  DO L ( j ) ^ m i n { L ( j ) ,  

'  L ( i )  + C i j . }  

9.  S <-  S { k } ;  

10 .  WHI LE 

B e  g  i  n 

End 



CAPI TULO V I I I  

CONCLUSÃO 

Ne s s e  t r a b a l h o ne nhum p o n t o f o i  d e i x a d o em a be r ^ 

t o com r e l a ç ã o ao o b j e t i v o i n i c i a l .  Toda s  as  q u e s t õ e s  1 e v a n t a d a s  

p o r  Sa n t o s  Q2 0 ^ ]  ,  ou s e j a m,  a  g e r a ç ã o da  r o t a  e  o p r o b l e ma de  

c o n t o r n o p r o i b i d o f o r a m s o l u c i o n a d a s .  Ou t r o s  p o n t o s ,  como o r e_ 

t o r n o em U e  a  " r o t a "  com v é r t i c e  i n i c i a l  e  f i n a l  d i f e r e n t e s ,  

f o r a m a n a l i s a d o s  v i s a n d o um ma i o r  a u x í l i o a o u s u á r i o na  d i s t r i _ 

b u i ç ã o de  be ns  e  s e r v i ç o s .  Es s e s  p r o b l e ma s  t a mb é m r e c e b e r a m bo_ 

a s  s o l u ç õ e s ,  e  p o d e - s e  a p r e s e n t a r  o s e g u i n t e  q u a d r o com r e l a ç ã o 

a  t o d o s  os  p o n t o s  l e v a n t a d o s :  

( i )  Pa r a  a  g e r a ç ã o da  r o t a ,  a l g o r i t mo s  e f i c i e n t e s  f o r a m 

d e s e n v o l v i d o s ,  o que  p o s s i b i l i t o u a  i mp l e me n t a ç ã o 

de  um s i s t e ma ,  d e s e n v o l v i d o p o r  He l é d i a  Co s t a  f j 4 j  > 

que  ao f i n a l ,  t e s t a d o com d a d o s  da s  c i d a d e s  de  Ar £ 
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c a j u ( Se )  e  F o r t a l e z a  ( Ce ) ,  a p r e s e n t o u b o n s  r e s u l t a  

dos  ;  

( i i )  0 p r o b l e ma  da  " r o t a "  com v é r t i c e  i n i c i a l  d i f e r e n t e  

do v é r t i c e  f i n a l  r e c e b e u s o l u ç ã o a t r a v é s  da  mo d i f i ^ 

c a ç ã o do g r a f o i n i c i a l ;  

( i i i )  Pa r a  o r e t o r n o em U,  d e v i d o a o f a t o de  nem s e mp r e  

s e r  p o s s í v e l  mi n i mi z a r  a  s ua  o c o r r ê n c i a ,  f o i  a pr e _ 

s e n t a d a  uma  s o l u ç ã o h e u r í s t i c a ,  que  pode  nã o o t i mi _ 

z a r ,  mas  d i mi n u i  o a p a r e c i me n t o d e s s e  t i p o de  r e t o r  

n o .  

( i v )  0 p r o b l e ma  de  c o n t o r n o p r o i b i d o t a mb é m r e c e b e u uma  

s o l u ç ã o h e u r í s t i c a ,  s e me l h a n t e  a  do r e t o r n o em U.  

De v i d o a  e s s a s  t r ê s  s o l u ç õ e s  h e u r í s t i c a s  a p r e s e n _ 

t a d a s  ,  e  ao f a t o d e s s e  t r a b a l h o s e r  a p l i c a d o d i r e t a me n t e  a  s e t p _ 

r e s  p r ê - f i x a d o s ,  s e r ã o f e i t a s  a l g u ma s  s u g e s t õ e s  p a r a  f u t u r o s  

t r a b a l h o s  que  p o d e r ã o c o mp l e me n t á - l o .  

-  Com r e l a ç ã o as  s o l u ç õ e s  h e u r í s t i c a s ,  a i n d a  n ã o f o i  f e j _ 

t a uma  a n a l i s e  do p i o r  c a s o ,  a s s o c i a d o a os  c u s t o s  a d j ^ 

c i o n a i s  n e c e s s á r i o s .  Por  i s s o f i c a  a q u i  uma  p r o p o s t a  de  

t r a b a l h o que  a n a l i s e  o u t r a s  p o s s i b i l i d a d e s  de  s o l u ç ã o ,  

v i s a n d o o d e s e n v o l v i me n t o de  uma  t e o r i a  q u e ,  s e  pos s uí  

v e l  ,  r e s o l v a  o p r o b l e ma  de  f o r ma  e f i c i e n t e .  

-  Pa r a  que  s e  o b t e n h a  um bom r e s u l t a d o ,  na  a p l i c a ç ã o des_ 

s e  t r a b a l h o em um s e t o r  e s p e c í f i c o de  uma  c i d a d e ,  ê  ne  
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c e s s á r i o q u e ,  em t e r mo s  g l o b a i s ,  t e n h a  s i d o f e i t o um 

bom t r a b a l h o em r e l a ç ã o a  d i v i s ã o dos  s e t o r e s  da  c i d j a  

d e .  P o r t a n t o s e r i a  mu i t o i n t e r e s s a n t e  o d e s e n v o l v i me n t o 

de  um e s t u d o ,  s e p a r a d o do p r o b l e ma  da  r o t a ,  que  t r a t a s ,  

s e  e s p e c i f i c a me n t e  d e s s e  a s s u n t o ,  p o s s i b i l i t a n d o uma  

p o s t e r i o r  a p l i c a ç ã o da  r o t a ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A i d é i a  de  s e  f a z e r  o t r a b a l h o em s e p a r a d o s e  d e v e  a pe  

na s  ao t a ma n h o e  c o mp l e x i d a d e  do me s mo.  
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