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RESUMO

Neste trabalho sdo estabelecidos variantes de algg
ritmos heuristicos de Edmonds e Johnson e de Frederickson, para o
problema do carteiro chinés num grafo misto. Estas variantes podem
ser aplicadas para o probiema‘de encontrar rotas para distribuigao.
de bens e servigos publicos. Como aplicacao foi usada a coleta de
lixo da cidade de Aracaju, Sergipe. '

O mais importante resultado do trabalho &€ que estas
variantes tém melhor desempenho com relacdo a aplicaééo em computa
dores que os originais de Edmonds e Johnson e de Frederickson, e
que a analise do pior caso mostra que a estimagio-de Frederickson,
isto €, que o custo de uma rota encontrada pelo uso do seu algorit
mo € menor ou igual a 5/3 do custo de uma rota otima, € também va
lida para a variante aqui.apresentada. ' r

Também pode ser esperado que em cada caso a variante
estudada apreserte um resultado com custo menor ou igual ao do- re
sultado obtido pela apliéagﬁo dos algoritmos originais. Isto foi
verificado em todos os exemplos usados durante o desenvolvimento
deste trabalho. '
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. , ABSTRACT

We establish variants of the heuristic algorithms of
Edmonds and Johnson and of Frederickson for the chinese postman
problem with respect to miied'graphs. These variants may be used-
to find routes for theqdistribufion of goods and public services.
We have selected the waste collection service department of thgﬁ
¢ity of Aracaju, Sergipe, for test purposes.

The most important result of the work is that our
variants are more suitable for applications usiﬁg computers than
the original algorithms of Edmonds and Johnson and of Frederickson.
This, because computer time in appllcatibn‘will be shorter and a
worst case analysis shows that the estimate of Frederickson, which
states that the cost of a .route found by using his algorithm is
less or equal to 5/3 - times the cost of-an optimal route, is alsol

a

valid for the variant given here.

It may be also expected that our variant, wheneve
applied, presents a result with a route cost always smaller or
'equal to the one obstained by applying the original algérithms.
This could at least be verified with respect to all the examples
used while developing this thesis.
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CAPITULO I . .

. . | INTRODUCKO

0 problema do carteiro chinés foi proposto pela pri
meira vez por Mei-Ko [1] , Nos seguintes termos: todos os ‘Tamos
num grafe conexo nao direcionado deveriam estar iﬁclufdbs'np mini
mo uma ve:z na rota dec custo minimo. Este problema foi resolvido de
forma eficiente Ipolinomialmente) por Edmonds [2]. Depois, Edmonds
e Johnson [ﬁ]lnostraram que se num grafo direcionado existir uma
rota, € também possivel encontrar uma rota de custo minimo, usando
um algoritmo polinomial eficiente.

Apesar das solucoes eficientes para o problemah do
carteiro chincs nos casos de grafos direcionados e nio direciona
dos, este problema continua sem uma solugao eficiente no caso ge
ral de grafos mistos.

-

PapadimitriouiZi] mostrou que o problema do carteiro
chinés num grafo misto pertence a uma classe de problemas para 0%
quais ainda nao se sabe se existem ou ndo algoritmos polinomiais
para resolve-leos. Mais precisamente, Papadimitriou mostrou que o
problema do carteiro chinds num grafo misto & equivalente aos pro
blemas do caixeiro viajante, da atribuicio quadratica, da aloca
gao, etc. A classc de equivaléncia definida por estes problemas &
chamada a classe dos problemas NP-Complete.

Edmnonds. ¢ Johnson apresentaram um algoritmo aproxima

tivo para o problema do carteiro chinés num grafo misto, mas _ nao
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fizeram a andlise do pior caso. Frederickson [5] fez esta analise
€ mostrou que a razao entre o custo de uma rota gerada pelo algo
ritmo e o custo de uma rota Otima € menor ou igual a 2.. Frederick
son [5] fez algumas modificagoes no algoritmo de Edmonds e Johnson
e combinando os seus resultados com um outro algoritmo mostrou que

a razao entre uma solug¢dao assim obtida ¢ a solugdo otima &  menor
ou igual a 5/3. - : N

v -

O problema principal deste estudg € o estabelecimen
to de algoritmos modificados dos de Edmonds e Johnson e de Frederi
ckson, para encontrar uma rota {com o menor custo possivel) para a
coleta de lixo urbano em cidades de mEdio e grande porte. Para e
feito de teste dos algoritmos foram utilizados, neste trabalho, os
dados referentes 3 cidade de Aracaju, Sergipe, tendo em vista a fa
cilidade do autor, de acesso as informagdes. O problema & obviamen
te do tipo misto planar, onde os cruzamentos entre ruas represen
tam os nos e os segmentos de ruas entre cruzamentos 0s arcos (Tes
pectivamente ramos) do grafo correspondente.

O‘algoripmo estabelecido neste trabalho pode ser a
plicado no caso geral de grafos mistos e apresenta a mesma TAZ20
entre a solucao encontradd e a solugac Ootima, como o algoritmo de
Frederickson, isto €: no pior caso obtemos a razdo 5/3. '

L1

Vale salientar que a coleta de lixo em muitas das
grandes cidades brasileiras nao & feita de forma eficiente e bara
ta. O sistema usado até agora & o seguinte: a irea da cidade & di
vidida em um nimero de regides de modo que cada uma dessas vegides
pode ser servida por um veiculo coletor e a rota para a coleta ¢
feita empiricamente, no caso de Aracaju, fica a escolha do motoris

ta. £ claro que tal sistema sd pode resultar em custos elevados.

Antes do estabelecimento dos algoritmos modificados
nos -apitulos 4 e 5, sdo definidos no capitulo 2 os elementos ne
cessarios para o desenvolvimento desses algoritmos, e no capitulo
3 sao estudados e apresentados algoritmos auxiliares que sao usa
dos como subroutinas, na implementacdo e consequentemente na apli
cagaa.

No capitulo 2, as definig¢des foram dadas partindo do
caso particular para o geral. Espera-se com isto tornar mais facil

[

a leitura e compreensao. dos elementos ali definidos.



CCAPTTULO II

CONCEITOS FUNDAMENTAIS SOBRE GRAFOS

-
. -

2.1 - GRAFO NAO'DIRECIQNABG

. Define-s¢ um grafo naé direcionado G como sendo o
par (N,E) com N = {1,...,, n} e E un subconjunto dos pares nio orde
nados de elementos diferefites de N. Os elementod de N sdio chamados
nos ou veértices e os elementos de E ramos. Usa-se a notagao {i,j}
para designar o par nae drdeénado formado pelos .elementos i€ N e
j € N

Un grafo nao direcionade & chamado completo se cada

par nio orientado de nds diferentes de N representa um ramo.
I d
Para facilitar a nocao de grafo seri usado também a

Tepresentagdo por diagrdmas cono segue:

"Exemplo 1
, | Q———=0
G = (N,E) , -
N = {1,2,3.4} G
£ = {{1,2} , (1,3}, {2,3y , {2,4}} ® @
Espera~sé queé a correspondéncia entre o grafo
G = (N,E) e a sua forma diagramatica seja evidente., E claro que o

grafo do exemplo ndo & completo.
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2.2 - GRAFO DIRECIONADO

_ Un grafo direcionado G & um par (N,A) com.
N={1,..., n} e A unm subconjunto dos pares ordenados de elementos
distintos de N. Os elementos de N sdao chamados vértices ou noés e
os elementos de A arcos. Usa-se a notagdo (i,j) para designar o ar
co direcionado de 1 € N para j € N e diz-se que { € a sua origem
ou seu no inicial e § a sua extremidade ou seu¥nd terminal.

Efemglo 2 )

» . . ® @
G = (N,A) B - _ -

N = {1,2,3,4} - - G ‘t | I
A= {(1,2) , (1,3) ., (3.2) , (4,2)} ® ®

2.3 - GRAFO MISTO

. Um grafo misto G & uma tripla (N,E,A) com
N={i,..., n}, E um subconjunto dos pares nao ordenados dos ele
mentos distintos de N e A um subconjunto dos pares ordenados dos .’
elementos distintos de N. Como nos casos anteriores, os elementos
de N, E e A sdao chamados respectivamente veértices ou nos, ramos e
arcos. Grafos nao direcionados e grafos direcionados podem ser con
siderados como casos especiais de grafos mistos'e per isso muitas -
vezes serd abreviada a expressdo grafo misto para a cxpressio gra
fo. - c

Exemplo 3
G (N,E,A)

O3
E = {{1,3; , (2,4} , {3,4}} ‘
®

n w

il

A {(1,2) , (3.2)}

[

]

2.3.1 - Grau de um nod

Diz-se que um ramo {i,j} ou um arco (i,j) € inciden
te com um nd k, se k = i ou k = j.

Considerando-se um grafo misto, observa-se que em ca
da nd 4 podem incidir tanto ramos como arcos. A soma entre o nime
ro de arcos e o numero de ramos incidentes com o no { € definida
como o grau de 4 que serd representado por grau (i). O nlmero de

arcos cuja extremidade € o nd 4 € definido como o grau interior de.
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. - ) + . - . +

4 e sera representado por grau (i). O numero de arcos cuja origenm
€ o nd 4 & definido como o grau exterior de 4 e serd representado
por grau (i).

Considerando-se o grafo do exemplo 3 tem=se:

grau (1) = 2 grau (1) =0 grau (1) =1 ,

| Como a scma de todos os graus intériorés e a soma de
todos os graus exteriores.sdo iguais ao nimero de¢ arcoes, pode-se
afirmar que num grafo misto G = (N,E,A) a soma dos graus interio
res € igual a soma dos graus exteriores, isto &: 0

n N n .
Z grau (i) = £ grau (i) -
i=1 X i=1 ‘

2.3.2 - Caminho, Ciclo, Rota é Cadeia

Num grafo misto G = (N,E,A) uma séqudncia finita do
tipo S = €11€5, 0 es€) L€ 1y e B 1he onde e = (ik'ik*lj au '
ey = {ik’ik+1} & chamada um caminho do né Ll para o né én . Quando'
in+1
clui todos os ramos ¢ todos os arcos do grafe, diz=se que este ci

, este caminho recebe o nome de, ciele, Se um éi@l@' in

clo & uma rota e escreve-se R'= SRR L Interpretande uma rota

de um grafo como um percurso sobre o grafo (o6 sentide evidente) .
pode-se falar de uma rota também como a rota clidssica do carteiro

.

chinés.

Da-se o nome de cadeia, tante 4 um caminhe eoemo a
uma sequéncia finita § de arcos e/ou ramos onde um nd { incidente
0 .

com arcos podo ter grau+(i) = 0 ou grau (i)
2.3.3 - Grafo Conexo

Un grafo misto G = (N,E,A) ¢ dite conexo sé exlste
uma rota em G.

Exemplo 4 . " . s
No grafo
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pode-se estabelecer:

Caminho (1,2) , {2,3}

Ciclo (1,2) , {2,3} , {3,1}
Rota (1,2 , (2,3} , {3,4} , (4,2) , {2,3} , {3,1}
Cadeia (1,2) , (4,2) , (3,4} ' '

L]

2.3.4 - Grafo Planar

_ Um grafo misto & dito planar quando pode ser realiza
de no plano sem nenhuma intersecgdo, isto &, quando os seus ramos
e arcos podem ser representados no plano por um conjunto de curvas
que nao se interceptam. A aplicacao dos algoritmos que sio apresen
tados nas secgdes seguintes, sera feita num grafo planar.

-

2.3.5 - Grafo Valorado

Define-se como grafo valecrado G = (N,E,A,c), um gfg.
fo G = (N,E,A) com uma fungdo c: EUV A > R, isto €, a cada arco e
a cada ramo esti associado um niimero real. O valor c(e) associado
a cada e € EV A pode ser interpretado como a distancia ou o custo
de transporte entrc o0s nos incidentes com e_(ende_ho caso. de um ar
co a direcgao precisa ser considerada).
@ Neste trabalho, a cada ramo e a cada arco vai ser
associado um nimero real nio negativo, que representa a distancia

entre os nds incidentes com o ramo, respectivamente o arco.

Seja G = (N,E,A,c) um grafo valorado e seja . -
X< E VU A um subconjunto de ramos e arcos. Entdao definimos
c(X) = ¥ c(e) como o custo associade ao subconjunto X. No caso de
eeX . ) n |
um caminho § = €1serea®y definimes c(S) =i£1C(ci) como o0 custo ou

comprimento do caminho.
2.3.6 - Representacgao Matricial

Un grafo valorado G = (N,E,A,c) com n nos pode  ser

representado por uma (n x n)-matriz D = (dijl’ chamada matriz dis

tancia ou matriz custo, cujos elementos dij sao definidos por:

-
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c((i,j)) se (i,j) € A

e 1 # j
4 c((i,3)) se {i,jle€e E e i # j
ij - 0 se i = j )
ea caso contrario
!
Exemplo 5 .
o 2 — -
» o 0 o S
- 1 5 —
LG | D=11 3 o
OX @ © 5 0 )
» ‘ L .
E claro que se {i,j} € E representa um ramo, entdo
na matriz D tem-se d.. = d..
ij ji

Dade um grafo dirécionado G = (N,A) com p nés e q ar
cos, chama-se matriz incidéncia a (p x q)-matriz I = (hij), cujos

elementos hij sao definidos por:

-1 se o arco ej tem o no £ como nd terminal

hij = 1 se o arco ej tem 0 no 4 como nd inicial
Y ‘0 no caso contrario
Exemplo 6
_ (1,2) (1,3) (2,3) (3,4) (4,1)
o . , ' 1 1 0 0 -1
. : @ I - .
/ \ -1 0 1 0 0
@ 2® Sl -1 -1 1 0
\@/ B ’ 0 0 0 -1 1_1

-

Na matriz incidéncia de um grafo direcionado pode-se
verificar que:

1) - em qualquer coluna, existem apenas dois elemen
tos nao nulos que siao +1 e -1;

2) - a soma dos elementos da linha { & a diferencga
entre o grau exterior e o-grau interior do nod
i, isto e,

T hij = grau (i) - grau’ (iJ
J
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2.4 - FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema do carteiro chinés num grafo misto conexo

e ndo negativamente valorado G = (N,E,A,c) pode ser formulado co

mo: Encontre uma rota R de modo que c(R) seja minimo.

€

&3



’ CAPITULO III

ALGORITMOS AUXILIARES

3.1 - DISTANCIA ENTRE NOS
3.1.1 - Definigoes

Seja D = (dij) a matriz distancia‘de um grafo
G = (N,E,A,c) valorado nao negativamente.

Define-se a distancia do nd 4 para o nd j como o com
p-imento de um caminho de 4 para j de modo que este comprimento se
ja minimal (com respeito a todos os caminhos de £ para §). Se nao
existe um caminho de 4 para §, entdo a distancia de £ para j & de
finida como infinito. b '

Para calcular a distancia entre os nos de um grafo,

foram desenvolvidos diversos algoritmos. Neste trabalho, & usado
0 algoritmo de Floyd [ﬁ] quando se quer as distancias entre todos
os pares de nos, e o algoritmo de Dijkstra [?] Quando se quer ape
nas a distancia entre dois nos dados.

0 algoritmo de Floyd se desenvolve considerando a
principio as distancias como sendo os elementos da matriz  distan
cia e a seguir vai interpolando entre cada par de nos todos vz ou
tros nos, fazendo a subStituigéo quando o caminho com a interpola

. ¢ao tem comprimento menor que o caminho anterior.

0 algoritmo de Dijkstra & baseado na atribuigao de
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rotulos aos nos com respeito a um nd fixado n . Cada iteragdo cons
troi para cada nd # um caminho do nd n para este nd i e da como ro
tulo de @ o comprimento deste caminho (considera-se a nio constru
¢ao de um caminho como sendo a construgiao de um caminho de compri
mento «). Inicialmente o no n tem o rdotulo 0 (zero) e todos os ou
tros nos tém rotulo = . Os rotulos dos nos diferentes de n sdo al
terados em cada iteracao de modo que os novos rotulgs correspondem
a construgao de caminhos com comprimentos menores ou iguais aos ja
construidos e por conseguinte, os novos rotulos s3o menores ou i
guals aos rotulos anteriores. Além disso, em cada iteracao mais um
rotulo de um dos nos n (bem deflnldo) passa a ser a distancia do
no n para o no A .

3.1.2 - Algoritmo de Floyd

Entrada: a matriz distdncia de um grafo
G = (N,E,A,c) de n nos.

Saida : a matriz das distancias entre todos os  pa
' res de nos.
Passo 1: Faga k = 0 _
Passo 2: Faga k =k +1, i =20
Passo 3: Faga i =1 +1, j =20
Passo 4: Faga j = j + 1 v
Passo 5: Se dij > dik g dkj faga: -
di5 = dik * Yk

=]

Passo 6: Se j < va para passo 4
Passo 7: Se'i < n va para passo 3.
Passo 8: Se k < n va para passo 2 "

Passo 9: Pare

Na matriz resultante, o elemento di’ representa a me
- P J .
nor distancia do no £ para o no j .

Se além da distancia minima entre os pares de nos
precisa-se dos caminhos que dao estas distancias, basta introduzir

no passo 1 a igualdade CAij

i para i,j = 1,...,n e introduzir

no passo 5 a igualdade CAlJ

o caminho (i,k),(k,j) tem comprimento menor que o caminho (i,j).

k . A igualdade CAij = k indica que

: 0 algoritmo de Floyd precisé de um tempd polinomial-
de ordem n3 [6] :
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3.1.3 - Algoritmo de Dijkstra ' . - g
. Entrada: a matriz distancia de um grafo .
G = (N,E,A,c) de n ndés. .
Salida : a distancia entre dois nds fixados
' Passo 1: Sendo 4 e t os vértices entre os quais  se
[ quer calcular a distancia, faga:
L(s) = 0 e considere L(s) como rdtulo per
manente; o
' L(x) = «» para todos os nds x # s e conside
re L(x) como temporirio; =
p=s R :

Passo 2: Faca T(p) = {x|(p.,x) € E VU A}
~Passo 3: Para todos os nds x € T(p) e que tenham to
tulos temporarios faga '

L(x) = min{L(x),L(p) + dpx}

Passo 4: Dentre todos os nds com rotulos temporarios.
encontre x de modo que L{x) = min{L(x)}.

Passo 5: Faca p = X e considere L(X) como permanente

Passe 6: Se p = t, L{p) € a distidncia entre s e Z%.
Caso contriario va para passo 2.

Se além da distancia do no 4 para o nd £ precisa-se

do‘Zaminho que da esta distancia, basta introduzir no passo 1 ‘a -

igualdade APONT(i) = 0 para i = 1,...,n e introduzir no passo 4

a igualdade APCNT(i} = p . Para encontrar o caminho cujo comprimen

to &€ a distiancia minima entre 4 e t, basta recuperar todos os

APONT(i) # 0, para i =n,...,1 .

0 algoritmo de Dijkstra precisa de tempo polinomial
de ordem n2 [7].

-

3.2 - FLUXOS GERAIS COM CUSTCS MINIMOS

»

3.2.1 ~ Formulacdo do problema de fluxos como um problema linesxr ——

0 algoritmo que sera apresentado no item seguinte
tem como finalidade principal o equilibrio dos nés, isto &, trans
forma? o grafo de modo que cada nd tenha o grau de entrada igual
ao grau de saida. Para fazer este equilibrio, sera usado o proble

i . . .
ma de fluxos gerais com custos minimos.

—

%
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O problema de fluxos gerais pode ser interpretado co
mo um problema de transportes.

Num grafo dirigido, pode-se descrever o problema co
mo sendo a necessidade de transportar certas quantidades de deter
minados nos para outros também determinados nés.

Para o transporte de uma certa quantidade o de um no
para outro nd, deve-se levar em consideragdo o custo unitdrio so
bre cada arco e a capacidade maxima de cada arco. Descrito deste
modo, o problema de fluxos gerais resulta num problema de otimiza
¢do cujo objetivo € minimizar os custos totais do transporte, sob
condigao das capacidades dos arcos e das quantidades prescritas.

Seja D = (N,A,b,C,d) um grafo dirigido com p nds enu
merados por i-= 1,...,p e ¢ arcos enumerados por g J = 1sssinq
com duas valorizagdes b,C: A - R sobre os arcos e uma fungdao de pe

so d: N = R sobre os nos. Entdao serao introduzidos relativamente a -
enumeragao dada aos nds e aos arcos os vetores de linha

b= (by,eea;b),C = (€gheeancy) € d = (d),...,d) onde by = b(aj),:
cj = c(aj) e di = d(vi). Usando agora a matriz incidéncia-I pode-
se escrever o problema de fluxo correspondente na forma

1X* = a% com 0 < X < b. Aqui, o fndice # designa o vetor = coluna

transposto do vetor linha correspondente. Cada vetor X que satis
faz I1X* = d% e 0 < X < b € chamado solugao admissivel do problema.
; q : -
Cada solucgao admissivel X tem custo C(X) = L €5 X5 = ez .
=17 3
_ Entdo uma solugido admissivel X &€ chamada otima se C(X) &€ minimo
com respeito a todas as solucdes admissiveis. Neste caso a solugao

: q
X transporta as quantidades prescritas com custos I Cj Xj minimos.

=1

Com as consideracdes feitas no paragrafo anterior, o
problema pode ser formulado iiatematicamente por:.

Minimizar CXt relativamente a N
ixt = gt
0 <X<b

que € um problema linear de otimizagao.

Para melhor entendimento do exposto sera formulado

um problema como exemplo.
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. Exemplo: '

Considerando que no grafo dirigido

e ', B
. 1 . | .
- ®}/@\@- -

>7EI\\;3()/////E52 q ;'

onde os niimeros associados aos circulos designam uma enumeragao
dos nds e o3 nameros associados aos quadrades designam uma enumera
¢ao dos arcos, os custos e as capacidades maximas sio dadas pelos
vetores C = (2,4,1,6,2) e b = (9,6,3,6,4), relativamente 3@ enumera
“¢ao dada, e deseja-se tfansportar 10 unidades do nd 1, sendo 4 uni
dades para o nd 3 e 6 unidades para o nd 4 . '

. No exemplo, a matriz incidéncia I e o vetor de pesos
sobre os nds d, sdo dados por:

-

1 0 0
I = -0 1 10 d = (10,0,-4,-6)
o -1 -1 0 1 .
o - -
logo tem-se a seguinte fofmulagﬁo matematica para o problema de

fluxo maximo com custo minimo correspondente:

.Minimizar (2xl + 4x2 *oxg ¥ 6x4 + 2x5) relativamente

.

a <.
. Xyt X, = 10
"Xyt Xt X, 0
"X, = Xg = Xg = -4
] ' "Xy T Xg = -0 o
— -
0 < Xy i.bi

3.2.2 - Estabelecimento do Problema Dual
- }

Para resolver tais protlemas existem diversos algo

ritmos, porém, usa-se neste trabalho um algoritmo do tipo pri

-
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mal-dual [8] que parte da observagao trivial que o transporte de
nenhum bem € Otimo se nao & preciso transportar bens. A quantidade
de bens transportados €, em cada aplicacio do algoritmo, aumentada
sob condigido da otimalidade, até finalmente ter alcancado uma solu
¢do admissivel do problema} e esta solucdo & por conseguinte oti
ma, poils o algoritmo sempre passa de um transporte otimo para ou
tro transporte otimo mais volumoso. ) _ <

Como o método a ser usado & do tdpo primal-dual, pre
cisa-se também estabelecer o problema dual para o problema de flu

- . -~ .
X0 com custo minimo. Para melhor clareza sao formulados a seguir
ambos os problemas: ‘

Problema Primal B Problema Dual

minimize CX" - maximize Vd' - Ub®
relat. IX* = d® e 0 < X < b relat. 0 < C + U-VI ¢ 0 < U

3.2,3 - Conexao entre o Problema Primal e o Dual

Diz-se que X & solucdo admissivel do problema primal
se IX" = d® e 0 < X < b, e que (U,V) & solugdo admissivel do  pro
blema dual se 0 < U + C -~ VI e 0 < U . Portanto, pede-se estabele

“

cer a conexao entre o problema primal e seu dual por: :

Teorema 1

Se X e (U,V) sao respectivamente solucdes admissi
veis do problema primal e do seu dual, entao vat - upt < cxt .
Demonstracao
[
: Sendo X solugao admissivel do primal tem-se que
1xt = 4% . Logo vat - ubt = vixt - upt .

Sendo (U,V) solugdo admissivel do dual tem-se que
VI < C + U . Logo VIX' - Ub® < (c+u)x® - ub® = ox® + ux-»)®

Como X - b < 0 el >0 tem-se que CX" + U(X-b)"< cx*.

Portanto VA - Ub" < cx®

_

Corolario , o T

Se X e (U,V) sdo respectivamente solugoes admissi
' ‘ t t ~ C =
veis do primal e do dual e se va® - ubt = cx" entio X e (U.,V) sao
solugdes Otimas.

1
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Teorema 2

Se.X e (U,V) sao soluctes admissiveis do primal e do
dual, entdo a igualdade cX® = vd® - upt & equivalente a validade

simultanea das condigoes U(b-X)t =0 e cj * uj = yj se 0 < x., on
de'yj repfesenta a j-€sima coordenada do vetor Y = VI.

Demonstracdo

Sendo X e (U,V) solugdes admissiveis tem-se
0 < UM-X)® = ub® - Ux® . Como Ub® = va® - cx® obtém-se
0 < U(b—X)t ubt - uxt = vat - cx® - uxt . Usando mais uma vez
que X & solucdo admissTvel para o primal obtém-s2 '
0 < Ub-x)t = ub® - ux® = va® - cx® - uxt = vixt - cxt - uxt -

= (VI-C-U)Xt . Usando mais uma vez que (U,V) & solugao admissivel

. do dual tem-se que VI - C - U < 0. Donde usando o fato que X > 0

obtém-se (VI-C-U)X® < 0 . Portanto 0 < U(b-X)® = (VI-C-u)X® < 0
que implica (VI-C-U)X' = U(b-X)% = 0
Como (VI-C-U)X" =0, C+ U - VI >0eX>0, entdo

péra xj > 0 segue que (c+u-vI)j = 0. Donde pode-se concluir que

(g]
+
=
]

; 3 yj para xj >.O'
Sendo X e (U,V) solucgoes admissiveis tem-se que

0 <X<beC+U-=-VI >0 e por conseguinte (C+U—VI)Xt >0 com

cada somando maior ou igual a 0. E evidente que para xj = 0 tem-se

o0 lado esquerdo igual a Q{ e, como por hipotese o lado esquerdo &
zero para x; > 0, entao (C+U—VI)Xt = 0. Como U(b—X)t = 0 implida.

ubt = uxt segue que -
0 = (c+U-vD)Xt = cx® + ux® - va® = cxt + vbt - va

clui-se que th - Ubt B CXt .

. Donde con

Teorema 3
Se X e (U,V) sao solugdes admissiveis do primal e do

dual de modo que U(b—X)t =0 e cj + uj = yj para 0 < xj, onde ¥

designa a j-€sima coordenada do vetor Y = VI, entao:
i) €: = ¥y > 0 para X < bj

ii) ¢, - ¥: < 0 'para 0 < xj
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Demonstracao
i) Seja X < bj ; Entao bj "Xy 2 0, e como por hipGtese
Nt - p - .
U(b-X)" = 0, obtem-se uj = 0. Como (U,V) & solucao admissivel
temos 0 < cy *ouy - yj. e como u; = 0 obtém-se

0 < cy +0 -y, =c, -~y

j bl j

ii) Para 0 < Xj tem-se, por hipdtese cj - yj = —uj e, como (U,V)
e solugdo admissivel do dual, tem-se também por hipotese.

u. > 0. Logo ¢c. - y. < 0 , .
j = 80 €5 7 75

-,

Teorema 4 ° ‘ . B - s
Dados I, b > 0, 0 < X <beV, de modo que
€5 Y3 > 0 para X5 < bj €5 T Y; < 0 para 0 < X5 entao existe .

um U > 0 de modo que:

i) Ub-x)t =
i i .+ . .
i1) cJ uJ y

i1i) 0 < C + U - VI

|
o

para 0 < x

Demonstracao

Definindo U por u, = 0 se x. < b, e U, = y. - c,
J J J J ) -
se x; = bj . Entdo tem-se U > 0, pois por hipdotese uy = Yy - cjio
ara x. = b, . "
PATE R T ]
1) Com U definido como acima tem-se U(b--X)t = 0 por construgao;
ii) Se 0 < x. < b, tem- . - y. <0 ec., - vy. >0 por hipdtese e
ii) Se . xJ. j .em se ¢ yJ < 50y 20 pote
uy = 0 por definigdo. Donde obtém-se Uy =¥y oT oy Se
X5 = bj tem-se uy = Y5 T ¢ ﬁor definigdo. Por conseguinte ob
tem-se y. = c. + u, para 0 < X..
L TS B it
iii) Se 0 < Xj tem~-s¢ de (ii) que cj + uj - yj >0 e se xj < bj
tem-se <5 - Y; > 0 por hipdtese e uy = 0 por definicao. B

Por conseguinte sempre vale que cj + uj - yj > 0.

Donde conclui-se que 0 < C + U - VI.

=g
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Corolario
Dados I, b > 0, 0

A

X < b, V de modo que cj - yj >0

para x; < bj e cj - Yy < 0 para 0 < X5 entao existe U > 0 de modo
que 0 < C+ U - VI e vIX* - ub® = cxt.

A demonstracao desse corolario € trivial, pois basta
usar o U construido no.teorema 4 ¢ a equivaléncia do teorema 2,

:

Corolirio _
Dados I, b > 0, 0 < X < b, V de modo que Cj - yj > 0
para xj < bj e cj - yj < 0 para 0 < xj, entio X & ofimal com .res
peito ao problema primal de minimizar cx® relativamente a

X = 1x*e0 <X <b

0 Gltimo corolario deixa claro que a condigido
t

1XY = 4% ndc & necessariamente satisfeita pelo X das hipdteses dos
,dois dltimos corolarios. Para obter um X que também satisfaz
x (O x@ o x(™ Ly

. V(n) = V de modo que X(i) e V(i) sempre satisfazem

1xt = dt constroem-se duas sequéencias
y(0) (1)

as hipdteses dos referidos corolirios e o filtimo X'™ = X  também

e

*

satisfaz a igualdade 1xt = at.

A formulacdao dada no teorema 4 tem a vantagem que 0S
vetores U e d nao aparecem explicitamente. ' ' ‘

As condigdes que formam a hipdtese do teorema 4 530

chamadas condigoes da otimalidade.

Suposto gque os vetores X = [x],...,xq) e
V = (vl,...,vp) sao dados e que satisfazem as condig¢Ges de otimali

dade, isto é: . ' ..

J J

2 .=y, <0 se 0 < x.
)< j 0%

onde Y; ¢ definido por Y5 = Vin(j)

1) ¢. -~ y. >0 se x. < b.
Y

- Vter(j) com in(j} designando

o no inicial e ter(j) designando o né terminal do arco f. Agora
construindo o grafo dirigide D(X) = (N,A(X)) com
AX) = A'"(X)uw A'(X) e AV(X) = {jJe A/ X3 < bj}

e A'(X) = {-jJ / je Ae 0 < xj}, pode-se valorar este digrafo com

w Ll
custos nao negativos da seguinte maneira: os arcos j§ tem custos

L.y, e rcos -{ tem os custos -{(c. - Vy.} .
cJ yJ 0S arcos - 1 t { ; yj)
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Neste grafo de aumento, para os arcos que tem dire
gao "original" (os arcos de A'(X)) a carga pode ser aumentada e pa
ra 0os arcos que tem direcao "inversa é'original” (os arcos de
A'"(X)) a carga dos correspondentes arcos originais pode ser dimi
nuida. .

Com X dado pode-se calcular d - X1t e dos teoremas

sabe-se que X € admissivel e otimal ssed - X1t = 0 . No caso con
trario, define-se o nd { como sendo do tipo 1 ~u do tipo 2 confor
me o valor da i-€sima coordenada de d - x1t seja positivo ou nega
tivo. Quando este valor & zero, diz-se que o nd 4 & equilibrado.

Definindo V' (X) = {i / i & do tipo 1} e
{i /i e do tipo 2} verifica-sc que V+(X)'= 9 sse

¢ sse d - X1t = 0 sse X & solugdo admissivel e por conse

VT (X)
VvV (X)

guinte otimal, do problema. Portanto se foi obtida uma solugao que

1

nao ¢ admissivel mas que satisfaz as condigdes de otimalidade,
) + - +
tem~se que V (X) # ¢ . Neste caso escolhe-se um no ioti vV (X) e

constroi-se no grafo valorado’D(X) o vetor das distancias

v = (Gl;...,ﬁp)'saindo do no i_ para todos os outros noés. Como tam

bem V (X) # ¢, escolhe-se um no i, € V (X) e determina-se um caml.
nho elementar de comprimento minimo de i0 para il’ no grafo valora
do D(X). ' ' '

)
)
1

Sobre a cadeia correspondente a este caminho em
D(X), poede-se agora aumentar a carga total de transporte, o que re
sulta num novo vetor X que, relativamente ao novo vetor V (calcula
de por V - V) também satisfaz as condigles de otimalidade.

Este processo e repetido at¢ que uma solugao otima

para o problema € encontrada {caso exista uma solugdo). s

Finalizando as explicagodes sobre o assunto, verifi
ca-se que faltam valores iniciais para os vetores X e V que satis
facam as condigdes de otimalidade. Mas, como X = 0 e V = 0  satis
fazem as condigdes de otimalidade, inicia-se o processo com estes

vetores.
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3.2.4 - Algoritmo de Ford-Fulkerson

Passo 1:

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo 6:

: Facga:

: Facga:

Defina

Fagca -A

j
v'+
AUX

Defina in:

te

c—

Se V+
Se V© #

- Apiique

grafo D
ne o vet
tancia nm

nao exis

N

Se V' N

Se V' N

caminho

Se AUX

1 se in(j) = i

a.

i ~1 se ter(j) = i

0 caso contrario

= {"1,0;.,"‘({}

= 0 para j = },:..,g; vy =,0 para
I = 1yeweal &
={i/d; >0 eV ={i/d; <0}
=0 ' | .
-A ~» N por in(-j) = ter(j) e

r: -A + N por ter(-j) in(j)

Cs - Vin(j) para J€E A

i " Vter(i)
i € : ’
{i€ A/ Xy < bJ}

j
¢ (pare. X € otimal)
¢ escolha ioé_ vt

o algoritmo das distancias minimas ao di
(N, A'W A" , €1 A'W A" 5 R) e

or ¥ = (vlﬂ..,vp) , onde ! designz a dis

determi

- - - . -
inima de i para 4, sendo vy o quando

te um caminho de io para 4.

i / ¥,

1

(oo};\-r

max {ﬁi / i € N}
- Gi para i € N
caso contrario

v

N

= ¢ pare (o problema ndo tem solugdo
admissivel)
N # ¢ escolha i; € V'\ N e escolha um

minimo W de i para i; em D.

d. e
1

o)

ds
1

0 faca m n =
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Passo 7: Faca: ej = b. - xj para j € W
s = Xj para -j € W
€ = min {ej / j € Wou ~-j €W, m, n}

Passo 8: Defina Z:A—>R por

X. €& se jeW

. J ,
xj= x_j‘-e se ~jeg W
ij . caso contrario
‘ : p -
Passo 9: Faga: m = di .= £ 8. ;: X.
: o j=1 %ol J
o
== de *® L Ad: s Xs
1 =1 1) J
Passo 10: Sem = 0 faca V' = V' \ (i}
Sen=0 facaV =V \ {i;}
AUX = 1

Va para passo 2
3.3 - CASAMENTO NUM GRAFO COMPLETO

3.3.1 - Formulacgao do Problema

. Uma das parges principais deste trabalho € a trans
formacao de um grafo misto, de modo que todos os nds tenham grau
par. Esta transformacao fornece um novo grafo misto com os mesmos
nos, porem com mais:ramos ou arcos, sob condigao que sG um numero
minimal de novos ramos ou arcos ¢ adicionado. Para fazer esta
transformacdo, deve-se em primeirn lugar identificar todos os nos
de grau Impar e em seguida combinar estes nos entre si de modo que

a soma dos pesos dos arccs e ramos repetidos seja minima.

Num grafo ndo direcionado, este problema & conhecido
como o problema da soma do casamento e pode ser formulado do se.
guinte modo:

Seja G = (N,E) um grafo completo com um conjunto N
de nos e um conjunto E de ramos. Um subconjunto M C E &€ chamado um
dasamento (matching) se nao existem dois ramos de M que sao inci
dentes com um mesmo no. O conjunto d~ todos os casamentos de G se

ra denotado por M. Quando um casamento M contém o maior nimero pos
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- . - N . -
sivel de ramos, diz-se que M € um casamento de cardinalidade ma
xima (m.c. casamento). Um m.c-casamento & dito perfeito se cada no
e incidente com um ramo do casamento. O conjunto de todos os casa

mentos perfeitos sera aqui denotado por ﬁp "

Se o grafo G = (N,E, c:E » R) & valorado ndo negati

vamente e se Cij representa o custo sobre 6 ramo {i, J} pode-se

associar a cada M€ M o custo,

c(M) = B =
' {1,3} e M 1
Agora, seja C = e;,..., e onde e, = {1k , 1k+1} "
um caminho num grafo G = (N,E). Diz-se que o caminho ¢ elementar
se todos 0s nos il...., in+l sao dois a dois distintos. Entao ob

serva-se que um caminho desse tipo fornece dois casamentos de nos
de G como segue:

*

a) todos os ramos e; do caminho C com j par
b) todos os ramos ej do caminho C com j impar .-

Esta observagdao € usada agora para aumentar um casa
mento M dado, para um casamento maximal como segue: um caminho ele
mentar C & dito alternativo se 0s seus ramos estao-alternativameg
te em M. Se além disso C junta dois nds nio incidentes com os ra
mos de M, diz-se que C & um caminho alternativo aumentando. E cla
ro que um caminho alterna{ivo aumentando sempre tem um numero fm

ar de ramos € se C = €;,...,€ , encao todos oS ramos e. com j
P , 1 2n+1 j

par pertencem a M e todos os ramos ej com j impar ndo pertencem a

M. Mas os ramos ej com j impar juntamente com todos 0s ramos de M

que nao pertencem a C formam um casamento que tem um nimero de ra
mos igual ao nimero de ramos de M mais 1. O novo casamento obtido

desta maneira sera denotado por M, e'a sua cardinalidade por IMC[,
que conforme foi, observado & igual a |[M| + 1 .

Denotando por‘g(M)o conjunto de todos os caminhos al

ternativos aumentando com respeito ao cazsamento M, assecie-se, no
‘7_*_‘__‘_—_
caso de um grafo valorado o custo c(MC) para o casamento correspon

N -
q§nte Mc com c(JC) definido por

c(ﬂ ) = ¢, i+ I c..
{1 J} ¢ MNE H {4 4% € oAM-
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Portanto, o seguinte algoritmo tem como objetivo a’
construgao de um casamento maximal com custo minimo.

5.3.2 - Algoritmo de Derigs

Passo 1: Faga M = ¢ -
Passo 2: Se M€ Mﬁ : pare, M ¢ otimal ¥

Passo 3: Determine C eff(M) de modo quf para M-

]

c(ME) < c(Mc) para todo c E1§(M)
Passo 4: Faca M = ME ‘

va para passo 2

Na implementacgao desse algoritmo, o caminho C QUe im
plica o menor custo do casamento correspondente ME e calculado
adaptando um procedimento de classificagao e contragao, desénvolvi
do por Edmonds e Johnson [3] . A validade deste procedimento & mos
trada por Derigs |-_9:| : '

Para melhor esclarecimento de como procede o algorit -
mo do casamento, € estabelecido o seguinte exemplo.
: 1

Exemplo ) ®
Considcerando o grafo G 7 \ 2
3 ‘ 5
@~ : O

pode-se estabelecer o casamento M = {1,2} com ¢c(M) =1 . E claro
que o caminho C = {3,1} , {1,2} , {2,4} & um caminho aumentando
pois os seus ramos estao alternativamente em M e além disso tem
dois nos que nao sao incidentes com os ramos de M.

Como o caminho aumentando construido € minimal com
relagdo a valoracdo do grafo dado, pode-se formar o novo casamento

M, = {1,3} , {2,4} . E facil verificar que este novo casamento e

maximal, e que tem custo C(MC) = 4 minimal, conforme & mostrado pe

los grafos abaixo:



Casamento M : Q—————(Q)

Caminhos alternativos aumentando e respectivos casamentos

1 1 .
g1 C)———;"'"-() M1 ()———T;fﬂ—()
0 ® O—0
i ®~;1—®' M2 : @D ’ ~®
2 | 2 ’z
. ® ® @ ®
: 1 S . 3
C3 : ®>——€® L Wy O—m
. | . |
® @ > 6



. . CAPITULO IV

VARIACOES EM GRAFOS MISTOS

4.1 - DEFINICOES

Neste capitulo serdo introduzidos alguns novos  con
ceitos que terao grande utilidade no estudc dos problemas do car o
teito chinés. Porém, antes da introducdo destes‘conceitos, sera '

feita uma generalizagdo do conceito de grafo misto, passando a con
siderar grafos que admitem ramos e arcos paralelos. Nesta generali

zagao Usa-sc¢ a notagdo e para indicar tanto um arco ¢omo um ramc.

Un grafo misto (generalizado) G = (N,E,A,a,8) consis
te de um conjunto finito de nds N = {1,,..,n} , um conjunto finito
de ramos I, um conjunto finito de arcos A, sendo E e A disjuntos,'
e duas fungces «,8 : EV A » N, Para cada e € E,a(e) e B(e) podenm
ser interpretados como os nos incidentes com o rame ¢ e para cada

¢ € A, a(e) designa o nd inicial e B(e) o no terminal do arco e .

Um ramo e & dito paralelo a e'€ E U A se T T
{a(e), 8(e)} = {a(e'), B{e')}. Dois arcos e e e' sao ditos parale
los s2 a(e) = a(e') e B(e) = B(e'). Uma rota R = SRR e dita

euleriana se cada e € E U A aparece em R exatamente uma vez. Se
num grafo misto G existe uma rota euleriana diz-se que G & um gra

fo misto euleriano.

Diz-se que um grafo misto G' = (N,E',A",0',8"'} e uma

variacao do grafo misto G = (N,E,A,a,B) se G' ¢.construido pela
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transformagao de alguns ramos em arcos e/ou pela repeticio de ra
mos e/ou arcos (incluindo as repeticdes dos novos arcos criados).
Se o grafo G for valorado por ¢ : EV A > R , G' tem a valoriza

gao correspondente c¢ : (E'U A') =+ R .

. As demais definigoes dadas anteriormente para grafos
mistos, podem ser adaptadas para o caso de grafos mistos generali
zados de forma evidente,

.

4.2 - VARIACRO EULERIANA

Uma variacio G' de um grafo misto G & chamada eule -
riana se existe uma rota euleriana em G'. E Sbvio que o custo des
ta rota euleriana € igual ao custo da variacdo. Portanto, fica evi
dente a validade do seguinte teorema: '

Teorema 1

Seja G = (N,E,A,0,B) um grafo misto (generalizado).
Entiao sao equivalentes: ' ‘

i) G & conecxo

ii) existe uma variacao euleriana de G,

- E também evidente que uma variagdo euleriana
G' = (N,E',A’,a",s') de um grafo misto G.= (N,E,A,a,8) tem
grau (i) par para todo i & N. Como pode-se construir num- grafo
misto euleriano uma rota euleriana, segue trivialmente que uma va
riagdo euleriana sempre pole ser transformada (sO transformando ra
mos em arcos) numa outra variagdo que também satisfaz grau+(i) =
= grau (i) para todo i € N. Como um grafo misto que satisfaz
grau(i) par para todo i € N e grau+(i) = grau (i) para todo i € N

€ cbviamente conexo, € evidente a validade do seguinte teorema:

Teorema 2

Para um g¢rafo misto G = (N,E,A,a,B) sao equivalen
tes:

1) G & conexo
ii) existe uma variag&o'euleriana de G -
iii) existe uma variacdao G' = (N,E',A",a',B') de G de modo qué
1) grau(i) & par para todo i € N
7) grau’ (i) = grau (i) para todo i € N.

-
)
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4.3 - FORMULACAO DO PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES COMO UMA VARTAGRO

) O teorema 2 & a base fundamental dos algoritmoé heu
risticos de Edmonds e Johnson e de Frederickson, para resolver o]
problema do Carteiro Chinés num grafo misto. Como os algoritmos
que serdo apresentados neste trabalho sic variantes destes, & cla
ro, que este teorema também sera a base fundamental destas varian
tes. Portanto, pode-se afirmar que encontrar uma rota com custo mi
nimo para o Carteiro Chinés num grafo misto conexo € equivalente 3
construgao de uma variagao do tipo (iii) do teorema, com custo mi
nimo. ‘

Uma variacao de um grafo misto conexo que satisfaz
grau(i) e par para todo i € N, sera denominada uma GP-variacgao.
Uma variacao que satisfaz grau+(i) = grau (i) para todo i € N, se
ra denominada uma ES-variacio (Entrada=Saida-variacdo). Entdo, o
problema de encontrar uma rota num grafo misto conexo pode ser re

solvido pelos seguintes metodos:

Método 1 : primeiro construa uma GP-variagdo e a seguir uma ES-va
riacao; ' h
Método 2 : primeiro comstrua uma ES-variagio e a seguir uma " GP-va
' riagao. ' '

’ Em ambos os casos resulta um grafo misto que satis
faz (iii) do teorema e a rota correspondente pode ser simplesmente
construida. '

No caso de um grafo misto valorado, os processos de
GP-e de ES-variagces podem ser efetuados sob consideragao de mini

mizar o custo correspondente.

O0s algoritmos correspondentes de GP-e de ES-varia
¢des minimais formam a base dos algoritmos heuristicos que sdo usa
dos para encontrar uma rota para o Carteiro Chinés no caso de um
grafo misto conexo nao negafivamente valorado, com um custo que &

=

menor ou igual a 5/3 do custo de uma rota otimal.
4.4 - ALGORITMO GP-VARIAGAO MINIMAL

Entrada: um grafo misto conexo generalizado
Safda. : um grafo misto conexo generalizado com grau(i} par para
todo no i &€ N.
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Passo 1: Identifique o conjunto N N de nds de grau impar em G
Passo 2: Para todo i,j € N encontre a cadeia minimal que liga
- 1 e j e considere a distancia entre i e j como sendo o
comprimento desta cadeia, -
Passo 3: Usando como entrada o conjunto de nds N ¢ as distancias
' encontradas no vasso 2, chame o algoritmo do casamento.
Passc 4: Duplique em G os ramos e arcos, de acordo com a saida do
passo 3 (pare). , : ,

Apds a aplicagdo deste algoritmo o grau de cada 'véz
tice 1 € N € incrementado por um nimero impar, e, por conseguinte
todos os nds do grafo resultante G' tém grau par. Por outro 13&0,
como a GP-variagao sc baseia num casamento maximo com custo  mini

- . - - - - -
mo, pode-se concluir que esta GP-variacao e minima.

Para grafos mistos onde grau+(i) = grau (i) para to
do 1 € N e possivel aplicar a GP-variagao minimal com respeito  ao
grafo parcial de G consistindo apenas dos ramos de G. Apos uma -
aplicagao da GP-variagio minimal dessc tipo obtém-se uma GP-varia
gao de G que ndo & necessariamente minimal, mas que mantém a igual
dade entre os graus de¢ entrada e salda dos nds. ' |

4.5 - VARIAGAO GRAU DE ENTRADA IGUAL A GRAU DE SATDA

4.5.1 - Definigdes _ ‘ E

Antes de apresentar o algoritmo para obter uma ES-va
riacao minimal serao definidos alguns conceitos necessarios para o
entendimento do mesmo, '

Para cada nd i € N de um grafo misto define-se o dé

ficit de i por def(i) = grau (i) - grau (i) e, denota-se por
SAI{i) o conjunto de todos os arcos e tal que B(e) = i e por
ENT(1i} ¢ c¢onjunto de todos os arcos ¢ tal que oafe) = 1i.

Seja agora G = (N,E,A,c: EUV A - R) um grafo misto
(generalizado) nao negativamente valorado. Além disso seja
u : A+ R definida por u(e} = = para todo ¢ € A e sejaD=AURB
um novo conjunto de arcos, onde A € o conjuntodos arcos de G e B
€ definido como segue: para cada ramo e = {i,j} € E os pares orde
nadoshcorrespondentes (i,j) e (j,1) pertencem a B e adicionalmente
um destes pares ordenados, denotado por e, também pertence a B co
mo orco paralelo. EntHdo, cada ramo e = {i,j} € E correspcnde ¢xata

s

.- _ -+
mente a trés arcos em B que vao ser denotados por e, e, e’ .
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E claro que o conjunto de nds N de G e o conjunto de
arcos D formam um grafo direcionado e generalizado que serd denota
do por G = (N,D). A este grafo G associa-se duas valorizacgoes
c,u:D = R definidas por:

i) ¢ : D+ R - . .
c(e) = c(e) se eé€ A i ,
C(8) = c(e) = €(8) e C(e') = 0 se e €E o
ii) 4 : D+ R- ' ¥ )
u(e) = u(e) se e € A
U(8) = » = {i(8) e u(e'

} = 2 se e € E

[op}}

Sera usada também a notagao para indicar o grafo

(generalizado) direcionado e bivalorado G (N,D,E,ﬁ). Com respel

]

to a este grafo bivalorado G pode-se associar o seguinte problema
de fluxo: ' ‘

Min ¢ c(e)X(e) relativamente a
e €l '
I X(e) - I X(e) = def(i) para todo i € N (em G)
e €SAT (1) e €ENT (1)
X(e) € N.

A uma solucdo Otima deste problema de fiuxo associa-
se uma ES-variacao do grafo valorado original
G = (N,E,A, c:EV A >~ R), do seguinte modo:

i) se ¢ € A, entao substitui-se o arco e por X(e) + 1 arcos parale
los ao arco ¢;

ii) se e € £, entao:

1) Se X(e') = 0, o ramo e & substituido pelo arco (¢ ou &) que
tem direciio oposta a diregdo de e'; .

2) Se X{(e') = 1, o ramo e & mantido; '

3) Se X(e') = 2, o ramo e € substituido pelo arco (g ou E) que

tem mesma direcdo de e';
PR e -, >
4) adicione X(e) copias paralelas a e;
s < - “
5} adicione X{e} copias paralelas a e.
Pode ser mostrado que as solucoes otimas do problema

de fluxo em G, descrito acima, definem exatamente as ES-variagbes . ——

otimas {minimais) para o grafo original G.
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4.5.2 - Algoritmo ES-variagﬁo Minimal

Entrada:
Saida

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3
Passo 4

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Passo 8:

Passo 9:

Passo 10:

um grafo misto conexo generalizado

um grafo misto conexo generalizado com
L P = I S

grau (i) = grau(i) para todo no <.

Associe a cada arco e € A a capacidade u(e) = » e faga o
custo c(e) igual ao custo original.

Substitua cada ramo e = {i,j} € E por um arco e de dire
gdo arbitraria (sugestdo: faca e = (i,j) para i < j).
Calcule o deficit de cada vertice. -
Se def(i) = 0 para todo i € N, pare, grau' (i) = grau” (i)
para todo i € N. ) '

e

g “ . -
Para cada arco e = (i,j) criado no passo 2, construa dois
- X i \
novos arcos e = (j,i) e e' = (j,1i).
Faga: '

c(8) = c(e) = c(e) , c(e') =0
u(@) =w=u(e) e u(e') =2

Crie um nd fonte F e um no sumidouro S. Crie arcos do nd
fonte para os nés i € N que tém .def(i) > 0 e faca
c(F,i) = 0, u(F,i) = def(i) e D1 = % def(i). Crie .arcos
dos nos i € N que tém def(i) < 0 para o no sumidouro e fa
¢a c(i,S) = 0 e u(i,S) = -def(i).

Aplique o algoritmo do fluxo para transportar D1 unidades
de no F para o no S.

Substitua cada arco e € A por X(e) + 1 arcos paralelos

a e.

Para cada ramo e € E faca:

Se X(e') =0 substitua e por um arco paralelo a E;
Se X(e') = 1 mantenha o ramo e;

Se X(e') = 2 substitua e por um arco paralelo a e.
Adicione X(8) copias paralelas a & e X(e) cdpias parale

4=
las a e.

Apos a aplicagao deste algoritmo todos -os nos do gra

fo resultante G teém os graus de entrada iguais aos correspondentes

graus de saida. Por outro lado, como a ES-variagao se baseia num

probléma de fluxo maximo com custo minimo, pede-se concluir que es

ta ES-variagdo € minima.

(*) - D1 @ calculado no passo 6 apenas para os def(i) > 0.

2]



£

30

Para grafos mistos onde grau(i) € par para todo
i € N, a ES-variacdo produz um grafo que mantém par os graus, de-to
dos os nos i € N,

A seguir da-se trés exemplos para esclarecer o fun
cionamento dos algoritmos GP-e ES-variacao.

4,6 - EXEMPLOS

Exemplo 1

Dado o grafo valorado com custo 17, representado . pe
lo diagrama ’

®<—”_“—©

G : ’

a) Construcdo da GP-variacdo minimal correspondente:

No grafo dado G, os nds 3 e 4 tém graus impares. Por
tanto, para construir uma GP-variacao minimal de G devemos encon
trar uma cadeia de custo minimo entre os nds 3 e 4. Esta cadeia &
(3,5), {5,4} , com custo 5. Logo, a GP-variacgao minimal G'.é repre

sentada pelo diégrama

(WS ] {a8]

e tem custo 22.
v) Construgdao da ES-variacgdo minimal correspondente:

No grafo dado G, existem dois ramos {2,4} e {4,5}.
Em primeiro lugar orienta-se estes ramos arbitrariamente. Orientan

do do nd menor para o maior obtém-se o grafo
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+1 -2

onde os numeros associados aos nos designam os déficits desses

- L 4
nos.
#

Para aplicar o algoritmo do fluxo, s2o acrescentados

= & 5 -~ . - -> 3
0s arcos e e e', paralelos e com diregao inversa a cada e obtido
¥ . ~ + :
‘pela orientagao de um ramo. Como e' tem custo 0 e e tem custo i

gual ao custo de e, obtém-se o seguinte grafo valorado
2

O ©

6
5 1.
@¢ -
W
: 0 ,
Este grafo obtém agora uma segunda valorizagdo correspondente a

(2]

fungao u : D= AU B » R , como segue:

00

o) ®

lZH'fj L T“ |
ON = @

2
Interpretando a primeira valorizagao como custo, a segunda como ca

pacidade maximal e o déficit associado com cada nd como peso do

o

nd, precisa-se agora resolver o problema de fluxo com custo minimo
‘de quantidades correspondentes acs pesos dos nés. Isto &: preci
sa~-se transportar com custo minimo, 1 unidade do nd 4 e 2 unidades
do nd 5 para os nds 2 e 3, de modo que 2 unidades cheguem no no 2

e 1 unidade no no 3.

Para resolver este problema, sao introduzidos dois
novos nos denominados F (fonte) e S (sumidouro), com arcos corres

pondentes, conforme a descricao no algoritmo. Apos isto ohtémfse:
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onde os novos arcos tém custo zero e capacidades correspondentes
aos valores absolutos dos déficits dos nds do grafo original. En
tao este grafo tem hivalorizagao como descrito no diagrama, onde a
primeira coordenada representa o custo e a segunda a capacidade.

Com esta interpretacdo do problema sera preciso apli
car o algoritmo do fluxo para transportar 3 unidades do no F para
o nd S com custo minimo, que nos da a seguinte solugdo, onde os ni
meros nos arcos representam o fluxo

' 0
& — "~
2 ,/2® @ \\ 1
// 0 \\
& ©
~. 2]ofo I% 5
\\ 0 //

~ Q T
\'x®_._1_)®/ 2
Esta solugao define agora, conforme o algoritmo, uma
variacdao G'" do grafo mist? original de modo que o grafo resultante
tem os graus de entrada iguais aos correspondentes graus de saida.

Logo, a’ ES-variacdo minimal G" & representada pelo diagrama

Bl
G" 3]/ 6 3 T3
e 8 o
B ——

e tem custo 23.

Exemplo 2

Dado o grafo valorado com custo 26, representado pe

lo diagrama

w
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G : | g;

Como cada nd de G tem grau de entrada igual ao grau

de salida, pode-se construir a GP- -variacao minimal completa ou a

GP-variagdo com respeito ao grafo parcial de G consistindo apenas
dos ramos de G .

a) Considerando a GP-variacgao minimal completa, ob

%

tem-se a variacao representada por:

®
27 3 5
‘ | 2_~©®

6

com custo igual a 33.

b) Considerando apenas a GP-variacao minimal com res
peito ao grafo parcial consistindo sé dos ramos de G, obtém-se = a
variagao representada por:

2 7O
oL 3—Tp
6 .
com custo igual a 36.

Commarando os deois resultados vé-se que o item (a)

apresenta menor custo que o item (b). Porém, a segunda solucdo a
e

presenta a particularidade de manter iguais o5 graus de entrada

salda de cada no.
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Exemplo 3

lo diagrama

-

Observa-se que cada no de G tem grau par

Aplicando a ES-variacao minimal com respeito a este

grafo obtém—sc 0 seguinte grafo:

Q\\\‘\\
AP

@"v*@

com custo 26. Observa-se que neste grafo tcdos os nds tem grau
par. '

.

Vale salientar que se o grafo tem todos os nos com

Dado o grafo valorado com custo 26, representade pe

grau par, a ES-variag¢ao nao altera esta propriedade. Portanto, pg'

de-se concluir jue se o grafo original ndo tem ramos nem arcos pa

ralelos e o grau de cada no € par, a ES-variacdo minima preduz uma
variacio euleriana minima e consequentemente qualquer rota desta

variacdo € Otima.

e



CAPITULO .V

ALGORITMOS APROXIMATIVOS

5.1 - CONCEITUACKO

0 problema de encontrar uma rota com custo minimo pa
ra o Carteiro Chin€s num grafo misto ainda ndo foi resolvido  de
forma eficiente. Mas, para grafos direcionados é para grafos nao
direcionados, o problema foi resolvido de forma eficiente e poling'
mialmente por Edmonds e Johnson. Como no caso de grafos nio dire
cionados precisa-se uma variacao minimal de modo que todos os nos
tenham grau par, e no caso de grafos direcionados precisa-se de
uma variagao minimal de modo que para cada nd o grau de entrada se
ja igual ao grau de saida, os algoritmos de Edmonds e Johnson sao
do tipo GP-variagao minimal no caso nao direcionado e ES-variacgao
minimal no caso direcionado. Conforme foi observado, estes algorit
"mos basicos de Edmonds e Johnson podem se: aplicados de forma efi
ciente também para grafos mistos, mas claramente sem obter geral
mente uma rota. Mas, o que precisa também ser observado & que a 2
plicagao em sequéncia de algoritmos do tipo GP-e ES-variagao defi
nem uma rota. Estas rotas (dependendo da ordem da aplicacgao esco
lhida) geralmente nao tém custo minimal, mas podem ser usadas como
solucdes heuristicas. No caso de um algoritmo do tipo GP-variacdo
seguido de um do tipo ES-variacgao, iste foi observado também . por
" Edmonds e Johnson, e no caso de um algoritmo do tipo ES-variacgao

seguido de um do tipo GP-variacao foi observado, por Frederickson. -
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0 processo usado por Edmonds e Johnson resulta  num
algoritmo chamado MIXED 1, e o processo de Frederickson num algo
ritmo chamado MIXED 2. |

Como os algoritmos aqui apresentados nao coincidem
totalmente com MIXED 1 e MIXED 2 (mas baseiam-se tambem nas suas -
ideias), serdo designados por MIXED 1A e MIXED 2A . Nos exemplos
dados por Frederickson estas variantes aprescntam resultados me

lhores.

~ Como algoritmos heuristicos precisam de um estudo

particular do pior caso, isto também & necessario para os algorit
mos do tipo MIXED. Isto foi feito por Frederickscn, com os seguig
tes resultados: ambos os algoritmos MIXED 1 e MIXED 2 chegam em
rotas cujos custos sao menores ou iguais ao dobro do custo de uma
‘rota otima. Se adicionalmente a rota melhor (com respeito ao - cus
to) entre as encontradas por MIXED 1 e MIXED 2 € escolhida, entao
O custo desta rota € menor ou igual a 5/3 de uma rota otima. Po
de-se assegurar que as estimacdes de Frederickson sdo também vali
das no caso das variantes dos algoritmos MIXED 1 e MIXED 2, aqui a
presentadas.

Agora sdo dados os algoritmos MIXED 1A e MIXED 2A a
companhados por exemplos. ' §

5.2 - ALGORITMO MIXED 1A
Entrada: Um grafo misto conexo valorado G (N,E.A,;c)
Safda : Uma rota contendo todos os ramos e arcos de G.

Passo 1: Aplique o dlgoritmo GP-variacao minimal ao grafo G com
saida G'. ‘

Passo 2: Aplique o algoritmo ES-variacao minimal ao grafo G' com
saida G".

Passo 3: Construa uma roca em G correspondente a uma rota euleria
na em G".

_ 0 algoritmo MIXED 1A a prineipio faz o casamento dos
nés de grau impar, repetindo tantos arcos como ramos, necessarios
a transformacdo do grafo G em G' . A seguir & construida uma ES-va
Egagéo minimal G" de G', que mantém par o grau de cada nd. E claro
que G" & uma variacgdo euleriana de G e por conseguinte o passo 3

pode ser executado.

'E facil verificar que apos o passo 2 o grafo  resul
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tante mantém par o grau de cada nd, pois apds o passo 1 cada  nd
tem grau par e como o passo 2 inicia orientando todos os ramos de
G', vemos que o déficit de cada nd & um nimero par. Como as capaci
dades dos arcos sdo sempre 2 ou « (na realidade sdo 2 ou a soma
dos déficits positivos), verifica-se que o nimero de arcos que
sdo adicionados € sempre um nimero par.

A diferenca bisica entre o MIXED 1 de Edmonds e
Johnson e o MIXED 1A aqui apresentado esta no fato que o MIXED 1A
garante que também apds igualar os graus de entrada e saida os
graus dos nds permanecem par, O queé nao necessariamente € o caso
no algoritmo MIXED 1 que geralmente precisa a aplicacao de um algo
ritmo suplementar para finalmente obter uma variacao euleriana.

Para tornar mais claro o funcionamento do MIXED 1A
da-se o seguinte exemplo:

Exemplo
Seja G o grafo misto conexo valorado representado

pelo seguinte diagrama

}

&6

_ @
G : 1'I
®

1

No passo 1 sao primeiramente identificados os nos de
grau Impar. Aqui estes ndos sao 3 e 4 . A seguir um casamento de
custo minimo entre os ndos com grau impar é construido. No exemplo
este casamento deve ser feito repetindo o arco (3,5) e o ramo
{5,4}, resultando na seguinte GP-variac¢ao minimal G' do grafo G,
representada por: '

-

® @
3
1 E

1
6P; ®

1

|

Agora, aplicando o passo 2 sobre o grafo valorado
G', primeiramente todos os ramos sao orientados arbitrariamente.

Suposto que no exemplo a orientagao ¢ escolhida como segue:
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3
IS
@ @
. 1ll\ lz
i
P s T,
O am—C
: : 1 )
temos def(Z] = -2, def(3) = -2, def(4) = 0 e def(5) = 4. Para cal
cular o fluxo otimo, o algoritmo usa um grafo que podemos represen

tar (neste exemplo) por:

(o:;)\ -
~
10 "~ (4,%0) ®-
(1i,00)

Deste grafo resulta o seguinte fluxo otimo:

A

@

GD 21oflof o 01‘
~

.
\‘-.
N -~
‘..\
. 3®<
&
hY

que define a variacao euleriana G" correspondente, representada

no exemplo por:

3
ON O

f____%__._

()E .

0 custo de G" @ 18 e uma rota em G correspondente a

uma rota euleriana em G'" & dada por:

Rota: (2.4}, {4,3}, (3.5), (5,4}, {4,3}, '(3,5), (5.4}, °(4,3) {3.23
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5.3 - ALGORITMO MIXED ZA

Entrada: Um grafo misto conexo valorado G = (N,E,A,c)

Saida : Uma rota contendo todos os ramos e arcos de G

Passo 1: Aplique o algoritmo ES-variagao minimal ao grafo G, com
saida G'. ’ . ' . '

Passo 2: Aplique o algoritmd GP-variag¢ao minimal ao grafo
G = (N,E) com saida G".

Passo 3: Construa nma rota em G corresﬁondente a uma rota euleria
na em G". '

0 algoritmo MIXED 2A a principio faz uma ES-variagdo
minimal. A seguir € construida uma GP-variacdc minimal G" de G',
usando apenas os ramos do grafo inicial. E claro que G" € uma va
riagdo euleriana de G e por conseguinte o passo 3 pode ser executa
do. ' '

A diferenca basica entre o MIXED 2A e o corresponden
te MIXED 2 de Frederickson esta no fato do MIXED 2A orientar os ra
mos antes de calcular o déficit de cada nd, o que niio ocorre com o
MIXED 2, que calcula o déficit sem orientar os ramos. O MIXED 2A
pode ser encerrado apenas com a orientagao dos ramos, se
def(i) = 0 para todo no 4. '

Para tornar mais claro o fuincionamento do algoritmo
® MIXED 2A sera dado o meswb exemplo que no caso MIXED 1A.

Exemplo

Seja G o grafo miste conexo valorado representado
pelo seguinte diagrama

oo
N
®<———1--———®

G : 1

No passo 1 primeiramente todos os ramos 3do orienta
dos arbitrariamente. Suposto que no exemplo a orientagido & escolhi
da como segue: : o - —
- ' ' ' -
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.J\l o

®<——-—-—-®

it

temos def(2) = -2, def(3) = -i, def(4) = 1, def(5) = 2 .

Para calcular o fluxo Otimo, o algoritmo usa um gra
fo que pode-se representar (neste exemplo) por:

{1, o)

y

N

' ' <
| a7 ®
- ‘ /, A
-
e |
i ®‘ 2 |ota
. \""' -
T
. -

quc define a ES-variacao minimal G' correspondente, represcntada

\

=\

no exemplo por:

]

—C)
@——>®

/

Agora, aplicando o passo 2 sobre o grafo valorado
G', verifica-se que todos os nds de G' ja tém grau par. Logo, o ca
samento entre os nos de grau impar & vazio. Por conseguinte resul

ta apds a aplicagdo do passo 2 do algoritmo o grafo G" igual a G';

-
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O custo de G" & 13 e uma rota em G correspondente a
uma rota euleriana em G" & dada por:

Rota: (2,4), {4,3}, (3,5), {5,4}, (4,3}, {3,2)

~ Nos exemplos acima considerados para a aplicacao dos
élgoritmos MIXED 1A e MIXED 2A partiu-se do mesmo grafo inicial G.
As rotas correspondentes encontradas tiveram custo 18 no caso
MIXED 1A e 13 no caso MIXED 2A e por conseguinte a rota encontrada
‘usando o MIXED 2A deve ser a escolhida. |

Para mostrar que também pode acontecer que o algo
‘ritmo MIXED 1A produz uma rota melhor (com custo menor) que o algo
ritmo MIXED 2A sera dado o seguinte exemplo (os detalhes s3ao deixa
dos ao leitor):

Exemplo

Seja G o grafo misto conexo valorado'representado
pelo seguinte diagrama

Q
®

10e 10e

Os algoritmos MIXED 1A7e MIXED 2A produzem as varia

¢oes eulerianas representadas pelos seguintes grafos:
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: 5 S
@D« : @
1Ce 10e IOE\OE % 10e
; R G

Solugdo MIXED 1A Solugdo MIXED 2A

a

Como nao existe uma regra para estabelecer em quais.

casos um dos algoritmos apresenta melhor solucdao que o outro, sera
introduzido a seguir um algoritmo que escolhe como solugao a rota
de menor custo entre as geradas pelo MIXED 1A e MIXED 2A.

5.4 - ALGORITMO MIXED A

Entrada: Um grafo misto conexo valorado G = (N,E;A,.€) .

Saida : Uma rota contendo todos os ramos e arcos de G

Passo 1: Aplique o algoritmo MIXED 1A ao grafo G.
Passo 2: Aplique o algoritmo MIXED 2A ao grafo G.
Passo 3: Escolha a rota de menor custo.

5.5 - ANALISE DO PIOR CASO DO MIXED A

Para fazer a analise tedrica dos resultados dos algo
ritmos aqui apresentados, sera mostrado que a razdo entre o custo
da rota encontrada pelo algoritmo MIXED A e o custo de uma rota §
tima & menor ou igual a 5/3. Para isto, serao dados alguns lemas e
proposigoes.

Para abreviar as demonstragoes dos lemas que serao
enunciados, precisa-se introduzir as seguintes notagoes: dado um

-grafo misto conexo nao negativamente valorado G = (N,E,A,c), .deno

?

L]
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ta-se por Gup = (N’EGPm’AGPm’CGPm) uma GP-variacao minimal de g,
por Gpgn = (N,Epg wApg 2Cpg ) uma ES-variacao minimal de G, por
(N

CESmoGPn 'BESmoGPm * AESmoGPm ' CESmogpn) @ vaTiacdo euleriana
de G obtida pelo algcritmo MIXED 1A e 'por

GGPmoESm = (N’EGPmoESm : AGPmoESm " CGPmoESm) a variacao euleriana

de G obtida pelo algoritmo MIXED 2A. Finalmente define-se por
C(E), C(A) e C(G) aé respectivas somas dos custos de todos os ra
mos, todos os arcos e todos os ramos e todos os arcos de G, (o que
fornece a igualdade C(G) = C(E) + C(A)) e denota-se por C o custo
da rota encontrada pelo algoritmo MIXED A, isto &,

C = min{C(GESmDGPm) , C(GGPﬁoESm)} e por C* o custo de uma rota

otima.

Lema 1
Se G = (N,E,A,c) & um grafo misto conexo ndo negati
vamente valorado e GGPm = (N’EGPm’AGPm’CGPm) uma GP-variagao mini

mal de G, cada ramo e cada arco de G & no maximo duplicado em

GGPm 2

Demonstracao )

' Como a GP-variagao minimal.de G so tem como objetivo
tornar par o grau de cada nd de G, a direcdo dos arcos nao & conéi
derada quando & feito o casamento dos nos de graus impares e  por
conseguinte pode-se substituir os arcos por ramos e considerar G
como um grafo ndo direcionado. E claro que uma rota com custo mIni
mo num grafo nao direcionado e nao negativamente valorado ndo wusa
um ramo mais que duas vezes. Mas esta rota define um casamento e
este casamento corresponde ao casamento minimo que define a GP-va

riacao minimal Copn

Lema 2

Num grafo misto conexo ndo negativamente valorado

G = (N,E,A,c) tem-se C(Gpgn,gpn) <

to de uma rota gerada pelo algoritmo MIXED 1A & menor ou igual a

cr =% ZC(AESm) a Isto e: o cus

soma entre o custo de uma rota Otima e o dobro do custo de todos

os arcos de uma ES-variacgao minimal do grafo G.

o
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Demonstracio

Seja Apg. uma copia disjunta de Apgy + Define-se os

nos incidentes para os elementos de AESm como para os corresponden

tes arcos em A e interpreta-se os elementos de Agom também como

arcos. Com isto define-se um novo grafo misto conexo ndo negativa

mente valorado G = (N,E,X,C) por: E = EGPm"A = AESm\J AESm ,

C = Cpgp sobre AESm’ C = Copp © c(a) = cESm(a) para a €& AESm onde

a & o arco em Apg, correspondente ao arco d. £ claro que G & uma
ES-variagao d

cao de Ggpy
tantos arcos entre dois nﬁs‘como_GGPﬁ € por conseguinte pode-~se in

terpretar AGPm como um subconjunto de A, e como AES e AESm satis

fazem grau de entrada igual a grau de saida para todos os nos de N.
Portanto, C(Gpg gpn) < C(G) = C(E;p ) + 2c(Agg,) - Como
C(Egpy) < C* pois uma rota otima precisa da existéncia de uma

GP-variagao do grafo original G, pode-se concluir que

ClOesn gpm! £ €7 * 2C{Aggy)

Lema 3

. Num grafo misto conexo nao negativamente valorado

G = (N,E,A,c) tem-se C(GGPm ESm) < 2C* - C(AESm) . Isto e’ o cus

to de uma vota gerada pelo algoritmo MIXED 2A € menor ou igual a
diferenca entre o dobro do custo de uma rota otima e a soma dos

custos de todes os axcos de uma ES-variagao minimal do grafo origi
nal G. '

-

Demonstracgao

Como na segunda parte do algoritmo MIXED 2A so podem
ser adicionados ramos e no maximo os ramos podem ser duplicados, -

obtéem-se que C(A ) < 2C(E

cPmoEsm’ = ClAesn) © ClEgppogsn ESm’

3 . - = * - . eI

B claro que C[GESm) C(EESm) + C(AESm) < C*, como uma yota ctima
precisa que os graus de entrada sejam iguais aos graus de salda pa

ra todos os nos de N, e por conseguinte precisa de uma ES-variacdo
do grafo original G. Donde segue: '

, pois de acordo com o lema 1, G tem no minimo
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CGepmorsm) = CCEgpmopsm) * CAgppopsm) S 2C(Eggy) + ClAgg,)
= 2(C(Eggy) * ClAggp) - ClAgg,) < 2C* - ClAgg,) -
Teorema

Dado um grafo misto conexo nao negativamente valora

do G = (N,E,A,c). Se C = min{C(GESmoGPm) "C(GGPmOESm)} e C* e )

custo de uma rota otima, entdo C 1 {5/3)C*. Is%to 8! @ custo da To
ta encontrada pelo algoritmo MIXED A que corresponde ao menor dos

custos das rotas geradas pelos algoritmos MIXED 1A e MIXED 2A, e
menor ou igual a 5/3 do custo de uma rota otima.

Demonstracao

A demonstragao € feita em duas partes: a primeira
parte considera o caso C(AESm) < (1/3)C* e a segunda considera 0

caso C(AESm) » (1/3)C*

Parte 1 : usando o lema 2 obtém-se

G 2 ClBggpogpn) 2/C* + #ClAgg,) £ (5/3)C
Parte 2 : usando o lema 3 obtém-se
C < C(Ggpoopsn) < 2C* - ClApg) < (5/3)C*

/



CAPITULO VI

APLICAGCDES

Na aplicacgio dos algoritmos MIXED 1A e MIXED 2A; as
GP-e ES~-variagoes sao implementadas como programas distintos e em
ambos os casos a rota foi construida manualmente. B claro que exis
tem algoritmos para calcular a rota, porém, como ndo era cste o ob
jetivo do trabalho e como as restrigoes que aparecem na pratica
sao de. tal ordem que provavelmente a cons*rugao de uma rota que sa
tisfaca a todas elas pode[ser assunto de uma nova dissertagao, nes

te trabalho optou-se pela ja citada construgiao manual.

No capitulo anterior, fol visto que a condigao neces
saria e suficiente para a existéncia de uma rota euleriana num gra
fo misto conexo, ¢ que todos os nos tenham o grau par ¢ além disso
tenham o grau de entrada igual ao grau de saida. Portanto, pode-se
afirmar que uma rota 6tima € ao mesmo tempo uma GP-variacao e uma
ES-variacdo, € o ~usto de uma rota otima € maior ou igual tanto ao
custo de uma GP-variacgdo minimal como ac de uma ES-variagao mini
mal, no grafo ofiginal. Devido & impossibilidade de calcular o cus
to de uma rota o6tima nos exemplos praticos, as comparagoes foram
feitas entre o custo da rota gerada pelo MIXED A e o maior dos cus
tos dentre os das GP-e ES-variagdes. E claro que na verdade as ra

zoes aqui encontradas sao malores ou iguais as razdes reais.
2

As aplicagocs do algoritme MIXED A foram feitas -enm

+

grafos mistos conexos nao negativamente valorado, que representam
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distritos da cidade de Aracaju, conforme foi descrito na introdu
cao. Estes distritos foram limitados pela empresa encarregada da

coleta do lixo urbano, mas nao foi possivel comparar o0s.nossos re
sultados com os daquela empresa, pois a mesma nao dispoe de nenhum

meio (até o momento) de estabelecer a rota de cada um dos  distri
tos. : ' :

L] "

Apresenta-se aqui os resultados obtidos em um desses

. ¥
distritos.

A maneira como se obteve estes resultados & mostrada
no documento n? 01 que se encontra na Coordenagido do Curso de Pds-
Graduagao em Sistemas e Computagao da Universidade Federal da Pa
raiba - Campus II.

Neste exemplo, o distrito usado foi uma parte do cen
tro da cidade, onde as distancias entre os cruzamentos (nos) sao
constantes e iguais a 100 metros, sendo que no caso de ruas fecha
das ao transito os cruzamentos foram eliminados e os corresponden
tes trechos passaram a medir 200 metros.

Neste exemplo, apds a aplicagdo do MIXED 1A  verifi
ca-se que o grafo resultante apresenta um custo adicional igual é
3,8 Km. Na aplicacgao do MIXED 2A, verifica-se que apds a constru
cao da ES-variacdo minimal o grafo resultante apresenta um custo
adicional igual a 2,2 Km e todos os seus noés tém grau par, sendo
portanto um grafo euleriano, o que implica na nao aplicacao do se
gnndo passo e na afirmagao que a rota encontrada pelo MIXED 2ZA e
uma rota otima, pois o custo adicional da GP-variagdo minimal € ze
5 <

_ Em todos os exemplos testados durante o  desenvolvi
mento deste trabalho, o MIXED ZA apresentou solugoes melhores que
as do MIXED 1A. Porém, vale salientar que isto ndo € uma regra ge

ral, conforme foi mostrado em exemplos anteriores.
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Exemglo:

Grafo G representativo do distrito onde foi aplica
do o algoritmo MIXED A.

@ O———O— ®

©
W

Q
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@.
N
S(=
)
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Grafo resultante da aplicagao do MIXED 1A,
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Grafo resultante da aplicacdao deo MIXED 2A.
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Rota gerada pelo algoritmo MIXED A

(1,2)(2,6)(6,7)(7,8)(8,4) (4,3)(3,2)(2,6)(6,11) (11,10) (10,9)
(9.5)(5,6)(6,11) (11,10) (10,9) (9,11) (11,15) (15,16) (16,17) (17,13)
(13,12)(12,11) (11,15) (15,19) (19,18) (19,14) (14,15) (15,19) (19,22)
(22,23)(23,24) (24,21) (21,20) (20,19) (19,22) (22,826) (26,25) (25,29)
(29,30) (30,31) (31,32) (32,28) (28,27)(27,26) (26,30) (30,31) (31,32)
(32,23)(28,27)(27,31)(31,32)(32,23)(28,24)(24,21j(21,17)(17.13)
(13,8)(8,4)(4,3)(3,7)(7,12)(12,16) (16,20) (20,23) (23,27) (27,26)
(26,25)(25,18) (18,14) (14,9) (9,5) (5,1) .

E'claro que esta € uma rota otima .

51
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CAPITULO VII

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

.

A partir dos resultados obtidos nas aplicacdes das
variantes apresentadas neste trabalho, bem como dos resultados mog'
trados nos.capftulqs anteriores, pode-se concluir que:

1 - apesar do algori“mo apresentado por Frederitkson apresentér a
mesma razdo entre o custo de uma rota heuristica e o custo de
uma rota otima, que o algoritmo apresentado neste trabalho, fi
cou claro que os algoritmos GP-e ES-variagdes tém melhor decen
volvimento que os correspondentes de Edmonds e Johnson,  pois
tanto a GP-variacgao como a ES-variacao conservam os resultados
obtidos pela outra, o que nao ocorre com oS originais. =

2 - pode-se obter programas mais eficientes, que os apresentados
na documentacao, tanto com respeito an tempo de processamento
como com respeito a memoria de maquina, desde que se faga uma
analise mais apurada da estrutura de dados a ser usada.

3 - a aplicagao do algoritmo fornece uma rota com custo minimizado
para o caso de coleta de lixo urbano, conforme foi comprovado
no exemplo, usando os dados da cidade de Aracaju.

Este trabalho ndo tem a pretencao de esgotar o assun

to sobre o problema do carteiro chinés num grafo misto, pois como
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visto, alguns pontos ficaram em aberto, o que permite recomen
que no caso de construgao de rotas, sejam levados em considera
, dentre outros, os seguintes pontos:

as condigoes de transito de cada yua, bem como as condigdes de

coleta.

4
as restricdoes em cruzamento, isto &, quando o carro esta em um
cruzamento, quais sdo as opgdes de saida ?

seja feita uma analise mais apurada da estrutura de dados a
ser utilizada, a fim de,que a conexao entre os programas da
GP-variagao e da ES-variacao éeja possivel. Isto &, estes pro
gramas sejam usados como subroutinas de um programa principal.

o estudo comparativo da rota gerada por processos computacio
nais e a rota gerada manualmente no grafo resultante do
MIXED A .

2]
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