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Resumo

Nesse trabalho propoe-se: () a determinac¢do de um modelo analitico e uma lei de controle
para o sistema do aeropéndulo por meio da mecénica lagrangiana; (77) A determinacao de
um modelo data-driven do aeropéndulo por meio das Redes Neurais Lagrangianas. Para
realizacao deste trabalho, foram utilizados conceitos tais como redes neurais, mecanica
lagrangiana, mecanica newtoniana, integragdo numérica, matematica simboélica e controle
analogico. O comportamento do aeropendulo foi modelado de trés maneiras diferentes:
utilizando as leis de Newton e de Kirchhoff, utilizando a mecanica Lagrangiana e utilizando
as Redes Neurais Lagrangianas. Foi realizada a validacao da solu¢oes analiticas utilizando
as leis de Newton e de Kirchhoff e utilizando a mecéanica lagrangiana. Além disso, utilizando
a técnica do Energy Shaping, um controlador para posi¢ao angular do aeropéndulo foi

projetado e validado.

Palavras-chave: Aeropéndulo. Redes Neurais Lagrangianas. Mecanica Lagrangiana. Con-

trole.



Abstract

This work proposes: (¢) the determination of an analytical model and a control law for
the airpendulum system through Lagrangian mechanics; (i) The determination of a
data-driven model of the aeropendulum using Lagrangian Neural Networks. To carry out
this work, concepts such as networks neural networks, Lagrangian mechanics, Newtonian
mechanics, numerical integration, symbolic mathematics and analog control. The behavior
of the aeropendulum was modeled in three different ways: using Newton’s and Kirchhoff’s
laws, using Lagrangian mechanics and using Lagrangian Neural Networks. Validation
of analytical solutions was carried out using Newton’s and Kirchhoff’s laws and using
Lagrangian mechanics. Furthermore, using the Energy Shaping technique, a controller for

the angular position of the aeropendulum was designed and validated.

Keywords: Airpendulum. Lagrangians Neural Networks. Lagrangian Mechanics. Control.
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1 Introducao

Silva (SILVA, 2018) desenvolveu um aeropéndulo composto por uma haste de
comprimento L, em cuja extremidade foi fixado um motor DC, cujo eixo é conectado
a engrenagens, conectadas a hélices. O motor ¢ alimentado por uma fonte de tensao

comandada por um sinal PWM com ciclo de trabalho wu.

Uma visao de alto nivel do sistema do aeropéndulo pode ser verificada na Figura
1. O sinal de entrada u é o ciclo de trabalho de um sinal PWM utilizado no sistema de
acionamento do aeropéndulo. O circuito de ponte H utiliza esse sinal de entrada para
determinar um sentido da corrente de armadura ¢, ¢ valor de tensdo de armadura v, no
controle de um motor DC. A parte rotérica do motor produz a velocidade angular do
eixo do motor wy. Essa velocidade é caracterizada como a saida do sistema do motor. As
engrenagens permitem a comunic¢ao entre os eixos do motor e da hélice do aeropéndulo e
transmite uma velocidade angular wo para o sistema das hélices. As hélices, por sua vez,
ao realizarem o movimento de rotagdo produzem um empuxo f que acelera o aeropéndulo.
A saida do sistema é a posicao angular do aeropéndulo. Pode-se observar que o sistema
do aeropéndulo possui diversos subsistemas que numa composi¢cao em série capacitam o

funcionamento do aeropéndulo.

Figura 1 — Visao de alto nivel do sistema do aeropéndulo.

—> "Ponte H" "Motor" "Engrenagens” "Hélices"

h 4

"Péndulo” F——»

Fonte: Autoria proépria.

Em trabalhos anteriores (LUCENA, 2021) e (OLIVEIRA, 2022), considerou-se o

problema do desenvolvimento do sistema de controle do aeropéndulo e suas etapas:

e modelagem do aeropéndulo;

« identificacdo do modelo;

e estimacao de parametros do modelo;

e projeto de um controlador;

e desenvolvimento do hardware e software do sistema de controle;

« verificacdo do sistema de controle.
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No trabalho de Lucena (LUCENA, 2021), foi considerado um modelo deste aeropéndulo a

partir dos seguintes pressupostos:

1. a dindmica entre a fonte e o motor é rapida o suficiente para que pudesse ser
desprezada, quando comparada a dindmica entre o empuxo gerado pelas hélices e
a posicao do aeropéndulo, ou seja, a dindmica do motor nao foi considerada e foi

aplicada uma condicao de regime permanente;

2. o momento de inércia das hélices J, é desprezado e considera-se que o regime
transitorio das hélices é muito mais rapido que o da haste do péndulo. As hélices

sao consideradas entao em equilibrio, com velocidade constante.

Lucena (LUCENA; LUIZ; LIMA, 2021) concluiu que o sistema de controle de um
aeropéndulo didatico pode ser desenvolvido por meio dos pressupostos 1 e 2. Entretanto,
foi verificado por Oliveira (OLIVEIRA, 2022), que os pressupostos 1 e 2 nao sao validos,
visto que o modelo obtido por Lucena (LUCENA, 2021) nao contempla todas as dinami-
cas envolvidas na planta. Nesse sentido, Oliveira (OLIVEIRA, 2022) procurou modelar
as dinamicas do sistema utilizando um modelo orientado a dados obtido por meio do
algoritmo Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy), no qual é mantida a
interpretabilidade fisica. O foco principal é de encontrar modelos dindmicos homédlogos
nao lineares que contemplem todos as dinamicas envolvidas na planta, ou seja, um modelo

que contemple os aspectos elétricos, mecanicos e aerodinamicos da planta.

No entanto, foi identificado por Oliveira (OLIVEIRA, 2022) que a computagao de
derivadas relacionadas aos dados medidos é sempre problematica para o algoritmo SINDy,
porque o algoritmo parte da premissa que os dados nao possuem um interferéncia ruidosa.
Porém, qualquer medida experimental é sujeita a ruidos e falhas na medicao e, com as

derivadas, o ruido é amplificado.

Por meio das redes neurais é possivel implementar modelos matematicos que sao
semelhantes a estruturas neurais biologicas. Também ¢é possivel adaptar os pardametros de
tais redes em decorréncia das interacoes com os dados de treinamento e de teste, melhorando
gradativamente seu desempenho na solu¢ao de uma determinada tarefa. A possibilidade de
criar uma rede neural capaz de aprender o Lagrangiano de um sistema ¢ muito promissora,
tendo em vista que os Lagrangianos impoem a conservagao da energia total, além de que
esse processo pode ser feito utilizando coordenadas arbitrarias. Dias (DIAS et al., 2022)
implementou uma rede neural lagrangiana, que foi treinada para aprender parametros a
partir das interagdes com os dados de treino, definindo assim um modelo de Lagrangiano

capaz de descrever a dindmica do sistema massa-mola-amortecedor-nao-linear.

Assim, nesse TCC, também objetiva-se obter um modelo dinamico para o sistema de

forma mais precisa do que modelos propostos em trabalhos anteriores, contemplando todos
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os aspectos envolvidos. Assim como um controlador para posi¢ao angular do aeropéndulo.
Contudo, para obter esse modelo, serao utilizadas as Redes Neurais Lagrangianas, que
assim como o algoritmo SINDy, é capaz de identificar o modelo da dindmica pendular.
Todavia, como foi verificado por Cranmer em (CRANMER et al., 2020), as Redes Neurais
Lagrangianas (RNL), podem parametrizar Lagrangianos usando redes neurais. Em con-
traste com outros modelos de redes neurais, RNLs nao requerem coordenadas candnicas e,
portanto, funcionam bem em situagoes onde momentos candnicos sao desconhecidos ou
dificeis de calcular. Ao contrario de abordagens anteriores, esse método nao restringe a
forma funcional das energias aprendidas e produzird modelos de conservagao de energia
para uma variedade de tarefas. Nesse sentido, a sensibilidade ao ruido presente no algoritmo

SINDy pode ser eliminada com o uso das RNLs.

1.1 Objetivos

o Testar a utilizacao de redes neurais lagrangianas para aprender um lagrangiano

arbitrario referente ao sistema do aeropéndulo.

o Estudar a utilizacao do lagrangiano no projeto do sistema de controle para o aero-

péndulo.

1.1.1 Objetivos Especificos

o Modelar matematica e fisicamente o comportamento dindmico do aeropéndulo por

meio das Leis de Newton, Kirchhoff e da mecanica Lagrangiana.

o Projetar a lei de controle para o aeropéndulo modelado.

1.2 Metodologias

No primeiro momento, realizou-se uma revisao bibliografica sobre o aeropéndulo, a
mecanica lagrangiana e as RNLs. Em seguida, utilizando a mecanica Lagrangiana, serd
modelado o lagrangiano, contemplando as dindmicas conhecidas: dinamica mecanica da
haste, dinamica eletromecanica do motor, e relacoes de torque e empuxo aerodinamico no

sistema de propulsao.

O projeto do controlador foi realizado no Simulink, que é uma ferramenta para

modelagem, simulacdo e andlise de sistemas dindmicos oferecida pelo Software Matlab.

Com base nas equagoes de Euler-Lagrange, testou-se a aplicagao das RNLs. O
desenvolvimento do codigo foi realizado no Google Colab, que é um servigco de nuvem

gratuito hospedado pelo proprio Google para incentivar a pesquisa de Aprendi- zado de
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Maquina e Inteligéncia Artificial. A principal caracteristica que influenciou no uso desta
ferramenta foi o fato de que o Google disponibiliza gratuitamente acesso a GPUs, tornando

o processo de treinamento da rede neural muito mais eficiente e rapido.

O codigo da RNL é implementado utilizando a linguagem de programacao Python.
Esta linguagem é muito popular em projetos de Machine Learning e Inteligéncia Artificial
por possuir diversas bibliotecas que implementam muitos dos aspectos do aprendizado de

maquina.

1.3 Estrutura do relatério

Este relatério esta dividido em 6 capitulos. O primeiro capitulo apresenta a intro-
ducao, as motivacoes, os objetivos e as metodologias utilizadas no trabalho. No segundo
capitulo é apresentada a fundamentacao tedrica, constituindo-se da apresentagdao do mo-
delo dindmico do aeropendulo, a formulacao da mecanica lagrangiana e sua aplicacao
no sistema do aeropéndulo. No terceiro capitulo sdo comparadas as solugoes analiticas
das equagoes diferenciais e do Lagrangiano desenvolvido no segundo capitulo. No quarto
capitulo é apresentado o projeto do controlador para a posigao angular (6,) do aeropéndulo.
No quinto capitulo ¢ apresentada a rede neural lagrangiana, a estrutura utilizada e o
treinamento utilizado no trabalho. E por fim, no sexto e ultimo capitulo, sdo apresentadas

as conclusoes.
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2 Fundamentacao teorica

Nesse capitulo, serao apresentados o modelo dinamico do aeropéndulo, assim como
as consideragoes feitas sobre ele neste trabalho. Também serd exposto os conceitos da

Mecéanica Lagrangiana.

2.1 O Aeropéndulo

Um péndulo simples é constituido por uma particula de massa m suspensa por uma
haste leve que se estende até um ponto fixo mais alto (SERWAY, 1990). Quando retirado
de sua posi¢ao de equilibrio e solto, o péndulo comeca a oscilar e exibe um movimento
periodico. A amplitude do movimento pendular é a distancia entre a posicao de equilibrio e
a posicao ocupada pelo corpo que oscila. Um exemplo de péndulo simples esta apresentado
na Figura 2. Ele é composto por uma haste de comprimento L, em cuja extremidade é
fixada uma esfera de massa m. Como consequéncia da forca peso da esfera, surge uma

forga de tensdao na corda que une a esfera e a base.

Figura 2 — Péndulo Simples.

Teorda

°

| Amplitude

Fonte: Autoria propria.

Contudo, pode-se acrescentar variacoes estruturais que influénciam nas dinamicas
do péndulo simples. As diferentes variagoes do sistema pendular compoem a categoria que
recebe o nome de péndulo composto. Desse modo, o péndulo composto pode ser estudado
para exemplificar o projeto de controladores e contribuir para a compreensao dos efeitos
que importantes pardmetros podem causar ao sistema controlado. (KIZMAZ; AKSOY;
MUHURCU, 2010) Um exemplo de péndulo composto é o aeropéndulo, cuja posigao é

alterada pela propulsao de uma hélice como mostra a Figura 3.
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Figura 3 — Diagrama de forgas sobre o conjunto {haste, motor, engrenagens, hélices}.

mgsen(6,)
I

| mg
n
|

Legenda de simbolos:
-

Motor Engrenagens Hélices

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

O aeropéndulo utilizado nesse trabalho foi o mesmo utilizado por (LUCENA,

2021) e (OLIVEIRA, 2022). Ele é composto por uma haste de comprimento L, em cuja

extremidade é fixado um motor DC, cujo eixo é conectado a engrenagens, conectadas a

hélices. O deslocamento angular ¢, do aeropéndulo estd condicionado ao empuxo f que

as hélices produzem. Em que, o empuxo f estd relacionado a velocidade angular wy da

engrenagem acoplada ao eixo da hélice, como apresentado na Figura 4.

Figura 4 — Diagrama elétrico da fonte e armadura do motor, e diagrama mecanico do

conjunto {motor, engrenagens e hélices}.

IVs

1/2 1L298N] |
hnlanpy

- e
T
B

Ciclo de trabalho: u

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

O empuxo provoca um torque fL no aeropéndulo, ocasionando uma mudanga na

sua posi¢ao angular (entre a haste e o eixo vertical). Na Figura 4, é apresentado o diagrama

w

2

PWM 1 |



Capitulo 2. Fundamentacdo tedrica 18

elétrico do sistema de acionamento do aeropéndulo, composto pela fonte de sinal PWM
com ciclo de trabalho u, o circuito de acionamento (fonte) e o motor, cuja alimentacao
é realizada por uma fonte de tensdo comandada pela fonte de sinal PWM. A armadura
do motor pode ser representada por um circuito com um resistor e um indutor, em série
com uma fonte de tensao que representa a forca contraeletromotriz. O motor também
apresenta uma parte mecanica, que é composta por um eixo de rotacdo e uma engrenagem
tratora N;. Como apresentado na Figura 5, o conjunto hélices e engrenagens é composto

pela engrenagem tratora Ny, a engrenagem acionada Ny e as hélices.

Figura 5 — Diagramas de corpo livre do eixo do motor e do conjunto {engrenagens, hélices}.

w; T 0, Ky w3

N,

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

2.1.1 A plataforma experimental

A plataforma experimental do aeropéndulo desenvolvida por Silva (SILVA, 2018)
a partir de um projeto desenvolvido pela Universidade de Arizona (ENIKOV; CAMPA,
2012) e aperfeigoada por Lucena (LUCENA, 2021) e (OLIVEIRA, 2022) e utilizada nesse

trabalho é apresentada na Figura 7.

Como ¢é visto na Figura 7, a plataforma é formada por uma estrutura de suporte
{mastro, apoio, e base} apresentada na Figura 6, um sistema de propulsao formado por
um motor DC e uma estrutura de ponte completa, um Arduino Mega 2560 e o sensor
AS5040 acoplado ao eixo de giro no qual foi engastada a haste de ferro do aeropéndulo, e

um conjunto {motor, hélice}.

O AS5040 é um codificador rotativo magnético para medi¢ao angular em uma volta

completa de 360°. A medi¢ao de angulo absoluto fornece indicacao da posi¢ao angular

P, ~ 360° _ ° . .
do fma com uma resolucao de {5; = 0,35°. O Arduino Mega 2560 gera os sinal para o

comando do sensor e adquire a posi¢ao angular do aeropéndulo por meio de uma conexao

via cabo USB.
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Figura 6 — Suporte do Aeropéndulo, baseado no modelo proposto pela Universidade de
Arizona.

N
LIl o

— 4 N
48 cm 13,4 cm 48 cm i

wn 0s
w3 zZ
wo 8t

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

Figura 7 — Plataforma experimental.

Power source

(a) Partes frontal da planta, mostra (b) Parte traseira da planta, mostra
as partes mecanicas da planta os componentes do hardware

Fonte: Adaptado de (OLIVEIRA, 2022).

2.1.2 Obtencao das equacdes diferenciais para o aeropéndulo

O diagrama de corpo livre do motor é apresentado na Figura 8. A partir da corrente
de armadura 7,, ¢ gerado um torque elétrico T' = K;i, no eixo do motor, em que K; é a
constante de torque do motor. Por sua vez, esse torque provoca o movimento rotacional
do eixo do motor. Em reagdo ao movimento estabelecido, surge um torque Fjw; devido ao
atrito viscoso existente no eixo do motor. Esse torque ¢é oposto a velocidade angular wy,
assim como o torque 77, que é a reagao da engrenagem tratora observada na Figura 9, ao

torque elétrico T aplicado pelo eixo do motor.

Aplicando a Lei de Kirchhoff das tensdes no circuito da armadura, tem-se que a

tensao de armadura é dada pala Equagao (2.1).
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Figura 8 — Diagramas de corpo livre do eixo do motor.

R, Lq

_J\/\N_M'Y-\—
-

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

diq (t)

t) = Ryiq (1) + L
va (1) = Raia (1) + Lo

+eq (1) (2.1)

A forga contraeletromotriz é e, (t) = K,w; (t), em que K, é a constante da forca
dia(t)
dt

tempo da corrente de armadura é expressa na Equagao (2.2).

contraeletromotriz. A partir da Equagao (2.1), isolando tem-se que a derivada no

K,

dig (1) 1 R, .
=—0,(t)— —1i —
L,

=T wr (t) (2.2)

Aplicando-se a segunda lei de Newton (2.3) para o eixo do motor, tem-se que,
considerando o momento de inércia .J,,, a equagao diferencial para a velocidade angular w;

é apresentada na Equacao (2.4).

d?6 (t) dw (t)

NI, =J o J 7 (2.3)
dCU1 (t) B 1 F 1

O diagrama de corpo livre para o conjunto de engrenagens e hélices é mostrado
na Figura 9. A engrenagem tratora provoca um torque 75 na engrenagem acionada, que
rotaciona as hélices com uma velocidade angular w,. O torque relacionado ao atrito viscoso
no movimento do eixo da hélice é dado por Fhwsy e o torque devido ao atrito do ar que
se opoe ao movimento de rotagdo das hélices pode ser modelado por Kqgw3, em que Kg
é uma constante (CORKE; KHATIB, 2017). Assim, para o eixo das hélices, tem-se que,
considerando o momento de inércia Jh, a equagao diferencial para a velocidade angular
we, a partir da equagao (2.3) é apresentada na Equagao (2.5).

dwy (t) 1 Ko , F

_ -7, 2Q e 2 25
dt 7 A A (2.5)
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Figura 9 — Diagrama de corpo livre do conjunto {engrenagens, hélices}.

Fonte: Adaptado de (LUCENA, 2021).

Considerando a transmissao em engrenagens sem perdas, pode-se relacionar 77 com
T5 e wy com wy por meio do namero de dentes N; e Ny das engrenagens tratora e acionada,
respectivamente. A relacao ¢ definida pelas Equagoes (2.6) e (2.7)(TAYLOR, 2005).

T N

- _ 0 2.6
oo (2.6)
w1 Ny

2 2.7
o N (2.7)
Ny

Dessa forma, substituindo wy = Ftwy e Ty = %Tl em (2.5) e isolando 77 tem-se

Ny
que o torque de reacao ao torque aplicado pelo eixo do motor é definido pela Equacao

(2.8).

N\ 2 dwy NP N2
+ K, F 2.
N2> dt Q(N) “it 2(N2> “ (28)

Assim, substituindo (2.8) em (2.4), e realizando as devidas simplifica¢oes, tem-se

o

que a derivada em relagdo ao tempo da velocidade angular do eixo do motor é expressa na
Equacao (2.9).

dwl Kz . (Fl + FQ(

Ny
i
at {Jm—i'c]h(%;)ﬂ o {J + (3

)2> Kg Ni\?
F wl (29)
} [J +J(%)](2>

A equagao diferencial para o movimento rotacional do péndulo é dada por (2.10),
em que m é a massa do conjunto {haste, motor, hélice}, J é o momento de inércia da

barra que forma a haste, ¢ é o coeficiente de atrito viscoso na rotacao do eixo da haste, d
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¢é a distancia do ponto de giro ao centro de massa do conjunto e L é a distancia entre o

ponto de giro e o eixo das hélices, como ilustrado na Figura 3.

d*0, (t do
d];( ) + mgdsin (6,) + chp (2.10)

O empuxo f (CORKE; KHATIB, 2017) é proporcional ao quadrado de wsy, em que

a constante de proporcionalidade é K, que estd relacionada com o perfil da pa da hélice.

Lf=1J

A expressao é apresentada na Equacao (2.11).

f = Krwj (2.11)

Assim, substituindo wy = %wl em (2.11) e expressao resultante em (2.10), tem-se

que a derivada em relagao ao tempo da velocidade angular do aeropéndulo é expressa na

Equagao (2.12), onde w, = %.

Ny

dw,(t) LKt <N1>2 »  mgd c
dt J

Wh 7 sin (0,) — 5% (2.12)

As Equagoes (2.12) e (2.9) ndo sdo lineares e apresentam termos ligados a parte
mecanica e elétrica. O aeropéndulo pode ser representado pelo diagrama de blocos apre-
sentado na Figura 10. Esse diagrama de blocos é uma representagao visual das equagoes
diferenciais apresentadas nas Equagoes (2.2), (2.9) e (2.12) que sdo utilizadas no modelo
do aeropéndulo. Como também, a Figura 10 é a visao completa do sistema descrito na

Figura 1.

Na Secao a seguir serd apresentada a mecanica lagrangiana com o objetivo de
modelar o aeropéndulo por meio das equagoes de Euler-Lagrange e assim obter as mesmas
equagoes diferenciais apresentadas nas Equagoes (2.2), (2.9) e (2.12) que sdo utilizadas no

modelo do aeropéndulo.

2.2 Mecanica Lagrangiana

A Mecéanica Newtoniana é a formulagao mais utilizada para se descrever o compor-
tamento e a dindmica do comportamento pendular. A Mecanica Newtoniana, Mecéanica
Lagrangiana e a Mecanica Hamiltoniana, formam a Mecanica Classica. O metédo de
Newton para descrever a dinamica de um corpo qualquer utiliza o conceito de forcas e
portanto, uma formulagao vetorial. Na Mecanica Classica, os vinculos sao restrigoes de
cardter cinématico da posigao do objeto estudado (LEMOS, 2007), podendo ser divididos

em duas classes:
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Figura 10 — Diagrama de blocos do sistema do aeropéndulo.

u dﬁ ia Ki
dt - N 2
s 1)
[ Ry
La Lq
LKy (Nl)z
] \N; day,
1| ETEN I I A O N
—p E s h) g
2 3
0] Ny
L 1» KQ (Nz)
N\2 <
S+ 11 (W) J
Fy+ B(2)
( 1+ 2(’\_’2)) mgd
o e e
|:Jm+ Jh(ﬁ;) :| d(,l)]_
dt

Fonte: Autoria propria.

o Vinculos holonomicos: Dependem somente das coordenadas posicionais dos corpos e

podem depender do tempo
f(z,y,2,t) =0 (2.13)

o Vinculos nao-holonémicos: Dependem também das velocidades
f(@,y,2,8,9,2,t) =0 (2.14)

Joseph-Louis Lagrange (1788)(LAGRANGE, 1853)percebeu que para descrever a
dindmica do sistema, os vinculos ou as forcas de vinculo ndo eram necessarias. Assim, seriam
necessarias apenas as equagoes formadas pelas coordenadas e velocidades generalizadas que
compoem o espago de configuragoes. As coordenadas generalizadas sdo todas as variaveis
¢; necessarias para descrever a posicao do objeto, enquanto as velocidades generalizadas
sao as variaveis ¢; que descrevem a variagao da posi¢do do objeto. A dimensao do espago

de configuracoes é dada pela Equagao (2.15).

n=3N —p, (2.15)

sendo, N = ntimero de corpos, p = niimero de vinculos e Dim(n) = nimero de coordenadas

generalizadas ou nimero de graus de liberdade.
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2.2.1 O Lagrangiano

As equagoes de Euler-Lagrange podem ser escritas na forma da Equagao (2.16)(GOLDS-
TEIN; POOLE; SAFKO, 2002),em que T ¢ a energia cinética do sistema e Ej sao as forgas

generalizadas do sistema.

d (0T oT
— = | —-—=—=F k=1,... 2.16
Poérem, para forcas generalizadas conservativas (% = 0), a expressdao de Fj é

expressa pela Equacao (2.17).

ov

B = —
k aqk )

k=1,...,n (2.17)

Dessa forma, substituindo (2.17) na Equacao (2.16), as Equagoes de Euler pode ser
reescritas como mostra a Equagdo (2.18), e a fun¢do de Lagrange ou o Lagrangiano pode

ser definido de acordo com a Equacao (2.19) (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

d (0(T-V)\ a(T-V) B
ﬁ< 5 ) 5 =0, k=1,...,n (2.18)

L=T-V (2.19)

sendo T a energia cinética e V' a energia poténcial de todas as componentes descritas na
formulacao do problema. Dessa maneira, as equagoes do movimento do sistema podem ser

escritas na forma da Equacao (2.20).

d (oL oL
—|=—]—=—=0 k=1,... 2.20
Entretanto, para abranger um conjunto de forcas dependentes das velocidades

generalizadas, tem-se que, a expressoes das forcas generalizadas conservativas devem ser
expressas na forma da Equacao (2.21) (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

ou d (oU
Ep=—+—|—], k=1,....n 2.21

g dg,  dt (8%) (221)
em que a funcao U é chamada de potencial generalizado ou potencial dependente das
velocidades. Ainda, se faz necessario acrescentar um termo Fj, que denota a parte das

forcas generalizadas que nao provem de nenhum potencial generalizado. Logo, a Equacao

(2.21), passa a ser a Equacao (2.22).

U d (oU
F=—4+—|— E! kE=1.... 2.29
EE T on (aqk>+ b ol (2:22)
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Assim, as equagoes de Euler-Lagrange (2.20) e o Lagrangiano (2.19) assumem as

formas da Equacoes (2.23) e (2.24), respectivamente.

d (0(T-U)\ oT-U)
— — =F =1,... 2.23
dt( i, ) dar e k=1,...,n (2.23)

L=T-U (2.24)

Para facilitar um tratamento mais geral de tais situagoes (forcas generalizadas que
nao provem de um potencial generalizado), foram introduzidas a fungao dissipativa de
Rayleigh F e a taxa de dissipagdo de energia do sistema ‘Z—Vf definidas pelas Equagoes
(2.25) e (2.26), respectivamente (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

1 N

=1

dw’
=2 2.2
o F (2.26)

Ainda, a parte dissipativa das forcas generalizadas pode ser escrita como na Equacao
(2.27) e as equagoes de movimento podem ser descritas pela Equagao (2.28) (GOLDSTEIN;
POOLE; SAFKO, 2002), em que o termo E; estd atrelado as forgas externas ao sistema.

oF
El=—-21 k=1,....n 2.27
g oqy, ( )
d (oL oL OF

Na forma vetorial, tem-se que (2.28) pode ser escrita como na Equacao (2.29).

d
%Vqﬁ—vqg—FVg]f:Ek, k= 1,...,n (229)
Pela regra da cadeia, a expressao %Vqﬁ (qx, gx) pode ser escrita como a Equacao
(2.30).
d . ) .
7 Vil (ge. di) = (VaViL)a+ (VaVy)d,  k=1,....n (2.30)

Desse modo (2.29) pode ser reescrita como a Equagao (2.28).

(VaViL) e+ (VaViL) Gi — VoL + VoF = By, k=1,..n  (231)
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Ainda, isolando ¢, em (2.31), tem-se que g pode ser representado pela Equacao
(2.32).

G = (VoViL) VL~ (VoVIL) o~ ViF + B, k=1...n (232

Na proxima Secao, serd demonstrado como obter o modelo anélitico do Lagrangiano,
funcao de dissipagao de Rayleigh e forcas externas do sistema do aeropéndulo por meio
da mecanica lagrangiana. Ainda, fazendo uso desse modelo, desenvolver as equacoes
diferenciais apresentadas nas Equagoes (2.2), (2.9) e (2.12) que sdo utilizadas no modelo

do aeropéndulo.

2.3 Obtencao das equacdes de movimento do sistema a partir da

Mecanica Lagrangiana

Para se obter o equagoes de movimento do sistema, deve-se considerar todas as
partes do conjunto {motor, eixos, hélices} que contribuem para a energia cinética T,
energia poténcial U e func¢ao dissipativa de Rayleigh F do sistema, bem como as forcas

externas ao sistema FE,.

Uma vantagem da formulacao do sistema a partir da mecanica lagrangiana, é que ela
pode facilmente descrever sistemas que normalmente nao sao considerados dindmicos, tais
como circuitos RL (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Nessa se¢ao sera apresentada

a formulagao lagrangiana para conjunto do aeropéndulo {motor, eixos, hélices}.

2.3.1 Célculo da energia cinética T" e poténcial U do sistema

Na Figura 8, a armadura do motor ¢é representada por um circuito com um resistor
e um indutor, em série com uma fonte de tensdao. A tensdo e a poténcia instantanea
no indutor sao dadas pelas Equagoes (2.33) e (2.34), respectivamente (ALEXANDER,;
SADIKU; SADIKU, 2007).

di(t)
u=L-—" (2.33)
p(t) = v(t)i(t) (2.34)

Dessa forma, substituindo (2.33) em (2.34), tem-se que a poténcia instantanea no

indutor é reescrita como a Equacao (2.35). A energia armazenada no indutor pode ser
calculada pela Equagao (2.36) (ALEXANDER; SADIKU; SADIKU, 2007).

dir(t)

pr(t) = LiL(t) gt

(2.35)
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W)= [ p (2.36)

Com isso, substituindo (2.35) em (2.36), tem-se que

t t o dig (1) i(t) , . L, L,.\2
W, () = /_oop(t)dt: /_OOL i (1) ot = /i(_OO)L (0 di (1) = 5% (1) = 5 (Q)
Portanto, a energia armazenada em um indutor pode ser calculada a partir da

equagao (2.37), em que L é a indutancia e @) é a carga no indutor.

70 =5 (@) (2.37)

A energia cinética rotacional de um sistema rotacional é igual ao somatorio de todas
as energias cinéticas de cada ponto desse corpo. A massa m; e a velocidade tangencial v;
associada a cada ponto podem ser diferentes, assim, a energia cinética rotacional total é
dada pela equagao (2.38) (TAYLOR, 2005).

N 1 )
T’I‘Ot = Z §mz"UZ- (238)
i=1

Entretanto, se todos os pontos do corpo rotacionam com a mesma velocidade
angular (TAYLOR, 2005), tem-se que

; N 1 1 N
w=— =const = Trot - Z 5 (7’2-2&]2) T2 lz mlrfl w27
r i=1 2 =

em que r; é a distancia do i-ésimo ponto analisado ao centro do eixo de rotacao.
Sabendo que o momento de inércia de um corpo é dado pela equagao (2.39)

(TAYLOR, 2005), Tem-se que a energia cinética rotacional total é determinada pela
Equacao (2.40).

N
J=Y ma? (2.39)
=1
1 /.\2
Thot = 5J(e)) (2.40)

A partir da Equagao (2.40), é possivel determinar as energias cinéticas associadas as
rotacao do eixo do motor, do eixo da hélice e do aeropéndulo. Essas componentes da energia

cinética total do sistema estam descritas nas equagoes (2.41)(2.42),(2.43), respectivamente.

Teizo do motor = ;Jm<‘91)2 (241)
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1 Ni\?; 2
Teixo da hélice — EJh (]\]—1> 91 (242)
2
md? .2
TRotagéo do aeropéndulo — Tep (243)

A Figura 3, mostra que o aeropéndulo sofre acdo da componente vertical da forca
peso, como a forga peso é mg, a sua componente vertical é mgcos(6,). Assim, a energia

potencial associada ao aeropéndulo é determinada pela Equagao (2.44).

U = —mgd cos (6,) (2.44)

2.3.2 Calculo da funcao dissipativa de Rayleigh do sistema F

No resistor, utilizando a Equagao (2.34), tem-se que a sua poténcia instantdnea é

dada pela equacao (2.45), em que R é a resisténcia associada ao resistor.

pr(t) = Ri(t)? (2.45)

Entretanto, como o resistor é um elemento puramente dissipativo, pela definicao

da taxa de dissipagao de energia em (2.26), pode-se considerar pr(t) = %—Vf, logo, tem-se

que a fungao dissipativa de Rayleigh F para o resistor é demonstrada na Equagao (2.46).

(2.46)

As componentes de torque associadas a dissipacgoes de energia, como a Fiw; devido
ao atrito viscoso existente no eixo do motor, Fows devido ao atrito viscoso existente no eixo
da hélice, Kgwj devido ao atrito do ar nas hélices e cw, devido ao atrito viscoso na rotagao
do eixo da haste do aeropéndulo, terao componentes na funcao dissipativa de Rayleigh
total do sistema. A partir da Equagdo (2.46), a funcao dissipativa de Rayleigh associada a
cada torque esté descrita nas equagoes (2.47), (2.48), (2.49) e (2.50), respectivamente.

1 /.2
‘/T_‘eixo do motor — §F<01) (247)
F, —1F<N19)2 (2.48)
eizo da hélice — 2 2 N2 1 .
. N\3
Ko(§:01)

(2.49)

—Fatrito do ar na hélice —
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C .2
fatrito do ar na haste — iep (250)

2.3.3 Determinacao das equacoes de movimento

Nas sec¢oes 2.3.1 e 2.3.2, foram descritas as energias cinéticas, poténciais e fungoes
dissipativas de Rayleigh de todas as componentes do sistema do aeropéndulo. Dessa
maneira, por se tratarem de funcgoes escalares, pode-se inferir que a energia cinética,
potencial e a funcao dissipativa de Rayleigh total do sistema podem ser descritas nas

equagoes (2.51), (2.52), (2.53), respectivamente.

L,.\2 1 N2 1 /NI\%. 2 md?.o
Ts=5(Q) + 57u(f1) + 2Jh(1\72> 0. + 756, (2.51)
Usis = —mgd cos (6,) (2.52)
N2
R(Q) 1 /. \2 KQ( 0) 1 /Ny \? L&

Dessa maneira, a partir da Equagao (2.24), o Lagrangiano do sistema é dado pela
Equacao (2.54)

L,.\2 1 . Ni\“. md?
Lgis = 5(@) + §Jm (91) + = Jh<N2> 91 + —0 + mgd cos (6,,) (2.54)
As trés varidveis do sistema @), 0, e 0, sdo as varidveis generalizadas ¢, k=1,2,3,
do sistema. Para cada variavel, existe uma equacao de movimento e uma forca externa
Ey, k =1,2, 3, diferente. As forcas externas para cada uma das variaveis podem ser

descritas nas equagoes (2.55), (2.56), (2.57), respectivamente.

EiQ = Vg — wal (255)
E,,, = Kiiq (2.56)
E, =Lf (2.57)

A partir da equagdo do Lagrangiano andlitico do sistema (2.54), da funcao de

dissipagao de Rayleigh (2.53) e as forgas externas (2.55), (2.56) e (2.57) é possivel determinar
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as mesmas equagoes diferenciais apresentadas nas Equagoes (2.2), (2.9) e (2.12) que sao

utilizadas no modelo do aeropéndulo, desenvolvidas na Se¢ao 2.1.2.

A derivada do Lagrangiano do sistema (2.54) em relagao a @) é dada pela Equacao
(2.58), a diferenciacao no tempo da derivada do Lagrangiano do sistema (2.54) em relagao
a () é apresentada na Equacio (2.59) e a derivada da fungao dissipativa de Rayleigh do

sistema (2.53) em relacio a @ é apresentada na Equacio (2.60).

oL

50 =" (2.58)
oL . doL .
90 =L@ = G55 = 19 (2.59)
OF .
90~ FQ (2.60)

Assim, considerando a variavel generalizada carga elétrica @), tem-se que substi-
tuindo as equagoes (2.58), (2.59), (2.60) e (2.55) na equacao de Euler-Lagrange (2.28),
a equacao de Euler-Lagrange considerando a carga elétrica, pode ser reescrita como a
Equagao (2.61).

LQ + RQ = v, (t) — Kywi (t) (2.61)

A derivada do Lagrangiano do sistema (2.54) em relagao a ¢, é dada pela Equacao
(2.62), a diferenciagdo no tempo do Lagrangiano do sistema (2.54) em relagao a 6, é
apresentada na Equacao (2.63) e a derivada da funcao dissipativa de Rayleigh do sistema

(2.53) em relacio a 6, é apresentada na Equacdo (2.64).

oL
= _ 2.62
20, 0 (2.62)
oL . N\ 2. d oL N2 -
Ok 10+ () b — L _ (1 () 0 2.63
0, PUONG) T dtod, ( "\N,) ) (2.63)
O _ph 4 F (N1>29 + K (Nl>39 2 (2.64)
00, ! 2 Ny ! Q N ' .

Dessa forma, considerando a variavel generalizada posicao angular do eixo do
motor 6, tem-se que substituindo as equagoes (2.62), (2.63), (2.64) e (2.56) na equagao
de Euler-Lagrange (2.28), a equacao de Euler-Lagrange considerando a posigao angular do

eixo do motor, pode ser reescrita como a Equagao (2.65).
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N2 - ; N2, N2, o .
T+ I (S1) ) 4y + Fé F(>9 K<>0 = Kiia (1 2.65
<+h(N2)>1+ L R() B+ Ko ) B = Kl (269

A derivada do Lagrangiano do sistema (2.54) em relacao a 6, é dada pela Equacao
(2.66), a diferenciagio no tempo do Lagrangiano do sistema (2.54) em relacio a 6, ¢
apresentada na Equacao (2.67) e a derivada da funcao dissipativa de Rayleigh do sistema

(2.53) em relagdo a 6, ¢ apresentada na Equacio (2.68).

oL .
a6, = —mgdsin (6,) (2.66)
oL _ md*0, = 4oL _ md>*0, (2.67)
06, dt 96,
or _ b, (2.68)
o6,

Dessa maneira, considerando a variavel generalizada posicao angular do aeropéndulo
6,, tem-se que substituindo as equagdes (2.66), (2.67), (2.68) e (2.57) na equagao de
Euler-Lagrange (2.28), a Equagao de Euler-Lagrange considerando a posigao angular do

aeropéndulo, pode ser reescrita como a Equacao (2.69).

md*, +mgdsin (6,) + B, = Lf (2.69)

Isolando a derivada da corrente de armadura % na expressao (2.61), a derivada

velocidade angular do eixo do motor dd% na expressao (2.65) e a derivada da velocidade
angular do aeropéndulo dd% na expressao (2.69), se obtém as Equagoes (2.2), (2.9) e (2.12),
respectivamente. Essas equagoes sao as mesmas utilizadas no modelo do aeropéndulo,

desenvolvidas na Segao 2.1.2.

Na préxima Secao, serd feita a comparacao entre solugoes obtidas pelas Equagoes
diferenciais (2.2), (2.9) e (2.12) e as Equagoes de Euler-Lagrange (2.28) para os parametros
das Tabelas 1, 2 e 3.
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3 Comparacao entre a solucoes analiticas das
equacoes de Euler-Lagrange e a diferencia-

cao automatica do Lagrangiano

Nesse Capitulo serdo comparadas a solucoes analiticas das equagoes de Euler-
Lagrange e a diferenciacao automatica do Lagrangiano para o caso de estudo, considerando
os parametros das Tabelas 1, 2 e 3. Neste estudo de caso, sdo usados o lagrangiano (2.54),
a funcao de dissipacao de Rayleigh (2.53) e as forgas externas (2.55), (2.56) e (2.57).

Sera apresentado inicialmente o método para obtencao das solugoes analiticas das
equacoes de Euler-Lagrange, e em seguida o método para diferenciacao automatica do
Lagrangiano. Finalmente, serao apresentados o método de integracao aplicado a ambos os

métodos e os resultados numéricos de simulacao.

3.1 Solucdes analiticas das equacoes de Euler-Lagrange

As equagoes de Euler-Lagrange (2.28) e novamente apresentadas em (3.1) foram
resolvidas por meio da biblioteca de Matemdtica simbdlica SymPy!.
d (0L oL OF
=)= =R, k=1, 3.1
dt (aqk ) ogc 0 " (3.1)
As equagoes diferenciais resultantes das solugoes das equagoes de Euler-Lagrange e

obtidas por meio de Matematica simbdlica foram idénticas as obtidas por meio das leis de

Newton e de Kirchhoff (2.2), (2.9) e (2.12).

3.2 Diferenciacao automatica do Lagrangiano

O Lagrangiano £ (2.54), a func¢ao de dissipa¢ao de Rayleigh F (2.53) e as forgas
externas Fy, k =1,...,n, (2.55), (2.56) e (2.57) foram aplicadas diretamente a expressao
da estimativa da aceleracao (3.2). A estimativa da aceleragao foi calculada numericamente

por meio de funcoes de diferenciacao automética da biblioteca JAXZ.

L SymPy Development Team. SymPy. Disponivel em: <https://www.sympy.org/>. Acesso em: 22

Fevereiro 2023
The JAX authors. JAX: High-Performance Array Computing. Disponivel em: <https://jax.
readthedocs.io/en/latest/>. Acesso em: 22 Fevereiro 2023
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G= (VViL) [VL — (VoVIL)§— V,F + E] (3.2)

Estas funcoes de diferenciacdo automatica sdo as mesmas a serem aplicadas ao
Lagrangiano aprendido por meio de uma rede neural Lagrangiana. Portanto a importancia
da comparacao entre a solucgoes analiticas das equagoes de Euler-Lagrange e a diferenciacao
automatica do Lagrangiano consiste em verificar numericamente a validade da diferenciacao
automatica do Lagrangiano analitico, quando comparado as solugoes analiticas das equagoes
de Euler-Lagrange. Esta comparacao ¢ prudente, antes da realizagao da diferenciacao
automatica de um Lagrangiano aprendido por meio de uma rede neural Lagrangiana. A
seguir, serao apresentados o método de integracao aplicado a ambos os métodos e os

resultados numéricos de simulagao.

3.3 Método de integracao e resultados numéricos de simulacao

Para simular a resposta do sistema a uma entrada v, igual a um degrau unitario,
foi utilizada a funcdo de integracao odeint * da biblioteca scipy.integrate da linguagem de

programagao Python. A partir da integragdo de (g, ) obteve-se os estados (g, ¢).

Assim, pelos dois metddos, sdo estimados a carga elétrica (Q)), a corrente da
armadura (i,), a posigao angular do eixo do motor (6;), a velocidade angular do eixo do
motor (wy), a posigao angular do aeropéndulo (6,) e a velocidade angular do aeropéndulo
(wp).

Nas Figuras 11, 12, 13, 14, 15 e 16 sao apresentados os valores absolutos das
solugbes das equagoes de Euler-Lagrange e das equagoes diferenciais, e os erros da solugao
das equagoes de Euler-Lagrange em comparacao com a solucao das equacgoes diferenciais.

Os cédigos implementados neste trabalho estdo disponiveis em um repositério GitHub®.

Os dados g e ¢ previstos sao avaliados por meio das seguintes métricas: pelas
médias, utilizando as Equagoes (3.3) e (3.4) e os valores maximos do valor absoluto das

diferencas, utilizando as Equagoes (3.5) e (3.6).

w2l —aw)l. k=123 (33
w2l =il k=123 (34)

O metddo de integragao utilizado foi o RK45

ARAUJO, Rodrigo Toledo. Redes Neurais Lagrangianas. Disponivel em: <https://github.com/
toledorodrigow/RedesNeuraisLagrangianas/blob/main/RNL_ AeropAindulo.ipynb>. Acesso em: 13
Fevereiro 2023
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maxi|g (t) = 4(ts)|, K =1,2,3 (3.6)

Na Tabela 4 sao apresentadas as médias obtidas pela Equacao (3.3) e os valores
maximos obtidos pela Equacao (3.5) do valor absoluto das diferengas entre as variaveis
q calculadas pelas equagoes diferenciais (2.2), (2.9) e (2.12) e previstas pelo lagrangiano
analitico. Enquanto que, na Tabela 5, sdo apresentados as médias obtidas pela equacao
(3.4) e os valores méaximos obtidos pela equagao (3.6) do valor absoluto das diferencas
entre as varidveis ¢ calculadas pelas equagoes diferenciais (2.2), (2.9) e (2.12) e previstas

pelo lagrangiano analitico.

Com isso, analisando o erro absoluto das solucoes das Equacgoes de Fuler-Lagrange
e equacgoes diferenciais para as variaveis do sistema das Figuras 11, 12, 13, 14, 15 e 16, é
possivel afirmar que a representacao do sistema do aer6pendulo por meio da mecanica

Lagrangiana, por meio da Equacao (2.28) é valida.

No Capitulo a seguir seré apresentado uma metodologia de controle de sistemas
que utiliza o conceito de Energy Shaping. A partir dessa demonstracao, uma lei de controle

u serd projetada a fim de controlar a posicao angular 6, do aeropéndulo.

Tabela 1 — Parametros da estrutura do aeropéndulo.

Estrutura do aeropéndulo

Parametro Valor
Comprimento do centro de massa da haste (d) 0.16 m
Comprimento da haste (L) 0.23 m
Gravidade (g) 9.80665 m /s>
Massa da estrutura (m) 0.051kg
Coeficiente de atrito viscoso do ar (c) 10m Ns/m

Fonte: Autoria propria.

Tabela 2 — Parametros da armadura do motor.

Armadura do motor

Parametro Valor
Resisténcia (r,) 2Q
Indutancia (L) 230mH
Constante da forga eletromotriz (K,) 0.235 Vs/rad
Tensao de armadura (v,) 2V

Fonte: Autoria propria.
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Tabela 3 — Parametros do eixo do motor e hélice.

Eixo do motor e hélice

Parametro Valor

Constante de atrito viscoso do eixo do motor (F;)  0.01Ns/m
Constante de atrito viscoso do eixo da hélice (F3)  0.01 Ns/m

Nimero de dentes da engrenagem tratora (Vq) 9
Ntumero de dentes da engrenagem acionada (N») 55
Momento de inércia do eixo do motor (J,,) 521 kgm?
Momento de inércia da hélice (J) 52 kgm?
Constante de atrito do ar na hélice (K,) 0.1m Ns/m
Constante de torque elétrico (K;) 0.235 Ns/m
Constante do empuxo (K3) 0.1m Ns/m

Fonte: Autoria propria.

Tabela 4 — Valor absoluto das diferengas entre os estados qi, k£ = 1, 2, 3, calculadas pelas
equacoes diferenciais e os estados ¢, calculadas pelas Equagoes de Euler-

Lagrange.
G k=123 leeren(;z/x a‘zbsoluta leereng,a'absoluta
média maxima
Carga (Q) [C] 4.080 x 1077 1.699 x 1076
Posigao angular do eixo do motor (6) [rad] 4.842 x 107° 4.196 x 107°
Posicdao angular do aeropéndulo (6,) [rad] 2.035 x 1076 4.023 x 107°

Fonte: Autoria propria.

Tabela 5 — Valor absoluto das diferencas entre os estados ¢i, k = 1,2, 3 calculadas pelas
equagoes diferenciais e os estados ¢i calculadas pelas Equacoes de Euler-

Lagrange.
Gk —1.2.3 leeren(;e,m E}bsoluta leerencf‘a.absoluta
média maxima
Corrente de armadura (i,) [A] 5.934 x 1077 1.192 x 1076
Velocidade angular do eixo do motor (w;) [rad/s] 1.561 x 1075 2.766 x 107°
Velocidade angular do aeropéndulo (w,) [rad/s] ~ 2.112 x 107° 9.157 x 107

Fonte: Autoria proépria.
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Figura 12 — Graficos para a corrente de armadura 4,.
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Figura 13 — Graficos para a posicao angular 6;.
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Figura 14 — Graficos para a velocidade angular wy.
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Figura 16 — Graficos para a velocidade angular w,.
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4 Projeto do controlador

Neste Capitulo sera apresentada uma metodologia de controle de sistemas que
utiliza o conceito de Energy Shaping. A partir dessa demonstragao, uma lei de controle u

serd projetada a fim de controlar a posi¢ao angular ¢, do aeropéndulo.

4.1 Meétodo utilizado

O objetivo de controle desse trabalho é controlar o sistema a uma configuracao de
referéncia ¢*, baseado nas dindmicas obtidas na Equagao (2.28). Como a energia cinética e
potencial do sistema sdo obtidas e definidas nas Equacoes (2.51) e (2.44), pode-se realizar
o controle por meio da técnica conhecida como energy shaping (BLOCH; LEONARD;
MARSDEN, 2000).

O controle do sistema para uma configuracao ¢* pode ser obtido por meio da lei de
controle apresentada na Equacao (4.1), em que 3 (¢q) é denominado de potencial energy
shaping e v (¢) é denominado de damping injection (ZHONG; LEONARD, 2020).

u(q,q) = B(q) +v(q) (4.1)

O objetivo da técnica energy shaping é controlar o sistema para que seja governado
apenas por um lagrangiano desejado (£4) e uma fungao de dissipagao de Rayleigh desejada
(F4), sem forgas generalizadas nao conservativas. Na Equagao (4.2) é apresentado o modelo

do sistema em malha aberta. Na Equacao (4.3) é apresentado o modelo do sistema em
malha fechada (ZHONG; LEONARD, 2020).
d <8£> oL oOF

-+ —=—=F k=1,2,3,... 4.2
dt aqk aqk +aqk ks ) “y Iy y 1 ( )

d<8£d>_a£d+a~?’—d:0’ k=1,2,3,....n (4.3)

dt\0q, ) Oar  Oiy
Na forma vetorial, tem-se a Equacao (4.4), em que o lagrangiano desejado, dado

pela Equacgdo (4.6), possui uma energia cinética desejada (7;) e uma energia potencial

desejada (Uy).

d
ZVil =V L+ Vi F = E (4.4)
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d

&Vqﬁd —VLi+ VyFq =0, k=1,2,3,....,n (4.5)

Lq(q,q) =Ta(q) — Ua(q) (4.6)

A Equagao obtida em (4.5) pode ser subtraida de (2.29). Assim, obtém-se a Equacao
(4.7).

d d
Pk

Substituindo (2.19) e (4.6) em (4.7) e sabendo que V,U (¢) = 0 e V, T (q) = 0,

pode-se escrever a Equagao (4.8).

Vila— (VoL — VoLy) + VoF —VyFy=E (4.7)

d . d )
£VqT (q) — %Vqu (q) — (—VqU (q) + qud (Q)) + Vq]: — qud =F (48)

A Figura 17 apresenta um diagrama de blocos que representa a técnica de energy

shaping obtida pela dindmica de malha fechada desejada, apresentada na Equagao (4.3).

Figura 17 — Diagrama de blocos do sistema de controle e da dindmica desejada para a
malha fechada.

d d
ST @) 9, Ta(@)

: Modelo do processo i

g . lu i |d a4
H _ VqU(q) - Vqu(CI:q )—><ED—EL1-> EVQT(CD + un(q) + VqT(fI) =uf -
ol 0 i E
. — V,F(q) - V4Fa(q) :

T T T T T T E T E al
]
]
]

! Dindmica desejada para malha fechada

| d . . :
quTd(Q) +VUa(q@) +V4Fa(q) =0 _'_’

Fonte: Autoria propria.
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A lei de controle u; pode ser interpretada como um controlador PD com compen-

sagao de energia, como é apresentado na Equagao (4.9).

ou (Qk)
gy,

U = —Kp (qk—q*) —quk, ]C: 1,2,3,...,n (49)

Considerando Fj a lei de controle uy, do sistema, pode-se escrever a Equagao (4.8)

como a Equagao (4.10).

_ dOT(gx) dOTy(gk) (_3U (qx) . 9Ua (%)) Y, F —V, Fa

U = - :
"Tdt d¢e  dt 9y Iqn O (4.10)
oU : |
:a(%)_Kp(qk—qZ)—quk, k:172737~-'7n
dk

4.2 Controle da posicao angular do aeropéndulo

Para o controle da posicao angular do aeropéndulo (6,), foi utilizada a Equagao
(2.10) e as dindmicas do motor {armadura, eixo} representadas pelas Equagoes (2.2) e
(2.9), respectivamente, foram desconsideradas. Para tal, se fez necessario apenas uma

variavel generalizada do sistema (g, = 6,). Comparando os termos da Equacao (4.10),

tem-se que os termos %q@ e K4¢ podem ser reescritos como as Equagoes (4.11) e (4.12),
respectivamente.
9Ua (q)
=K,(q—q" 4.11
d 0T (¢ doTy(q) OF(q) OFalq
dt 0q dt  0q aq aq

Sendo a energia poténcial U dada pela Equacao (2.44), tem-se que 8%—3’1) ¢ dado

pela Equacao (4.13).

U = —mgdcos (6, = (9((]9;(]) = mgdsin (6,) (4.13)
Considerando as Equagdes (2.51) e (2.53), tem-se que 822‘7) e 8@2‘?) podem ser
expressos nas Equagoes (4.14) e (4.15).
T (¢ . d OT (¢ .
0 8;(]) = Jb, = dta aq(q> = Jb, (4.14)
07 ) _ (4.15)

9q
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Para o projeto dos parametros da lei de controle u, as condi¢oes das Equacoes
(4.16) e (4.17) foram impostas.

— - — =0 4.16
dt  0q dt 0q ( )
oOF OF4 (¢ .
aéq) - 5q(q) — _Fy (4.17)
Logo, de (4.16), tem-se que Ty (¢) = T (¢). Assim, supondo que 8%.1@ pode ser

representado pela Equagao (4.18), ao substituir (4.18) e (4.15) em (4.17), tem-se que a

expressao de Fy é desenvolvida na Equagao (4.19).

0Fa (q) -
5@ — K0, (4.18)
0,[c— Ky =Fiqg=— Fy=Kq—c (4.19)

Dessa maneira, substituindo (4.13) e (4.19) em (4.1), a lei de controle u, pode ser

reescrita na Equagao (4.20).

u = mgdsin (0,) — K, (0, — 0,") — 0, [Kq — ] (4.20)

Aplicando (4.20) em (2.10), tem-se que a Equacao (2.10) pode ser reescrita em
(4.21).

i mgdsin (6,) — K, (0, — 0,") — 0, [Kq— ] mgd

’ J J 7 (4.21)
_ _Kp (ep _ ep*) N epKd
J J

Aplicando a transformada de Laplace na Equacao (4.21) (para uma condigdo inicial
6,(0) = 0), tem-se que a fungao de transferencia de malha fechada do sistema pode ser

escrita em (4.23).

2 K, (9,, (s)) | Ky N K, (ep* (s))
570, (s) + 7 + 789p (s) = 5 22)
2 Ky K, _ K, (0,7 (s)) .
b6 s (F) + (7)==
HP (S> — % (423)
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Uma observacdo importante sobre as solugoes encontradas em (4.21) e (4.23)
é de que a lei de controle u obtida em (4.20), possibilitou uma andlise por met6dos
lineares, entretanto, essa solucao nao é tipicamente linear, pois a lei de controle u é nao
linear. Outra observagao importante é de que, para implementar a lei de controle (4.20)
experimentalmente, serd necessario utilizar sensores para calcular a velocidade angular do

aeropéndulo (6,).

4.2.1 Escolha dos parametros de projeto

Na técnica de alocagao de podlos, é necessario definir o comportamento da FTMF
através da equagao caracteristica. Para o caso de estudo, consideramos a FTMF apresentada

na Equagao (4.24).
Y(s) _ w? (1.24)
Y, (s) 824 2Cwns +w? '

em que sua dinamica pode ser especificada por meio dos parametros ( e w,, sendo

( = coeficiente de amortecimento e w, = frequéncia natural nao amortecida.

As expressoes do coeficiente de amortecimento (¢) e da frequéncia natural amor-
tecida (w,) s@o obtidas comparando-se as Equagoes (4.23) e (4.24), e apresentadas nas

Equacoes (4.25) e (4.26), respectivamente.

K K
2 p D
S N 4.25
w; 7 w 7 ( )
K K K
Wiy = —2 = (= —% = 4 (4.26)

Assim, para uma entrada unitdria, o sobre sinal é dado pela Equacao (4.27)
(FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 2013).

¢
M:y(tp)—1:e< @) (4.27)
Para o projeto do controlador, como é apresentado na Inequacao (4.28), é desejado
que o sobre sinal seja menor ou igual a 5%, assim, a partir de (4.27), pode-se deduzir que

(considerando uma resposta sub-amortecida), o coeficiente de amortecimento (¢) é dado
por (4.29).

M <0.05=>InM < In(0.05) (4.28)

1> ¢ > 0.6902 (4.29)



Capitulo 4. Projeto do controlador 44

Ainda, o tempo de acomodagao (ts) é uma fungao da frequéncia natural nao
amortecida (wy,) e o coeficiente de amortecimento (¢) (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-
NAEINI, 2013). Considerando e~ = 0.01 (Téme Threshold), tem-se que o tempo de

acomodagao pode ser escrito na Equagao (4.31).

4.6 4.6
e =00l = —0ty=—-46=t,=— =t, =
o Cwn

(4.30)

Para o projeto do controlador, como é apresentado na Inequagao (4.31), é desejado
que o tempo de acomodagao seja menor ou igual a 5s. A partir de (4.29), foi escolhido o
valor de ( = 0.7 para o coeficiente de amortecimento e, aplicando esse valor na Inequacao
Inequagao (4.31), tem-se que a frequéncia natural amortecida pode ser estimada pela

Inequacgao (4.32) como w,, = 1.4rad/s.

4.6 4.6
ls=—— <5 — < (wy, 4.31
o, STy s W (4.31)
4.6

Dessa maneira, substituindo os valores de (w, = 1.6) e (¢ = 0.7) no polindmio
caracteristico da Equagao (4.24), e comparando o resultado obtido em (4.33) com o polind-
mio caracteristico da Equacao (4.23), tem-se que os valores de K, e K, sao apresentados

na Equagao (4.34).

$% 4 20wy s + w2 => % + 2.24s + 2.56 (4.33)
K K
$2 4+ 2.245 4+ 2.56 = 52 + s <d> n (p)
J J
K; =229 x 1073 (4.34)

K,=334x107"

4.2.2 Procedimento Experimental no Matlab

O procedimento experimental para atestar o funcionamento da lei de controle u
(4.20) e validar a escolha dos parametros K, e K, (4.34) do controlador foi realizado
no Simulink, que é uma ferramenta para modelagem, simulacao e andlise de sistemas

dinamicos oferecida pelo Software Matlab.

As montagens dos subsistemas que representam a lei de controle u (4.9) e a planta
do sistema (2.10) sdo apresentadas nos diagramas de blocos da Figura 18. Na Figura 19 é

apresentado o diagrama de blocos do sistema em malha fechada.
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Figura 18 — Diagramas de blocos dos subsistemas no simulink
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(a) Diagrama de blocos da lei de controle u (4.20).
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(b) Diagrama de blocos da equagédo diferencial de 6, (2.10).

Fonte: Autoria proépria.

Os valores nimericos dos parametros utilizados no sistema em malha fechada sao
apresentados na Tabela 6. Para um tempo de simulacao de 6s, o método de integracao
odeint45 e o valor ntimerico das tolerancias relativa e absoluta sendo igual a 1 x 107%, tem-se
que a saida do sistema 6, (solugdo do Matlab) é apresentada na Figura 20. Os c6digos
implementados para obter os parametros da Tabela 7 e a Figura 20 estao disponiveis em

um repositério GitHub.!

Os parametros da Tabela 7, estdo de acordo com as caracteristicas do projeto
apresentadas na Secao 4.2.1, pois o tempo de acomodagao (ts) é menor que 5s e o sobre-
sinal (M) é menor do que 5%. A Figura 20 demonstra a semelhanga da solu¢ao obtida
pelas Equagoes (2.12), (4.20) e a Equagao (4.24).

1

ARAUJO, Rodrigo Toledo. Redes Neurais Lagrangianas. Disponivel em: <https://github.com/
toledorodrigow /RedesNeuraisLagrangianas/blob/main/Grandezasdosinaldesaida.ipynb>. Acesso em:
14 Fevereiro 2023
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Tabela 6 — Parametros do sistema em malha fechada

Parametro Valor
Comprimento médio da haste (d) [m] 0.16
Aceleracio da gravidade (g) [m/s?] 9.81
Massa do conjunto(m) [kg] 0.051
Coeficiente de atrito viscoso do ar (¢) [Ns/m)] 10 x 1073
Momento de inércia do aeropéndulo (J) [Kgm?| 1.31 x 1073
K, 3.3 x 1073
K, 2.9 x 1073
Coeficiente de amortecimento () 0.7
Velocidade angular ndo amortecida (w,,) [rad/s] 1.6

Posi¢do angular de referéncia do péndulo(6,*) [rad] 1

Fonte: Autoria proépria.

Figura 19 — Diagrama de blocos do sistema do aeropéndulo em malha fechada.
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Fonte: Autoria propria.

4.2.3 Testes com a entrada do sistema variavel
Para validar a lei de controle u (4.9), foram realizados dois testes, apresentados em

1e?2.

1. Variagao da amplitude do sinal de entrada do sistema (de forma linear) em 1 unidade

a cada 6s de simulacao.

2. Variagao da amplitude do sinal de entrada do sistema (de forma nao linear) em 1, 2,

4 e 8 unidades, respectivamente, a cada 6s de simulacao.
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Tabela 7 — Parametros da dindmica do sistema em malha fechada

Parametro Valor
Tempo de subida [s] 2.056
Tempo de pico (t,) [s] 2.741
Valor de pico [rad] 1.046
Sobre-sinal (M) [%)] 4.598
Tempo de acomodagao (t,) [s] 4.112

Valor de regime permanente [rad] 1

Fonte: Autoria propria.

Para realizar os testes indicados em 1 e 2, foi utilizado como base o diagrama
apresentado na Figura 19, porém, o sinal de referéncia (¢) foi modificado. O novo diagrama
de blocos para a malha fechada é apresentado em 23 e a geracao de um sinal de referéncia
(67) varidvel é realizada pelo diagrama de blocos apresentado na Figura 21. Os cédigos

utilizados no bloco MATLAB Function estao apresentados na Figura 22.

A Figura 24 é o grafico resultante do teste 1, em que, a linha pontilhada é a entrada
do sistema 6, que varia de 1rad a 5rad, em um passo de 1rad a cada 6s. Ja a Figura 25 é
o grafico resultante do teste 2, em que, a linha pontilhada ¢ a entrada do sistema 6, que

em um passo variavel de lrad, 2rad, 4rad e 8rad modifica sua amplitude a cada 6s.

Nas Tabelas 8 e 9 estao especificados os valores de sobre-sinal e tempo de acomoda-
cao de cada teste analisado. Percebe-se que, para o teste 1, os valores de sobre-sinal e de
tempo de acomodagao sao idénticos e, além disso, que estao nos intervalos estabelecidos
4.28 e 4.31, respectivamente. A amplitude semelhante observada nos dados da Tabela 8
ocorre devido a caracteristica linear do teste 1. Por outro lado, nota-se que, para o teste
2, os valores de sobre-sinal e de tempo de acomodacao sao idénticos apenas para os dois
primeiros valores (1rad e 2rad), entretanto, quando a variagdo da amplitude do sinal de
entrada passa a nao ser linear, os valores de sobre-sinal e tempo de acomodagao aumentam
bastante, de tal forma que a condicio estabelecida para o sobre-sinal na Equacao 4.28 nao

é mais atendida.

Tabela 8 — Pardmetros da dindmica do sistema em malha fechada para o teste 1

Teste 1

Amplitude do sinal de entrada, 6, [rad] Sobre-sinal (%) Tempo de acomodacao (s)

1 4.6 4.126
2 4.7 4.128
3 4.7 4.129
4 4.6 4.127
3 4.7 4.134

Fonte: Autoria propria.
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Figura 20 — Saida do sistema controlada (6,,)
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(b) Solugao por meio do Python e Equagao 4.24.

Fonte: Autoria proépria.

Uma observagao importante em relacdo ao teste 2, é a de que foi escolhido nao
limitar a amplitude das posi¢oes angulares 0, e 67 no intervalo de [—27, 27]. Dessa maneira,

uma comparacao entre os valores das amplitudes nos intervalos de tempo é mais visual.

No Capitulo a seguir sera apresentada a RNL utilizada nesse trabalho, sua estrutura

e o treinamentro a qual foi submetida.
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Figura 21 — Diagrama de blocos do sinal de entrada 6.
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Fonte: Autoria propria.

Figura 22 — Cédigos utilizados no bloco MATLAB Function apresentado na Figura 21

1 function [yl,v2] = fcn(u)

2

3= P = &;

4 - ¥l = u;

=

g — if (vl >= 0) && (¥l < p)

T = yv2 = 1;

8 - elseif (vl >= p)} && (vl < 2*p)
= y2 = 2;

10 — elseif (vl >= 2*p) && (vl < 3*p)
FRE vZ = 3;

12 - elseif (yl >= 3*p) && (vl < 4*p)
3= va = 4;

14 else

5= v2 = 5;

16 end

17 end

(a) Cédigo para o teste 1

1 function [vyl,v2] = fcn(ua)

2

= P = E&;

4 - vl = u;

=

& — if (vl == 0) && (vl < p)
T = y2 = 1;

L= elseif (vl >= p) && (vl <
9 - v = 2;

10 — elseif (vl >= 2*%p) && (vl
1= y2 = 4;

12= elseif (vl >= 3*p) && (vl
13— vZ = 8;

14 else

15|(= y2 = 16;

1& end

17 end

(b) Codigo para o teste 2

Fonte: Autoria proépria.

2%p)

< 3*p)

< 4'p)

Tabela 9 — Parametros da dinamica do sistema em malha fechada para o teste 2

Teste 2
Amplitude do sinal de entrada, 0 [rad] ~Sobre-sinal (%) Tempo de acomodagio (s)
1 4.6 4.126
2 4.7 4.128
4 9.3 4.393
8 18.6 4.565
16 37 4.721

Fonte:

Autoria propria.
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Figura 23 — Diagrama de blocos do sistema do aeropéndulo em malha fechada para 0

variavel.
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Fonte: Autoria proépria.

Figura 24 — Safda controlada do sistema (6,) e sinal de referéncia varidvel (6;) para a
configuragao do Teste 1.
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 25 — Safda controlada do sistema (6,) e sinal de referéncia varidvel (6;) para a
configuragao do Teste 2.
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Fonte: Autoria propria.
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5 Redes Neurais Lagrangianas

Neste Capitulo serd apresentada a fundamentagao tedrica da RNL utilizada nesse

trabalho, sua estrutura, e o procedimento de treinamentro.

5.1 Introducao as redes neurais

Uma rede neural é um processador macicamente paralelamente distribuido cons-
tituido de unidades de processamento simples, denominadas de neurénios, que tém a
propensao natural para armazenar conhecimento experimental e tornéa-lo disponivel para o
uso (HAYKIN, 2001). O procedimento utilizado para realizar o processo de aprendizagem
é chamado de algoritmo de aprendizagem, cuja funcdo é modificar os pesos associados
a cada neurdnio da rede de uma forma ordenada para alcancar um objetivo de projeto
desejado (HAYKIN, 2001). O diagrama de blocos da Figura 26 mostra o modelo de um

neuronio artificial.

Figura 26 — Modelo nao linear de um neurdnio.

X1

Sinais de Vi
entrada (p() >
Saida
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i
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sinapticos

Fonte: Adaptado de (HAYKIN, 2001).

Pode-se descrever de forma matemaética, a partir da Figura 26, um neurénio m
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escrevendo as Equagoes (5.1) e (5.2) (HAYKIN, 2001):

N
i=1

Ym = ©(Um + ) (5.2)

onde x1,x3,...,T, sao os sinais de entrada; Wi, Wha, . .., Wk, sdo os pesos sindpticos do

neurdénio m; u,, é a saida do combinador linear devido aos sinais de entrada; b,, o bias
(viés); ¢(.) ¢ a funcao de ativagao e y,, ¢ o sinal de saida do neurdnio. O bias tem o efeito
de aumentar ou diminuir a entrada liquida da funcao de ativagao, portanto, seu uso aplica

uma transformacao afim a saida u,, do combinador linear, que é descrita pela Equacao 5.3.

Uy, = Uy + by (5.3)

Lutter (LUTTER; RITTER; PETERS, 2019) e (CRANMER et al., 2020) introdu-
ziram uma nova classe de redes neurais, as Redes Neurais Lagrangianas (RNLs), por meio
das quais é possivel aprender Lagrangianos arbitrarios, assim, dispensando uma solugao
analitica para as equagoes de Euler-Lagrange. A rede neural lagrangiana é treinada para
aprender parametros a partir das interacoes com os dados de treino e a partir desses resul-
tados, calcular por meio das equagoes de Euler-Lagrange (2.32), os valores das variaveis
desejadas. Na Figura 27, o diagrama de blocos descreve o modelo dindmico do sistema

utilizando a Rede Neural Lagrangiana para modelar o lagrangiano arbitrario utilizado na
Equagao (2.32).

Figura 27 — Diagrama de blocos do modelo dindmico do sistema por meio da Rede Neural
Lagrangiana e das equagoes de Euler-Lagrange.

= L .

» Equacgao qA
R

q T (2.32) f e f >

F Lk

Fonte: Adaptado de (DIAS et al., 2022).

Para implementar a rede neural lagrangiana neste trabalho, foi utilizado como

referéncia o cédigo implementado por Miles Cranmer, Sam Graydanus e Stephan Hoyer
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(2021)'. Os autores propuseram uma rede neural lagrangiana, que aproveita o poder
computacional das redes neurais para aprender o Lagrangiano a partir de um conjunto de

dados de trajetorias simuladas de sistemas mecéanicos. Nesta implementacao ¢ utilizado o

modelo fisico do péndulo duplo.

A biblioteca JAX foi escolhida para o projeto, uma vez que ela fornece uma interface
que suporta o processamento de matrizes grandes e multidimensionais. Além disso, o JAX
possui uma grande cole¢do de fungoes mateméaticas de alto nivel para operar sobre essas

matrizes, como é caso do Hessiano (VQV;FE) e do gradiente (V,L), que sao facilmente

implementadas pelas fungoes jax.hessian() e jaz.grad(), respectivamente.

5.2 Estrutura da Rede Neural Lagrangiana

Como é visto na Figura 28, a RNL possui 4 camadas.

Figura 28 — Diagrama de blocos da rede neural implementada.

Camada de
entrada

12 Camada 223 Camada
oculta oculta

Fonte: Autoria propria.

A primeira camada ou camada de entrada possui dois neurdnios, e nela sao inseridos

os dados das varidveis generalizadas (¢) e suas respectivas derivadas (¢), por meio dos

1

MilesCranmer /lagrangian_nns>. Acesso em: 23 Janeiro 2023

\ L
114 neurdnios >
>

Camada de
saida

CRANMER, Miles. Lagrangian Neural Networks. Disponivel em: <https://github.com/



Capitulo 5. Redes Neurais Lagrangianas 55

quais o algoritmo de treinamento da rede neural treina a RNL. As duas camadas seguintes,
chamadas de camadas ocultas, apresentam 114 neur6nios cada uma e sao responsaveis por
realizar calculos intermediarios que auxiliam a rede a determinar os valores finais. A tltima
camada ou camada de saida apresenta apenas um neurénio, que fornece o Lagrangiano
arbitrario £ aprendido pela RNL. Como mostra a Figura 27, a partir do Lagrangiano,
as variaveis ¢ , as derivadas ¢ , a funcao de dissipacao de Rayleigh F, e o somatorio das
forcas exégenas E, calcula-se § por meio de (2.32). Ao integrar o valor de § , encontra-se a

g, que integrado resulta em .

Os neur6nios tem a mesma configuragao da Figura 26 e seus pesos sao inicializados
de forma randomizada. Cada camada apresenta uma func¢do de ativagao especifica. Para
encontrar a melhor funcao de ativagdo para a RNL, (CRANMER et al., 2020) realizaram
testes com diversas funcoes de ativagao (sigmoid,tanh, ReLU? ReLU?, softplus) e a

funcao de ativacao softplus obteve o melhor desempenho e foi aplicada na RNL.

5.3 Treinamento da Rede Neural Lagrangiana

Uma rede neural aprende acerca do seu ambiente por meio de um processo interativo
de ajustes aplicados aos seus pesos sinapticos e niveis de bias (HAYKIN, 2001). Idealmente,
a rede se torna mais instruida sobre o seu sistema apods cada iteragao do processo de
aprendizagem. Nesse trabalho, o algoritmo de aprendizagem utilizado para maximizar o

desempenho da rede neural foi o da correcao de erro.

Ao utilizar essa metodologia, o sinal de erro egx(n) definido na Equacao (5.4)
associado a um neurdnio k£ como o da Figura 26, aciona um mecanismo de controle que
ajusta os parametros do neurénio com o objetivo de minimizar a funcao de perda associada
ao neurdnio, apresentada na Equagdo (5.5). Dessa maneira, a cada iteragdo, o sinal de

saida yi(n) se aproxima de uma resposta desejada di(n).

Gk(n) = dk(n) - yk(n> (5-4)
£(n) = 5ei(n) (5.5)

Na rede neural lagrangiana do trabalho, as fungoes de perda sao utilizadas para
medir o quanto uma rede neural se aproximou ou se afastou do valor real durante o treino. A
funcao de perda £y apresentada na Equacao 5.6 é utilizada e computa a média quadratica
da diferenca entre os dados experimentais q(tx) e ¢(tx) e seus respectivos valores previstos
q(tr) e q(tx) pela RNL, onde os instantes de amostragem sio t, = kh,k = 1,2,..., N e h é

o intervalo de amostragem.
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1 N

En = —
VTN &

[(q(te) — ) + (q(te) — 4(tx))?] (5.6)

Além da funcgao de perda, foram utilizados os otimizadores que ajudam a minimizar os

erros mais rapidamente. Neste trabalho, utilizou-se o otimizador Adam para o treinamento
da RNL.

O procedimento de treinamento da RNL consiste em, inicialmente, inserir como
entrada os dados de ¢ e ¢, a partir dos quais a rede calcula um Lagrangiano arbitrario.
Em seguida, sao utilizadas as equagdes de Euler-Lagrange (2.32) para estimar os valores
de ¢ do sistema a partir do Lagrangiano aprendido. Em posse desses valores, é computada
a média quadratica da diferenca entre os valores de ¢ e ¢ gerados analiticamente pelas
equagoes diferenciais e os previstos pela RNL. Com base nesse erro médio quadratico, sao
recalculados os parametros da rede para a proxima iteragao. Os ajustes dos pesos dos
neurénios continuam até o erro médio quadratico e os pesos convergirem para um valores

constantes.

Para inicializar o processo de treinamento da RNL, 2.100 dados de treino (previstos)
no formato (g,q) foram gerados por meio das equagoes diferenciais (2.2), (2.9) e (2.12) e

foram utilizados para calcular o erro médio quadratico em relacao aos dados previstos.

Com base no processo de treinamento da RNL, a grande aplicabilidade da utilizagao
da RNL ¢ o fato de que, para treina-la, é condicao suficiente possuir os dados de ¢ e ¢
do sistema. Ou seja, nao é necessario um modelo analitico para o sistema, muito menos
representa-lo em coordenadas candnicas. Além dessa vantagem, para calcular a trajetéria
do sistema, diferentemente dos modelos analiticos, ndo é necessario estimar parametros

fisicos, tais como as constantes de atrito viscoso.

Pela limitagdo do tempo para realizacao deste trabalho, nao foi possivel realizar o

treinamento com sucesso da RNL. No préximo Capitulo serdo apresentadas as conclusoes
do trabalho.
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6 Conclusao

Neste trabalho de conclusao de curso, verificou-se: (7) a equivaléncia entre a solugoes
analiticas das equacgoes de Euler-Lagrange e a diferenciacao automatica do Lagrangiano; e
(77) a viabilidade da determinacao de uma lei de controle por meio da mecanica Lagrangiana,

especificamente, por meio do conceito de Energy Shaping.

O principal desafio encontrado no desenvolvimento deste trabalho foi a utilizacao
da biblioteca JAX, principalmente pela impossibilidade de visualizar os valores dos objetos
JAX, o que atrapalhou bastante o processo de depurar o codigo base. Outra adversidade
encontrada foi o grande aninhamento das fungoes do codigo de (CRANMER et al., 2020),
tornando o mesmo mais engessado e dificultando as alteragoes. Além disso, diversas func¢oes
tiveram que ser criadas e acrescentadas ao codigo, como é o caso das fungoes diss_rayleigh()
e external_forces() que calculam a fungao de dissipacao de Rayleigh e as forgas externas

para cada equacao de Euler-Lagrange, respectivamente.

A partir das evolugdes obtidas neste trabalho, trabalhos futuros devem ser con-
siderados. Primeiramente, seria benéfico realizar experimentos fisicos para obtencao de
dados de treino e teste reais, ou seja, que nao fossem gerados analiticamente pela segunda
lei de Newton. Isto validaria a utilizagdo da RNL para cenarios reais. Além disso, projetar
o controlador pela técnica do energy shaping considerando todas as dindmicas envolvidas
no motor. Outro possivel apri- moramento seria descobrir, por meio da RNL, dindmicas

desconhecidas e nao modeladas para o sistema do aeropéndulo.

Durante o desenvolvimento deste trabalho de conclusao de curso, foram utilizados
conhecimentos de diversas disciplinas da graduagao, como Célculo Diferencial e Integral I,
IT e ITI, Mecénica Geral I e II, Andlise de Sinais e Sistemas, e Controle Anal6gico. Como
também,a elaboracao deste trabalho também permitiu a aprendizagem de conhecimentos
complementares a formacao curricular, como conhecimentos da ferramenta para modelagem
Simulink, e a linguagem de programacao Python com o enfoque em Machine Learning e

Deep Learning.
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