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Resumo 

O principal objetivo desta tese é o desenvolvimento de um método analítico para pro-

jeto de operadores invariantes à translação via treinamento de redes neurais. Uma nova 

arquitetura de rede neural, denominada Rede Neural Modular Morfológica ( R N M M ) , 

é definida através de um resultado fundamental em representações mínimas para ma-

peamentos de conjuntos invariantes à translação via morfologia matemática, proposto 

por Banon e Barrera (1991). A arquitetura geral da R N M M é capaz de aprender oper-

adores invariantes à translação, tanto do tipo binário como em níveis de cinza. Para o 

seu treinamento, são utilizadas idéias do algoritmo de retro-propagação do erro (RP) 

e a metodologia proposta por Pessoa e Maragos (1997) para superar o problema de 

não-diferenciabilidade das funções posto. Também é desenvolvido um treinamento a l -

ternativo da R N M M via algoritmos genéticos (AG) e realizada uma análise comparativa 

dos treinamentos RP e AG em problemas de restauração de imagens e reconhecimento 

de padrões. A estrutura da R N M M pode ser vista como um caso especial da rede neural 

morfológica/posto/linear (RN-MPL) proposta por Pessoa e Maragos (1997), mas com 

arquitetura e regras de treinamento próprias. O bom desempenho dos treinamentos 

RP e G A propostos é encorajador, oferecendo uma ferramenta alternativa de projeto 

para a importante classe de operadores invariantes à translação. 
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Abstract 

The main objective of this thesis is to develop an analytic method for designing 

translation-invariant operators via neural network training. A new neural network 

architecture, called Modular Morphological Neural Network ( M M N N ) , is defined using 

a fundamental result of minimal representations for translation-invariant set mappings 

via Mathematical Morphology, proposed by Banon and Barrera (1991). The M M N N 

general architecture is capable of learning both binary and gray-scale translation-

invariant operators. For its training, ideas of the Back-Propagation (BP) algorithm 

and the methodology proposed by Pessoa and Maragos (1997) for overcoming the 

problem of non-differentiability of rank functions are used. Also is developped an 

alternative M M N N training method via Genetic Algorithms (GA) , and provide a com-

parative analysis of BP vs. GA training in problems of image restoration and pattern 

recognition. The M M N N structure can be viewed as a special case of the Morphologi-

cal /Rank/Linear Neural Network (MRL-NN) proposed by Pessoa and Maragos (1997), 

but w i t h specific architecture and training rules. The effectiveness of the proposed 

BP and GA training algorithms for MMNNs is encouraging, offering alternative design 

tools for the important class of translation-invariant operators. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O projeto de operadores invariantes à translação, tem se tornado um problema de 

fundamental importância em Morfologia Matemática, possibilitando diversos tipos de 

aplicações em processamento e análise de imagens, como: restauração, extração de 

bordas, reconhecimento de objetos em imagens, dentre outros. Dentre os trabalhos 

publicados na área de projetos de operadores destacam-se os seguintes: 

1. Dougherty e Loce [1], projetam operadores sub-ótimo do t ipo crescente, basea-

do na decomposição de Matheron [2]. Ut i l i zam métodos nos quais o operador 

morfológico é tratado como um estimador estatístico. No entanto, as aplicações 

estão restritas a imagens do t ipo binárias. 

2. Barrera, Dougherty e Tomita [3], apresentam uma generalização da formalização 

proposta por [1], para projeto de um conjunto de operadores sub-ótimos. Este 

trabalho uti l iza o contexto da teoria da aprendizagem computacional. Também 

neste caso, as aplicações estão restrita a imagens binárias. 

3. Yang e Maragos[4], projetam operadores (classificadores min-max) de acordo com 

a decomposição de Matheron [2]. Uti l izam o critério do erro médio quadrático de 

ta l forma que uma função custo seja minimizada. A metodologia empregada para 

o treinamento do classificador min-max, é baseada na metodologia de Salembier zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[5] -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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4. Harvey e Marshall [6], usam algoritmos genéticos do t ipo simples [7] no projeto 

de filtros (operadores) morfológicos ótimos. O objetivo é determinar o elemento 

estruturante ótimo que parametriza o operador extrator de ruído. Porém, não 

estenderam a aplicação para a decomposição de Matheron [2] e nem para o caso 

mais geral da decomposição de Banon e Barrera [8]. 

5. Oliveira [9], generalizou o trabalho de Harvey e Marshall [6] ao implementar 

a decomposição de Banon e Barrera [8] via treinamento de algoritmo genético 

simples [7]. 

6. Tavares [10], apresenta uma rede neural morfológica em que a aprendizagem é 

não supervisionada, do tipo competitivo. Esta rede se propõe a detectar padrões 

na presença de ruído do tipo aditivo, ou a reconhecer padrões com pequenas 

deformações. 

Mostramos acima algumas referências importantes na área de projetos de operado-

res invariantes à translação. Nesta tese vamos definir uma nova arquitetura de rede 

neural do t ipo supervisionada, satisfazendo as condições dos teoremas da decomposição 

de Banon e Barrera [8] e de Matheron [2]. A mesma será util izada em projetos de ope-

radores morfológicos invariantes à translação, tanto para processamento de imagens 

binárias, como para imagens em níveis de cinza. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 . 1 Motivação 

Banon e Barrera [8] apresentaram um resultado importante para a área da Morfologia 

Matemática, que é o teorema da decomposição de operadores invariantes à translação, 

o qual mostra que todo operador invariante à translação pode ser representado co-

mo a união ou como a interseção de operadores do t ipo sup-geradores ou do t ipo 

inf-geradores, respectivamente. Isto significa que uma operação complexa pode ser 

decomposta em várias operações simples. Este teorema pode ser aplicado em diver-

sas classes de problemas, tais como: extração de bordas, reconhecimento de padrões, 

restauração de imagens, etc. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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O objetivo principal desta tese é a elaboração de um algoritmo de treinamento de 

redes neurais como forma de resolver o projeto de operadores invariantes à translação 

para processamento e análise de imagens através do teorema de Matheron [2] e do 

caso mais geral, o teorema de Banon e Barrera [8]. De acordo com o teorema de 

Banon e Barrera [8], o operador é decomposto em uma sequência de operações simples 

do t ipo erosãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (e) e anti-dilatação (<5°). A interseção de uma erosão com uma ant i -

dilatação produz um sup-gerador. A saída final do sistema é a integração de todas os 

sup-geradores através de uma operação de união.Uma estrutura que implementa estas 

operações é mostrada na figura 1.1, na qual pode ser observada que os sup-geradores 

são produzidos em paralelo. Dualmente, no caso da decomposição via inf-geradora, 

a união de uma dilatação (5) com uma anti-erosão (ea) produz um inf-gerador. A 

saída final do sistema é a interseção de todos os inf-geradores como ilustrado na figura 

1.2. No caso de Matheron [2] o operador é decomposto em uma sequência de erosões 

ou de dilatações, a saída final sendo obtida através de uma operação de união ou de 

interseção, respectivamente, como ilustrado nas figuras 1.3 e 1.4. 

Portanto, a contribuição principal desta tese é a definição analítica de u m método 

de treinamento que possibilite a realização de projetos de operadores invariantes à 

translação via rede neural, utilizando uma arquitetura da rede equivalente as decom-

posições de Matheron [2] e de Banon e Barrera [8], ilustradas nas figuras 1.1, 1.2, 1.3 

e 1.4. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .2 Redes neurais 

Redes neurais são sistemas de processamento da informação, construídos a part i r de 

elementos de processadores simples, massivamente interconectados, capazes de apren-

der, memorizar e generalizar. O conhecimento é adquirido pela rede através de um 

processo de aprendizado, sendo armazenado nas interconexões (pesos sinápticos) entre 

os elementos (neurônios). 

A figura 1.5 nos mostra uma arquitetura de rede do t ipo Perceptron de Mul t i cama-

das com vários aprendizados, ou camadas ocultas, em que cada neurônio tem a forma 
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Figura 1.1: Decomposição do operador invariante à translação via sup-geradores 
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Figura 1.2: Decomposição do operador invariante à translação via inf-geradores 
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Figura 1.3: Decomposição do operador invariante à translação por erosões 
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Figura 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.4 : Decomposição do operador invariante à translação por dilatações 
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do modelo perceptron [11]. O algoritmo para treinamento deste t ipo de rede neural foi 

desenvolvido em 1986 por McClelland e Rumelhart [12], tornando-se conhecido como 

Retro-Propagação do Erro (RP). Este algoritmo é utilizado para modificação dos pesos 

das conexões da rede neural, sendo aplicado à rede neural com uma ou mais camadas 

escondidas, em que cada camada é globalmente conectada com a camada subsequente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Cam ada de en trada Cam adas ocultas Cam ada de saída 

Figura 1.5: Perceptron Multi-camadas. 

Existe também a classe das redes neurais morfológicas [13], que diferem das redes 

neurais clássicas pela computação algébrica realizada nos nós de cada rede. Na rede 

neural clássica a saída em cada nó é produzida por uma função de ativação (sigmóide), 

aplicada sobre a soma ponderada das entradas. Por outro lado, a computação em 

cada nó da rede neural morfológica (RNM) é feita através de operações de máximo e 
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mínimo definidas sob o contexto de álgebra das imagens [14]. O treinamento básico 

da R N M é feito através de uma tabela de correções de pesozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (look-up table). O grau de 

complexidade desta tabela aumenta consideravelmente quando se trabalha com imagens 

em níveis de cinza, tornando assim praticamente inviável a sua aplicação em termos 

práticos. 

E m [15] , Shalkoff apresenta uma rede neural do t ipo morfológica com aprendizagem 

baseada na regra delta [16] com função de ativação aproximada por uma função de 

transição brusca. Porém, esta rede está l imitada à aprendizagem de operadores binários 

do t ipo erosão e dilatação. 

Haykin [17] , Jordan e Jacobs [18], uti l izam um t ipo de rede neural (figura 1.6) 

com uma arquitetura semelhante à arquitetura da figura 1.1, conhecida por rede neu-

ral modular. Esta rede foi projetada para resolver u m problema de regressão não 

linear, tendo sido utilizada também por Menu [19] para resolver problemas de reconhe-

cimento de caracteres manuscritos. Uma rede neural é d i ta modular se a computação 

desempenhada pela rede pode ser decomposta em dois ou mais módulos (sub-sistemas) 

que operam independentemente. As saídas dos módulos são mediadas por uma uni -

dade integradora que não permite que as informações da saída sejam realimentadas. 

A rede neural modular tem a incubência de resolver problemas computacionalmente 

complexos, dividindo-os em substratos e combinando soluções individuais destes subs-

tratos. O modelo modular foi inspirado em fundamentos neuro-biológicos, baseados na 

modularidade da arquitetura do sistema nervoso dos vertebrados. O princípio de mo-

dularidade é a decomposição de um problema complexo em um conjunto de problemas 

de complexidades menores. 

1.2.1 A r q u i t e t u r a da Rede Neura l M o d u l a r 

A arquitetura de uma rede neural modular [18] é composta de um número de redes es-

pecialistas adaptativas (módulos) reunidas em grupos, que mapeiam o vetor de entrada 

x para o vetor de saída y (figura 1.6). Existe também u m número de redes portão que 

realizam a atividade de mediador entre módulos do mesmo grupo. A saída do i-ésimo 

grupo é dada por: 
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S/i = Çfc|iÍ/ij (1.1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

em que ÇzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ/Í é a função de ativação da j-ésima unidade de saída da rede portão do 

í-ésimo grupo. A saída geral da rede modular é dada por: 

y = 5^»2/í (1.2) 
i 

em que $ é a função de ativação da unidade de saída da rede portão do nível superior. 

Jacob [18] assume que a saída da rede portão é dada por: 

9<" TP* ( L 3 ) 

ftN = ^ 7 ^ i 7 (1-4) 

em que , Uj e são as somas ponderadas dos pesos da rede portão com a entrada 

geral da rede. 

O sistema de aprendizagem da rede modular pode ser supervisionado ou não super-

visionado. O processo de ajuste dos pesos é dividido em duas etapas: (a) ajuste dos 

pesos das redes especialistas e (b) ajuste dos pesos das redes portão. Geralmente, no 

caso supervisionado usa-se o algoritmo do gradiente descendente para treinar as redes 

especialistas com uma única camada de neurônios. Caso as redes especialistas tenham 

mais de uma camada de neurônios, então usa-se o algoritmo RP para treiná-las. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .3 Proposta da Tese 

Como solução da proposta desta tese, apresentamos uma nova arquitetura de rede neu-

ral modular que difere da rede mostrada na figura 1.6 em três aspectos fundamentais: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Grupo 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Red e 

P o r t ã o 

R e d e 

P o r t ã o 

Grupo k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y 

Figura 1.6: Rede neural modular com k níveis de hierarquia (grupo). Cada nível de 

hierarquia contém módulos, bem como redes portão. é a unidade integradora da 

rede. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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1. A não inclusão da rede portão, devido à natureza das operações morfológicas. 

2. A utilização de um novo algoritmo de aprendizagem, que será posteriormente 

definido. 

3. A definição de cada módulo da rede como um operador morfológico. Util izado 

no lugar de redes neurais especialistas. 

Com esta rede pretendemos resolver, via treinamento, o problema de projetos de 

operadores invariantes à translação, de acordo com os teoremas da decomposição Banon 

e Barrera [8] e de Matheron [2]. A rede é bastante geral, podendo aprender o operador 

para imagens binárias assim como para imagens em níveis de cinza. Esta nova rede 

será denominada de Rede Neural Modular Morfológica ( R N M M ) . 

Quanto ao treinamento da R N M M apresentaremos dois métodos originais, baseados 

no algoritmo de retro-propagação do erro (RP) [12] e no algoritmo genético (AG) [7], 

respectivamente. O treinamento (RP) da R N M M toma como ponto de partida o traba-

lho de Pessoa e Maragos [20], que apresenta uma classe geral de filtros híbridos, deno-

minados filtros morfológicos/posto/linear (MPL) , com planejamento ótimo adaptativo. 

O f i l tro M P L consiste de uma combinação linear entre u m fi ltro morfológico/posto e 

um fi ltro linear, cuja componente não linear é baseada na função posto. Os operadores 

morfológicos de erosão e dilatação podem ser obtidos como casos especiais da função 

posto. Pessoa também apresenta em [21] uma classe bastante geral de redes neurais 

denominadas redes neurais M P L (RN - M P L ) , cuja unidade fundamental (nó), é o 

filtro M P L . A R N - M P L unifica o perceptron multiaprendizado com redes neurais 

morfológicas [22]. 

A R N M M proposta nesta tese pode ser vista como um caso especial da R N - M P L . 

Entretanto, a arquitetura e a regra de treinamento utilizadas na R N M M são próprias, 

representando contribuições originais deste trabalho. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Organização Desta Tese 

No capítulo 2, é dada uma introdução à morfologia matemática bem como a 

definição e fundamentação da Rede Neural Modular Morfológica. 

No Capítulo 3, o algoritmo de treinamento da R N M M via retro-propagação do 

erro é apresentado, com resultados de simulações em problemas de restauração 

de imagens, extração de bordas e na área de reconhecimento de padrões. 

No capítulo 4, o treinamento da R N M M é feito através de algoritmo genético. 

Resultados comparativos entre os dois treinamentos propostos são avaliados. 

No capítulo 5, apresentamos as conclusões e prospostas para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2 

Rede Neural Modular Morfológica 

Neste capítulo apresentaremos os conceitos básicos da morfologia matemática necessários 

para o entendimento do problema proposto nesta tese, bem como a definição de uma 

nova arquitetura de rede neural, a qual denominamos de Rede Neural Modular Mor-

fológica ( R N M M ) . 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 1 Aspecto da Morfologia Matemática 

Morfologia Matemática é uma das disciplinas que compõem a área de Processamen-

to Dig i ta l de Imagens, a qual uti l iza um enfoque não linear em processamento de 

imagens, envolvendo análise geométrica pelo uso de elementos estruturantes. Os ele-

mentos estruturantes são pequenos padrões que operam no domínio espacial e extraem 

informações sobre formas geométricas presentes na imagem. A morfologia matemática 

originou-se em meados dos anos sessenta, tendo sido desenvolvida por Matheron [2] e 

Serra [23], na Escola de Minas de Paris. O uso inicial da morfologia matemática foi 

para processar imagens booleanas. Posteriormente, Sternberg [24] e Serra [23] esten-

deram os conceitos para imagens com valores em níveis de cinza, usando noções de 

sombra. Os fundamentos matemáticos rigorosos da morfologia matemática em termos 

da álgebra dos reticulados foram estabelecidos por Heijmans [25]. Dentre os diversos 

resultados da morfologia matemática, Banon e Barrera [8] demonstraram que todo 

operador invariante à translação, não necessariamente crescente ou decrescente, pode zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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ser decomposto em uma combinação de operadores básicos que são: dilatação, erosão, 

anti-dilatação e anti-erosão. O trabalho de Banon e Barrera [8] também mostra a ca-

racterização dos elementos estruturantes na decomposição. Este resultado fundamental 

é uma generalização do teorema da decomposição canónica para operadores crescentes 

de Matheron [2] e da representação de Maragos [26]. Posteriormente, Banon e Barrera 

[27] extenderam os resultados para imagens em níveis de cinza. 

Neste capítulo os conceitos e definições da morfologia matemática apresentados são 

aqueles estritamente necessários para o entendimento do trabalho. Para uma aborda-

gem mais completa veja, [28], [25] e [23]. 

2.2 Conceitos Básicos em Morfologia Matemática 

As operações morfológicas com imagens binárias serão definidas sob o ponto de vista 

da teoria dos conjuntos. A morfologia matemática clássica fundamenta-se em duas 

operações básicas: soma e subtração de Minkowski [29]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definição : Dados dois conjuntos X C RN e B C RN, as adições e subtrações de 

Minkowski são definidas respectivamente por, 

em que, Xb = {x + b : x G X} e Br = { - 6 : b <E B}, Br é a reflexão de B. 

A transformação de X em X @ B e X em X Q B são denominadas de dilatação e 

erosão, respectivamente, nas quais o conjunto X representa a imagem de entrada e o 

conjunto B o elemento estruturante. Na prática assume-se que o elemento estruturante 

B inclui 0 G RN. Todas as transformações da morfologia matemática são geradas da 

combinação de quatro operações básicas, dilatação, erosão, anti-dilatação e anti-erosão 

[8], definidas a seguir: 

(2.1) 

(2.2) 

be B r 
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Dilatação :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ôB(X) = X © B (2.3) 

Erosão : eB{X) = X Q B (2.4) 

Anti-Dilatação : 6a
B(X) = (X © Brc)c (2.5) 

Anti-Erosão : ea
B{X) = (X 0 B r c ) c (2.6) 

Em que, Brc = {-b : b £ B} é o complemento da reflexão de B. As equações 2.5 e 

2.6 foram obtidas dualmente de acordo com [8, 1785-1786]. 

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E = RN, definiremos P(E) como a coleção de todos os subconjuntos de E. 

U m operador \I> é um mapeamento do t ipo \& : P{E) —> P(E). 

Definição : Sejam X e P(E) eh eE um vetor. O translado de X por h é definido 

por 

Xh = x + h :x € X. (2.7) 

Definição : U m operador ^ : P(E) —> P{E), é invariante à translação se 

9(XÜ) = ( * ( X ) ) h - (2.8) 

em que, X 6 P(E) e h e E. 

Definição : U m operador * : P{E) —)• P{E) é crescente se X C Y => V(X) C 

í ( y ) , v x , y e P{E). 
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DefiniçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA : U m operador # :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(E)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —• P(E) é decrescente se X D Y => $(X) D 

<Z(Y),VX,Y eP(E). 

Definição : Seja L C E finito. Um operador $ : P(E) —> P{E) é definido como 

operador janela L se e somente se, para todo x € E, 

i e $ ( i ) « i e $ ( i n 4 (2.9) 

Observe que a operação acima é uma operação local, em que L x é o translado de L por 

x. O operador de janela é denominado representação morfológica padrão [3]. 

Uma transformação invariante à translação mais geral de imagens em morfologia 

matemática é a transformação \A,B), denominada de transformação sup-geradora e 

sua dual H(A,B), denominada transformação inf-geradora. E m casos particulares estes 

operadores podem ser utilizados para detectar pequenos padrões na imagem. 

Definição : Seja L Ç E, L f inito, sejam A,Bc P{E), A Ç B. Os operadores 

sup-gerador e inf-gerador (relativo a janela L ) são definidos respectivamente por: 

XfAiB) = eA(X)nôB(X) (2.10) 

^ A M ) = 6A(X)Usa
B(X) (2.11) 

As operações 2.10 e 2.11, são operações locais e invariantes à translação. 

O teorema da decomposição canónica de Matheron [2] para operadores crescentes, 

bem como o caso mais geral para operadores não crescentes, que é o teorema da de-

composição de Banon e Barrera [8], são fundamentais para definição e composição da 

Rede Neural Modular Morfológica ( R N M M ) . O teorema da decomposição de Banon e 

Barrera [8] a princípio foi enunciado para imagens t ipo binária [8], posteriormente para 

imagens em níveis de cinza [27]. Estes teoremas são enunciados a seguir: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Teorema da Decomposição via sup-geradores (Banon e Barrera):zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Seja ^ : P(E) —• 

P(E) um operador de janela (relativo a janela L ) invariante à translação. Então existe 

uma família de subconjuntos Ak C P{E) e uma família de subconjuntos Bk C P{E), 

k = 1. 2 , N , com Ak C Bk, ta l que, a decomposição de $ via sup-geradores é dada 

por, 

k 

Teorema da Decomposição via inf-geradores (Banon e Barrera): Seja ^ : P(E) —> 

P(E) u m operador de janela (relativo a janela L ) invariante à translação. Então existe 

uma família de subconjuntos Ak C P{E) e uma família de subconjuntos Bk C P{E), 

k = 1, 2 , N , com Ak C Bk, ta l que, a decomposição de V via inf-geradores é dada 

por, 

N 

k 

Teorema da Decomposição via erosões (Matheron): Seja ^ : P(E) —> P(E) um 

operador de janela (relativo a janela L ) crescente e invariante à translação. Então existe 

uma família de subconjuntos Ak C P(E), k = 1, 2 , N , t a l que, a decomposição de ^ 

via erosões é dada por, 

N 

Teorema da Decomposição via dilatações (Matheron): Seja \I> : P{E) —> P{E) 

um operador de janela (relativo a janela L ) crescente e invariante à translação. Então 

existe uma família de subconjuntos Ak C P{E), k = 1 , 2 , N , t a l que, a decomposição 

de ^ via dilatações é dada por, 

N 
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Os teoremas da decomposição de Matheron [2] nos dizem que qualquer operador 

crescente invariante à translação, pode ser decomposto como a união de erosões ou 

a interseção de dilatações, em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N representa o número dc erosões e de dilatações 

na decomposição. Os teoremas da decomposição de Banon e Barrera nos dizem que 

qualquer operador não necessariamente crescente, pode ser decomposto como a união 

de operadores do t ipo sup-geradores ou como a interseção de operadores do t ipo inf-

geradores, respectivamente, em que N representa o número de sup-geradores e inf-

geradores na decomposição. Os resultados são extensivos a imagens em níveis de cinza 

[27]. 

De posse dos fundamentos básicos da morfologia matemática e dos principais re-

sultados que fundamentam a R N M M , na próxima seção definiremos as equações que 

compõem a rede, assim como sua arquitetura. 

2.3 Definição e Arqu i te tura da R N M M 

A arquitetura da R N M M proposta neste trabalho é semelhante à arquitetura da rede 

neural modular [17], exceto por duas diferenças: a primeira é que não será necessário 

a mediação da rede portão, devido à natureza das operações morfológicas; a segunda 

diferença reside no algoritmo de aprendizagem. As figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 mostram 

as possíveis arquiteturas da R N M M , as quais representam, respectivamente, a decom-

posição do operador morfológico via erosões, dilatações, sup-geradores e inf-geradores. 

Observa-se que esta rede contém vários módulos paralelos que operam independentes 

um do outro. Cada módulo representa uma operação morfológica padrão, ou seja, 

erosão, dilatação, anti-erosão e anti-dilatação. 

Para a decomposição do operador via erosões (equação 2.14), a saída de cada módulo 

da rede (figura 2.1) irá convergir para uma unidade integradora tota l que fará uma ope-

ração de união (máximo); de forma dual para a decomposição via dilatações (equação 

2.15), a saída de cada módulo da rede (figura 2.2) irá convergir para uma unidade 

integradora total que fará uma operação de interseção (mínimo), entre elas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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© > Y=Max ( v )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.1: Rede Neural Modular Morfológica, arquitetura satisfazendo a decomposição 

do operador via decomposição de Matheron (erosões). 
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3N 

»NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=Max(x+aN) 

Figura 2.2: Rede Neural Modular Morfológica, arquitetura satisfazendo a decomposição 

do operador via decomposição de Matheron (dilatações). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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sup_-j*era_dora zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 2.3: Rede Neural Modular Morfológica, arquitetura satisfazendo a decomposição 

do operador via sup-geradores. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 2.4: Rede Neural Modular Morfológica, arquitetura satisfazendo a decomposição 

do operador via inf-geradores. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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No caso da decomposição do operador via sup-geradores (equação 2.12), a saída de 

cada módulo da rede (figura 2.3) irá convergir para uma sub-unidade integradora que 

fará uma operação de intersecção (mínimo) entre uma erosão e uma anti-dilatação. A 

saída de cada sub-unidade integradora por sua vez, irá convergir para a unidade integra-

dora to ta l , que fará uma operação de união (máximo) de todas as sub-unidades integra-

doras. De forma dual para a decomposição do operador via inf-geradora (equação 2.13), 

as operações de interseção (mínimo) são substituídas por operações de união (máximo), 

e a operação de união é substituída por uma operação de intersecção (mínimo), como 

ilustrada na figura 2.4. Os vetoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ak representam elementos estruturantes das ope-

rações de erosão e dilatação, enquanto que, os vetores representam a reflexão do 

complemento dos elementos estruturantes das operações de anti-dilatação e anti-erosão. 

2.3.1 Fundamentos da R N M M para a decomposição de Banon 

e Barrera 

As seguintes equações definem a arquitetura da R N M M ilustrada na figura 2.3, para a 

decomposição de Banon e Barrera [8] via sup-geradores. As equações que compõem a 

arquitetura da R N M M são analiticamente definidas da seguinte forma: 

Erosão : ek = ujti = M m ( xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a*) (2.16) 

Anti-Dilatação : ôk = uk2 = 1 - M a x ( x + bk) (2.17) 

Sup-Gerador : vk = Min(ük), k = 1, 2, N, (2.18) 

em que 
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üfc =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ukl,uk2),k = 1,2,.. .,N (2.19) 

Saída da R N M M : y - Max(v) [2.20) 

em que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V = ( V i , V 2 , . - . , V j v ) 

As matrizes pesoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e B da R N M M são definidas por, 

(2.21) 

ã 2 

.4 , B = 

V a " í 

( w \ 

b 2 

(2.22) 

Nas equações 2.16 e 2.17, x é o sinal de entrada da R N M M , ãk e (bjt representa 

a reflexão do complemento dos elementos estruturantes da anti-dilatação) são os pesos 

quaisquer da R N M M , com k = 1, 2 , N . Os símboloszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ae V representam operações de 

mínimo e máximo respectivamente. 

De forma dual, de acordo com a figura 2.4, define-se uma arquitetura da R N M M 

para a decomposição via inf-geradores. Para isso é suficiente trocar as operações de 

erosão por dilatação e anti-dilatação por anti-erosão. Nas unidades sub-integradoras, 

a operação será de máximo e na unidade integradora geral (saída geral da R N M M ) a 

operação será de mínimo, ficando pois as equações da rede da seguinte forma. 
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Dilatação :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ôk = uk\ = Max(x + S.k) (2.23) 

Anti-Erosão : ea
k = uk2 = 1 - M m ( x - b f c ) (2.24) 

Inf-Gerador : vk = Max(ük), k = 1 , 2 , N , (2.25) 

em que, 

ü J b = ( u w , t t M ) , f c = l , 2 , . . . , i V (2.26) 

Saída da R N M M : y = M m ( v ) , (2.27) 

em que, 

v = «a, . . . , » * ) , (2-28) 

Na equação 2.24 representa a reflexão do complemento dos elementos estrutu-

rantes da anti-erosão. 

É importante observar que ek, ôk, 5k e ek são medidas, isto é, mapeamentos do 

conjunto de subimagens definidos numa janela para uma escala de cinzas [30]. 

De acordo com o exposto acima as arquiteturas da R N M M para a decomposição 

de operadores invariantes à translação via sup-geradores e inf-geradores satisfazem as 

condições do teorema da decomposição de Banon e Barrera [8]. 
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2.3.2 Fundamentos da R N M M para decomposição de M a t h e -

ron 

A figura 2.1 apresenta a arquitetura da R N M M para decomposição do operador de 

acordo com a equação 2.14, para a decomposição de Matheron [2] via erosões.. As 

seguintes equações definem esta arquitetura: 

Erosão :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ekzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  vt = Min(x — a f c) (2.29) 

em que, 

Saída da R N M M : y = Max{\) (2.30) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (vi,v2, ...,vN) 

A matriz peso A da R N M M é definida por. 

(231) 

ã 2 

A = (2.32) 

V ã N I 

Na equação 2.29 x é o sinal de entrada da R N M M e a f c e RN, k = 1, 2 , N , é 

o elemento estruturante. Nesta tese ak é referido como peso da rede. O símbolozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 

representa a operação de máximo. 

De forma dual, de acordo com a equação 2.15, define-se a arquitetura da R N M M 

para decomposição de Matheron via dilatações. Para isto basta trocar as erosões por 
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dilatações ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V por A, em que A representa a operação de mínimo, veja a figura 2.2. As 

seguintes equações definem a arquitetura da R N M M para o caso da decomposição de 

Matheron [2] via dilatações: 

Dilatação :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = vk = M a x ( x + ak) (2.33) 

Saída da R N M M : y = M i n ( v ) (2.34) 

em que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v =  (Vi,V2, ...,vN) (2.35) 

As arquiteturas da R N M M das figuras 2.1, 2.2 satisfazem as condições da decom-

posição de Matheron. 

2.4 Considerações Finais 

As equações da rede R N M M apresentadas neste capítulo podem ser utilizadas indist in-

tamente para imagens em níveis de cinza e para imagens binárias. No caso da utilização 

com imagens em níveis de cinza, basta normalizar os valores da imagem no intervalo 

[0,1]. Com imagens binárias, a seguinte transformação deve ser feita com as matrizes 

pesos A e B: 0 —oo e 1 0, isto é, mapeia-se o 0 (zero) como menos infinito e o 1 

(um) como zero. Esta transformação é necessária devido à natureza das equações que 

compõem a R N M M . Observe que todas as operações são localmente definidas. Observe 

também que os elementos estruturantes em níveis de cinza podem ser gerados dentro 

do intervalo [—1,1]. 

Neste capítulo ressaltamos dois aspectos fundamentais: 

a) a definição e fundamentação da R N M M , satisfazendo as condições do teorema 

da decomposição de Matheron [2], para operadores do t ipo crescente, bem como a 
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fundamentação da R N M M satisfazendo as condições do teorema da decomposição de 

Banon e Barrera [8], para operadores não necessariamente crescentes. 

b) As equações que compõem a R N M M foram definidas analiticamente. 

No próximo capítulo, desenvolveremos uma regra de treinamento original via a l -

goritmo de retro-propagação do erro (back-propagation) para a R N M M , que resolve o 

problema proposto nesta tese. 
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Capítulo 3 

Treinamento da R N M M V i a 

Retro-Propagação do Erro 

Neste capítulo é apresentado o treinamento da R N M M n baseado no algoritmo do erro 

propagado [12], tanto para o caso da decomposição de Banon/Barrera como para o caso 

da decomposição de Matheron . O treinamento da R N M M via erro propagado toma 

como ponto de partida o trabalho de Pessoa e Maragos [20]. O qual apresentam uma 

classe geral de filtros híbridos denominados filtros morfológicos/posto/linear ( M P L ) 

com planejamento adaptativo ótimo. O filtro M P L consiste de uma combinação linear 

entre um filtro morfológico/posto e um filtro linear, cuja componente não linear é 

baseada na função posto. Os operadores morfológicos de erosão e dilatação podem ser 

obtidos como casos especiais da função posto. Em [21], Pessoa apresenta uma ciasse de 

rede neural bastante geral a Rede Neural M P L (RN-MPL) cuja unidade fundamental 

(nó) é o F i l t ro M P L . À R N - M P L unifica o perceptron multiaprendizado com redes 

neurais morfológicas/posto [22]. 
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3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 1 Treinamento da R N M M para a decomposição 

de Banon e Barrera 

0 treinamento da R N M M é supervisionado, sob o critério do erro médio quadrático, 

tomando como base as idéias do algoritmo do erro propagado [17]. O objetivo principal 

é determinar um conjunto de matrizes pesozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e B de t a l forma que a função custo 

J(A, B) seja minimizada. 

Seja então o par 

{ x ( m ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d(m)}, m = 1 , M (3.1) 

o conjunto de treinamento da R N M M , em que, x é o vetor de entrada e d(m) é a 

resposta desejada da rede. 

A função custo a ser minimizada no treinamento é definida por 

J{A,B) = \e{m)\ (3.2) 

em que e(m) = (d(m) — y{m)), m — 1,2, ...,M é o sinal erro instantâneo, ou seja, 

diferença entre saída desejada d e a saída da rede y. 

Queremos determinar A e B de ta l forma que a função custo seja minimizada, isto 

é, 

(A*,B*) = ArgMin[J(A, B)} (3.3) 

nos quais, A*, (B)* são os pesos ótimos da rede. 

Como os módulos da R N M M são independentes, de acordo com as figuras 2.3 e 2.4, 

o treinamento da rede sob o ponto de vista supervisionado é dado por 

A(n + 1) = A(n) - ^VAJ(A, £), n = 1,2,3,.... (3.4) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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B{n +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ) = B{n) - fíVBJ(A, B), n = 1, 2,3,.. . . (3.5) 

E m que, 

.4 —¥ matriz de elementos estruturantes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B —> matriz com a reflexão do complemento dos elementos estruturantes. 

0 < / Í < 1 — > é o parâmetro de convergência fixo da R N M M . 

n —> representa o n-ésimo padrão de treinamento apresentado a rede. 

V —> representa os gradientes, dados por: 

VAJ(A,B) 

( I L \ 
dãi 
dJ 

dJ 

(3.6) 

VBJ(A,B) = 

dJ 

db2 

(3.7) 

Tomando como base as idéias do algoritmo retro-propagaçãos do erro [17] temos, 

d J 
— —e(m) 

dy dvk duki 

dvk dukl dak 

(3.8) 

dj 

db 
— = — e(m) 

dy dvk duk2 

dvk duk2 dbk 

(3.9) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

32 



comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = 1,2, ...N e m = 1 , 2 , M 

Surge agora um problema: como determinar as derivadas acima, uma vez que as 

funções de máximo e de mínimo não são diferenciáveis do ponto de vista usual [31]? 

Pessoa e Maragos [20] apresentam uma alternativa para estimar derivadas de funções 

não diferenciáveis utilizando vetores indicadores de posto e a função impulso suave. 

Estas funções serão utilizadas para resolver o problema acima. Para o entendimento 

das mesmas serão necessárias algumas definições e proposições apresentadas a seguir(as 

provas estão demonstradas em [20]). 

Definição (Função Posto) : Dado um vetor t = (íi,Í2»— >*n) £ Rn, seja í(i) > í( 2) > 

... > í( n) os componentes do vetor t ordenados em ordem decrescente, escolha o r—ésimo 

elemento da lista ordenada. Define-se a r — ésima função posto de t = (ti,Í2, ...,£„) 

com sendo, 

flr(t)=t(r),r = l , 2 , . . , n (3.10) 

Definição (Função Amostra Unitária ) : A função amostra unitária q(w), w € R é 

definida por, 

1, para w = 0 , 
q(w)±{ (3.11) 

I 0, caso contrário. 

Aplicando q a todos os componentes de um vetor w € Rn , é produzido u m vetor 

de funções amostra unitária, dado por 

Q(w) = (q(w1),q(w2),...q(wn)) (3.12) 

Definição (Vetor Indicador de Posto) : Dado um vetor t = ( í i , t2, t„) £ Rn, e 

um posto r G {1 ,2 , . . . ,n } , o r-ésimo vetor indicador de posto c de t é definido por 
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g ( t > ) = Q(Mi)l-Jl ( 3 1 3 ) 

Q(Rrfò.lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - t ) . l T V 

em que 1 = ( 1 , 1 , 1 ) . O vetor indicador de posto indica a localização do postozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R r { t ) 

em t . 

Proposição (Representação via Produto Interno) : Seja t G Rn, r G { 1 , 2 , n } , e 

c = c ( t , r ) . Então, 

c . t T = Rr(t). (3.14) 

A proposição mostra uma maneira de calcular o r— ésimo posto do vetor t . 

Para um melhor entendimento vamos mostrar um exemplo de como o vetor indica-

dor de posto c funciona. 

Exemplo: Seja t = (5,7, 8,0,1,3, 5, 2,2), vamos determinar o quinto vetor indicador 

de posto c ( t , r ) = c((5, 7 ,8 ,0 ,1 ,3 ,5 ,2 ,2) , 5). 

1. Ordene os componentes de t em ordem decrescente, isto é, 8 ,7 ,5 ,5 ,3 ,2 ,2 ,1 ,0 

2. Rr(t) = i? 5 ( (5, 7, 8, 0,1,3, 5, 2, 2)) = 3 

3. 

V } Q(Rr$).l ~ t ) . l T 

Q ( ( 3 . Í ) - ( 5 , 7 , 8 , 0 , 1 , 3 , 5 , 2 , 2 ) ) 

Q ( ( 3 . í ) - ( 5 , 7 , 8 , 0 , l , 3 , 5 , 2 , 2 ) ) . í r 

Q ( - 2 , - 4 , - 5 , 3 , 2 , 0 , - 2 , l , l ) 

Q ( - 2 , - 4 , - 5 , 3 , 2 , 0 , - 2 , l , l ) . Í r 

(0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ) 

1 

4. Verifique agora a proposição (Representação via Produto Interno), isto é, 
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( 

C.t =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rrit) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c(t ,5) .t T = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , l , 0 , 0 , 0 ) . ( 5 , 7 , 8 , 0 , l , 3 , 5 , 2 , 2 ) r = 3 

c ( t , 5 ) . F = Rr(£) = 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposição : Seja c — c (t, r), para um determinado r fixo. Se c é constante numa 

vizinhança de algum t 0 , então a r — ésima função posto Rr(t) é diferenciável em t 0 e 

dRr(t) 

dt 
f=to = c ( t 0 > r) . (3.15) 

Nos pontos to em cuja a vizinhança o vetor c não é constante a função posto não é 

diferenciável. 

Dem. De acordo com a proposição (Representação via Produto Interno) temos, 

ÕRr (t) acít.r).? 1 

como c por hipótese é constante numa vizinhança de to implica que 

dRr(t) 

dt 

0c(t o > r) . ? 

t=t0 dt 
t=t0 = c ( t 0 t r ) . 

É importante notar que a proposição nos dá uma maneira de calcular a derivada 

da função posto Rr(t), desde que c seja constante numa vizinhança de t 0 . 

A função amostra unitária q produz transformações abruptas. Uma outra maneira 

de definir a função q é a utilização da função impulso suave qc que depende de um 

parâmetro de escala a, satisfazendo as seguintes condições: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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1 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qa(w) = qa(-w) 

2. lim^^o qAw) = q{w) 

3. l inv^oo q„{w) - 1 

U m bom candidato para qa é a função gaussiana exp[—1(^) 2 ] . Facilmente se verifica 

que esta função satisfaz as três condições acima. O vetor suave da função amostra 

unitária é dado por: 

Q<zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAW) = (qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa(wi), qa{w2), ...qa(wn)) ( 3 . 1 6 ) 

Definição (Função Posto Suave) : Se qa é um impulso suave satisfazendo as con-

dições acima, então a r—ésima função posto é definida como: 

Rr,„(t) = ÕV.F ( 3 . 1 7 ) 

em que 

fcftr). Q - U W - i l (3.18) 
« , ( « , ( t ) i - t ) . i ' 

é o vetor indicador de posto suave. 

É importante notar que c a -> c e Rr,a{t) —> fír(t) quando a —> 0. 

Nos pontos em que a função posto não é diferenciável, o vetor indicador de posto 

suave é utilizado para estimar os gradientes durante o treinamento da R N M M . Dessa 

forma, para os casos particulares em que r = 1 (dilatação) e r = n(erosão), usamos 

c a (t , 1 ) e c f f(t, n) no cálculo dos gradientes. 
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3.1.1 Determinação das derivadas das equações de t r e i n a m e n -

to da R N M M , decomposição Banon e Barrera . 

Nesta subseção serão determinadas as derivadas das equações 3.8 e 3.9 de acordo com 

a metodologia de Pessoa e Maragos [20]. 

a) Determinando a derivada ||. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dy 8Max(\) 
= c dv dv 

em que, 

Qa{Max{v).l-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v )  

Qff{Max(v).l - v ) . í r 

b) Determinando a derivada f^-, 

dvk _ dMin(ük) 

dük dük 

para o qual, 

ôMm(ufc) 

dük 

c) Determinando a derivada -gjjM-. 

duki _ dMin(x - ak) 

dSfc dS.k 

em que, 

= Cfci 

(3.19) 

e r = ( ê « . ê* 2 ) (3.20) 

Q g ( M m ( ü f c ) . Í - ü f c ) , g 2 1 x 

Q 5 ( M m ( ü t ) . l - ü t ) . Í T 
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= Q g ( M i n ( x - ã t ) . í - x + ãfc) 2 2 

Q f f ( M i n ( x - ã t ) . í - x + ã , ) . í r 

d) Determinando a derivada 

gtxfcg _ «9(1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Max{x + bk) ) _ d(Max(x + bk) ) 

em que, 

Q„(Max{x + bk).Í-x-bk)) 
Ck2 = --

= ck2 

Qa{Max(x + b f c ) . l - x - b , ) ) . l T 

Mas, 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — uk2 — M ax(x + bfc) 

resultando em, 

5 u w = 5 QA(l-uk2).Í-x-bk)) «3 2 3 . 

ab* k2 Qa{{\-uk2).i-x-bk)).P 

E m termos matriciais, os gradientes das equações 3.8 e 3.9 ficam então, 

VAJ{A,B) = -e.diag(c).diag(ci).C1 (3.24) 

V B J{A, B) = -e.diag(c).diag{c2).C2 (3.25) 

Nas equações 3.24 e 3.25, diag(c\) e diag(c2) são matrizes diagonais cujos elementos 

da diagonal principal são representados pelos vetores c, Ci e c2 respectivamente; as 
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matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C\ e C2 são obtidas pelas colunas dos vetores c f c l e ck2, tendo dimensões iguais 

ao número de sup-geradores(linhas) pelo número de pontos no elemento estruturante 

(colunas). 

As equações 3.24 e 3.25 são as equações finais de treinamento da R N M M , definidas 

de acordo com as equações 3.19, 3.20, 3.22 e 3.23. Os vetores e i , c 2 , C\ e C 2 são dados 

por, 

1. Cl = ( cn ,c 2 1 i . . . ,cm). 

2. c 2 = ( c i 2 , c2 2 i... zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAT 2). 

3. = ( c u , C 2 i , • 

4. c2 - (cr 

— \<~i2, L 2 2 , . 

De forma dual determina-se a regra de treinamento para a R N M M (decomposição 

via inf-geradores) como ilustrada na figura 2.4 . As derivadas das equações 3.8 e 3.9, 

são obtidas de forma semelhante, via metodologia de Pessoa e Maragos [20], resultando 

em: 

= M i n ( v ) (3.26) 

i , c f c 2 ) , vk = Max(üfc) 

(3.27) 

Cfci, Ufei = M a i ( x + Sfe) (3.28) 

(3.29) 

Õy_ _ Q g ( M i n ( v ) . í - v ) 

~ Qc(Min(v).Í-vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA).lT 

dvk _ Qc{Max{ük).l - ú f c ) _ 

dü f e " Q f f ( M a x ( ü f c ) . í - ü f c ) . í r ~ C f c 

9ufci Q„(Max(x + a f c ) . í - x - ã f c) 

ôãfe Q < T ( M a x ( x + ã f c ) . í - x - a f c ) . í r 

dukl Qa(ukl.l - x - ãfc) 
- =; = Cfci 

^ã f c Q f f ( t i f c i . i - x - ãfc) . i T 
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du kl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQgzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( ( l ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Uk2).l ~ X + bfc) 

<9bfc Q ^ a - U M j . l - x + bfc).!' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
^7 = c f c 2 , «fc2 = 1 - M m ( x - b f c) 

(3.30) 

As regras de treinamento apresentadas acima são para as redes das figuras 2.3 e 2.4, 

porém podem ser também aplicadas para a rede da figura 3.1, que é uma R N M M com 

múltiplas saídas. O treinamento da R N M M com múltiplas saídas é mais complexo, 

pois cada saída da mesma requer um processamento equivalente ao treinamento da 

R N M M das figuras 2.3 e 2.4. Este t ipo de arquitetura pode ser diretamente aplicado 

a problemas de reconhecimento de padrões com multiclasses. 

> (Saída da RNMM(l) ) 

> (Saída da RNMM(2)) 

> (Saída da RNMM(K)) 

Figura 3.1: R N M M com múltiplas saídas. Observe que cada módulo contem uma 

R N M M . 

De forma geral, o treinamento da R N M M com múltiplas saídas é feito de forma 
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idêntica ao treinamento da R N M M vista nos casos anteriores. Como os módulos são 

independentes um do outro, as matrizes gradiente são obtidas da seguinte forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VAJ{A,B) = diag(VAl,VA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 , ^AK) (3.31) 

VBJ(A,B) = diag{VBl,VB2..., V B J (3.32) 

em que 

A = diag(A1,A2,...,AK) 

B = diag{B1,Bu...,BK) 

(AK, BK), são os pesos da RNMM(fc) , k = 1,2,..., K 

Observe que a R N M M com múltiplas saídas comporta RMNNs de dimensões dife-

rentes. 

Apresentaremos agora o algoritmo de treinamento da R N M M tanto para a arqui-

tetura da figura 2.3 como para a arquitetura da figura 2.4. 

3.1.2 A l g o r i t m o de treinamento da R N M M para decompo-

sição v ia sup-geradores ou inf-geradores 

Entre com um conjunto de pares de treinamento { f (m) , d(m)}, m = 1 , M . 

1. Inicialização: 

- Defina o número de sup-geradores, K = 1 , 2 , N . 

- Defina o valor de fi, fji> 0. 

- Defina o número máximo de épocas. 

- Defina o erro mínimo tolerável EMÍTX-

- Inicialize as matrizes pesos (elementos estruturantes) Ae B com valores aleatórios 

uniformemente distribuídos entre [—1,1]. 
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2. Evoluindo: 

- Apresente para a entrada da rede f (m),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m = 1, 2 , M . 

- Calcule 

y = Max(v), para sup-geradores 

y — M m ( v ) , para inf-geradores 

Calcule 

e(m) = <á(m) — y(m),m = 1 , 2 , M 

3. Retropropagando: 

- Calcule os gradientes locais utilizando as equações 3.8 e 3.9 

VÁJ(A,B) : £ = ^ m ) £ * S * » , à = i , 2 , . . , W 
da* ovkdukl dak 

VBJ(A,B) : ^ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -^ÈLpL^k = 1,2 JV 

- E m termos matriciais, os gradientes locais são calculados util izando as equações 

3.24 e 3.25. 

VAJ(A,B) = -e.diag(c).diag(c1).Ci (3.33) 

VBcJ(A, B ) = -e.diag{c).diag(c2).C2 (3.34) 
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4. Atualize os pesos da rede: 

- Util ize as equações 3.4 e 3.5 para atualizar as matrizes pesoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e B 

A(n + 1) = A(n) - fiVAJ{A, B ) , n = 1,2,3,.... 

B(n + 1) = B(n) - ^VBJ{A, B ) , n = 1,2,3,.... 

5. Repita: 

- Repita os passos 2 , 3 e 4 até que os pesos sejam estabilizados e a função custo 

seja minimizada ou, até que o número de épocas seja satisfeito. 

Observe que as equações de treinamento da R N M M foram definidas com parâmetro 

de convergência fixo. Podem ocorrer as seguintes situações indesejáveis durante o 

processo de treinamento da R N M M : a convergência da R N M M é lenta ou a R N M M 

converge para um mínimo local. Uma forma de resolver tais problemas seria a utilização 

do parâmetro de convergência variável [32]. 

3.2 Treinamento da R N M M para a decomposição 

de Matheron 

Como visto anteriormente, o treinamento da R N M M será supervisionado, sob o critério 

do erro médio quadrático, tomando como base as idéias do algoritmo do erro propagado 

[17]. O objetivo principal é determinar uma matriz peso A de ta l forma que a função 

custo J(A) seja minimizada. Para derivar a regra de treinamento da R N M M via de-

composição de Matheron [2] para os casos da decomposição via erosões ou via dilatações 

(figuras 2.1 e 2.2) respectivamente, utilizaremos a metodologia adotada anteriormente. 

Seja então o par zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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{ x ( m ) ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d(m)}, m = 1 , M (3.35) 

o conjunto de treinamento dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R N M M , em que, x é o vetor de entrada e d(m) é a 

resposta desejada da rede. 

A função custo que será utilizada no treinamento é definida por 

J(A) = \e{m)\ (3.36) 

e(m) = (d(m) — y{m)), m = 1,2,..., M é o sinal erro instantâneo, ou seja, a diferença 

entre saída desejada da rede d e a saída da rede y. 

Queremos determinar A de tal forma que a função custo seja minimizada, isto é, 

A* = ArgMin[J(A)} (3.37) 

em que, A* é o peso ótimo da rede. 

De acordo com as figuras 2.1 e 2.2, o treinamento da rede sob o ponto de vista 

supervisionado é dado por 

A{n + 1) = A(n) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nVAJ{A), n = 1,2,3,.... (3.38) 

O parâmetro /J  > 0 é um parâmetro de convergência da R N M M , n representa o 

n-ésimo padrão de treinamento apresentado a rede. O gradiente V é dado por: 

/ dJ_ \ 

dJ 

dÜ2 

dJ 

(3.39) 
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Tomando como base algoritmo retro-propagaçãos do erro [17] temos, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d J dy dvk 

ã^ = -eÚãé-k = 1'2--N (3 40) 

3.2.1 Determinação das derivadas da equação de treinamento 

da R N M M , decomposição de Matheron 

Vamos agora determinar as derivadas da equação 3.40 de acordo com as equações 2.29, 

2.31 e 2.30(decomposição via erosões), segundo a metodologia de Pessoa e Maragos 

[20]. 

a) Determinando a derivada ||. 

dy _ dMax{\) _ g Q g ( M a s ( v ) . í - v ) 

b) Determinando a derivada de 8 

dv dv Qc{Max{\).î- \).1T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dvk 

dak 

dvk _ dMin(x — ãjt) Q0(Min(x - a f c ) . í - x + a*) 

dãk d&k Q , ( M m ( x - ã f c ) . í - x + ãfc).Í T 

(3.42) 

De forma dual, determina-se as derivadas da decomposição de Matheron via dila-

tações (figura 2.2 ) . As derivadas da equação 3.40 são determinadas de acordo com as 

equações 2.33, 2.35 e 2.34, via metodologia de Pessoa e Maragos [20]. 

a) Determinando a derivada de ||. 

dy = dMin{\) _ _ Qc{Min(v).Í - v ) 

dv dv ° Qa(Min(v).Í-v).ÍT 

b) Determinando a derivada de gjj4-. 
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dvk _ dMax(xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + â t ) _ _ Q a ( M ü x ( x + a f c ) . í - x - a f c) 

Õãk dâk ' k ~ Qa(Max{x + âk).l-5í-ãk).ÍT 

' (3.44) 

E m termos matriciais, a equação final de treinamento da R N M M sob o ponto de 

vista da decomposição de Matheron fica: 

VAJ{A) = -e.diag(c).C, (3.45) 

em que C = (cf , c f , c ^ ) T . 

3.2.2 Algoritmo de treinamento da R N M M para decompo-

sição via erosões ou dilatações 

Entre com um conjunto de pares de treinamento {x(m), d(m)}, m = 1 , M . 

1. Inicialização: 

- Defina o número de sup-geradores, K = 1, 2 , i V . 

- Defina o valor de / i ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi > 0. 

- Defina o número máximo de épocas. 

- Defina o erro mínimo tolerável EM™-

- Inicialize as matrizes pesos (elementos estruturantes) A com valores aleatórios 

uniformemente distribuídos entre [—1,1]. 

2. Evoluindo: 

- Apresente para a entrada da rede x(m), m = 1, 2 , M . 

- Calcule 
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yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = M a x ( v ) , decomposição via erosões 

y = M m ( v ) , decomposição via dilatações 

Calcule 

e(m) = d(m) — y(m), m = 1, 2 , M 

3. Retropropagando: 

- Calcule os gradientes locais utilizando a equação 

- Em termos matriciais o gradiente local é calculado utilizando a equação 

VAJ{A) = -e.diag{c).C 

4. Atualize os pesos da rede: 

- Atualize a matriz peso A pela equação 

A(n + 1) = A(n) - nVAJ(A), n = 1, 2,3,.... 

5. Repita: 

- Repita os passos 2 , 3 e 4 até que os pesos sejam estabilizados e a função custo 

seja minimizada, ou até que o número de épocas seja satisfeito. 

Na próxima seção apresentaremos uma aplicação da R N M M , na área de filtragem 

de imagens. O objetivo desta aplicação é projetar filtros morfológicos que suprimem 

ruído em imagens binárias e em níveis de cinza. 
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3.3 Aplicação em filtragem de imagens ( R N M M via 

decomposição de Matheron) 

U m problema clássico na área de processamento de imagens é o de filtragem de imagens 

corrompidas por ruído [33]. Um tipo de ruído particulamente interessante é o ruído sal e 

pimenta. Para suprimir este tipo de ruído, o fi ltro clássico é o da mediana [33], que para 

determinados níveis ou densidades de ruído tem se mostrado bastante eficiente. O nosso 

problema específico é projetar o fi ltro morfológico através de treinamento da R N M M 

via decomposição de Matheron [2], que suprime o ruído acima definido, util izando para 

este n i tro a matriz pesozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A* fornecida pelo processo de aprendizagem da R N M M . O 

operador morfológico \I> que suprime o ruído do t ipo sal e pimenta consiste de uma 

operação de abertura seguida de uma operação de fechamento [33]. Como o método 

proposto é adaptativo, se espera que o desempenho final seja bem próximo do f i l tro 

ideal. 

Seguindo a metodologia de Pessoa e Maragos [20], o sinal de entrada para o projeto 

do f i l tro é a imagem corrompida com ruído aleatório do t ipo sal e pimenta. O sinal 

desejado é a imagem original sem ruído. 

O conjunto de treinamento da R N M M é obtido da seguinte forma: 

1. Defina uma janela quadrada L m de tamanho n = (2m + l ) 2 , m = 1, 2, 3.... 

2. Centre L m no pixel com coordenada ( t , j ) da imagem de entrada X. 

3. Desloque L m sobre X da esquerda para direita e de cima para baixo. A medida 

que L m se move, transforme a região correnpondente de X em vetores x , os quais 

irão compor o conjunto de treinamento ü da R N M M . Se m = 1, L \ terá tamanho 

9, e por sua vez x r também terá comprimento 9. 

4. Os vetores peso (elementos estruturantes) a f c e bk ambos terão dimensões iguais 

ao vetor x. 

Para cada pixel na posição (i, j), i = 1,2, ...7 e j = 1 , 2 , J da imagem de entrada, 

apresentaremos à R N M M , o par de treinamento ( x , d ) , sendo d a saída desejada para 
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o pixel na posição (t,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j). No caso de imagens em níveis de cinza, todos os pixels da 

mesma serão normalizados para o intervalo [0,1]. Neste experimento usaremos a função 

amostra unitária suavizada, definida pela função gaussiana qa(w) = exp[—1(—) 2], com 

a — 0, 05.Utilizaremos a razão ruído sinal (NSR) expressa em dB em todo o experi-

mento, definida como: 

NSR = 10 l o g 1 0 ! = ^ - , (3.46) 

em que (d — y)2 é a energia média do erro (segundo momento do erro), e d2 é a energia 

média do objetivo (segundo momento do objetivo). A expressão 3.46 nos diz que a 

medida que y —• d, a NSR —> — co. Quanto mais próximos forem os valores de y e d, 

menor será a NSR. No caso ideal a NSR = — co. Os gráficos de convergência serão 

plotados em função da NSR, isto é, NSR versus número de épocas. 

Para definir o número inicial de erosões ou dilatações que compõem a arquitetura 

da R N M M , utilizaremos a experiência de Oliveira [9], uma vez que não existe ainda 

um resultado teórico que defina o número de erosões ou de dilatações necessárias para 

representar a decomposição do operador invariante à translação *f>. Como este problema 

não foi resolvido, a solução determinada via treinamento da R N M M será sub-ótima, 

sob este ponto de vista. 

3.3.1 Simulações 

Em todas as simulações realizadas foram utilizadas 25% da imagem ruidosa para treinar 

a R N M M (figura 3.2 (a) e (b)) . Para testar o filtro projetado via treinamento da 

R N M M , utilizou-se a imagem tota l do treinamento da rede. Outras imagens em níveis 

de cinza também foram utilizadas para medir o desempenho do filtro. 

A tabela 3.1 mostra os resultados das simulações realizadas com a R N M M (figura 

2.1), tomando como ponto de partida, como mencionado anteriormente, a experiência 

de Oliveira [9] para definir o número de erosões iniciais na composição da arquitetura da 

R N M M . O número de épocas utilizado para o treinamento da rede, manteve-se constan-

te em torno de 100 nas quatro situações testadas em que o parâmetro de aprendizagem 
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/z tomou os valoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi = 0,01; 0 ,1 ; 0,5 e 1. A figura 3.3 mostra o comportamento de 

convergência da R N M M através da NSR. Para os valores d e / i = 0 , 0 1 e 0 , l observa-

se que o comportamento da convergência foi normal. Na situação em que /z = 0,5, 

o gráfico da NSR apresenta um comportamento oscilatório entre as épocas 1 e 15, 

ficando estável a partir da época 20. A situação mais crítica é apresentada na figura 

3.3 em o parâmetro de convergência p = 1. Em nenhum momento do treinamento da 

rede a NSR ficou estável, e o gráfico mostra uma grande oscilação em todas as épocas, 

demonstrando que a R N M M não aprendeu, o resultado pode ser observado na figura 

3.5 (d), que representa a saída final do filtro. Na tabela 3.1, verifica-se que a NSR final 

varia de acordo com os valores do parâmetro de convergência /z. A melhor situação 

observada para NSR final é de - 1 9 , 6 5 d £ , com \i = 0, 01. A figura 3.6 (d), apresenta 

a saída final correspondente do filtro projetado com o treinamento da R N M M . 

A tabela 3.2 mostra as simulações realizadas com a R N M M via decomposição do 

operador \& por dilatações, como mostrado na figura 2.2. É interessante notar que os 

resultados obtidos foram melhores do que os obtidos via decomposição por erosões. A 

figura 3.4 mostra o comportamento da convergência da rede através de NSR. Ana l i -

zando a pior situação, que é o caso onde a NSR final ficou em torno de —12, 63 dB para 

\t = 1, (figura 3.7 (d)), observa-se que a rede não conseguiu aprender o operador. Isto 

se deve ao fator de convergênciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ÍÍ, que impôs maior velocidade de convergência à rede 

levando a oscilações muito grandes. Já na melhor situação, temos a NSR = —21.70ciB 

para \i = 0.01. A figura 3.8 (d) mostra a saída do filtro ^l* projetado com a solução 

da rede via decomposição por dilatações. Comparando os valores de NSR de ambas 

as tabelas, vemos que há uma diferença pró dilatações. 

Comparando os melhores valores das tabelas 3.1 e 3.2, com o valor obtido com 

o filtro da mediana clássico (NSR = - 2 1 , 5547d£) para uma densidade de ruído de 

5% (tabela3.3), vemos que houve pequena diferença entre os filtros projetados via 

R N M M com 8 erosões e com 8 dilatações. Após exaustivas simulações, aumentando 

paulatinamente o número de erosões e dilatações que compõem a arquitetura da R N M M 

até 25, obteve-se NSR igual a —22,42dB e a —22,63dB, respectivamente (veja figura 

3.9 (d)) , deste modo superando o filtro da mediana em aproximadamente IdB. 

Testou-se o filtro projetado via treinamento R N M M com outra imagem com ruído 
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a) X - entrada t>) D - saída desejada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.2: Imagens de treinamento da R N M M para filtragem de ruído. Imagens em 

níveis de cinza (a) e (b), imagens binárias (c) e (d) 
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a) convergência da RNMM, mu = 0,01 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

20 40 60 

épocas 

80 100 

c) convergência da RNMM, mu = 0,5 

20 40 60 

épocas 

80 100 

-12 

-14 

_ - 1 6 
ST •o 
C - 1 8 
co zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•z. 
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-22 

-24 

b) convergência da RNMM, mu = 0,1 

20 40 60 

épocas 

80 100 

d) convergência da RNMM, mu = 1,0 

40 60 

épocas 

100 

Figura 3.3: Convergência da R N M M via decomposição de erosões através da NSR. 

A rede teve melhor comportamento de convergência nos casos (a) e (b) (/x = 0, 01 e 

iz = 0 , l ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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a) convergência da RNMM, mu = 0.01 

20 40 60 

épocas 

80 100 

c) convergência da RNMM, mu = 0.5 
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b) convergência da RNMM, mu = 0.1 

20 40 60 

épocas 

80 100 

d) convergência da RNMM, mu = 1 

40 60 

épocas 

100 

Figura 3.4: Convergência da R N M M via decomposição por dilatações através da NSR. 

A rede teve melhor comportamento de convergência nos casos (a) e (b) ( / i = 0, 01 e 

/ x = 0 , l ) . 
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.5: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 erosões: 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro de convergência /z = 1 a rede não 

aprendeu. 
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.6: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 erosões: 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro de convergênciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi = 0,01 a rede 

aprendeu. 
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.7: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 di la-

tações: (a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada 

de teste, (d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro de convergência /x = 1 a rede 

não aprendeu. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.8: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 di la-

tações: (a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada 

de teste, (d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro de convergênciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \x = 0, 01 a 

rede aprendeu. 
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.9: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 25 erosões. 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro de convergênciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \i = 0 , 1 . 
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.10: As imagens mostram a saída do filtro projetado com a solução obtida via 

treinamento da rede com 25 erosões, (a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final 

do treinamento, (c) entrada de teste, (d) saída do teste (imagem filtrada). Parâmetro 

de convergência /z = 0 ,1 . 

59 



N°zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de erosões N° de Densidade NSR i n i - NSR final 

Épocas de Ruídos cial (dB) (dB) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

% 

8 100 0,01 5 -12,8112 -19,65 

8 100 0,1 5 -12,6655 -17,94 

8 100 0,5 5 -12,7575 -14,15 

8 100 1,0 5 -12,8016 -6.9 

Tabela 3.1: Desempenho da R N M M para decomposição via erosões. 

JV°de Inf- N° de V- Densidade NSR i n i - NSR final 

Geradores Épocas de Ruídos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

% 

cial (dB) (dB) 

8 100 0,01 5 -12,8112 -21,10 

8 100 0,1 5 -12,6655 -21,07 

8 100 0,5 5 -12,7575 -19,9 

8 100 1,0 5 -12,8016 -12,63 

Tabela 3.2: Desempenho da R N M M Para decomposição via dilatações. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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de 5% (figura 3.10 ) . A imagem filtrada com o filtro ^ 'pro jetado com 25 erosões 

resultou emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA NSR igual a -24.96cü3. O filtro da mediana clássico teve um desempenho 

inferior, ficando com NSR igual a —23, lõdB. 

Denominação N° de Densidade NSR final 

Épocas de Ruídos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

% 

(dB) 

RNMM-ERO(8) 100 0,01 5 -19,65 

R N M M - D I L ( 8 ) 100 0,01 5 -21,10 

F I L T R O M E D I A N A 5 -21,55 

RNMM-ERO(25) 100 0,1 5 -22,42 

RNMM-DIL(25 ) 100 0,1 5 -22,63 

Tabela 3.3: Comparações entre a R N M M com o filtro da mediana. Observa-se que o 

melhor resultado foi para o caso em que o número de erosões que compõem a arquitetura 

da R N M M é igual a 25 

Baseado nos experimentos apresentados nessa seção, podemos salientar os seguintes 

fatos: 

1. O desempenho da R N M M para o problema de filtragem de imagens ruidosas 

depende fundamentalmente do ajuste dos parâmetros da rede, isto é, do valor de 

\i e do número de módulos (erosões ou dilatações). 

2. A complexidade computacional é moderada, uma vez que a rede só realiza dois 

tipos de operações: soma e ordenação. 

3. Apesar de termos obtido valores de NSR final melhores do que os produzidos 

pelo filtro da mediana, a complexidade computacional da R N M M correspondente 

teve de aumentar consideravelmente, ficando a rede com 25 módulos. 

4. A R N M M pode ser utilizada para investigar o comportamento de diversos tipos 

de decomposição de operadores crescentes e invariantes à translação. 
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3.4 Aplicação em problemas de extração de bordas 

( R N M M via decomposição de Banon e Barre-

ra) 

U m problema importante na área de processamento de imagens é o de extração de bor-

das, muito utilizada como etapa preliminar no reconhecimento de objetos contidos na 

imagem. Bordas correspondem a regiões de alto gradiente na imagem, ou seja, regiões 

onde ocorrem transições abruptas de níveis de cinza. Estas regiões correspondem, em 

geral, aos contornos dos objetos na imagem. Dessa forma, uma maneira de extrair ou 

identificar bordas, é através do cálculo do gradiente da imagem. 

Nesta seção o nosso objetivo é treinar a R N M M via decomposição de Banon e 

Barrera para aprender o operador moforlógico que extrai o gradiente da imagem, deno-

minado de gradiente morfológico [33]. O gradiente morfológico utilizado neste trabalho 

é definido por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G = X - M i n ( x - a*) (3.47) 

3.4.1 Simulação 

E m todas as simulações realizadas foi utilizada 25% da imagem X para treinar a R N M M 

via retro-propagação do erro (figura 3.11), tanto para imagens em níveis de cinza como 

para imagens binárias. Para testar o projeto do operador que extrai bordas da imagem 

X, utilizou-se a imagem X to ta l . A arquitetura da rede para este experimento foi 

definida com 8 sup-geradores. Os parâmetros da R N M M foram definidos da seguinte 

forma: fi = 0 ,01, número de épocas igual a 100. Treinamos a rede para extrair bordas 

com imagens em níveis de cinza e imagens binárias. 

A figura 3.12 (d), mostra a saída final produzida pelo operador projetado. Conforme 

se observa as plumas do chapéu se destacam muito bem. Já a figura 3.13 (d), mostra 

um bom desempenho do operador projetado com a solução obtida da R N M M para 
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imagens binárias. Conforme se vê, as bordas da imagem estão bem distintas idicando 

uma boa aproximação do gradiente. 

3.5 Aplicação da R N M M em Reconhecimento de 

Padrões (decomposição de Banon e Barrera) 

A verificação da eficiência e limitações da R N M M em problemas de classificação, 

é realizada através de um experimento que consiste em classificar pontos gerados 

aleatoriamente em dois quadrados no plano. 

O conjunto de treinamento da R N M M é gerado aleatoriamente, para o qual os 

seguintes parâmetros devem ser definidos: 

- x = (xi ,X2) vetor de atributos. 

- Número de elementos por classe:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ne. 

- Referência horizontal para o centro de gravidade: ha. 

- Referência vertical para o centro de gravidade: ve. 

- Distância entre os quadrados (classes): D. 

- Comprimento do lado do quadrado: L . 

- Angulo (em graus) para rotacionar os quadrados (as classes) com respeito ao 

centro de gravidade: d. 

3.5.1 Experimentos 

Os experimentos têm como objetivo observar o desempenho da R N M M em dois pro-

blemas de classificação. A estratégia é treinar a R N M M aumentando paulatinamente 

o número de sup-geradores que a compõem, iniciando com um sup-gerador e indo até 

oito sup-geradores. O primeiro conjunto de treinamento X\ é definido com os seguin-

tes parâmetros: iV e = 1000;h 0 = l ; u e = \\D = 2 , 5 ; L = 2,0 = 45. A figura 3.14 

mostra o conjunto de treinamento X\, com os pontos gerados aleatoriamente nas duas 

classes. A figura 3.15 mostra o segundo conjunto de treinamentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X2, definido com os 

seguintes parâmetros: 7Ve = 1000; h0 = 0; ve = 0; D = 2, 5; L = 2; 9 = 0. Observe que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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a) X - treinamento b) D - saída desejada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.11: Imagens de treinamento da R N M M para o problema de extração de 

bordas, (a) imagem binária de entrada, (b)imagem binária desejada (gradiente), (c) 

imagens em níveis de cinza, (d) imagem em níveis de cinza desejada (gradiente). 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.12: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 sup-

geradores. (a) Imagem de entrada, (b) saída final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (gradiente obtido). Imagem em níveis de cinza. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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a) X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 3.13: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 sup-

geradores. (a) Imagem de entrada, (b) saída final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (gradiente obtido). Imagem binária 
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temos total controle sobre os conjuntos de treinamentoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X\ e X2. Com isso podemos 

forçar uma situação ideal de classificação; por exemplo: aumentando a distância entre 

os dois quadrados (classes), rotacionando os quadrados em relação ao eixo central, etc. 

A razão do erro de classificação é definida por: 

Figura 3.14: Conjunto de treinamento X\ 

# de pontos mal classificados ,„ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
E(T) = ^ — .100 (3.48 

v ; # total de pontos v 

TE [0,1] é o l imiar de classificação, neste experimento foi usado T = 0,5. Portanto, 

se a saída do classificador for menor do que 0, 5, o ponto pertence ao primeiro quadrado; 

caso contrário pertence ao segundo. 

A tabela 3.4 mostra os resultados do experimento realizado com o classificador 

projetado via treinamento da R N M M , com o primeiro conjunto de treinamento X\, em 

que o ângulo de inclinação dos quadrados em relação ao eixo central é de 45°. Testamos 
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o classificador gerando aleatoriamente um conjunto de teste contendo 20000 pontos em 

cada quadrado. Na tabela 3.4 vemos que para a rede composta de um sup-gerador 

obtivemos uma razão de erro de classicaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E ( T ) de 8,42%. Para a rede composta 

com sete sup-geradores, obtivemos a razão de erro de classificação E ( T ) de 1,44 %. 

Notamos também uma variabilidade do erro de classificação com relação ao número de 

sup-geradores contido na arquitetura da rede. Os resultados apresentados na tabela 

3.4 não nos permitem tirar conclusões definitivas, no entanto, sugerem que uma boa 

classificação depende do número de sup-geradores que definem a rede, como do cojunto 

de dados para o treinamento. 

A tabela 3.5 mostra os resultados do classificador projetado via treinamento da 

R N M M , com o conjunto de treinamento X2. Os resultados obtidos foram bons, mons-

trando inicialmente um erro de classificação em torno de 17, 2%, para a arquitetura 

da rede com apenas um sup-gerador. Conforme observamos, o erro de classificação é 

anulado para a arquitetura da rede composta de 4,5,6,7 e 8 sup-geradores, confirmando 

assim nossa observação anterior, de que o bom desempenho de classificação da rede 

depende tanto do conjunto de treinamento bem como do número de sup-geradores que 

compõem a arquitetura da R N M M . 

7V°de Sup- N° de Razão do Erro de clas-

Ger adores Épocas sificação em % 

1 50 0,01 8,43 

2 50 0,01 3,38 

3 50 0,01 7,19 

4 50 0,01 2,80 

5 50 0,01 3,00 

6 50 0,01 2,70 

7 50 0,01 1,44 

8 50 0,01 3,4 

Tabela 3.4: Desempenho do classificador projetado via treinamento da R N M M com o 

conjunto de treinamento X\ 
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N°dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sup- N° de Razão do Erro de clas-

Geradores Épocas sificação em % 

1 50 0,01 17,21 

2 50 0,01 9,61 

3 50 0,01 16,25 

4 50 0,01 0,00 

5 50 0,01 0.00 

6 50 0,01 0,00 

7 50 0,01 0,00 

8 50 0,01 0.00 

Tabela 3.5: Desempenho do classificador projetado via treinamento da R N M M com o 

conjunto de treinamento X2-

3.6 Considerações Finais 

Vimos que o treinamento da R N M M via decomposição de Matheron [2] é bem eficiente 

no projeto de filtros para eliminação do ruído não Gaussiano do t ipo sal e pimenta, 

superando em determinadas situações o filtro clássico da Mediana. A rede se mos-

trou capaz de aprender operadores do tipo crescente, sendo portanto uma ferramenta 

fundamental para projetos de operadores que satisfaçam as condições do teorema de 

Matheron. 

Ao fazermos experimentação com a R N M M via decomposição de Banon e Barrera, 

exploramos toda a sua generalidade. O projeto do operador extrator de bordas foi 

eficiente pois, de acordo com os resultados apresentados, a R N M M mostrou que é capaz 

de aprender operadores do t ipo não crescente, oferecendo, portanto, uma ferramenta 

alternativa para projetos de operadores morfológicos. 

Com os experimentos de reconhecimento de padrões descritos neste capítulo, pode-

mos concluir que a R N M M tem poder de classificação l imitado, dependendo portanto 

do t ipo de mapeamento ou seleção de atributos que é realizado nos dados. O exemplo 

dos quadrados no plano é bastante simples, quando comparado com outros problemas 
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na área de reconhecimento de padrões [34]. No entanto, conforme vimos, o mesmo 

nos permite concluir que as redes puramente morfológica tem o poder de classificação 

l imitado, levando a crer que as superfícies de classificação são paralelas aos planos de 

referência (definidos pelos eixos de referência do espaço vetorial). 

No Próximo capítulo, serão apresentados os resultados do treinamento da R N M M 

via Algoritmo genético e comparados com os resultados obtidos através do treinamento 

via retro-propagação do erro. 
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Capítulo 4 

Treinamento da R N M M Via 

Algoritmo Genético 

Neste capítulo apresentaremos os resultados do treinamento da R N M M via algoritmos 

genéticos, e faremos comparações de desempenho entre o método de treinamento da 

R N M M via retro-propagação do erro (capítulo 3) e o método proposto neste capítulo. 

Abordaremos a decomposição de Banon e Barrera [8] bem como a decomposição de 

Matheron [2]. 

4.1 Introdução 

Harvey e Marshall [6] empregaram um algoritmo genético simples que uti l iza três ope-

radores básicos: reprodução, cruzamento e mutação [7] na busca do filtro morfológico 

ótimo para uma particular tarefa. No entanto, não extenderam o trabalho para a bus-

ca do conjunto de elementos estruturantes que satisfaz o teorema da decomposição de 

Matheron [2] para operadores (filtros) crescentes invariantes à translação ou, no caso 

geral da decomposição Banon e Barrera [8], para operadores invariantes à translação, 

não necessariamente crescentes. Oliveira [9] util izou algoritmos genéticos simples [7], 

para determinar o conjunto sub-ótimo de elementos estruturantes que compõem a de-

composição canónica via sup-geradores [8]. É importante salientar que a principal 

preocupação de Oliveira [9] foi a de estabelecer uma forma de implementar, sob o 
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ponto de vista prático a decomposição de operadores invariantes à translação. 

Baseado nas idéias dos trabalhos de Harvey [6] e Oliveira [9], uma alternativa 

para o treinamento da R N M M é o uso de Algoritmos Genéticos (AG) . Basicamente, as 

aplicações de A G na área de redes neurais são duas: estimação dos parâmetros da rede 

(estimar os pesos) [35] e síntese da arquitetura da rede. Na síntese, a idéia é realizar 

uma busca genética no espaço de possíveis arquiteturas da rede neural. U m exemplo 

deste t ipo de aplicação é o sistema Neuro-Genesys [36]. 

Neste capítulo abordaremos o primeiro problema, isto é, treinaremos a R N M M via 

A G , com objetivo de determinar um conjunto de pesos ótimos (elementos estruturantes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(A\B'). 

4.2 Algor i tmo Genético 

Nos anos sessenta, os Algoritmos Genéticos foram pesquisados e desenvolvidos por 

Holland [37]. Sua pesquisa inicial não foi para planejar algoritmos que resolvessem 

problems especifícos, mas para formalizar o fenômeno de adaptação que ocorre na na-

tureza e desenvolver mecanismos com os quais os procedimentos de adaptação naturais 

pudessem ser incorporados a sistemas de computação. E m 1975, Holland apresenta 

em seu l ivro [37] o algoritmo genético como uma abstração da evolução biológica. O 

método em si evolui uma população inicial para uma nova, pelo uso da seleção na-

t u r a l com operadores inspirados geneticamente. Os elementos básicos que compõe o 

algoritmo genético são: 

1. População de cromossomos. Cada posição no cromossomo tem dois possíveis 

alelos (0 ou 1). Cada cromossomo representa um ponto no espaço de busca Q. 

2. Critério de seleção de acordo com a adequabilidade do indivíduo na população. 

3. Mecanismo de cruzamento que produz novos filhos. 

4. Mecanismo de mutação aleatória dos novos filhos. 
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5. Operadores genéticos. 

a) Seleção: Este operador seleciona o cromossomo na população para reprodução. 

U m dado cromossomo pode ser escolhido mais de uma vez, dependendo de sua 

adequabilidade na população. 

b) Cruzamento: Este operador escolhe uma posição no cromossomo e troca os 

subsequentes. O processo envolve dois cromossomos para criar dois novos filhos 

(figura 4.1). Trata-se de uma operação aleatório que ocorre com probabilidade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pc, geralmente entre 0,75 e 1,00. 

c) Mutação: Seleciona-se aleatoriamente uma posição nos novos cromossomos 

(filhos) e muda-se o valor do gene correspondente para um outro alelo possível. 

Geralmente a probabilidade P m de mutação é muito pequena, variando entre 

0,0001 e 0 ,1 . 

U m algoritmo genético simples [38] é apresentado a seguir: 

1. Estabeleça uma população base de cromossomos. 

2. Determine o valor da adequabilidade de cada cromossomo. 

3. Duplique os cromossomos de acordo com seu valor de adequabilidade e crie novos 

cromossomos por casamento dos cromossomos correntes, e aplique os operadores 

de cruzamento e mutação. 

4. Delete todos os membros indesejáveis da população. 

5. Insira os novos cromossomos na população e forme uma nova população. 

6. Se o critério de parada é satisfeito, então pare e retorne o melhor cromossomo. 

Caso contrário, vá para o passo 2. 

A figura 4.2 mostra o funcionamento do algoritmo genético com os seus principais 

operadores. Na próxima seção, apresentaremos o treinamento da R N M M via algo-

r i tmo genético. O algoritmo utilizado é praticamente o mesmo, mas com algumas 

modificações para satisfazer as condições da R N M M . 
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Ponto de c r u z a m e n t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

!  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Parentel 0 1 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 1 1 1 1 1 

Ponto df 

) arente2 1 

; c r u z a m e n t o 

r 
1 0 1 0 0 i 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

10l 

0 0 0 0 ü 1 1 0 

F a i o 2 
I 0 I 1 1 1 1 1 i 

Figura 4.1: Cruzamento simples zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Mutação Seleção zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w 

Mutação 
w 
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Figura 4.2: Ciclo do algoritmo genético e seus principais operadores. 
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4.3 Usando Algor i tmo Genético para tre inar a R N M M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 algoritmo de treinamento da R N M M segue o esquema da figura 4.2. Os detalhes do 

treinamento da R N M M via algoritmo genético serão apresentados a seguir. 

O treinamento da R N M M via algoritmo genético é supervisionado, sob o critério da 

função de adequabilidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E (que será posteriormente definida). O objetivo principal 

é determinar um conjunto ótimo de matrizes pesos A* e B* (elementos estruturantes). 

No caso da decomposição de Matheron, basta determinar a Matr iz peso A. 

Seja então 

{X,D} (4.1) 

o conjunto de treinamento da R N M M , em que X é a imagem de entrada e D a imagem 

desejada. 

A função de erro ou imagem erro, que é utilizada durante o treinamento, é definida 

por 

E = D - Y (4.2) 

em que Y é a saída da rede. No caso de imagens binárias, é suficiente uti l izar a relação 

E = (D X O R Y), no qual o operador ( X O R ) representa o operador ( O U ) exclusivo. 

A f im de manter uma uniformidade geral no trabalho, adotaremos a razão ruído-sinal 

(NSR) definida no capítulo 3 (equação 3.46), como medida de adequabilidade dos 

elementos da população, portanto, a equação de adequabilidade é definida da seguinte 

forma: 

NSR = 1 0 1 o g 1 0 p (4.3) 

em que E2 é a energia média da imagem erro (segundo momento do erro), e D2 é a 

energia média da imagem objetivo (segundo momento do objetivo). Quanto menor for 

o erro, maior será a adequação do indivíduo na população. 
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Observe que existe uma diferença entre o treinamento da R N M M via algoritmo 

genético e via algoritmo de retro-propagação do erro. No caso do treinamento via retro-

propagação do erro visto no capítulo 3, a lógica de adaptação é local, e o gradiente 

é estimado para cada janela da imagem. No treinamento via algoritmo genético, os 

dados de entrada para treinamento são as imagens com ruído e sem ruído. Por outro 

lado, não é necessário codificar os pesos da rede (elementos estruturantes), pois neste 

caso especial, utilizaremos elementos estruturantes binários para imagens binárias. No 

caso de imagens em níveis de cinza, utilizamos elementos estruturantes planos, que de 

certa forma, são binários. 

4.3.1 Detalhando o algoritmo de treinamento A G da R N M M 

(decomposição de Banon e Barrera) 

O algoritmo de treinamento da R N M M é descrito a seguir., 

1. Fixe a arquitetura da R N M M , isto é, um número fixo de sup-geradores ou inf-

geradores. 

2. Gere aleatoriamente um conjunto de matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A,B)izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,i — 1,2,.... que parame-

tr izam a R N M M . Cada par (A, B)i corresponde a um elemento da população. 

Por exemplo, se i = 30, o tamanho da população é 30, correspondendo a 30 

pares de matrizes. Cada matriz A e B contém os elementos estruturantes que 

parametrizam a R N M M . O número de linhas de A e B representa o número de 

elementos estruturantes que compõem a rede, e o número de colunas representa 

o tamanho ou a dimensão dos elementos estruturantes. De forma geral, se a rede 

contém N sup-geradores, as matrizes de elementos estruturantes A e B terão 

respectivamente, N pares a* e bk, k = 1,2, ...N de vetores pesos. 
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/ S i \ 

b 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A = 

\bN j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. Como os elementos da população são formados por cromossomos binários, é ne-

cessário fazer a seguinte transfomação: 0 => —co e 1 => 0, isto é, mapeia-se 

o 0 (zero) como menos infinito e o 1 (um) como (zero). Esta transformação é 

necessária devido a natureza das equações da rede. Computa-se a saída da popu-

lação inicial através da R N M M e calcula-se a adequabilidade de cada elemento 

por meio da equação 4.3. Isto diz que, quanto menor for a NSR, maior será a 

adequação do elemento na população. 

4. Recombina-se os elementos da população por um processo aleatório, em que a 

probabilidade de recombinação Pc = 0.85. O procedimento é o seguinte: 

a) Dois cromossomos pais são selecionados aleatoriamente na população. 

b) O ponto ou os pontos de recombinação são selecionados aleatoriamente ao 

longo do comprimento do cromossomo . 

c) dois novos filhos são formados dos pais, trocando-se os genes à direita do ponto 

de recombinação entre os pais. 

5. Utilize a mutação em um só ponto de cada filho com probabilidade Pm = 0 ,01. 

6. Avalie a nova população através da R N M M . 

7. Seleção: para cada imagem processada através da R N M M , o NSR é estimado 

e comparado com os valores de NSR dos dois pais. Caso o novo elemento ge-

rado tenha NSR menor do que a dos pais, ele tomará o lugar daquele que tem 

maior NSR. Isto significa que no final do treinamento teremos um conjunto de 

elementos estruturantes com menor NSR que o inicial . 
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8. Pare o algoritmo caso o critério de parada seja satisfeito. Caso contrário vá para 

3. 

4.3.2 Detalhando o algoritmo de treinamento A G da R N M M 

(decomposição de Matheron) 

A diferença em relação ao algoritmo anterior reside nos itens 1 e 2, ficando pois: 

1. Fixe a arquitetura da R N M M , isto é, um número fixo de erosões ou dilatações. 

2. Gere aleatoriamente um conjunto de matrizeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A)i, i = 1, 2,.... que parametrizam 

a R N M M . Cada matriz (A)i corresponde a um elemento da população. Por 

exemplo, se i — 30, o tamanho da população é 30, correspondendo a 30 matrizes. 

Cada matriz A contém os elementos estruturantes que parametrizam a R N M M . 

O número de linhas de A representam o número de elementos estruturantes que 

compõem a rede, e número de colunas representam o tamanho ou a dimensão dos 

elementos estruturantes. De forma geral, se a rede contém erosões, a matriz 

de elementos estruturantes A terá ã* , k = 1,2, ...N elementos estruturantes. 

a i 

a 2 

3. Como os elementos da população são formados por cromossomos binárias é ne-

cessário fazer a seguinte transfomação: 0 =>• —co e l ^ O , isto é, mapeia-se o 0 ( 

zero ) como menos infinito e o 1 (um) como zero. Esta transformação é necessária 

devido a natureza das equações da rede. Computa-se a saída da população inicial 

através da R N M M e calcula-se a adequabilidade de cada elemento por meio da 

equação 4.3. Isto diz que, quanto menor for a NSR, maior será à adequação do 

elemento na população. 
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4. Recombina-se os elementos da população por um processo aleatório, em que a 

probabilidade de recombinaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pc - 0.85. O procedimento é o seguinte: 

a) Dois cromossomos pais são selecionados aleatoriamente na população. 

b) O ponto ou os pontos de recombinação são selecionados aleatoriamente ao 

longo do comprimento do cromossomo. 

c) dois novos filhos são formados dos pais, trocando-se os genes à direita do ponto 

de recombinação entre os pais. 

5. Uti l ize a mutação em um só ponto de cada filho com probabilidade Pm = 0 ,01 . 

6. Avalie a nova população através da R N M M . 

7. Seleção: para cada imagem processada através da R N M M , o NSR é estimado 

e comparado com os valores de NSR dos dois pais. Caso o novo elemento ge-

rado tenha NSR menor do que a dos pais, ele tomará o lugar daquele que tem 

maior NSR. Isto significa que no final do treinamento teremos um conjunto de 

elementos estruturantes com menor NSR que o inicial . 

8. Pare o algoritmo caso o critério de parada seja satisfeito. Caso contrário vá para 

3. 

4.4 Aplicações em Restauração de Imagens (decom-

posição de Matheron) 

O problema de filtragem de imagens com ruído do tipo sal pimenta foi bem definido 

no capítulo 3, não vamos repetir toda a formalização do mesmo. O nosso objetivo é 

comparar os resultados obtidos pela rede via treinamento genético com os resultados 

obtidos via treinamento de retro-propagação do erro, para os casos da R N M M ( figura 

2.1 e 2.2). 
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4.4.1 Simulações 

Em todas as simulações realizadas foram utilizadas 25% da imagem ruidosazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X (figura 

3.2) para treinar a R N M M via algoritmo genético. Para testar o f i ltro projetado via 

treinamento da R N M M , utilizou-se a imagem X. Outras imagens em níveis de cinza, 

foram utilizadas para medir o desempenho do fi ltro. 

Tomando também como base a experiência do treinamento da R N M M via retro-

propagação do erro que produziu melhores resultados (tabela 3.3), fixaremos as redes 

em 25 erosões e 25 dilatações (dualmente), para fazer uma comparação com os re-

sultados obtidos via treinamento AG. Treinamos a rede com uma população inicial 

de 30 elementos; o número máximo de gerações (ciclo do AG) 100, probabilidade de 

recombinação Pc = 0, 85 e probabilidade de mutação Pm = 0 ,01. 

A tabela 4.1 mostra os resultados obtidos do treinamento, para os casos da de-

composição via erosões, dilatações e retro-propagação do erro. Conforme se observa, a 

rede treinada por retro-propagação obteve melhor resultado que as demais, produzindo 

uma NSR = -22,A2dB, isto representa uma diferença pro R N M M via treinamento 

de retro-propagação em torno de AdB, com relação ao treinamento via A G para de-

composição via erosões. Equivalentemente, em relação ao treinamento via A G para 

decomposição via dilatações, a diferença pro R N M M via treinamento retro-propagação 

é de aproximadamente 3dB. As figuras 4.3 e 4.4 mostram as imagens de entrada e saída 

da saída dos filtros projetado com a solução obtida da R N M M via treinamento A G . A 

figura 4.3 mostra que o filtro composto por 25 erosões teve um bom desempenho com 

o ruido pimenta, enquanto a figura 4.4 mostra que o filtro composto por 25 dilatações 

teve desempenho melhor com o ruído sal. 

Util izando a solução obtida pela R N M M via treinamento A G , testamos o filtro com 

outra imagem. A figura 4.5 mostra os resultados para o filtro projetado com A* para 

decomposição por erosões. Neste teste, a NSR final para saída do filtro, ficou em 

torno de —20, 02dB. No caso do treinamento da R N M M via AG para decomposição 

por dilatações, a NSR final do filtro ficou em torno de —20, Q9dB, veja figura 4.6. 

No caso de imagens binárias, treinamos a rede via retro-propagação do erro para 

decomposição por 8 erosões, com parâmetro de convergência \x = 0.01 e em 50 épocas. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.3: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 25 erosões: 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). F i l t ro projetado via treinamento da R N M M por 

A G . 
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c) X - teste d) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.4: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 25 dila-

tações: (a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada 

de teste, (d) saída do teste (imagem filtrada). F i l t ro projetado via treinamento da 

R N M M por AG. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.5: Imagem filtrada com a solução da R N M M via treinamento A G : (a)entrada 

para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, (d) saída 

do teste (imagem filtrada). Decomposição por 25 erosões. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.6: Imagem filtrada com a solução da R N M M via treinamento AG: (a)entrada 

para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, (d) saída 

do teste (imagem filtrada). Decomposição por 25 dilatações. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Denominação Tipo de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN° de A4 Densidade NSR final 

treinamen- Épocas de Ruídos (dB) 

to (Geração) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA% 
RNMM-ERO(25) AG 100 5 -18,40 

R N M M - D I L ( 2 5 ) AG 100 5 -19,70 

RNMM-ERO(25) RP 100 0,1 5 -22,42 

R N M M - D I L ( 2 5 ) RP 100 0,1 5 -22,63 

Tabela 4.1: Comparação entre os treinamentos da R N M M via A G e retro-propagação 

do erro, melhor resultado para o treinmamento via retro-propagação. 

Comparamos o resultado obtido do filtro projetado via treinamento retro-propagação 

do erro, com o resultado obtido do filtro projetado via treinamento da rede por A G 

para decomposição por 8 erosões. Os resultados foram melhores para o filtro projetado 

via treinamento AG, resultando em uma diferença pro A G em torno de 2dB. As figuras 

4.8 e 4.9 mostram as saídas finais dos dois filtros. E interessante observar o gráfico de 

convergência da NSR (figura4.7) em relação aos dois tipos de treinamento. O gráfico 

de convergência para a R N M M via treinamento retro-propagação do erro se estabilizou 

por volta da época 10, enquanto o gráfico de convergência da R N M M via treinamento 

A G ainda não está estabilizado até a geração 50. Isto leva a crer que a tendência de 

queda irá se propagar nas gerações futuras, produzindo assim melhores desempenho 

para os filtros. 

Treinamos também a rede via decomposição por 8 dilatações, o resultado foi muito 

bom, ficando a NSR final em torno de - 1 9 d £ (figura 4.10), a tabela 4.2 mostra os 

resultados da simulação. 

A tabela 4.3 mostra o esforço computacional em relação aos dois tipos de treina-

mento da R N M M (RP e AG) . Todos os algoritmos foram implementados em Matlab . 

Conforme se observa, o treinamento da R N M M via RP, obteve um menor esforço com-

putacional para o projeto de filtros binários. Equanto que, o treinamento da R N M M 

via A G , obteve um menor esforço computacional para projetos de filtros em níveis de 
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a) Convergência RNMMR via RP, mu = 0.01 
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b) Convergência RNMMR via AG 
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Figura 4.7: Convergência da R N M M via treinamento RP e AG. (a) decomposição por 

erosões e (b) decomposição por erosões 

Denominação Tipo de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN° de Densidade NSR final 

treinamen- Épocas de Ruídos (dB) 

to (Geração) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA% 
R N M M - E R O ( 8 ) AG 50 5 -17,63 

R N M M - D I L ( 8 ) AG 50 5 -19,00 

RNMM-ERO(8 ) RP 50 0,01 5 -17,40 

R N M M - D I L ( 8 ) RP 50 0,01 5 -17,72 

Tabela 4.2: Comparação entre os treinamentos da R N M M via A G e RP. Melhor resul-

tado para o treinmamento via AG. 
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a) X - treinamentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.8: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 erosões: 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). F i l t ro projetado via treinamento da R N M M por 

A G . 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.9: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 erosões: 

(a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada de teste, 

(d) saída do teste (imagem filtrada). F i l t ro projetado via treinamento da R N M M por 

RP. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.10: Imagens de treinamento e teste da R N M M via decomposição por 8 di la-

tações: (a)entrada para o treinamento, (b) saída ao final do treinamento, (c) entrada 

de teste, (d) saída do teste (imagem filtrada). F i l t ro projetado via treinamento da 

R N M M por A G . 
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cinza. Este t ipo de complexidade computacional independe do t ipo de máquina ut i l iza-

da no treinamento da R N M M . Neste caso, mediu-se o número de operações por ponto 

flutuante (funçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA flops do M A T L A B ) realizadas para os dois tipos de treinamento (RP 

e AG) da R N M M . 

Denominação Tipo de N° de T ipo de N° de operações 

treinamen- Épocas imagem por ponto f lu-

to (Geração) tuante (flops) 

RNMM-ERO(8 ) AG 50 B 9,699667E+09 

R N M M - D I L ( 8 ) A G 50 B 9J72510E+09 

RNMM-ERO(8 ) RP 50 B 5,524500E+09 

R N M M - D I L ( 8 ) RP 50 B 5.534020E+09 

RNMM-ERO(25) A G 100 NC 5,053843E+010 

R N M M - D I L ( 2 5 ) A G 100 NC 5,061216E+010 

RNMM-ERO(25) RP 100 NC 1.4799E+11 

R N M M - D I L ( 2 5 ) RP 100 NC 1,4804E+011 

Tabela 4.3: Esforço computacional: Número de operações realizadas entre os dois tipos 

de treinamento (RP e AG) . 

4.5 Aplicação em extração de Bordas (decompo-

sição de Banon e Barrera) 

Faremos agora uma aplicação da R N M M em problemas de extração de bordas de obje-

tos contidos na imagem, contaminadas com ruído do t ipo sal e pimenta. O treinamento 

da rede será via algoritmo genético, para decomposição via sup-geradora. O objetivo 

é conjugar em um único operador as operações de extração de bordas e remoção de 

ruído não Gaussiano. 
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4.5.1 Simulação 

E m todas as simulações realizadas foram utilizadas 25% da imagem ruidosazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X (figura 

4.11) para treinar a R N M M via algoritmo genético. Para testar o projeto do opera-

dor que retira ruídos e extrai as bordas da imagem X, utilizou-se a imagem X t o ta l 

do treinamento da R N M M . A arquitetura da rede para este experimento foi definida 

com 8 sup-geradores. Os parâmetros do algoritmo genético são os mesmos dos expe-

rimentos anteriores. A figura 4.12 nos mostra a saída final do teste realizado com a 

imagem tota l do treinamento. O resultado é muito bom, conforme pode ser observado, 

o operador projetado com a solução da R N M M foi bem eficiente, tanto na extração de 

bordas bem como na extração de ruídos. Treinamos a R N M M via retro-propagação do 

erro via decomposição de Banon e Barrera (8 sup-geradores), com a mesma imagem 

deste experimento obtendo o resultado mostrado na figura 4.13. Observamos que o 

A G teve melhor desempenho que o RP. Este exemplo mostra toda a generalidade da 

decomposição de Banon e Barrera [8], haja visto que simultaneamente a rede aprende 

o operador extrator de borda bem como o operador removedor de ruído, possibilitando 

assim a viabilidade de projetos de operadores invariantes à translação tanto do t ipo 

crescente como do t ipo não crescente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a) X - entrada b) D - saída desejada 

Figura 4.11: Conjunto de treinamento da R N M M para o experimento conjugado, isto 

é, filtragem de ruído e extração de bordas. 
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a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X - treinamento b) saída 

c) X - teste d) saída 

Figura 4.12: Imagens de treinamento da R N M M para o problema de extração de bordas 

e ruído, decomposição por 8 sup-geradores: (a) imagem binária de entrada, (b)imagem 

binária desejada, (c) imagens de teste, (d) saída do operador extrator de borda e ruído. 

Treinamento via AG. 
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a) X - treinamento b) saída zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 4.13: Imagens de treinamento da R N M M para o problema de extração de bordas 

e ruído, decomposição por 8 sup-geradores: (a) imagem binária de entrada, (b)imagem 

binária desejada, (c) imagens de teste, (d) saída do operador extrator de borda e ruído. 

Treinamento via RP. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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4.6 Considerações Finais 

Os resultados obtidos são significativos, mostrando que o treinamento da R N M M com 

imagens em níveis de cinza via retro-propagação do erro, é mais eficiente que o t re i -

namento da R N M M via AG. Talvez o pior desempenho do fi ltro projetado com a 

R N M M via treinamento AG se deva ao fato de se uti l izar elementos estruturantes 

planos para imagens em níveis de cinza. No caso de imagens binárias, os valores se 

inverteram, mostrando melhor desempenho para o filtro projetado via treinamento da 

R N M M por algoritmo genético. Isto sugere que as diferenças de desempenho se devem 

a diferentes tipos de elementos estruturantes usados. Isto é, a R N M M via treinamen-

to retro-propagação do erro usa elementos estruturantes em níveis de cinza, enquanto 

que a R N M M via treinamento AG usa elementos estruturantes binários. Mostramos 

também toda a generalidade da decomposição de Banon e Barrera através do exemplo 

de extração de bordas e ruído de imagem binária. É interessante notar que o treina-

mento da R N M M via A G teve melhor desempenho que o treinamento via RP para o 

experimento conjugado. 

No próximo capítulo serão apresentadas as conclusões desta tese, resaltando as 

contribuições assim como apresentando sugestões para futuras pesquisas. 
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Capítulo 5 

Contribuições Desta Tese 

Nesta tese apresentamos uma nova arquitetura de rede neural morfológica, baseada 

na rede neural modular, a qual denominamos de Rede Neural Modular Morfológica 

( R N M M ) . Esta rede resolve o problema de projeto de operadores invariantes à trans-

lação, de acordo com o teorema da decomposição de Banon e Barrera [8], e da decompo-

sição de Matheron [2]. De forma original, apresentamos dois algoritmos de treinamento 

para a R N M M . O primeiro algoritmo de treinamento da R N M M é baseado no algorit-

mo de retro-propagação do erro (RP) e o segundo é baseado em algoritmos genéticos 

( A G ) . 

E m sua tese de doutorado, OliveirazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [9] se preocupou com a viabilidade da implemen-

tação da decomposição de Banon e Barrera via AG. Nesta tese, a nossa preocupação 

fundamental com relação ao AG foi a sua utilização para treinar a R N M M , para as de-

composições via sup-geradores, inf-geradores, erosões e dilatações. Utilizamos imagens 

binárias e em níveis de cinza nos testes realizados. Comparamos os resultados obtidos 

com o treinamento da rede via AG com um método clássico e com a nova R N M M 

treinada via retro-propagação do erro, em um problema de remoção de ruído. 

No capítulo 3, o algoritmo de treinamento da R N M M via retro-propagação do er-

ro foi devidamente formalizado, sendo mostrado que a atualização dos pesos da rede 

(elementos estruturante) é realizada independentemente em cada módulo da rede. O 

problema do cálculo das derivadas do gradiente foi resolvido utilizando a função i n -
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2. Referencial Teórico zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ao trabalharmos com um pequeno aspecto de um dos principais eiementos que 

constituem a identidade étnica Fulni-ô, o Tolê em seu aspecto sonoro, procuraremos 

entender como se realiza a construção conceituai de um grupo étnico bem como o conceito 

de identidade étnica trabalhados na antropologia. Com estes conceitos em mãos, traremos 

os trabalhos de alguns antropólogos entre os índios no Nordeste, para entendermos onde 

queríamos chegar ao utilizar a antropologia como base para nossa percepção do que vêm a 

ser as facetas musicais como elemento adscritivo dos Fulni-ô. Ainda, neste capítulo, 

traremos algumas tendências teóricas da etnomusicologia que possam, também, nos ajudar 

frente aos problemas existentes na observação das manifestações sonoras musicais Fulni-ô. 

2.1. Contribuições Antropológica 

De acordo com Brandão (1986, 145) um grupo étnico consiste de 

Uma categoria de articulação de tipos de pessoas que, por estarem 
historicamente unidas por laços próprios de relações realizadas 
como famílias, redes de parentes, clãs, metades, aldeias e tribos, e 
por viverem e se reconhecerem vivendo em comum um mesmo 
modo peculiar de vida e representação de vida social, estabelecem 
para eles próprios e para os outros as suas fronteiras étnicas, os 
seus limites de etnia. Mergulhados em um sistema de relações 
regidas pela desigualdade aprendem a pensar a diferença; aprendem 
a se pensar como diferentes. 

Ao estudarmos um grupo étnico, nada mais oportuno trazer para pauta as 

características que dão caminhos à compreensão do mesmo, se não geradoras ou 

compreensão dele a partir de uma observação etnológica. Ao citar uma determinada 


