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Resumo

Este trabalho apresenta uma sintese histérica do processo de implanta¢do do uso dos com-
putadores na educagdo e um conjunto de atividades contextualizadas para serem trabalhadas
na sala de aula de matematica, com o auxilio do computador, mais especificamente, com a
utilizacdo do software de geometria dindmica GeoGebra. As atividades apresentadas con-
templam o conceito de fun¢des, fungdes afins e fun¢des quadraticas. Essas atividades foram
aplicadas aos alunos do primeiro ano do ensino médio, onde ficou evidenciada uma mudanga
positiva, na atitude de muitos alunos, com relac@o aos contetdos estudados.

Palavras Chaves: GeoGebra. Funcdo Afim. Fun¢dao Quadratica.
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Abstract

This work presents a historical overview of the process of implementing the use of computers
in education and a set of contextualized activities to be worked on classroom mathematics,
with the aid of the computer, more specifically, with the use of dynamic geometry software
GeoGebra. The activities presented include the concept of functions, affine functions and
quadratic functions. These activities have been applied to students in the first year of high
school, which was evidenced a positive change in the attitude of many students, with respect
to the contents studied.

Keywords: GeoGebra. Affine functions. Quadratic functions.
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Capitulo 1

Introducao

Nos tultimos anos, com o acesso facilitado da populacdo aos computadores pessoais, as
tecnologias de comunica¢do e informagao passaram a ocupar um espaco cada vez maior no
dia-a-dia dos cidadaos. No ambiente escolar essa realidade ndo € diferente. Atualmente o uso
do computador, em sala de aula, ndo é mais uma opcao do professor, mas uma necessidade
na formacdo do individuo para o mercado de trabalho.

No momento ndo cabe mais a discussdo sobre vantagens ou desvantagens do uso do
computador na educagio, essa discussdo ocorreu na década de 90 e inicio dos anos 2000
[21, 25, 26, 27], atualmente os estudos se concentram em como usar esse recurso, Como um
auxiliar didatico eficiente que promova a aprendizagem [13].

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNs) [4, 5, 6] reco-
mendam fortemente o uso das novas tecnologias na sala de aula, com o intuito de criar
ambientes investigativos, que favorecam a aquisi¢cdo do conhecimento pelo aluno. Segundo
Valente [27], historicamente a inclusdo do computador na educacdo no Brasil sempre teve
como objetivo provocar mudangas pedagdgicas profundas, visando transformar uma edu-
ca¢do centrada no ensino, na transmissdo da informac¢do, para uma educacdo centrada no
aluno, em que o aluno pudesse realizar atividades por intermédio do computador e, assim,
aprender. Especificamente no ensino da matemadtica, os Parametros Curriculares Nacionais
[4], salientam a necessidade de uma organizagdo curricular que favoreca o desenvolvimento
das competéncias e habilidades desejadas aos alunos do ensino bdsico.

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o computa-
dor, exigird do ensino de matemdtica um redirecionamento, sob uma perspec-
tiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e procedimen-
tos, com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse mundo
do conhecimento em constante movimento [4].

A integracdo dos computadores, como uma ferramenta didatica para auxiliar o profes-
sor em sala de aula, € facilitado pelo interesse dos estudantes da escola bdsica por ambientes
informatizados. Atualmente, a maioria deles ja utiliza o computador como ambiente de en-
tretenimento (jogos) ou de comunicacgao e convivio social (redes sociais).



Uma forma de integrar o computador as aulas é através de atividades' adequadas
que permitam ao professor, criar aulas iterativas e dinimicas em ambientes informatizados,
usando softwares educacionais. Esses ambientes podem favorecer a troca de informacgdes
entre professor e aluno, além disso, o computador pode ser um agente motivador para o
aluno. Mas os objetivos do uso desses ambientes ndo podem estar relacionados apenas com
a motivacgdo, ja que essa motivacdo pode ser passageira, o uso inadequado ou excessivo de
um dado software, pode ser tdo cansativo quanto qualquer outro material didatico [3].

O uso de ambientes informatizados por profissionais de ensino (professores) que nao
dominam o ambiente, pode provocar um sentimento de que a mdquina resolve todos os pro-
blemas e que tudo o que se obtém através dela estd correto (exemplos: pesquisas realizadas
pela internet sem a supervisdo e a orientagdo adequada dos professores, esboco de grafico
de funcdes sem ter claramente qual é o dominio da fun¢do, controle do erro em célculos
numéricos, etc,). Usar o computador para desenvolver o raciocinio ou possibilitar diferentes
situacdo para a resolug@o de problemas, com a depuracdo de erros por exemplo, € uma forma
de utilizacdo da maquina que contribuird com o raciocinio 16gico e a disciplina na organiza-
¢do do pensamento e do conhecimento para compor um raciocinio. Mas isso, como ressalta
Valente [25], € um dos objetivos de ensino da matemadtica que hoje ndo estd sendo alcancado
nas escolas do ensino bésico.

A necessidade da elaboracdes e/ou adaptacdo de atividades para a sala de aula, no caso
de aulas de matematica, para o uso eficiente do computador como um recurso didatico, de-
pendendo da abordagem de ensino proposta pelo professor, constitui mais um desafio a ser
enfrentado e isso pode ser considerado um obstdculo, uma vez que a maioria dos livros didé-
ticos adotados nas escolas do ensino médio em nosso pais, ndo traz atividades que facilitem
o trabalho em um laboratério de informatica.

Segundo Ponte, apub Gafanhoto e Canavarro [12], a escolha de uma atividade deve
sempre levar em consideracdo os seguintes fatores: o grau de desafio matematico; a con-
textualizacdo; o tempo necessdrio para realiza-la; ter clareza dos conceitos e procedimentos
que ird desenvolver; dos que ja estdo aprendidos e os que devem ser aprofundados; qual a
metodologia de aplicacdo dessa atividade em sala de aula (introduc¢d@o, recursos e materiais
didéticos, metodologia de trabalho com o aluno); quais os questionamentos que fard ao aluno
para estimular a realizac¢do da atividade; prever os possiveis caminhos seguidos pelos alunos
e, finalmente, como sera a avaliacdo da aprendizagem conseguida pela sua realizacao.

As atividades propostas aos alunos em sala de aula devem ser contextualizadas com o
cotidiano do aluno. Segundo os PCNs [6] a contextualizac@o, no ensino de matematica, deve
ser vista como um dos instrumentos para a concretizagdo da ideia de interdisciplinaridade e
para favorecer a atribui¢c@o de significados pelo aluno no processo de ensino e aprendizagem.

'A palavra atividade inclui qualquer tarefa em matemdtica, pode ser exercicio, problema ou situagiio pro-
blema. O exercicio € uma atividade para a qual o individuo dispde de mecanismos que o leva, de forma imediata
a solugdo, tais como: a utilizacdo direta de uma defini¢do, de um algoritmo, de uma férmula, de uma propri-
edade. Os exercicios destinam-se a fixagdo do contetido apresentado e ao desenvolvimento de habilidades
operatdrias. O problema é uma atividade em que o individuo ndo dispde de um caminho rdpido e direto que o
leve a solugdo. O problema exige um processo de reflexdo a partir dos conhecimentos adquiridos, uma certa
dose de criatividade aliada ao conhecimento de algumas estratégias. Os problemas muitas vezes complemen-
tam a teoria e tém um cardter mais conceitual. A situagc@o problema tem as mesmas caracteristicas do problema,
se diferenciam pela contextualizagdo. Em geral, a situacdo problema retrata situagdes do cotidiano [23].



Aprender Matemadtica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e in-
terpretar situacdes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para
muitas outras a¢des necessarias a sua formacao [5].

A elaboracio de atividades envolvendo situagdes problema (ditas contextualizadas com
arealidade) devem explorar situacOes realistas sem artificialidades e que explorem os conhe-
cimentos prévios dos alunos, com o cuidado que o contexto ndo seja um fator que dificulte
a realizacao da atividade devido ao desconhecimento deste. Nestes casos, cabe ao professor,
inicialmente, familiarizar o aluno com o contexto apresentado [12].

A utiliza¢do de ambientes computacionais no ensino, integrando o computador como
uma ferramenta didética na sala de aula, em muitas escolas tem se deparado com varios
obstaculos, entre eles: a falta de espaco fisico adequado para salas informatizadas (labora-
térios de informadtica), auséncia de pessoal técnico para a manutencido dessas miquinas e,
principalmente, a falta de preparacdo e de motivacao de grande parte dos seus professores.

Portanto, a preparacdo dessas aulas exigird tempo e um esfor¢o extra do professor,
com estudos, tanto dos conteidos abordados como dos softwares educacionais que serio
utilizados para criar os ambientes computacionais de aprendizagem. E, também, muita cria-
tividade para explorar as potencialidades do software escolhido na realizagdo das atividades.
Como na area tecnoldgica a evolugdo € muito rdpida, isso determina a necessidade de uma
permanente atualiza¢io do professor, na busca do software educacional mais adequado para
determinado contetido.

Procurando diminuir esta lacuna, este trabalho se propde a apresentar atividades que
possam ser usadas por professores de matematica no desenvolvimento de conceito de funcgdo,
func¢do afim e fun¢do quadritica, integrando o computador em suas aulas.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é apresentar um conjunto de atividades contextualizadas,
dirigidas a alunos do ensino médio, mais precisamente do 1° ano do Ensino Médio, para
proporcionar um aprofundamento do conceito de Fun¢do, Funcdes Afim e Fun¢des Quadra-
ticas com a utilizagdo do computador como auxiliar didatico, na tentativa de dar significados
aos conteddos trabalhados, tornar as aulas mais dindmicas e, assim, aumentar o interesse dos
alunos para os contetidos matematicos.

1.2 Metodologia

A metodologia utilizada para a elaboragdo das atividades apresentadas neste trabalho,
foi através da interven¢do diddtica em uma turma do primeiro ano do ensino médio regu-
lar. As atividades foram aplicadas ao final de cada bloco de contetidos estudados, com a



finalidade de solidificar os assuntos trabalhados, de forma natural. As atividades eram apre-
sentadas aos alunos através de datashow. O professor, com o auxilio de alunos monitores,
acompanhava o trabalho dos alunos, respeitando a autonomia de cada um, No final de cada
aula as atividades eram analisadas e comentadas com toda a turma. Essa metodologia per-
mitiu uma avaliacio prévia das atividades, levando a sua correcdo e/ou melhor adequacao,
quando necessdrio.

1.3 O contetido e a escolha do software

O assunto Fung¢do, de um modo geral, apresenta muitas possibilidades de aplicacdo
no cotidiano dos alunos nesse nivel de escolaridade, possibilitando o trabalho com os varios
tipos de representagdo (verbal, numérica ou tabular, algébrica e grafica). Segundo Gafanhoto
e Canavarro [12],

As representagdes sdo elementos essenciais para a compreensdo dos conceitos
e das relagGes matemadticas; na comunicagdo de abordagens de argumentos e
de conhecimentos matematicos; na explicitacdo de raciocinios; na identifica-
¢do de conex@o entre conceitos matemadticos inter-relacionados e na aplicacio
da matematica a problemas do cotidiano. [...] A compreensdo das relagdes
existentes entre as varias representacdes de um mesmo conceito e a identifica-
¢do de suas semelhancas e diferencas contribui para uma melhor compreensio
do conceito por parte do aluno.

Ao elaborar uma atividade sobre funcdes, para ser utilizada em uma aula em um am-
biente informatizado, o professor tem a oportunidade de incentivar o uso de mdltiplas repre-
sentacoes da situacdo problema enfocada, estimulando a flexibilidade na escolha das repre-
sentagdes para resolver o problema proposto, proporcionando, ao seu aluno, seguranga para
posterior utilizag¢do, ou seja, faz com que o aluno adquira a autonomia no uso das represen-
tacoes [12].

A escolha do GeoGebra para o desenvolvimento das atividades ou como o software re-
comendado para ser usado pelos alunos na resolugdo das atividades propostas deveu-se aos
seguintes aspectos: O software GeoGebra € um software de geometria dinamica, acessivel
de forma livre, de f4cil instalagdo, com interface em portugués e com potencialidade de mul-
tiplas representagdes de funcdes (grifica em referencial cartesiano; a algébrica permitindo a
escrita e visualizacdo da expressao matematica que define a fungdo; a tabular sobre um do-
minio delimitado; e a numérica em coordenadas de pontos ou cédlculo do valor numérico da
funcdo através da tabela); possui vasta documentacdo on-line de facil acesso. O GeoGebra
¢ um software que facilita a execu¢do de atividades, amplia a sua exploragdo e andlise, abre
novas oportunidades de produzir respostas. Especificamente, possibilita trabalhar de forma
dindmica a exploragdo de diversas representacdes de funcdes, a exploracao de procedimen-
tos rotineiros (como tracar graficos) de forma mais rapida e precisa, deixando os alunos mais
livres para as tomadas de decisdes, para a reflexdo e raciocinio.



1.4 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta estruturado em 5(cinco) capitulos. Iniciamos com o Capitulo 1, que
traz a introdugdo, destacando a motivagao, a justificativa, os objetivos e a metodologia utili-
zada para seu desenvolvimento. O Capitulo 2 apresenta um breve histérico da inser¢do das
tecnologias da informacgdo e comunicagdo (TIC), especificamente o computador, na educa-
cdo no Brasil; apresenta também uma revisdo bibliografica sobre o uso do computador no
ensino da matemadtica. O Capitulo 3 trata de fun¢des e funcao afim, fazendo uma sintese dos
conteudos e apresentando atividades, contemplando esses contetidos para a sua aplicagdo. O
Capitulo 4 apresenta os topicos relacionados a fun¢des quadréticas e atividades envolvendo
os conteudos enfocados, também, com recomendagdes metodoldgicas para a sua aplicacio
em sala de aula e, finalmente, o Capitulo 5 apresenta as consideragdes finais e recomendacdes
para a continuacdo deste trabalho.



Capitulo 2

O uso do computador na sala de aula

Uma melhora no ensino e aprendizagem de matemadtica na escola bdsica € uma ne-
cessidade em nosso pais, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) [4, 5, 6] sugerem
uma escola inovadora, onde os contetidos trabalhados tenham significado e cujo foco esteja
na aprendizagem do aluno, objetivando um sujeito autdbnomo e capaz de tomar decisdes,
usando raciocinio matemaético.

"Aprender Matemética de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e in-
terpretar situagdes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para
muitas outras a¢des necessdrias a sua formacao"[4].

O uso de Tecnologias da Informacdo e Comunicacgio (TIC)! é fortemente indicado, na
literatura especializada, como recursos didaticos para promover aulas inovadoras. Dentre
as TIC uma das mais importantes é o computador e este, quando usado de forma eficiente,
como recurso didatico em sala de aula, facilita a criagdo de ambientes de aprendizagem
que favorecam o desenvolvimento das competéncias e habilidades desejadas nos alunos do
ensino basico.

Trabalhar em ambientes computacionais de aprendizagem que promovam a investi-
gacdo, por parte do aluno, leva o professor a trabalhar em "zona de risco". A disposi¢ao
do professor em sair da "zona de conforto" e instigar o aluno a investigacdo é que faz a
diferenga entre uma aprendizagem ativa, critica e uma aprendizagem passiva’ [21].

"Tecnologias de informacéo (informatica) e Tecnologias de Comunicacdo (telecomunicaco) e midia ele-
tronica. Envolvem a aquisi¢do, o armazenamento, o processamento e a distribui¢do da informagao por meio
eletronico e digital.

’Na aprendizagem ativa o aluno (aprendiz) nio fica apenas ouvindo o professor, memorizando e respon-
dendo algumas questdes, o aluno deve escrever e falar a respeito daquilo que estd aprendendo, relacionando o
novo com conhecimentos ja aprendidos e aplicando o novo conhecimento, preferencialmente, a vida pratica.
Em outras palavras, a aprendizagem ativa exige do aluno o compromisso com o esfor¢o envolvido na aprendi-
zagem de um novo conceito ou procedimento, ao contrdrio da aprendizagem passiva, onde a responsabilidade
do aprendizado recai unicamente sobre o professor.



Para criar esses ambientes de aprendizagem ativa, usando o computador, de acordo
com Valente [26] sdo necessdrios quatro ingredientes, todos com igual importancia: O com-
putador; softwares educativos que promovam um ambiente computacional com caracteristi-
cas que facilitem as atividades de descri¢ao, reflexao e depuracao; profissionais (professores)
envolvidos capacitados para o uso do computador em um meio educacional e o aluno.

Segundo Penteado [21] a criacdo desses ambientes, ndo é uma tarefa facil, pois os
alunos de hoje, assim como a maioria dos professores, ndo estdo habituados com esse tipo de
atitude, ou dispostos a trabalhar com as incertezas que esses ambientes geram. Além disso,
ha uma necessidade de reorganizagdo da pratica docente, incluindo o espaco fisico da aula, o
tempo dedicado a elaboracgao e aplicacdo de atividades e a disposi¢do de estar em permanente
atualizacdo, dada a velocidade da evolucdo das novas tecnologias. Mas isso tudo pressupde
condicdes de trabalho dignas e um saldrio compativel, que permita ao professor se dedicar,
com eficiéncia, a sua tarefa de ensinar.

Sobre a utilizagdo do computador na sala de aula, Miskulin [11] pondera que a utili-
zacdo dos ambientes computacionais em sala de aula traz enormes beneficios na exploracio
e constru¢do de conceitos, contudo, deve-se ter em mente que o professor tem uma enorme
influéncia nos resultados alcangados. A preparacdo do professor para a utilizacdo de forma
eficiente dos recursos computacionais € decisiva, para alcancar bons resultados. Portanto,
como ja mencionamos, ndo basta a escola estar equipada com um laboratério de informatica.
Para criar ambiente de aprendizagem significativa, usando o computador, sdo necessarios
quatro ingredientes de igual importincia: o computador, software educativo, o professor
preparado, e o aluno disposto a aprender.

Apresentaremos a seguir um breve histérico da insercdo do computador na educagao,
mencionando os Estados Unidos, a Franca e Portugal, devido a influéncia das politicas edu-
cacionais desses paises nas politicas da educagdo no Brasil [2].

2.1 Breve historico sobre uso do computador na educacao

Nos anos 50, juntamente com o inicio da comercializacdo dos primeiros computadores
com capacidade de programacdo e armazenamento de informacao, aparecem as primeiras
experiéncias do uso do computador na educagao [2, 27]. Por exemplo, em 1955, nos Estados
Unidos o computador foi usado na resolucao de problemas em cursos de pds-graduacao e, em
1958, como maquina de ensinar, no Centro de Pesquisa Watson da IBM e na Universidade
de Illinois. Mas a introducdo de computadores nas escolas, de uma forma efetiva, tanto nos
Estados Unidos como nos demais paises, ocorreu nas décadas de 70 e 80, principalmente
nessa dltima década, com o surgimento dos microcomputadores.

Em meados dos anos 70 existiam, nos Estados Unidos, duas correntes de pensamento
sobre o uso do computador na educacdo: Uma que defendia o software CAI (Computer
Aided Instruction), ou seja, o computador como maquina de ensinar sob uma perspectiva
apenas de instrucdo (exercicio e prética), e outra que defendia o uso do computador como
uma das maneiras de provocar uma mudanca na educagdo, sob uma perspectiva construcio-
nista. A teoria construcionista de Seymour Papert se destacou, juntamente com a linguagem
de programagio LOGO?, a qual tinha como um dos seus objetivos retirar o aluno da passivi-

3LOGO ¢ uma linguagem de programagio voltada para o ambiente educacional, desenvolvida na década



dade em frente ao computador.

Durante os anos 80 e inicio dos anos 90 as ideias de Seymour Papert sdo difundidas e
defendidas, ndo sé nos Estados Unidos, mas em diversos paises, como sendo o caminho para
uma transformacdo radical da escola. A linguagem LOGO foi o exemplo mais marcante
dessa proposta. Mas essa transformacdo nas escolas ndo ocorreu, segundo Valente [27],
devido a diversos fatores, entre eles a inadequagao da preparacdo de professores.

Nos Estados Unidos, o uso de computadores na educagdo ocorreu, inicialmente, com-
pletamente descentralizado e independente das decisdes governamentais. O seu uso nas
escolas foi pressionado pelo desenvolvimento tecnoldgico, necessidade de profissionais qua-
lificados e pela competicao estabelecida pelo livre mercado das empresas que produzem
softwares, das universidades e das escolas. Somente a partir de 2000 as politicas publi-
cas interferem recomendando a integracao das TIC ao curriculo. Nos paises como a Franca e
Portugal, assim como no Brasil, houve uma participagao do sistema publico, articulados com
as universidades, nas decis¢Oes sobre a integracao do computador na educacao, em todos os
niveis do sistema de ensino [2].

Segundo Valente [27], um dos fatos marcantes no programa de informética na educa-
cdo da Franca foi a preocupacio com a formacdo de professores. Desde o inicio de 1970, a
formacdo de docentes e técnicos das escolas foi considerada como condi¢@o imperativa para
uma real integracdo da informdtica a educacdo. Os softwares utilizados eram do tipo EAO
(Enseignement Assisté par Ordinateur) correspondente ao CAI americano. Na década de 80
a Franca também realiza estudos com o uso da linguagem LOGO, baseado nas ideias de Sey-
mour Papert, opondo-se frontalmente as bases conceituais do EAO. No seu plano nacional
"Informatica para Todos", divulgado em 1985, a Franga coloca a informética como disci-
plina obrigatdria na sua estrutura curricular, com a orientacdo que seja utilizada para levar o
estudante a ter uma participacdo ativa no processo de ensino-aprendizagem. Os referenciais
da educagdo nacional, para o ano de 2006, reafirmaram os propdsitos de proporcionar aos
alunos o desenvolvimento de uma atitude responsdvel, diante do uso das tecnologias [2].

Embora na Francga tenham sido propostos intimeros projetos de informatica na educa-
cdo, segundo Valente [27], esses projetos ndo provocaram mudangas no sentido de romper o
habito milenar da educac¢do do falar/ditar dos professores.

De acordo com Almeida [2], em Portugal a proposta inicial de uso pedagdgico do
computador, assim como na Franga, foi através de projetos governamentais. Iniciou com o
projeto denominado CARMONA, o qual direcionou a implementac¢do do projeto MINERVA,
lancado em 1985. O projeto MINERVA tinha como objetivo a introdu¢do, de forma raciona-
lizada, da informadtica no ensino nao superior, em uma iniciativa que tinha como propdsito
valorizar ativamente o sistema educativo em todas as suas componentes € que pudesse supor-
tar uma dinamica permanente de avaliagdo e atualizacdo de solugdes. O projeto tinha como
metas principais: equipar as escolas e desenvolver a formacdo continuada de orientadores
e professores para o uso da informadtica no ensino. Esse projeto impulsionou o processo de

de 60 no MIT - Massachussets Institute of Technology, Cambridge, Massachusetts, Estados Unidos - pelo
matematico Seymour Papert. Com este software os docentes podem desenvolver os conteidos de todas as
areas do conhecimento e niveis de escolaridade. Outra caracteristica significativa da Linguagem LOGO ¢ ter
como concepg¢ao tedrica a abordagem construcionista de aprendizagem, baseada no construtivismo piagetiano,
a qual tem por objetivo promover a construcao do conhecimento por meio do uso das tecnologias [22]. Mais
informagdes podem ser obtidas em <http://projetologo.webs.com/textol.html>. Acesso em
27 de margo de 2013.
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introducdo do computador no ensino das escolas de Portugal, a criacdo de centros de pes-
quisa e a formacgdo de profissionais na drea, os quais, apds 0 seu encerramento, continuaram
a desenvolver atividades em universidades e escolas.

Segundo Almeida [2], nas avaliacdes do projeto NONIO (sucessor do projeto MI-
NERVA), no que se refere a atuacdo de um dos Centros de Competéncia (Universidade do
Minho) os aspectos que mais se destacaram foram o empenho e a dedicag¢ao dos professores
e o interesse e entusiasmo dos alunos, concluindo que a integracdo das TIC no ensino assu-
miu o papel de catalisadora de mudangas na implementacio de novas alternativas a educacao
e a pratica pedagdgica dos professores diretamente envolvidos no projeto e, sobretudo, na
mudanca de atitude dos alunos ao incorporar as TIC na aprendizagem e no processo de cons-
trucao de conhecimentos, tanto na aula formal como nas situag¢des de estudo individual e no
desenvolvimento de seus trabalhos.

Em 2007, Portugal lanca o Plano Tecnolégico do pais que, para a Educacgao, repre-
sentou uma proposta de garantir o acesso ao computador portatil e a Internet banda larga
direcionada a professores do ensino basico e secundario, com o objetivo de auxiliar os pro-
fessores no uso individual e profissional das Tecnologias da Informa¢do e Comunicacao.

De modo similar ao ocorrido em Portugal e na Francga, na década de 70, foram dados
0s primeiros passos para a inser¢cdo da tecnologia digital no sistema brasileiro de ensino.

Na época, segundo Almeida [2] e Valente [27], por decisdo do governo federal, foram
realizados semindrios nacionais com a participa¢do da comunidade cientifica. Recomendou-
se a criagdo de referéncias para uma adequada utilizacdo por meio de experimentos piloto
antes de uma disseminacdo massiva. No Brasil, desde entdo, as politicas de implantacao e
desenvolvimento da informdtica na educa¢ao ndo sao produto somente de decisdes governa-
mentais, como na Franca, nem consequéncia direta do mercado como nos Estados Unidos,
as decisoes e as propostas tém sido fruto de discussdes e propostas feitas pela comunidade de
técnicos e pesquisadores da drea, fundamentadas nas pesquisas realizadas entre as universi-
dades e escolas da rede publica. A funcdo do MEC tem sido, desde entdo, a de acompanhar,
viabilizar e implementar essas decisoes.

No Brasil as primeiras experiéncias ocorreram na Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro (UFRIJ), no inicio dos anos 70, realizando simulagdes em cursos de pds-graduagao de
Quimica. Em 1974, a Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) introduziu o ensino
dos fundamentos de programacdo da linguagem BASIC [3]. No final dos anos 70 e ini-
cio dos anos 80, muitas universidades federais usavam o computador (mdquinas de grande
porte) para realizar simulacdes e cursos de linguagens de programacao. Nessa mesma época,
a Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) comecgou, paralelamente com a Uni-
versidade Estadual de Campinas (UNICAMP), a desenvolver pesquisas usando a linguagem
de programacdo LOGO, realizando experiéncias com criangas [2].

No ano de 1984, o MEC implantou o projeto EDUCOM, o primeiro e principal projeto
publico a tratar da informatica educacional. A implementa¢do desse projeto foi o resultado
do I Semindrio Nacional de Informética na Educacgdo, realizado na Universidade de Brasi-
lia (1981). Esse semindrio agregou diversos pesquisadores da drea e tinha como objetivo
criar centros pilotos de pesquisas sobre a utilizacdo do computador no processo de ensino-
aprendizagem, trabalhando em duas linhas: A formacdo de professores da rede publica de
ensino e na producdo de softwares educacionais. As primeiras entidades que participaram
das pesquisas sobre a utilizagdo do computador na educagdo brasileira foram UFRJ, UNI-
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CAMP e UFRGS.

No programa brasileiro de inser¢io da tecnologia na educagdo, segundo Valente [27],
o papel do computador sempre foi o de provocar mudancgas pedagdgicas profundas, em vez
de "automatizar o ensino", ou preparar o aluno para ser capaz de trabalhar com a informéa-
tica. Essa proposta de mudanga sempre esteve presente, desde o I Semindrio Nacional de
Informética na Educacdo. Todos os centros de pesquisa do projeto EDUCOM atuaram na
perspectiva de criar ambientes educacionais, usando o computador como recurso facilitador
do processo de aprendizagem. O grande desafio era a mudanca da abordagem educacional:
transformar uma educacio centrada no ensino, na transmissao da informacao, para uma edu-
cacdo em que o aluno pudesse realizar atividades por intermédio do computador e, assim,
aprender.

A fim de dar conta das atividades de uso pedagdgico do computador nas escolas,
o MEC desenvolveu o Projeto FORMAR, implementado em 1987, sob a coordenagdo da
UNICAMP, onde participavam desse projeto os pesquisadores e especialistas dos demais
centros-piloto integrantes do projeto EDUCOM. Destinava-se ao oferecimento de cursos de
especializacdo, visando a formacao de profissionais para atuarem nos diversos centros de in-
formdtica educativa dos sistemas publicos de educacdo, como multiplicadores na formacao
de outros professores em suas institui¢des de origem. Os cursos ministrados eram do tipo
CAI (Instru¢cao Auxiliada por Computador), Linguagem de programac¢do LOGO e progra-
mas badsicos, apesar de todo o esfor¢o, o projeto FORMAR pouco avangou no sentido de
inserir o computador nas atividades de sala de aula.

Em outubro de 1989, foi implantado pelo MEC o Projeto PRONINFE (Programa Naci-
onal de Informatica na Educagdo), baseado nas ideias de Seymour Papert (construcionismo)
e Paulo Freire com uma pratica pedagdgica critico-reflexiva. O programa tinha como fina-
lidade desenvolver a informatica educativa no Brasil, através de projetos e atividades apoia-
dos em fundamentagdo pedagogica sélida e atualizada. O PRONINFE tinha também, como
ponto forte, a formacgdo de professores em todos os niveis, bem como na drea de educacao
especial e em nivel de pds-graduacdo, onde visava a pesquisa sobre a utilizacdo da infor-
matica na educacdo. O PRONINFE constituiu o principal referencial das acdes atualmente
planejadas pelo MEC e correspondeu, praticamente, a uma fase piloto que durou mais de
uma década.

Em 1997 foi langado o Programa Nacional de Informatica na Educa¢do - PROINFO.
E o projeto de maior abrangéncia do territério nacional e tem como meta financiar a introdu-
cdo da tecnologia de informatica e telecomunicacdes na rede publica de ensino fundamental
e médio; iniciar o processo de universalizacdo do uso de tecnologias de ponta no sistema pu-
blico de ensino, tendo como principais objetivos melhorar a qualidade do processo de ensino
e aprendizagem e proporcionar uma educagdo voltada para o desenvolvimento cientifico e
tecnolégico.

O Projeto Um Computador por Aluno (UCA)* é uma das a¢cdes do PROINFO - foi
implantado em 2007, com o objetivo de intensificar as tecnologias da informacao e da comu-
nicacdo (TIC) nas escolas, por meio da distribuicdo de computadores portateis aos alunos da
rede publica de ensino e o oferecimento de cursos para a formacgdo de professores, mediante
projeto das escolas. O uso de fablets no ensino publico é outra agdo do PROINFO, articulado

“Detalhes desse projeto podem ser encontrados em <http://www.uca.gov.br/institucional/projeto.jsp>.
Acesso em 18 de fevereiro de 2013.
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a distribuicdo dos equipamentos tecnoldgicos nas escolas e a oferta de conteddos e recursos
multimidia e digitais.

Embora a mudanga pedagdgica tenha sido o objetivo de todas as agdes dos projetos
de informdtica na educacdo, os resultados obtidos, até entdo, ndo foram suficientes para
sensibilizar ou alterar o sistema educacional como um todo. Segundo Almeida [2],

A Internet e a imersdo na cultura tecnolégica poderd proporcionar contribui-
coes a aprendizagem a partir de uma adequada preparacdo dos professores.
Mas o fato de dispor de computador portatil na escola ndo indica a efetiva ex-
ploracdo dessas caracteristicas. E fundamental que os professores compreen-
dam as potencialidades pedagdgicas de explorar as caracteristicas do compu-
tador portétil no desenvolvimento do curriculo e as possibilidades de integrar
outras tecnologias em atividades que proporcionem a melhoria da aprendiza-
gem.

2.2 O computador no ensino de matematica

O ensino de matematica, devido ao grande avanco tecnoldgico, se torna cada vez mais
importante na sociedade atual, mas na educacio basica em nosso pais, niveis fundamental e
médio, de uma forma geral, ndo estd atingindo o objetivo de levar o aluno a desenvolver o
raciocinio e expressa-lo através de uma notagcdo adequada, ou seja, levar o aluno a apropriar-
se dos conceitos e das técnicas que permitem o seu uso. Valente [25] ressalta que sdo muitas
as razdes que levam a isso, entre elas: a falta de infra-estrutura das escolas, principalmente
as publicas, para tornar o ambiente educacional um espaco que possibilite a investigacio; o
despreparo dos professores; a falta de motivacio dos alunos para aquisi¢do do saber; entre
outras. E, também, que o uso do computador em sala de aula, com o objetivo de desenvolver
o raciocinio 16gico, ou seja, disciplinando a organizacdo do conhecimento e do pensamento
para compor um raciocinio, € um dos objetivos de ensino da prépria matemadtica que nao
estd sendo alcancado. O computador, quando usado apenas para informatizar os métodos
tradicionais de instrucao, pode, também, ndo atingir esse objetivo.

Muitas pesquisas sinalizam que uma escola inovadora, que promove a aprendizagem
ativa, poderd melhorar a relagdo ensino aprendizagem de conteidos matematicos. Essa nova
postura pode ser favorecida pelo uso inteligente do computador. Entende-se por uso inteli-
gente do computador aquele que tenta provocar mudanga na abordagem pedagdgica vigente
ao invés de colaborar com o professor apenas para tornar mais eficiente o processo de trans-
missdo de conhecimento [21]. Nesse contexto o computador pode se tornar um grande aliado
na criagdo de ambientes de aprendizagem ativa, que favorecam o desenvolvimento de um ci-
daddo com uma postura auténoma, critica, criativa e reflexiva, capaz de aprender a aprender,
saber tomar decisdes e saber buscar informacdes de que necessitam, construindo seu proprio
conhecimento [26].

Uma forma de se criar ambientes de aprendizagem ativa é através de atividades, ou ta-
refas [12], adaptadas pelo professor, explorando as potencialidades de determinado software
educacional. A utilizacdo de softwares em que a dlgebra e a geometria possam ser abordadas
de forma dinamica, permitindo varias formas de representacdo de um objeto matematico,
facilita a compreensdo da matematica pelos alunos, na medida que os mesmos podem ex-
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plorar, de forma orientada, problemas e conceitos mateméticos, procedimentos mateméticos
rotineiros sdo executados de forma mais rapida, deixando os alunos com mais tempo dispo-
nivel para tomada de decisdes, para reflexdo e andlise dos resultados obtidos. Os softwares
de geometria dinAmica® possuem essas caracteristicas, entre eles destacamos o GeoGebra.
Segundo Avila et al (2007) apud [11]

[ - -] a utilizagdo de programas matemadticos como ferramentas no ensino de
matemadtica favorece os processos indutivos e a visualizacio de conceitos; per-
mite comparar, verificar, supor e contestar hipéteses; possibilita possuir um
laboratério de célculo; individualiza o processo de ensino e aprendizagem;
serve como elemento de motivacao e como instrumento gerador de problemas
matemadticos e facilitam a compreensao e aprendizagem dos conteidos progra-
maticos.

As aulas de matematica devem ser uma oportunidade para que os alunos explorem
as possibilidades tecnoldgicas e descubram um novo aspecto da matéria e assim possam
enxergar como a matemadtica, trabalhada em sala de aula, pode ser dindmica e prazerosa.

2.2.1 O software GeoGebra

A escolha de um software educacional deve levar em consideracao vérios fatores, Me-
deiros [19], entre eles, se o software:

e E confidvel, no sentido de nao ocorrer falhas durante a realizacao de tarefas;

e E de facil manuseio, simples e préatico;

Possui um ambiente de trabalho agraddvel;

e Favorece o aprendizado;

E adequado didaticamente.
E com relacdo a utilizacdo do software devem ser considerados:

e O dominio do software pelo professor. Para que uma aula, onde o computador estd
sendo utilizado, se desenvolva em um ritmo natural, o professor deve ter dominio
sobre as principais funcionalidades do programa computacional escolhido;

e A sua adequagdo ao contetido abordado. Alguns softwares sdao bastante especificos
para alguns temas, portanto € importante um planejamento do professor para que a sua
escolha possa explorar a0 maximo o conteiido abordado e, ainda, o professor deve ter
um conhecimento basico sobre a plataforma utilizada pela escola, na qual ird trabalhar
com o software escolhido;

>softwares de geometria dinAmica sdo programas interativos que admitem a concepgio e a manipulagio de
figuras geométricas a partir de suas caracteristicas.
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e A acessibilidade do software pela escola e pelos alunos. A gratuidade do software,
muitas vezes facilita a sua instalagdo mais rapidamente pela escola, principalmente
nas escolas publicas, onde a compra de qualquer material requer procedimentos que
podem dificultar a aquisicdo em tempo habil.

Neste trabalho, estamos propondo atividades adaptadas ao uso do computador, en-
volvendo contetidos do primeiro ano do ensino médio, que devem ser resolvidas usando
softwares educacionais livres (no caso o GeoGebra).

O GeoGebra é um software matemadtico, que retine Geometria e Algebra, foi desenvol-
vido por Markus Horenwarter e Judith Preiner para ser empregado principalmente no ensino
e aprendizagem de matemdtica nas escolas bdsicas e secunddrias. E um software livre que
pode ser baixado através do endereco: http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/.

O GeoGebra € um softwares de geometria dinamica, uma vez que permite construir va-
rios objetos como pontos, vetores, segmentos, retas, graficos de fungdes e curvas parametri-
zadas, entre outros, os quais podem ser modificados dinamicamente, apds a sua construcao,
sem perder as suas propriedades. Permite, também, a introdu¢do de equacdes e coordenadas.

O GeoGebra fornece trés diferentes janelas: grafica, algébrica e a planilha de célculos.
Elas permitem mostrar os objetos matemdticos em trés diferentes representagdes: grafica-
mente (pontos e graficos de funcdes), algebricamente (coordenadas de pontos e equacdes) e
na forma de tabelas através das células da planilha de célculo.

O trabalho com atividades envolvendo o estudo de func¢des, usando o GeoGebra, pro-
move naturalmente a articulacio entre as vdrias representagdes que, em geral, sdo apresen-
tados de forma estanque nos livros didaticos do ensino bésico. Segundo Giraldo [13], os
recursos dinamicos do software GeoGebra permitem reconhecer e explorar concretamente
relacdes funcionais entre objetos geométricos. E possivel, também, explorar relacdes entre
as propriedades algébricas e o comportamento qualitativo de graficos de familias de fungdes
dependendo de parametros. Os recursos graficos possibilitam o controle dos valores numéri-
cos dos parametros por meio de uma ferramenta chamada "controle deslizante", propiciando
uma nova perspectiva de exploracdo de fungdes.
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Capitulo 3

Funcao Afim

Este capitulo apresenta o contetido de fungdes afins, tendo como principal fonte os
trabalhos do professor Elon L. Lima [15, 17], e atividades contemplando os contetidos abor-
dados. Atividades elaboradas com o intuito de facilitar o trabalho do professor, com alunos
do ensino médio, na integracdo do computador como um dos materiais didaticos usados em
suas aulas. As atividades aqui propostas, como ja mencionamos, tem o proposito de consoli-
dar conteudos ja trabalhados em sala de aula. A maioria das atividades propostas apresentam
situacdes problema do dia a dia, que sdo modeladas pelas fun¢des afins.

Iniciaremos esta se¢ao revendo os conceitos de par ordenado, produto cartesiano, plano
cartesiano, relagcdo e funcgdo.

3.1 Par ordenado e produto cartesiano

Um par ordenado é formado por dois elementos a e b, chamados de coordenadas, onde
a é a primeira coordenada e b é a segunda. E representado simbolicamente por (a,b). Dois
pares ordenados (aq, ;) e (ag, by) sdo iguais somente se a; = ag € by = bo.

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B € o conjunto formado por todos os pares
ordenados (a,b),com a € Aeb € B, e é representado simbolicamente por A X B, ou seja,

Ax B={(a,b)lac Aebe B}.

Exemplos:

1. Sejam A = {0,1,2} e B = {a, e, i,0,u}, o produto cartesiano A X B é conjunto
AxB = {(0,a),(0,¢),(0,%),(0,0),(0,u),(1,a),(1,¢),(1,4),(1,0), (1,u),
(27 a)’ (27 6)7 (27 Z)’ (27 0)7 (27 u)}7

o qual pode ser representado por uma estrutura de linhas e colunas, no caso 3 linhas e
5 colunas.

(0,a) (0,e) (0,1) (0,00 (Ou)
(l,ba) (Le) (1,1) (1,00 (1w
2,a) (2e) (2,) (2,0 (2.
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2. Sejam X = {z1,x9,73,...,xm} €Y = {y1,y2,¥s, ..., Yn }, conjuntos com m e n ele-
mentos, respectivamente. O produto cartesiano X x Y = {(z,y)|lr € X e y € Y},
cujos elementos estao representados na estrutura de m linhas e n colunas abaixo.

(xl,y1) (951,92) (951793) (xhyn)
(9U2a y1) (9527 y2) ($2, y3) e ($2, yn)
(3, yl) (w3, y2) (23, ZJS) s (333, yn)
(o)) @) @) o (o).

O ndmero de elementos do produto cartesiano de um conjunto X por um conjunto Y’
€ igual ao produto do nimero de elementos do conjunto X pelo niimero de elementos
do conjunto Y.

3. Sejam A = {—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4} e B={-2,-1,0,1,2}, e
Ax B={(-4,-2),(—4,-1),....,(4,1),(4,2)}.
O produto cartesiano pode ser representado por uma estrutura de linhas e colunas,

como nos exemplos acima, e, também, geométricamente por uma estrutura similar,
usando pontos (Figura 3.1).

e
we
e
Y
o
-
[\S]
w
B~

Figura 3.1: Representagdo geométrica do produto cartesiano A x B.

4. Sejam A = [—4,4]e B =[-2,2]e
AxB={(z,y)|—4<z<4e —2<y<2}

Neste caso, o produto cartesiano pode ser representado, geometricamente, por um
retangulo (Figura 3.2).

Uma relacdo R, entre elementos de um conjunto A e de um conjunto B, é um sub-
conjunto do produto cartesiano A x B determinado por uma regra que associa os elementos
de A com os elementos de B. Essa regra, ndo possui um formato definido, ela pode ser
uma expressao literal, uma tabela, um diagrama de setas ou uma expressao matemdtica (uma
equagdo ou uma inequagdo). Dados a € Ae b € B, se o par ordenado (a,b) pertence a
relacdo R, dizemos que a estd relacionado com b e escrevemos a Rb.

17



Ax B

A ——
e

Figura 3.2: Representacdo geométrica do produto cartesiano A x B.

Exemplos:

1. Sejam os conjuntos A = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, B = {-2,-1,0,1,2} e a
relagio R = {(z,y) € A X Bz é um nimero par e y é um ndimero impar}. Logo

(_4’ 1)7 (_27 _1>7 (_2’ 1)7 (07 _1)7 (07 1)’ (2’ _1)a (27 1)7
1

rRy = {(—4,-1),
7_1 ’ )}

)
(4,-1), (4

2. Sejam os conjuntos A = [—4,4] e B = [—2, 2] e arelacdo
R={(z,y) € A x B|xéum nimero par e y éum nimero impar}. Logo

IRy = {(_47 _1>’ (_4’ 1)’ (_27 _1>7 <_2’ 1)’ (07 _1)7 (07 1)7 (2’ _1)a (27 1)7
,—1

(4,-1),(4,1)}.
3. Sejam os conjuntos A = [—4,4] e B = [—2,2] e arelagdo R = {(z,y) € A x B|
xr = 4y}. Logo

Ry ={(z,y)| -4 <2< -4, -2<y<2ex =4y}

O grifico de uma relagdo R, entre os conjuntos A e B, é o conjunto G(R) formado por
todos os pares ordenados (a, b), em que a R b, ou seja,

G(R) = {(a,b) € Ax B|aRb}.

Se uma relacdo 2 entre os conjuntos X e Y possui a propriedade "para cada z € X
existe um tnico y € Y, tal que (z,y) € = Ry", esta relagdo é chamada de fungdo. Fungdo é
o principal objeto matematico de estudo neste trabalho.

3.2 Plano cartesiano

Imaginemos uma reta na qual fixamos um ponto O, chamado origem, tomemos um
ponto A, diferente de O, e o segmento OA como unidade de comprimento. A reta assim
determinada serd chamada de reta real ou reta orientada [15]. Chamando de abscissa o
nimero real x associado a um ponto qualquer X da reta, se X estd a direita da origem, x € a
medida do segmento OX. Se X estd a esquerda da origem, = é a medida do segmento OX
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Figura 3.3: A reta orientada.

precedido do sinal -(menos). Se o segmento O A € a unidade de comprimento, a abscissa de
A é 1 (Figura 3.3).

Existe uma correspondéncia biunfvoca' entre o conjunto dos niimeros reais IR e a reta
real, a qual associa a cada ponto X da reta a sua abscissa z € IR.

O plano cartesiano (Plano Numérico ou IR?) é uma representacio geométrica do pro-
duto cartesiano IR x IR. E construido por duas retas perpendiculares e orientadas neste plano,
uma horizontal e outra vertical, cuja origem € o ponto de intersecdo das mesmas. Chamamos,
geralmente, de eixo 0.X, ou eixo das abscissas, a reta horizontal. A vertical denominamos de
eixo 0Y ou eixo das ordenadas.

O plano cartesiano permite representar graficamente expressoes algébricas. Por exem-
plo, um ponto P do plano cartesiano € a representacdo grafica de um par ordenado de nime-
ros reais (z,y) € IR x IR e é denotado por P = (x,y), onde x e y sdo suas coordenadas. A
coordenada z indica a medida do deslocamento a partir da origem para a direita (se positivo)
ou para a esquerda (se negativo) e a coordenada y indica o deslocamento a partir da origem
para cima (se positivo) ou para baixo (se negativo) (Figura 3.4).

4.
(2.5, 3)
(1,233 777777 N
- - I
Y |
1 |
| |
| 1 !
| I
) ! N
3 2 -1 0 1 2 3 4
|
| 1 !
| 1
! 1
& ————5] I
(2,-2) |
31---4
(1!_3)

Figura 3.4: Pontos no plano cartesiano.

O plano cartesiano é divido em quatro regides, chamadas de quadrantes, se x > 0 e
y > 0, o ponto estd localizado no primeiro quadrante do plano cartesiano; se x < 0 e y > 0,

'Uma fungdo f : X — Y chama-se uma correspondéncia biunivoca quando é, a0 mesmo tempo, injetiva
e sobrejetiva. Uma funcdo f : X — Y ¢é injetiva se elementos diferentes de X sdo levados em elementos
diferentes de Y, ou seja, 1 # x2 = f(z1) # f(x2) ou f(z1) = f(x2) = 21 = 2. Umafuncio f : X — YV
¢é sobrejetiva se para qualquer que seja y € Y € possivel encontrar (pelo menos) um elemento x € X tal que

y = f(x).
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no segundo; z < 0 e y < 0, no terceiro e se z > 0 e y < 0, o ponto esté localizado no quarto
quadrante (Figura 3.5).

4

(2,3)
3p----- +
(-1.2) |
-2 1
| |
2° quadrante] 1% quadrante
| |
. O

I
I ]
-3 2 -1 o 1 2 3 4
|
I
I 0
1 4° quadrante

21---4
(1.-2)

Figura 3.5: Os quatro quadrantes do plano cartesiano.

As Figuras 3.6 (a), (b) e (c) ilustram a representacao grafica, no plano cartesiano, dos
produtos cartesianos A X B e das relagdes x Ry dados nos exemplos 1, 2 e 3 logo acima,
respectivamente.

3.3 Funcao

Uma fun¢io f de um conjunto A em um conjunto B € uma correspondéncia (ou regra)
que associa cada elemento x € A, a um tnico elemento y € B. y é chamado o valor da
funcdo f em z e € simbolizado por y = f(x), ou z — f(x), que se 1€ "z é levado em f(x)".
O conjunto A é chamado de dominio da funcio e o conjunto B de contradominio. A fungao
f € denotada por:

f:A—B
y=[f(z) ou z— f(z).

O conjunto dos y € B para os quais existe (pelo menos) um =z € A tal que y = f(x) é
chamado de imagem da funcdo.

A regra que estabelece a correspondéncia entre os elementos do conjunto dominio com
os elementos do conjunto contradominio da func¢do é arbitrdria, pode ser, uma expressao
literal, uma tabela ou uma expressdo matematica (uma equacao), mas, em todos 0s casos,
deve cumprir a condi¢do "Sejam A e B dominio e contradominio da fung¢do f. Para todo
x € A, deve existir um tnico y € B tal que f faz corresponder a x o valor y".

Pela condic@o acima, temos que, se © = s € A entdo f(x) = f(s) € B, ou ainda, duas
fungdes f : A — Beg: P — () sdoiguais se, e somente se, A = P, B= Qe f(z) = g(z),
para todo = € A.

Quando escrevemos a regra de uma fungdo pela expressdo y = f(x), = representa
qualquer elemento do dominio da fung@o e ¢ chamado variavel independente, y representa
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Figura 3.6: Representagdo grafica de produtos cartesianos e de relagdes.

o elemento do contradominio associado a x, pela regra dada, e é chamado de variavel de-
pendente.

Observacao 3.1 Uma funcdo f de A em B, dada por uma determinada regra, é uma parti-
cular relagcdo R de A em B.

3.4 Grafico de uma funcao

Dada uma fungéo f : A — B tal que y = f(z), o gréfico da func¢éo f, denotado por
G(f), é o conjunto dos pares ordenados (z,y) € A x B, tais que y = f(x), ou seja,

G(f)={(z,y) e Ax Bly= f(z)}.
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Um conjunto G C A x B € gréfico de uma funcdo f : A — B se, e somente se,
para cada © € A, exista um unico par ordenado (z,y) € G, cuja primeira coordenada seja
x. Se A € IRe B € IR, temos uma representacdo de GG no plano cartesiano. Neste caso, a
condi¢do significa que toda reta paralela ao eixo das ordenadas, tragcada por um ponto de A,

intersecta o grafico G em um unico ponto.

Exemplos:

Seja a funcdo real f : IR — {2} — IR, cuja regra de correspondéncia é dada pela

equacao y = —_2 A Figura 3.7 ilustra a sua representacao grafica.
x —_—

Figura 3.7: Gréafico de uma funcio.

A Figura 3.8 traz o grafico de uma funcao cujo dominio é o conjunto A = {z € N|0 <
r < 90 e émiltiplode 5}, o contradominio B = {y € IR|0 < y < 2} e a regra de
correspondéncia € dada pela tabela abaixo, a qual associa a cada idade de uma determinada

pessoa, em intervalos de 5 anos, a sua altura.

Idade
(anos) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

80

85

90

Altura
(metros) 0.55 1.05 1.35 1.70 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.85 1.84 1.83

1.82

1.80

A Figura 3.9 traz uma curva que ndo representa o grafico de uma fungdo dada por
y = f(z). Podemos observar que qualquer reta perpendicular ao eixo 0X, para z > —5,

intersecta o grafico em dois pontos distintos.

3.5 Funcoes crescente e decrescente
Uma funcdo f : X — IR, com X C IR, é:

e crescente quando, Vz1,x2 € X, 11 < 29 = f(21) < f(22);
e decrescente quando, V1,20 € X, 11 < 29 = f(x1) > f(x2);

e mondétona ndo-decrescente quando, Vzy, 2 € X, 11 < 29 = f(x1) < f(22)
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Figura 3.8: O grafico de uma funcao.

y

el | x
\

Figura 3.9: A curva ndo representa o grafico de uma funcdo dada por y = f(x).

e mondétona ndo-crescente quando, Vi, xo € X, 11 < 29 = f(x1) > f(x2).

Em todos os casos a fun¢do f é mondtona.

3.6 Atividades

As atividades apresentadas, como ja mencionamos, sao destinadas a alunos do primeiro
ano do ensino médio e aplicadas com o intuito de consolidar os conhecimentos previamente
trabalhados em sala de aula. Os recursos materiais e didaticos necessdrio para o desenvolvi-
mento dessas atividades sdo papel, lapis, computador com o software GeoGebra instalado.

3.6.1 Par ordenado e pontos no plano

Descricao geral e objetivos:  Os contetddos envolvidos nessa atividade sdo pares ordena-
dos e representacdo de pontos no plano cartesiano. A atividade deve ser trabalhada durante
um periodo de 2 (duas) aulas, de 50 minutos cada, e tem como objetivos explorar a represen-
tacdo de pares ordenados por pontos no plano cartesiano e identificar os quadrantes do plano
cartesiano.
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Conhecimentos prévios necessarios:  Para resolver esta atividade o aluno deve conhecer
o conceito de ndmeros reais, par ordenado, reta orientada, plano cartesiano, o significado das
coordenadas de um ponto no plano e nog¢des do software GeoGebra.

Atividade 1 Usando o software GeoGebra, crie uma tabela de n (n > 7) pontos na ja-
nela grdfica informando as suas coordenadas, seguindo o seguinte procedimento (Atividade
adaptada de Martins [18]):

1. Exiba a planilha

2. Crie uma tabela, onde cada linha contenha as coordenadas de um ponto, com a pri-
meira coordenada na coluna A e a segunda na coluna B. Marque todos os pontos,
clique no botdo direito do mouse e escolha opcdo <Criar> e, em seguida, <lista de
pontos> para exibir os pontos no plano cartesiano que aparece na janela de vizuali-
zagdo do GeoGebra.

A partir do resultado obtido, faca o que se segue:

a. Todos os pontos dados na tabela aparecem na tela? Se ndo, faca com que aparecam;

b. Clicando (com o botdo direito do mouse) sobre cada um dos pontos, abra a janela do
objeto e escolha a op¢do propriedades e entdo identifique os pontos de cada quadrante
do plano cartesiano com um estilo e uma cor diferentes;

c. Observando o resultado obtido no item anterior, complete a tabela abaixo;

Sinal Sinal Pontos (z, y)
Quadrante | da primeira coordenada | da segunda coordenada | no quadrante
10
20
30
40

d. O ponto (0,0) pertence a algum quadrante? Justifique sua resposta;

e. A ordem das coordenadas de um ponto faz diferenca, isto é, o ponto (—1, 3) é igual ao
ponto de coordenadas (3, —1)? Justifique sua resposta.

Esta atividade deixa para os alunos a escolha das coordenadas dos pontos que desejam
criar (itens 1 e 2), podendo levar o aluno a escolher pontos que estdo fora do campo de visao
na janela de visualizacdo. Se isso ocorrer, o aluno devera adequar a janela com o conjunto
de pontos criados (item a), comparando as coordenadas dos pontos com os valores visiveis
dos eixos do plano cartesiano na tela e usando o comando <Ampliar> ou <Reduzir> do
GeoGebra. O preenchimento da tabela (item c¢) possibilita ao professor verificar se houve
um entendimento sobre o conceito de quadrante do plano cartesiano. O questionamento do
item e salienta a diferenca entre um par ordenado e um conjunto de dois elementos.
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3.6.2 Funcao

Descricao geral:  Os conteidos envolvidos nesta atividade sdo: as definicdes de relacdo,
fungdo, os conjunto dominio e imagem de uma fun¢do. Ela deve ser trabalhada durante
um periodo de 2(duas) aulas, de 50 minutos cada, e o objetivo principal desta atividade
€ reconhecer quando uma correspondéncia entre dois conjuntos, dada por uma tabela de
nimeros, ¢ uma funcao.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve dominar o conceito de par ordenado,
sua representacao no plano cartesiano, como também, os conceitos de correspondéncia entre
dois conjuntos, dependéncia entre varidveis, funcdo, conjuntos dominio e imagem de uma
funcao.

Atividade 2 O time do Central® ao final da quinta rodada do campeonato estadual, fez uma
andlise sobre os seus niimeros para verificar a existéncia de alguma regularidade e poder
se planejar, com base nos dados, para as proximas rodadas, corrigindo possiveis falhas. Os
niimeros sdo os seguintes:

Niimero de gols marcado | Rodada do campeonato
4 1
3 2
5 3
3 4
4 5

a. A correspondéncia, entre o niimero de gols marcados e a rodada do campeonato,
representa uma fung¢do? Justifique.

b. Usando a planilha do GeoGebra, digite os pares ordenados determinados pela tabela
e gere, na janela de visualizacdo, os pontos que representam os pares ordenados,
onde a primeira coordenada é o niimero de gols marcados e a segunda é a rodada do
campeonato.

c. Observando os pontos exibidos na janela de visualizagcdo, a resposta dada ao primeiro
item estd correta? Justifique.

d. Em caso afirmativo, exiba o conjunto dominio e o conjunto imagem desta fungdo.

e. Refaca o item b considerando os pares ordenados em que a primeira coordenada é a
rodada do campeonato e a segunda é o niimero de gols marcados.

[ Repita o item ¢ considerando os pares ordenados obtidos no item e.

g. Com esta nova configuragdo, a correspondéncia entre os conjuntos é uma fun¢do?
Justifique sua resposta.

2Central Sport Club é uma agremiacio esportiva de Caruaru/PE

25



h. O dominio e a imagem se alteraram? Se a resposta for afirmativa, qual é o novo
dominio e a imagem da nova func¢do?

i. Com estas informagodes vocé pode prever, com certeza, quantos gols o time marcard
no proximo jogo? Explique.

Ao resolver os itens a até h o aluno ird trabalhar com as representacdes tabular e grafica
de uma func¢do, devendo reconhecer os elementos de uma fun¢ao (regra da correspondéncia,
dominio e imagem), o conceito de varidvel dependente e independente, uma vez que ird
trabalhar com a correspondéncia entre dois conjuntos, alternando a dependéncia entre os
seus elementos. O ultimo questionamento faz com que o aluno perceba que podemos ter
uma fun¢do bem definida, mesmo sem ter uma lei que permita fazer suposi¢cdes seguras para
valores que ndo aparecem na tabela estudada, ou seja, que a generaliza¢do somente € possivel
quando existe alguma regularidade (ou padrao) no comportamento das varidveis.

3.6.3 Grafico de funcoes

Descricao Geral:  Os contetddos envolvidos nesta atividade sdo: defini¢do de funcdo e do
grifico de uma funcdo. Essa atividade deve ser trabalhada durante um periodo de 2 (duas)
aulas, de 50 minutos cada, e tem como objetivo reconhecer o grifico de uma fungao.

Para o desenvolvimento desta atividade, além dos recursos materiais j& mencionados,
€ necessario um aplicativo, desenvolvido no GeoGebra, que gera vérios graficos, conforme
ilustra a Figura 3.10.

Nesta atividade, a depender do nivel de familiarizacdo dos alunos com o software
GeoGebra, o aplicativo pode ser criado pelos proprios alunos, neste caso, o tempo de aplica-
cdo deverd sofrer um acréscimo de 02 (duas) aulas. Na geracdo do aplicativo pelos alunos,
o professor poderd explorar, com maior profundidade, por exemplo, a representacdo grafica
de funcdes com vadrias sentengas.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer a defini¢do de par orde-
nado, a sua representacdo no plano cartesiano, as defini¢des de fun¢do, dominio e imagem
de uma funcdo, de grafico de uma func¢ao e fungdes definidas por vdrias sentengas.

Atividade 3 Na mesma janela de visualizacdo do GeoGebra contendo os grdficos dados,
construir uma reta perpendicular ao eixo OX, que deslize sobre o eixo, seguindo o procedi-
mento abaixo:

1. Gere um ponto sobre o eixo OX.

2. Construa uma reta perpendicular ao eixo OX, passando pelo ponto gerado no item
anterior.

3. Com a ferramenta <move>, deslize a reta sobre o eixo OX.

Usando a reta vertical construida, identificar quais dos grdficos dados, sdo grdficos de uma
funcao.
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Figura 3.10: Diversos graficos em um mesmo arquivo.

Nesta atividade, o professor pode solicitar que os alunos criem outros graficos digi-
tando algumas equacdes no campo <entrada> da tela que contém a constru¢do da reta per-
pendicular ao eixo OX. Seguem algumas sugestdes: yr = 2; 22 —y?> = 1; 4 — 2 = 0;

2?4+t =4;

3.7 Funcao afim

O Estudo de fungdes afins apresentado nesta se¢do € baseado nos trabalhos de Elon L.

Lima [15, 17].

Uma fung@o afim € um funcdo real de variavel real definida por:

f R— R

f(x) = ax + b, para a e b constante reais.
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3.7.1 Casos particulares

Sédo casos particulares de fungdes afins as funcdes f : R — R definidas por:

e f(z) = b (fungdo constante)

e f(z) = x (fungdo identidade )
e f(z)=x + b (translagdo )

e f(z) = ax (fungdo linear )

3.7.2 Taxa de variacao média

A taxa de variacdo média de uma funcgio real f, em relacdo a sua varidvel independente
x, € arazao entre a variacdo da funcdo quando x sofre uma variagdo.

Tomando dois valores reais quaisquer, x| e o, definimos Ax = x5 — x; e chamamos
Ax variagdo de z, ou seja, x5 = 1 + Az. Sendo f uma fungdo real e y = f(z), a variagdo
da fun¢do f, quando x varia de = a x5 é dada pela diferenca Ay = f(x3) — f(x1) = y2 —y1.

A ) .
Se x1 # x5, podemos calcular a razao —y, a qual é chamada de taxa de variacdao media

Ax

da fung@o f em relag¢do a x quando z varia de z; a x.

Proposicao 3.1 A taxa de varia¢do média de uma fungdo afim f(x) = ax + b é constante e
igual ao parametro a.

A
Prova. Sejam x; # x5 e calculando a razdo A—y, temos:
x
Ay f(xo) — f(r  amy+b—(ax; +b) alxs— 1)

Az To — T To — T To — X1

Observacio 3.2 O coeficiente a da fungdo afim f(x) = ax + b também é chamado de taxa
de crescimento da fungdo afim.

O sinal do coeficiente a (taxa de variagdo média) da fun¢do afim f(z) = ax + b,
determina se esta é crescente ou decrescente.

e Se a > 0, entdo a funcdo € crescente. De fato: Se z; < w9, entdo axry; < axs €
axy; +b < axy + b, ouseja, f(x1) < f(x2);

e Se a < 0, entdo a funcdo € decrescente. De fato: Se r; < w9, entdo axr; > axsy €
ary + b > axy + b, ou seja, f(r1) > f(22);

e Se a = 0, entdo a fungdo é constante. Neste caso, temos f(x) = b.
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3.7.3 Grafico da funcio afim

Nesta secdo vamos mostrar que o grafico de uma funcdo afim € uma reta e que toda
reta € grafico de uma fungao afim.

Proposicao 3.2 O grdfico de uma fungdo afim é uma reta ndo-vertical.

Prova. Para mostrar que o grafico de uma fun¢ao afim é uma reta, vamos usar a condi¢ao de
colinearidade de trés pontos dada pela distancia entre os pontos: "Trés pontos sdo colineares
se a maior distancia entre eles € igual a soma das outras duas menores".

Consideremos trés pontos P (x1, ax;+b), Pa(xa, axe+b), P3(x3, axs+0b) pertencentes
ao grafico de uma funcdo afim. Vamos supor, sem perda de generalidade, que 71 < 79 < 3.
Calculando a distancia entre os pontos, temos:

d(Pl, PQ) = \/(1‘2 — 331)2 + [(&.’BQ + b) — (aa:l + b)]Z,
= V(w2 — 21)? + a?(z2 — 11)?,

= (29 —x1)V1+a?

Fazendo o mesmo processo para d( Py, P3) e d(P,, P3) obtemos:

d(Pl,Pg) = (Ig—xl)\/l‘i‘CLQ,
d(PQ,Pg) = ($3—$2)V1+Cl2,

dai temos que:

d(Pl,Pg) = (ZL’3-J]1)\/1+CL2
= ($3_x2+$2_x1)\/1+0/2,
(x3 — x2)V 1+ a? + (vg — z1)V 1+ a?,

= d(Py, P3) +d(Py, P).

Mostrando assim que os pontos sdo colineares e, portanto, o grifico de qualquer fun¢do afim
¢ uma reta ndo-vertical.

O

Uma consequéncia imediata desse resultado € que a partir de dois pontos quaisquer
Pi(z1,y1) e Ps(xo,ys), com 21 < x5, existe uma funcdo afim cujo grafico é a reta que passa
por esses pontos.

Considere o sistema:

y = Az, + B
Yo = A.CEQ + B.
. - - x z ~
Resolvendo o sistema de equacdes obtemos A = 270 g N2 202 Dai, a fun¢do
To — I1 T1 — T2

afim, definida por f(x) = Ax+ B é atinica fungdo afim cujo gréafico contém os pontos dados.
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Dada uma reta, ela é o grdfico de uma funcdo afim?

Sejam P;(z1,y1) e Py(x2,y2), com 21 # xo, pontos pertencentes a uma reta r. Ja
vimos que dados dois pontos existe uma unica fun¢do afim, cujo grifico contém esses dois
pontos. Como o grafico da funcdo afim € uma reta que contém os pontos dados, esta reta é a
reta r dada.

Conclusao: Toda reta r, ndo paralela ao eixo OY, € o grafico de uma funcio afim.

O parametro a da funcio afim é chamado de taxa de varia¢ido da func¢io e o pardmetro
b é conhecido como coeficiente linear da funcdo. Com relacio ao gréfico da fungdo afim,
o parametro a é chamado de coeficiente angular da reta e estd relacionado com o quanto a
reta (grafico da fungdo afim) estd afastada do eixo OX e b € a ordenada do ponto onde a reta
toca o eixo OY.

3.8 Proporcionalidade

Um dos problemas mais corriqueiros no dia-a-dia € do tipo que envolve proporcionali-
dade. Por exemplo: quando vocé vai a um supermercado comprar carne. Quanto mais carne
do mesmo tipo voc€ comprar maior serd o valor pago. Quando se deseja saber o tempo que
uma viagem ird durar, de acordo com a velocidade do meio de transporte, quanto maior a
velocidade menor serd o tempo gasto. Podemos citar muitos outros exemplos de proporcio-
nalidade que ocorrem no dia-a-dia.

A seguir a defini¢do de proporcionalidade encontrada em Lima [15].

Definicao 3.1 Uma proporcionalidade é uma funcdo f : R — R tal que, para quaisquer
niimeros reais x, y tem-se f(xy) = x f(y) (proporcionalidade direta) ou f(xy) = f(y)/z,
se x # 0 (proporcionalidade inversa).

A proporcionalidade inversa ndo faz parte do escopo deste trabalho, portanto, neste
trabalho usaremos o termo proporcionalidade para proporcionalidade direta.

Considerando f uma proporcionalidade e fazendo a = f(1), para qualquer real =
podemos escrever f(z) = f(lz) = z f(1) = xa = az. Logo, f(x) = ax, ou seja, o
modelo matematico que representa os problemas de proporcionalidade € a funcdo linear e a
€ chamado de constante de proporcionalidade.

O exemplo a seguir ilustra uma situagdo do cotidiano que € modelada por uma funcao
linear, ou seja, um problema de proporcionalidade.

Exemplo:

Uma operadora de celular cobra R$ 0,25 por ligacdo efetuada. Sendo x o ndmero
de ligagdes efetuadas e y o custo total, temos que a funcdo de N em R, fica assim definida
y = 0,25z. Neste caso dizemos que o custo total é diretamente proporcional ao nimero de
ligacdes efetuadas.

O teorema a seguir fornece métodos para identificar quando uma situa¢do pode ser
modelada por uma funcdo linear, ou seja, quando uma situagdo € caracterizada como uma
proporcionalidade.
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Teorema 3.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f : R — R uma fun¢do
crescente. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) f(kx)=kf(z), Ve € R e Vk € Z;
(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax, Vx € R;

(3) fx+y) = f(x) + f(y) para quaisquer z,y € R.

Prova. A demostracdo deste teorema serd baseada na prova dada em Lima [15], ou seja,
provaremos que (1) = (2) = (3) = (1).

P . n ~
Para mostrar que (1) = (2), tomemos o niimero racional ¢ = —, n,m € Z e nio
m

nulos. Por (1) temos que:

nf(z) = f(nx) = f(gmz) = f(mgqr) = mf(qr).
Logo .
Ef@) = flqz),
ou seja,
qf (x) = f(qz).
Assim, a igualdade f(kx) = kf(z),é vilidaVz € R e Vk € Q.

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0.0) = 0f(0) = 0 e f é crescente,
a= f(1) > f(0) = 0. Logo, a é positivo e f(q) = f(¢q.1) = qf(1) = aq, Yq € Q.

Mostremos agora que se tem f(x) = az paratodo x € R..

Vamos supor, por absurdo, que existe algum numero real = (necessariamente irracio-
nal) tal que f(ax) # ax (f(x) > axou f(x) < ax). Vamos considerar que f(x) > az (O
caso f(z) < ax é tratado de maneira andloga). Como a > 0, existe ¢ € Q tal que:

f (=)

N> g >,
a

ou,
f(x) > aq > ax.

Logo, f(x) > f(q), que é uma contradi¢do, uma vez que a fungdo f é crescente (¢ > =
deveriamos ter f(q) > f(x)).

Mostramos, assim, que (1) = (2).

Para provar que (2) = (3), consideremos z = = + y onde z, z,y € R. Assim, por (2),

f(z) = az,

€, como z = x + y, temos

flx+y) = f(z) =az=a(r +y) =ar +ay = f(z) + f(y).
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A demonstracdo que (3) = (1) é dbvia, como menciona Lima [15]. Sem perda de
generalidade suponha que k& € Z e k > 0. Dai,

flkx)=flz+a+..+2)= f(x)+ f(x)+ ..+ f(z) = kf(z).

/

'

k k

3.9 Caracterizacao da funcao afim

Dada uma fungdo afim f, crescente (ou decrescente), a variagdo de f quando x sofre
um acréscimo de h, ou seja, 1 = x e x93 = = + h, h > 0, é dada por f(z2) — f(x1) =
f(x+h) — f(x) = a(zx + h) — ax = ah. Logo, a taxa de variacdo média de f com rela¢do
a x € constante e igual a a.

f(x2) = f(z1)  fle+h)—flx) ah _
zo—x;  (w+h)—(x) h
Veremos a seguir o Teorema da Caracterizacao da Funcdo Afim, o qual garante que em
determinadas condig¢des, se a taxa de crescimento de uma fun¢do, com relagdo a sua varidvel
independente x, for constante (independe de x), entdo a funcio € uma fun¢do afim.

Observemos que

Teorema 3.2 Teorema da Caracterizacdo da Funcdo Afim: Seja f : R — R uma funcdo
mondtona e injetiva. Se o acréscimo f(x + h) — f(z) = g(h) depender apenas de h mas
ndo de x, entdo f é uma fungdo afim.

Prova. Seja f uma fun¢do mondtona, injetiva e g uma outra fungdo real tal que f(z +
h) — f(x) = g(h), ou seja, tal que a variagdo de f em relacdo a = depende apenas de h.
Observemos que ¢g(0) = f(x +0) — f(z) = 0.

Calculemos g(v + h), para v e h reais quaisquer,

glo+h) = flz+@+h) = flz)=fz+v)+h) - flz),

somando e subtraindo f(z + v) do lado direito na expressdo acima, obtemos

glw+h) = fll@+v)+h) = flz+0)+ flz+v)— fl2)
= (f(z+v)+h) = flz+v)+ (flz+v) - f(z)),
= g(h) +g(v).
Portanto, a fungdo g satisfaz a condi¢ao do Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Logo, fazendo a = g¢(1), temos g(h) = ah, VYh € R. Isto quer dizer que
f(z+h)— f(x) = ah. Tomando z = 0, temos que f(0+h)— f(0) =ah ou f(h)—f(0) =
a h. Chamando f(0) = b, temos f(h) = ah + b, Vh € R.

Substituindo h por x obtemos f(x) = ax + b, Vo € R, ou seja, f é uma fungio afim.

OJ
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3.10 Atividades

As atividades apresentadas, como ja mencionamos, sao destinadas a alunos do primeiro
ano do ensino médio e aplicadas com o intuito de consolidar os conhecimentos previamente
trabalhados em sala de aula sobre fun¢do afim . Os recursos materiais e didaticos necessario
para o desenvolvimento dessas atividades sdo: papel, 1dpis e computador com o software
GeoGebra instalado.

3.10.1 Funcao Afim

Descricao geral e objetivos:  Os conteddos que estdo sendo consolidados nesta atividade
sdo: grafico de uma funcdo afim, obtengdo dos coeficientes a e b da regra de correspondéncia
que define a funcdo afim. A atividade deve ser trabalhada durante um periodo de 4 (quatro)
aulas, de 50 minutos cada. Tem como objetivos encontrar a lei da fungdo, a partir de dois
pontos dados; calcular valores numéricos da fungdo e perceber as limitacdes dos recursos
computacionais.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer métodos de resolucio de
equagdes e sistemas lineares de 2 equagdes com 2 incognitas, a definicdo de funcdo afim e
reconhecer o grifico de uma funcao afim.

Atividade 4 Em uma locadora de filmes antigos, a locagdo de uma fita tem prego tnico.
Silvia locou uma fita, passou dois dias com ela e pagou R$ 11, 50. Aline locou outra fita por
um dia e pagou R$ 6,00. A lei que expressa o preco y da locagcdo de uma fita em funcdo
do niimero de dias x de aluguel é dada por uma funcdo afim do tipo y = ax + b, onde b
representa a parte fixa e a o valor uinico da locacdo por dia.

a. Substitua a quantidade de dias e o valor pago por Silvia e Aline e monte o sistema de
equagoes.

b. Digite na caixa de <entrada> do GeoGebra as equagoes encontradas no item anterior.

c. Clique no icone <intersecdo entre dois objetos> e selecione os grdficos gerados no
item anterior.

d. O que o ponto encontrado no item anterior representa?
e. Escreva a fungdo afim que representa o preco a ser pago por uma locagdo.

f- Em uma nova tela do GeoGebra digite a funcdo que determina o preco a ser pago por
uma locagdo.

g. Digite na caixa de <entrada> a equacdo x = 4.

h. Clique no icone <intersec¢do entre dois objetos> e selecione os grdficos gerados no
item anterior.

i. O que o ponto encontrado no item anterior representa?
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J. Digite na sua caixa de <entrada> y = 17.

k. Clique no icone <intersegdo de dois objetos> e selecione os grdficos gerados no item
anterior.

. O que o ponto encontrado no item anterior representa?
m. Digite na sua caixa de <entrada> y = 15.

n. Clique no icone <intersegdo de dois objetos> e selecione os grdficos gerados no item
anterior.

0. Analisando o ponto encontrado no item anterior, poderemos determinar, com 15 reais,
quantos dias, no mdximo, podemos passar com uma fita?

Ao resolver o item a, o aluno devera perceber que tem duas equacdes de primeiro
grau, com duas incognitas e, se considerar a como uma varidvel independente e b como uma
varidvel dependente, tem duas funcdes afins, cujos graficos sao retas e o ponto de interse¢ao
das retas, item b, fornece a solucdo do sistema. O item 0, o Ultimo questionamento, o aluno
deverd perceber, a partir do ponto encontrado, que, apesar de o programa representar um
valor, na pratica esse valor deveréa ser arredondado para baixo, mostrando aos estudantes que
nem sempre a resposta dada pelo program € a resposta precisa para aplicagdes préticas.

3.10.2 Grafico de uma funcao afim

Descricao geral e objetivos:  Os contetidos envolvidos nas atividades a seguir estao rela-
cionados com a forma do gréfico de uma funcao afim. Essas atividades devem ser trabalhadas
durante um periodo de 6 (seis) aulas, de 50 minutos cada. Os objetivos dessas atividades sdo:
explorar a colinearidade entre os pontos para mostrar que o grafico de uma fun¢do afim dada
¢ uma reta e, também, entender a influéncia dos pardmetros a e b (f(z) = ax + b) no
comportamento do grafico da fungao.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer a condicdo de colinearidade
entre trés pontos; a defini¢do de funcao afim; saber calcular o valor numérico de uma funcgao;
reconhecer o grafico de uma fungdo e conhecer a resolucdo de equagdes e inequagdes do
primeiro grau.

Atividade 5 Ao deparar-se com uma questdo que fornecia a funcdo real de varidvel real
f(z) = 3z e pedia para dizer se a funcdo dada era crescente ou decrescente, com a
sugestdo: use os trés valores a seguir para a varidavel x : \/5, \/ﬁ e \/2_7 Pedro Ryan,
excelente aluno em matemdtica, seguiu os seguintes passos:

1. Calculou o valor numérico da funcdo para os valores de x dados.

2. Usando o GeoGebra, plotou os pontos encontrados, denominando-os de A(\/3, f(v/3)),

B(V12, f(V12)) e C(v27, f(v/27)),
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3. Construiu os segmentos de retas do ponto A para o ponto B, e mediu o seu compri-
mento.

4. Construiu os segmentos de retas do ponto B para o ponto C, e mediu o seu compri-
mento.

5. Construiu os segmentos de retas do ponto A para o ponto C, e mediu o seu compri-
mento.

a. Observando a construgdo realizada no GeoGebra ele afirmou que os pontos estavam
alinhados. Justifique a afirmagdo de Pedro.

b. Se ele escolhesse outros pontos, a sua resposta ao item anterior continuaria verda-
deira? Justifique sua resposta.

c. Pedro afirmou, entdo, que a funcdo dada era uma funcdo afim, que seu grdfico era
uma reta e, ainda, que era crescente. Justifique as afirmagoes de Pedro, baseado na
construgdo feita, usando argumentos matemdticos.

Ao repetir os passos da construcdo o aluno ird observar na janela de visualizagdo do
software (tela do computador) que os pontos estdo alinhados e ao obter as distancias dos
segmentos, verificard a condi¢c@o de colinearidade de trés pontos sendo satisfeita. Ao repetir
a constru¢@o com pontos aleatérios, o aluno ird perceber que a propriedade sempre é obser-
vada. No item c ao justificar, com argumentos matematicos, as observacdes feitas nos itens
anteriores, o aluno ira consolidar os conceitos e técnicas estudados.

A atividade apresentada a seguir, pode ser considerada uma atividade classica do es-
tudo do grafico de uma funcao afim, ela aparece em véarios textos sobre o uso do computador
em sala de aula. NGs a reproduzimos aqui, devido a sua importancia para o entendimento do
comportamento da funcdo, a partir do estudo da influéncia dos parimetros a e b na forma do
gréfico da fungdo.

Atividade 6 Construa o grdfico de uma funcdo afim de tal forma que seja possivel variar,
dinamicamente, os pardmetroa a e b, seguindo o procedimento abaixo.

1. Com a ferramenta <controle deslizante> ativada, clique em qualquer ponto da janela
de visualizacdo e escolha a op¢do <aplicar>.

2. Selecione o <controle deslizante> com o mouse e clique com o botdo direito. Escolha
a opgdo renomear e atribua a letra a ao seu rotulo; a op¢do redefinir ou propriedades
e atribua os valores adequados para os limites do intervalo.

“

Repita as operacdes realizadas até agora e gere um controle deslizante com rotulo b.

RN

Na entrada algébrica construa a reta g(x) = a x x + b. Escolha o estilo tracejado.

Construa um terceiro controle deslizante c de intervalo de —2 a b.

AN

Use o comando Fungdo [g(z), —2, c| para definir um trecho do grdfico da funcdo g,
pinte-o de vermelho.
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7. Construa os pontos: O = (0,0) A(—=2,0); X(c,0); B(—=2,9(—2)); C(0,9(—2));
Y(0,a*c+0b); P(c,axc+b).

8. Construa o dngulo o formado pelos segmentos OX e OP.

9. Construa os segmentos AX, CY, pinte-os de azul escuro e azul claro, respectiva-
mente.

10. Construa os segmentos AB, BC, X P e Y P. Escolha o estilo pontilhado.

Dependendo do nivel de familiaridade dos alunos com o software GeoGebra, essa primeira
parte da atividade pode ser realizada pelo professor que disponibilizara o arquivo com a
construgdo para os alunos o manipularem e responder os questionamentos abaixo.

a. Usando a ferramenta <move>, clique sobre o pardmetro a e varie o seu valor no
intervalo pré-definido e responda: O que acontece com o grdfico quando o termo a
for negativo? E quando for positivo? E quando for nulo?

b. Qual a influéncia do parametro a no grdfico da fungdo g?
¢. Qual a relagcdo entre o angulo « e o parametro a da funcdo g.

d. Varie b e responda: O que acontece com o grdfico quando o termo b for negativo? E
quando for positivo? e quando for nulo?

e. Qual a influéncia do pardmetro b no grdfico da fungdo g?
f- O que ocorre com o ponto P quando a aumenta ?

g. Fixe a para um valor positivo e varie c. O que ocorre com o ponto P? Justifique a sua
resposta. Faca o mesmo para um valor negativo de a.

Descricao Geral:  Os contetidos envolvidos na atividade a seguir sdo a lei de formagao
da funcdo afim e a construcao dos graficos. A atividade exemplifica 0 movimento retilineo
uniforme, que é uma das aplica¢des da fun¢@o afim na Fisica, onde a varidvel independente
representa o tempo e a varidvel dependente a distancia percorrida por uma particula. O
objetivo desta atividade, além dos ja mencionados no inicio desta se¢do, sdo: reconheger o
coeficiente a (taxa de variagdo) como velocidade e o coeficiente b como a posi¢do inicial da
particula. Essa atividade deve ser trabalhada durante um periodo de 4 (quatro) aulas de 50
minutos cada.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve ter conhecimento sobre a lei de
formacdo da fun¢do afim; constru¢do de graficos; resolucao de equagdes e inequagdes do
primeiro grau.

Atividade 7 Em uma corrida de carros, dois carros disputavam a lideranga. Dai ocorreu
o seguinte fato: o carro A entrou nos boxes para a troca de pneus enquanto o carro B
permaneceu na pista. Apos a troca de pneus, observaram que o carro B, com os pneus
velhos, andava em média 1,6 km/min e o carro A com os pneus novos andava em média 2,4
km/min. sabendo que a corrida estd na ultima volta e a pista tem 12 km. Responda:
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a. Seo carro B abrir uma distdncia de 3km, qual dos carros vencerd a corrida? Escreva
a lei da fungdo que determina a posicdo de cada um e construa os seus grdficos em
um mesmo sistema cartesiano.

b. Se o carro B abrir uma distincia de 3,5km, qual dos carros vencerd a corrida? Es-
creva a lei da funcdo que determina a posicdo de cada um e construa os seus grdficos
em um mesmo sistema cartesiano.

c. Se o carro B abrir um distdancia de 4km, qual dos carros vencerd a corrida? Escreva
a lei da fungdo que determina a posicdo de cada um e construa os seus grdficos em
um mesmo sistema cartesiano.

d. Qual deve ser a distancia, em quilometros, aberta pelo carro B para que aconteca um
empate?

e. Qual deve ser o tempo minimo que o carro A deve ficar nos boxes para que o carro B
venga a corrida?

|- Siga os passos, agora, no GeoGebra:

1. Crie controles deslizantes a 4, ap e ac variando de 0 a 10;

2. Plote, na forma de pontos, onde a primeira coordenada é o parametro represen-
tado pelo controle deslizante (a4 ou ap) e a segunda é a lei da fun¢do obtida por
vocé em cada um dos itens a, b ou ¢ (lembre-se que ao escrever a lei da fungdo
sua varidvel independente deixa de ser x para ser o parametro que identifica o
controle deslizante);

Crie uma linha de chegada, no caso, colocando y = 12;
4. Arraste os controles deslizantes para o zero, para se iniciar a corrida, e anime;

Compare os resultados obtidos nos itens a, b e ¢, com a imagem obtida na janela
de visualizag¢do do software.

g O que as velocidades 1,6km /min e 2, 4km/min representam nas fungoes?

Nos itens a, b e ¢ o aluno deverd escrever as leis de formagdo para cada uma das
situacdes e assim construir os graficos para cada uma delas. Para responder os itens d e e
o aluno deverd perceber que devera resolver as equagdes e inequacdes obtidas a partir das
expressdes matematicas obtidas nos itens anteriores. Ao resolver os itens f e g, com ajuda do
GeoGebra, o aluno devera reconheger o valor dos coeficientes a e b da funcdo afim como taxa
de variacao da fungio, no caso a velocidade dos carros (ou coeficiente angular do grafico da
fun¢do) e como o valor inicial da fun¢do (¢ = 0) ou o ponto que o grafico intersecta o eixo
OY, respectivamente.

3.10.3 Proporcionalidade
Descricao geral e objetivos:  Os contetdos envolvidos nas atividades a seguir sdo: o

Teorema da Caracteriza¢cdo da Funcdo Afim e o Teorema Fundamental da Proporcionalidade.
Essas atividades devem ser trabalhadas durante um periodo de 8 (oito) aulas, de 50 minutos
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cada. O seu objetivo é explorar os Teorema da Proporcionalidade e da Caracterizagdo da
Funcdo Afim para obter o modelo matemadtico para as situagdes problema dadas, a partir da
regularidade observada nos dados.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer a condi¢do de colineari-
dade entre trés pontos; a definicdo e a caracteriza¢do de uma funcao afim e da func¢do linear
(proporcionalidade) e o conceito de taxa de variag@o.

Atividade 8 Maria Eduarda, ao saber que alguns de seus amigos iriam a uma excursao,
ficou animada para ir também, mas os seus amigos ndo sabiam quanto custava a passagem
individual, uma vez que as suas familias tinham comprado pacotes com vdrias passagens.
Eles também ndo sabiam informar se havia desconto para quem comparasse mais de uma
passagem. As unicas informagoes que ela possuia era o valor pago pelas familias. Ela os
organizou na tabela abaixo:

Familas Quantidade de passagens | Valor Pago em reais
Familia Pedro Ryan 4 324,00
Familia de Gabriela Araujo 7 567,00
Familia de Guilherme Feitosa 11 891,00

a. Marque os pontos da tabela na planilha do GeoGebra onde a primeira coordenada é
a quantidade de passagens e a segunda coordenada é o valor pago pelas familias.

b. Marque os pontos D(4,324), E(7,567) e F/(11,891).
c. Construa os segmentos DFE, E'F e pinte de vermelho claro e azul.

d. Verifique os comprimentos dos segmentos DE , EF e DF. O que Maria Eduarda
pode concluir com os resultados encontrados?

e. Construa a reta que passa pelos pontos D e F. A reta deve passar pela origem?
Justifique a sua resposta.

|- A partir dos itens anteriores conclua qual o valor de uma passagem.

Esta atividade leva os alunos a perceberem, com a constru¢do dos segmentos a partir
dos pontos dados, que estes sdo colineares e como pertencem ao grifico da func¢do, a fungdo
procurada € uma fun¢do afim. No item e o aluno percebera que, devido ao Teorema Funda-
mental da Proporcionalidade, a reta deve passar pela origem, concluindo assim no item f o
valor da passagem.

Atividade 9 Maria Eduarda, estudante de Engenharia Quimica, ao analisar a densidade de
um material, anotou os dados em uma tabela, mas com a formatacdo do texto alguns dados
ficaram fora de ordem e a tabela ficou assim:
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Massa (gramas) | Volume (centimetros ciibicos)
3 4,5
6 9
9 22,5
12 31
15 13,5
18 27
21 18

Maria Eduarda sabia apenas que o volume é diretamente proporcional a massa e que a
densidade do material é determinada pela razdo entre a massa e o volume (densidade =
massa/volume).

Usando o GeoGebra vamos ajudd-la a reorganizar a tabela:

a. Considere os pontos, cuja primeira coordenada é a massa e a segunda é o volume, e
plote esses pontos no GeoGebra.

b. Divida, em cada linha da tabela, a massa pelo volume. O que vocé observou nos
resultados obtidos? Esses valores representam a densidade do material analisado?
Justifique sua resposta.

c. Nos valores das massas existe algum padrado (regularidade)? Essa regularidade deve-
ria existir também entre os valores do volume ?

d. Com base nas respostas do item anterior, reorganize a tabela e plote os pontos no
GeoGebra.

e. Os novos pontos estdo alinhados? Se sim, a tabela foi corrigida. Se ndo, volte a
estudar os valores dados e refaca o problema.

|- Justifique, com argumentos matemdticos, porque o alinhamento dos pontos permitiu a
conclusdo.

g. Escreva a lei de formagdo de uma fungdo cujo grdfico contém os pontos dados.

h. Digite sua lei de formacdo no GeoGebra e verifique se realmente o grdfico contém
todos os pontos.

Ao realizar o item a o aluno deve perceber que a tabela realmente esta desorganizada,
uma vez que o volume € diretamente proporcional a massa. No item b o aluno deve perceber
que alguns valores se repetem mas nao terd como concluir nada. Ao resolver os itens ¢ e d
espera-se que o aluno perceba a regularidade e associe ao Teorema da Proporcionalidade e
assim consiga reorganizar a tabela. No item e espera-se que o aluno visualize e comprove
sua resposta do item d. No item f o aluno deve mostrar matematicamente o que foi percebido
nos itens anteriores. Nos itens g e h ele deve construir a lei de formacao da funcdo dada e
verificar sua resposta utilizando a op¢ao grafico no GeoGebra.
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3.104 Caracterizacao da funcao afim

Descricao geral e objetivos: O conteido envolvido nesta atividade é o Teorema da Ca-
racterizacdo da Fungcdo Afim. Essa atividade deve ser trabalhada durante um periodo de
2(duas) aulas, de 50 minutos cada. O seu objetivo € explorar o Teorema da Caracterizacio
da Func¢do Afim para obter o modelo matemaético para a situagdo problema dada, a partir da
regularidade observada nos dados.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer o conceito de taxa de vari-
acdo média; a defini¢do e a caracterizagdo de uma funcao afim.

Atividade 10 Um trem fica desgovernado apds o maquinista se sentir mal. A central de
controle, quando percebe o problema, comeca a monitorar o trem para descobrir se o ma-
quinista acionou o piloto automdtico antes de desmaiar. Os dados obtidos sdo os seguintes:

Tempo em minutos | Quilometros percorrido
2 6,8
6 12,4
8 15,2
16 26,4

a. Encontre as distdncias percorridas entre os minutos 2 e 6, 6 e 8 e, por iiltimo, entre 8
e 16. Fagca uma tabela com estes resultados onde na primeira coluna serd a diferenca
entre os tempos e na segunda a distancia percorrida.

b. Analisando a tabela acima a distdancia percorrida tem alguma relacdo com a diferenca
dos tempos calculados por vocé?

c. Faca, em cada linha da sua nova tabela, o quociente entre a distdncia e a seu respec-
tivo tempo. Vocé confirma a sua resposta ao item anterior.

d. Qual o significado do valor encontrado nos quocientes do item anterior? A partir
destes resultados é possivel afirmar se o maquinista acionou o piloto automdtico?

e. E possivel determinar a lei que estabelece a distdancia percorrida em funcdo do tempo?
Se sua reposta for sim, escreva a lei de formagdo, se for ndo justifique.
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Capitulo 4
Funcao quadratica

Este capitulo apresenta alguns topicos de fun¢des quadraticas e propde algumas ativi-
dades relacionadas ao conteudo apresentado.

4.1 Funcao quadratica

A funcdo quadratica € uma funcao real de varidvel real, f : R — R, que associa cada
ntimero real z, um nimero real f(x) = ax? + bz + ¢,coma, b, ¢ € Re a # 0, ou seja,

fR—R
f(z) =az® + bz +c.

O estudo das funcdes quadriticas teve origem nas equacdes do segundo grau
ax? + bx + ¢ = 0 e problemas que recaem em uma equacio do segundo grau, do tipo:

"Encontre dois nimeros cuja a soma seja s e o seu produto seja p",

0 qual esté entre os mais antigos da matematica. Remontam da época dos babil6nios [15, 17].

Chamando de x e y os nimeros procurados, o problema acima € representado, mate-
maticamente, pelo sistema de equagdes

{x+y = s
Ty = p.

Isolando y na primeira equacdo obtemos y = s — x, e substituindo este valor na se-
gunda, obtemos uma equacdo do segundo grau, ou seja,

v(s—x)=p ou z*—sx+p=0.

Os ndmeros s e p, procurados, podem ser interpretados, geometricamente, como o
semi-perimetro e a drea de um retangulo, respectivamente.
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4.1.1 Condicao de colinearidade de trés pontos no plano.

Esta secdo apresenta algumas defini¢des e resultados que sdo necessdrios para a de-
monstracdo de teoremas, encontrados em Lima [15], que mostram que, dados trés pontos,
(x1,91), (z2,92) € (x3,y3), existe uma unica fungdo quadrdtica f! tal que y; = f(21),
Y2 = f(x2) e yz = f(x3).

Definicao 4.1 Dada uma matriz de ordem 3 x 3

@11 a2 i3
A= Q21 Q22 Q23 |,
31 dzz G33

o determinante de A é o niimero definido por:
ai1 Qiz2 a3

G21 Q22 (23 | = (11022033 + A21032013 + A31A12023 — A31022013 — (11032023 — Q12021033
31 azz2 ass

Definicao 4.2 Trés pontos no plano, A(x1,y1), B(xa,y2) e C(x3,ys3), sdo colineares se per-
tencerem a mesma reta.

Na Geometria Euclidiana, dados dois pontos A(x1, 31) € B(x2, y2) no plano cartesiano,
existe uma unica reta que passa por esses pontos, cuja inclinagdo € dada pelo nimero real

Y2 — U1
To — 1

Teorema 4.1 Trés pontos A(x1,y1), B(x2,y2) e C(x3,ys) sdo colineares se, e somente se,

oy 1
T2 Yo 1|=0.
r3 ysz 1

Prova. Consideremos, inicialmente, os pontos pertencentes a uma reta ndo vertical, ou seja,
x1 # w9 # x3. Portanto, a inclinacdo da reta pode ser determinada a partir dos pontos A e B
ou dos pontos A e C'. Logo,

Y2—Y1 Ys— U
Ty—x1 T3 — a1

Reescrevendo a expressdo acima, obtemos

(Y2 —y1) (w3 — 1) — (y3 — y1) (w2 — 21) = 0;
Yo'y — Yoy — Y123 — Y3Ta + Y3x1 + Y1202 = 0;

1 oy 1
T2 Yo 1|=0.
x3 ys 1

'Denominaremos, neste texto, de fungdo quadritica f a fungdo f : R — R tal que f(x) = ax? + bx + ¢,
coma, b, ce Rea#0.
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Considerando, agora, que os trés pontos pertencem a uma reta vertical. Neste caso as
abscissas sdo iguais (r; = x2 = x3). Logo o determinante possui colunas proporcionais e
por propriedades de determinantes® temos o resultado.

Para mostrar a reciproca do teorema, consideremos o determinate:

oy 1
T2 Yo 1 = 0
r3 y3 1

e queremos mostrar que os pontos A(z1,y1), B(z2,y2) e C(z3,ys) sdo colineares.

Por hipotese,

T oy 1
To Y2 1 | =Yox3 — yoT1 — Y123 — Y3T2 + Ysr1 + Y122 = 0.
x3 Yz 1

Temos dois casos a considerar:

(i) o determinante ndo possui colunas proporcionais, logo, podemos escrever,

Y2o—Y1  Ys— U
Ty—x1 X3 — a1

que € uma condic¢do de trés pontos pertencerem a mesma reta nao vertical.

(i1) o determinante possui colunas proporcionais. Logo, os pontos estdo alinhados
(verticalmente ou horizontalmente), isto €, pertencem a uma reta vertical ou a uma reta hori-
zontal.

OJ

4.2 Unicidade das funcoes quadraticas

Os resultados a seguir, encontrados em Lima [15], mostram que dados trés pontos
(x1,71), (w2,9y2) e (x3,y3), existe uma unica fun¢do quadrdtica f tal que y; = f(z1),
Y2 = f(22) e yz = f(x3).

Teorema 4.2 Se duas funcoes quadrdticas assumem os mesmos valores em trés pontos dis-
tintos, x1, Ty e x3, entdo essas fungoes sdo iguais, isto é, assumem os mesmos valores para
qualquer niimero real x.

2Suponhamos, sem perda de generalidade, que a primeira e a terceira coluna sdo proporcionais

ann a2 kan
a1 a2 kas = aiiaxkasr + asiasekary + asiaigkas; — agiankair — ariazekas — ajaaskas;
azy azz kasp

= k[(a11a22a31 — agraz2a11) + (a21a32a11 — a11a32a21) + (as31a12a21 — a12a21a31)] = 0.
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Prova. Sejam f(x) = az? + bz + c e g(x) = da?® + ex + p, tais que f(z1) = g(z1),
f(z2) = g(x2) e f(x3) = g(x3), onde x1, x2 € x5 sd0 trés nimeros reais e distintos.
Considere agora a fun¢do h : R — R, dada por :
h(z) = f(z) — g(z) = (a — d)2® + (b—e)x + (c — p) = ua® + vr + w,

onde u =a —d,v=0—eew = c— p. Onosso objetivo é mostrar que os coeficientes de
h(z) sdo todos nulos, ou seja, u = v = w = 0.

Calculando h(x) em z1, x5 € 23 temos o sistema de equacdes,

uwri + vy + w = 0
urs + vy + w = 0
uri + vrz + w = 0.
Multiplicando a primeira equag@o por (—1) e somando com as outras duas equagdes, temos:
wxd —2?) + v(z—x) = 0
w(xd —23) + v(zz—x) = 0.

Dividindo a primeira equagdo por (s — x) e a segunda por (z3 — 1), 0 que é perfeitamente
possivel, ja que x5 — 1 # 0 e x3 — x1 # 0. Obtemos:

wxe +21) + v = 0
u(rs+x1) + v = 0.

Multiplicando a primeira equagdo novamente por (—1) e somando com a segunda temos
u(zs —x1) = 0.

Como z3 e x; sdo distintos, concluimos que v = (. Substituindo o valor de u nas
equagdes e procedendo de forma andloga obtemos v = 0 e w = 0. Portanto, a = d, b =ee
¢ = f, ou seja, mostramos que f(z) = g(z), Vzr € R. O

Teorema 4.3 Sejam x1, x5 e x3 trés niimeros reais e distintos e v, Y2 e Y3 niimeros tais que
os pontos A(z1,v1), B(xa,y2) e C(z3,y3) sdo ndo colineares em R?. Existe uma, e somente
uma, funcdo quadrdtica f(r) = ax® + bx + c tal que y, = f(x1), Y2 = f(x2) e y3 = f(x3).

Prova. Sejam A(zy,y1), B(xs,y2) € C(x3,y3) pontos distintos em R?. Consideremos a
funcdo quadratica f e vamos mostrar que o sistema de equacdes:

ar?® + bry + ¢ =
ard + bry + ¢ = yp ,
ardi + brs + ¢ = y3

tem uma unica solu¢do, ou seja, um tunico terno ordenado de nimeros a, b € ¢ que satisfaz o
sistema de equagdes dado.

Multiplicando a primeira equagdo por (—1) e somando com as outras duas temos:

a(z2 —2%) + blxa—x1) = Y2— 1
a(zy —x}) + blzs—x1) = ys—uy.
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Como, por hipétese, (ro — z1) # 0 e (3 — x1) # 0, podemos dividir a primeira
equagdo por (ry — 1) e a segunda por (z3 — x1), obtendo:

a($2+$1) -+ b = 2740
Lo — X1
alzs+x) + b = s UL
T3 — I

Multiplicando por (—1) a primeira equagdes do sistema acima e somando com a se-
gunda equagdo, temos:

Y=t Y2 — U1
a(xs — 1) = —

T3 — I [EQ—J/’l,

L rys—wm _ya—yl]
T3 — X1 LT3 — Xq $2—£L'1.

a =

Como os pontos sdo ndo colineares, segue que a # 0, ou seja, f é uma funcio quadratica,
cujos demais coeficientes b e ¢ sdo unicamente determinados substituindo o valor de a nas
equagdes acima. 0

4.3 Forma canonica

Dada a fung¢do quadrética f, através de manipulacdes algébricas (completando o qua-
drado) na expressdo ax? + bx + ¢, obtem-se a(x — m)? + k, chamada de forma candnica,
como a seguir:

b
ar’ +br+c = a(x2+—x—|—2>
a a
2+bx+ v c
- A\ a 4a? 4a?  a
b ., 4ac— b 9
= a(m—i-%) 1 =a(r —m)* +k
E b k: dac — b?
mquem=——ek=—.
d 2a 4a

A forma candnica a(x — m)? + k é uma maneira bastante adequada para extrair infor-
macdes sobre o comportamento de uma funcao quadratica. Observemos que:

1. O sinal do termo a(z — m)? depende apenas do sinal de a.

(a) Sea < 0, entdo a(z —m)? < 0e f(m) = k € o maior valor assumido por f.

(b) Sea > 0, entdo a(x —m)* > 0e f(m) = k é o menor valor assumido por f.

Portanto, para x = m = o a fungdio quadrdtica f(z) = ax? + bx + ¢ assume o seu
a
4ac — b?

maior ou menor valor (valor extremo) k = 1
a
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2. Para encontrar os zeros da fungio, basta resolver a equagio a(x —m)? +k = 0. Como

a # 0, podemos escrever:

—k
— 2 — e
(—m? = =
“4.1)
Dai,
—k
r = £\ —+m. 4.2)
a
dac — b? b
Substituido k = 2ae— o e m = ——, na Equacdo (4.2), obtemos:
4a 2a
—b £+ Vb? — 4ac —b+ VA 9
= 5 ou g=-—]——, emque A = b — 4ac.

Analisando o sinal de A = b? — 4ac, temos:

~ ~ : z . . . / Zi
(a) Se A > 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais distintas e ", em que

;. —b+ VA . —=b—VA
r=—F7——""—2=%€ T = ————,
2a 2a

~ ~ . , .. . . /
(b) Se A = 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais iguais, ou raiz dupla, z =
2a’
(c) Se A < 0, entdo a equacdo nio possui raizes reais.

1

’ ~ , . . . ~
3. Se A > 0ex ex”sdo duas raizes reais distintas da equacéo, podemos ver que:

/ —b A —b—+VA —b
T+ = Jr\/_—1— \/_:—
2a 2a a

roon _b‘i‘\/z_‘_—b—\/z bQ—A
2a 2a 4q?

c
rTr = =,
a

4. Dados dois valores reais distintos, 1 # x5, em que condi¢des temos f(x1) = f(x2)?

Analisando a forma candnica, f(x) = a(z — m)? + k, temos que

fl@) = [flz) =
a(ry —m)*+k = alvy—m)*+k, —
(11 —m) = £(zz—m), —
(x1—m) = —(ra—m), <
T+ To
5 = m.

—b
Como m = 20 isto quer dizer que a fungfio quadrética f(z) = ax? + bz + c assume

valores iguais para valores distintos do seu dominio z; e =5 se, € somente se, T € T
. . —b
sdo equidistantes do ponto x, = v
a
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4.4 O grafico de uma funcao quadratica

O grifico de uma fungdo quadratica f : R — R, dada por f(z) = az? + bx + c,
a,bec €R,a#0,éoconjunto G C R? formado pelos pontos do plano cuja abscissa € um
nimero real x e a ordenada € o valor da funggo f(x), ou seja,

G(f) = {(z,y) € R*|y = ax* + bx + c}.

Proposicao 4.1 O grdfico de uma funcdo quadrdtica é uma curva plana denominada de
pardbola.

Para demonstrar a Proposi¢ao 4.1 precisamos da definicao da curva plana denominada
de parabola e alguns resultados relacionados.

Definicao 4.3 Uma pardbola é o conjunto dos pontos do plano que sdo equidistantes de uma
reta d,(denominada de diretriz da pardbola) e de um ponto F, fora da reta d (denominado
de foco).

Portanto, dados uma reta d e um ponto F' fora dela, no plano, todos os pontos P que

satisfazem a equacgdo
d(P,F) =d(P,d)

pertencem a uma parabola de foco F' e diretriz d (Figura 4.1).

Figura 4.1: Parédbola de foco F' e diretriz d.

A reta que passa pelo pelo foco da pardbola e é perpendicular a diretriz é chamada de
eixo da parabola e o ponto médio entre os pontos F' e o ponto de interse¢cdo do eixo da
pardbola com a reta diretriz é chamado de vértice da parabola.

A distancia entre um ponto P e uma reta r € o comprimento do segmento perpendicular
baixado do ponto sobre a reta. Sendo () a projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta r, a
distncia do ponto P a reta r, denotada por d(P,r), é igual a distincia do Ponto P ao ponto
(), denotada por d(P, Q).

Proposicao 4.2 A equacdo de uma pardbola com diretriz paralela ao eixo das abscissas é
da forma y = ax® + bx + ¢, a,bec € R, a # 0. Em outras palavras, toda pardbola com
diretriz paralela ao eixo das abscissas é grdfico de uma funcdo quadrdtica.
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Prova. Sejam F'(xg,yy) o foco de uma pardbola e y = —y, a equagdo de sua diretriz d,
paralela ao eixo das abscissas. Um ponto P(x,y) pertencente a pardbola deve satisfazer a
equagdo d(P, F') = d(P,d).

Observemos que a diretriz € paralela ao eixo das abscissas, logo a projecdo ortogonal
do ponto P sobre a reta d é o ponto Q(z,yo) (Figura 4.1), portanto d(P,d) = d(P,Q), ou
seja,

d(P.F) = d(P,Q)
V@ =202+ —9)? = V(- ya)?
(z =20+ (y —90)* = (y—va)
2= 2wxo+ a5+ = 20+ 00 = vP— 2yya+ v

2y(ya —yo) = —a®+2xxo — x5 — Yo + Y5

y = L e, W o %0 Yo + Y
2(Ya — vo) (Ya — vo) 2(ya — vo)
————— ——— —_———

a b c
1 22 2
Fazendo a = ,b= 10 ec= Yo~ Yo+ yd, temos que y = ax? + b + ¢
2(ya — vo) (Ya — v0) 2(ya — vo)

¢ a equacdo da parabola de foco F' e reta diretriz d.
0J

Podemos, agora, mostrar a Proposi¢ao 4.1, relembrando: "Todo gréafico de uma fun¢ao
quadratica é uma pardbola".

Vamos considerar 4 (quatro) casos.

Caso 1. Vamos mostrar que o grifico da fung¢do quadrdtica g(r) = z? é uma pardbola,
exibindo as coordenadas do foco F' e a equacdo da diretriz d da parabola.

Consideremos uma parabola, cujo eixo de simetria seja o eixo das ordenadas e o vértice
o ponto (0,0). Logo as coordenadas do foco sdo da forma F'(0, y,) e neste caso, a equagdo
da reta diretriz serd y = —yo. Se P’'(z,y) é um ponto da pardbola, por defini¢do, d(P’, F') =

d(P’,d), donde resulta que y = 4—:152 € a equacdo da parabola.
Yo

Tomando um ponto P(x,x?) pertencente ao grafico da fung¢do g (Figura 4.2).

P= (Xv X2)

1

Q = (0.83, -0.25)

Figura 4.2: Grafico da fungdo y = 2°.
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Calculando a distancia de P ao foco e a diretriz da pardblola, obtemos:

Ad(P,F)=+/(z — 02+ (22 —y)2 = /(22 +1yo)2 =d(P,d).

Dai,
(x =07+ (2® —w)® = (°+w),

donde segue que

1
Yo = Z,
. ) ) ) L
ou seja, o ponto P(z,x*) pertence a uma pardbola dada pela equacdo, y = —a% com
Yo
1 . ,
Yo=7 Logo, y = x? é a equagdo de uma pardbola com foco F (0, Zl) e diretriz d = -

mostrando assim o Caso 1.

Caso II. Consideremos a fung¢do quadratica, g : R — R dada por g(z) = ax? a # 0.
Um ponto do gréfico da fun¢do tem coordenadas P(z, azx?) e procedendo de forma andloga
ao Caso I, verificamos que qualquer ponto do grafico de g pertence a uma pardbola de foco
1 1
F (0, —) e diretriz de equagdo y = —.
4a 4a
Caso III. A fungdo quadrdtica, h : R — R, dada por h(z) = a(z — m)?, coma # 0 e
m € R, é obtida de g(r) = ax? a partir de uma transla¢do horizontal (z,y) — (z + m,y).
Assim o grafico de h € a pardbola de equacdo y = az?, transladada m unidades no eixo OX,
que leva o eixo vertical x = 0 para a reta x = m. Ou seja, o grafico € uma pardbola cujo

1
foco F' tem coordenadas (m, 4—> e a diretriz permanece a mesma (Figura 4.3).
a

eixo /

y o

d:y=-0.25 Q=(1.92,-0.25)

Figura 4.3: Grafico da fung¢do h(x) = a(z — m)>.

Caso IV. A funcdo quadrdtica f : R — R, dada por f(z) = a(z — m)* + k, m,k € R,
é obtida da fungdio h(x) = a(x — m)? através de uma uma transla¢io vertical (z,y) —
(z,y + k); logo o seu grafico serd idéntico ao gréifico de h(z) = a(x — m)? a menos da
translacdo vertical de k£ unidades. Ou seja, € uma pardbola cujo foco F' tem coordenadas

1 1
(m, m + kz) e a diretriz tem equagdo y = 1 + k (Figura 4.4).
a a
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eixo’

y=x ]

P=(x,(x —m)*+k)

d:y=-0.75 Q=(21,-0.75)

Figura 4.4: Grafico da fun¢do f(x) = a(x — m)? + k

Mostramos, assim, que o grafico de uma fun¢do quadratica f : R — R, dada por

1 1
f(z) = a(x — m)? + k é uma pardbola, de foco F (m, . + kz) e diretriz y = ym + k. O
a a

Escrevendo a fungdo quadratica na forma padrdo f(z) = az? + bxr + ¢, temos uma
expressdo para o foco e a diretriz em funcao dos coeficientes a, b e ¢, a saber:

dac — b* + 1

4a

P _£’4ac—62+1
2a 4a

) e diretriz y = —

Vimos que a parébola, grafico da fungdo quadrdtica f(x) = az®+ bz +c, transforma-se
na pardbola que é grafico da fungdo f(x) = ax?, mediante uma translagio horizontal seguida
de uma translagdo vertical, isto €, as duas pardbolas sdo congruentes [15]. E, ainda, através
de uma reflexio em torno do eixo z ( (z,y) — (x, —y)) o gréfico de f(x) = —ax? é levado
no grafico de f(x) = az?.

Sejam y = a12% + b1z + ¢ e y = apx?® + box + ¢y, equagdes de duas pardbolas. Se
a; = *a, ambas as pardbolas podem ser transformadas na pardbola de equacio y = a; 22,
através de translacdes verticais e horizontais e uma reflexao em torno do eixo 0.X, ou seja,
as pardbolas sdo congruentes.

Se a; # +ay, analisando o comportamento das fungdes f(z) = ax? e g(x) = d’ 22,
emque a = +a; e ad = Fas sea < a < 0, temos az? < o x? para todo v € R.
Analogamente, se a > a' > 0, temos ax® > o’ z%. Ou seja, as pardbolas y = az? e
y = o’ 2 ndo sdo congruentes (Figura 4.5).

Portanto, a congruéncia entre duas parabolas de equacgdes y; = a 22 + bz + ¢; e
Y1 = asx*+byx+cy, depende apenas dos coeficientes a; € as, bastando verificar se a; = Za,.
Os coeficientes by € by € ¢; € co determinam apenas a posi¢ao da curva em relacdo aos eixos
coordenados, by e by determinam a posicdo do vértice de cada uma das parabolas em relagio
ao eixo y, por exemplo, se Se by > 0 e a; > 0 o vértice estd a esquerda do eixo y. Os
coeficientes c; € co sdo as ordenadas dos pontos onde as pardbolas intersectam o eixo .
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y =\0.5x2

-2

Figura 4.5: Grafico da fungdo f(x) = az? coma = 0,5€ea = 2.

Analisemos, agora, a influéncia do coeficiente a no comportamento do grifico de
f(z) = ax® + bx + c.

- O coeficiente a mede a maior ou menor abertura da pardabola e, além disso;

- se a > 0, ja vimos que a funcdo f assume o seu menor valor em z = 50" que €
a

abscissa do vértice da pardbola (grafico da funcdo f). Nesse ponto a fun¢do muda o
comportamento quanto ao crescimento, ou seja, passa de decrescente para crescente e,
neste caso, a pardbola tem concavidade voltada para cima;

: b . .
- se a < 0, a funcdo f assume o seu maior valor em x = 5 abcissa do vértice da
a
pardbola. Nesse ponto a funcdo f, passa de crescente para decrescente e, neste caso, a

pardbola tem concavidade voltada para baixo;

Outras informacdes sobre o comportamento da funcdo quadritica g : R — R, dada
por f(z) = az® + bx + ¢ sdo listadas a seguir:

- As abscissas dos pontos onde o grifico intersecta o eixo OX sio as raizes da equagao
ax® + bx + ¢ = 0 e sdo chamados de zeros da funcdo f.

- O ponto médio do segmento que liga as raizes da equagdo de segundo grau € a abcissa
do vértice da pardbola de equagio y = ax? + bx + c.

- Se o grifico toca um tnico ponto o eixo O X entdo a equagio possui apenas uma raiz,
que coincide com a abcissa do vértice da pardbola.

- Se x estiver entre as raizes da equacdo, entdo f(x) tem sinal contrdrio ao sinal de a.
Caso contrdrio, f(z) tem o mesmo sinal de a.

- Se o gréfico ndo intersecta o eixo OX, entdo a equacio az? + bx + ¢ = 0 ndo possui
raizes reais.

- A fungio quadrdtica f(z) = az? + bx + c assume valores iguais para valores distintos
do seu dominio x; e x5 se, € somente se, 1 € T sdo equidistantes da abcissa do vértice
da parabola.
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Com as informagdes acima mencionadas, para esbogar o grifico de uma fun¢do qua-
drética, basta conhecer o vértice da pardbola, e os pontos onde a curva corta 0s €ixos coor-
denados, ou seja, os zeros da fungdo e o coeficiente c. No caso do grafico ndo cortar o eixo
OX, para determinar a abertura da parabola, tomamos dois pontos x; e x5, pertencentes ao

dominio da fung¢@o, equidistantes da abcissa do vértice z,, = _7, nos quais f(z1) = f(x2).

Exemplo:
Consideremos as fungdes a) f(z) =222 —5x+2 e b)g(x)=—2*>—z —3.
—-b . —b 5 =9
N 1 ’ d d d Erti a vsyYv) — 5 o = \7 5
o exemplo a), as coordenadas do vértice sdo V (z,,y,) (2a f(2a)) (4 3 )

e resolvendo a equagdo f(x) = 0, obtemos os zeros da funcdo em z’ = 3¢ x” = 2. Como

a > 0, o grafico tem concavidade voltada para cima, corta o eixo 0Y no ponto (0, 2) e o eixo

1
0X nos pontos (5, 0) e (2,0) (Figura 4.6).

Figura 4.6: Gréfico da fungdo f(x) = 22 — 5x + 2.

-1 —11
No exemplo b), temos o vértice V' (z,,y,) = (—, T) e a func¢do ndo possui zeros.

Como a < 0, o gréfico tem concavidade voltada para baixo, corta o eixo 0Y no ponto
(0, —3) e ndo corta o eixo 0.X (Figura 4.7). Para determinar a abertura da parabola, tomamos

dois pontos 1 = —2 e x5 = 1 equidistantes da abcissa do vértice z, = ——, nos quais

Far) = fza) = 5. ’

4.4.1 Movimento uniformemente variado

Um dos fendmenos mais relevantes modelados por uma fungdo quadratica é o Movi-
mento Uniformemente Variado (MUV).

Neste movimento, considera-se um ponto moével se deslocando sobre um eixo. Sua
posi¢do em um instante ¢ (¢ > 0) é dada pelo valor de f(¢), em que

1
f(t) = iat2 + bt +c,
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X1 —_ X2

Figura 4.7: Grafico da fungdo g(z) = —2? — z — 3.

cujos coeficientes sdo interpretados fisicamente como: a € a aceleracdo; b é a velocidade
inicial e c € a posi¢do inicial.

A velocidade média de qualquer ponto mével, que se deslocar de um instante ¢ até um
tempo t + h, é dado por :
Espaco percorrido  f(t + h) — f(?)
Tempo de percurso h '

velocidade média =
Logo, a velocidade média é dada por:

h
velocidade média = at + b + %.

Tomando intervalos cada vez mais préximo de zero, obtemos a velocidade instanta-
nea v(t) = at + b. Quando ¢ = 0 temos a velocidade inicial vy = b.

Observemos, também, que para qualquer ¢ e h, a taxa de variagdo média da velocidade
v(t+h) —o(t)

é constante, a = Y

. Portanto, a aceleragdo no MUYV ¢ a constante a.

4.5 Caracterizacao da funciao quadratica

A fungdo quadrdtica f(x) = x? transforma a sequéncia (1,2, 3, ..., n, ...) na sequéncia
(1,4,9,...,n%,..).

Observemos que a diferenca entre os termos consecutivos da primeira sequéncia
(1,2,3,...,n,...) é constante, o que caracteriza uma Progressdo Aritmética (PA) de razdo
r = 1 (r é a diferenca de dois termos consecutivos). O mesmo nao ocorre com os termos da
sequéncia resultante (1,4,9,...,n2, ...).

Mas, a sequéncia (3,5,7,...,2n + 1,...), formada pelas diferencas de termos conse-
cutivos da sequéncia resultante (1,4,9,...,n?,...) é uma PA de razdo r = 2 e, neste caso,
dizemos que a sequéncia (1,4,9,...,n% ...) é uma PA de segunda ordem.

Definicdo 4.4 Dada uma sequéncia numérica (yi,Ya,Ys,...,Yn) quando a sequéncia
(b1, bs, ..., b,) obtida pelas diferencas

Yo—y1 =01, ys—y2="02, Yys—Y3 =053, ..., Ynt1 — Yn = bn,
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é uma PA, ou seja,
bg—blzT, bg—bgz’f’, b4—b3:7”, ey bn—bn_lzr,

dizemos que a sequéncia numérica (Y1,Y2,Y3, ..., Yn) € uma progressdo aritmética de se-
gunda ordem.

Proposicao 4.3 Uma Progressdo Aritmética (PA) é uma restri¢cdo de uma fungdo afim aos
nimeros naturais.

Prova. Seja (1, xg, ..., Ty, ...), T; € Rei € N, uma Progressdo Aritmética de razdo r, entdo
T, =21+ (n—1)r=nr+(x; —r) =an+b,onde a = r e b = x1 — r. Portanto, a fun¢do
afim f : R — R, dada por f(z) = ax + b, quando restrita aos nimeros naturais, fornece os
termos z1 = f(1),29 = f(2), -+ ,z, = f(n) da Progressdo Aritmética.

OJ

Proposicao 4.4 Uma Progressdo Aritmética de segunda ordem é uma restricdo de uma fun-
cdo quadrdtica aos niimeros naturais, isto é, existem constantes a, b, c € R tais que

f(n)=an*+bn+c VneN

Prova. Consideremos (yi, 42, ..., Yn, ...) uma PA de segunda ordem, ndo constante. Por
defini¢do as diferencas sucessivas:

(Yo — Y1, Ys—Y2, - Unt1— Yns )

formam uma PA, de razdo de » # 0. Seja d; = y» — y1, 0 primeiro termo dessa PA. Logo o
seu n-€simo termo ¢:

Yni1 —Yn=d1 + (n—1)r, paran=1,23 ...

Por outro lado, somando e subtraindo e rearranjando os termos convenientemente, te-
mos que:

U1 = Wns1 —Un) + Wn —Yn1) + -+ (s —v2) + (2 — 1) + 11
= [di+n—Dr]+[d+n—=2)r]+ -+ [d +7]+di + 1
(n—1)

5 r4+vy, VnéeN.

Como esta expressao também € valida para n = 0, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

n—1)(n—2
R ]
T 3r
= §n2+(d1—?)n+r—d1+y1
9 r 3r
= an“+bn+c, YneN, com azé, b:dl—? e c=1r—di+yi.
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Portanto, y,, € a restri¢do aos nimeros naturais da fungio quadratica f(x) = az? +
bx + ¢, com a, b e ¢ dados acima.

OJ

Observemos que se a PA de segunda ordem (1,2, .., Yn, ...) for constante, a PA

(Y2 — Y1, Ys—Y2, -y Ynt1l— Yn, -..)terdrazdo nula (r = 0) e, neste caso, a = 3= Oef

se reduz-se a uma fung¢do afim.

O teorema a seguir, encontrado em Lima [15], caracteriza a fun¢do quadratica como a
unica fun¢do que tem a propriedade de levar toda PA ndo constante (razdo nao nula) em uma
PA de segunda ordem nao degenerada. Uma PA de segunda ordem € ndo degenerada quando
a razao ndo € nula.

Teorema 4.4 Caracterizacdo das Fungoes Quadrdticas. A fim de que a funcdo continua
f : R — R seja quadrdtica é necessdrio e suficiente que toda progressdo aritmética
ndo constante (1, To, T3, ..., Tn, ...) seja transformada por f numa progressdo aritmética de
segunda ordem ndo-degenerada (y; = f(x1),y2 = f(22), e, Yn = f(x0), ...).

Prova. A Proposicdo 4.4 mostra que se (Y1, Y2, -+, Yn, --.) € uma PA de segunda ordem, entdo
existem constantes a,b,c € R tais que y = an® + bn + ¢, Vn € R, ou seja, a restrigdo
de f(z) = ax® + bz + ¢, aos nlimeros naturais fornece os termos da PA de segunda ordem
Yo = f(x,), Yn e N.

Vamos mostrar, agora, que toda fun¢do continua f : R — R que transforma progres-
soes aritméticas em progressdes aritméticas de segunda ordem € da forma y = ax? + bx + c.

Seja f : R — R uma func¢do continua com a propriedade de transformar toda
PA ndo-constante numa PA de segunda ordem ndo-degenerada, ou seja, (f(x2) — f(x1),
f(z3) — f(z2),...) € uma PA. Definindo h(x) = f(z) — f(0), obtemos uma fungio com as
mesmas propriedades de f e com a propriedade adicional de que /(0) = 0.

Considerando a PA (1,2,3,4,5,---), a sequéncia (h(1), h(2),..., h(n), ...), por hip6-
tese, € uma progressao aritmética de segunda ordem nao-degenerada. Logo existem constan-
tesa,bec € R, a # 0, tais que:

h(n) = an® 4+ bn +c, ¥n € N.

Como ¢g(0) = 0, entdo ¢ = 0 e h(n) = an®* + bn, Vn € N.
Consideremos, agora, a PA cujos termos sdo nimeros racionais

12

p'p

( ’)

)

n
p
z . . ’
em que n, p € N e p é constante. Analogamente, ao caso anterior, existem constantes a # 0
! .
e b tais que

h (@) —dn?+bn, VYneN.
p

Assim para todo n € N, temos:
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an®+bn = h(n) = h <%> =a (np)? +b = (a'p*)n® + (b'p)n.

Portanto,
az® +bx = (a p?)z* + (bp)r, Vz =n.

)

/ ’ . / . L .
Logo,a =ap®eb=>bp,ouseja,a = b = — e para quaisquer nimeros naturais

a
—,
p

2
g(ﬁ):a’nQ—l—b/n:%nQ—l—én:a(E) +b(ﬁ).
p D D b p

Assim, vemos que as fun¢des continuas () e ax?® + bx sdo tais que h(r) = ar? + br,
Vr € Q.. Segue que® h(z) = ax?® + br, Vx € R. De modo andlogo, tomando a PA
(—1,-2,-3,...) conclui-se que h(z) = ax? + bz, Yz < 0. Como h(z) = f(z) — f(0),
temos que f(z) = h(x) + ¢, onde ¢ = f(0), ou seja,

n e p vale:

f(x) =ax® +bx +c, VxR

4.6 Atividades

Esta secdo apresenta 3 (tr€s) atividades explorando os temas gréfico e a caracterizacao
da funcdo quadratica, como ja mencionamos. Estas atividades sdo destinadas a alunos do
primeiro ano do ensino médio com nogdes bésicas do software GeoGebra. Para o desenvol-
vimento desta atividade sdo necessarios papel, lapis, livro diddtico e computadores com o
software de geometria dindmica instalado (no caso, o GeoGebra).

4.6.1 Grafico da funcao quadratica

Descricao geral:  Os contetidos envolvidos nesta atividade sdo: A definicdo da pardbola -
Foco; diretriz; eixo de simetria; vértice; translagdo horizontal e vertical; distancia entre dois
pontos; distAncia entre reta e ponto; a forma candnica da equagio y = ax® +bx +ce o
grafico da funcdo quadrética. Essa atividade deve ser trabalhada durante um periodo de 4
(quatro) aulas de 50 minutos cada.

Objetivos:  Esta atividade tem como principal objetivo mostrar que o grafico de uma
fun¢do quadrética é uma parabola e que toda pardbola € o grifico de uma fun¢do quadritica.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer a funcio quadratica, sua
representacdo canodnica, pontos extremos e zeros da funcao.

3Todo ndmero real z é limite de uma sequéncia de nimeros racionais r,, logo a continuidade de h nos da
h(z) = limy, oo h(ry) = limn — oo (ar? + bry,) = ax® + bux.
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Recursos materiais e didaticos:  Para o desenvolvimento desta atividade € necessario,
além de papel, 14pis e computadores; um aplicativo, desenvolvido no GeoGebra, que gera
uma parabola conhecendo seu foco e a diretriz, a partir de um ponto mével () sobre a diretriz,
conforme ilustram as Figuras 4.8(a) e 4.8(b).

Atividade 11 Verificar, usando o GeoGebra, que a forma do grdfico da funcdo quadrdtica

f:R — R, dada por f(x) = azx® + bz + ¢, em que a, b e c sdo constantes reais e a # 0, é
uma pardbola.

a. Usando o GeoGebra abra o arquivo (o aplicativo) "pardbola.ggb'";

b. Habilite a func¢do rastro do ponto P e mova o ponto Q. A curva plana gerada pelo
rastro chama-se pardbola de foco F e diretriz d; além disso, com vértice V e eixo de
simetria paralelo ao eixo y;

c. Ao mover o ponto Q, observe na <janela de dlgebra> o que ocorre com os "valo-
res"atribuidos aos segmentos ly e l5?

d. Desabilite a fungdo rastro, mova a posicdo do foco F, habilite, novamente a funcdo
rastro, e repita a operagdo de mover o ponto Q;

e. O que ocorre com os "valores"atribuidos a ly e l? Explique.

f. Crie um <controle deslizante> e o nomeie de a e gere o grdfico da funcéo f(r) = az?,
na mesma janela grdfica do arquivo "pardbola.ggb", para a = 0.5; mova o ponto 'V da
pardbola, de tal forma que coincida com a origem do sistema cartesiano e finalmente
mova o foco F de forma que o ponto P da pardbola se localize sobre o grdfico da
fungdo. Habilite o rastro do ponto P e mova o ponto Q. O que podemos observar?

g. Faga o mesmo procedimento do item £ com a funcdo y = ax?, para outros valores de
a;

2

h. O grdfico da fungdo quadrdtica f(x) = ax?, com a constante real, é uma pardbola.

Justifique, essa afirmagdo, usando argumentos matemdticos;

i. Crie um <controle deslizante> e o nomeie de m e gere o grdfico da funcdo f(x) =
a(x — m)2, a e m constantes reais (considere valores de m positivos e negativos);

J. Faca o mesmo procedimento do item f para o grdfico gerado por vocé no item i;
k. O que ocorreu com o grdfico gerado no item i com relagdo ao grdfico de f(x) = ax®?
I. Determine o foco da pardbola representada pelo grdfico da fungéo f(x) = a(x—m)?;

m. Crie um <controle deslizante> e o nomeie de k e gere o grdfico da fungdo f(x) =
a(z—m)?+k escolhendo valores para a, m e k ( escolha valores positivos e negativos).

n. O que ocorreu com o grdfico gerado no item m, com relagdo ao grdfico de f(x) =
a(x —m)??

0. Faca o mesmo procedimento do item f para o grdfico gerado por vocé no item n.
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Figura 4.8: (a) O foco F', a diretriz e um ponto P de uma pardbola. (b) A parabola obtida
pelo rastro de P, mostrando o seu eixo e seu vértice V
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p. Determine o foco, da pardbola representada pelo grdfico da fungdo f(x) = a(x —
m)* + k.

g. O grdfico da fungdo quadrdtica f(r) = az* + bx + ¢, onde a, b e c € R, é uma
pardbola. Justifique essa afirmagdo;

r. Toda pardbola é grdfico de uma fungcdo quadrdtica. Justifique usando argumentos
matemdticos.

Através dos questionamentos apresentados ao aluno (item a ao item e), este devera
perceber que qualquer ponto da pardbola dista igualmente do foco a diretriz (defini¢do) e,
além disso, deve identificar os seus elementos: foco; diretriz; vértice e eixo de simetria.
Nos itens f até q o aluno, com a ajuda do GeoGebra, ird verificar que o gréfico da funcdo
f(x) = z* é uma parabola e, a partir deste grafico, com translagdes verticais e horizontais €
dilatacOes convenientes, deverd verificar que o grafico de qualquer fun¢io quadratica € uma
pardbola. No item r o aluno deverd verificar, a partir da defini¢do da pardbola, que toda
parédbola € grafico de uma funcio quadrética.

Para complementar o estudo de gréfico de fun¢do quadratica, uma atividade que deve
seguir a esta, usando um ambiente computacional, € estudar a influéncia dos coeficientes a,
b e ¢, da fungdo f(x) = az? + bxr + ¢ no comportamento do seu gréfico, como também,
estudar os zeros e o sinal da funcdo. Boas atividades contemplando esses contetidos podem
ser encontradas em Murici [20].

4.6.2 Caracterizacao da funcao quadratica

Descricao geral:  Os contetdos envolvidos nesta atividade sdo: taxa de variagdo, regulari-
dade nos dados e grafico de funcdo. Essa atividade deve ser trabalhadas durante um periodo
de 4 (quatro) aulas de 50 minutos cada.

Objetivos:  Esta atividade tem como principal objetivo levar o aluno a identificar, através
do Teorema da Caracterizagdo da Fun¢do Quadrética, que o modelo matemadtico que tem
comportamento similar, ao apresentado nos dados da situacdo problema em estudo, € uma
fun¢do quadrética.

Conhecimentos prévios necessarios: O aluno deve conhecer a fun¢do quadratica, domi-
nio, imagem, grafico de uma func¢do e o Teorema de Caracterizacdo da Fun¢do Quadratica.

Atividade 12 Um investidor com acdes em uma empresa, ao chegar ao meio do ano, decidiu
verificar os pontos na bolsa de valores da empresa nos seis primeiros meses do ano. Para
isto foi pedido a diretoria da empresa que repassasse, por e-mail, uma tabela com os pontos
na bolsa da empresa a cada més. Alguns dias ele recebe a seguinte tabela:

O investidor, apos analisar a tabela, responde o e-mail, dizendo o seguinte:

Caros Diretores,
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Tabela 4.1: Relagcdo dos meses e dos pontos na bolsa de valores

Meses Pontos na bolsa
Janeiro 11
Fevereiro 20
Margo 27
Abril 32
Maio 35
Junho 36

Analisando a tabela verifiquei que a empresa estd seguindo um padrdo extremamente
arriscado, acredito assim que este seja o melhor momento para que eu possa retirar minhas
acOes da empresa. Sem mais a dizer agradeco a gentileza de todos e bom trabalho.

A diretoria sem entender nada, contrata vocé para analisar a Tabela 4.1, enviada ao
investidor:

a. Com base nos dados da tabela vocé diria que a funcdo estd crescendo linearmente?
Justifique sua resposta.

b. Calcule o crescimento do 1° para o 2° més , do 2° para o 3° e assim por diante até o
6° més. Existe alguma relagdo entre os valores de crescimento?

c. Com base na tabela vocé poderia afirmar que a empresa continuard crescendo sé que
de maneira mais lenta e por isto o investidor decidiu retirar suas agcoes? Justifique
sua resposta.

d. Existe algum padrdo entre os valores encontrados nos pontos da bolsa?

e. Escreva os pares ordenados na planilha do GeoGebra, onde a primeira coordenada é
0 més e a segunda ¢ os pontos da bolsa;

|- Escreva a lei de formagdo da fungcdo que contém todos os pontos marcados no item
anterior;

g. Digite sua resposta do item f na caixa de entrada do GeoGebra e verifique se realmente
ela passa por todos os pontos;

h. Vocé consegue fazer uma previsdo sobre a quantidade de pontos que a empresa deverd
obter nos poximos meses?

Através dos questionamentos (itens a até d) o aluno deverd perceber um padrao no
comportamento dos dados, concluir que os dados estdo crescendo com uma taxa cada vez
menor; reconhecer que o padriao observado nos dados e usar o Teorema da Caracterizacio da
Fung¢do Quadratica, para identificar o modelo matemético que modela a situacio estudada.
Obter a lei de formacdo solicitada no item f. Com a ajuda do GeoGebra, item g, o aluno
deverd verificar se a sua solucdo estd correta € no item h ele poderd, usando a equacgdo
obtida no item f estimar os pontos para os meses posteriores através do calculo do valor
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numérico da funcao f. No final dessa atividade, o aluno deverd perceber que ndo se pode tirar
conclusdes, a partir de dados, apenas baseada em suposi¢des sem fundamentacdo matemaética
("achismos").
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Capitulo 5

Comentarios Finais

A apresentacdo de atividades contextualizadas e realistas, adequadas ao uso de recur-
sos computacionais, além de seguir as recomendacdes dos PCNs, encoraja o aluno a fazer
conjecturas, organizar dados, realizar testes, avaliar um raciocinio e/ou resultados obtidos,
propiciando ao aluno a oportunidade de dar significado aos contetidos estudados, e, assim,
compreender com maior profundidade os conceitos trabalhados.

Na experiéncia realizada com a turma do primeiro ano do ensino médio regular, ao
levar os alunos para o laboratério de informadtica a fim de trabalhar com as atividades pro-
postas, observamos que alunos que tinham dificuldades na aprendizagem dos contetdos de
matematica trabalhados em aulas tradicionais (aulas em que o professor ndo utiliza recursos
computacionais) surpreenderam quando submetidos a situagdes com a utiliza¢do do compu-
tador, trazendo novas ideias e conseguindo atingir os objetivos das atividades propostas com
facilidade. O interesse e envolvimento dos alunos com os problemas propostos nessas aulas,
nos leva a pensar que o interesse pelos conteudos desenvolvidos nas aulas de matematica
depende, em grande parte, de como o professor ministra suas aulas.

A criagdo desses ambientes de aprendizagem, usando o computador como ferramenta,
ainda ndo € algo simples de se fazer na escola, devido a vérios aspectos. Entre eles, a maioria
dos professores de matematica nao estd habituada com a forma de atuacio que essas aulas
exigem. Nesses ambientes, o professor deve desempenhar o papel de facilitador, dando
oportunidade ao aluno de fazer as suas proprias conjecturas, mas com o cuidado de ndo se
tornar ausente e nao contribuir para a aprendizagem dos alunos. O professor também deve
estar apto para enfrentar varios imprevistos, tanto com relacao ao rumo que aula pode seguir
(o professor ndo tem como prever os caminhos que os alunos poderdo tomar para realizar as
atividades solicitadas) como também com relacao aos equipamentos utilizados (por exemplo,
uma aula planejada para usar a internet e na hora da aula ter problema de acesso a internet).
Isso exige do professor um dominio amplo do contetido que estd sendo trabalhado, para
que ele possa sempre conduzir (ou reconduzir) os seus alunos aos objetivos previstos para
aquela aula. Quanto ao aluno, este deve estar motivado para a realizacio das atividades que,
algumas vezes, devem ser realizadas sem seguir nenhum modelo dado pelo professor.

Para minimizar os riscos, o planejamento das aulas deve ser realizado com muito cui-
dado, para que o professor ndo perca o controle da aula, destacando o controle do tempo para
cada etapa da aula e a escolha dos questionamentos que norteardo as agdes dos alunos ao re-
alizar as atividades propostas. Os questionamentos podem ser gerais para toda a turma ou o
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professor podera optar por alguns questionamentos iniciais, mais gerais, e ir fazendo novos
questionamentos de forma particularizada, de acordo com as dificuldades apresentadas por
cada aluno. E, também, contar com o apoio da equipe pedagdgica da escola junto aos respon-
saveis pela manutencao dos laboratério de informadtica, deixando, sempre que solicitados, o
ambiente pronto para ser utilizado por uma turma.

O uso dos recursos informatizados em sala de aula, ndo depende apenas da vontade
do professor, depende de uma capacitacdo permanente do professor, e disponibilidade de
tempo para elaborar atividades que realmente explorem os recursos disponiveis promovendo
a aprendizagem. Mas tudo isso pressupde, uma forma permanente, por parte das escolas, de
promover e incentivar a formacao continuada dos professores, condi¢des de trabalho dignas
e um saldrio compativel, que permita ao professor se dedicar, com tranquilidade, a sua tarefa
de ensinar.

Esperamos que este trabalho contribua para a insercdo do computador nas aulas de
matematica; que as atividades aqui apresentadas sejam mais um recurso didatico disponivel
para auxiliar os professores no ensino de fun¢des afins e quadraticas e que contribuam, tam-
bém, para a elaboracdo de outras atividades adequadas ao uso de ambientes informatizados
envolvendo outros contetidos ou abordagens.

Como continuagio deste trabalho, sugerimos a elaboracdo de atividades que comple-
tem o estudo das funcdes afins e quadraticas, como, por exemplo, o estudo do sinal da funcao
e resolucdo de inequagdes de primeiro e segundo graus, e atividades envolvendo as demais
fungdes estudadas no ensino médio. Sugerimos também, a aplicacdo dessas atividades em
turmas piloto, usando metodologias de pesquisa, para termos uma medida da contribuicdo
dessas atividades em aulas informatizadas e para a aprendizagem dos contetidos matematicos
trabalhados.
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Apéndice A
Aplicativos

Nas atividades 3 e 11 o professor deve construir os aplicativo no GeoGebra para au-
xiliar a sua realizacdo. Este apéndice traz os passos para a sua construcao, chamaremos de
grafico.ggb e parabola.ggb os aplicativos, respectivamente. Os aplicativos foram construidos
no GeoGebra 4.2.

A.1 Construindo o aplicativo grafico.ggb

1. Abra o GeoGebra e escolha a disposicio Algebra e Grificos.

2. Digite no campo de Entrada y = —0.5 * 2% — 2 x 2 + 3. Em propriedades do objeto,
escolha a cor marrom e mude a espessura da linha.

3. Selecione a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objetos>, clique na janela de vi-
sualizagdo e crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Graficol" e
selecione (objeto a ser escondido) a equagdo criada no passo anterior, finalize no botao
Aplicar.

4. Digite no campo de Entrada x = y* — 4y + 3. Em propriedades do objeto, escolha a
cor preta e mude a espessura da linha.

5. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Gréfico2" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) a equacdo criada no passo anterior, finalize no botdo Aplicar.

6. Digite no campo de Entrada Funcao[<lista de nimeros>], escolha as seguintes listas:
-4,-6,-4; -2,-4,-2; 0,-2,0; 2,0,2; 4,2,4; 6,4,6, criando 6 fun¢des, Em propriedades do
objeto, escolha a cor vermelha para todas as fun¢des e mude a espessura da linha.

7. Com a ferramenta <Ponto em Objeto> crie um ponto em cada extremidade dos seg-
mentos gerados no passo anterior. Os ponto na extremidade esquerda de cada seg-
mento escolha o estilo "aberto", simulando intervalo aberto e fechado. Escolha a cor
vermelha para todos os pontos.

8. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Gréfico3" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) as func¢des e os pontos vermelhos, finalize no botdo Aplicar.
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10.

11.

12.

. Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "Gréfico4" e selecione (ob-

jeto a ser escondido) as fungdes e os pontos azuis, finalize no botao Aplicar.

Digite no campo de Entrada Fungdo[x + 1,—20,0], Fungdo[z? —1,2],
Fungao[—2z + 8§, 2, 20], Em propriedades do objeto, escolha a cor azul claro e mude a
espessura da linha.

Crie uma caixa para esconder objetos denominando-a de "GréficoS" e selecione (ob-
jeto a ser escondido) as func¢des criadas no passo anterior, finalize no botdo Aplicar.

Posicione as caixas convenientemente na janela de visualizacdo e salve o arquivo
graficos.ggb.

A.2 Construindo o aplicativo parabola.ggb

10.

. Abra o0 GeoGebra e escolha a disposicao Algebra e Grificos,

Com a ferramenta <Reta Paralela> crie uma reta paralela d ao eixo OX,

. Com a ferramenta <Novo Ponto> crie um ponto () sobre a reta d ¢ um ponto F' nio

pertencente a reta d,

Com a ferramenta <Mediatriz> crie a mediatriz dos pontos () e F,

. Com a ferramenta <Reta perpendicular> crie uma reta perpendicular a reta d passando

pelo ponto @),

Com a ferramenta <Intersecao de dois Objetos> marque o ponto de intersecdo P da
mediatriz e a reta perpendicular,

. Com a ferramenta <Segmento definido por dois pontos> ligue os pontos ' e P, criando

o segmento [y, € 0s pontos () e P, criando o segmento /5 e escolha o estilo tracejado
para os segmentos.

. Esconda a reta diretriz, a reta perpendicular e os eixos coordenados.

. Clique com o botao esquerdo no ponto P e escolha a op¢do <Habilitar Rastro>.

Salve o arquivo parabola.ggb.
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