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Resumo 

Atualmente, verifica-se um interesse crescente de grupos de pesquisa pelos 

sistemas híbridos, em particular no que diz respeito aos sistemas chaveados. Diante da 

necessidade de se desenvolver ferramentas que possam auxiliar os trabalhos nessa área, 

principalmente na análise de estabilidade, nesta tese de doutorado é proposto um novo 

campo de análise de estabilidade de sistemas chaveados baseado na determinação de um 

objetivo principal do sistema. Baseado nesta proposta, existe a possibilidade de que os 

subsistemas tenham pontos de equilíbrio diferentes, ou até que alguns deles sejam 

instáveis. De acordo com esta abordagem, apenas o subsistema principal precisa ser 

globalmente assintoticamente estável. No entanto, ao ser realizado o chaveamento, a 

estabilidade de Lyapunov muitas vezes não se aplica, visto que, para os sistemas 

chaveados, a norma das variáveis de estado do sistema pode crescer temporariamente. 

Assim, uma alternativa à estabilidade de Lyapunov é a estabilidade prática, voltada às 

aplicações, que está baseada em uma abordagem mais quantitativa. Neste contexto, são 

abordados os sistemas quasi-estáveis, nos quais as condições da estabilidade de 

Lyapunov são atendidas após um tempo τ. Para tanto, nesta tese são propostas uma 

definição de quasi-estável e duas proposições com condições suficientes do tipo 

Lyapunov para este tipo de estabilidade. Adicionalmente, são apresentadas neste 

trabalho três proposições, que devem auxiliar na análise de estabilidade de um número 

significativo de sistemas que apresentem essa característica de objetivo de controle 

principal, ainda que no caso de controle chaveado não-linear. As contribuições deste 

trabalho são ilustradas mediante a apresentação de simulações e resultados 

experimentais. Tais resultados abrangem a área de controle de processos químicos e 

navegação de robôs móveis. 

 

Palavras-chave: sistemas chaveados; sistemas híbridos; controle não-linear; quasi-

estabilidade; estabilidade prática; estabilidade de Lyapunov.  
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Abstract 

Nowadays, a growing interest of research groups for hybrid systems can be seen, 

especially for the switched systems. Due to the need to develop tools that can assist the 

work in this area, mainly in sense of the stability analysis, in this PhD thesis is proposed 

a new field of stability analysis of switched systems based on the choice of a main 

objective for the system. As a result of this proposal, there is the possibility that 

subsystems may have different points of equilibrium, or even some of them can be 

unstable. According to this approach, only the main subsystem needs to be globally 

asymptotically stable. However, when the switching is performed, the Lyapunov 

stability is often inappropriate, since the norm of state variables may temporarily grow 

for the switched systems. Thus, an alternative to Lyapunov stability is the practical 

stability, focused to applications, which is based on a quantitative approach. In this 

context, this work addresses the quasi-stable systems, which are systems that met the 

Lyapunov condition after a time τ. In this way, this PhD thesis proposes a definition of 

quasi-stable and two propositions with sufficient conditions for this kind of stability.  

Additionally, in this work, three propositions are presented, which should help in the 

stability analysis of a significant number of systems with the main control objective 

characteristic, including the case of nonlinear switched control. The contributions of this 

work are illustrated by the presentation of simulations and experimental results. These 

results cover the control of chemical processes and mobile robot navigation areas.   

Keywords: switched systems; hybrid systems; nonlinear control; quasi-stability; 

practical stability; Lyapunov stability. 
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Capítulo 1: Introdução 

 

De acordo com [1], um sistema chaveado pode ser definido como um sistema 

dinâmico híbrido consistindo de uma família de subsistemas contínuos no tempo e uma 

regra de chaveamento entre eles. O termo “híbrido” é comumente encontrado em 

diversas áreas com significados diferentes, como em [2-4], cujo termo representa a 

interação entre dinâmicas contínuas e discretas, enquanto que, para robótica móvel o 

mesmo termo pode ser aplicado para sistemas com características de reação e 

deliberação [5]. Neste trabalho o termo “híbrido” é empregado como apresentado em 

[6], que define um sistema híbrido como um conjunto de processos contínuos ou 

discretos no tempo agregados com alguma lógica ou processo de tomada de decisão. 

Aqui é acrescentado nesta definição que cada processo deverá ser diferente dos demais. 

Um exemplo de sistema de controle chaveado com n controladores é ilustrado na Figura 

1. 

 

Figura 1. Exemplo de um sistema de controle chaveado. 

A teoria de sistemas híbridos é uma área de pesquisa bem estabelecida, com 

contribuições de várias comunidades de pesquisa, como engenharias, matemática e 

ciência da computação [7], contando com muitas aplicações práticas na área de 
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chaveamento de controladores, presentes há alguns anos no mercado, a destacar: (i) 

controle de sistemas mecânicos [8]; (ii) indústria automotiva [9]; (iii) indústria 

aeronáutica [10, 11]; (iv) controle de tráfego [12, 13], com destaque para o tráfego aéreo 

[14, 15]; (v) sistemas de potência [16, 17]; (vi) redes de distribuição elétrica [18]; (vii) 

navegação de robôs móveis [19]; (viii) controle adaptativo chaveado [19, 20]. 

Aliado à grande evolução na área de sistemas chaveados, observada por muitos 

pesquisadores, pode-se perceber um crescimento significativo de aplicações de sistemas 

chaveados na área de controle [1], principalmente no contexto adaptativo [20] e de 

análise de estabilidade [21], dando origem ao nicho de pesquisa de sistemas de controle 

chaveados, amplamente explorado em pesquisas científicas e frequentemente tema de 

seções de congressos e artigos convidados, evidenciando a abrangência dessa linha de 

pesquisa. Um exemplo disto pode ser verificado na revista Automatica, Volume 47, 

Issue 1, de janeiro de 2011, na qual mais de 25% dos artigos publicados se referem a 

algum tipo de chaveamento entre controladores. 

Apesar de os sistemas chaveados, na maneira como são apresentados hoje, 

constituírem uma área de pesquisa relativamente recente, vários sistemas de controle já 

apresentavam algum tipo de chaveamento entre seus controladores, dentre os quais se 

destaca o controle por modos deslizantes [22], que muitas vezes não é enquadrado na 

área de sistemas de controle chaveados, porém é frequentemente aplicado combinado 

com técnicas dessa área, como em [23-27]. Outros exemplos de sistemas concebidos 

anteriormente aos sistemas chaveados, mas que apresentam algum tipo de chaveamento 

em suas estruturas, são os sistemas sob influência de distúrbios [28, 29], saltos 

Markovianos [30, 31], sistemas baseados em modos de controle [32] e sistemas 

impulsivos [33, 34].   

Muitos são os fatores que influenciaram a evolução rápida da área de sistemas de 

controle chaveados. Dentre eles, destaca-se a redução da complexidade do projeto ou 

modelagem de sistemas. Isso se dá porque geralmente problemas complexos são mais 

facilmente resolvidos quando decompostos em problemas menores. Dessa forma, um 

sistema de controle complexo pode ser substituído por alguns subsistemas mais simples 

e uma regra de chaveamento que determina a escolha do subsistema mais adequado em 

cada momento.  



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

14 
 

Outro fator, também importante, para a evolução da área de sistemas chaveados 

advém da constatação que muitos sistemas encontrados na prática exibem um 

chaveamento entre vários subsistemas, que são dependentes de muitos fatores 

ambientais. Exemplos destes sistemas são apresentados em [35, 36]. Sendo assim, 

conforme a definição supracitada, sua análise e projeto podem ser obtidos por meio do 

uso de ferramentas desenvolvidas para os sistemas chaveados. 

Além disso, diferente dos casos em que o uso de sistemas de controle chaveados é 

escolha do projetista, alguns sistemas não podem ser assintoticamente estabilizados por 

uma única lei de controle realimentada continuamente. Um exemplo desses sistemas é 

apresentado em [37], onde é demonstrado matematicamente que existem sistemas que 

só podem ser assintoticamente estabilizados mediante o emprego de sistemas híbridos. 

Em comparação com os sistemas híbridos que tem como ferramenta de agregação 

dos subsistemas a fusão de dados, técnica amplamente utilizada em controle, 

principalmente no contexto da robótica com os filtros de Kalman e suas variações, os 

sistemas chaveados de controle possuem como principais vantagens a facilidade de 

implementação e geralmente uma maior facilidade na análise da estabilidade do sistema. 

Essa última vantagem é ainda mais evidenciada quando é feito uso de subsistemas 

instáveis ou com pontos de equilíbrio diferentes. Na maioria dos casos, mesmo cada 

subsistema sendo globalmente assintoticamente estável, existe apenas evidências 

experimentais que o sistema é assintoticamente estável, não sendo possível garantir tal 

estabilidade do mesmo. 

Entretanto, o desempenho dos sistemas que fazem uso de técnicas de fusão é 

normalmente superior em relação ao desempenho dos sistemas chaveados, uma vez que 

a fusão normalmente leva a uma trajetória mais suave das variáveis de estado, quando 

comparado com o chaveamento. Vale ressaltar que, geralmente, quanto maior for a 

frequência do chaveamento, o desempenho desse sistema tende ao mesmo desempenho 

da fusão. Exemplos de aplicações do Filtro de Kalman e suas variações (Filtro de 

Informação e α-β) no contexto da robótica podem ser encontrados em [38-46]. 

Verifica-se, facilmente, que as contribuições oriundas da área de sistemas de 

controle chaveados são importantes. Entretanto, o desempenho de um sistema chaveado 

pode ser muito influenciado pela escolha dessa regra de chaveamento, bem como pelo 
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projeto de cada subsistema. Nesse contexto, é necessário o desenvolvimento de 

ferramentas que auxiliem na avaliação desse tipo de sistema, como análise de 

estabilidade [1, 21], controlabilidade [47, 48] e observabilidade [21]. O grande avanço 

dessa área é representado, em grande parte, pelo significativo desenvolvimento dessas 

ferramentas, com grande destaque para a análise de estabilidade. 

O grande foco das comunidades de pesquisa de sistemas de controle chaveados na 

análise da estabilidade advém da grande influência que a regra de chaveamento pode 

exercer sobre o sistema, podendo ser citados dois exemplos: (i) um sistema formado 

apenas por subsistemas globalmente assintoticamente estáveis pode se tornar instável a 

depender da regra de chaveamento empregada, mesmo no caso em que todos os 

subsistemas tenham o mesmo ponto de equilíbrio, sendo um exemplo desse tipo de 

sistema apresentado na Figura 2; (ii) um sistema chaveado formado apenas por 

subsistemas instáveis pode se tornar globalmente assintoticamente estável a depender de 

cada subsistema e da regra de chaveamento aplicada, sendo que nesse caso o 

chaveamento é conhecido como estabilizante, e um exemplo desse tipo de sistema é 

apresentado na Figura 3. 

 

Figura 2. (a) (b) Exemplos de espaço de estados de sistemas assintoticamente estáveis; (c) 
espaço de estados de um sistema assintoticamente estável obtido a partir do chaveamento 
de (a) e (b); (d) espaço de estados de um sistema instável obtido a partir do chaveamento 

de (a) e (b). (adaptada de [1]) 
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Figura 3. (a) (b) Exemplos de espaço de estados de sistemas instáveis; (c) espaço de estados 
de um sistema assintoticamente estável obtido a partir do chaveamento de (a) e (b). 

(adaptada de [1]) 

Segundo [1], os problemas básicos de estabilidade e projeto de sistemas 

chaveados podem ser divididos em três categorias: 

 Estabilidade de sistemas com chaveamento arbitrário; 

 Estabilidade de sistemas para classes de funções de chaveamento; 

 Construção de sequências de chaveamento estabilizantes; 

Cada uma dessas categorias é melhor abordada na sequência do texto, e suas 

principais características e estado da arte na área são apresentados. 

A idéia básica da estabilidade de sistemas com chaveamento arbitrário consiste 

em encontrar condições que garantam que o sistema chaveado é assintoticamente 

estável para qualquer função de chaveamento. Nesse caso, um sistema poderá ser 

composto de vários subsistemas cujas funções são projetadas para atender diferentes 

aspectos, e o chaveamento entre eles pode ser aplicado, dentro de certas restrições, sem 

o risco de tornar o sistema instável. 

Nessa linha de pesquisa todos os subsistemas devem ser assintoticamente estáveis 

e possuir o mesmo ponto de equilíbrio, no entanto, como já citado, essa condição não é 

suficiente para garantir a estabilidade do sistema. Na maioria dos trabalhos encontrados 

até o momento o chaveamento precisa ser lento (frequência baixa) devido aos efeitos 

transitórios do chaveamento. Dessa forma, os esforços de diversos grupos de pesquisa 

são concentrados na elaboração de sistemas rápidos ou independentes da frequência de 

chaveamento. A principal técnica encontrada nessa área consiste em encontrar uma 

função de Lyapunov comum a todos os subsistemas, o que na maioria dos casos só é 

possível quando todos os subsistemas são lineares, restringindo as possibilidades de 

aplicação, embora haja trabalhos com essa teoria para sistemas não-lineares [49] e que 
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não usam as funções comuns de Lyapunov para chaveamento arbitrário, como em [50]. 

Mais detalhes sobre a Função Comum de Lyapunov em sistemas chaveados são 

apresentados no capítulo 3. 

Na linha de estabilidade de sistemas para classes de sinais de chaveamento o foco 

é identificar para quais classes de chaveamento o sistema é assintoticamente estável. 

Está claro que na área de chaveamento arbitrário, a estabilidade assintótica é garantida 

por meio da análise dos subsistemas, enquanto que nesta área o próprio chaveamento é 

analisado para verificar a estabilidade assintótica. 

Em estabilidade para determinadas classes de chaveamento normalmente assume-

se que todos os subsistemas são assintoticamente estáveis e possuem o mesmo ponto de 

equilíbrio. A solução básica para este tipo de chaveamento é o uso de sistemas lentos 

(frequência de chaveamento baixa), nos quais é determinada qual a maior frequência de 

chaveamento admitida ou em que condições o chaveamento é permitido. As principais 

técnicas aplicadas nesta área são as Funções Múltiplas de Lyapunov [51] e suas 

variações. Nesta técnica admite-se que os subsistemas poderão ser não-lineares, no 

entanto, seu uso ainda é muito restrito ao chaveamento lento. As técnicas Funções 

Múltiplas de Lyapunov e suas variações, conhecidas como Tempo de Chaveamento e 

Tempo de Chaveamento Médio, são apresentadas com maior detalhe no Capítulo 3. 

Diferente das demais áreas apresentadas, na construção de sequências de 

chaveamento estabilizantes admite-se o uso de controladores instáveis. Entretanto, fica 

evidente que se pelo menos um dos subsistemas for assintoticamente estável, a solução 

para o problema é trivial, com o sinal de chaveamento constante nesse subsistema. 

Segundo [1], essa área é mais aplicável para projeto de sistemas do que para análise de 

estabilidade, uma vez que seu uso geralmente é realizado caso a caso, existindo poucos 

esforços na tentativa de apresentar uma teoria que englobe uma quantidade significativa 

de sistemas, justificados pela dificuldade apresentada nesta tarefa. 

No tocante aos sistemas chaveados, nesta tese de doutorado são apresentadas três 

proposições, com suas respectivas provas, que visam auxiliar no projeto e análise de 

estabilidade de sistemas de controle chaveados. Nessas proposições assume-se que o 

sistema é formado por um subsistema globalmente assintoticamente estável segundo 

Lyapunov, dito como principal, e outros subsistemas contínuos no tempo que podem ser 
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assintoticamente estáveis ou até mesmo instáveis, podendo ainda possuir pontos de 

equilíbrio diferentes, ditos como secundários. Nesse contexto, assume-se como objetivo 

do sistema o objetivo principal, ou seja, o ponto de equilíbrio do sistema chaveado é o 

mesmo do subsistema principal. Todavia, é admitido que haja chaveamentos para os 

subsistemas secundários, por qualquer motivo de interesse do projetista. 

Com efeito, analisando a classificação apresentada em [1], percebe-se que as 

proposições aqui apresentadas não possuem as características de nenhuma das áreas de 

pesquisa apresentadas naquele artigo. Após uma busca exaustiva, não foram 

encontrados trabalhos com proposições semelhantes às aqui apresentadas, nas quais é 

empregado um subsistema principal e permitido o chaveamento para objetivos de 

controle diferentes ou subsistemas instáveis. A expressão “objetivos de controle 

diferentes” é muito encontrada em sistemas chaveados, porém, diferente da maneira 

abordada aqui, essa expressão não significa pontos de equilíbrio diferentes, ela é 

frequentemente usada para designar subsistemas diferentes com o mesmo ponto de 

equilíbrio, como apresentada em [7, 52, 53]. 

Dessa forma, é proposta nesta tese de doutorado uma nova classificação dos 

problemas básicos da análise de estabilidade em sistemas de controle chaveados. Tal 

classificação é baseada naquela apresentada por [1] e está ilustrada na Figura 4, 

enfatizando as principais características de cara área. De acordo com essa classificação, 

as proposições apresentadas neste trabalho estão contidas na área de estabilidade de 

sistemas com objetivo de controle principal. 
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Figura 4. Classificação proposta para os problemas básicos encontrados na análise de 
estabilidade de sistemas de controle chaveados. 

No entanto, para a maioria dos sistemas chaveados o conceito de estabilidade de 

Lyapunov não pode ser aplicado, mesmo quando a trajetória das variáveis de estado 

tende ao ponto de equilíbrio do sistema. Isso acontece porque na definição de 

estabilidade de Lyapunov é assumido que existe um conjunto compacto que contém as 

trajetórias das variáveis de estado do sistema. Em sistemas chaveados, muitas vezes não 

é possível garantir a existência desse conjunto compacto, uma vez que tal trajetória pode 

temporariamente se afastar da origem. Esta característica também pode ser observada 

nos sistemas perturbados ou sob influência de distúrbios externos, como mostrado na 

Figura 5. 

 

Figura 5. Exemplo de trajetórias das variáveis de estados de sistemas que tendem à origem 
e não são estáveis segundo a definição de Lyapunov: (a) sistemas com distúrbios externos; 

(b) sistemas perturbados; (c) sistemas chaveados. 
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Deve-se destacar que, apesar de o estudo da estabilidade ser o principal interesse 

da teoria de controle [54], um sistema pode ser estável na teoria, mas ser inútil na 

prática por causa do desempenho transitório indesejado [54-58]. Outro fator que pode 

levar um sistema assintoticamente estável na teoria a ser instável na prática é o domínio 

atrator, que pode não ser grande o suficiente para determinados estados. 

Por outro lado, o estado desejado do sistema pode ser instável de acordo com o 

conceito clássico de estabilidade e ainda oscilar suficiente próximo desse estado, tendo 

um desempenho aceitável na prática [56-62]. 

Segundo [63], a teoria de Lyapunov é frequentemente adequada para sistemas 

com aplicações práticas, mas em alguns casos, como grandes valores de estado, o 

desempenho do sistema pode ser inaceitável. Somado ao fato de que muitas vezes se 

está interessado apenas nos limites das trajetórias dos sistemas [54], pode ser útil 

analisar a estabilidade destes sistemas apenas em subespaços do estado [55]. 

Na década de 60, LaSalle [64] e Weiss [65] introduziram o conceito de 

estabilidade prática. Esse conceito permitiu formalizar a estabilidade de sistemas já 

usados, proporcionando uma análise quantitativa ao invés da abordagem qualitativa de 

Lyapunov [56-58, 66], estando baseado principalmente nos limites das trajetórias das 

variáveis de estado, tempo de execução finito dos experimentos ou análise da 

estabilidade em subespaços de interesse. No entanto, os limites aceitáveis para que um 

sistema seja considerado estável na prática podem variar muito em cada caso, tornando 

o conceito de estabilidade prática muitas vezes frágil, o que é uma consequência da sua 

forte motivação prática. 

Quando o sistema atende às condições da estabilidade clássica apenas após um 

tempo η, também é caracterizado um tipo de estabilidade prática, sendo o sistema 

denominado quasi-estável. A definição de quasi-estável, proposta neste trabalho, é 

menos restritiva que a estabilidade de Lyapunov e mais restritiva que a definição de 

praticamente estável, dessa forma, a definição de quasi-estável pode se tornar uma boa 

solução de compromisso entre as abordagens quantitativa e qualitativa. 

Apesar de o termo "quasi" ser amplamente empregado na estabilidade prática, 

como em [61, 62, 65, 67], após ampla revisão bibliográfica foi encontrada apenas a 

definição de quasi-assintoticamente estável, não sendo encontrados trabalhos que 
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apresentem a definição de quasi-estável, tampouco condições suficientes ou necessárias 

para este tipo de estabilidade. Dessa forma, nesta tese são apresentadas outras duas 

proposições referentes a estes sistemas, sendo as mesmas condições suficientes do tipo 

Lyapunov para sistemas quasi-estáveis. Para tanto, uma definição de quasi-estável é 

proposta, levando em conta a definição de quasi-assintoticamente estável apresentada 

em [67] e as definições de estabilidade de Lyapunov apresentadas em [67, 68]. 

As cinco proposições apresentadas neste trabalho são abordadas com grande 

detalhe no Capítulo 4. As duas primeiras referem-se à estabilidade de sistemas quasi-

estáveis e servem de base para as outras três. Naquelas duas proposições são 

apresentados critérios do tipo Lyapunov para sistemas que atendem às condições de 

Lyapunov após um tempo η. 

Para o caso dos sistemas chaveados abordados neste trabalho, η expressa o tempo 

a partir do qual a função de Lyapunov do controlador principal seja sempre menor que 

seu valor inicial, mesmo que haja chaveamentos antes ou depois desse tempo. Isso pode 

ser obtido tanto com restrições ao sinal de chaveamento quanto com um sinal de 

chaveamento qualquer, incluindo restrições nos subsistemas. 

Nas terceira e quarta proposições, que são referentes ao chaveamento de 

controladores, são apresentadas condições tanto para os subsistemas quanto para os 

sinais de chaveamento, visando, dessa forma, a demonstrar a estabilidade ou a 

estabilidade assintótica do sistema. Nessas proposições não há restrições quanto à 

frequência do sinal de chaveamento, sendo observado apenas o tempo total que o 

sistema fica chaveado em cada subsistema. 

A quinta e última proposição pode ser classificada no grupo de chaveamento lento 

de controladores. Nela é estabelecido o quanto a função de Lyapunov do sistema deverá 

ter caído após o tempo η mencionado nas primeiras proposições para que o sistema seja 

quasi-assintoticamente estável, mesmo quando há chaveamento para outros 

subsistemas. Um exemplo de aplicação imediata dessa proposição é a criação de um 

sistema supervisório para controlar o chaveamento do sistema e garantir a estabilidade 

do mesmo. 

Esta tese de doutorado está organizada na forma apresentada a seguir: no Capítulo 

2 são apresentados os objetivos deste trabalho; no Capítulo 3 é apresentada a revisão 
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bibliográfica, mostrando as principais técnicas de análise de estabilidade de sistemas de 

controle chaveados; no Capítulo 4 são apresentadas as proposições e provas, 

representando e ilustrando as contribuições deste trabalho; os resultados desta tese, 

envolvendo navegação de robôs móveis e controle de processos químicos, são 

apresentados no Capítulo 5; no Capítulo 6 são apresentadas as conclusões, as 

contribuições desta tese e apontados possíveis trabalhos futuros; finalmente são 

apresentadas as referências bibliográficas. 
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Capítulo 2: Escopo e Objetivos do 

Trabalho 

Diante da relevância dos sistemas de controle chaveados, conforme abordado no 

capítulo 1, faz-se necessário investigar a estabilidade desses sistemas, a que se propõe 

este trabalho, cujo escopo é apresentado na seção 2.1 e os objetivos geral e específicos 

são apresentados nas seções 2.2 e 2.3, respectivamente.  

2.1. Definição do Escopo 

O escopo deste trabalho consiste em abordar a estabilidade de sistemas de 

controle chaveados que possuam a característica de objetivo de controle principal, aqui 

proposta, buscando o desenvolvimento de ferramentas matemáticas para auxiliar no 

projeto e análise de estabilidade de sistemas que possuam essa característica. Como o 

conceito de estabilidade clássica normalmente não se aplica aos sistemas chaveados, 

neste trabalho são propostos e estudados os sistemas quasi-estáveis.   

2.2. Objetivo Geral 

O objetivo geral desta tese de doutorado é o desenvolvimento de ferramentas 

matemáticas que possam auxiliar na análise da estabilidade de sistemas quasi-estáveis, 

com foco nos sistemas de controle chaveados. Para tanto, nesse trabalho, são 

apresentadas cinco proposições, assim como suas respectivas demonstrações 

matemáticas, sendo duas mais gerais, sobre quasi-estabilidade, e outras três mais 

específicas para a análise de estabilidade de sistemas chaveados, abrangendo desde 

chaveamentos lentos até chaveamentos independentes da frequência, bem como poderão 

ser utilizadas para guiar o projeto de sistemas chaveados com objetivo de controle 

principal. 
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2.3. Objetivos Específicos 

São objetivos específicos deste trabalho: 

 Realizar uma ampla revisão bibliográfica a respeito de sistemas de 

controle chaveados e estabilidade prática; 

 Avaliar o estado da arte a respeito da análise de estabilidade de sistemas 

chaveados; 

 Avaliar o estado da arte no tocante aos sistemas quasi-estáveis; 

 Propor e demonstrar matematicamente ferramentas que possam auxiliar na 

análise de estabilidade desses sistemas chaveados; 

 Desenvolver ferramentas que possam auxiliar na análise de um número 

significativo de sistemas; 

 Realizar simulações e testes experimentais envolvendo as ferramentas 

desenvolvidas; 
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Capítulo 3: Revisão Bibliográfica 

 

Este capítulo é dedicado à apresentação da revisão bibliográfica sobre a área de 

sistemas de controle chaveados e sistemas quasi-estáveis, mostrando o estado da arte e 

os principais problemas, soluções e linhas de pesquisa dentro dessas áreas. Para tanto, 

este capítulo foi organizado da seguinte forma: primeiro é apresentada uma revisão 

geral, realizada com artigos e livros, tanto clássicos quanto modernos, das áreas citadas, 

e em seguida são apresentadas, em cada seção, as principais contribuições destas áreas e 

a formulação matemática do problema. 

O grande interesse da comunidade científica pela área de sistemas de controle 

chaveados é evidenciado na publicação regular de artigos de revisão em revistas 

conceituadas da área de controle. Esses artigos são geralmente justificados pela 

importância de se apresentar as principais contribuições recentes na área, como forma 

de consolidar os principais avanços e atrair novos esforços para o controle chaveado. 

Grande parte dos artigos de revisão a respeito de sistemas de controle chaveados trata 

apenas do caso linear, que é mais amplamente estudado, como em [6, 69-71]. No 

entanto, apesar de complexo, o caso não-linear também é amplamente abordado nos 

artigos de revisão, como em [1, 72]. 

No campo de análise de estabilidade de sistemas de controle chaveados, tema 

abordado nesta tese de doutorado, os trabalhos [1, 71] dividiram o problema da análise 

de estabilidade desses sistemas em três problemas principais: (i) chaveamento arbitrário, 

(ii) restrição do sinal de chaveamento e (iii) chaveamento estabilizante. 

No caso do chaveamento arbitrário [73, 74], a ferramenta mais comumente 

aplicada consiste em encontrar uma função de Lyapunov comum a todos os 

subsistemas, que devem ser assintoticamente estáveis e possuir o mesmo ponto de 

equilíbrio. As ferramentas desenvolvidas com esse intuito são, em sua maioria, 
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aplicáveis apenas a sistemas lineares, como em [33, 75]. Entretanto, os casos não-

lineares passaram a ser abordados no desenvolvimento destas ferramentas, assim como 

mostrado em [49]. Uma abordagem mais detalhada a respeito das Funções Comuns de 

Lyapunov é apresentada na seção 3.2. 

Em [75] foi proposto uma condição conhecida como Lie-algebraic, para sistemas 

lineares invariantes no tempo, com a qual é mostrado que quando a álgebra de Lie das 

matrizes de estados dos subsistemas é solucionável, então existe uma função quadrática 

de Lyapunov comum a todos os subsistemas e, dessa forma, o sistema chaveado é 

assintoticamente estável sob um chaveamento arbitrário. O uso dessa condição também 

foi aplicado em [73, 76]. A estabilidade quadrática corresponde a um tipo particular de 

estabilidade exponencial e é frequentemente abordada em sistemas de controle 

chaveados, como em [7, 77].   

Em relação à restrição do sinal de chaveamento, a principal abordagem aplicada 

compreende o chaveamento lento [28, 33, 78, 79]. Assim como no caso das funções 

comuns de Lyapunov, a maior parte dos trabalhos encontrados podem ser aplicados para 

sistemas compostos apenas por subsistemas assintoticamente estáveis, e com o mesmo 

ponto de equilíbrio. No entanto, em [80] essa abordagem foi usada em sistemas com 

alguns subsistemas instáveis, considerando que estes sejam pouco ativados em relação 

aos demais. As duas principais ferramentas no tocante ao chaveamento lento são o 

Tempo de Permanência (dwell time) [81, 82] e o Tempo de Permanência Médio 

(average dwell time) [29, 34, 79, 83-86]. Ambas são abordadas com maior detalhe nas 

seções 3.3 e 3.4, respectivamente. 

Outra abordagem, mais geral, amplamente usada em sistemas chaveados com 

chaveamento lento é conhecida como Funções Múltiplas de Lyapunov [51, 84, 85]. Tal 

abordagem é comumente aplicada quando todos os subsistemas são assintoticamente 

estáveis segundo Lyapunov e possuem o mesmo ponto de equilíbrio. Quando não são 

consideradas as abordagens baseadas em tempo de permanência em cada subsistema, as 

funções múltiplas de Lyapunov são geralmente aplicadas, determinando quando um 

chaveamento pode ocorrer observando o comportamento das funções de Lyapunov de 

cada subsistema. Por ser amplamente usada, essa ferramenta será apresentada mais 

detalhadamente na seção 3.5. 
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Em muitos casos a construção de uma família de funções de Lyapunov representa 

uma tarefa complexa. Nesses casos, se focados no caso linear, o uso de funções do tipo 

Lyapunov por partes pode se tornar atrativo [71]. Isso se dá devido à facilidade 

normalmente maior de se encontrar funções que atendam aos critérios de Lyapunov 

apenas em determinadas regiões. Assim, o chaveamento para determinado subsistema é 

apenas realizado dentro dessas regiões. Essa ferramenta é conhecida como piecewise 

Lyapunov functions e são abordadas para sistemas de controle chaveados em [87, 88]. 

Em [89] é apresentada uma proposta de chaveamento estabilizante de sistemas 

lineares invariantes no tempo, considerando que todos os subsistemas são instáveis. O 

caso da estabilidade quando apenas alguns subsistemas são instáveis é mais usualmente 

abordado considerando que o tempo em que um subsistema instável estará ativado é 

muito pequeno em relação ao tempo total do experimento, como em [83, 85]. 

Um conceito amplamente usado em sistemas de controle chaveados é o ISS (do 

inglês: input-to-state stability) conhecido em português como “estabilidade entrada para 

o estado” ou “estabilidade entrada estado”. Com essa ferramenta é possível analisar a 

estabilidade de sistemas com perturbações conhecidas. O fato de o chaveamento ser 

muitas vezes considerado como uma perturbação, ou de o mesmo ser usado para 

modelar perturbações, evidencia as possibilidades de aplicações da estabilidade entrada 

estado para os sistemas de controle chaveados. Esse tipo de estabilidade é abordado em 

[3, 20, 29, 34, 79, 90-93]. 

Diante da necessidade de analisar a estabilidade na presença de perturbações no 

contexto de sistemas chaveados, bem como distúrbios externos e imprecisões, vários 

trabalhos têm sido propostos com a apresentação de ferramentas que possam auxiliar 

nessa linha. No caso da análise de estabilidade na presença de distúrbios, algumas 

dessas contribuições podem ser encontradas em [28, 29, 72, 81, 85, 90, 94]. No tocante 

a análise de estabilidade de sistemas imprecisos, algumas das ferramentas propostas 

podem ser encontradas em [20, 51, 72, 87, 95]. Essa linha de pesquisa tem avançado 

significativamente, apesar dessa restrição ainda ser mais amplamente abordada na 

proposição de métodos de medição mais adequados a cada aplicação, como em [96-99]. 

A quantidade de artigos encontrados para análise de estabilidade na presença de 

perturbações, distúrbios externos ou imprecisões, e considerando a qualidade dos 
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periódicos que os mesmos têm sido publicados, pode ser considerada como indicativo 

de que este é um campo de aplicação promissor dos sistemas de controle chaveados. 

Particularmente em relação aos sistemas incertos, nota-se um grande campo de 

atuação na área de controle que trata de sistemas nos quais a observação da saída é 

limitada. Dentre as limitações mais abordadas estão o tempo de atraso e quantização da 

medida, sendo este último o mais abordado. Nesta revisão bibliográfica foi encontrada 

uma grande quantidade de artigos abordando a quantização da medição para os sistemas 

chaveados, embora a maioria deles seja de um mesmo autor, como em [72, 90, 92, 100-

103]. Um exemplo prático de medição quantizada na indústria que pode fazer uso desse 

tipo de abordagem é apresentado em [104]. Outra possível abordagem dos sistemas 

incertos seria o caso da quantização da saída de controle, que pode afetar o desempenho 

do sistema, como observado nos resultados apresentados em [105, 106], oriundos da 

comparação entre a navegação de um robô móvel feita por pessoas e por um sistema de 

controle híbrido.  

Frequentemente, descontinuidades nas variáveis de estado são tratadas como 

distúrbios. No entanto, a ocorrência de “pulos” na trajetória das variáveis de estados 

pode estar associada a outras causas, sobretudo nos sistemas chaveados. Como esse 

comportamento normalmente influencia muito no desempenho do sistema, são 

necessários esforços no estudo da estabilidade de sistemas impulsivos. Nos artigos [33, 

34, 107] são apresentados sistemas de controle chaveados impulsivos, bem como em 

[108] é apresentado o uso de sistemas chaveados como forma de modelar impulsos 

diferenciais adicionados ao sistema. 

Por se tratar de uma área de interesse científico relativamente novo, alguns 

conceitos já amplamente aplicados em controle, passaram a ser aplicados em controle 

chaveado nas últimas duas décadas. Entre esses conceitos podem ser destacados: 

observabilidade [21, 109, 110], controlabilidade [48, 111], inversibilidade [111-114] e, 

mais especificamente no caso discreto, alcançabilidade [48, 111, 115]. 

A definição de controle ótimo também é estendida para os sistemas de controle 

chaveados, com a qual se estabelece um parâmetro conveniente e se determina em que 

condições esse parâmetro é ótimo. O uso de controle chaveado ótimo é abordado em 

[69, 73, 116].  
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Dentre as aplicações dos sistemas de controle chaveados destacam-se o controle 

supervisório e os sistemas adaptativos, principalmente com os dois associados. Segundo 

[1] o controle adaptativo representa uma das principais aplicações dos sistemas 

chaveados. O uso de sistemas chaveados para o controle adaptativo é abordado em [20, 

29, 82, 117]. Já as aplicações de controle supervisório podem ser encontradas em [20, 

29, 72, 82, 95]. 

Vu e Liberzon propuseram em seu trabalho [82] a análise de estabilidade de um 

sistema de controle com dois chaveamentos assíncronos, no qual os chaveamentos 

influenciam um ao outro. Nessa revisão bibliográfica não foi encontrado nenhum outro 

artigo com essa abordagem. Para demonstração da estabilidade desse sistema foi usado 

o chaveamento lento, baseado em Tempo de Permanência. A principal aplicação 

indicada para esse tipo de chaveamento é o sistema de controle supervisório adaptativo.         

Em [79, 80, 84] são apresentados sistemas de controle chaveados estocásticos, nos 

quais é analisada a estabilidade de sistemas chaveados, dada a probabilidade de ocorrer 

um chaveamento. A maioria dos trabalhos nessa linha faz uso das técnicas average 

dwell time ou do dwell time para mostrar que abaixo de certa probabilidade de 

ocorrência de chaveamento o sistema é assintoticamente estável. 

No entanto, a maioria dos sistemas chaveados não atende as condições para a 

estabilidade no sentido de Lyapunov, visto que, para esses sistemas, a norma das 

variáveis de estado do sistema pode crescer temporariamente devido ao chaveamento. 

Nesses casos, os sistemas podem tender a origem e ainda assim não serem estáveis 

segundo o conceito de Lyapunov. 

Apesar de a teoria de Lyapunov ser frequentemente adequada para sistemas com 

aplicações práticas [63], muitas vezes se está interessado apenas nos limites das 

trajetórias dos sistemas [54], bem como pode ser útil analisar a estabilidade destes 

sistemas apenas em subespaços do estado [55]. Além disso, em alguns casos, como 

grandes valores de estado, o desempenho de um sistema estável segundo Lyapunov 

pode ser inaceitável [63], dando margem a definições de outros tipos de estabilidade, 

como no caso da estabilidade prática. 

Esse conceito de estabilidade foi introduzido na década de 60 por LaSalle [64] e 

Weiss [65], e é baseado principalmente nos limites das trajetórias das variáveis de 
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estado, tempo de execução finito dos experimentos ou análise da estabilidade em 

subespaços de interesse. Dessa forma foi possível formalizar a estabilidade de sistemas 

já usados, proporcionando uma análise quantitativa ao invés da abordagem qualitativa 

de Lyapunov [56-58, 66]. 

Em [118-121] são apresentadas as definições de estabilidade prática mais aceitas 

na comunidade científica. Entretanto, esse tipo de estabilidade está fortemente 

relacionado à aplicação em questão, o que tem como consequência a necessidade da 

criação de diversas definições de estabilidade, também relacionadas com os diversos 

tipos de aplicações. São exemplos de tipos de estabilidade prática encontrados na 

literatura: semi-estabilidade [122]; estabilidade semi-global [123, 124]; estabilidade 

eventual [125]; quasi-estabilidade [59]; estabilidade estrita [61]; estabilidade usual 

[126]; estabilidade BIBO [127]; estabilidade prática ISS [128]; estabilidade prática forte 

(sistemas fortemente praticamente estáveis) [129]; e estabilidade 0 [129]. Além disso, 

alguns tipos de estabilidade prática são muitas vezes referidos como estabilidade de 

tempo finito, como em [55, 130]. 

Em sistemas chaveados (foco desta tese de doutorado), bem como nos sistemas 

perturbados ou sob influência de distúrbios externos, muitas vezes não é possível 

garantir a existência de um conjunto compacto que contém a trajetória das variáveis de 

estado, dada uma condição inicial. Isto acontece por que, nestes sistemas, tal trajetória 

pode temporariamente se afastar da origem de forma não previsível, e, dessa forma, o 

conceito de estabilidade de Lyapunov não é aplicável, sendo mais adequada para estes 

casos a estabilidade prática. 

Aplicações de sistemas chaveados que fazem uso da estabilidade prática são 

mostradas em [31, 56, 131-134], enquanto que [57, 130, 135, 136] fazem referência a 

sistemas perturbados que abordam este tipo de estabilidade. No entanto, grande parte 

dos trabalhos envolvendo estabilidade prática trata de sistemas impulsivos, como em 

[60, 125, 126, 129, 136-138], e saltos Markovianos [30, 31]. 

A importância desse tipo de estabilidade é evidenciada na gama de aplicações 

encontradas na literatura científica, com destaque para: sistemas caóticos [138]; 

abordagens estocásticas [135]; sistemas fracionários [54, 139, 140]; sistemas descritores 
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[59]; sistemas politópicos [63]; sistemas descontínuos [55, 57, 130]; e sistemas incertos 

[66]. 

Nesta tese de doutorado é abordada a estabilidade prática, com foco para os 

sistemas quasi-estáveis. Para tanto, foi apresentada uma nova definição para quasi-

estabilidade, considerando a definição de quasi-assintoticamente estável já existente. 

Adicionalmente, são apresentadas nas proposições 1 e 2 deste trabalho condições 

suficientes do tipo Lyapunov para este tipo de estabilidade. Em [122] são apresentadas 

outras condições do tipo Lyapunov para estabilidade prática. 

As demais proposições apresentadas aqui dizem respeito aos sistemas chaveados, 

foco deste trabalho, e foram desenvolvidas com base nas proposições de quasi-

estabilidade apresentada. Sendo assim, na próxima seção é apresentada a formulação 

matemática de um sistema chaveado, bem como nas seções subsequentes são 

apresentados os principais campos estudados na área de sistemas de controle chaveados. 

3.1. Formulação Matemática de um Sistema Chaveado 

Esta seção é dedicada à apresentação da descrição matemática de um sistema 

chaveado. Para tanto, um sistema de controle chaveado será escrito na forma:  

� = �� � , (1)   

em que {fχ: χ  Χ} é uma família de funções, de n → n, suficientemente regulares, 

que é parametrizada por algum índice do conjunto Χ, x é o vetor de dimensão n de 

variáveis de estado do sistema e ζ: [0, ∞) → Χ é uma função constante por partes 

chamada de sinal de chaveamento, que indica qual subsistema está ativo em cada 

instante de tempo. As funções fχ representam cada subsistema do sistema chaveado. 

Outra forma muito comum, e mais usada neste trabalho, para a representação de 

um sistema de controle chaveado é apresentada em (2). 

� =  �1 � ,�2 � ,⋮�� � ,

  (2) 
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em que k representa a quantidade de elementos do conjunto fχ. Esta representação é mais 

usada quando se tem um número de subsistemas pequeno e se pretende explicitar as 

funções de cada um deles.  

É importante ressaltar que é assumido que as variáveis de estado do sistema 

chaveado não apresentam descontinuidades no momento do chaveamento. 

Uma classe particular de (1) amplamente abordada na literatura específica é o 

caso linear. Nos sistemas chaveados lineares assume-se que todos os subsistemas são 

lineares, dessa forma, o sistema pode ser apresentado na forma: 

� = ���, (3)   

em que {Aχ: χ  Χ} é uma família de matrizes que definem cada subsistema. 

3.2. Função Comum de Lyapunov 

É fácil observar que quando todos os subsistemas de (4), 

� = �� � , (4)   

compartilham a mesma função de Lyapunov, ou seja, existe uma função suave V(x) 

radialmente ilimitada e positiva definida, tal que [V(x)].fp(x) < 0 para todo x ≠ 0 e p  

P, então o sistema chaveado (1) é assintoticamente estável para qualquer sinal de 

chaveamento ζ [1]. 

Essa abordagem é considerada muito importante, pois a mesma proporciona tanto 

o projeto, quanto a análise de estabilidade, de sistemas chaveados sem que haja 

restrições quanto ao chaveamento. Dentre as principais aplicações dessa abordagem 

destacam-se os sistemas adaptativos, que podem ser implementados sem o risco de 

tornar o sistema instável em qualquer circunstância.   

A tarefa de se projetar um sistema composto de vários subsistemas em que todos 

eles possuam a mesma função de Lyapunov é na maioria das vezes inviável, 

principalmente nos casos em que os subsistemas são preestabelecidos. Dessa forma, são 

concentrados esforços para determinar condições em que se possa garantir que o sistema 
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chaveado possui uma função comum a todos os subsistemas. Esse tipo de abordagem 

normalmente é aplicado apenas para o caso linear. 

Considerando somente o caso linear, existe uma quantidade expressiva de 

trabalhos que buscam encontrar condições necessárias e suficientes para a existência de 

uma função comum de Lyapunov. No entanto, em vários trabalhos recentes, como nos 

exemplos abordados na revisão apresentada em [71], têm-se procurado abordar um caso 

particular dessas funções, a Função Quadrática Comum de Lyapunov. A estabilidade 

quadrática é um tipo de estabilidade exponencial, que implica estabilidade assintótica, e 

vem sendo muito estudada devido à sua importância na prática [71]. Muitas vezes esse 

tipo de abordagem é mais facilmente empregado, uma vez que, para o caso linear, é 

conhecido que as condições para a existência de uma função quadrática comum de 

Lyapunov pode ser expressa como uma matriz linear de inequações, o que facilita a 

busca por esse tipo de função comum. 

Um aspecto importante a ser considerado é que a existência de uma função 

quadrática comum de Lyapunov é condição suficiente e não necessária para garantir a 

estabilidade assintótica em um sistema com chaveamento arbitrário. Em [141] é 

apresentado um exemplo em que o sistema é exponencialmente estável sob um 

chaveamento arbitrário e não possui uma função quadrática comum de Lyapunov. Uma 

alternativa a esse tipo de ferramenta abordada na literatura específica é o chaveamento 

de funções quadráticas de Lyapunov particulares a cada subsistema, considerando que 

todos os subsistemas possuem o mesmo ponto de equilíbrio. Diferente dos demais tipos 

de funções de Lyapunov, as funções quadráticas podem ter análise de estabilidade mais 

facilmente realizada quando chaveadas arbitrariamente, em determinados sistemas. 

Ainda de acordo com as funções quadráticas comuns de Lyapunov, um número 

significativo de trabalhos baseou a análise de estabilidade de sistemas chaveados em 

uma matriz formada por um par de matrizes de estado dos subsistemas, conhecida como 

matriz pencil. De acordo com [71], dadas duas matrizes de estado A1 e A2, a matriz 

pencil γα(A1, A2) é definida como a família de matrizes γα(A1, A2) = αA1 + (1-α)A2, com α 

real e contida no intervalo [0,1]. Um caso mais abordado da matriz pencil é conhecido 

como Hurwitz e ocorre quando seus autovalores estão no semi-plano esquerdo aberto 

para todo 0 ≤ α ≤ 1. 
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A existência de uma função quadrática comum de Lyapunov também pode ser 

comprovada a partir da condição conhecida como Lie-algebraic, proposta em [75], cuja 

aplicação está restrita para sistemas lineares invariantes no tempo. Nesse trabalho é 

mostrado que quando a álgebra de Lie das matrizes de estados dos subsistemas é 

solucionável, então existe uma função quadrática de Lyapunov comum a todos os 

subsistemas e, dessa forma, o sistema chaveado é assintoticamente estável sob um 

chaveamento arbitrário. 

Em casos mais específicos se deseja não apenas garantir a existência de uma 

função comum de Lyapunov, como também determinar na forma de equação essa 

função, dado determinado sistema chaveado. Esse problema é conhecido como Função 

Comum Reversa de Lyapunov [1] e é abordado compreendendo ferramentas que fazem 

uso tanto de técnicas algébricas, quanto de técnicas computacionais, com a proposição 

de algoritmos iterativos que convergem em um número finito de passos. 

3.3. Tempo de Permanência (Dwell Time) 

Como mencionado e ilustrado na Figura 3, a depender do sinal de chaveamento 

aplicado, um sistema pode se tornar instável mesmo que todos os subsistemas sejam 

assintoticamente estáveis e possuam o mesmo ponto de equilíbrio. No entanto, esse 

problema pode ser resolvido inserindo restrições ao chaveamento, de forma que o 

mesmo só ocorra quando a função de Lyapunov do subsistema tenha decrescido o 

suficiente para garantir um chaveamento assintoticamente estável, caracterizando um 

chaveamento lento. Um exemplo de chaveamento de dois subsistemas com essa 

característica é apresentado na Figura 6. 

 

Figura 6. Exemplo do comportamento das funções de Lyapunov em um chaveamento lento 
assintoticamente estável de dois subsistemas [1]. 
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   Uma maneira muito simples de realizar esse chaveamento lento necessário é 

introduzir um número η > 0 e restringir a classe de sinais de chaveamento admissíveis 

para sinais com a propriedade de que os intervalos entre dois chaveamentos 

consecutivos não é menor do que η. Como o tempo η define o menor tempo admissível 

que o sistema deverá permanecer em determinado subsistema quando o mesmo é 

ativado, essa abordagem é conhecida como Tempo de Permanência, ou em inglês dwell 

time. 

Por ser uma ferramenta muito intuitiva e facilmente aplicada a vários tipos de 

sistemas, são registradas quantidades consideráveis de trabalhos baseados nessa 

abordagem, como em [1, 81, 82, 142]. Essa facilidade é ainda mais evidenciada quando 

considerado que o valor de η pode ser calculado explicitamente a partir dos parâmetros 

de cada subsistema, podendo, dessa forma, determinar quais sinais de chaveamento que 

levam à estabilidade assintótica. Assim, essa abordagem pode ser usada tanto para 

projeto quanto para análise de estabilidade do sistema de controle chaveado. 

O Tempo de Permanência é amplamente aplicado para o caso linear, embora a 

existência do mesmo seja comprovada também para o caso não-linear. Mais detalhes 

com respeito a essa abordagem podem ser encontrados em [1] e suas referências, no 

entanto, variações desse tipo de chaveamento são apresentadas em [143, 144]. 

3.4. Tempo de Permanência Médio (Average Dwell Time) 

Apesar de amplamente usada e facilmente aplicável em muitos sistemas de 

controle chaveados, a abordagem baseada em Tempo de Permanência, apresentada na 

seção 3.3, possui problemas conhecidos. Segundo [1], uma de suas principais aplicações 

consiste no controle de sistemas chaveados lineares com medições imprecisas ou 

incertezas de modelagem, como as discutidas em [145, 146]. O sucesso conseguido com 

essas aplicações motivou a busca do uso do Tempo de Permanência em sistemas 

incertos e imprecisos também para o caso não-linear, o que em muitos casos não foi 

possível devido à possibilidade da existência de um tempo de escape finito. De forma 

simples, como o sistema não é totalmente conhecido, existirá sempre a possibilidade de 

um dos subsistemas não convergir para zero, e, no caso não-linear, tender ao infinito 

antes que haja o chaveamento para outro subsistema, uma vez que o Tempo de 
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Permanência apenas assegura um tempo mínimo antes seja realizado um novo 

chaveamento. 

Uma alternativa ao Tempo de Permanência para os sistemas de controle não-

lineares, proposta em [147], é conhecida como chaveamento com histerese. Essa 

alternativa foi aplicada com sucesso em sistemas de controle chaveados não-lineares 

com incertezas de modelagem. Quando a incerteza é puramente paramétrica e não há 

ruídos de medição, os sinais de chaveamento gerados pela histerese de escala 

independente (versão conhecida do chaveamento com histerese) têm a propriedade de 

que é realizado um novo chaveamento em um tempo finito. Adicionalmente, quando 

esse caso é apresentado na presença de ruído de medição, com algumas restrições, pode 

ser mostrado que esses sinais têm a propriedade de Tempo de Permanência Médio [1]. 

Dessa forma, tornou-se necessário o desenvolvimento da análise de estabilidade 

baseada em Tempo de Chaveamento Médio. Para formalizar essa abordagem, 

considera-se que para todo T > 0, existe um Nζ(T), que denota o número de 

descontinuidades de um dado sinal de chaveamento ζ no intervalo [0, T). Segundo 

[148], é dito que ζ tem a propriedade de Tempo de Permanência Médio se existem duas 

constantes não negativas a e b tal que, para todo T > 0, Nζ(T) ≤ a + bT. De acordo com 

[1], essa terminologia pode ser interpretada da seguinte forma: se forem descartados os 

primeiros a chaveamentos, o tempo médio entre os seguintes chaveamentos deve ser 

pelo menos 1/b. Com efeito, o Tempo de Permanência apresentado na seção 3.3 é um 

caso particular do Tempo de Permanência Médio, com a = 0  e b = 1/η. 

Apesar de aplicado para o caso em que um dos controladores pode não convergir 

para a origem do sistema, essa abordagem é mais frequentemente aplicada quando todos 

os subsistemas são assintoticamente estáveis e possuem o mesmo ponto de equilíbrio. 

Os casos em que é ativado um subsistema instável são normalmente tratados como 

distúrbios temporários. As aplicações dessa ferramenta podem ser tanto lineares quanto 

não-lineares, apresentando vantagem perceptível no caso não-linear quando comparada 

com o Tempo de Permanência.   
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3.5. Funções Múltiplas de Lyapunov 

Assim como no caso do Tempo de Permanência e do Tempo de Permanência 

Médio, a abordagem baseada em Funções Múltiplas de Lyapunov é considerada na 

maioria dos casos como um tipo de chaveamento lento. Seu uso é indicado quando não 

é possível encontrar uma Função Comum de Lyapunov e, dessa forma, o sistema não 

pode ser assintoticamente estável sob qualquer sinal de chaveamento. Por ser uma tarefa 

muitas vezes mais simples, são atribuídas funções de Lyapunov diferentes para os 

subsistemas, porém, todos são assintoticamente estáveis e possuem o mesmo ponto de 

equilíbrio. 

Muitos autores consideram as abordagens baseadas em Tempo de Permanência e 

Tempo de Permanência Médio como um caso especial das Funções Múltiplas de 

Lyapunov. Neste trabalho as abordagens foram apresentadas de forma independente 

com o intuito de evidenciar as contribuições de cada área, sem, no entanto, discordar 

com o fato de que as mesmas podem ser representadas em um mesmo grupo. Dessa 

forma, a ideia básica das Funções Múltiplas de Lyapunov, na forma aqui apresentada, 

consiste em chavear as funções de Lyapunov de cada subsistema para encontrar uma 

função de Lyapunov descrita em [71] como sendo não tradicional. O termo “não 

tradicional” foi empregado no sentido de que as trajetórias das Funções Múltiplas de 

Lyapunov no espaço de estados podem não ser monótonas ou até apresentar 

descontinuidades, sendo, entretanto, diferenciáveis por partes. 

A tarefa básica dessa abordagem consiste em encontrar condições sob as quais um 

novo chaveamento poderá ser realizado sem afetar a estabilidade do sistema. Muitas 

vezes essas condições são intuitivas, e dessa forma, acaba levando a falsas conclusões. 

Um exemplo de uma condição amplamente intuitiva, que corresponde a um erro comum 

no projeto de sistemas chaveados estáveis, é permitir que haja um novo chaveamento 

quando o valor da função de Lyapunov do subsistema ativado for menor que do 

subsistema anterior no momento do chaveamento para o subsistema atual. Com essa 

condição há garantias que o sistema é estável, no entanto não assegura a estabilidade 

assintótica, como mostrado na Figura 7. 
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Figura 7. Comportamento das funções de Lyapunov em um erro comum no chaveamento 
baseado em Funções Múltiplas de Lyapunov, no qual as funções Vσ(t)(t) são chaveadas  

para valores decrescentes, porém o sistema não tende para a origem. 

Duas condições também intuitivas, porém com estabilidade demonstrada, foram 

apresentadas em [71], e reproduzidas na Figura 8 e na Figura 9. No chaveamento 

apresentado na Figura 8, o sistema é assintoticamente estável se o chaveamento é 

realizado de forma que os valores das funções de Lyapunov são sempre decrescentes. 

Essa abordagem é facilmente assimilada, mas de difícil aplicação na prática por ser 

muito restritiva. Uma condição menos restritiva é ilustrada na Figura 9. Nesse caso, 

para todo i, os valores de Vi(x) no início de cada chaveamento para o i-ézimo subsistema 

representam uma sequência decrescente. 

 

Figura 8. Exemplo de chaveamento estável baseado em Funções Múltiplas de Lyapunov 
[71]. 
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Figura 9. Exemplo de chaveamento estável menos restritivo baseado em Funções 
Múltiplas de Lyapunov [71]. 

Por se assemelhar com a quinta proposição apresentada nesta tese de doutorado, 

aqui será reproduzido o Lema 9 apresentado e demonstrado matematicamente em [1]. 

Apesar de apresentar semelhança, o autor deste trabalho considera que não há qualquer 

relação entre as duas proposições. 

Lema. [1] Supondo que existe uma constante ρ > 0 com a propriedade que para 

quaisquer dois instantes de chaveamento ti e tj, tal que i < j e ζ(tj) = ζ(ti), se: 

�� ��  � �� +1  − �� ��  � ��+1  ≤ −�  � ��+1   2
, (5)   

então o sistema chaveado é globalmente assintoticamente estável. 

Este lema é considerado como um tipo de chaveamento lento, uma vez que são 

estabelecidos os valores das funções de Lyapunov dos subsistemas, em função do 

instante de chaveamento e da norma das variáveis de estado, para que seja possível 

realizar um novo chaveamento, não permitindo, dessa forma, um chaveamento 

arbitrário.   

Segundo [71], a tarefa crítica da aplicação dos teoremas baseados em Funções 

Múltiplas de Lyapunov é como construir a família de funções de Lyapunov adequada, 

representando um problema usualmente difícil na prática. Para o caso linear, uma 
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alternativa mais simples pode ser encontrada no uso das Funções de Lyapunov 

Quadráticas por Partes (em inglês Piecewise Quadratic Lyapunov Functions). Dessa 

forma, como mostrado em [70, 71], vários trabalhos têm surgido nessa linha, porém 

ainda restritos para o caso linear.  
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Capítulo 4: Proposições e Provas 

 

Neste capítulo são apresentadas cinco proposições e suas respectivas 

demonstrações matemáticas, apontadas como contribuições deste trabalho, objetivando 

auxiliar no projeto e análise de estabilidade de sistemas quasi-estáveis, com maior foco 

para os sistemas chaveados que possuem objetivo de controle principal. Para tanto, na 

seção 4.1 são tratados os sistemas quasi-estáveis, assim como as condições suficientes 

do tipo Lyapunov para estes sistemas, enquanto que na seção 4.2 são apresentados os 

sistemas chaveados baseados em objetivo de controle principal, mostrando as 

proposições a respeito destes sistemas e suas respectivas provas. 

4.1. Sistemas Quasi-estáveis 

Seja o sistema autônomo 

� = � � , (6)   

em que f: n → n é um mapa de Lipschitz de um domínio n em n, e x o vetor de 

dimensão n de variáveis de estado do sistema, assumidas como contínuas no tempo. 

Sem perda de generalidade, será considerado que a origem do sistema é um ponto de 

equilíbrio, ou seja, 

� 0 = 0. (7)   

Segundo [68], o ponto de equilíbrio x = 0 de (6) é: 

 estável se, para todo ε > 0, existe um δ = δ(ε) > 0 tal que 

  � 0   < � →    � �   < �, ∀� ≥ 0; (8)   
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 instável se não é estável; 

 assintoticamente estável se é estável e δ pode ser escolhido de tal forma 

que 

  � 0   < � →  lim�→∞ � � = 0. (9)   

A definição de estabilidade apresentada em [68] é amplamente usada e aceita pela 

comunidade científica, no entanto, de acordo com [67], esta definição é muito restritiva 

e pode inviabilizar a demonstração de estabilidade de muitos sistemas encontrados na 

prática, com destaque para os sistemas que estão sujeitos à perturbação ou distúrbios 

externos. Dessa forma, em [67] são propostas as definições de quasi-estabilidade 

assintótica e estabilidade prática, apresentadas a seguir, nas definições 1 e 2, 

respectivamente. 

Definição 1. O ponto de equilíbrio x = 0 de (6) é quasi-assintoticamente estável se, para 

todo ε > 0, existe uma constante δ0 > 0 e um η = η(ε) tal que 

  � 0   < �0 →    � �   < �, ∀� ≥ �. (10)   

Definição 2. O ponto de equilíbrio x = 0 de (6) é fortemente praticamente estável se 

dados (λ, A), com 0 < λ < A, 

  � 0   < � →    � �   < �, ∀� ≥ 0. (11)   

De forma equivalente a (9), a definição de estabilidade assintótica pode ser 

reescrita conforme a notação apresentada em [67], como ilustrado na definição 3. 

Definição 3. O ponto de equilíbrio x = 0 de (6) é assintoticamente estável se ele é 

estável (8) e quasi-assintoticamente estável (10), ao mesmo tempo. 

Pode ser verificado que a diferença básica entre as definições de estabilidade 

assintótica (definição 3) e quasi-estabilidade assintótica (definição 1) é que esta só 

atende aos critérios da primeira após um tempo t ≥ η. Considerando que, após ampla 

revisão bibliográfica, não foi encontrada uma definição de quasi-estabilidade (sem o 

termo "assintoticamente"), neste trabalho é proposta a definição 4. Nesta definição, o 
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termo "quasi" foi empregado para formalizar a estabilidade de sistemas que atendam a 

definição clássica de estabilidade apenas após o tempo t ≥ η. 

Definição 4. O ponto de equilíbrio x = 0 de (6) é quasi-estável se, para todo ε > 0, existe 

um δ = δ(ε) > 0 e um η = η(ε) tal que 

  � 0   < � →    � �   < �, ∀� ≥ �. (12)   

Com o intuito de auxiliar no desenvolvimento e análise de sistemas quasi-

estáveis, nesta tese foram desenvolvidas condições suficientes, do tipo Lyapunov, para a 

demonstração da estabilidade dos mesmos. Para tanto, na sequência do texto é definida 

a função V(x), e em seguida tais condições são apresentadas nas proposições 1 e 2. 

Apesar de se tratar de sistemas invariantes no tempo, a partir deste ponto o 

instante inicial será tratado como t0 para simplificar a apresentação das proposições. 

Considerando que x = 0 é o ponto de equilíbrio de (6), e seja V: n →  uma 

função contínua, tal que 

� 0 = 0, (13)   

� � > 0  ��  ℜ� −  0  (14)   

  � �   → ∞ ⇒ � � �  → ∞ (15)   

Proposição 1. Se, para uma função V(∙) que atende a (13), (14) e (15), 

∀�0 ∈ ℜ+, ∃� ∈  0, ∞  | ∀� ∈  �0 + �, ∞ ⇒ � � �  ≤ � � �0  , (16) 

em que t e t0 são medições de tempo, então (6) é quasi-estável. 
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Prova. Considerando inicialmente o sistema quando t  [t0, t0+η), não há garantia 

alguma que V(x) seja decrescente, porém, considerando que as variáveis de estado do 

sistema são contínuas no tempo, então, 

� ∈  �0 , �0 + � ⇒   � − �0  < � ⇒   � � − � �0   < �. (17)   

Como V(x) é contínua, 

  � � − � �0   < � ⇒   � � �  − � � �0    < �. (18)   

Se V(∙) não for limitada nesse intervalo, então 

∃� ∈  �0, �0 + �  | � � �  = ∞. (19)   

Portanto, para um V[x(t0)] finito qualquer, considerando as propriedades da 

norma, segue que 

� � �  = ∞ ⇒   � � �  − � � �0    = ∞. (20)   

O que é uma contradição com (18), assim V(x) é limitada nesse intervalo. Isto 

significa que existe um k  (0, ∞), tal que 

� � �  ≤ �  ∀� ∈  �0, �0 + � . (21)   

Quando t  [t0+η, ∞), então da própria definição da proposição 1 e de (21), 

� � �  ≤ � � �0  ≤ �. (22)   

Seja Bk um conjunto fechado, dado por 

�� =  � ∈ ℜ�  | � � ≤ � . (23)   
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k  +, o raio da bola Bk, de (15), 

∃� < ∞ ∈ ℜ+ |   � �   > � ⇒ � � �  > �. (24)   

Seja Br o conjunto: 

�� =  � ∈ ℜ�  |   � �   ≤ � . (25)   

Então, como mostrado na Figura 10, 

�� ⊂ �� . (26)   

 

Figura 10. Bolas Br e Bk. 

Como f[x(t)] é função global de Lipschitz, então 

  � � �  − � � �     ≤ �   � − �  . (27)   

Porém, dentro da bola Br e de acordo com as propriedades da norma: 

  � + �   ≤   �  +    �   ≤ 2�. (28)   

Assim, 

  � � �  − � � �     ≤ 2��, (29)   

com r e L  +. 
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Uma vez que (29) se mantém para todo x e y  Br e t  +, essa condição também 

é válida quando y = 0. Nesse caso, de (7), 

� 0 = 0. (30)   

Dessa forma, 

  � �    ≤ 2��. (31)   

Seja h = 2rL uma constante positiva, então 

  � �    ≤ ℎ. (32)   

Do teorema da existência e unicidade global [68] e considerando (27) e (32), 

existe uma única solução de f(x), t  +. Mesmo sendo f(x) função de Lipschitz, a 

prova da existência e unicidade foi apresentada para que não restem dúvidas relativas ao 

sistema abordado na proposição 1. 

O desenvolvimento a seguir é apresentado para mostrar que x(0) é um ponto de 

equilíbrio quasi-estável. Como V(x) é contínua, com V[x(t0)] =  e V(0) = 0,  > 0, 

sempre existirá um  > 0, tal que 

  �  ≤ � ⇒ � � < �. (33)   

Considerando a bola B como 

�� =  � ∈ ℜ�  | � � ≤ � . (34)   

De maneira análoga a (24), de (15), 

∃� < ∞ ∈ ℜ+ |   � �   > � ⇒ � � �  > �. (35)   
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Seja B o conjunto, 

�� =  � ∈ ℜ�  |   � �   ≤ � . (36)   

Pela própria definição da proposição, t ≥ t0 + η, 

� � �  ≤ � � �0  . (37)   

Assim,  

∀� ≥ �0 + � ⇒ � � ∈ �� ⊂ �� . (38)   

De (33) e (38), t ≥ t0 + η e  > 0, 

∃� > 0 |   � 0   <  � ⇒  � � �  < � ⇒   � �   < �. (39)   

Assim, de acordo com a definição 4, x = 0 é um ponto de equilíbrio quasi-estável 

para o tempo finito t ≥ t0 + η.         ■ 

Proposição 2. Se, para uma função V(∙) que atende a (13), (14) e (15), 

∀�0 ∈ ℜ+, ∃� ∈  0, ∞  | ∀� ∈  �0 + �, ∞ ⇒ � � �  < � � �0  , (40) 

em que t e t0 são medições de tempo, então (6) é quasi-estável e V[x(t)] → L, L  [0, 

V[x(t0)]). 

Observação 1. O resultado da proposição 2 é particularmente importante quando L = 0, 

pois assim é possível mostrar que, nesse caso, o sistema é quasi-assintoticamente 

estável, como mostrado na prova desta proposição. Na Figura 11 é apresentado um 

exemplo de chaveamento que atende as condições das proposições 1 e 2. 
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Figura 11. Exemplo de função V[x(t)] de um sistema de chaveado que atende às 
proposições 1 e 2. 

Prova. Para provar que (40) leva à condição de V[x(t)] → L, L  [0, V[x(t0)]), é 

necessário provar que 

� → ∞ ⇒  � � �   →  �. (41)   

Como V(0) = 0, então 

∀� > 0 ∈ ℜ, ∃� | � � ≤ �. (42)   

Ou, 

∀� > 0 ∈ ℜ, ∃�0 | � � �0  ≤ �. (43)   

A partir da definição da proposição, 

∃� ≥ 0 ⇒ � � �  < � � �0    ∀� ≥ �0 + �, ∀�0 ∈ ℜ+. (44)   

De (43) e (44), 

� � �  < �  ∀� > 0, ∀� ≥ �0 + �, ∀�0 ∈ ℜ+. (45)   
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Assim, 

� → ∞ ⇒  � � �   →  �, � ∈  0, � � �0   . (46)   

Um exemplo do resultado (46) é apresentado na Figura 7. Esse resultado é 

particularmente importante quando é possível provar que L → 0, que pode ser obtido 

impondo restrições no sistema, como no caso da proposição 4, apresentada a seguir. 

Nesses casos, como L = 0 e t ≥ t0 + η, x(t)  B (38), 

  � � �    → 0 ⇒   � �   → 0.  (47)   

Dessa forma, 

� → ∞ ⇒   � �   → 0. (48)   

Considerando a definição 1, conclui-se, portanto, que quando L = 0, (6) é quasi- 

assintoticamente estável.        ■ 

Observação 2. Os sistemas aqui tratados são considerados invariantes no tempo e 

podem se afastar da meta em instantes de tempo finitos, considerando as condições 

apresentadas. Um exemplo de função V(x) com essas características é apresentado na 

Figura 12. 
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Figura 12. Exemplo de função V(x), invariante no tempo e que atende as proposições 
apresentadas. 

4.2. Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

Considerando dois sistemas do tipo (1), quais sejam:  

� = �1 �1 , (49) 

e 

� = �2 �2 , (50) 

em que f1: k → k é um mapa de Lipschitz de um domínio k em k, f2: m → m 

uma função contínua qualquer e x1 e x2 vetores de dimensão k e m, respectivamente, de 

variáveis de estado contínuas no tempo dos sistemas (49) e (50). 
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Supõe-se que é sabido a priori que (49) é globalmente assintoticamente estável 

(GAE) segundo Lyapunov, ou seja [68], 

�1 � > 0  ∀� ∈ ℜ� −  0 , (51)   

�1 0 = 0, (52)   

� 
1 � < 0  ∀� ∈ ℜ� −  0 , (53)   

  �  → ∞ ⇒ �1 � → ∞ , (54)   

 sendo V1(x1) função de Lyapunov de (49), e 

�1 0 = 0. (55)   

Seja o sistema chaveado formado pelo chaveamento entre funções do tipo (49) e 

do tipo (50), apresentado na forma: 

� =  �1 � ,�2 � ,⋮�� � ,

  (56)   

sendo fi: n → n definida pelo chaveamento das funções f1..i, em que f1: k → k é 

função do tipo (49) e f2..i: m → m são funções do tipo (50), e x = {x1  x2  ...} o 

vetor de variáveis de estado do sistema de dimensão n ≤ k + m. 

As funções do tipo (49) e (50) que compõem este sistema chaveado podem 

possuir (ou não) objetivos de controle diferentes, sendo as funções do tipo (50) sem 

restrições quanto à estabilidade ou objetivo de controle. 

A ideia do sistema chaveado com objetivo de controle principal, proposta neste 

trabalho, consiste em considerar que f1(x) é o sistema principal, que leva o sistema 

chaveado a atingir o objetivo principal, ou seja, durante o tempo que o sistema estiver 

chaveado em f1(x), ele estará cumprindo o seu objetivo pré-estabelecido principal ou 

preponderante. Durante o tempo em que o sistema estiver chaveado em f2..i(x), ele estará 
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cumprindo outro objetivo, considerado como secundário. Assim, quando o sistema 

estiver chaveado em f2..i(x), as funções do tipo (50) podem ser consideradas como uma 

perturbação de (49). 

Esta abordagem permite que seja analisada a estabilidade do sistema chaveado em 

função apenas das k variáveis de estado de f1(x1), que devem ser observáveis durante 

todo tempo. Nesse caso, o sistema terá como candidata SSLF (Switched Systems 

Lyapunov Function) V1(x), que é a função candidata de Lyapunov de (49), e como V1 é 

função somente das k variáveis de (49), V1(x) = V1(x1). 

Nessa abordagem não é considerado se os objetivos das funções tipo (50) serão 

realizados, devendo ser analisado separadamente se o chaveamento estável de (56) 

permite que as funções f2..i(x) tenham seus objetivos alcançados. O intuito da abordagem 

aqui proposta é possibilitar que haja chaveamento para f2..i(x) sem que (56) deixe de 

cumprir seu objetivo principal. 

Por simplicidade, em muitos casos será usada a notação V1(x), omitindo a 

dependência de x ou de V1 com o tempo. Porém, em alguns casos é necessário enfatizar 

essa dependência. Dessa forma, é importante ressaltar as três notações aqui empregadas: 

�1 � = �1 � �  = �1 � . (57) 

Em algumas passagens deste texto será mais conveniente dividir a notação da 

função V1(x) em duas partes: V1(x) = V1fp(x) quando o sistema estiver o chaveado em 

f1(x) e V1(x) = V1fs(x) quando o sistema estiver chaveado em fj(x), com j ≠ 1. Essa 

notação é ilustrada na Figura 13. 
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Figura 13. Notação adotada para V1(x), sendo V1fp (σ = 1) representado pela linha contínua 
e V1fs (σ = {2;3}) pela linha tracejada. 

É assumido que x1 e x2 sejam contínuas em relação ao tempo. Assim, se t e t0 são 

medidas de tempo, pelo conceito de continuidade, dado um μ > 0, existe um λ > 0, com 

μ e λ finitos, tal que 

  � − �0  < � ⇒   �1 � − �1 �0   < �. (58)   

De forma similar, (58) pode ser escrita para x2. 

Uma vez estabelecido o conceito de objetivo de controle principal, nesta tese de 

doutorado são propostas condições suficientes para os sistemas de controle chaveados 

com esta característica. Tais condições garantem a quasi-estabilidade assintótica destes 

sistemas e são apresentadas nas proposições 3, 4 e 5.  

Proposição 3. Dado um sistema chaveado do tipo (56), com função candidata SSLF 

V1(x), escolhida de acordo com (13), (14) e (15), se 

∃� > 0 |   �  < � ⟹ � = �1 � ; (59)   

�� ≥ ��; (60)   
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∀� ∈ ℜ� |   �  ≥ � ⇒ ���  � 
1��  �  ≤ −��� � 

1�� �  , (61)   

então (56) é quasi-estável, em que sup(∙) representa supremo da função. Considerando 

um ε > 0 qualquer e tão pequeno quanto se queira, TP é o tempo finito total em que o 

sistema esteve chaveado no objetivo principal até que ||x|| < ε e TS o tempo total que (56) 

esteve chaveado nos objetivos secundários. 

Um exemplo de função SSLF de um sistema chaveado que atende à proposição 3 

é mostrado na Figura 14. Nesta figura pode ser observado que a condição (61) garante 

que o valor máximo da derivada em função do tempo de V1fp(x) seja sempre menor que 

zero para ||x|| ≥ α. 

 

Figura 14. Quando ||x(t)|| ≥ α, a derivada de V1fp (linha contínua) é sempre menor do que 
zero. 

Prova. Quando ||x(t)|| < α, a condição (59) garante que não há chaveamentos, sendo o 

sistema descrito apenas por (49), que é a priori globalmente assintoticamente estável. 

Assim, será necessário apenas estudar o caso em que ||x(t)|| ≥ α. 

O chaveamento para cada sistema determina um comportamento na função 

V1[x(t)], e a variação dessa função em determinado tempo pode ser obtida com o 

somatório de todas as variações ocorridas em cada chaveamento. Assim, 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

55 
 

Δ�1 =  Δ�1�� +  Δ�1�� , (62)   

em que o operador Δ(∙) representa a diferença entre o valor final e o valor inicial da 

função em determinado intervalo.  

Dada a sequência c = {c1; c2; ... ; cq}, tem-se a propriedade do somatório  

 �� ≤ �. ��� � �
�=1

, 
(63)   

em que max(∙) representa o maior valor da sequência, e considerando um tempo, Δt, 

suficientemente pequeno, pode-se dividir o tempo total do experimento (que pode ser 

considerado finito), TP + TS, em np + ns intervalos iguais de tamanho Δt, sendo np o 

número de intervalos que o sistema está chaveado na função principal e ns o número de 

intervalos em que o sistema está chaveado em algum objetivo secundário, então, 

 ∆� �1�� ≤ �� . ∆���  �1��  ��
�=1

, 
(64)   

sendo Δmax(∙) o maior valor de Δ(∙) no somatório. 

De forma similar a (64), 

 ∆� �1�� ≤ �� . ∆���  �1�� ��
�=1

. 
(65)   

De (62), (64) e (65), 

∆ �1 ≤ �� . ∆���  �1�� + �� . ∆���  �1�� . (66)   

Considerando a definição de Δmax e de (61), 

∆���  �1�� ≤ −∆���  �1�� . (67)   
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Multiplicando ambos os lados de (67) por nS, 

�� . Δ���  �1��  ≤ −�� . Δ���  �1�� . (68)   

De (60), existe um tempo finito, η = TP+TS, tal que TP ≥ TS, então, a partir desse 

instante, 

�� ≥ �� .  (69)   

A condição (61) garante que Δmax(V1fp) < 0. Então, como nP e nS ≥ 0, 

multiplicando os dois lados da inequação (69) por Δmax(V1fp), t ≥ t0 + η, tem-se que 

�� . Δ���  �1��  ≤ �� . Δ���  �1��  . (70)   

De (68) e (70), 

�� . Δ���  �1��  ≤ −�� . Δ���  �1�� , (71)   

ou ainda, 

�� . Δ���  �1��  + �� . Δ���  �1�� ≤ 0 (72)   

Dessa forma, de (66) e (72), 

Δ �1 ≤ 0. (73)   

Mas, 

Δ �1 ≤ 0 ⇒ �1 � �  ≤ �1 � �0  , ∀� > �0 + �. (74)   

Então, de acordo com a proposição 1, o sistema chaveado (56) é quasi-estável. 

■ 
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Proposição 4. Dado um sistema chaveado da proposição 3, se 

∀� ∈ ℜ� |   �  ≥ � ⇒ ���  � 
1��  �  < −��� � 

1�� �  , (75)   

então (56) é quasi-assintoticamente estável. 

 Prova. Quando o tempo finito, η = TP + TS, leva à condição (75), então a inequação 

(71) fica na forma 

�� . Δ���  �1��  < −�� . Δ���  �1�� . (76)   

Substituindo (76) em (66), 

∆ �1 < −�� . Δ���  �1�� + �� . Δ���  �1��         ⇒ ∆ �1 < 0, ∀� > � + �0. 

(77)   

Dessa forma, de acordo com a proposição 2, o sistema chaveado (56) é quasi-

estável e V1[x(t)] → L, L  [0, V1[x(t0)]). Assim, fica provado que o sistema tende a uma 

assíntota L. Será provado a seguir que para o caso (75) a assíntota L é igual a zero, logo, 

de acordo com a proposição 2, o sistema (56) é quasi-assintoticamente estável. 

Seja a bola Bα, 

�� =  � ∈ ℜ�  |   � �   < � . (78)   

Considerando inicialmente a hipótese que quando o tempo tende a infinito, x(t) 

não entra na bola Bα, tem-se 

� → ∞ ⇒   � �   ≥ �. (79)   

Por repetição de argumentos prévios, 

∆ �1 < �� . Δ���  �1��  + �� . Δ���  �1�� , ∀� ≥ �0 + �. (80)   
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Aplicando (70) em (80), 

∆ �1 < �� . Δ���  �1��  + �� . Δ���  �1�� , ∀� ≥ �0 + �. (81)   

ou ainda, 

∆ �1 < �� .  Δ���  �1��  + Δ���  �1��  , ∀� ≥ �0 + �. (82)   

Seja a constante γ, 

γ = Δ���  �1��  + Δ���  �1�� , (83)   

então (82) pode ser reescrito na forma 

∆ �1 ≤ ��� . (84)   

De (75) e (83), γ < 0. Considerando (84), para qualquer tempo t ≥ t0 + η, V1[x(t)] 

pode ser escrito na forma 

�1 � �  = �1 � �0  + ∆�1  ��0

 < �1 � �0  + ��� . (85)   

Considerando que durante o experimento ns é crescente (se o sistema permanecer 

chaveado no objetivo principal, ele é globalmente assintoticamente estável segundo 

Lyapunov). Como γ < 0, haverá instantes em que o lado direito da inequação (85) será 

negativo, o que contradiz a premissa que V1[x(t)] ≥ 0. Portanto, a hipótese (79) é falsa. 

Isso significa que 

� → ∞ ⇒   � �   < � ⇒ � ∈ �� . (86)   

Mas, de (59), 

  � �   < � ⇒ � = �1 � . (87)   
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Como f1(x) é globalmente assintoticamente estável, então V1[x(t)] → L = 0. 

Assim, de acordo com a proposição 2, (56) é quasi-assintoticamente estável. ■ 

Proposição 5. Considerando um sistema do tipo (56), com função candidata SSLF 

V1(x), escolhida de acordo com (13), (14) e (15), que atende a proposição 2, sejam ti e tj 

dois instantes, se  i e j, com tj – ti > η e tj > ti,  > 0, tal que, 

�1 � ��   − �1 � ��  ≤ −�  � ��   , (88)   

então o sistema (56) é quasi-assintoticamente estável. 

Diferentemente das proposições 3 e 4, o chaveamento apresentado na proposição 

5 é dependente do estado atual, e dessa forma é caracterizado como um chaveamento 

lento, pois a ocorrência de um novo chaveamento, para a um subsistema secundário, 

depende do valor da norma das variáveis de estado, não podendo ser realizado a 

qualquer momento. 

Prova. Devido a V1(x) atender a proposição 2, como tj – ti > η, então V1(x) → L. Assim, 

lim�→∞
�1 � ��  = �. (89)   

Não obstante, 

lim�→∞
�1 � �� + �  = �. (90)   

Dessa forma, 

lim�→∞
�1 � �� + �  − lim�→∞

�1 � ��  = 0, (91)   

ou 

lim�→∞
 �1 � �� + �  − �1 � ��   = 0. (92)   

 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

60 
 

Considerando que tj > ti e tj – ti > η, de (92), 

lim�→∞
 �1 � ��   − �1 � ��   = 0. (93)   

De (88), 

lim�→∞
−�  � ��   ≥ lim�→∞

 �1 � ��   − �1 � ��   = 0. (94)   

Mas, como  > 0 e considerando as propriedades da norma, 

−�  � ��   ≤ 0. (95)   

Então, de (94) e (95), 

� → ∞ ⇒   � ��   → 0. (96)   

Assim, o sistema chaveado (56) é quasi-assintoticamente estável.  ■ 
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Capítulo 5: Resultados 

 

A característica de objetivo de controle principal pode trazer benefícios para 

diversas áreas de controle chaveado, sendo abordados como exemplo nesta tese o 

controle de processos químicos e a navegação de robôs móveis. Para tanto, nas seções 

subsequentes são apresentados os chaveamentos abordados, que atendem às proposições 

4 e 5 deste trabalho, os modelos adotados nos experimentos, os controladores utilizados 

e os resultados obtidos com os mesmos. 

Tais experimentos foram realizados de forma a atender apenas às proposições 4 e 

5 deste trabalho, uma vez que as proposições 1, 2 e 3 foram usadas como base para o 

desenvolvimento das demais, e, sendo assim, são contempladas nos experimentos. 

5.1. Chaveamentos Adotados 

Nesta seção são apresentados os chaveamentos adotados na realização dos 

experimentos deste trabalho. Tais chaveamentos foram divididos em dois tipos, aqui 

chamados de chaveamento rápido, relativo ao chaveamento que atende à proposição 4, e  

chaveamento lento, relativo ao chaveamento que atende à proposição 5. Tais 

chaveamentos, na forma que foram aplicados neste nesta tese, são apresentados nas 

subseções 5.1.1 e 5.1.2. 

5.1.1. Chaveamento Rápido 

O chaveamento rápido foi elaborado de forma a atender a proposição 4, sendo que 

em tal chaveamento é considerado que as variáveis de estado do subsistema principal 

são conhecidas e observáveis durante todo o processo, assim, ||x(t)|| é continuamente 

mensurada. Com efeito, foram elaboradas três situações específicas que definem a 

forma como o chaveamento é realizado. Para a primeira situação é definido um α (de 

acordo com cada aplicação) de maneira que quando ||x(t)|| < α o sistema permanece 

durante todo o tempo no subsistema principal, atendendo, dessa forma, a (59). 
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Apenas quando a primeira situação não acontece, o chaveamento passa a ser 

determinado pelas outras duas situações. A segunda situação ocorre quando não há 

necessidade de chavear para um controlador secundário, e, assim, o sistema chaveado 

permanece no subsistema principal até que essa necessidade ocorra, momento em que 

acontece a terceira situação. 

Na terceira situação é realizado o chaveamento de forma alternada entre o 

controlador principal e um dos secundários, podendo mais de um secundário ser 

acionado, porém intercalados pelo principal, proporcionando o tempo do controlador 

principal maior ou igual à soma dos tempos dos secundários, visto que o experimento é 

sempre iniciado com o sistema chaveado no controlador principal. Assim (60) é 

atendida. 

A última condição a ser satisfeita na proposição 4 é (75), que determina o limite 

do supremo da derivadas de V1fs em função do supremo da derivada de V1fp. Essa 

condição é satisfeita limitando os sinais de controle dos subsistemas secundários em 

função dos sinais de controle do subsistema principal, como também em função das 

variáveis de estado e das constantes adotadas para cada controlador. Nos experimentos 

aqui abordados essa tarefa foi realizada de forma computacional. 

5.1.2. Chaveamento Lento 

Neste trabalho, foi intitulado como chaveamento lento aquele que atende a 

proposição 5. Para tanto, o mesmo deve estar de acordo com (40) e (88), o que 

representa uma forma mais simples de realizar o chaveamento, quando comparado com 

o chaveamento rápido da seção anterior. Assim como no caso do chaveamento rápido, é 

considerado que as variáveis de estado do subsistema principal são conhecidas e 

observáveis durante todo o processo, possibilitando que ||x(t)|| seja continuamente 

mensurada. 

O chaveamento é feito com base na mensuração contínua de ||x(t)|| e V1[x(t)], 

sendo escolhido, de acordo com a aplicação desejada, o valor da constante  da 

proposição 5. Adicionalmente, foi definida ’, que deve ser finita, como sendo a 

constante de chaveamento lento, escolhida arbitrariamente, que tem por objetivo 

determinar o tempo em que a SSLF do sistema pode crescer. 
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Dessa forma, no chaveamento realizado, durante o tempo ’ qualquer subsistema 

pode ser ativado, de acordo com a necessidade oriunda da tarefa em questão. Após esse 

tempo, o sistema permanece chaveado no subsistema principal até que as condições (40) 

e (88) sejam satisfeitas, permitindo novamente, por um tempo ’, que qualquer 

subsistema seja ativado. Como o controlador principal é globalmente assintoticamente 

estável segundo Lyapunov, tais condições serão satisfeitas em um tempo  finito, 

atendendo à proposição 5. 

5.2. Experimento em Controle de Processos Químicos 

Os experimentos relativos a controle de processos químicos foram realizados para 

um modelo de reator químico com misturador e serpentina de aquecimento, 

implementado para simulação no software Matlab® R2010a. A tarefa, aqui considerada, 

consiste em controlar o nível de um tanque por meio da vazão mássica de entrada de um 

líquido aquecido, mantendo a temperatura no interior do tanque preferencialmente 

constante. Nesse experimento é considerado que não há controle sobre a serpentina e 

que, portanto, o controle de temperatura deve ser feito também através da vazão mássica 

de entrada. No entanto, provavelmente, o ponto de equilíbrio do controle da temperatura 

não será o mesmo que o do controle de nível, o que justifica o fato de a temperatura 

constante ser apenas desejável. Dessa forma, pode ser aplicado o conceito de objetivo 

de controle principal, sendo o controle de nível o subsistema considerado principal. 

O tanque a ser controlado e as variáveis envolvidas são mostradas na Figura 15. 
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Figura 15. Reator químico com misturador e serpentina de aquecimento utilizado para o 
controle chaveado de nível (principal) e temperatura. 

O modelo matemático do reator químico considerado é regido pelas equações 

diferencias 

���� =
 �� − �� �� , 

(97)   

� � ∙ � �� =
1����  ������ − ����� + �ℎ − � − ���  , 

(98)   

em que V e T representam, respectivamente, o volume e a temperatura do líquido no 

interior do tanque, t o tempo, Wi a vazão mássica de entrada, Wo a vazão mássica de 

saída, ρl a massa específica do líquido, cP representa o calor específico a pressão 

constante do líquido, Ti é a temperatura do líquido de entrada e qh o calor fornecido pela 

serpentina de aquecimento. Para a modelagem da perda de calor para o ambiente 

(último termo de (98)), a resistência térmica do tanque é representada por R e a 

temperatura ambiente, no exterior do tanque, por Ta. 

O calor fornecido pela serpentina é dado por 

�ℎ = �� �� − � , (99)   
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sendo U a constante universal da serpentina de aquecimento, Ts a temperatura do fluido 

de aquecimento, no interior da serpentina, e A é a área total de troca térmica da 

serpentina, dada por 

� = 2����, (100) 

para uma serpentina de comprimento L (quando esticada) e com secção transversal de 

raio rS. 

Considerando um tanque, com área da superfície Ar, revestido com um material de 

condutividade térmica kr e espessura l, a resistência térmica foi modelada como 

� =
����� . 

(101) 

Dessa forma, o nível do tanque é dado por 

� =
����2, 

(102) 

em que H é o nível de líquido no tanque e rr o raio do tanque, considerado como sendo 

cilíndrico. 

Como o foco deste trabalho não está no controle de cada subsistema, o mesmo foi 

simplificado de forma a evidenciar os efeitos obtidos com o chaveamento. Assim, foi 

considerado neste trabalho que a vazão de saída, Wo, é constante e conhecida, como 

obtido com uma bomba de vazão constante. Com efeito, o sinal de controle associado 

ao controlador de nível, Wih, é dado por 

��ℎ = �� + ��ℎ�ℎ , (103) 

em que kwh é a constante associada a este controlador e eh o erro de nível, que representa 

a diferença entre nível do líquido no interior do tanque, H, e o nível desejado, Hd, assim 

�ℎ = �� − �. (104) 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

66 
 

Considerando a função candidata de Lyapunov, E, desse controlador como sendo 

� =
�ℎ2
2

, 
(105) 

de (97), (102), (104) e (105), tem-se 

� = −�ℎ ��ℎ − �����2�� . 
(106) 

Aplicando (103) em (106), 

� = − ��ℎ�ℎ2���2��  
(107) 

Dessa forma, desde que kwh > 0, 

� < 0, ∀�ℎ ∈ ℜ −  0  (108) 

Assim, com a ação de controle (103), (97) é globalmente assintoticamente estável 

segundo Lyapunov. 

As simulações com este modelo foram realizados considerando ρl = 1000 kg/m3 

(água), cP = 4,185 J/kg°C, l = 5 mm, Ar = 150,8 m2, kr = 0,033 W/m°C, Ti = 100 °C, Ta 

= 25 °C, U = 2500, rS = 1 cm e L = 5 m. A temperatura do fluido no interior da 

serpentina TS foi variada durante o experimento como forma de verificar o efeito da 

mesma na temperatura do líquido, assim, o experimento foi realizado com TS = 60 °C, 

exceto entre os tempos 50 s e 100 s, nos quais TS = 25 °C. 

Os resultados obtidos apenas com o controlador de nível apresentado, com kwh = 

200 e Hd = 10 m, são mostrados nas Figuras 16, 17, 18 e 19. 
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Figura 16. Nível controlado, sem chaveamento, para o reator químico considerado. 

 

Figura 17. Evolução da temperatura do interior do tanque, considerando apenas o 
controlador de nível. 
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Figura 18. Ação de controle aplicada ao sistema. 

 

Figura 19. Função SSLF para obtida no experimento. 

Considerando agora a inclusão de um subsistema secundário, que tenha como 

objetivo o controle da temperatura, propõe-se Wit, o sinal de controle para este fim, 

como 

��� = ���  �� − � , (109) 

sendo kwt a constante relativa a este controlador e Td a temperatura desejada. Nenhuma 

análise com respeito à estabilidade deste subsistema será apresentada, uma vez que, para 

o chaveamento proposto, não é necessário o que tal controlador seja estável, tampouco 

garante que o objetivo deste controlador seja cumprido. 
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Para este experimento foi empregado o chaveamento lento da seção 5.1.2, 

considerando como subsistema principal o controlador de nível e como subsistema 

secundário o controlador de temperatura. As variáveis e constantes envolvidas nos 

controladores foram kwh = 200, kwt = 500, Td = 65 °C e Hd = 10 m, enquanto que foram 

aplicadas como constantes relativas ao chaveamento ρ = 0,05 e η’ = 2,5 s. Os resultados 

obtidos com este chaveamento são mostrados nas Figuras 20, 21, 22 e 23. 

 

Figura 20. Nível controlado, a partir do chaveamento lento entre o controlador de nível 
(principal) e o controlador de temperatura, para o reator químico considerado. 

 

Figura 21. Evolução da temperatura obtida a partir do chaveamento lento entre o 
controlador de nível (principal) e o controlador de temperatura. 
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Figura 22. Ações de controle do sistema chaveado, Wi, do controlador de temperatura, Wit, 
e do controlador de nível, Wih. 

 

Figura 23. Função SSLF obtida com o chaveamento. 

Comparando a evolução da temperatura na Figura 21 com a da Figura 17, pode-se 

observar que o chaveamento manteve a temperatura significativamente mais constante 

quando comparado somente com o controle de nível. É importante ressaltar que, mesmo 

com o chaveamento, a meta principal foi alcançada. No entanto, para o chaveamento 

adotado, quando o nível esteve suficientemente próximo do desejável, a temperatura foi 

preterida como forma de manter tal nível, como pode ser observado na Figura 21, após o 

tempo t = 500 s.  



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

71 
 

5.3. Experimentos em Navegação de Robôs Móveis 

Como forma de ilustrar possíveis aplicações referentes às proposições 

apresentadas foram realizados experimentos reais e por simulação, sendo os reais 

realizados na plataforma Pioneer P3DX em ambiente semiestruturado e os de simulação 

no software Matlab® R2010a, este último considerando apenas o modelo cinemático do 

robô. 

Nas simulações foi usado um arranjo com 32 sensores ultrassônicos dispostos 

regularmente em toda a circunferência do robô. Tais sensores mediam uma distância 

máxima de 300 cm, com um erro de medição de 5%. Nas seções subsequentes são 

apresentados os controladores utilizados e os resultados obtidos com cada experimento. 

5.3.1. Controladores 

Para os experimentos envolvendo navegação de robôs móveis, foram utilizados 

três controladores, desenvolvidos com base em [149], sendo eles de posição final, evitar 

obstáculos e seguir corredores.  

O controlador de posição final será adotado como objetivo principal do sistema, e 

dessa forma deverá ser globalmente assintoticamente estável segundo Lyapunov. As 

variáveis e sistemas de coordenadas envolvidos nesse processo são apresentados na 

Figura 24, onde a tarefa consiste em levar o robô ao destino, representado pelo sistema 

de coordenadas <g>, por meio das velocidades linear e angular, acopladas ao sistema de 

coordenadas <a> do robô. 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

72 
 

 

Figura 24. Variáveis e eixos de coordenadas relativos ao controlador de posição final [149]. 

  

Assim como proposto em [149, 150], as equações cinemáticas que descrevem o 

movimento do robô no ambiente são: 

� = � cos � ; (110) 

� = � sin � ; (111) 

� = �. (112) 

em que u e ω representam, respectivamente, as velocidades linear e angular do robô e θ 

o ângulo entre os sistemas de coordenadas do robô e do ambiente (formado pelos eixos 

(x, y) da Figura 24). 

Para o controlador de posição final, a velocidade linear será descrita por Vpf, 

enquanto que a velocidade angular por Wpf. De acordo com [150], os sinais de controle 
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��� = ���� tanh � cos �, (113) 

��� = ���� ∙ � + ����  tanh ��  sin � cos �, 
(114) 

levam o sistema a ser globalmente assintoticamente estável segundo Lyapunov, em que 

kvpf e kwpf são constantes positivas, ρ é a distância entre o sistema de coordenadas do 

robô e o sistema de coordenadas do destino e α o erro de orientação do robô com 

relação à linha que liga o robô ao destino, ambos mostrados na Figura 24. 

Ainda segundo [150], a função de Lyapunov desse sistema é dada por 

� =
�2 + �2

2
. 

(115) 

O controlador de evitar obstáculos, assim como sugere o próprio nome, tem como 

função evitar a colisão do robô com os obstáculos presentes na cena. Para tanto, tal 

controlador foi inspirado em [149] e consiste em manter uma velocidade linear 

constante e controlar a velocidade angular a partir de um ponto de destino virtual 

mantido a uma distância fixa do robô. Quando nenhum obstáculo é detectado, o ponto 

de destino virtual é posicionado no eixo x do sistema de coordenadas do robô. Caso 

contrário, é realizada uma rotação no ponto de destino virtual, de forma que o mesmo 

seja mantido oposto ao obstáculo, formando um ângulo de 180 graus entre o novo ponto 

de destino e o obstáculo, com relação ao robô. Dessa forma, a velocidade angular do 

controlador de evitar obstáculos Weo pode ser calculada como em (114), porém 

considerando o ponto de destino virtual, assim 

��� = �1, (116) 

��� = ���� ∙ �′ + ����  tanh �′�′  sin �′ cos �′, (117) 

em que 1 é uma constante positiva expressa em cm/s, α’ o erro de orientação do robô 

com relação ao ponto de destino virtual, ’ uma distância, mantida constante, entre o 

robô e o ponto de destino virtual (neste trabalho essa distância foi adotada como 30 cm), 
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e kweo e kveo constantes positivas relativas a este controlador. Na Figura 25 estão 

ilustradas as principais variáveis envolvidas neste controlador. 

 

 

Figura 25. Ilustração no ambiente das principais variáveis do controlador de evitar 
obstáculos. 

 

Uma vez que, para a abordagem aqui proposta, não é necessário que os 

controladores secundários sejam estáveis, e nem tampouco garante que os objetivos 

deste controlador serão atendidos, não será apresentada neste trabalho uma análise a 

respeito da estabilidade do controlador de evitar obstáculos, visto que, em todos os 

experimentos aqui propostos, apenas o controlador de posição final é considerado como 

principal. 

O terceiro e último controlador para navegação de robôs móveis abordado neste 

trabalho tem como objetivo navegar no centro de corredores, proporcionando uma 

navegação mais segura. Para tanto, o controlador de seguir corredores atua mantendo 

uma velocidade linear constante, de forma que a meta (navegação no centro do 

corredor) seja atingida a partir do controle da velocidade angular. As ações de controle 

associadas a este processo são [149] 
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��� = �2, (118) 

��� = �1�� ∙ � + �2�� ∙  ∙ ��� ∙ sin �� , 
(119) 

em que Vsc e Wsc são, respectivamente, as velocidades linear e angular associadas ao 

controlador de seguir corredores, 2 é uma constante positiva expressa em cm/s,  o erro 

do ângulo do robô com relação à linha que define o centro do corredor, paralela às duas 

paredes, e  a menor distância entre o robô e essa linha. k1sc e k2sc são dados por 

�1�� =
�1���1�� + |�|

, 
(120) 

�2�� =
�2���2�� + ||

, 
(121) 

sendo K1sc, K2sc, a1sc e a2sc constantes positivas associadas a este controlador. As 

variáveis  e  são ilustradas na Figura 26. 

 

Figura 26. Ilustração no ambiente das principais variáveis do controlador de seguir 
corredores [149]. 

Assim como explicado para o caso do controlador de evitar obstáculos, não será 

realizada qualquer análise a cerca da estabilidade do controlador de seguir corredores. 

Nas seções subsequentes são apresentados os experimentos realizados envolvendo 

navegação de robôs móveis. 
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5.3.2. Experimento 1 

Para o experimento 1 foram utilizados os controladores de posição final (objetivo 

de controle principal) e de evitar obstáculos, considerando o chaveamento rápido da 

seção 5.1.1. Esse experimento, realizado por simulação, consistiu na navegação em dois 

ambientes fechados, com o robô iniciado na posição (50 cm, 50 cm), com ângulo de 0 

rad, e ponto de destino (700 cm, 700 cm). Para tal experimento, as constantes relativas 

aos controladores e chaveamento adotadas foram kweo = /30, kveo = 50, kwpf = /20, 

kvpf = 20, Veo = 1 cm/s e α = 100 cm. 

No primeiro ambiente é apresentada uma estrutura clássica com um obstáculo 

entre o robô e o destino. Nas Figuras 27, 28 e 29 são mostrados os resultados obtidos 

com o controlador em questão para este ambiente. 

 

Figura 27. Trajetória realizada para um chaveamento, que atende à proposição 4, entre os 
controladores de posição final (principal) e de evitar obstáculos. 
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Figura 28. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 27. 

 

Figura 29. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 27. 
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O segundo ambiente considerado neste experimento consistiu na inclusão de 

outros obstáculos, de forma que o robô tenha que fazer um “zig-zag” para atingir a 

meta. Nas Figuras 30, 31 e 32 são apresentados os resultados a tal experimento. 

 

 

Figura 30. Trajetória realizada para um ambiente com vários obstáculos, considerando 
um chaveamento, que atende à proposição 4, entre os controladores de posição final 

(principal) e de evitar obstáculos. 
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Figura 31. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 30. 

 

Figura 32. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 30. 

Nos resultados apresentados para este experimento, a tarefa foi cumprida com 

êxito, sendo atingida a meta do controlador considerado principal. Além disso, pode ser 

observado que o chaveamento adotado possibilitou ao sistema atender a um objetivo 

secundário, desviando os obstáculos presentes no ambiente. 
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Pode se verificar ainda que apesar de chavear para um sistema com ponto de 

equilíbrio diferente, a função SSLF é decrescente para este chaveamento. 

5.3.3. Experimento 2 

Para o experimento 2 foram utilizados os mesmos controladores e ambientes do 

experimento 1, no entanto, será considerado o chaveamento lento, mostrado na seção 

5.1.2. Esse experimento também foi realizado por simulação, sendo o robô iniciado na 

posição (50 cm, 50 cm), com ângulo de 0 rad, e ponto de destino (700 cm, 700 cm). As 

constantes relativas aos controladores e chaveamento adotadas foram kweo = /30, kveo = 

50, kwpf = /20, kvpf = 20, Veo = 20 cm/s, ρ = 1 e η’ = 1 s. 

Nas Figuras 33, 34 e 35 são mostrados os resultados obtidos para o primeiro 

ambiente. 

 

Figura 33. Trajetória realizada para o primeiro ambiente, considerando um chaveamento, 
que atende à proposição 5, entre os controladores de posição final (principal) e de evitar 

obstáculos. 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

81 
 

 

Figura 34. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 33. 

 

Figura 35. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 33. 

 

O mesmo controle com chaveamento lento foi aplicado ao segundo ambiente, 

sendo obtidos os resultados mostrados nas Figuras 36, 37 e 38. 
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Figura 36. Trajetória realizada para um ambiente com vários obstáculos, considerando 
um chaveamento, que atende à proposição 5, entre os controladores de posição final 

(principal) e de evitar obstáculos. 
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Figura 37. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 36. 

 

Figura 38. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 36. 

Em comparação com o experimento 1, além de atingir o objetivo desejado, a meta 

foi alcançada em um tempo mais curto, o que é decorrência dos limites requeridos no 

chaveamento da proposição 4, o que levou a adotar Veo = 1 cm/s para o chaveamento 

rápido, enquanto que para o chaveamento lento foi possível aplicar Veo = 20 cm/s. O 

chaveamento lento permite que a função SSLF cresça temporariamente ou que a mesma 

fique temporariamente constante, fato que pode ser observado entre os tempos de 50 s e 
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55 s na Figura 38. Neste intervalo pode ser percebida uma tendência de o robô desviar da 

parede próxima ao destino, o que foi corrigido pelo chaveamento.  

5.3.4. Experimento 3 

O experimento 3 foi realizado com os controladores de posição final (controlador 

principal) e de seguir corredores, sendo considerado o chaveamento rápido da seção 

5.1.1. Como pode ser observado na Figura 39 esse experimento poderia ter sido 

realizado apenas com o controlador de posição final, no entanto a trajetória do robô 

estaria muito próxima a parede, indicando uma navegação de risco para o mesmo. A 

inclusão do controlador de seguir corredores pode fazer o robô navegar mais próximo 

do centro do corredor, e ainda assim atingir o ponto de destino. 

Esse experimento foi realizado por simulação, com o robô iniciado na posição (50 

cm, 700 cm), com ângulo de 0 rad, e ponto de destino (700 cm, 700 cm). As constantes 

relativas aos controladores e chaveamento adotadas foram K1sc = 0,8, K2sc = 0,8, a1sc = 

20, a2sc = 500, kwpf = /20, kvpf = 20, Vsc = 20 cm/s e α = 100 cm. 

Nas Figuras 39, 40 e 41 são mostrados os resultados obtidos para o primeiro 

ambiente. 

 

 

Figura 39. Trajetória realizada em um ambiente com corredor, considerando um 
chaveamento, que atende à proposição 4, entre os controladores de posição final 

(principal) e seguir corredores. 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

85 
 

 

Figura 40. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 39. 

 

Figura 41. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 39. 

 Conforme apresentado na Figura 39, o robô realizou uma trajetória mais segura, 

estando mais próximo do centro do corredor. Em alguns momentos o robô se afasta 

temporariamente do centro em consequência das portas abertas.  

5.3.5. Experimento 4 

De forma equivalente aos experimentos 1 e 2, o experimento apresentado na seção 

anterior foi repetido fazendo uso do chaveamento lento, mostrado na seção 5.1.2. O 
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experimento foi realizado por simulação, com a mesma condição inicial e mesmo 

destino. As constantes relativas aos controladores e chaveamento adotadas foram K1sc = 

0,8, K2sc = 0,8, a1sc = 20, a2sc = 500, kwpf = /20, kvpf = 20, Vsc = 20 cm/s, ρ = 1 e η’ = 1 

s. 

Nas Figuras 42, 43 e 44 são mostrados os resultados obtidos com este 

experimento. 

 

Figura 42. Trajetória realizada em um ambiente com corredor, considerando um 
chaveamento, que atende à proposição 5, entre os controladores de posição final 

(principal) e seguir corredores. 

 

Figura 43. Velocidades comandadas para o experimento mostrado na Figura 42. 
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Figura 44. Função SSLF do experimento mostrado na Figura 42. 

Assim como no caso do experimento 3, o robô atingiu a meta, navegando de 

forma mais segura no centro do corredor, dessa forma, os objetivos desse sistema foram 

alcançados com êxito.  

5.3.6. Experimento 5 

Para o quinto experimento realizado foram considerados os controladores de 

posição final (controlador principal), seguir corredores e evitar obstáculos, sendo 

considerado o chaveamento rápido citado da proposição 4. O objetivo deste 

experimento é mostrar uma tarefa mais complexa para a navegação de robôs móveis, 

contando com mais de um subsistema secundário. 

Esse experimento foi realizado por simulação, com o robô iniciado na posição 

(100 cm, 730 cm), com ângulo de 0 rad, e ponto de destino (730 cm, 100 cm). As 

constantes relativas aos controladores e chaveamento adotadas foram K1sc = 1, K2sc = 1, 

a1sc = 20, a2sc = 500, kwpf = /20, kvpf = 20, Vsc = 1 cm/s, Veo = 1 cm/s, kweo = /20, kvpf 

= 50 e α = 100 cm. 

Para este experimento, a escolha de qual subsistema secundário deve atuar foi 

feita com base em um limiar de distância medida pelos sensores, determinada de forma 

que quando a menor distância medida for menor que este limiar, o subsistema 

secundário acionado será o de evitar obstáculos, caso contrário, será o de seguir 

corredores. O limiar aqui estabelecido foi de 50 cm. 
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Nas Figuras 45, 46, 47 e 48 são apresentados os resultados obtidos com este 

experimento. 

 

 

Figura 45. Trajetória realizada para um ambiente com corredores e obstáculos, 
considerando um chaveamento rápido, que atende à proposição 4, entre os controladores 

de posição final (principal), seguir corredores e evitar obstáculos. 
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Figura 46. Velocidades comandadas para o experimento em ambiente com corredor e 
obstáculos, considerando o chaveamento rápido dos controladores. 

 

Figura 47. Função SSLF obtida com o experimento 5. 
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Figura 48. Chaveamento realizado durante o experimento 5. A posição da chave para o 
controlador de posição final é 0, enquanto que para o controlador de evitar obstáculos é 1 

e para o controlador de seguir corredores é 2. 

A evolução do chaveamento foi mostrada para este experimento como forma de 

facilitar o entendimento dos resultados, uma vez que aqui foi realizado um chaveamento 

com três controladores de objetivos distintos. Como forma de tornar mais fácil o 

entendimento com relação ao chaveamento realizado, o chaveamento da Figura 48 é 

mostrado na Figura 49 para um intervalo de 5 segundos. 

 

Figura 49. Chaveamento realizado entre os tempos 57 s e 62 s do experimento 5. A posição 
da chave para o controlador de posição final é 0, enquanto que para o controlador de 

evitar obstáculos é 1 e para o controlador de seguir corredores é 2. 

5.3.7. Experimento 6 

O sexto experimento foi realizado por simulação, considerando os mesmos 

controladores e tarefas do experimento anterior, fazendo uso do chaveamento lento da 

proposição 5. Para tanto, o robô foi iniciado na posição (100 cm, 730 cm), com ângulo 

de 0 rad, e ponto de destino (730 cm, 100 cm), e as constantes relativas aos 

controladores e chaveamento adotadas foram K1sc = 0,8, K2sc = 0,8, a1sc = 20, a2sc = 500, 

kwpf = /20, kvpf = 20, Vsc = 10 cm/s, Veo = 1 cm/s, kweo = /20, kvpf = 50, ρ = 1 e η’ = 0,5 

s. 
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Assim como no experimento anterior, a escolha de qual subsistema secundário 

deve atuar foi feita com base em um limiar de distância medida pelos sensores, dessa 

forma, quando a menor distância medida for menor que 50 cm, o subsistema secundário 

acionado será o de evitar obstáculos, caso contrário, será o de seguir corredores. 

Os resultados obtidos com este experimento são apresentados nas Figuras 50, 51, 

52 e 53. 

 

 

Figura 50. Trajetória realizada para um ambiente com corredores e obstáculos, 
considerando um chaveamento lento, que atende à proposição 5, entre os controladores de 

posição final (principal), seguir corredores e evitar obstáculos. 
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Figura 51. Velocidades comandadas para o experimento em ambiente com corredor e 
obstáculos, considerando o chaveamento lento dos controladores. 

 

Figura 52. Função SSLF obtida com o experimento 6. 
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Figura 53. Chaveamento realizado durante o experimento 6. A posição da chave para o 
controlador de posição final é 0, enquanto que para o controlador de evitar obstáculos é 1 

e para o controlador de seguir corredores é 2. 

A evolução do chaveamento foi mostrada para este experimento pelos mesmos 

motivos apresentados no experimento 5, assim como o chaveamento da Figura 53 é 

mostrado na Figura 54 para um intervalo de 5 segundos, de maneira a deixar mais fácil 

o entendimento com relação ao chaveamento realizado. 

 

Figura 54. Chaveamento realizado entre 90 s e 95 s no experimento 6. A posição da chave 
para o controlador de posição final é 0, enquanto que para o controlador de evitar 

obstáculos é 1 e para o controlador de seguir corredores é 2. 

Tanto no caso do experimento 5 quanto no caso do experimento 6, os objetivos 

foram alcançados com êxito, sendo a principal diferença o tempo necessário para que o 

robô atinja o destino. Pode-se verificar também que o chaveamento lento adotado 

possibilitou um maior tempo de chaveamento nos subsistemas secundários. 

5.3.8. Experimento 7 

O experimento 7 consiste em mostrar as limitações do chaveamentos propostos. 

Para tanto, foi feito uso de um ambiente clássico em forma de “U” e aplicados os 

mesmos sistemas chaveados dos experimentos 1 e 2. 
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Devido a sua condição inicial (dentro do “U”), para o chaveamento do 

experimento 1, não é possível que seja evitada a colisão do robô. Isso se dá devido às 

condições da proposição 4, que não permitem um crescimento da função SSLF do 

sistema chaveado por um período maior que o do chaveamento, o que é necessário neste 

caso. No entanto, o chaveamento lento da proposição 5 permite um crescimento da 

função por um tempo η, sendo, dessa forma, adequado para o ambiente em questão. 

Vale ressaltar que limitações para este tipo de ambiente são frequentes em sistemas 

reativos amplamente usados em robótica. Esse aspecto é discutido em [149]. 

Para um robô iniciado na posição (250 cm, 250 cm), com ponto de destino (600 

cm, 250 cm) e ângulo 0 rad, foi obtido o resultado mostrado na Figura 55, para o 

chaveamento do experimento 1, sendo as constantes relativas aos controladores e 

chaveamento dadas por kweo = /30, kveo = 50, kwpf = /20, kvpf = 20, Veo = 1 cm/s e α = 

100 cm. 

 

Figura 55. Colisão do robô devido às limitações do chaveamento rápido. 

Considerando as mesmas condições iniciais do robô, nas Figuras 56, 57 e 58 são 

mostrados os resultados obtidos com o chaveamento lento mostrado no experimento 2, 

com as constantes relativas aos controladores e chaveamento sendo kweo = /20, kveo = 

50, kwpf = /20, kvpf = 20, Veo = 15 cm/s, ρ = 1 e η’ = 100 s. 
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Figura 56. Trajetória realizada para um ambiente em “U”, considerando um chaveamento 
lento, que atende à proposição 5, entre os controladores de posição final (principal) e 

evitar obstáculos. 

 

 

Figura 57. Velocidades comandadas para o chaveamento lento descrito no experimento 2. 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

96 
 

 

Figura 58. Função SSLF obtida para o chaveado lento supracitado. 

Deve-se deixar claro que o chaveamento lento, assim como já foi explicado, não 

garante que os obstáculos serão evitados, uma vez que o mesmo é um objetivo 

secundário. Esse experimento tem por finalidade apenas mostrar que é possível navegar 

neste ambiente com o chaveamento lento, no entanto, existe ainda o risco de colisão. 

Por outro lado, os resultados obtidos não condenam o chaveamento rápido, sendo o 

mesmo útil para outras aplicações, a destacar o caso em que o chaveamento deve ser 

realizado com alta frequência na tentativa de aproximar os resultados com os que 

podem ser obtidos empregando-se fusão. 

Espera-se que as proposições aqui apresentadas sirvam de base para que novos 

sistemas chaveados sejam desenvolvidos, contornando alguns destes problemas. 

5.3.9. Experimento 8 

Esta seção é dedicada à apresentação dos resultados reais, realizados na 

plataforma Pioneer P3DX, envolvendo os chaveamentos, lento e rápido, supracitados. 

Diferente dos demais, nos experimentos desta seção as distâncias são apresentadas em 

milímetros, as velocidades em milímetros por segundo e os ângulos em graus, por serem 

essas as unidades padrões desta plataforma. Para estes experimentos foram utilizados os 

controladores de posição final (objetivo de controle principal) e de evitar obstáculos, 

descritos na subseção 5.3.1, e arranjo frontal de ultrassom disponíveis no robô, com 8 

sensores ultrassônicos, para navegação nos ambientes 1 e 2, mostrados nas Figuras 59 e 

60, respectivamente.  
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Figura 59. Ambiente 1 considerado nos experimentos reais. 

 

Figura 60. Ambiente 2 considerado nos experimentos reais 

Os ambientes das Figuras 59 e 60 foram escolhidos por representarem um típico 

ambiente semi-estruturado de escritório. O ambiente 1 (Figura 59) deve possibilitar uma 

navegação em “zig-zag”, enquanto que o ambiente 2 (Figura 60) possui um obstáculo 

maior, possibilitando enfatizar o as diferenças de velocidades do robôs para os 

chaveamentos rápido e lento quando os objetivos secundários estão sendo cumpridos. 

Os resultados obtidos com o chaveamento rápido dos controladores de posição 

final e de evitar obstáculos, para o ambiente 1, são mostrados nas Figuras 61, 62 e 63. 

Para tanto, o robô foi iniciado na posição (0 mm, 0 mm), com ângulo de 0 grau, e ponto 

de destino (3000 mm, 0 mm), e as constantes relativas aos controladores e chaveamento 

adotadas foram kweo = /20, kveo = 50, kwpf = /20, kvpf = 20, Veo = 10 mm/s e α = 500 

mm. 
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Figura 61. Ambiente 1 e trajetória do robô reconstruídos a partir dos dados sensoriais do 
experimento real com chaveamento rápido dos controladores de posição final (principal) e 

de evitar obstáculos. 
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Figura 62. Velocidades comandas no experimento real de chaveamento rápido para o 
ambiente 1. 

 

Figura 63. Função SSLF obtida no experimento real de chaveamento rápido para o 
ambiente 1. 

Ainda para o ambiente 1, foram obtidos os resultados mostrados nas Figuras 64, 

65 e 66 para o chaveamento lento dos controladores de posição final e de evitar 

obstáculos. Neste experimento, o robô foi iniciado na posição (0 mm, 0 mm), com 

ângulo de 0 grau, e ponto de destino (3000 mm, 0 mm), e as constantes relativas aos 
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controladores e chaveamento adotadas foram kweo = /15, kveo = 50, kwpf = /15, kvpf = 

20, Veo = 200 mm/s, ρ = 1 e η’ = 1 s. 

 

 

Figura 64. Ambiente 1 e trajetória do robô reconstruídos a partir dos dados sensoriais do 
experimento real com chaveamento lento dos controladores de posição final (principal) e 

de evitar obstáculos. 
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Figura 65. Velocidades comandas no experimento real de chaveamento lento para o 
ambiente 1. 

 

Figura 66. Função SSLF obtida no experimento real de chaveamento lento para o 
ambiente 1. 

De forma semelhante ao ambiente 1, outros dois experimentos foram realizados 

para o ambiente 2, um abordando o chaveamento rápido e o outro abordando o 

chaveamento lento. Nesses dois experimentos o robô foi iniciado na posição (0 mm, 0 

mm), com ângulo de 0 grau, e ponto de destino (0 mm, 3000 mm), sendo que para o 
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chaveamento rápido, cujos resultados são mostrados nas Figuras 67, 68 e 69, as 

constantes relativas aos controladores e chaveamento adotadas foram kweo = /15, kveo = 

50, kwpf = /15, kvpf = 20, Veo = 10 mm/s, α = 500 mm, enquanto que para o 

chaveamento lento foram kweo = /40, kveo = 50, kwpf = /20, kvpf = 20, Veo = 200 mm/s, 

ρ = 10 e η’ = 5 s, estando os resultados obtidos com tal chaveamento ilustrados nas 

Figuras 70, 71 e 72. 

 

 

Figura 67. Ambiente 2 e trajetória do robô reconstruídos a partir dos dados sensoriais do 
experimento real com chaveamento rápido dos controladores de posição final (principal) e 

de evitar obstáculos. 
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Figura 68. Velocidades comandas no experimento real de chaveamento rápido para o 
ambiente 2. 

 

Figura 69. Função SSLF obtida no experimento real de chaveamento rápido para o 
ambiente 2. 
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Figura 70. Ambiente 2 e trajetória do robô reconstruídos a partir dos dados sensoriais do 
experimento real com chaveamento lento dos controladores de posição final (principal) e 

de evitar obstáculos. 
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Figura 71. Velocidades comandas no experimento real de chaveamento lento para o 
ambiente 2. 

 

Figura 72. Função SSLF obtida no experimento real de chaveamento lento para o 
ambiente 2. 

De forma geral, os resultados reais tiveram desempenho semelhante aos 

resultados simulados, podendo atestar a pouca influência da inércia e das imperfeições 

do robô Pioneer P3DX nas abordagens propostas. Na Figura 70, por exemplo, podem 

ser observados erros de medição dos sensores de ultrassom, que ocorreram de forma 

pontual e, dessa forma, não impediram o desenvolvimento da tarefa. 
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Para os experimentos realizados, os resultados para o chaveamento lento se 

mostraram visivelmente melhores do que quando empregado o chaveamento rápido, no 

entanto a característica de chaveamento rápido é, como citado anteriormente, desejada 

em diversas aplicações, motivando o seu desenvolvimento. O objetivo almejado neste 

capítulo foi mostrar, através de simulações e experimentos, possíveis aplicações para as 

ferramentas desenvolvidas, não pretendendo comparar os resultados destas duas 

abordagens. 



Estabilidade de Sistemas Chaveados Baseados em Objetivo de Controle Principal 

107 
 

Capítulo 6: Conclusões 

 

Neste trabalho foi abordado o conceito de quasi-estabilidade para sistemas 

autônomos. Uma vez que não foi encontrada na literatura uma definição de quasi-

estabilidade, tal definição foi proposta neste trabalho. Adicionalmente, Foram 

apresentadas, nas proposições 1 e 2, condições suficientes do tipo Lyapunov para a 

demonstração da quasi-estabilidade de sistemas autônomos. Além disso, é mostrado que 

a proposição 2 também pode ser usada para analisar a quasi-estabilidade assintótica, 

possibilitando assim uma análise mais completa para este tipo de sistema. 

Diferentemente da estabilidade de Lyapunov, no conceito de estabilidade aqui 

proposto, a função candidata, V(x), não precisa ser continuamente diferenciável, bem 

como não são apresentadas condições com respeito à derivada de V(x). Dessa forma, 

espera-se que um maior número de trabalhos possa ter a estabilidade demonstrada a 

partir do proposto, como em sistemas sujeitos a perturbações, distúrbios externos ou em 

chaveamento de controladores. 

No tocante aos sistemas chaveados, neste trabalho foi proposta uma nova linha na 

análise de estabilidade para estes sistemas. Está linha é baseada na análise de 

estabilidade de um sistema chaveado com objetivo principal, determinado a partir da 

escolha de um subsistema, também denominado principal, que deve ser 

assintoticamente estável e possuir o mesmo ponto de equilíbrio desejado para o sistema 

chaveado. Esta proposta deverá possibilitar a análise de estabilidade de sistemas que 

não se encaixam nas áreas clássicas e, dessa forma, contribuir para o aumento da 

quantidade de aplicações na área de sistemas chaveados.  

Foram apresentadas, juntamente com suas demonstrações matemáticas, três 

proposições baseadas na linha supracitada, que serão usadas como ferramentas 

matemáticas para auxiliar na análise de estabilidade de sistemas de controle chaveados. 
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Essas proposições podem ser aplicadas tanto para o caso linear, quanto para o não-

linear, bem como para chaveamentos lentos (proposição 5) ou independentes da 

frequência (proposições 3 e 4), permitindo o uso dessas ferramentas para auxiliar na 

análise de estabilidade de um número significativo de sistemas. 

Por meio da revisão bibliográfica realizada, foi possível avaliar o estado da arte na 

área de sistemas de controle chaveados, bem como na área de sistemas quasi-estáveis, 

apresentando com maior detalhe as principais contribuições dessas áreas. Cabe ressaltar 

que nesta revisão não foram encontrados trabalhos que abordem a questão da análise de 

estabilidade de sistemas chaveados com objetivo de controle principal, tampouco 

proposições que possam ser confundidas com as aqui apresentadas, indicando a 

originalidade das contribuições deste trabalho. 

Foram desenvolvidos e analisados experimentos reais e por simulação, 

envolvendo tarefas de controle de processos químicos e navegação de robôs móveis. Os 

testes realizados abrangeram todas as proposições desenvolvidas nesta tese e foram 

usados para mostrar algumas possibilidades de aplicações envolvendo tais proposições. 

Adicionalmente, foram apresentados experimentos para ilustrar as limitações das 

mesmas para as aplicações em questão. 

Os resultados obtidos com os experimentos realizados, unidos ao fato que foram 

apresentadas descrição e prova das proposições, são considerados como fortes 

indicativos de que as contribuições desta tese possuem um grau de contribuição original 

compatível com o de um doutorado.  

No texto a seguir são apresentadas as principais contribuições já obtidas com o 

presente trabalho e os trabalhos futuros que se espera realizar a partir dessas 

contribuições. 

6.1. Contribuições 

De forma resumida, são apresentadas nos tópicos a seguir as principais 

contribuições deste doutorado: 

 Apresentação de uma revisão bibliográfica ampla e atual sobre sistemas de 

controle chaveados; 
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 Definição de um novo conceito de estabilidade para sistemas que atendem 

os critérios de estabilidade clássica após um tempo η. 

 Proposta de duas condições suficientes do tipo Lyapunov para os sistemas 

quasi-estáveis. 

 Proposta de um novo campo no contexto da análise de estabilidade, 

baseado em objetivo de controle principal; 

 Apresentação de duas condições suficientes para demonstração de quasi-

estabilidade e quasi-estabilidade assintótica para chaveamento rápido de 

sistemas que se enquadram nesse novo campo; 

 Apresentação de uma proposição para demonstração de quasi-estabilidade 

assintótica de sistemas de controle chaveados com a característica 

supracitada e que, além disso, possuem chaveamento dependente do 

estado atual (chaveamento lento); 

 Demonstração matemática das cinco proposições apresentadas; 

 Elaboração e realização de testes por simulação na área de controle de 

processos químicos; 

 Elaboração e realização de testes por simulação aplicados à navegação de 

robôs móveis; 

 Desenvolvimento de testes reais na área de navegação de robôs móveis 

usando a plataforma Pioneer P3DX; 

 Apresentação das principais limitações deste trabalho a partir de testes 

realizados por simulação.  

6.2. Trabalhos Futuros 

Com a definição da quasi-estabilidade, bem como a proposição de condições 

suficientes do tipo Lyapunov para este tipo de estabilidade, espera-se que um grande 

número de trabalhos que não se enquadram no conceito clássico de estabilidade possa 

ter sua estabilidade matematicamente demonstrada. Como trabalho futuro é proposta a 

continuidade deste trabalho no sentido de desenvolver novas ferramentas matemáticas 

que auxiliem na demonstração da quasi-estabilidade de um número maior de sistemas 

dinâmicos híbridos, não restringindo para o caso dos sistemas chaveados. 

Como já explanado no capítulo 1, as proposições 3 e 4 devem servir como uma 

ferramenta alternativa para a análise de estabilidade de sistemas de controle chaveados, 
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sem restrições com respeito à frequência de chaveamento, o que permite um 

chaveamento rápido. Como essas ferramentas também podem ser aplicadas para o caso 

não-linear, é proposto como trabalho futuro o uso dessas ferramentas para analisar 

sistemas desse tipo que atualmente não possuem estabilidade demonstrada, como ocorre 

no caso do chaveamento de controladores para navegação de robôs móveis. 

Na proposição 5 é apresentada uma condição para que o chaveamento seja quasi-

assintoticamente estável, para tanto o mesmo deve ocorrer de maneira que, após 

determinado tempo, a função de Lyapunov do subsistema principal tenha decrescido 

uma quantia proporcional ao valor da norma das variáveis de estado naquele ponto de 

operação. Dessa forma, propõe-se investigar o uso dessa proposição como ferramenta 

para o projeto e análise de sistemas supervisórios, que deverá ser útil para um 

significativo número de sistemas, uma vez que essa proposição também pode ser 

utilizada no caso não-linear. 

Além disso, serão realizadas novas aplicações de sistemas de controle chaveados, 

criadas a partir da inclusão do novo conceito de objetivo de controle principal, proposto 

neste doutorado. Assim, será analisada a estabilidade desses sistemas chaveados, que 

poderão possuir subsistemas instáveis ou com pontos de equilíbrio diferentes, desde que 

sejam contínuos no tempo. Deve-se ressaltar que, nesse caso, apenas a estabilidade com 

respeito ao ponto de equilíbrio do controlador principal poderá ser provada usando as 

referidas proposições. 

De posse das ferramentas para a análise de estabilidade aqui propostas, propõe-se 

ainda como trabalho futuro um estudo focado no projeto de sistemas que farão uso 

dessas ferramentas, facilitando, dessa forma, o desenvolvimento de novos sistemas 

baseados em objetivo de controle principal. 

Uma vez que distúrbios externos ou perturbações do sistema podem ser 

modelados como um chaveamento temporário do sistema de controle principal para 

algum subsistema secundário, que seria o distúrbio ou a perturbação, as proposições 

apresentadas nesta tese de doutorado poderão ser usadas para provar a estabilidade do 

sistema sob condições adversas, sejam elas frequentes ou não. 

Por fim, considerando a existência de pouco ferramental matemático para a área 

de fusão de sinais de controle heterogêneos (objetivos de controle diferentes), é 
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proposto o uso das contribuições apresentadas neste doutorado como base para a análise 

de estabilidade de alguns dos métodos de fusão já aplicados para o caso homogêneo, 

considerando o caso objetivo de controle principal, proposto neste trabalho. 
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