VI CONGRESSO DE INICIAGAO CIENTIFICA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE

UFCG
H S @CNPq
PRPG |fpiess

PIBIC/CNPq/UFCG-2009

INTRODUGAO AS EQUAGCOES DA FISICA MATEMATICA
Renato Silva Pereira’, Angelo Roncalli F. Holanda®

RESUMO

Este trabalho é voltado para o estudo das equagdes diferenciais parciais (EDP), em especial a equagéo
do calor, visando a obtencao de suas solugdes através de séries de Fourier. Utilizando o método de
separagao de variaveis chegamos a possiveis solugdes para problemas de condugédo do calor numa
barra sobre certas condigbes e a partir dai, aplicando a teoria apresentada sobre séries de Fourier
obtemos as devidas solugdes.
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INTRODUCTION THE EQUATIONS OF THE MATHEMATICAL PHYSICS
ABSTRACT

This work is dedicated to the study of partial differential equations (PDE), in particular the heat equation,
in order to obtain their solutions by means of Fourier series. Using the method of separation of variables
we arrive at possible solutions to problems of heat conduction in a bar on certain conditions and from
there, applying the theory presented on the Fourier series we obtain the appropriate solutions.

Keywords: pde, separation of variables, Fourier series of
INTRODUGAO

O estudo das equagdes diferenciais parciais (EDP) é muito importante. Muitos problemas fisicos sao
descritos por meio de EDP’s. Assim devemos buscar ferramentas matematicas para resolver essas
equacgdes. Uma dessas ferramentas € a teoria das séries de Fourier, essencial para determinar solugdes
formais de um problema que envolva EDP. Mas, primeiramente precisamos de alguns resultados basicos da
teoria das equagdes diferenciais parciais, como veremos.

Neste trabalho apresentaremos uma parte da teoria das Séries de Fourier, que utilizaremos para
obtencdo de solugbes de problemas relacionados a condugdo do calor numa barra sujeita a certas
condigdes laterais. Tendo em vista 0 método de separagédo de varaveis podemos chegar a um determinado
candidato a solugao do problema em estudo e, através de alguns resultados sobre séries de Fourier
podemos obter a solugao.

' Aluno do Curso de Licenciatura em Matematica, Unidade Académica de Educagédo-CES, UFCG, Cuité, PB, E-mail:
renatosilva.ufcg@gmail.com

Prof. Doutor, Unidade Académica de Matematica e Estatistica, UFCG, Campina Grande, PB, E-mail:
angelo.holanda@gmail.com



mailto:renatosilva.ufcg@gmail.com
mailto:angelo.holanda@gmail.com

EQUAGOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma Equacado Diferencial Parcial (EDP) é uma equagdo que envolve duas ou mais variaveis
independentes x.¥v. z.t .. € derivadas parciais de uma fungéo u = u(x, v, z.t .. ). De forma geral um EDP de
n variaveis independentes é uma equacéao da forma
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onde x = (x,,...x;) € .  é um subconjunto aberto de B", Fé uma fungéo dada e u = ulx) é a fungéo a ser
determinada. Podemos classificar as EDP’s segundo a ordem e a linearidade. A ordem de uma EDP ¢é a
maior ordem de derivagdo que ocorre na equagdo. Uma EDP é dita linear se é de primeiro grau na variavel
dependente u e em todas as suas derivadas parciais, caso contrario ela € nao-linear. Assim, uma EDP
linear de segunda ordem é uma equacao da forma

|

Z a;; (x)D; Dyu + Z bi(x)Dju + elx)u + dlx) = 0.
. =

Lj=1
Se u = u(x, ¥) € uma fungéo de duas variaveis a equagao acima se torna
Alx, y)utyy + 2B(x, y)ugy, + Clx, yuy, + Dlx, y)u, + Elx, ylu, + Flx,y)u + 6(x,y) = 0. (2)

Nés estamos interessados apenas nas solugdes classicas da eq.(2), isto é, solugbes u que sejam duas
vezes diferenciaveis, e para tais solugdes temos u,, = u,,.

Uma EDP é homogénea se o termo independente for identicamente nulo. Dessa forma, a eq.(2) sera
homogénea se Gz ¥) = 0.

A parte da equagado que contem as derivadas de maior ordem é chamada de parte principal da EDP.
Em muitos casos a parte principal determina propriedades da solugao da equagao.

Existem ainda as chamadas equagdes semilineares, que sdo equagdes nao-lineares cuja parte principal
é linear. A forma geral de uma EDP semilinear de segunda ordem é

f

Z a;;(x) D;Dju = flx,u, Dyu, .., Dyul.

b
Linearidade e Superposi¢ao

Considere a equacgao do tipo

Tl

Z a;; (%) D;Dju + Z bi(x)Dju+ clx)u+dx) = 0. (3)
j=1

Lj=1

Denotemos por k a ordem da equagéo, k =1 ou k = 2. Note que se k = 1. entdo a;; =0 quaisquer que
sejam i.j € {1,...n} e existe j.1 < j = n, tal que b; = 0.
A equacéo (3) pode ser escrita na forma

Lu=f, (4)
onde flx} = —dix). e

n

)G = ) ay@DDu(x) + ) 5 Du(x) + e ul). )
i=t

Li=1

Como a cada fungao u (suficientemente diferenciavel) corresponde uma Unica fungéo Lu, definimos assim,
a transformacgao L, como segue.



Definicéo 1

Seja 11 um subconjunto aberto de E" e suponha que as fungbes a;;. by e c.com 1 = i, j = n sdo continuas
em 11 e toma valores reais, entao
L: C*() — C(N)

u — Lu,

onde Lu é dado pela relagdo anterior e C¥ (1) é o conjunto das fungbes u: 1 — R k vezes diferenciaveis
(respectivamente continuas).

O fato de que a eq.(3) é linear implica que o operador L definido em (5) € um operador linear, isto é, L
leva a funcdo f identicamente nula nela mesma e

Lu + ev) = Lu + alv,

Quaisquer que sejam u e ¥ no dominio de L e @ um nimero real. Podemos associar a EDP ndo homogénea
(4) a EDP linear homogénea

Lu=0, (6)

Que é chamada de equacéo linear homogénea associada a eq.(4). Neste caso, se uy.....u, satisfazem a
eq.(5) e @y, ... £;S80 escalares, entéo

m
E u._i-uj-

=1

é também solugdo de (5). Esse resultado é conhecido como o principio da superposi¢cdo em sua forma
finita. A seguir apresentaremos esse principio em sua forma infinita.

Proposigao 1 (Principio da superposigao)

Seja L um operador linear parcial de ordem k cujos coeficientes estdo definidos em um aberto 12 € E".

Suponha que {u,}z_, é um conjunto de fungées de classe ¥ em 11 satisfazendo a EDP linear homogénea
(5). Entéo, se {a.}m_. é uma sequéncia de escalares tal que a série

==

ulx) = Z Gl Uy (%)

m=1

é convergente e k vezes diferenciavel termo a termo em 12, u satisfaz (5).
Mais tarde aplicaremos essa proposigédo ao trabalharmos com o método de separagao de variaveis para
obter solugdes de problemas de condugao do calor.

Condigoes de Contorno e Iniciais

Em geral, no caso de EDP’s, procuramos solugbes definidas em um aberto 1.1 € E". Quandon =1, é
natural substituir os extremos do intervalo pelo bordo 81! da regido fi. Quando impomos condigbes sobre o
valor da solugdo e de suas derivadas no bordo da regido (condi¢gdes de contorno) temos um problema de
valores de contorno.

Da mesma forma quando impomos o valor da solu¢do e de suas derivadas normais ao longo de uma
curva (condigbes iniciais) temos um problema de Cauchy ou problema de valor inicial. Um problema que
envolve as duas condigdes é chamado de problema de valores inicial e de fronteira ou problema misto.
Consideremos o seguinte problema envolvendo a equacgéo de onda

Uy = clhu x € B¢ =0,
ulx,0) = flx),x e B,
u (x.0) = glx).x e R",

onde n =1,2 ou 3 e & é o Japlaciano em E™. Esse € um exemplo de problema de Cauchy.



Séries de Fourier

O estudo das séries de Fourier tem importancia significativa no que diz respeito a obtencdo da solugao de
uma EDP. Em particular, estaremos interessados em determinar fungdes f:E — R, que podem ser
expressas através da relagéo

nwx nRx :I

1 =
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Uma fungéo f: R — R é periddica de periodo T se f(x + T} = f(x) para todo x. Em geral, se T é um
periodo para a fungdo f, entdo kT também é, onde n € E. O menor periodo positivo € chamado de periodo
fundamental.

Por exemplo, o periodo fundamental T da funcéo sinnmx/L é T = 2L /.
Defini¢do 2 (Convergéncia pontual)

Uma série de fungbes i, u, (x). onde u,:I — R sdo fungbes reais definidas em um subconjunto I de E,
convergiré pontualmente se, para cada x, € I fixado, a série numérica Xy, u, (xy) convergir. Isto é, dados
g == 0 e xy £ I, existe um inteiro N, dependendo de & e de x, tal que

m

> wixo)

|

= E

para todos n = m, tais que = N.
Definigdo 3 (Convergéncia uniforme)

Uma série de fungbes L. u, (x) convergird uniformemente, se, dado = = 0, existir um N. dependendo
apenas de = (e ndo de x), tal que

m

D i)

!

= E

para todos m =mn = N,

Um artificio que podemos usar para determinar se uma série de funcbes converge, € o de majorar a
série de fungdes por uma série numérica. O teste M de Weierstrass assegura a convergéncia uniforme e a
absoluta através de uma majoracdo. Dizemos que uma série X u,, (x) converge absolutamente se a série
Flu, (x}| dos valores absolutos convergir.

Teste M de Weierstrass

Seja L, u, (x} uma série de fungbes u,:I — & definida em um subconjunto I de B. Suponha que existam
constantes M,, = 0 tais que

lu, (x)l = M, vx €1,

E que a série numérica Xi-. M, convirja. Entdo, a série de fun¢bes L. u, (x) converge uniformemente e
absolutamente em 1.

Proposigao 2

Suponha que as fungbes u, sejam continuas e que a série Ly, uy, (x) convirja uniformemente. Entéo, a
soma da série ulx} = X7_,u, (x) é também uma fungéo continua.



Proposicao 3

Suponhamos que as fungbes u, sejam integréveis em um intervalo I e que a série Ly, uy, (x) convirja

uniformemente. Entéo,
J‘ (Z uﬂ{x]) dix = Z J‘uﬂ{xjdx.
i n=1 n=1 I

Proposicéao 4

Suponhamos que as fungbes u,, (x}) definidas em um intervalo I sejam continuamente derivaveis e que a
série Li_,u'y (x) das derivadas convirja uniformemente. Suponhamos ainda que, para um dado x, €I, a

série Y-, u, (x) convirja. Entéo,
d
E(Z r.{x:]) Z n (x).

Agora, considere a expressao

nrex nrx )

1 ==
Flx) =58 +Z (aﬂ cusT+ .EJns:'ﬂT (7
- n=1

e suponha que a série presente em (7) convirja uniformemente. Decorre da proposigéo (2) que f deve ser

continua e, além disso, periddica de periodo Zm. Logo, pela proposi¢cédo (3) podemos integrar ambos os
membros de (7) para obter

1 L
tg = EJ‘ flx)dx.
Da mesma forma, usando as relagbes de ortogonalidade abaixo

= nwx MY
(i) J‘ EﬂsTsfﬂ Td.r =0nm=1;

mmx

Lﬂ—m:}l

':“]f '5'”5 .:;'us I dx = J[[] nEmnmz=1;
muEx Ln=m=1,

{]J‘ sm i —dx = {U,‘J‘l Fm,nm =1,

podemos obter expressbes para &, e b,. A saber,

1t nnx
ai,.=EJ‘1f{x] cusde,ﬂEEI (3}

15t nrx
=—f flx)sin—dxn =1 9
Ll L
Definicao 4
Seja f: B — R uma fungdo periodica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel em cada intervalo
limitado; em particular, [_,|f(x)|dx < co. Os nimeros a,.n = 0. e b,.n = 1, dados em (8) e (9) sdo definidos

como os coeficientes de Fourier da fungéo f.

Sempre que for possivel determinar os coeficientes de Fourier de f, podemos escrever

1 - nwx nTx
f{_r]fv;an -I—Z{aﬂ ausT-I—EJﬂs:'ﬂT), (10
- n=1



significando que a expressdo a direita do sinal (~) é a série de Fourier da fungdo f. A seguir, veremos
algumas condices suficientes para que a funcdo f seja igual a sua série de Fourier.

Uma funcdo f:E — R sera seccionalmente continua se ela tiver apenas um numero finito de
descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado. Isto é, dados a = b, existem
a<a, <@ < <a, b tais que f é continua em cada intervalo aberto (gj.a;,;).j =1, ..n—1 e
existem os limites

fla;+0) =tim () e fla; —0) = lim f(x).

xoaj+ x—aj-

Por exemplo, a fungédo sinal de x, definida por

+1lx=0
sign(x) =41 0,x =0;
—1.x =0,
é uma fungao seccionalmente continua.
Uma funcéo f: B — [ sera seccionalmente diferenciavel se ela for seccionalmente continua e se a
funcéo derivada f' for também seccionalmente continua. Por exemplo, a funcéo fix) = |x|. para Ix| =1 e
periddica de periodo 2, é seccionalmente diferenciavel.

Teorema 1 (de Fourier)

Seja f: R — R uma funcéo diferenciavel e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcdo f. dada em
(10), converge, em cada ponto x, para = [f(x + 0) + f(x — 011, isto &,

1 1 — nwx nrx
5 [f{_r +0) + filx — [I:]] =§ﬂ'n -I-Z (mﬂ EDST-I- EJHSIHT:I-
n=1

Teorema 2 (sobre a integragao de séries de Fourier)

Seja f: R — & uma fungéao periddica de periodo 2L e seccionalmente continua e seja

1 - nwx . onEx
Ea.n -I—;(u.ﬂ c‘usT + by sin T)

sua série de Fourier. Entéo
i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de f: mais precisamente,

g 21 - b T ® nmx
J‘f{x] dx=J‘ g -I—Z a.r.J‘ cos ——dx + EJ,,.J‘ sin—dx |;
a a 2 ) a I‘ ) a I‘
n=1

ii) a fungdo Fix} = Jf [f () - (ﬂj] dt é periddica de periodo 2L, continua, tem derivada F' seccionalmente

&

continua e é representada por sua série de Fourier



A partir de agora, vamos estudar a equagao do calor e tendo em vista o que foi apresentado a respeito
de séries de Fourier, vamos chegar as solugbes de problemas envolvendo esta equagdo. Comecemos com
o problema da condugao do calor.

O problema da condugéao do calor numa barra

Seja R a regido do plano (.t} determinda por 0 =x =L e t =0, e H a unido de R com sua fronteira
que é formada pelas semi-retas {x =0t >0} e {r=Lt=0} e pelo segmento {0 =<x=Lt=0
Suponhamos que as temperaturas nas extremidades da barra sejam mantidas iguais a zero,
constantemente. O problema da condugao do calor consiste em determinar uma fungao real u(x. £} definida
em #H que satisfaca

Uy = Ky, em H;
ulx,0) = flx).0 =x = L; (11)
u(0,8) =ull,£) =0,t =0

onde f:[0,L] — R é uma funcao dada.

Tendo em vista o Método de Fourier vamos usar separagao de variaveis para procurar solugées u(x, t
do problema de valores inicial e de fronteira (PVIF) (11) na forma

ulx, t) = Flx) G(2). (12)
Substituindo (12) na equagéo do calor, obtemos
Fx)G'(t) = KF" (x)Glz),
ou ainda,

16'(8)  F"(x)
KG()  F(x)

Esta ultima igualdade nos sugere que tanto o lado esquerdo como o direito independem de x e de t. Isto &,

F'(x) 16'(8)
F@ T RKGm

o. (13)

onde & é um parametro independente de x e de t. Note que, pela primeira das equagdes de (13), F deve
satisfazer o problema de valor inicial

F'({x) —ogFlx) = 0,0 < x =< L
(0) = F(L) = 0. (14)

Vejamos os valores de & para os quais F satisfaz o problema (14). Evidentemente, estamos interessados
em solugdes F £ 0, caso contrario teriamos u =, 0 que ndo nos interessa. Temos trés casos a considerar:

i) se & = 0. temos
F{I:] — ﬂlg'\'ﬁr + c:g—'\'EJ:'
e dai, as constantes ¢, e ¢; devem ser solugdo do sistema

[c1+c:=ﬂ

eVt 4 ce™ ' =,
ouseja, t; = ¢; = 0. Logo, F = 0.
ii)se o =0, entdo
Flx) = c;x +cy.

Logo, obtemos ¢; = ¢; = [ e, portanto, F = (.



iii) se & < 0, fazendo & = —4%, obtemos
Flx) = ¢, c05 dx + ¢c; sin Ax.
Dai, devemos ter
c; =0 e gpsin AL = 0.
Como queremos ¢; # 0, segue que
sindl =0,
o que nos da AL = nm, onde n & um inteiro ndo-nulo. Os valores de - o = ?

n'm

A —
L..

ELL

sdo chamados os valores préprios ou autovalores do problema dado em (14), e as fungdes

nwx
E, (x) = sin T

sdo chamadas as fungbes proprias ou autofungbes do problema dado em (14).
Consideremos agora, a segunda equagao em (13)

G'(t) —oKG() = 0.
Sua solugéo geral é dada por
G(t) = ce™F,

Assim, para cada n = =1, 2, ..., temos uma solugéo
I nwx
un(x, t) = g™ EOL sfﬂT, (15)
a qual satisfaz a equacao do calor e as condi¢cdes de fronteira, presentes no problema (11). Note ainda, que
nwrx
u, (x, 0) = sin—.
L
Com isso, u, (x} s6 seria solugdo de (11) se f fosse da forma

Flx) = sin ?

Sabemos pelo Principio da Superposi¢do que qualquer combinacgao linear de solugdes da equagéo do calor
também é solugéo. Logo, qualquer expressao da forma

N

Z Eptiy (x, t),

n=1

onde os ¢, sdo constantes e os u, sdo as fungdes definidas em (15), satisfaz a equagao do calor e as
condigdes de fronteiras do problema (11). Dai, se a condi¢éo inicial f for da forma

Z nwx
Cp SiM——,
) L

n
n=1

entdo, a solugéo de (11) sera



N
22,02 X
ulx, t) = E cpe T RLL sin——.

n=1

Suponhamos agora, que a fungéo dada f possa ser expressa em uma série da forma

=

) = csin—. (16)

L
n=1
Entéo, neste caso, a solugéo do problema (11) deve ser

nrx

ulx,t) = Z cﬂe'“:::m;"’: sin A (17
n=1

Concluimos assim, que os ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da fungdo f, dada em [0.L], e estendida
no resto de E de modo a ser impar e periddica de periodo 2L. Ou seja,

2 bf{ ) mr.rd
T =EJ‘ x s:’nT X
o

Do teorema de Fourier, f tem que ser continua, satisfazer a igualdade f(0} = (L) = 0 e ainda, f'deve ser
seccionalmente continua.

Para entender o que é uma solugao do PVIF (11), precisamos dos seguintes resultados.
Definigado 5 (solugao do PVIF 11)
Uma fungdo u:® — W é uma solugéo do PVIF (11) se ela for continua em R, tiver derivadas parciais u; e
uy,, em R, e satisfizer as trés relacées em (11).

No caso de estarmos trabalhando com outros tipos de condigdes iniciais, precisamos de uma defini¢cao

que nédo leve em consideragéo a igualdade (16).

Definicdo 6 (solugao do PVIF 11)
Considere a regido # dada por
FA={(x.y) eRH0=x = Lt>0}L

Uma fungéo continua u: % — B é uma solugdo do PVIF (11), se

Uy = Kag 0 < x = Lt =0,
wll,8) =ull,t) =0,t=0,

{.‘,’*&f ulx, Do (ddr :[D £ o) dx,

Para toda fungdo @ seccionalmente continua em [0, L].

Teorema 3

Se f for de quadrado integréavel em [0.L]. entdo a expresséo (17) define uma fungdo em #H que é solugéo do
PVIF (11) no sentido da definigdo (6).

Teorema 4
Seja f:[0.L] — R uma fungédo continua em f(0) = f(L) = 0 e tal que a derivada f' exista em [0.L] e seja de

quadrado integravel. Entéo a expressao (17) define uma fungdo continua em &, que é solugao do PVIF (11)
no sentido da definicéo (5).



Consideremos uma barra com uma extremidade isolada termicamente e a outra mantida a 0°C. O
problema consiste em determinar uma fungdo u(x, t) definida em % tal que

U, = Ky, em H;
u0,8) =u,(L.£) = 0,t = 0; (18)
ulx,0) = fx),0=x = L

Usando separagao de variaveis chegamos ao problema

IF" (x) —aF(x) =0,

Fo)=F@) =0 (=0

que tem como autovalores o, = —(2n — 1)*x*/4L*n =1.2,... e autofuncdes F,(x} =sin(2n — 1)mx/2L.
Logo, a solugdo do PVIF (18) deve ser

= - P S | 2n — 1ynx
ulx, t) =Z e~ -t RLAL :'SI"J‘I—{ o1 ) )

n=1
onde os coeficientes ¢, devem ser tais que

(2n — 1ymx

flx) = i cﬂsfﬂT.

n=1

Assim, devemos definir f de modo a ser uma fungao impar e peridédica de periodo 4L. Além disso, f deve
assumir valores de [L,2L] e, para isso, pomos f{x)} = f(2L — x) em [L,2L]. Logo, podemos obter a seguinte
expressao para os coeficientes ¢y,

(2n — 1w

2 L
Ep = E[:- fix) sin o1

CONCLUSOES
Varios sao os problemas fisicos descritos através das equagodes diferenciais parciais e por isso, torna-se
essencial determinar suas solugdes e propriedades a respeito. Diante do que foi apresentado, notamos que
o0 estudo das séries de Fourier € de fundamental importancia no que diz respeito as EDP’s, pois suas
solugbes sao expressas através de tais séries.
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