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RESUMO

Quando um sistema se move numa evolugdo ciclica do estado inicial ao estado final, a fungdo de onda
adquire uma fase. A fase adquirida pelo sistema fisico, em geral, é oriunda de duas contribui¢gdes: uma de
natureza dindmica e a outra de natureza geométrica. A fase geométrica € importante ndo apenas para os
sistemas quanto- mecénicos, mas também para toda fisica ondulatéria. A andlise de um sistema quanto-
mecanico unidimensional simples é utilizado para discutir a relacdo entre a fase geométrica e propriedades
nao-classicas de estados quanticos. O sistema quéntico investigado neste estudo € uma particula presa a
um pogo quadrado de potencial, comumente discutido nos livros-textos, exceto pela possibilidade de as
paredes do pogo se movimentar adiabaticamente.
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STUDY OF THE GEOMETRIC PHASE ACQUIRED BY PHYSICAL-MECHANICAL SYSTEMS AND ITS
IMPORTANCE IN THE STUDY OF NONLOCALITY

ABSTRACT

When a system moves in a cyclical motion from the initial to final state, the wave function acquires a phase.
The phase acquired by the physical system, in general, comes from two contributions: one from a dynamic
nature and the other from a nature geometric. The geometric phase is not only important for quantum
mechanics systems but also for all ondulatory physical. The analysis of a simple one-dimensional
mechanical system is used to discuss the relationship between geometric phase and non-classical
properties of quantum states. The quantum system investigated in this study is a particle bound to a square
well potential, commonly discussed in text-books, except for the possibility that the walls of the well move
adiabatically.

Keywords: Geometric phase, phase dynamics, nonlocality.

INTRODUGAO

Os estados quanticos sao representados como vetores pertencentes a um espaco vetorial complexo
(isto é, o espaco complexo de Hilbert ( H ), responsavel por descrever os sistemas quanticos, que também
pode apresentar dimensdes finitas ou infinitas).

Entretanto, esses estados nao distinguem vetores que diferem por uma fase [1]. Entdo, se ¥ é um

~ , 3 .
vetor pertencente a H, entdo um outro vetor ¥ definido como

'Aluna de Curso de Bacharelado em Fisica, Depto. de Fisica, UFCG, Campina Gande , PB, E-mail:
camillaslr@hotmail.com.br
2 Doutor em Fisica, Prof. Doutor, Depto. de Fisica, UFCG, Campina Grande, PB, E-mail: aerciofdlima@gmail.com.br



mailto:camillaslr@hotmail.com.br
mailto:aerciofdlima@gmail.com.br

l’[/' ] elal// , = R (1)
representam o mesmo estado quantico. Tem-se assim, que, na mecanica quantica, estados que diferem por
uma fase global s&o indistinguiveis.

As fases podem ser de diversas origens. Podem ser dindmicas quando dependem da velocidade de
evolucdo de sistemas quanticos; geométricas quando dependem da geometria de espaco do estado, e
topolégicas quando dependem da estrutura topoldgica do espago de configuragéo [2].

Neste artigo, porém, nos restringiremos apenas ao estudo das fases geométricas cujo conceito foi
primeiramente introduzido em 1956 por Pancharatnam [3] em seus estudos sobre os efeitos de interferéncia
da luz polarizada. Contudo, foi apenas em 1984 que Michael Berry [4] apresentou a fase geométrica como
uma caracteristica dos sistemas quénticos.

Berry analisou o problema de um estado quanto-mecéanico que se desenvolve adiabaticamente no
tempo variando lentamente o paradmetro dependente da Hamiltoniana. Ele nos mostrou que quando esses
paradmetros retornam para seus valores iniciais depois de terem percorrido um “caminho fechado”, a
autofuncéo adquire um fator de fase geométrico, dependente apenas do caminho percorrido, em adigao ao

ja bem conhecido fator de fase dinamica exp {—é I'E(t\dt]

O fator de fase geométrico, analisado em termos da mecénica quantica, € também denominado
como Fase de Berry.

O objetivo principal deste trabalho € procurar entender como as condigbes espaciais, que se
traduzem em condigbes de contorno para a solugdo da equagédo de Schrodinger, dao origem as fases
geomeétricas na funcdo de onda e qual a sua respectiva importancia para os sistemas mecanicos quanticos.

Para esses fins, utilizamos um sistema quanto-mecénico unidimensional simples descrito pela
equacao de Schrodinger representando a particula confinada em um potencial da forma pogo de potencial.
As fronteiras da barreira que confinam a particula sdo afastadas modificando as condi¢bes de contorno. O
resultado destas mudancas é refletido na fase adquirida pela fungdo de onda. E a maneira pela qual a fase
adquirida é responsavel por carregar informagdes sobre a ndo-localidade quantica é entdo discutida.

Segundo a mecénica quantica, denomina-se "nao-localidade" a concepg¢ao segundo a qual pode
haver entre objetos, comunicagdes com velocidades maiores que a da luz ou de forma instantanea, através
do espago-tempo. Seria uma totalidade intacta ou ndo separabilidade entre objetos que transcende o
espaco-tempo [5].

Entretanto o conceito nao-local, neste caso, é aplicado no sentido de que as propriedades de um
sistema possam ser alteradas, embora aparentemente sem forga alguma agir sobre elas [6].

METODOLOGIA
Para os resultados obtidos neste trabalho foram usadas propriedades da algebra de operadores,

tais quais as relagdes de ortogonalidade e produtos escalares (segundo a notagéo de Dirac). Foi utilizado o
programa MAPLE para a resolugdo numérica de equagdes.

RESULTADOS E DISCUSSOES

FASE GEOMETRICA

Se a Hamiltoniana é independe do tempo, entdo a particula que se encontra inicialmente no nth
auto-estado ¥/, (x)

g 22 an 277 o5 (2)

permanecera nesse nth auto-estado devido ao fator de fase:

—Z ya
MDD > (3)

Se a Hamiltoniana muda com o tempo, entdo, suas autofungdes e seus autovalores também
dependerao do tempo:
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Porém, de acordo com o teorema adiabatico segundo o qual, se a Hamiltoniana (H) de uma
particula muda gradualmente de um estado inicial H' para um estado final H/ , entdo o nth auto-estado de

H' sera levado (sobre a equagdo de Schradinger) para o nth auto-estado de H/ . Assim, quando H muda
lentamente, temos que, a autofungdo do estado evoluido difere apenas por um fator de fase do estado
inicial, e como o processo ocorre quase que estaticamente, a particula também se encontrara num estado

fundamental.
Logo,
IO TS
(5)
ltr
onde, @Eh 74/ x4 (6)

0,(t
Denominamos fase dindmica, representada pela equagao (6), o fator de fase € a )para caso em

que E, & uma funcdo do tempo. E a fase extra V. () & chamada de fase geométrica ou fase de Berry.
Substituindo a expresséao (5) na equacao de Schrédinger dependente do tempo (7), temos
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Tomando o produto interno* com ¥, (assumindo que seja normalizado), obtemos,

e

Como ¥, (x,1) depende do tempo devido ao parametro R(t) (definido,em nosso caso, como a largura
do pogo quadrado infinito) da Hamiltoniana que evolui temporalmente, podemos escrever,

Sy Sy
a aRd (10)

Logo, substituindo (10) em (9), temos

7
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onde, R; ¢ R/' correspondem respectivamente ao valor inicial e final de R(t).
Entdo, se o Hamiltoniano de uma particula retornar ao estado inicial depois de transcorrido um

Integrando (11), obtemos

* O produto interno, definido na notag&o de Dirac, pode ser representado por J.l//;gondx - <l//|(0> ,onde l//;k éo

conjugado complexo de ¥/, .



tempo T, teremos que R, = Rf , assim 1,1 =0

Entretanto, sera de interesse estudar o caso em que apenas um parametro da Hamiltoniana mude.
Supondo que existam N deles: W; neste caso podemos escrever (12) como:

p
W}flé@i )
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onde IR/ IR IR) e V' ¢é o gradiente com respeito aos parametros R.
Agora, se a Hamiltoniana retornar ao estado original depois de um tempo T, teremos,

yv,(D)=i[] (14)

A expressao obtida acima é uma integral de linha sobre uma superficie fechada, que nao é zero!
Pois, em geral, o fator de fase (T) ¢ nao-integravel.

Note que Va (T) depende apenas do caminho tomado, € ndo sobre o quao rapido este caminho é
percorrido (desde que, obviamente, seja lento o suficiente para validar a hip6tese adiabatica).

A equacgéao (14) foi obtida pela primeira vez por Berry em 1984, eV.(T) & chamada de fase de
Berry.

Segundo Michael Berry, se levarmos o Hamiltoniano sobre uma curva fechada, trazendo-o de volta
de seu estado original para o estado final, a fase relativa ao inicio e ao fim do processo € uma quantidade
nao arbitraria, com profundas implicacoes fisicas.

Dessa forma, podemos afirmar que a fase de Berry é um conceito geométrico ligado ao transporte
paralelo em uma superficie curva. Ja que, se um vetor for deslocado paralelamente ao longo de uma curva
fechada, por exemplo, sobre a superficie de uma esfera, ele formara no final com a diregao inicial um
angulo caracteristico da curvatura da superficie. Como as fases das fungbes de onda correspondem as
diregdes dos vetores sobre a superficie, entdo quando uma fase for transportada paralelamente ao longo de
uma curva fechada no espago de estados da mecéanica quantica, ela pode no final ser distinta do valor
inicial. E a diferenca entre os valores final e inicial é a fase de Berry [2].

Figura 1. O transporte paralelo em uma superficie curva



APLICACAO

Para uma melhor compreensao sobre a fase geométrica analisaremos um sistema quéntico de um

pogo quadrado infinito que se expande adiabaticamente de uma largura @; para uma largura @, .
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Figura (a): A particula inicialmente

encontra-se no estado fundamental de
um poco quadrado infinito.
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Figura (b) Se a parede direita move-se
gradativamente, a particula permanece
num estado fundamental.

Podemos calcular a fase geométrica, adquirida neste processo, através da equacao (13), sabendo
que a funcao de onda do estado fundamental de uma particula presa num pogo quadrado infinito € dada por

[7]:

Diferenciando (15) em relagéo a R, temos
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Substituindo (17) em (13) podemos verificar que y, (¢) =0.



De acordo com a condigédo de normalizagdo na mecénica quantica [8]:

(W lw.)=1 (18)
Logo,
Vv, v,) =0
Velw ) =(Vay [v) + v, [ Vaw, ) =0
Ve lw) =, [Var) +(w, [Vav,) =02 (v, [Vaw,) ==(w|Ver,)  (9)
Segundo a equago (19), temos que (¥, |Vx¥,) & puramente imaginario. Assim, se V¥, for real,
entao (W, |V¥,) deve, de fato, ser zero, o que implica, de acordo com a equagéo (13), em ¥ (£) =0.

Dessa forma, podemos concluir que para autofungdes reais, um dado sistema quéantico néo
possuira fase geométrica.

Supondo agora, que a expansdo ocorra a uma taxa constante (da/dt = v) . Vamos analisar a fase

dinamica neste processo, sabendo que o autovalor de energia de uma particula de massa m confinada num
poco quadrado infinito é [7]:

n’m’7
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Assim, substituindo (20) em (6), obtemos:
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Se 0 pogo, agora, sofrer uma contragao e voltar para o seu tamanho original. Podemos facilmente
verificar que a fase de Berry para o ciclo sera zero, pois de acordo com a equagéo (13) quando

R =R =y,(1)=0.

Vamos agora, introduzir um fator de fase numa fungao de onda originalmente real para torna-la
complexa, a fim de evitar que a fase Berry se anule.
Desse modo, considere,

W,Z (x’t) = ei(p"(R)Wn (x’t) conde V,e ¢, €L/ (22)

Entao,

Ve, =enV y, +i(Vep, ) ey, 23)

Assim, de (23) temos

<

Vo) =e e (y, |V, ) +ien (Voo Ve (w,|w,) (4



Mas (1, |V,)=1 & para v, €7 vimos que, de acordo com (19), (¥, | V¥, ) =0 Logo, podemos
reescrever (24) como:
(W | Vaw) =i(V,0,) (25)
Substituindo (25) em (13), obtemos:
R,
y;(t):il_!iVR (@, )0 : 2 (Rf)—% (R,-)] (26)

i

Substituindo (6) em (5), de uma forma geral temos:

—é [E.(har
v (x,t)=w,(x,t)e " el (1) on
E substituindo (26) em (27), podemos escrever:
e ar
Tnl (x’ l‘) — v/’; (x’ t) e 7 " e_l|:(ﬂn (Rf)_ﬁon (Ri )j| (28)

Em particular, quando o estado quantico sofre uma evolugao, de modo que @, (R,) =0, (R,-) , ou

seja, uma curva fechada, y! (¢)=0.

Portanto, para que a fase de Berry, de um determinado sistema quéntico, ndo seja nula precisamos
de mais do que um parémetro da Hamiltoniana dependente do tempo e de uma Hamiltoniana que gere
autofungdes complexas nao triviais.

Dessa forma, vamos novamente analisar o problema unidimensional de uma particula de massa m
confinada num pogo de potencial infinito, cuja parede se movimenta linearmente a uma taxa constante v.

De modo que o comprimento do pogo no tempo ¢ € L(t)=L,+vicom L, =L(0), sendo o parametro v (a

velocidade da parede), um valor positivo na expansao e negativo na contragdo do poco.
Daremos énfase, agora, ao fato de que as fronteiras do potencial L(t) e a trajetéria da particula

x(t) sdo fungdes que evoluem com o tempo constituindo uma curva (aberta ou fechada) suave
C= {l//(l) = l//(x(t),L(t),t)}, subdividida em N partes. De modo que as subdivisdes sejam determinadas

em Lyt .ty

Assim os valores de x(¢) e L(t), para esses pontos podem, ser escritos como [6]

Dessa maneira, cada caminho do sistema fisico, pode ser representado por uma sequéncia discreta

de estados quanticos {l//,) = l,u(xo,L(,,to),l,UJ = l//(x,,L,,t, ),...,l//N = z//(xN,LN,tN )} .
O operador Hamiltoniano dependente do tempo é escrito como [8]:

Vi
H(z):—%§+i/(x,t) (29)



E a fungdo de energia potencial V(x,t), para o nosso problema, é definida como zero se

0 <x < L(t), e infinito caso contrério.

A solugao exata da equagéo de Schrodinger dependente do tempo (7) que satisfaz as condigbes de
contorno ¢é dada por [8]

l,u x,L, z‘ angon x L z‘) (30)

onde, os coeficientes de projecao b,, independem do tempo e [6-9]
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onde En(t)z A7 . )t . Da equagéo (31) podemos observar que o fator de fase provém das

alteragdes nas condigdes de contorno do sistema.

A fase quantica decorrente de uma evolugao geral do sistema quantico associada a uma curva
suave C é constituida de duas partes: uma parte dindmica dada pela equagéo (6) e uma parte geométrica
dada pela equacéo (13). A fase total é, entdo, constituida de duas contribui¢des [1]:

a[C]=0[C]+y[C] (32)
Sendo,
a[C] =fase total associada a curva C

0[C] =fase dinamica associada a curva C

y[C] = fase geométrica associada a curva C

Vamos denotar agora, o produto interno como (...) e considerar nossa curva C como uma curva
poligonal (aberta ou fechada) constituida por N arcos geodésicos conectados de f, para {;, de ¢, para [, ,...
, de Iy para !y. De modo que os vetores ¥,,¥;,¥,,....¥, estejam respectivamente sob

ly,1,,1,....,Ty e assumindo que todos os produtos internos (l//o,l/ll),(l//pl/lz),---,(l//N_I,l//N) sejam ndo

nulos.
Assim, de acordo com a expressao de Bargmann dada por [1] a fase geométrica pode ser escrita
como:

y[Cl=tim, ., {arg(wyw,). (Wi 005 ) (W ) (Wao W0 )}

N
=lim,, {arg(vl(,,l//N)—argH(l/’pl//m )} (33)

E fazendo uma expansado, de primeira ordem, em série de Taylor, no segundo termo, do lado
direito, da expresséao acima,

. il oy, oy, o
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De acordo com (19), temos que (‘/’pv‘//i ) € puramente imaginario. Logo,
t
oy. o, o,
explilm|dt|\w.,,— |+ilm | dx| v, +ilm | dL| y,,—
[ ! [*”z |l ax,.] faln 2

’ oy, AN oy,
y[C]:arg(y/(xo,Lo,tO),w(xN,LN,tN)) Im Udt[t//l,a ] ;[dx{%(?xj J.dL[W[’Ej]

i i L i

y[C] = arg(l//(xo,LO,to),t//(xN,LN,tN)) arg

Comparando o resultado da equagéo (33), obtido acima, com a equacao (32), podemos verificar

como.  7[C]=0a[C]-0[C] (34)

Entao,

que

a[C]:a”g(‘//(xo’l‘o’to)’W(XN’LN’tN)) (35)

0[C] Im[(jdt(l//,,?: ]+jdx£w,,a@‘i’j+jdL( ZZ’ m (36)

Primeiro, vamos calcular a fase total a[C] para a fungcdo de onda (31). De acordo com as
equacoes (31) e (35), a fase total é expressa como

arg (9, (1,).0, (1)) =%( aal _x_gh s, f—i)—iﬁ ey -

- NN s

Podemos perceber que a fase dinamica G[C], expressa pela equacao (36), é constituida por trés

partes que surgem essencialmente da energia, do momento e do deslocamento da barreira
respectivamente.



As fases dinamicas da equacgao (36) sao facilmente calculadas, de modo que:

e Aprimeira fase dindmica, que advinda da energia, é obtida como

t awl ] t

i

e Asegunda fase dinamica, que provém do momento, é dada por

Oox

i

X
oy, mv
Imj.dx[wi, Vil (x> () —x,) (39)
27
o E aterceira fase dindmica, que surge devido ao deslocamento da barreira é

oy, m?  nln’s [
1 dL , = + -
mf ("”’ 8Lj ( 27 Nz L(J (40)
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Logo, substituindo as equagdes (37), (38), (39) e (40) na equagao (34), obtemos a fase geométrica
do sistema dada por

1

y[Cl=7 (w2 —x (1)) m—L— @)

Podemos verificar na equagédo (41), que se L(t):L,,, a fase de Berry é anulada. Portanto, de

acordo com a equacéao (41), verifica-se que a fase geométrica ou fase de Berry é apenas originaria das
alteracbes nas condi¢cdes de contorno e da trajetdria da particula. Todavia, é necessario salientar que o
sistema fisico ndo esta sujeito a qualquer tipo de interagdo ou forga, e que dessa forma, sdo apenas as
condicdes espaciais que afetam o seu comportamento. Dai a denominacgédo de efeito ndo-local.

CONCLUSAO

Neste trabalho, foi discutido o problema quantico de um poc¢o quadrado infinito, cuja barreira do
potencial se expandia adiabaticamente com o tempo, Este sistema, devido a sua simplicidade, se mostrou
adequado para o estudo da fase geométrica, denominada também fase de Berry (nome dado em
homenagem a Michael Berry, que em 1984 apresentou a fase geométrica como caracteristica de sistemas
quanto-mecanicos).

Através da resolugdo do problema proposto fomos capazes de observar que a fase de Berry ¢é
advinda apenas das alteragdes nas condi¢gdes de contorno do sistema.

Dessa maneira, verificamos a partir de calculos a veracidade dos resultados tedricos. E a fim de
entender a natureza desse fator de fase constatamos que ele reflete a nao-localidade quantica. Pois, sem
aparentemente forga alguma agir sobre o sistema, observamos que as propriedades do mesmo, podem ser
alteradas devido ao seu comportamento.

O entendimento deste fendbmeno promete trazer varios avangos nas mais diversas areas fisicas.
Uma das aplicagbes em potencial desta fase e que vem causando grande interesse na computacao
quantica é o fato de as evolugbes geométricas desta fase serem facilmente controlaveis, e por nao
dependerem da evolugao temporal, sdo imunes a efeitos capazes de destruir a coeréncia quantica.
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