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Resumo

Na codificagio para coutrole de erros, em sistemas de comunicagfio, o desenvaﬁivimenQ
to mals importante nos ltimos anos foi a teoria dos cddigos de geometrin algébrica
{CGA’s), ou codigos de Goppa geométricos. Esta teoria permite se obter cddigos com
‘parimetros bem methores que os até entdo conhecidos, ¢ constitul uma abordagem ma-
temitica extremamente elegante. Em suma, um CGA de comprimento n consiste na
avaliagio de fungdes de uniesgme;.-:} de fungdes racionais gerado por um divisor (7 de uma
curva algébrica &', sendo esta avaliaglo feita sobre um conjunto de n pontos racionais
de & disjunto do supaorte de ¢, Os CGA’s baseados em curvas de Hermite apresentam
excelentes pardmetros e sdo bastante usados e referenciados na literatura, fendo sido
o presente estudo restringide a estes cédiges. A decodificagiio destes cédigos tem sido
feita seguindo basicamente doas abordagens: uma, pela solugio de um conjunto de
equagbes lineares sobre um corpo de localizagio, em que as sindromes sdo definidas -
como um mapeamento de um subespago linear de funcbes neste corpo de localizagio,
e outra, pela solugdo de nma equaclo chave em um anel afim, em que as sindromes
sfo definidas como elementos deste anel afim. O algoritmo bisico de Skorebogatov e
Viidug e o algoritmo de Porter sfio exemplos tipicos da primeira e da segunda aborda-
gens, respectivamente. A decodificagio répida, com menor complexidade {< O (n%)),
de COA’s tem sido obtida com o uso do algoritmo BMS de Sakata, principalmént&
associado ao esquema de decisio por maioria de Feng ¢ Rao. Todos estes esquemas s&o
aqui descritos e analisados.
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Abstract

On error-control coding, in communication systems, the most important development
in the last years was the theory of algebraic geometric codes {AGCs), or geometric
(roppa codes. This theory allows to get codes with better parameters, and forms an
extremely elegant mathematical approach. Briefly, an ACG of length n consists in
evaluating functions from a spaée of rational functions generated by a divisor G of an
alzebraic curve A, where this evaluation is made over a set of n rational points of X
disjoint from the su;;bort of . ACGs based on hermitian curves have axcellent param-
eters and are very used and referred in the literature, being the present work restricted
to these codes. Its decoding has been made basically following two approaches: solving
a set of linear equations over a location field, where syndromes are defined as a map
from one linear subspace of rational functions to this location field, and solving a key
equation in an affine ring, where syndromes are defined as elements in this affine ring.
Skorobogatov and Vi3duy's basic algorithm and Porter's algorithm are typical exam-
ples of first and second approaches, respectively. ACGs' fast decoding, with smaller
complexity (< O {n?}}, has been got using Sakata’s algorithm BMS, mostly with Feng
and Rao's majority voting scheme. All of these schemes are described and analysed
here.
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Capitulo 1

Intro dugi«i()

A partir de meados deste séeulo, tem-se testemunhado wm erescimento explosivo na
utilizagio de sistereas de comunicagfo digital, que se fazem presentes hoje em intmeras
aplicaghes, tais como: sistemas de comunicagio mével celular, HDTV, comunicagdes
por satélite, sistemas de armazenamento de dados, redes de computadores, dentre
outros. B evidente, portanto, a impoertdncia do estado e desenvolvimento de sistemas
digitais cada vez melhiores e mais eficlentes.

1.1 O sistema de comunicagao digital

A figura 1.1 ilustra o diagrama funcional com os elementos bésicos de um sistema de
comunicagio digital [16].

O codificador de fonte realiza a compressio ou compactagdo eficiente dos dados for-
necidos pela fonte (sinal analdgico ou digital}, retivando as redundéncias desnecessirias
existentes na informacfo original. Em outras palavras, ele converte o sinal digital ou
analégico da fonte em urn sinal digital sem redundancias, mais “compacto”. No caso de
um sinal da fonte analdgico, realiza sua quantizacdo, implicando uma perda controlada
de informacio, e caracterizando uma compressio do sinal.

Q codificador de canal, por sua vez, introduz redundancias controladas 2o sinal,
o que possibilita a defecqdo e corregio no receptor de erros que porventura ocorram
durante a propagacio do sinal através do canal.

O modulador digital mapeia os simbolos do sinal digital em um conjunto de sinais
adequados & propagagio através do canal utilizado. O modulador, portanto, opera
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Figura 1.1: Diagrama de blocos funcional de um sistema de comunicagdo digital
FONerico,

como uma interface entre ¢ transmissor e ¢ canal de comunicagles, que pode ser o
espaco livre, um cabe coaxial, um par trangado simples, uma fibra éptica, uma midia
eletromagnética, e assim por diante,

(O canel em um sistema de comunicagio, segundo o modelo adotado, é o responsdvel
pela introducio de ruido, interferéncia, e pelo desvanecimento do sinal. Todos estes
fendmenos inerentes ao canal de comunicacao utilizado produzem alteragdes ou dis-
torgBes no sinal fransmitido, o que se reflete na ocorréncia de erros de detecgio do sinal
na recep¢io. Tornar o sistema mais robusto, diminuindo os efeitos destes fendmenos &
aumentando a confiabilidade e fidelidade do sinal recebido, tem sido o grande desafio
para 08 engenheiros no desenvolvimento desses sistemas. Com isso, observa-se um ape-
lo forte pela obtengdo de bons' esquemas de codificacio de canal, também chamada de
codificagdo para controle de erros (“error-control coding®) 1), {27}

1) conceito de hons cddigos serd explicado a0 longo do texto e melhor entendido no capitulo 2,
tio logo sejam definidos alguns conceitos relativos 3 codificagdo.
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1.2 A codificacio para controle de erros

A histéria da codificacio para controle de erros teve inicio em 1948, guando Claude
Shannon demonstrou que a todo canal de comunicagio estd associada uma capacidade
de transmissiio de informagio C {medida em bits por segundo}. Sempre que a taxa de
transmisszdo de informaglo Ry (medida em bits por segundo) solicitada pelo sistema
fosse menor que . seria possivel se obter um ¢ddige que permitisse a comunicagio
através do canal com probabilidade de ocorréncia de erros tendendo para zero. A
demonstragdo de Shannon ndo fol construtiva, ou seja, ele demonstrou que este codigo
existia, mas ndo como obté-jo. Desde entlo, estabeleceu-se um incessante esforgo na
busca por chdigos eficientes. '

Surgirom duas linhas de abordagem na construgdo de cddigos para controle de erros:

1. A primeira, relativa aos chamados cddigos de bloce |, possui wmn forte cardter
algdbrico. A codificagiio de bloco consiste no simples mapeamento de uma se-
glidneia de & simbolos de entrada em uma pelevre cddige de comprimento n
(veja figura 1.2}, Dentre os cddigos de bloco cldssicos, destacam-se os cddigos
de Hamming {os primeiros cddigos para corregiio de ervos, em 1950), os cddigos
BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem, em 1959-60) ¢ os cédigos de Reed-Solomon
(1960). Destacam-se também c_rs algoritmos de decodificacio PGZ {Peterson-
Gorenstein-Zierler), BM {Berlekamp-Massey) e de Forney;

2. A segunda linha, relativa aos chamados cédigos em drvore, possul um cardter mais
probabilistico. Neste caso, as palavras ¢ddige possuem comprimento varidvel e
o mapeamento € norteado pelas probabilidades de ocorréacia dos simbolos do
sinal de entrada. Destacam-se aqui os cédigos convolucionais e o algoritmo de
decodificacio de Viterbi (1967).

Palavea da informagao i , Paltvra cddigo ¢
{lh[&] - T " Codificagia alajal - [6]
k sinj‘t;_c[as : n ;i‘;;hglﬂs

Figura 1.2: Mapeamento de k simbolos da fonte em n sfmbolos da palavra cédigo na
codificagdo de bloco. '
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1.2.1  Os codigos de geometria algébrica

Os cédigos de Reed-Solomon, que utilizam como blocos de ¢6digo os valores de todos
os polindmios sobre um corpo finito até um determinade grau, sio provavelmente os
codigos mais amplamente utilizados atualmente. Contudo, eles apresentam certas li-
mitagles: seu comprimento de bloco ndo pode ser malor que a ordem do corpo finita
utilizado.

Uma consegiiéncia direta da teoria de Shannon é que bons ¢ddigos devem ter
grandes comprimentos de bloce. Na década de 70, o matematico russo V. D. Goppa
sugeriu que, ac invds de avaliar polindmios em pontos simples {(valores do corpo finito)
como nos codigos de Reed-Solomon, poder-se-ia avaliar fungdes algébricas em pontos
de curvas definidas sobre corpes finitos. Além disso, ele mostrou como substituir a
condicdo sobre os graus dos polindmios por condigdes sobre as fungdes algébricas [8).

Em 1982, M. A, Tsfasman, S. G. Viidui e T. Zink combinaram z idéia da construcio
de cddigos a partic de curvas algébricas sobre corpos Hnitos aos recentes resultados
da geometria algébrica, produzindo o mals importante desenvolvimento na tearia de
cédigc}s para correcde de erros dos Gltimos anoes, os chamades cddigos de geometria
algébrica (CGA’s), cddigos algébrico-geoméiricos ou cddigos de Goppa geométricos [25].

Os cédigas de Reed-Solomon sio um caso particular dos CGA’s quando a curva €
uma reta. As curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais pontos que uma simples
reta, de forma que o5 CGA’s podem apresentar comprimento de bloco muito malor gue
o3 cddigos de Reed-Solomon.

A partir do trabatho de Tsfasman, V1ddug e Zink, passaram a surgir diversos ou-
tros trabalhos tratando dos CGA’s e requerendo em muitos deles extenso conhecimento
da geometria algébrica. De fato, os CGA’s compdem um fascinante tdpico que une a
matemdtica profunda e abstrata das curvas algébricas aos problemas concretos da en-
genharia na transmissio de informacdo, e constituem, como pode»-sé‘bbservar, uma
incipiente e promissora 4rea de pesquisa no desenvolvimento de sistemas de comuni-
cagio digital mais eficientes.

1.2.2 A decodificagao dos CGA’s

O primeiro esquema de decodificagio para os CGA's, conhecido como algoritmo bdsico,
surgiu apenas em 1989, proposto por Justesen et al [10]. Este esquema é aplicivel
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apenas a CGA’s definidos sobre curvas planas e possui baixa capacidade de correcio
de erros. Ele, assim como o decodificador PGZ, encontra um polindmio localizador de
erros que tem as posicGes dos erros entre seus zeros. Desde entdo, diversos e variados
esquemas de decodificagio tém sido propostos.

O objetivo central deste trabalho é inicialmente descrever os CGA’s, particularmen-
te os definidos sobre as chamadas curvas de Hermite®, e, entdo, descrever e analisar
o5 principals esquemas e abordagens existentes na decodificagiio destes cédigos. Ob-
serve que nle constitui objetivo deste texto descrever por complete todo o universo
de trabalhos existentes nesta drea, mas, sim, discorrer sobre as principais abordagens,
constituindo um importante alicerce norteador para o desenvolvimento de futuros tra-
halhos nesta drea. '

No estudo dos CGA's e de seus esquemas de decodificagio, a geometria algébrica

pode ser abordada de duas formas basicamente:

1. A prineira considera as curvas como objeios geométnicos e descreve a teorta a

_partir deste ponto de vista. E a forma adotada por Fulton [7] & por van Lint [13];

a4

Na sezunda forma, a dlgebra relacionada 4 geometria algébrica € apresentada
sem mensionar as curvas propriamente, Esta abordagem, adotada por Stichte-

noth [24], proporciona uma teoria mais elegante, contudo implica muito maior
abstragio.

A restriciio deste trabalho aos cddiges de Hermite proporciona algumas simplifi-
caches tedricas, uma vez que estes podem ser construidos, como serd visto, apenas pelo
uso de um espago de funcBes {polindmios) e pontos de uma curva {a curva de Hermite},
o que sugere a adogao da primeira forma de abordagem matemdtica descrita acima.
Muitas publicagbes tratando do problema da decodificagio destes cédigos, entretanto,
fazem uso de conceitos mateméiticos bem mais complexos, relativos & segunda forma,
como o de diferenciais e ¢ de residuos. Para ¢ presente trabalho, em vista da restrigdo
aos cddigos de Hermite e das conseqlientes simplificagfes, serd adotada a primeira for-
ma, buscando-se evitar sempre que possivel uma maior complexidade matemdtica, sem,
com isso, restringir o universo para analise.

205, assim chamados, cddigos de Hermite apresentam boas caracteristicas de comprimento e
distincia minima ralativa, e t8m sido largamente explorados pelos que pesquisam nesta drea. '
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1.3 Estrutura do texto

Este capitulo introdutéric tem por objetive principal contextualizar o problema da
codificagdo e decodificagio em torno das curvas algébricas, além de descrever a im-
portancia de seu estudo. _

O capitulo 2 é em grande parte uma revisio dos ¢ddigos ciclicos, de Reed-Solomon
g de Goppa. Seguindo a abordagem matemadtica adotada (descrita na secio anterior),
os CGA's serdo definidos como uma generalizagio dos cddigos de Reed-Solomon e de
Goppa [13], {26}, {2]. Como foi afirmado, esta abordagem algébrica 6 mais simples e
incuitiva. Bste capitulo 2, assim como os demais capitulos, subentende conhecimentos
prévios de dlgebra e aritmética de corpoe finite. O apéndice A apresenta um resumo
destes conceitos bisicos.

Referente & teoria descrita no capituls 2. hd ainda um apéndice B detalhando a
dedugdo do Hwite de Gilbert-Varshamov para a taxa de informagio assintdtica para
cddigos de bloco.

O capitulo 3 descreve a teoria matemdtica da geometrin algébrica necessdria ao
entendimento e definigio dos CGA’s e de seus esquemas de decodificagio. Os CGA's
530 definides no capitulo 4, além dos aspectos relacionados as curvas de Hermite.

O capitulo 5 trata do problema da decodificagio dos CGA’s. Ele apresenta as
principais abordagem utilizadas e os principais esquemas de decodificagdo.

Conclusdes para este trabalho sdo apresentadas no capitulo 6.



Capitulo 2

Codificacao para Controle de Erros

Os CGA's, objetos deste estudo, podem ser entendidos como uma generalizacio dos
classicos cddigos de Reed-Solomon e de Goppa. Este capitulo tem por objetivo revisar
03 couceitos relacionados & codilicagdo para controle de erros e introduzir os cddigos
de Reed-Solomon e de Goppa de um modo que torne natural a critica extensio destes
aos codigos constrizidos a partir de curvas algébricas, definidos nos capitulos seguintes.

O texto do presente capitulo, apesar de constituir uma ravisio, fol escrito para ndo
especialistas no assunto {para detalhes veja Blahut [1], Wicker [27] ou qualquer outro
texto bdsico sobre codificagho para controle de erros). Contudo, ele requer conhecimen-
tos prévios de algebra e aritmeética de corpo finito. Esta teoria bdsica estd resumida no

apéndice A como forma de referdncia.

2.1 Conceltos basicos

Em sistemas de comunicagio digital, a informagio a ser transmitida através de um
canal sofre os efeitos de sua influéncia (introdugdo de rufdo, desvanecimento, etc.),
ocasionando erros de interpretagio na recepgio. O objetivo da codificagao para con-
trole de erros é adicionar simbolos extras ao sinal original na transmisso, de modo
a permitir na recep¢io a detecclo e corre¢do dos erros que porventura ocorram. Em

" outras palavras, uma seqiiéncia de simbolos da fonte € substituida na transmissio por
uma seqiiéncia mais longa de simbolos com redundincia suficiente para proteger a
informagao original.
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2.1.1 Céddigos de bloco

Os CGA’s fazem parte de uma classe de cédigos chamados cédigos de blaco. Considere
um corpo finito Fy de g elementos.

Definicio 1 (Cédigo de bloco) Um cddigo de bloce C de tamanho M, com stmbo-
los em F,, consiste num confunto de M seqééncins ¢ = (g, €1, ... Caet), COM ¢ € ¥,

de comprimento n, chamadas palavras cédigoe.

Se g = 2, os simbolos sfo chamados bits e o cddigo ¢ dito bindrie. Usualmente,
para algum inteiro k, Af = g* palavras cédigo, sendo o cédigo referido como um cédigo

{n, k). Um exemplo elementar é o ¢ddigo bindrio de repeticao {3, 1), no qual

informacio codigo
¢ & 000
1 ~ 11

Ma decodificagao deste cddigo, a decisio na recep¢io {apds introdugdo de erros pelo
canal} sobre qual informagho fol transmitida & feita por matoria: se dois ou trés bits
forem 0, decide-se por 0; se dois ou t7és bits forem 1, decide-se por 1. Observa-se que
este codigo possibilita a corregio de apenas um erro por palavra cddigo. Como serd
visto, este nao é um bom oédigo. '

A taza de informagdo R de um cddigo de bloco! é definida por

R=E
n

A principio, serd sempre melhor utilizar um cddigo de comprimento n grande do
que nm cédigo com palavras curtas. Isto, porque 05 erros sdo de natureza aleatéria
g ocorrem durante intervalos de tempo varidveis. Em alguns segmentos ocorrem mais
erros que a média, em alzuns menos. Portanto, para a mesma taxa K, de forma a
possibilitar uma transmissio confidvel de informacio, ¢ preferivel utilizar um cédigo de
comprimento n grande, que seja capaz de corrigir uma quantidade maior de erros de
urea Gnica vez, mesmo que isto implique codificacio e decodificagio mais complexas,
Bons cddigos s8o, portanto, aqueles de comprimento n t3o grande quanto possivel,

1Esta taxa R é adimensional & ndo deve ser confundida com a taxa de transmissio de informagio
Fr, medida em bits por segundo.
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sem que isto comprometa a taxa do cédigo (Rumee = ﬁ = Ry % 0} ou sua capacidade
de corregdo. Q cddigo de repeticdo (n, 1}, com n —» co, por exemplo, terd R = 0
(corrige tudo, mas ndo transmite nada}.

2.1.2 Geometria dos cddigos

Define-se como distincia de Homming d{x.y} entre duas palavras cddigo x e v de
comprinento n, com simbolos em F,, ¢ ntmero de posicdes nas quais elas diferem, Por
exemplo, se X = {&,0,1,0,a) e ¥ = {e,1,1,0, &) sdo palavras de comprimentan = §
em Fy, entlo d{x,¥) = 3 (elas diferem nas posigdes 1, 2 & 5).

Considere C = {¢;. 7= 0, ..., M ~ 1} um céddigo de bloco. A distdncia minime d
de C & & menor distincia de Hamming entre duas palavras cédigo de €. Ou seja,

d = c}}:g{: dicics).
ix)

Um cédigo {n, &) de distdncia minima 4 também £ referido como um cédige {n, &, d).
Define-se distdncie minima relativa § de um codigo (n, &, d) como sendo
d
-
Este conceito também é importante na avaliacio de bons cidigos. Por exemplo, um

J=

cbdigo {n,n}), com n -+ oo, tem taxa B = 1, porém fem distdncia minima relativa
§ = 0 {transmite tudo, mas nic corrige nada).

Definindo uma esfera 5§ (%, r) de ralo r com centro em x como sendo
S(x,r) = {c eF; [d(x,c) <},

observa-se que é possivel associar a todas as palavras de um cddigo € de distdncia
minima d, esferas de raio r = élz“-l que nac se interceptam. A cardipalidade V (n,r)
desta esfera é dada por

r

Vinr)= z ? {g—1Y. | (2.1}

i=0

Portanto,
LV (n,r) < ¢%, {2.2)

em que |C} & o nimero de palavras M do cédige €. Este resultado (equagdo 2.2) é
conhecido como limite de Hamming para o cédige C.
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2.1.3 Cddigos lineares

A maloria dos bons cédigos conhecidos pertence a uma classe de cddigos chamados de
cédigos lineares. A estrutura tmposta por esta classe proporciona meios para a busca
de bons cddigos e construgio de codificadores e decodificadores priticos.

Considere 0 espago vetorial ¥ Um cddigo hnear é qualquer subespago vetorial

de ¥y, Em outras palavras, um cédigo linear & um conjunto nds vazio de n-tplas

{vetores) em B, chamadas palavras cdeigo, tal que a soma de duas palayras codige
& uma palavra codige, e o produte de um escalar {elemento de F,) por uma palavra
codigo também é uma palavra cédigo.

O peso de Homming w(c) de wna palavra ¢ddigo ¢ é o nimero de posicdes nio
muilas desta palavra. O peso munimo W, de uni ¢ddigs € o menor entre o3 pesos de

Hamming de todas as palavras cédigo ndo nulaz, Por conseguinte, em um cddigo linear,
d = Wiy,

Considere € win cddigo linear em F, em que m > 1. O subeddigo de subcorpo em
I, cousiste em todas as palavras de €' que possuem todas as coordenadas no subcorpo

F,.

2.1.4 DMatrizes dos cddigos

Qualquer conjunto de & vetores linearmente independentes de uma base para o cddigo
C {base para o subespago vetorial {7} pode ser usado come linhas de uma matriz Gy, « g,

chamada matriz geradora de C. Por exemplo, para algum cédigo bindrio (7, 4), pode-se

ter
1000110 O]
1
oo 0 00010.
0610011
000111 1,

Qualquer palavra cédigo de C é uma combinagio linear das linhas de G. O nimero de
linhas &k é a dimensdo do cddigo C.

As ¢* palavras de informagio {k-iiplas) i s3o mapeadas nas ¢ palavras cddigo ¢ da
seguinte forma: '

¢ =iG,
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Par exemplo, para o cédigo bindrio (7,4) cuja matriz G & dada acima, a palavra
j o [ 1101 ] é mapeada na palavra cddign ¢ = { 1101001 ]

Como C é um subespaco vetorial, ele possui um subespago ortogonal C*, que é o
conjunto de todos os vetores ortogonais a C. Este cédigo O+ ortogonal ¢é dito o cddigo
dual de C. Este cddigo tem dimensio n ~ & e uma matriz geradora H, . p.n. Por
exemplo, para o ¢4digo bindrio {7, 4) do exemplo acima, tem-se que

16001100
H=1011101¢

06114601

Uma n-ipla ¢ 8 uma palavra codigo se for ortogonal ds linhas de H, ou seja, se
cHT = 0.

Por este motive, H ¢ dita a matriz de puridede {verificagio de paridade) de €. Desta

forma, pode-se definir o cddigo € como sendo
—- o~y T o -k
C={cel, |[cH =0eF"}.

Observe, entdo, que uma palavra cédigo ¢ € C de peso w (¢} implica uma relagio de
dependéncia entre as w{c) colunas da matriz H correspondentes as coordenadas nio
nutas de c. Portanto, observa-se que o codige € possui digtdncia minima d se e s se
nenhum grupo de 4 — 1 colunas de H for linearmente dependente, caso em que haveria
uma palavra ¢ de peso d ~ 1, tal que ¢H? = 0. Como as colunas de H sdo palavras de
comprimento n — k, entdo o nimers miximoe de colunas linearmente independentes de
H én — k. Portanto,

d-~1<n—-k=
d<n—k+1 (2.3}

Esta designaldade é conhecida como o limite de Singleton para cédigos lineares
(n,k,d). Os cédigos que apresentam igualdade nesta relagio so ditos cddigos de
mdzimea distdncia minima {“maximum-distance separable” — MDS).

Se G é a matriz geradora de um ¢édigo MDS, entio quaisquer & colunas de & séo
linearmente independentes. Como G é a matriz de paridade para o cédigo dual, entdo o
cédigs dual possui distdncia minima malor que k. Como o ¢édigo dual possui dimensao
n - k, sua distincia minima nio pode exceder k + 1. Conclui-se que o dual de um
cGdigo MDS também € um cddigo MDS.
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2.1.5 Limites dos cédigos

As seqlidncias de cédigo desejadas {os bons cddigos), como j& fora explicado, sio
aquelas com comprimanto n tio gr_r-uide quanto possivel, mantendo finitas e ndo nulas
a taxa de informagdo R e a distdncia minima relativa § {capacidade de carrecio de
errog).

Considere a notagio A (n, d) para o valor maximo de M = |C] para o qual um
codigo (n, k, 4) {linear ou ndo} existe. A avaliacio de bons cddigos é feita através da
fungio tarae de informagdo assintdiica R{J) definida por

log, 4 {n, &
R = lin DExtmdn) (2.4)
S 7t

que relaciona a taxa de informaglo R e a distdncela minima relativa § de um cédigo
quande n tende para infinite.
Durante muitos anos, o melhor Hmite inferior para R(8) fol o limite de Gilbert-

Varshamov, descrito em seguida.
Teorema 2 (Limite de Gilbert-Varshamov) Considere 0 < § < 5—;—, entdo

Ry 21-H(5), (2.5)
sendo H, a fungdo entropia definida por

0 =8

Hy(x} = { ! -
zlog,{g - ) —zlogz —{1-z)log, (1 -2} ,0< T < f»q—l.

Prova. A prova deste teorema estd deserita com detalhes no apéndice B. m

A figura 2.1 iustra o limite de Gilbert-Varshamov para o caso em que ¢ = 16. Os
bons cddigos situam-se préximos do centro da curva, enquanto os demals tendem para
o0s extremos da curva gquando n se torna grande.

No capitulo 4, apds descritos os cédigos de geometria algébrica, serd apresentado
um novo limite inferior para K (8), que ¢ melhor que o de Gilbert-Varshamov para todo
g > 49 em parte do intervalo [0, ﬁzq:l].

2.2 Cédig‘os de Reed-Solomon

Convencionalmente, os codigos de Reed-Solomon s&o definidos a partir de um polinémio

gerador ou, equivalentemente, a partir de uma matriz geradora (ou de uma matriz de
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™ Codigo (n.n)

: \ = Jenddneia {1 = o)

S

i \\ . .- Bonscaodigos
) S ,
_ \\ \Jendénc;a R
- ‘\\-l\x‘\' . 3 )
.
e
\\ Cédige {n,1
R Q. \i )

Figura 2.1 Limite de Gilbert-Varshamov para o caso em que ¢ = 16,

paridade) {11, [27]. Aldm desta, uma construgdo distinta destes cddizos serd apresentada
em seguida no intuito de fucilitar a definigio dos CGA’s como extensio destes [13], [2],'
{26].

2.2.1 Definicio convencional

Considere um cédigo linear O de comprimento n em que, para toda palavra cédigo
¢ ={eg,Ct, ... ,Cu1) € O, existe outra palavra cddigo ¢ = {(cher. 0oy oo s Cnag) & O
resultado da rotagdio dos elementos da primeira palavra. Esta nova estrutura, dos
chamados codigos ciclicos, tem permitido a obtenglio de esquemas de codificagio e
decodificagio algoritmica e computacionalmente eficientes, como 8 o caso dos cddigos
de Reed-Solomon. '
Considere Fy [z} / (z® — 1} 0 anel dos polindmios em F, com grau menor que n. Toda
palavra c6digo (cg, €1, -« ,0-1) € Fy pode ser vista como um polindmic ¢p + 12 +
e gzt € By lx]/ {z™ — 1). Neste anel, a multiplicacio de um polindmio por z
equivale ao deslocamento ciclico da palavra equivalente. Observa-se, ent3o, que existe
uma correspondéncia entre um cédigo ciclico e um ideal® contido em F, [z] / (=" — 1).

*Um idee! T é um subconjunto de um anel 4 que satisfaz os seguintes axiomas:

1. I é um grupo abeliano sob a operagiio de adigaoy

2. Paratodoa e fe b e A, tem-seque gb & 1.
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Mostra-se (3, pp. 37-44] que este ideal (o cédigo ciclico) pode ser gerado por um inico
polindmio g {z), divisor de 2" —1, conhecido como polinémio gerador. Q polintmio g {(x)
é, por definicdo, o maximo divisor comum ~ MDC dos polindmios do ideal (ele gera
este ideal). Sendo g{r) um polindmio de grau n ~ £, um cddigo ciclico de comprimento

n ¢ o resultado da multiplicagiio de ¢ {x) pelos polindmios 4 {x} de grau menor que &
(informagio}. Ou seia,

cley =i{z) g ().

Qs cddigos de Reed-Solomon sio cddigos ciclicas de comprimento n = ¢ — 1, em F,,
cujo polindmio gerador é da forma

d' - .
g(:ﬂ): H(;{T»—-f_]i),
im=l

et que a ¢ um eletiento primitivo de B, ¢ &' ¢ a distdncia minima projetada do cddigo.

Observe que g {z) é sempre um polindmisde gran d ~l=n~-k=d =n—-k+ 1.
Deste resultado e do limite de Singleton {equagio 2.3), teni-se que a distdncia minima
d do coédign €

d=d =n~k+ L
Este €, entio, um codigo MDS, Sua dimensio é £ = n — d + 1. Este codigo é capaz de
corrigir d = 2+ 1 = t =n —~ & erros.
Pode-se também definir os codigos de Reed-Solomon estendidos pela adigdo de uma

componente, fazendo n = g. Estes cédigos, também MDS, diferentemente dos anterio-
res, ndo sdo cidicos.

2.2.2 Definigao geométrica

Observe agora uma formulagdo diferente para os cddigos de Reed-Solomon apresen-
tados acima. Primeiramente, considere ¢ conjunto {ap, a1, ... , @1} de n elementos
“distintos de . Denote por L C F,{z] o conjunto de polindmios de grau menor que
k < n. Defina um codigo C como sendo

C={{flow}, fla),..., flewa))| fEL}. (2.6)

Uma maior discussio sobre este assunto serd feita no capitulo seguinte.
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Este ¢adigo possul comprimento n e dimensio k.

Como um polinbmio de grau menor que k possui no maximo & — 1 zerps, cada
palavra cddigo de € (equagdo 2.6) possui peso no minimon ~ (k—1) = n — k+ 1.
Dai e do limite de Singleton {squagio 2.3), conclui-se que este é um cédigo MDS, ou
seja, possui distdncia minima d = n—k +1. O mesmo cddigo de Reed-Solomon ciclico
da definigdo convencional vista na subsegio anterior é obtido nesta construcio para
n=q -1, ¢ o cddigo de Reed-Solomon estendido para n = q.

Existe ainda uma forma mais geral do ¢ddigo da equaciio 2.8. Considere os vetores
a = (wg,84, ... ,01) de n elementos distintos de Fom ¢ v = {vo, vy, ... ,v5.1) de
elementos nio nulos ¢ ndo necessariamente distintes de Fpm. Cousidere L o conjunto

de polindmios de gran menor que & em T 5], O cddigo

GRSL (a.V] = {(L’Qf {Cfg}, 'U]Lf(-i’{;}, N 'L’n..1f(0n_1)) ! f o L} (ZT}

possui os mesmos pardmetros do cddign anterior € é conhecido como cddigo de Reed-
Solomon generalizado.

Considere agora o conjuato dos pares de elementos (o, @), com ey € F,. Considere
05 pares que sao muiltiplos escalares entys si como sendo de uma mesma classe de equi-
valéncia, ou seja, (a, ¢x) = {Bay, fan), para tedo 8 € Fy. Cada classe de equivaléncia
é representada por um dos pares (L, o), coma € Fy, on @ = (0, 1) (@ é chamado ponto
no infinito). Este conjunto de classes de equivaléncia é conhecido como linha projetiva
P! {uma maior explanagio sobre o assunto € feita no capitulo seguinte). Por exemplo,

constderando o corpo Fy, tem-se que

P ={{1,0),(1,1).(1,0), (1,0 ,Q}.

Uma fungdo racional em P* é um quociente da farma %;(:—:;, em que a{zr,y)eb(z,y)
sio polindmios homogéneos de mesmo grau em F, (sem esta restricio o quociente ndo
seria definido em P'}). Um ponto de B! é um pdlo de uma fung’ﬁo racional 5;—(%% se ©
polindmio b (z,y) for zero neste ponto (e a{z,y) ndo for zevo). Defina, entdo, L como
sendo o espago vetorial de todas as fungdes racionais em P* que n3o possuem pblos
em P!, exceto possivelmente pdlos de ordem menor que k em Q. E facil observar que
funcdes racionais da forma 5%'-‘11, com ! < k, em que & {z,y) é um polindmio homogéneo
de grau [, possuem as propriedades descritas. Segue, entdo, a definigio dos cédigos de
Reed-Solomon.
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Definigao 3 (Cddigos de Reed-Solomon) O cddigo de Reed-Solomon pode ser des-
crito pelo conjunic de n-tplas

C={(fipl)af{'p2):1f(Pn)}|f€L}: (‘38}

em que P, Ps, ..., B, € P! sd0 pontos diferentes de Q.

Em outras palavras, o que se fez fol tomar uma linha projetiva, um conjunto de n
pontos desta linha e um espago vetorial de fungdes definido a partir de v ponto da
linha projetiva diferente dos n pontos supracitades. O cddige € fornecido pela equagdo
2.8 consiste apenas num conjunto de n-iplas de valores destas funcSes nestes poutos.
Este processo de avaliar funges racionais em pontos de uma curva {no caso uma
linha} constitui uma das déias centrais na construgio de CGA's, que serd chamada de
construgdo por funedes. Uma segunda déia central na construciio de CGA’s ¢ derivada

da definigdo dos eddigos de Goppa na segdo seguinte.

2.3 Cddigos de Goppa

Antes de definir os cddigos de Goppa, de modo @ introduzi-los, serd apresentada
uma conhecida classe de cddigos ciclicos, os chamados cédigos BCH (Boge-Chaudhuri-
Hocquenghem) (1], [27].

2.3.1 Cddigos BCH

Considere o um elemento de ordem n do corpo Fom, em que n divide g™ — 1. Considere
po Ty q g

g{z} € ¥, [z] o polindmioc de menor gran cujos zeros sejam
{a'|i=1,2,...,2t},

para algum inteiro ¢ > 1. Faca o grau de g(z), referido como o polindmio gerador do
cddigo, igual a n — k. Mostra-se que n ~ &k £ 2tm [2]. Entao,

C={a(z)glz) | degla(2)] <k, ale) € ¥, [z]} (2.9)

-

é um ¢ddigo BOH de comprimento n, dimensasc & 2 n — 2im e distincia minima
d>2t+ 1.
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Observe que, tomando-se o polinémio

2

hiz) =[]z~ o) € Fyn [2]

i=1
no lugar de g {x) e substituinde-se o corpo F, por Fo«, o cddigo da equagho 2.9 torna-
se um cddigo de Reed-Solomon ¢’ de comprimento n, dimensio & e distincia minima
d = 2{ + 1. Portanto, o cédige BCH C da equagio 2.0 consiste num subcddigo de
subcorpo de ¢V, ou seia,

C=Unﬁ.

2.3.2 Cbdigos de Goppa

Utilizands a mesma notagio da definicio dos cddigos BCH acima, em que as palavras
cddigo sdo da forma c{z) = g+ iz + -+ + cpz™7Y tal que o{a') = 0, para i =
1, ..., d— 1, considere o seguinte cdloulo:

fre 1

" -1
-(rn_l)zlwa*i=zc‘z {1,-“3
yuxd) tuxf}

1=}

= zc‘_ (xfl—l -+ O_'—'" e . a—{'l *'finz + a-—{n—-l]i)
FES .

n-% n-l .
=6 Y (o)
i =1

i -}

=T Y (@)

=0 =0
Para valores de j no intervalo [0,d — 2], 6 somatério 3 it ¢ (e9t1) = ¢ (@#*!) & por
definicdo nulo. Portanto, para algum polindmio f (z), tem-se que

-l n—1 n—I
+1)
= I'Mf (-’f-‘) ,
ou seja, o somatdrio ¥y —Sy & necessariamente divisivel por 297 (24 ndo divide
— 1}, Portanto,
fimm )
—Z =0 modz™. (2.10)
xr— ot

sl
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Por conseguinte, um vetor {¢p,c1, ... ,cazy), cOm g € F,, ¢ uma palavra cédigo se
satisfizer a equagdo 2.10. Dependendo do corpo utilizado, esta construgio acima fornece
um cédigo de Reed-Solomen ou um cddigo BCH. A passagem destes para os codigos de
Goppa agora envolve apenas a substituigio da seqliéneia {o i =1,2, ... ,2} usada
{@ é um elemento primitivo de ordem n do cotpe Fw ) por um conjunto arbitririo de

elementos distintos, ¢ do mondmio * por um polindmio geral g (z).

Definigaio 4 {Cdédigos de Goppa) Considere L = {xq, ¢4, ... , @y} um conjunte
arbitrdrio de n elementos distinios de Fym e g{z) € Fpm [2] wm polindmic ménico, tal
gue gleg) # 0, parai=0,1, ... .n~ 1. O cddigo de Goppa I'(L, 0} € o conjunto de
palavras (co.c1, o+ Cnw1) € FF, tal que '

-

13—
¥,
L3

= ' 3
P 0 modyg{x). (2.11)

il
=

i
O cédigo ' (L, g} definido pela equagio 2.11 & um subeddigo de subcorpe do dual
do coédigo de Reed-Solomon generalizado {equagio 2.7). Para verificar isto, considere

g{z) = ¥i_, gir’. Entdo,

@(m)mwm Z P

T -
hafdt-1

¢ um polinémio de gran menor que £, para qualquer a. Como
(z ~a)o(r)= —~g{a) modg{r),

pode-se re-escrever a equacdo 2.11 como sendo

n—1

c‘, = .
L eyt ) =0 mede @) =
=1
> : A 2k =
=0 “g (Qi) k+%m1 Gitj+1 (&‘) x =

1l '
Zcihi Z eai (o) £ =0, (2.12)
S0 kj<e-l

em que h; = -mlx‘_—). Observe que o coeficiente de z* na equagio 2.12 é zero para

0 < k <t— 1. Isto significa que, se ¢ = (¢y, 21, ... ,Ca1) € uma palavra cbdigo, entdo
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o produto interno de ¢ com as linhas da matriz

fisg hn-19
hg (Q’tﬂl + Qaaﬁ) o by (9:-«1 + gtan-I)
i ho \S._j§=1SS*’:'C*E’JMl o e (z::aff’iaff_—li) |

deve ser zero. Usando operaghes elementares nas linhas desta mairiz, obtéme-se a
seguinte matriz de paridade para o cédigo I'(L, g¥:

g T N
b - hotg hi'ﬂl SRR T
i h{}ﬂ’f}ml hlf}ini s }'I-,;.wltff:_ii ]
Compare esta matriz com os cédigos da equacho 2.7, em {;1163 v ={hp by, oo hea)

Observa-se que H é a matriz geradera do codigo GRS (2, v) da equagdo 2.7. Portanto,
o cédiga de Goppa I' (L, 9} € um subcddigo de subcorpo do dual de um cddigo de Reed-
Solomon generalizado. |

Como o posto da matriz H sobre F» € exatamente {, seu posto sobre F, & no
maximo mé. Portanto, a dimensio do cddigo de Goppa I'(L,¢) € k > n ~ mtt e sua
distancia minima é d > £+ 1, em que £ € 0 grau de g (x).

2.4 Transicao para os CGA’s

Agora serd dada uma nova formulaclo aos cédigos de Goppa, de forma a colocar em
perspectiva sua transicio para os CGA's.
Considere a fungio

Ul S w{z)
fl=) = e =
; r-0; Alx)
correspondente A palavra cddigo (co., €1, -y Cpwt), €M GUE

Ma) =[] (@ - o) € Fom o],
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degw {z) < degA(x) =mne {ag i, ..., 0.} & um conjunto arbitrario de n elementos
distintos de Fyn . Portanto,

&= {2z - il

& obtido pelo cancelamento do pdlo a; em f{x) e avaliagfio no préprio ponto a;. Em
outras palavras, ¢; € o residuo de f{r} em o, denotado por Res, {f).
Considere

Alz]
=y

)= E glx}q(x)
fla)= M)~ M)

uma vez que, por definicio, g {z}{f {2} {#{z) ¢ o mesmo da equagio 2.11). Pode-se,
entdo, expressar o residuo de f (&} em a; por

‘ _wizi{z - a) _ glm)
fese ) = =50 = X(ay

Q(ai) t

L
que € zero apenas se g {o;) = 0.

Agora, generalizando este conceito, defina um espago vetorial L de fungdes racionais,
tal que '

1. f(x) € L possul pelo menos os mesmos zeros que g {x}, com pelo menos a mesma
multiplicidade;

2. F{z) € L ndo possui pdlos, exceto possivelmente em {ag, &y, ... ,@q-1}, caS0 €M
que os polos séo de ordem 1.

Defina, entdo, um cédigo €' de comprimento n em Fg» como sendo
O {(Resaof, Resaif, - ,Resan_z_f) ] fe L} ) (2‘13)

Basicamente, este cédigo ¢’ fornecido pela equacdo 2.13 consiste no conjunto das
n-liplas dos residuos das fungbes do espago de fungles L definido pelos pontos de

{ag,q1, ... , 01 } Nestes pontos. Este processo de determinar os residuos de fungdes
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racionais em um conjunto de pontos constitui a segunda idéia central na construcio de
CGA's, que serd chamada de construcdo por residuss, |

O cédige de Goppa definide pela equacio 2.11 € um subcddigo de subcorpo deste
cédigo C' em F,. Como o cddigo de Goppa ¢ também wm subcddigo de subcorpo do
dual do cddigo C definido pela equagio 2.8, observa-se, entdo, que existe uma relacio
de dualidade entre as construges por fungdes e por residuocs usadas nas definicdes dos
codigos O {equagio 2.8) e ' {squagio 2.13), respectivamente.

Do que fol apresentado neste capitulo, dois enfoques usados na definicio de cddigos

sdo de grande importincia na construgiio dos CGA's nos capitulos seguintes:

« A avaliacdo de fungdes racionais em um conjunto fixe de pontos distintos {equagio
2.8)

e O residuo de fungdes racionais em win conjunto fixo de pontos distintos {equagao
2.131.

A definicio dos CGA’s utilizard estes dois enfoques, que fornecem cédigos duais,
diferindo apenas na obtengio do conjunto de pontos distintos: serio pontos de uma
curva algébrica sm um corpe finito. Além disso, o espago de fungdes racionals serd
definido a partir de pontos desta mesma curva algébrica.

Apesar destas abordagens serem simples, a definicic dos pardmetros do cédigo
dependerd fortemente da teoria das curvas algébricas. O préximo capitulo dedicar-se-
4 4 apresentacio desta teotia matemdtica, requisito necessdrio ao entendimento dos

CGA's, definidos no capitulo seguinte.



Capitulo 3
Topicos de Geometria Algébrica

O capitulo anterior sugere a forina como o3 CGA's sio construides. No entants, nio é
tdo direta quonto possa parecer a transicho dos codigos de Reed-Solomon e de Goppa
apresentados para os CGA’s. Diversos conceitos relacionados A teoria da geometria
algébrica sio necessdrios para possibilitar esta transigio.

Este capitulo tem por objetivo introduzir as nogdes da geometria algébrica, tais
como variedades afim e projetiva, bases de Grébner, corpo de fungdes, anel de coorde-
nadas, anel local, divisor, etc., necessdrias & discussdo dos CGA's e de seus esquemas de
decodificagio. Nio € pretensio do presente texto constituir uma referdncia completa ou
pormenorizada sobre este denso assunto, mas apresentd-lo através de uma abordagem
que permita ao leitor ter mais facil acesso & definicio dos cddigos no capitulo que segue.
Grande parte das provas ndo serldo apresentadas aqui. Abordagens mais detalhadas
sobre esta teoria e provas dos resultados apresentados podem ser obtides em (7], [3],

[15], [24] ou outras referéncias que tratem do assunto.

3.1 Ideais e variedades

Qs conceitos de ideal e variedade e suas relacdes sio a base para a teoria denominada
geometria algébrica. A natureza geométrica provém das variedades, que sio as curvas,
superficies e objetos de malior dimensdo definidos por equagdes polinomiais. Os ideais,
snbestruturas dos anéis polinomiais F, {xy, ... , z,], constituem a “8lgebra” relacionada
As variedades. Esta se¢lio é dedicada ao entendimento destes conceitos.
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3.1.1 Variedade afim

Antes de tudo, € necessdrio definir polindmios em n varidveis z,, ... ,z,. Defina um
monémiio em 2y, ... , &, como sendo

1.{'1 — :CT-]. -.-Iﬁ",
em que ¢y, ..., &, 5380 inteiros ndo negativos. O grau de 2° € dado por o + - - - + 1y,

Considere F, um corpo finito com p elementos e B, sen fecho algébrico (esta notacio
serd utilizada em todo o texto), Um polindmio f em 2y, ... . x, com coeficientes am

F, consiste numa combinagds linear de mondmios da forma
f = E a‘ﬁxay (lu E F [
&

em que a sowma ¢ feita sobre um ndmero finito de n-dplas o = (. ... , @) O anel
dos polindmios em zy, ... , Z, com coeficientes em F, é denotado por F, [z, ... , 2.}

Defina agora espago afim de dimensio n, sobre F,, como sendo o conjunto

AP m{(ah ,Q“) I{lh PR ¢ EFQ}

*

Um elemento P £ A™ & dito ser um ponte do espago A*. Se G é algum subcorpo de

F, que contém F, e P é um ponto de A" com coordenadas em G, entdo P ¢ dito um

ponte recional-G e o conjunto de pontos racionais-G de A™ é denotado por A™ ().
Observe gue um polindmio f € B, [r,, ..., z,] pode ser consideradn como um

mapeaments f: A" - F, dado por
f(P)=f(a1, ‘- san)s
em que P ={ay,...,e.) € A*. Se f({P) =0, diz-se que P & um zero de f.

Definicio 5 {Variedade afim} Considere fi, ..., f, polinémios em ¥, .[2:1, e Tl
A variedade afim V (fy, ... | f,) definida por fi, ..., f, é, enido, dada por

V{fi ... f)={PeA | fi(P)=0,1<i<s}.

Em outras palavras, uma variedade afim V (f;, ..., f:) C A™ é o conjunto de

solugles para o sistema de equagdes fi (1, ... ,Zp) = ... = fi (21, .. ,Zn) = 0.
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3.1.2 Ideal
Segue a defini¢io do objeto algébrice denominado ideal.

Definigao 6 (Ideal) Um subcongunto I C ¥, {z\, ... 2.} constitui wm ideal se satis-

Fzer os seguintes agiomas:

L I & wm grupo abeliono sob o adigdo;

2 Sefelehel [z, ...,z entdo hf &1,
Cousidere fi, ..., fs polindmios em F,{zy,...,2,]. O conjunto denotado por
{fi, ... . Js) & dado por
¥
(oo ) =40 hafilhay o ke € Fylon oo 2 (3.1)
j=1
é um ideal gerado por fi, ..., fi (isto é faciimente verificado aplicando-se os axiomas

da definigdo 6). Qualquer conjunto de fungbes que gerem ur ideal é considerada uma
base para este. No caso de espacos vetoriais, define-se como base para um espago todo
conjunto de vetores linearmente independentes que o gerern. Conio consegiiéncia, toda
hase para um espago vetorial possui um nimero de elementos igual 3 dimensdo do
espaco. J& no caso de ideais, ndo hd um nGmero determinado de elementos para uma
base.

Considere ¥ < A" uma variedade afim. O conjunto denotado por I{V) e dado por
V)={feFln,....z.) | f(P)=0, P&V} (3.2)

é um ideal gerado por V {isto & verificado também aplicando-se 03 axiomas da definigio
acima).

Todo ideal pode ser gerado por um conjunto finito de fungdes linearmente inde-
pendentes denominado base. HaA bases especiais, chamadas bases de Grébdner, que
apresentam propriedades que possibilitam a solugio de problemas envolvendo ideais
por meios computacionals, e que serfo descritas na subsegio seguinte. Um ideal que
pdde ser gerado por uma dnica fungio é dito principal Um ideal J C I, [z, ... , 75} &
dito primo se I # Fy{z;, ... ,z,) ese,paracbe I, aeJonbel Umideal IC A ¢
dito mdzimo em um conjunto A se nio existir outro ideal em A que contenha [, |



Capitulo 3. Tépicos de Geometria Algébrica 25

Um ideal [ £ dito radical se o fato de que f™ & I, para m > 1 inteiro, implicé.r que
f € 1. Para uma variedade V' qualquer, se /™ & I{V}, entio f € 1{¥), uma vez que
[f ()] = 0= f(z} = 0. Portanto, I(V) é sempre um ideal radical. Por conseguinte,
um ideal [ = {f;, ..., fi), emque f* € [ e f&1 ¢ I nio pode ser representado na
forma I(V7), ou seja, nio pode ser gerado por qualquer variedade V.

Diversas 580 a3 questOes que podem ser levantadas quanto 4s relacBes existentes en-
tre os conceitos de ideal e variedade. Uma das principais questdes diz respeito 4 relagio
existente entre os ideais {(fi. ..., f) e L{V (fi, ..., f,}) definidos acima (equaches 3.1 e
3.2). Ocorre que {(fi. ..., f.) CI{V{fi. ..., f,)), nio necessariamente havendo igual-

dade. Esta relagiio é fornecida pelo teorema que segue, chamado “Nullstellensatz™ b

Teorema 7 (“Nullstellensatz” de Hilbert) Considere as fungdes f.fi. ..., fs €
.i?q[zi-. s ﬁ:rrlE' *4 f”’”‘i“fio f € {(V{ILI .. lfi)] 58 8 S[j € fm = {fli L \fx}z para

alyum mbeire m 2> 1.

Uma variedade afim V' pode ser também definida como sendo um subconjunto de
A" em que I{¥) é um ideal primo. O conjunto de pontos racionais-G de V ¢ denotado
por V{G). Se I(¥) possui um conjunto de fungdes geradoras em Gz, ..., z,), diz-se

que V' ¢ definido sobre G, e denotado por Vi;. Dai, observa-se 2 seguinte relagio:

1(Va) = IVNGlay, ...z,

3.1.3 DBases de Grobner

O método das bases de Gribner, ou bases padrdo, permite resolver de um modo ele-
gante e eficiente, através de meios computacionals, diversos problemas envolvendo po-
Lindmios, tals como:

e O problema da descrigdo de um ideal: a determinagao, se possivel, de uma base
para um ideal;

» O problema da pertinéncia a um ideal: a determinagio de se uma fungdo f €

F, [z1, ... ,Za] pertence ou ndo a um ideal {fi,...,fs), sendo fr, ..., fs €
Fq [-'1:!.1 L :xnli

I*Nullstellensatz” & uma palavra de origem alem3, composta por trés palavras: “Null” (signiﬁca
zero), “Stellen” (significa lugares} e “Satz” (significa teorema).
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+ O problema da solugdo de um sistema de equagGes polinomiais

fl(:rll e !mﬂ)zu' zfs(xli R ;xn)=0}

0 que equivale & determinagio da variedade V{f, ..., fi).

~ Sde diversas as aplicagdes para a teoria das bases de Grobner. Contudo, no pre-
sente texto, buscar-se-A antes de tudo a solugio do primeiro problema, ou seja, a
determinagio de wina base com caracteristicas especiais para um determinado ideal, e
a descrigio das propriedades desta base. O segundo problema, 0 da pertinéncia a um
ideal, serd resolvide paralelamente ao primeiro com a descricio do algoritmo da divisio
de polindmios em n varidveis, uma vez que uma fungdo pertence a um ideal quando é
divisivel por uma das fungies de sua base. Esta descrigio do algoritmo da divisiio é
necessdaria & discussio do primeirs problema. Malores detalhes sobre a teoria das bases
de Grdbner podem ser obtidos em Cox, Little e 0'Shea [3].

Ordenacio de mondmios

Primeiramente, observe gque a todo mondmio z® = 27" ... 23" pode-se associar uma
n-Gpla a == (ay, ..., @4} € ], e vice-versa, Portanto, uma mesma regra de ordenagio
> pode ser aplicada tanto 2 mondmios quanto ac espago Z7, ou seja, se a > f segundo
a ordenacio adotada, entdo z® > 2P, e vice-versa.

Definicio 8 (Ordenagfo de mondmios} Uma ordenagio de mondmios em Fyfzy,
.oo In] € qualguer relagdo > sobre as n-dples a € Z7, ou sobre os mondmios z%, que

sattsfez as condigdes:

1. > € uma ordenagdo linear, ou seja, aplica-se a todos os velores de 47} ;
2 Sea>fB, coma,Bye€Zr entfoo+y> B+,

3. Tode subconjunte finito ndo vazio de Z] possui um elemenio menor e um ele-

‘mento maior sob o ordenagdo >.

Um primeiro exemplo de ordenacio de mondmios é a chamada ordenagdo lerico-
grdfica, denotada por >, em que a >y, 3, com o, 8 € L7, se no vetor a ~ f € &7
o elemento ndo nulo mais & esquerda for positivo. Por exemplo, para n = 2, tem-se
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que (0;0) ez (0- l) Tgez 0 Vles (L 0} Llex (1:1) Cier ' Stex (238) Ltex (2: 1) Llez
LRI (3: 0) Tex (37 1) Cew

Qutro tipo de ordenagiio de mondmios é a chamada ordenagio lezicogrdfica gradua-
da, denotada POT > gries, W QUE & 2 yp., B, com o, B € 27, se

laf = ZO‘E > 18] = zﬁs

ou se |} = |3l e a > 8. Porexemplo, para n = 2, tem-se que {0, 0} <grter (0,1) <gries

(1: {}) <gr{x:-z: (Qz 2) {grle-x {l, }v) {g}rim (21 O) <gh'ez {B;S) ‘figrfez (1, 2‘} '<griex {2; 1) 'igﬂ'c:

Uma ordenagdio que serd utilizada no capitulo 5 na descrigiio dos algoritmos de de-
codificagio é a chamada ordenagdo lexicogrdfica graduada reversa, denotada por > e,
I GUE & T gruy 3, COM o, F & 7, g€

] = ZCH > {3 = Zﬁs

ou | = |5] e o vetor o — J € B tem seu elemento ndo nulo mals & esquerda negativo.
Por exemplo, para n = 2, tenw-se que (0,0) <yrap {1,0) <greo (0,1} <prew {2,8) <greo
(1, 1) <yrev {0,2) <grev (3,0} <grew {2, 1) <grew {1,2) Kgrew - -

Considere f = 3, 8,2% um polindmio nio nulo em Fy [z,, ... ,z5] ¢ > uma orde-
nacio de mondmios. Defina, entdo, o grau de f, denotado por deg {f)}, como sendo o
maior vetor o, expoente de x, segundo a ordenagiio >, Defina também o coeficiente
Hder de f, denotado por lc(f}, como sendo o coeficiente ages), & © termo lider de f,
denotado por 1t (f), como sendo ageynz®e/},

Divis&o de polindémios

O algoritmo da divisde de polindmios em uma varidvel j4 € bem conhecido, Considere
a divisio de uma fungio f € F, {z] pelas fungles fi, ..., f, € ¥, [z]. Tem-se, entdo,
que '

f=ah+-+af+r,

sendo qi, ... ,q, 05 quocientes e r o resto da divis3o, com deg (r) < deg(f;), para
1<€1< s
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J& o algoritmo da divisio de polindmios em F, [z4, ... ,%,] {algoritmo 9) pode
ser descrito como segue. Considere uma ordem de mondmios > e um conjunio de
fungdes fi. ..., fs € Fy[n1, ... ,2,] ordenadas segundo >. Tem-se que toda fungio
felF lzy, ... 2n pode ser escrita como sendo ' '

F=qfi+- - +gfs +r,

em que ¢, ... .07 € B lr, ... za], e ou r = 0 ou r & uma combinacio linear de
mondmiocs ndo divisiveis por Ie{fi}, ... 1t {f,).

Algoritmo 9 {Divisdo de polindmios em vdrias varidveis)

Entradas:

. .O::‘ polindmios f, fi, .. fs € Fglry, ..., 2.] ordenadus segundo a ordem >.
Saidas:

2 G, gaT EF (T, L)

Inicializagdo:

< << Passo unico >>>
p=f
WHILE p# 0 DO
== ]
ocorreudivisao = false
WHILE i < 58 AND ocorreudivisao == false DO
IE W (f;} divide It {p) THEN
¢ = g -+ 1t (p) 1 {f)
p=p- filt{p) /R{F}
ocorreudivisao = frue
ELSE
o i=i+1
IF ocorreudivisao == false THEN
r=7+1t(p)
p=p-li(p)
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Para o caso de polindmios em uma tnica varidvel, os valores de ¢, ... ,q, & 7
sdo unicamente determinados para uma dada divisio. J& o caso geral da divisiio de
polindmios em n varidveis ndo € tdo simples, uma vez que os valores dos quocientes
e do resto dependem da ordem de mondmios > adotada. Por exemplo, a divisio do
polindmio f = xy° — « pelos polindmics f; = zy + 1 e fo = y* — 1 usando a ordem

lexografica {fi > fo) resulta em
a .
Yy w;z::my{:r-‘y+1)+0(y2w1}+(~:z:—y).
Contwde, 2 mesma divisio usande o ordem lexicografica graduada reversa (fy ™ geew fi)

fornece um resultado diferente, a saber

)

zf —z=w{y ~ ) +0{zy+ 1)+ 0

Apesar disto, no caso de polindmios em n varidgveis, o problema da pertinéncia de
uma fungde f o wmideal {f1, ..., fs} pode ainda ser resolvido através da divisds de

polindmios. Se wma fungdo f pode ser escrita na forma

F=afi+ +qfn

tem-se, entio, que £ € {fi, ..., fe). Isto implica que » = 0 é uma condigio suficiente
para a pertinéncia de f acideal {f;, ..., f,). Contudo, nio é uma condigio necesséria,
pois a mesma divisio pode fornecer um resto » 5 0 para uma ordenagio de mondmios
diferente. o

H4, entretanto, a possibilidade de, a partir de um conjunto de fungdes geradoras de
um ideal 7, obter-se um conjunto diferente de fungdes geradoras de I que apresentem
boas propriedadss, tals como a de serem unicamente determinadas e a de tornarem a
condigho r = 0 suficiente e necessdria para a pertinéncia de uma fungBo f a0 ideal I.

Serd visto que as chamadas bases de Grébner apresentam estas propriedades.

Ideais de mondmios e bases de Grébner
Considere a seguinte definicio.

Definigao 10 (Ideal de mondmios) Um ideal I € ¥, (21, ... ,2,] € dito ser um
ideal de mondmios se for constituido de todos os polindmios na forma da soma firnita

Z hez®,

oA
em que A CZ7% e hy € Folry, .o 24l
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Um fato importante acerca desta definiciio é que todo ideal de mondmios 7 pode
ser escrito na forma (2%, ... ,2%), em que oy, ... ., € A. Em ontras palavras,
todo ideal de mondmios 7 possui uma base finita de mondmics. Observe, 'entﬁa, que
um mondmic z° pertence 2 um ideal de mondmios I = (2| € A) se e 56 se for
divisivel por algum z%, para a € A. Como conseqiidneia, todo polinémio f € 7 ¢
necessariamente uma combinagdo linear de mondmios de 7, ou seja, todo termo de f
pertence também a 7.

L

Cousidere agora [ C F, [zy, ... , 24} um ideal qualquer diferente de {0} e denote
por It ({} o conjunto dos termos lideres dos elementos de I, Tem-se que o ideal gerado
pelos elementos de It {1), denotado por {1t (I}, constitui win ideal de mondmios. Além
disso. existem sempre fungdes gy, ... .9 € I, tais que de{0}: = {{t{g), ... . 16 {g}.
Associado a este fato, o chamado teorema dos bases de Hilberi afirma que todo e
qualquer ideal 7 C ¥, [y, ..., 2.] possul sempre um conjunto gerador finito, ou seja,
todo ideal I pode ser escrito na forma (g, ..., ¢, para algum g, ..., ¢ & [. Segue,
entdo, a definicio de bases de Grobner.

Definigio 11 (Bases de Gribner) Dada uma ordem de mondmios, um subconjunto

fnito G = {m, ..., ¢} de um ideal I € dito ser uma base de Gribner (também chamada
base padrdo) se

{tgn), .. Qe gy = e (T)).

Ainda, um conjunto G = {g1, ... .} C I € dito ser uma base de Grobner se e s6 se 0

termo lider de quelguer elemento de I for divisivel por algum 1t {g), com g, € G.

Uma base de Grébner ¢ de um ideal 7 & dita minima se lc{g) = 1 e lt{g) €
{t{G — {g})). para todo g € G. Uma base de Grobner § de um ideal I é dita reduzida
se for minima e nenhum mondmio de g pertencer a {1t (G ~ {g})}, para todo g € &.

Seguem algumas propriedades das bases de Grébner:

» Todo ideal I 3# {0} possui uma base de Gribner;

e Dada uma ordem de mondmios, todo ideal I # {0} possui uma dnica base de
Grébner reduzida;

s O resto 7 da diviso de uma fungio f € F, |z, ... , T,] por uma base de Gribner
G de um ideal I < F, [x;, ... ,%,] é unicamente determinado, independentemente
da ordem de mondmiocs adotada.



Capitule 3. Tdpicos de Geometria Algébrica - 31

Observe que o problema da pertinéncia de uma funcio f a um ideal 7 reduz-se
determinagdo de uma base de GrSebner § para /. Portanto, tem-se que f &  se e 86
se a divisdo de f por § for exata {resto r = 0).

Algoritmos, como ¢ de Buchberger [3], podem ser utilizados na determinacio de
uma base de Grobner para um dado ideal 7 = {f|, ..., f,). Para a descri¢io de uma
versio simples do algoritmo de Buchberger {algoritmo 12}, observe a seguinte notagao.

o . - . X
Denote por f o resto da divisfio de wma fungio f pelo conjunto ordenado F =

{fi, ... J,} {se F for uma base de Grbbner, a ordem de seus elementos torna-se
irrelevante}, -

Considere agora os polinémios nio nulos p,g € Fy {x), ..., za). Considere os vetores
o = deg(p), F=deg{g) e vy = {1, ... .7}, em que 1 = max [y, 8;).. Defina, entdo, o

minimo miltiplo comum de lt{p} e lt (g} como sendo
MMOC (It {p) 1t {¢)) = 2™,

Defina, por fim, 0 polindmio-S de p e ¢ como sendo

7
S5} = ——=p~ e
PO = P T )
Algoritmo 12 {Buchberger)
Eniradas:
e Um conjunto gerador F = {f1, ... . f,} para um ideal I C ¥, {zy, ..., zal.
Saidas:

» Ume base de Grobner G = {g1, ... .5} para I

<< < Passo tnico >>>

G=F
po
¢=qg
FOR cada {p,¢}, comp,q€ G ep# g DO
R _ _
§=35(p.q)

IF §#0 THEN G =G U {5}
WHILEG == ¢’ '
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As aplicagles sio intimeras para esta teoria das bases de Gridbner, que & também

Gtil, como serd visto no capitulo 5, na construgio de algoritmos eficientes de decodifi-
caglo para cddigos para controle de erros.

3.1.4 Ane!l de coordenadas de uma variedade afim

Considere o ideal 7 C Fy oy, ... ,2,] e faga f,g € Fy[zy, ..., z,]. Diz-se que f e g siio
congruentes midulo I, denotando-se por

f=gmodl,

se f—g & I Esta operagio de congrudnein mddulo [ estabelece wma relagio de

equivaléncia, que subdivide ¥y {ry, ..., 2.} nas chamadas classes de equivaléncia. Para
qualquer f & F, [zq, ... 2], define-se a classe de f como sendo o conjunto

fl={geFles, ... zn) | g = f modl}.

Defina agora o quociente de By {zy, ..., z.] médulo 7, denotado por |, [y, ... 2]/
I, como sendo o conjunto de classes de equivaléncia por congruéncia médulo I dado

por

Folzg ooosxal = {{Fl 1 FeF, {1, ... .2al}-

Um quaciente ¥, {21, ... 2.} /] constitui, na verdade, um anel comutativo sobre as
operacbes {f] + [g] = [f +g] de adigio e {f].[g) = [f.g] de multiplicagio realizadas
entre as classes de equivaléncia, sendo, por isso, denominado anel quaciente.

Definigdo 13 {Anel de coordenadas) Considere wma variedede afim V., No caso
em que I = X (V) {um ideal radzcal) o anel quociente dado por

V) =F, [z, . al /T(V)
é denominade o anel de coordenadas de V.

Se V & definido sobre G, o anel quociente I' (Vg) = Glxy, ... .24 /1{Vg) é chamado
anel de coordenadas de V.
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3.1.5 Corpo de funcoes

Utilizando-se o anel de inteiros Z, é possivel se contruir diversos corpos. Um caso
siraples € o corpo de ndmero racionais §, que € constituido por elementos da forma
Z,em que m,n € £Z. Analogamente, a partir do anel de polindmios Folzw o0 %0,

pode-se contruir um corpo com elementos da forma f;» emque f,g € B [z, ..., 7],
denominados fungdes racionais.

Definicio 14 {Corpo de fungdes} O corpo denotads por By {11, ... ,x,) ¢ dado por

; fﬂ-’ﬂt; ‘xn)
Folzg oo Ea) = § S &, [y, ... #
B2 T r’s) {§(~rl\_~--\$ﬂ) |f,§‘-“~1?q[*zl‘ ’33?111 g#0

& denominado corpa de hungbes,

Se ¥ é uma variedade afim e T'{V7) sen anel de coordenadas, entdo o corpo das
fragdes 5, com f,g € ['(V}, ¢ dito o corpo de fungBes de V e denotado por F, {¥). Se
¥ ¢é definido sobre G, o corpo de fungdes de V5, denotado por G(V), € o corpo das
fraches é, com f,g €T {Vg). _

A dimensdo de uma variedade afim V é o grau de transcedéncia do corpo F, (V)
sobre o corpo F,. Desta forma, define-se uma curvae algébrice X ¢ A™ come uma
variedade de dimensdo 1.

Uma curva X ¢ dita ser ndo singular, ou reguler, se todos os seus pontos forem
nfio singulares, ou seja, possuirem os mesmos zeros em duas derivadas parciais. Casc
contririo, a curva é dita singular.

3.1.6 Variedade projetiva

As variedades tratadas até entdo tém sido subconjuntos do espago afim A®. A adigdo
a A" de “pontos no infinito” permite criar o chamado espago projetivo P* de dimens3o .
n, de onde derivam as variedades projetivas.

Espago projetivo

Antes de definir propriamente o espago projetivo P* sobre ¥y, de modo a auxiliar em
sua compreensio, considere o caso do corpo R dos nimeros reais. Qbserve que duas

linhas ern B2 sempre se interceptam em um ponto, exceto linhas paralelas. Esta excecao
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pode ser contornada pela consideracio de pontos no infinito, um para cada colegio de
retas paralelas com determinada inclinagio (todas as retas com mesma inclinacio), ou
classes de equivaléncia de linhas paralelas (figura 3.1). Defina o planc projetivo Pge
como sendo a unido de B* com o conjunto dos pontos no infinito de cada classe de
equivaiéncia de linhas paralelas. Uma linha projetiva em Pg: € 2 unio de uma reta
em B* com o ponto no infinito correspondente A classe de equivaléncia & qual a reta
pertence. Observe, portanto, que duas hinhas projetivas sempre determinam um ponto
e que dois pontos quaisquer determinam uma linha projetiva (o conjunto dos pontos
no infinito forma uma linha no infinito].

EACORIramM-At /M SOt Engoniram i fum
difarente b nlinle panty no wfinie
; ol
l! \* * - \t,
4 ¥ ; i
Y / f{
-‘? i"
L /
iy "‘\ i /
‘\\ .‘;& F ‘/:

o
oy

\ 7 /

\ /

Y /
\
3y

\%

Figura 3.1: Curvas paralelas em B® encontram-se num tinico ponto no infinite. Curvas

paralelas com inclinagio diferente encontram-se em win ponto diferente no infinito.

O problema da representagdc dos pontos em Py é resolvido da seguinte forma:

+ Acrescenta-se uma terceira coordenada, mapeando-se um ponto (z,y) € R? em
um ponto (z,y,z) € B3\ {{0,0,0)};

» Define-se uma relacio de equivaléncia em que (2, ¥, 2) = Az, y, z), para qualquer
A e R\{0}.

Diz-se que {z,¥,2) € R*\ {(0,0,0)}, segundo esta regra de equivaléncia, sdo as
coordenadas homogéneas dos pontos de Pga. Desta forma, vé-se que o plano projetivo
é constituido pelos pontos (1, ¥, 2), equivalentes aos pontos {y, z) € R?, e pelos pontos
(0, v, z), que constituen a linha projetiva no infinito.
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Esta mesma idéia apresentada de classes de equivaléncia de linhas paralelas, pontos
no infinito e coordenadas homogéneas pode ser estendida a espagos de maior dimensio
¢ a corpos finitos.

De modo similar ao que foi feito acima, considere a relacio de equivaléncia no
conjunto AMIN {(0,0, ... ,0}}. com termos em F,, dada por

(fl(}, ,a,,) = (f}g, ,f)n) 9 A Ei?q\{{}} 1&‘, :-'"-—/\‘CI,‘! 1=0,1,... 3 FE.
A classe de equivaléncia de {ag, ..., @,) € denotada por {ag el @n ).

ﬁeﬁnigz’io 15 (Espago projetive) O espago projetivo P? de dimensdo n € o con-
Junio de todas as classes de equivaléncia {{ag 1 ... 0,) | € )

Um elemento P = {ay: ---:a,) € P° € chamado ponte, e ay, ... ,a, sio ditas as
coordenadas homogéneas de P. Se G & um subcorpo de F, que contém F, e P =
{ag: -+ 1 a,) é um ponto com coordenadas homogéneas aq, ... ,a, € G, entio P é dito
um ponto racional-G ¢ o conjunto dos pontos raciouais-G de P é denotado por P* (G).

O.cunjunto H={{0:a,: 10, € P} é chamado de hiperplano no infinito e
os pontos de H, denotados por @, sdo chamados pontos no infinito. O mapeamento
@ A® - P\ H ¢é definido por w{ay, ..., e4) = {1,a;, ... ,@n)-

O espago projetivo de dimensdo 1, também chamado de linha projetiva, consiste
nos pontos {1 :a), com a &€ F,, e do ponto no infinito @ = (0:1). Este conjunto foi

atilizado no capitulo anterior na construcido dos cédigos de Reed-Solomon.

Variedade projetiva

Um polindmio constituido pela soma de mondmios de mesmo grau é chamado polindmsio
homagéneo. Um polindmio homogéneo f € K, {zq, ... ,7,] pode ser considerado como
um mapeamento f: P* — F, dado por

f(‘p)mf(a{h !aﬂ))

em que P = (ay:- - :a,) € P*, com ag, ... 00 € Fy. Se f(P) =0, f édito te_rl_xm_'
zero no ponto P = (ag 1 -+~ : 6,) € P™. Isto faz sentido, uma vez que, se f € homogéneo
de grau 4,

f(Aag, ++  Aaa) = M (ag,++ a0}
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I_}eﬁnigiio 16 (Variedade projetiva) Considere fi, ..., f, € F,lxo, ... ,2,] poli-

nomios homogéneos. A variedade projetiva V{(fy, ... | 7)) definida por fi, ..., f, €
entdo, dado por

V{ifi....f)={PeP | f(P)=0, 1<i<s}.

Observe gue a soma de dois polindmios homogéneos de diferentes graus nio pre-
serva a homogeneidade. Portanto, wm ideal 7 = {fy, ..., fo) T F, =g, ..., za] gerado
por polindmins homogéneos sempre contém polindmios ndo homogéness, que ndo po-
dem ser usados na defini¢iio de uma variedade projetiva. Observe também que, apesar
diste, todos os polindmios deste ideal I se anulam nos pontos da vartedade projetiva
V{fi. ..., f} Além disto, mostra-se que, para todo f € I, se f; 6 mna compo-
nente {parte} homogénea de f, entdo f; € 7. Estes ideais I gerados por polindmios
homogéneos sdo chamados tdeais homogéneos,

De forma similar ao caso afim, uma variedade projetiva V' pode ser também definida
como um subconjunto de P", tal que [{V} é um ideal primo homogéneo. O conjunto
de pontos racionais-G da variedade projetiva V' é denotade por V (G). Se X (V) possui
um. copjunto de polindmios homogéneos geradores em Glzy, ..., z,], diz-se que V &

definida sobre G e denotado por V. Com isso, observa-se a seguinte relagao:
INGY = T(VINGlre, ... ,zal-

Define-se, assim como no caso afim, o anel de coordenadas homogéneo de uma

variedade projetiva V C P" como sendo 0 anel quociente
Pu(V) = F o, ... 2al /L{V).

Se ¥ é definido sobre G, entdo Iy (Vg) = Gz, -.. . za] /1 {V5).

Um elemento f € I'y (V) € dito ser uma forma de gran d se f = F +1(V}), em que
F e F, 2o, ... ,2] & um polindmio homogéneo de grau d.

QO corpo de fungbes de uma variedade projetiva V é definido por

F, (V)= {§ P fig € Ty (V) 580 formas de mesmo grau e g # O}

G{V) = {i«» | f,9 € Ts(Vg) sdo formas de mesmo grau e g # 0} )
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A dimens@o da variedade projetiva V' é o grau de transcedéncia de Fo (V) sobre

F,. _Deﬁn&se uma curve projetiva & G P” como sendo uma variedade projetiva de
dimensiio 1.
3.1.7 Relagado entre variedades afim e projetiva

E possivel sempre converter qualquer polindmio nio homogBneo em um polindmio
homogeneo, Para qualguer polindmio f € F, [z, ... ,2,] de grau 4, o pelinémio
f e Fy 2o, ..., 2] dado por

) X x
f‘(xa:---:xn}zxa‘f(-l.-...,«;ff)

é homogéneo de grau d.
Considere agora uma variedade afim V' € A" e o ideal correspondente I{(V) C

F, {xy, ... .2 Define-se uma variedade projetiva ¥ < P*, chamada fechamento pro-
jetive de V¥, comuo sendo

V={PePi{f(P)=0, e I{V)}.

Em contrapartida, considere uma variedade projetiva ¥ < F* e suponha que

Woe=Vn{lag: - a,) € P [ag #0} # 2.
Defina ¢ mapeamento ¢ @ A" ~ P* como sendo g{a;, ... ,a,) = {l:ia;: 1 a,).
Entdo,
Vo= (W)

¢ uma variedade afim,

()= {1 @meeim) 17 €1(7))

é sen ideal e V ¢ o fechamento projetivo de V.
Se V & uma variedade afim e V seu fechamento projetive, os corpos de fungdes
Fo (V) e Fy (f’) sio isomérficos e V e V possuem & mesma dimens3o.
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3.2 Anel local

Considere a variedade V' e um ponto P & V. Considere f € F, (V) uma funcéo
racional, entdo f = £, sendo g, h € I' (V) para uma variedade V afim, ou g, h e T (V)
para uma variedade V' projetiva. Se 2 {P) # 0, entdo f é dito ser definido em P.

Definigio 17 {Anel local) O anel denotado por Op (V') e dado por

Op (V') = {f € F, (V) | f ¢ definido em P}

¢ chamado o anel local em P,
A avaliagho de uma fungdo f € Op (V) em um ponto P § feita da seguinte forma:

s No caso em gque V' € uma variedade afim = f{P} = %E%»:

+ No caso emt que V' & uma variedade projetiva = Considere g, h € Ty {V),
com g =G +I{(V)eh=H+I(), em que G e H sio polindmios homogéneos
. . 5 GUPY o 171D
~de grau d. Tem-se, entdo, que f{P) = —g%ﬁf se H{P)#0.

Defina o ideel mdawimo Mp (V') de win anel local Op (V) como sendo

Mp(V)={f € 0p(V) | f(P)=0}.

3.2.1  Anel de valorizacgao

Definicfio 18 (Anel de valorizagho) Chama-ze anel de valorizagio de um corpo de
fungdes Fy (V' um anel O, tal que ¥, COC K, (Vi e, paratedo € F, (V), €0 ou
e O

Este anel de valorizagdo O de F, (V) € também um anel local, tendo como dnico
ideal méximo P = O\O*, em que O* = {2z € O [Jw € O, zw = 1} Este tnico ideal
méximo P de O é dito ser um lugar® de F, (V). O conjunto dos lugares de um corpo
de fungdes Fy (V) € denotado por

P={P|Pé&umlugarde F, (V)}. (3.3)

20 conceito de lugar ¢ fregiientemente associado a ou confundido com o conceito de ponto. Observe
uma analogis com nirmeros reais ¢ complexos. Um némero ¢ € R constital um ponto no eixo horizontal
do plano R?. Pode-se dizer que o conjunto dos nimeros complexos a + b3, com b € R, constitui um
lugar. Um lugar costuma ser vulgarmente referido como um “ponto gordo”.
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Observa-se que, se F, é um corpo fechado algebricamente, que é o caso agui considerado,
entdo P possul graw 1 {veja defini¢do de grau de um ponto fechade, ou lugar, na
subseqao seguinte). Se um lugar P possuir grau 1, entdo ele é equivalente a um ponto

racional 2.

Um anel de valorizacdo O apresenta ainda as seguintes propriedades:

[ ]

Sendo0#FzeF (V) entio : £ P 27 ¢ O

e um ideal principal;

See P = 0, entdo qualquer 0 # z € F, (V) possui uma representacdo Gnica da
forma c="u,comu € O engl;

Se P =10 {0} #1C O éwn idenl, entio [ = "0 para algumi n € M.

A funglio ¢ ¢ chamada purdmetre local, pordmetro de uniformizacde oun elemento
prime de P, Um anel de valorizaglo Q. cujo respectivo lugar P = t0, & chamado anel
de walorizagdo discreio.

Considere O um anel de valorizagio discreto de B, (V') e P sew dnico ideal méximo,
Tem-se que, para = € B {V}, : =t"v, comu € O° e n € Z. Defina, entdo, a fungao

v F, (V} — Z, chamada fungdo de valorizacdo discreta de F, (V'}, como sendo

0
8.

i

62,

[&]

..nﬂ

te
“H.

Esta funcio apresenta as seguintes propriedades:
s vp(ri=oo &z =10
» up (zy) = vp {2) + vp (), para qualquer 2,y € Fy (V);
o vp (T4 ¥) > min[ve (), vp {¥)], com igualdade se vp (2) 7 vp (¥);
« Existe um elemento z € F, (V}, tal que vp (2) = 1;
» vp{a) =0, paratodo D £ e € F,.

A subsecdo seguinte estabelece uma conexdo entre uma variedade V e os anéis de

valorizagio discretos do seu corpo de fungGes F, (V).
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3.2.2 Relaclo entre anel de valcrizagé& discreto e variedade

Considere uma variedade V' e seu ideal 1{V) = (G, ... ,G,). Considers P um ponto
de V' e a matriz

Ji»’,P = {flﬁ} :

4GP : : .
;}z:(, Lparais=1,...,5ej=1,...,n{caso afim) ouj =0, ..., n (caso

em que ag =
projetive}. O ponto P & dito ndo singular se o posto de Jy-p for igual a n — dim V', ¢
singulor em caso contrdrio,

Sendo X uma curva {afim ou projetiva) ¢ P um ponto de &, o ponto P é ndo

‘singular se e 6 se Op (X for um anel de valorizagio discreto.

Se uma variedade é definida sobre G, pode-se também considerar o corpo de funcdes
G{V}. As definigdes ¢ resultados apresentados sobre o corpo E, também sio vilidos
para G. Se ¢ é uma fungie de valorizagio discreta de G {17}, com um anel de valorizagio
¢ e um lugar P, entdo o par (O, P) é dito wmn ponto fechado de V e [O/P : G] é dito o
grau deste ponto, Se G = F,, entlo os pontos fechados correspondem acs pontos nio
singulares e todos possuem grau 1.

Denota-se por Fa o conjunto dos pontos fechados de uma curva A

3.3 Divisores

O conceito de divisor constitui uma forma extremamente elegante de manipular um
conjunto de pontos relacionados a uma curva. A partir dele, derivam-se espagos veto-
riais de funcgles, estando toda a construgio dos CGA's alicergada neste conceito.

_ Esta secio apresenta a definicio de divisores ¢ sua utilizagfo na formagho de espagos
vetoriais de fungBes. Apresenta também o importante teorema de Riemann-Roch, que
determina a dimensio do espaco de fungdes gerado por um divisor, além dos conceitos
de lacuna e anti-lacuna.

3.3.1 Conceito de divisor

Considere X uma curva projetiva definida sobre F,.
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Definiglo 19 (Divisor) Um divisor D de X' ¢ uma soma formal (uwm conjunto de
pontos dispostos em forma de ume soma ponderada) deda por

D = 'I'LPP,
PeY

em que np € £, podendo ser np = 0 pura alguns, mas néo todes, dos ponios P € X,

O suporte de D é definido como sendo
supD = {P € X |{np#0}.

Um divisor [ & dito ser efetive, denotando-se por D > 0§, se todo np for nio
negativa,
Os divisores de uma curva & formam um grupo abeliano, denotado por Div (&),

chamado grupo dos divisores de X. O greu de um divisor D é dado por

deg D) == Z np,

paX

o que constitui um mapeamento deg : Div (X'} — Z.

Considere una fungdo racional f € F, {X}). A ordem de uma fungio f em um ponto
racional P € X {um ponto racional P equivale a um lugar de grau 1} é definida como
sendo vp (£}, em que vp € a fungio de valorizagio discreta {equagao 3.4} correspondente
a0 angl de valorizaglo discreto O do corpo de fungdes F, (X'). Se vp {f} > 0, diz-se que
F possul um zero no ponto P, e se vp {f) < 0, diz-se que f possui um péle em P.

Defina agora o divdsor principal {f} da fungdo racional f € F, (X'} comeo sendo

(£)=2_ ve(NP, (3.5)
Pex '
o divisor de zeros (f), de f como sendo
(Flo= D w(HP
wp{f}>0
e o divisor de pélos (f),, de f como sendo

(f)aa‘:“ Z ‘UP(.")‘P‘

vp{ f1=0
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Q grau de um divisor principal €, por definiciio, nulo, o que implica que

2.ove(fl== > ().

vp(f1>0 vp{f)<n

Dado um grupo de divisores Div ('), define-se uma ordem entre os elementos deste
srupo da forma

ﬁ}_ = Z T?.pp'i: Dg = Z ?Zipp
PPy ey

s8¢ 8 se
np < np,

para todo F € &

3.3.2 Espago de fungdes de um divisor

A definigio seguinte descreve a formagio de um espaco vetorial de fungdes a partir de

um determinado divisor.

Definiciio 20 {Espago de fungdes de um divisor) Considere G € Div{(X) um di-
visor de wma curve X, entdo

L(G)={f €F (&) | (f) + G+ 0} u {0}

€ ¢ espace vetorial das fungBes ractonats com pdlos determinados pelos pontos do divisor

G, com muliiplicidades determinadas pelas ordens destes ponitos.

Observe que o divisor do produto de duas funcbes f,h € F, (¥) ¢ a soma dos
respectivos divisores, ou seia, (fh) = (f) + (k). Ocorre também que o divisor da soma
destas funcdes satisfaz a designaldade (f + h) > min {{f},(h)}, em que min {{f),{R)}
¢ o divisor formado com os menores coeficientes vp {equagdo 3.5) ponto a ponto.

O espago vetorial L (G) definido sobre ¥, possui dimens3o finita, denotada por
[{¢). Esta dimensio é determinada pelo teorema de Riemann-Roch, que é tratado
numa subse¢io seguinte.
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3.3.3 Diferencial

De modao a determinar a dimensio [ {G) do espago vetorial L{G), torna-se necessirio
o uso e entendimento do conceito de diferencial

Na matemadtica cldssica, uma integral

[C fdz

consiste num operader que fornece um niimero a partir de trés entradas:
1. Um caminhe ¢, que costuma ser fechado e simples;
2. Uma funcio f sem pélos em &
3, Um diferencial dz.

O diferencial € o mais obscuro dos trés conceitos, wma vez que suas propriedades
permanegcem normalmente implicitas. Observe que se pode ter um diferencial

o dy
dg—-dm(ifz,wf{i}:,

Sendo f = g‘fé uma fungio, tem-se que diferenciais na matemaitica cldssica compdem
um espago vetorial unidimensional sobre vm espago de fungdes.

No case do presente estudo, pode-se imaginar diferencials comeo sendo objetos da
forma fdh, em que f,h € F, (X} sio fungdes racionais associadas & curva X ¢ o
mapeamento linear que leva de & para dh é denominado deﬂvap&ez‘ Para esta derivagio
vale a conhecida regra '

Ci (hl hg) = hldhg + thihl,

Para cada ponto fechado (O, P) de X, existe um pardmetro local f,emquevp (£} = 1
(equagio 3.4). Também, para cada diferencial denotado por w, existe uma funglo f,
tal que w = fdt. Tem-se, entdo, que a funco de valorizagho discreta vp (w) €, por
definigio, igual a vp {f}.

Assim como no caso das funcgles racionais, pode-ge falar em pdlos e zeros de dife-
renciais. Diz-se que w possui vm zerp de ordem p, se p= v (f} > 0, e que.w possui
um péle de ordem p, se p= ~up (fi=0.

3Gerd omitida agui vma definigio formal ou mais adequada deste mapeamento, o gue demasndaria
uma Jonga discussio envolvendo outres conceitos de menor relevincia para o presente trabalho.
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Define-se o divisor de um diferencial w como sendo

@ =3 "vw(HP

O divisor de um diferencial ¢ dito ser candnico ¢ possui sempre grau 2g — 2, em que g
€ 0 género da curva & definido em seguida no teorema de Riemann.

Denote por Qy o conjunto dos diferenciais associados & curva X, Assim como foi
definido o espago de fungdes L {G) de um divisor &, define-se também o espaco vetorial
de diferenciais denotado por £2{G) e dado por

Q(G) = {we Q| (W) -G > 0} U {0},
A dimensdo do espago Q{G) ¢ chamada de indice de especiatidede de G e denotada
por £ {G).
Como afirmado acima, se {3, P} ¢ um ponto fechado de X de grau d e t é um
pardmetro local neste ponto, entfio existe nma funcio racional f, tal que w = fdt. Se

wna funglo f apresenta uma expansio em série de Laurent 5 o0 " a;tt, em que a; € F,,

p=up{w) e a, #F 0, define-se o residuo de f com relogdo @ P e ¢ como sendo
Resp {f} = a.,.

Observe que, se vp {f} > 0, entdo Resp {f) = 0. O residuo de w em P, denotado por
Resp (), ¢ definido, entdo, como sendo

Resp {w) = Resp, (f).

Este resuitado é independente da escolha do parimetro local £
Dado um diferencial w € {lx, o teorema do residuo estabelece que

S Resp (w) =0. . 36)

FePy

3.3.4 Teorema de Riemann-Roch

Definido o espago vetorial de diferenciais, pode-se, entdo, retornar 3 anslise da dimensio
1{G) do espago de fungdes L(GF).

O chamado teorema de Riemann afirma que existe um inteiro ndo negativo r, tal
que, para todo divisor 7 de uma curva X, |

H{G) > deg(GYy+ 1~
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sendo o valor mimmo de r denominado género de & e denotado por g. Se A é uma
curva nio singular (todos os seus pontos sio nio singulares) e m é sen grau, entio seu
género é dado por

o= {m~ l)g{m -2 @.7)

O problema da determinagio da dimens3o ! (G) é resolvido pelo teorema que segue.

Teorema 21 (Riemann-Roch) Parg uvm divisor G de uma curva de género g, tem-

5 que
HG) =deg(G)+1 - g+i(G).
Além disso. o indice de especielidade i () (dimensdo do espago Q{G)) € dado por
HEY=1{K ~ )
para todos os divisores G e divisores candnicos K,

Uma conseqiiéncia do teorema de Riemann-Roch ¢ que, para qualquer divisor G,

com deg (G > 2g — 2, tem-se que

HG) = deg (G} + 1~ g. | (3.8)

3.3.5 Lacunas e anti-lacunas

Considere um ponto racional () de uma curva algébrica A de género g. Sendo m um

inteiro ndo negativo, considere divisores do tipo mQ {divisores de um tnico ponto).

Definicdo 22 (Lacuna} Um inteiro ndo negative m é dito ser wma lacuna { “gap”)
de um ponto @ de uma curve &, se i (mQ) ={{(m — 1) Q).

Segunde o teorema de Riemann-Roch, para m > 2g —~ 2, tem-se que 1{mQ) =
m -+ 1 — g. Portanto, valores de m > 2g ~ 1 n3o constituem lacunas. Para valores de
m até 2¢ — 1, observe que

1=1(0)<1{@) <22 -DQ) =0

Qu seja, existem g valores diferentes de {(iQ), para 0 < i < 2¢ — 1. Conclui-se que o
niimero total de lacunas de um ponto @ de uma curva A ¢ igual ac género g de X'
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Definicio 23 (Anti-lacuna) Um infeire positivo m € dito ser uma anti-lacuna { “non-
gap”) de um ponte Q@ de wme cwve X, se l{m@Q) # 1 {{m —1)Q), ou seja, se ¢ 5J s¢
existir uma fungdo racionel f € L{m@), tal que vé {7) = —m (possui pdlos de ordem

m em Q).
Se m; ¢ uma anti-lacuna e my. < my, entio
Omomg <oy <o Mgy <y o= 2g

e m; =1+ g, pata i > g Também, se my e m, sGo anti-lacunas de @, entdio my + my
também é uma anti-lacuna de Q. Portanto, as anti-lacunas de um ponto (¢ formam
um semi-grupo na adigdo.

O préxime capitulo utiliza, por fim, toda a teoria apresentada até ent3o para definir

os COA’s, os chamados cédigos de geometria algébrica, ou algébrico-geométricos.



Capitulo 4
Codigos de Geometria Algébrica

Os capitulos precedentes frataram dos conceitos relativos 4 codificagio para controle
de erros & & geometria algébrica, subsidios necessdrios para a definigio e andlise dos
CGA’s e de seus esquemas de decodificacio. _

O presente capitulo tem o objetivo de definir o8 CGA’s segundo a abordagem
tragada no capitulo 2. Em seguida, ele descreve a classe particular dos CGA's cans-
truidos sobre as curvas de Hermite. Serilo os, assim chamados, cédigos de Hermite que
servirio de objeto para a andlise dos algoritmoes de decodificaciio no capitulo seguinte,
Por fimn, este capitulo apresenta um novo limite inferior para bons cddigos abtido pelos
CGA’s, melhor que o limite de Gilbert-Varshamov descrito no capitulo 2 (equagdo 2.5).

Sio diversas as referncias que apresentam as definigdes descritas aqui. Algumas
referdncias importantes sdo van Lint {13}, [26], Blake et al [2], Justesen et al {10],
Stichtenoth [23], [24] & Pretzel [15].

4.1 Definicao dos CGA’s

No capitulo 2, foram apresexitados dois enfoques diferentes na construg8o de cédigos:

1. No primeiro enfoque, relativo aos cédigos de Reed-Solomon {equagdo 2.8), cha-
mado aqui de construgdo por fungfes, o cédigo consiste na avaliagdo de fungdes
racionais em um conjunto de pontos distintos;

2. No segundo enfoque, relativo aos cadigos de Goppa (equagio 2.13), chamado aqui
de construgdo por diferenciais, o cdigo consiste no residuo de diferenciais em um

47
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conjunto de ponfos distintos.

Na presente seqlo, estes enfoques serdo utilizados na construciic de CGA's, sendo
o conjunto dos pontos referidos acima obtido de uma curva algébrica.
4.1.1 Construgao por fungdes

Considere A uma corva projetiva ndo singular de género g, Py, ... , P, pontos racionais
de X eD = P+ -4 P, um divisor desta curva. Considere G um divisor de & cujo
suporte seja disjunto de D, e suponha que

29— 2 < deg{G} < n.

Definicio 24 (CGA pela avaliagho de fungdes racionais) Defing-se o c:o’.ziigo de
geometria algébrica denotado por C (D, G}, sobre ¢ corpo finite By, como sendo o ma-

pearnento knear ¢ L{G) — Fy dado por
alf)=(F{P),....f(F)), | (4.1)
em que
LG ={/eb{(x) | (A+G>0u {0}
g o espego de fungdes gerado pelo divisor G, ¥y (X) € o corpo de fungies da curva X,

(1= v (fiP
B

¢ o divisor principal da fungdo [ e vp ([} € @ ordem da fungdo f no ponto F; € &,
Observe que o nicleo do mapeamento da equagio 4.1 é o conjunto de fungﬁe‘s._
{(FeliG) jvn{f)>0,i=1,... N},

que constitui, na verdade, o espago de funges L (G — D). Entdo, a dimensdo k do
¢édigo C{D, ) é dada por '

k= dim[L(G)] - dim[L(G - D)].

Ohserve que, sendo deg (G) < n por hipdtese, entdo deg[{G ~ D)} < 0. Com isso,
para qualquer funciio f € F, (X), tem-se que deg{(f) + G — D] < 0. Isto implica que
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dim{L (G — D)} = 0. Considerando também ¢ teorema de Riemann-Roch apresentado
no capitulo 3 {equagio 3.8), tem-se que

A=deg(G)~g+1. (4.2)
A disténcia minima d do <ddigo € {D, G} da equagio 4.1 satisfaz a desigualdade
d2zn—dez(d),

uma vez que qualquer fungdo f € L{G) possul no miximo deg (G) zeros, ou seja, o
peso de qualquer palavra ¢ddigo « (f) ndo é menor que n — deg (G). Do limite de

Singleton apresentado no capitulo 2 (equagio 2.3), tem-se que

d<n—4L-+1
=n —deg (G) + 9=
n—deg{Gy<d < n~deg{Q)+g. {4.3)

4.1.2 Construgao por diferenciais

Considere X, P, ..., P,, D e G da mesma forma da sec3o anterior {os pontos racionais
Py, ..., P, equivalem a lugares de grau 1 da curva &)

Definigiio 25 (CGA pelos resfduos de diferenciais) Deﬁne-sé o c¢odige de geo-
metria algébrica denotado por C* (D, G), sobre o corpo finite ¥, (corpo elgebricamente
fechado), como sendo o mapeamento linear a* : (G — D) — Fy dado por

o' (w) = (Resp, (w), ..., Resp, (w}}, (4.4)

em gue
QG ~ D) = {we x| (W)= G~ D}u{n}

¢ ¢ espago de diferenciais geredo pelo divisor G — D, Qx € 0 conjunto de diferenciais
associados & curve X, Resp (w) € o residuo de w no ponto B,

@ =S (NP
B

é o divisor do diferencial w = fdt e vp (f) = vp, (w) € sua ordem no ponto F; € .
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O niicleo do mapeamento o da equagio 4.4 € o espago de diferenciais 2 {G). Com
iss0, a dimensdo k¥ do cddigo C* (D, F) é dada por
k' =dim{Q{G - D} — dim{Q (&) = i (G — D) ~ i {G).

Considerando a hipdtese inicial deg {G) > 2g — 2, tem-se que 1 {G) = 0. Considerando
o teorema de Riemann-Roch {equagio 3.8}, tem-se que a dimensio do cddigo C* (D, G)
é dada porl

B =n—deg{Gy+ g~ 1, (4.5}
A distdncie minima d° do cddigo C” (D, G dr equagio 4.4 satisfaz a desigualdade®
d" > deg{G) - 2y + 2.

Do limite de Singleton, tem-se que

d<n-k"+1
=deg (G} ~g+ 2=
deg (G} —2g+2<d < deg({}’) —g+2 (4.6}

Das equagoes 4.2 ¢ 4.5, observe que k + %" = n. Considere agora f € L{G)
e w € {G — ). Das definigdes dos cddigos C{D,G) e C* (D, (), observa-se que o
diferencial fw nio possui pélos, exceto possivelmente nos pontos Py, ..., Py, O residuo
de fw no ponto P; & igual a f{F;) Resp, {w). Do teorema de residuos (equagio 3.6),
tem-se que

Z F (R Resa {w} =0,

que & o produto interno de duas palavras cédige a(f) ¢ o* (w). Canclm~se, portanio,
que C (D,G) e C* (D, G) sdo codigos duals.

Além disso, mostra-se [24, p. 48] que existe um diferencial & com pdlos mmpies
¢ residuo 1 nos pontos Py, ..., P, (3 determinagio de diferenciais requer subsidios
tedricos que divergem dos objetivos deste trabalho), tal que

C*(D,@)=C(D,[w)+ D~ 6), 4

{Ima prova detathada deste resulzado pode ser obtida em Stichtenoth {24, pp. 45-48L
24 prova deste resultade pode ser vista em Stichtenoth [24, pp. 4546}
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em que {w) é o divisor de w. Isto implica que a construgio de residuos fornece a mesma
classe de codigos da construgdo de fungbes. Apesar dos cOdigos de Hermite descritos

na segio seguinte utilizarem apenas a construgio por fungGes, as duas abordagens sio
necessarias no estudo dos algoritmos de decodificacio.

4.2 Cdédigos de Hermite

Os cddigos de Hermite constituem hoje uma das mats exploradas classes de CGA's,
em vista dos excelentes pardmetros que apresenta. Esta secBo descreve esta classe
de codigos, suas propriedades e analisa o caso ems que o comprimento do ¢ddigo é
{(comprimento mdximo}.

4.2, 1 Curvas de Hermite

Cousidere o corpo finito B, de g = »* clementos, em que ¢ é um poténcia de algum
inteiro primo. Considere o corpo de fungbes B, (X) da curve de Hermite X dada pela
equagao

Ao e 1= 0L (4.8)

Considere z,y € F, {X), em que

b

T o=
1 - bu

,ym-umwaearﬁ*a:é’“m—l.

E ficil verificar que a curva de Hermite X {equagdo 4.8) pode ser escrita numa forma
mals conveniente como sendo

Xy +y=att {4.9)

A versiio projetiva em P?, sobre F,, da curva de Hermite é dada pela equagio {forma
homogénea da equagio 4.8)

F T e A 1 (4.10)

Com relagio a0 nlimero de pontos racionais desta curva, considere inicialmente o caso
em que uma das coordenadas na equagio 4.10 € nula, por exemplo w. Sem perda de
generalidade, pode-se fazer v = 1, obtendo-se u™*! 41 = 0, que apresenta r+1 solugles
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em F,. Conclui-se, entio, que a curva X apresenta 3 {r + 1) pontos racionais quando
uvw = {. Para o casc em que uvw # 0, considers w = 1 ¢ v igual a qualquer elemento
nio nulo de Fy, tal que o™ £ 1. Para cada valor diferente de v, existem r + 1 solugdes
para u na equagio 4.10. Neste caso hd, portanto, (r — 2} (r + 1}® pontos racionais em

X. Totalizando, tem-se que a curva de Hermite /X apresenta sempre
3+ D+ -0 +1 =1+

pontos racionais, que 520

1. O ponto o infinito Q = {(a,5,0}, com ¢, b € F,, em que o™ + 5" = 0 (equagio

1.103;

2. Os r* pontos {a,b), com a,b € F,, em que 6" + b = o™ (equagio 4.9).

A curva de Hermite vV ¢ ndo singular, portanto irvedutivel, Sendo o gran da equagio
4.9 igual a r + 1, tem-se que o génexo g {equagdo 3.7) de X ¢ dado por

g-—r
=30 4,
g 5 (4.11)

Cousidere um divisor G = m(@, para algum inteiro m > 0. Mostra-se {23] que o
conjunto

Bp={z'y |04 0<j<r~1 ir+j(r+1) £ m} (4.12)

constitui umao base para o espaco vetorial de fungdes L{G). A partir dos mondmios
desta base, pode-se construir a matriz geradora de um cédigo de Hermite, dado um
pardametro m.

4.2.2 Cédigo de Hermite

Considere os dois divisoress G =m@ e D= P, + .--+ P,, em que P, ... , P, sdo os
pontos racionais da curva X (equagio 4.9) e n < rd.

Definigao 26 (Cédigo de Hermite) O cédigo de Hermite C (D, ), denotedo por |
Cin, € dado por

Co={{f(P).....f(F)) | fe L(G)}. (4.13)
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A construgio do cédigo da equagdo 4.13 é dbvia, considerando a base B,, fornecida
pela equagio 4.12 para o espago de funcdes L (G).
Considere a funcio z € F, [, y] dada por
z o ¥ -,
cujo divisor principal {z) 8 dado por
(2} = D~ Q.
Considere o diferencial w = fif« cujo residuo € igual a 1 em todos os pontos de D =

Py -+ P, (como F; & um zero simples de z, entdo £ possui um pélo simples em £,
com resfduo 1). Tem-se que {23]

() = (d2) - (2)
= (~dz) - (2)
= lr=1)=2)Q= D +Q
=(r’+rP-r-2)Q - D,
Utilizando-se a equagdo 4.7 e considerando um divisor G* = {w) + D - &, em que

& = md}, obtém-se que

=0 +r-r~2Q-D+D-mQ
= +rter-2-mj@=
CH{DmQ)=C(D,{F+r-r~-2-m)Q).

Portanto, conclui-se que os codigos de Hermite O é Oty ety ntem 530 duals entre si,
uma vez que equivalem a C (0, mQ) e " (D, mQ)}, respectivamente. Particularmente,
se r é um numere par e m = (r* +r% — r ~ 2), entdo o cédigo O, 6 auto-dual.
Q fato do dual de um cédigo de Hermite C,, poder ser construido também pela
avaliacio de fungdes em pontos da curva, sem envolver os conceitos de diferencials ¢
residuocs de diferenciais,' implica simplificacBes importantes, que justificam também a

restrigio do escopo de andlise desta dissertaclo a estes cadigos.

Caso em que n =13

Considerando o comprimento méximo do cédigo de Hermite Cp,, em que n = r3,

 serdo descritas agora a dimensio deste cddigo, sua matriz geradora, além de outras
propriedades {23].
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E facil verificar que a dimensdo k do codigo Cr, é k=0, param <0, ek = n =5’

para m > ¥ 4+ 7% — r — 2. Considerando o pardmetro m no intervalo
fm<r+r®—r-2,

tem-se que a dimensdo k do cédigo &, € dada por [23]

Bl mErt-r -2,
o= m+l- (r-;), e -2 m < rd, (4.14)
e - lgraﬁ-r:—r—’lmmi ! m >,

sendo |B,,] a cardinalidade da base B, (equagde 4.12) para o espaco L {(m@Q),
A matriz geradore M, de um cddigo de Hermite €, para 0 € m < r%, ¢ uma
matriz |B,,} % r* dada por

Mo = [a%] 0 as (4.15)
am que:
# abe Fy b +b=a
s 1 20,0 i< r~1;
scir+j(r+1)<m
Tomando ¢ pardmetro m no intervalo
Per=2<mertert—or—2,

tem-se que a mabriz Mo, tereg.m COnsiste também na matriz de paridade do cédige

Con- _
Considere agora m :ir%-j'(r-i«l) <’ comi>0el0<Lj<r—1 Sej==0{on

seja, m =0 modr) ou m < r¥ —r?, entdo a disidncia minima d do cédigo Cr, & dada

por
d=r®—m, (416)

Em suma, as informagdes contidas nesta se¢do permitem construir computacio-
nalmente o cédigo de Hermite ,, definido pela equagio 4.13 (veja algoritmo 27), de
parimetro m, comprimento n = r® e dimensdo ¢ distdncia minima dados pelas equagBes
4.14 ¢ 4.16, respectivamente,
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Algoritmo 27 {Construgdo do cédige de Hermite C,,)

Entradas:

s Corpo F,. em que ¢ = r* é uma poténcia de algum inteiro primo;
o Curea Xy +y = x"F,;

o Pordmetrom <7 +r? —r -2,

Soidas:

Divisor D dos pontos da curee X;

Género g de X;

Base B, para ¢ espago L {m});

-

Pardmetros n, k, d e matriz M, do cddige C,,.
Imicializacdo:

e g bel,;

—r .
.g:g-é'-‘-!

<<« Passo 1 : Determinagio do divisor D >>>
FORa=QT0Ogq—1
FORb=0T0g~-1
IFV +b==a"* THEN D + D + (a,b)

<<« Passo 2+ Determinacio da base B, e da dimens8o & >>>
i=0,j=0ek=0
WHILEir+j(r+1)<m ANDj<r—1
WHILE ir+i{r+1)<m ANDi<g-1
ziyl -y By
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ke—k+leie—itl
1=0efsj+1
<<« Passo 3 : Determinagfo da matriz geradora M, >>>
FORi=07T0k

FOR j=0TO n
{fl'b) = D[‘}} & f(fx?.) == B [ZJ
Mo B = £ (2

4.2.3 Exemplo de cdédigo de Hermite
Observe um exemplo simples de um cddigo de Hermite Cyg, de comprimento n = 27,
om By, '

O corpo Fy consiste no conjunto {1,o,0, 0% o', 0% af, 7,0} associado 35 ope-
ragdes “+7 ¢ “x" descritas na tabeln 4.1,

Sendo g = 9 = r = 3, tem-se que a curva de Hermite correspondente (veja equagio
4.9} & dada por
Xy +y=zh

O géuerg desta curva é g = 3 (equagio 4.11). Os pontos racionais de X sio o ponto @
no infinito & 0s +* = 27 pontos descritos na tabela 4.2,

O divisor D, cujo suporte sio os 27 pontos racionais da curva X (tabela 4.2), é

D= {Lo*) +{Le®)+ (Lo + (o, 1) + {o,0) + (o, 6%} + (0%, ) +
(o a®) + (2%, &) + (%, 1) + (&}, a) + (¢, &) + (* 2*) + (o, ") +
(of,a”) + (2 1) + (&%, ) + (&%,2%) + (0%, a*) + (o, 0%) + (o, 0) +
(&",1) + (", a) + (".0®) + {0,¢%) + (0,6°) +(0,0).
A base para o espago L (18Q) (veja equagdo 4.12) é o conjunto dos monémios zty,
em que

Ji+4i<18ej <2

Tem-se, entdo, que

2 .3 .4 5 6 b3 3, 4 2 2 T T S
Bmm 11miz,x f LT IR, TY 13321:31"}'
P23 4 5 8 7 g g 10 11 12 13 14 15 1§
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+ [0 1 a o & o of & o
010 1 a o o of o8 & o
111 o o & o 0 o* o o
ajo o & 1 ot o 0 o of
et o 1 of & a' 0 of
Blad a8 o' o o o & 1 0
atiat 0 o o8 o 1 o & «
®lo® oF 0 o o o a ot 1
diet o o 0 1 & o o o
ala o o ot 0 a 1 o &
x 10 1 a o o o & of o
616 0o ¢ ¢ ¢ o 4 o 0
110 1 o & o ot o o o
¢ |0 a o o ot o ofF o 1
R L R L s A - S "
@l0 o ot o el o o
ati0 ol o of af a af o
&l o & o 1 a o o of
&0 o & 1 o o & ot &
|0 & 1 a o o ot o8 of
Tabela 4.1: Operacdes “+" e “x” relacionadas ao conjunte {1,c. o 0 af o, af

a7, 0}, que constituem o corpo Fy.

Os parémetros deste cdigo Cy5 sBo n = r® = 27, k& = 16 {equagdo 4.14)ed = 8
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N® Ponto | N° Ponto | N* Ponto
1 (Le%) 10 {&%1) {19 (of Y
2 (L,e®) |11 (e® o) |20 (ofcf)

3 (La") 112 (@a%) |21 (afa")
4 {01} {13 {af et 122 (o', 1)
5 {eya) | M {&he?) 123 (o,a)
8 (o) |15 {a'2") |24 (&',
Tty 116 (&81) 125 (0,07)
8 {o*,a® | 1T {(ofa) |26 (0,a%)
9 {e® o) |18 {(®a®) |27 (0,0)

Tabela 4.2: Poutos racionais da curva de Hermite 3 + y = 2% em Fy.

(equagho 4,16}, Sua matriz geradora (equagdo 4.15) ¢

P2 3 4 s wooa 25 28 27
(11 01 1 1 11 1 1 1] s
11 1 a o o &7 0 0 0} 2.
1 1 1 o° ot & o 0 0 01 3
11 1 & & a® a®* 0 0 0 4
Mg = : :
1 o o 1 o a® o o o 0] ;4
1 & of a of a o> 0 0 0 HIj
1 a® o o of 1 o 0 0 0} 4
1 o of o o® o a” P 0 0 0

O espaco de funcdes ortogonal a este cddigo Cig é L (13Q). A base para este espago
é (equagdo 4.12)

2,8 .4 Ty 23y . ol
an{l,:,m,:{:,m,y,:ry,:ry,z:y,y + LY }
12 3 4 5 ¢ 17 8 g 1 n
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Portaate, a matriz de paridade do cddigo Cyy € {equagio 4.15)

ro2 3 4 s 23 4 25 % 27
1 ¢t 1 1 1t - 111 11]),
1 1 1 o « a o 00 0} ,
1 1 1 o & a® o 0 0 0| ,
1 1 1 &% &8 e o 0 0 0 ,
Hyg = 7
R o e LN | Nt N ) S
at &b &' o o o 1 0 0 0 s
1 o of 1 of a® of ot o' 0] 1w
1 o o o ol ¢ o 0 0 0]

No capitulo seguinte, quando da descrigdo dos algoritmos de decodificagio para os

CGA's, serdo apresentados exemplos da decodificagio deste cddigo de Hermite Cys.

4.3 Novo limite dos cédigos

U dos principals motivos que despertaram grande interesse nos CGA’s {ol o fato
destes constituirem: bons codigos com parimetros que ultrapassam o Hmite de Gilbert-
Varshamov {equagdo 2.5) em uma determinada faixa, para um corpo de dimensdo
minima.

Reconsidere a nofagdo utilizada na subsegdo 2.1.5:

» A(n, d) é o valor maximo de M = ¢* = |C] para o qual ¢ ¢ddigo C = (n, &, d)
existe, sendo 7 seu comprimento, k sua dimensao e d sua distancia minima;

» R =% ¢ataxa de informagio do codigo ¢ § = £ € sua distincia ﬁ;iﬁ_ima relativa;

s R{d) = lmg.uq i-"—sj—’f,—fm é a taxa de informagfo assintética para cédigos com
distincia minima relativa 4.

O limite de Gilbert-Varshamov descrito naquela se¢do € dado por

R(8) 21~ H,(5), (4.17)
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sendo a entropia H, {z) dada por

Hq(:z:]:{ﬂ T =0;
zlog,(g~1) - zlog,z - (1 -=z)log, (1 -z} ,0<z< ﬁ";—l.
Considere agora o cédigo C (D, ) definido pela equacio 4.1, em que a curva X de
género g possul os -1 pontos racionais £y, ..., B, e Q e o divisor G = m@Q, com 29—
2 < deg{G) = m < n. Defina y(&) = L. Foi mostrado por Tsfasman, Vidduy e Zink
[25] que existe um seqiiéneia de curvas A.'s. cujos CGA’s correspondentes apresentam

pardmetros que ultrapassam o limite da equacio 4.17. De fato, eles provaram o teorema
que segue,

Teorema 28 Considere ¢ uma poléncia de um inteiro prime ¢ o quadredo de algum
inteiro, Eriste uma segiéncia de curvas Ai's sobre Ky, tal que X; possui n; + 1 pontos

racionais e génere g, em que n ~» oc e 7 (X}~ —,-&1—-{ guando { —+ oo,
VHT

Das equagdes 4.2 e 4.3, tem-se que um cddigo € = C (D, m;@) definido sobre uma

curva A; possul taxa de informagio
¢ distdncia minima

Dai, obtém-se que

iy 7|
1
w1 =y () + —.
() .
Fazendo n tender para infinito e eliminando ¢ termo que tende a zero, obtém-se o
chamado limite de Tsfosman- Vidduf-Zink dado por
1
- 4.
NIED

Deduz-se facilmente que este limitante inferior  methor que o limitante da equacfo

R 21~ (4.18)

4.17 em uma determinada faixa de valores, para ¢ > 43. Como ¢ deve ser o quadrado
de algum inteiro, entdo o limite de Tsfasman-Vi&dut-Zink é melhor que o limite de
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RLE)

Figura 4.1: Comparaglo do limite de Gilbert-Varshamov (curva GV) com o limite de
Tstasman-Viddut-Zink (curva TVZ} para g = 64.

Gilbert-Varshamov para ¢ 2 49. A figura 4.1 compara os limites das equagbes 417 ¢
4.18 para g = 64. '

O capitulo seguinte descreverd as principais abordagens utilizadas na decodificagdo
dos CGA's, em particular dos cddigos de Hermite, apresentando os principais algorit-
mos e suas caracteristicas.



Capitulo 5

Decodificacao dos Cédigos de

Geometria Algébrica

Tendo sido apresentados os conceitos relativos A codificagiio para controle de erros
e & geometria algébrica e tendo sido definidos os cddigos de Hermite nos capitulos
anteriores, pode-se, enfim, tratar dos esquemas de decodificagio para estes cddigos.

O objetivo deste capitulo ¢ abordar a questic da decodificacio dos cédigos de
Hermite, analisande os esquemas mais importantes desenvolvidos neste curto intervalo
de 10 anos, desde a publicagio do primeiro algoritmo de decodificagdo para cddigos
sobre curvas planas por Justesen et al [10]. Neste capitulo, inicialmente, é descrito
o problema da decodificagio de c¢ddigos para correcio de erros. As segdes seguintes
analisam o desenvolvimento dos esquemas de decodifica¢@io para 0s c¢édigos de Hermite

& apresentam suas principals abordagens.

5.1 O problema da decodificacao

Considere aqui 0s conceitos ¢ a notagdo apresentados no capitulo 2.
Considere C um c6digo em Fy de distincia minima! d. Em um sistema de co-

I A distincia minima considerada neste capitulo é a chamada distdncia minima projetada do cédigo,
que, no caso dos cédigos de Hermite, é dada pela equagio 4.16, a saber

d=r°-m,

sendo r¥ = g.
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municagdo digital, se ¢ € C for uma palavra cddigo transmitida através do canal de
~ comunicagdo € se v = ¢-+e for a palavra recebida correspondente, entdo o vetor e € IF‘,';
serd dito o vetor erro, {i | e; 3 0} serd o conjunto das posigées dos erros, os e;'s seriio
os valores dos erros naquelas posigBes e w (e} (peso do vetor e) serd o ndmero de erros
ocorridos na palavra recebida. Se w(e) < %%, entdo a palavra recebida v pode ser
unicamente associada pelo decodificador & palavra cédige mais préxima c.

Considere ainda que € € um cddigo lnear de dimensio £ e taxa de informacho B =
f—;. Sua matriz geradora € uma matriz Gy, ., tal que C = {xG ix ¢ IF{; } Portanto,

um determinado mapeamento
i ¢
e [’*‘;’ -+ F;

definido por #(x) = x@ ¢ dito ser um codificador linear, que codifica palavras de
comprimento & em palavras cddigo de C de comprimento n.

Um mapeamento
§ Ty~ O,

emque O = CUC e CNC = @, é chamado decodificador para o cédigo C, se
§{v) =c¢, em que ¢ € &, ouse §{v) € C’, para os casos em que o decodificador nio
encontra wma palavra cédigo correspondente & palavra recebida v.

Defini¢ho 29 (Decodificador de menor distancia) Um decodificador de menor
distAncia pars wm cddigo C € um decodificador §, em que §{v) = ¢ € o palavra cddigo
mais prézima de v, ou § (v) € C°.

Diz-se que ocorreu erre de decodificagio quando a palavra decodificada ¢ diferente
da palavra cédigo transmitida. |

Observe que o cddigo linear € pode também ser definido em fungio de sua matriz
de paridade Hin-x)xn como sendo C = {c € F} | Hc” = 0}. As linhas h;, com i =
1,...,n~k, da matriz H formam, por defini¢io, uma base para o cédigo C* dual de
{ (ou ortogonal ao espago vetorial C).

Considere agora v = ¢ + e uma palavra recebida, em que v,e € ﬁ‘{; eceC. As
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n - k séindromes de v podem ser definidas como sendo?
Si(v)=hv",i=1..,n-k (5.1)

Observe que, como, por defini¢do, §; (¢} = hicT = 0, tem-se que S; (v) = hy {e+ e}’ =
h;e”. Conclui-se que se pode obter informacdes importantes acerca dos erros ocorridos
na comunicagdo (vetor e por meio das sindromes da palavra recebida v. Na pratica,
a tarefa de decodificaclio consiste basicamente na determinagio do vetor e ocorrido
através do uso destas sindromes, partinds-se da premissa de que o peso de e ndo
ultrapassa win limite ¢ {decodificador de distancie limiteda definido a seguir), caso em
que ocorreria erro de decodificagiio (decodificador de ¢ erros).

U esquema Importante na decodificacio de CGA’s consiste em considerar uma
extensdo dimatriz H denotada por I:I,, «n» C1jas n linhas ﬁ;, comi=1,...,n, consti-
tuem wmna base para o espago FY e as primeiras n — k& linhas coincidem com a matriz de
paridade H. As n sindromes obtidas das linhas da matriz # determinam unicamente
O VeLOr Brro, mas apmas as n — & primeiras sio conhecidas. As k sindromes restantes
sdo chamadas sindromes desconhecidas. Numa subseglo seguinte, serd apresentado um
procedimento baseado em um esquema denominado decisdo por maioria (“majority vo-
ting" }, que determina as sindromes desconhecidas para a classe dos cddigos de Hermite
{além de outras), permitindo determinar o vetor erro e, conseqilentemente, a palavra
cédigo original.

O conjunto de todas as palavras de ¥, que apresentam a mesma sindrome de uma
palavra v € dito uma classe laterel. A fungio sindrome, entio, estabelece uma relagio
de equivaléncia entre as palavras, sendo cada classe lateral uma classe de equivaléncia
(veja tabels 5.1). O elemento de uma classe lateral de menor peso ¢ dito o Hder da
classe lateral. '

Um esquema simples de decodificagao de menor distancia consiste na procura exaus-
tiva pelo lider da classe lateral correspondente & palavra recebida, Outra possibilidade
seria listar ¢ armazenar todos os lideres de classes laterais, de modo a evitar o esforgo

de procura. No primeiro caso, é necessiria a busca entre os ¢* elementos da classe

2H4 uma abordagem difersnte na decodificagio, em que as sindromes sio definidas como elementos
de um anel afim (um anel de fungBes racionais), ao Invés de na forma de um mapeamento de um
subespaco linear de fungdes em um corpo de localizagio {corpo finito), como descrite acima. Ambas
as abordagens serao analisadas nas segbes seguintes.
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Esfera de decodificacio

Q Ca 3 L4
_ g
Vo Cz + ¥z Ci+Vvy - Coe + V3
Classe Lateral V3 Cq 4+ ¥a C3 + V3 Cex + V3
un-k Co - an-k €3 + an-k e qu + '\r'qnéak
Lideres

Tabela 5.1: Organizagiio do espage decodificivel em classes laterais de palavras.

lateral da palavra recebida pelo elemento de peso minimo. No segundo caso, € ne-
cessdrio armazenar ¢"7* lderes de classes laterais. Observe que ambos 08 esquemas
implicam uma complexidade® computacional qus é fungdo exponencial do comprimento
do cddigo, o que inviabiliza sua utilizagho em aplicagdes prdticas. Os decodificadores de
menor distincia conhecidos, todos eles possuem complexidade exponencial, nio sendo
mais abordados neste trabalho,

Os decodificadores conhecides que apresentam complexidade polinomial {nfo expo-

nencial) sio, em contrapartida, imitados em sua capacidade de corregdo.

Definicdo 30 (Decodificador de distancia lmitada) Um decodificedor § para um
cddigo C & dite ser um decodificador de distincia limitada corretor de ¢ erros, se
8(v) = ¢ for e palavra cddige meis prézime de v e d{v,c) < ¢, parg todo v € F7, ou

sed{v)e O

Sendo C um cédizo de distincia minima d, no caso em que t = &%‘, o decodificador
§ é dito decodificar até metede da distdncia minima. _

Considere agora C um cddigo linear em ¥y com uma matriz de paridade H. Suponba
uma palavra recebida v associada a um vetor erto ¢ de peso w{e) < %1, em que 0

conjunto {i | e; 3 0} das até % posicdes dos erros ocorridos é conhecido. Observe que
o vetor e é a nica solugio da equagio

HxT = HvT, (5.2)

3§ieste trabalho, € utilizads a notagdo O {g(n)) para a complexidade dos algoritmos descritos,
em que g{n) é normalmente um polindmio ¢-expressa a ordem de grandeza do nimero de operagdes
basicas (ou iteraches algoritmicas) necessdrias para a obtengic do tesultado.
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e que x; = 0, para todo j & {i|e; # 0}.

E Sbvio que o vetor erro e € uma solucdo desta equagio. Supondo que x seja uma
solugdo diferente de e, tem-se que HxT = Hel = H{x - &)’ = 0. Portanto, x — e
¢ um elemento de C e, além disso, tem sen suporte em {i]e; # 0}. Como seu peso
& menor ou igual a 1‘22, conclui-se que X — e == 0, ou seja, X = e é a Gnica solugio
possivel para a equagao 5.2

Desta forma, vé-se que o problema da decodificagfio fica reduzido & procura pelas
posigdes dos erros. Uma vez conhecido o conjunto {i | e; $ 0} das posicdes dos erros
pcorridos, pode-se determinar o vetor e através da equagio 5.2.

A grande parte dos algoritmos de decodificagiio existentes fornece um polindmio, um
vetor, wma fungio ou um ideal de fungdes que localiza os erros. O conjunto {i | & # 0}
das posices dos erros consiste, na pritica, no conjunto dos zeros da funcio ou das
fungdes fornecidas pelos algoritmos,

5.2 Decodificacao dos c6digos de Hermite

Comao j& foi afirmado no infcio deste trabalho, apesar do curto tempo de vida dos
CGA's, sfo diversos e variados os trabalhos jd desenvolvidos no que se refere & sua
decndiﬁcégéo. A presente dissertagdo tem por objetivo descrever apenas as principals
abordagens, tecendo exemplos de forma a facilitar a compreensio do leitor.

A titulo de mencdo, alguns dos algoritmos descritos agui tiveram sua implementagdo
realizada durante a construgfo desta dissertacio. Estag implementagdes tiveram por
fim auxiliar na compreensao dos algoritmos analisados, além de servirem, ao lado desta

dissertacdo, como referéncia para futuros trabalhos nesta drea.

5.2.1  Breve histérico

O primeiro esquema de decodificagio para os cédigos de Hermite {na verdade, para
(G A’s baseados em curvas planas) fol proposto no final da década de 80 por Justesen,
Larsen, Jensen, Havemose & Hgholdt [10] e consiste numa generaliza¢io do algoritmo
PGZ (Peterson-Gorenstein-Zierler) [1] para decodificagio de cddigos BCH. Ele, de mo-
do semelhante ao PGZ, fornece um polindmio localizador de erros em duas varidveis,

que possui entre seus zeros as posigtes dos erros ocorridos na palavra recebida.
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Em 1990, Skorobogatov e Viddug [22] propuseram uma generalizagio do algoritmo
de Justesen et al para curvas arbitririas (ao invés de planas apenas). O aigoritm'o
proposto ficou conhecido come algoritmo bdsico e é capaz de corrigir até ii’gl“i erros
ocorridos na palavra recebida, em que ¢ é o género da curva usada na geragdo do codigo
e o sua distincia minima projetada. Sua complexidade algoritmica é O {d*n + g°n) <
(7 {n*), sendo n ¢ comprimento do cddigo. -

Ainda neste mesmo artige, Skorobogatoy ¢ Viidut apresentaram uma modificacio
do algoritimo bdsico, conhecidn como algoritmo modificado, que corrige até d,:,‘ -
erros, em que o € o chamado defeito de Clifford [22], que é aproximadamente iznal a

£ no caso de curvas planas. Q algoritmo modificado tem complexidade O (n').

Uma abordagem diferente na decodificagio dos CGA’s, gue consiste numa genera-
lizagio do algoritmo de Euclides para solugio da equagdo chave [12}, 6], fol proposta
por Porter [14] em 1992, O algoritme proposto corrige até ‘3—}5 — o erros. Neste caso,
o conjunto dos zerps correspondentes ds posicdes dos erros é obtido de um ideal, ac
invés de um polindmio. Mostrou-se que ambos, o algotitmo modificado e o algoritmo
de Porter, 530, na verdade, equivalentes.

Ut dos primeiros trabathos a proporcionar uma decodificacio até metade da distin-
cia minima foi proposto por Feng e Rao [4]. A elegante solucdo apresentada utiliza um
esquema de decisiio por maioria para determinar as sindromes desconhecidas da palavra
recebida. Como fol afirmado na secio anterior, conhecidas todas as n sindromes, pode-
se determinar ¢ vetor erro ocorride. Este esquema de decis3o por maioria de Feng e
Rao foi aplicado posteriormente ao algoritmo de Porter por Shen e Tzeng {21].

A complexidade dos algoritmos acima descritos sdo proibitivas para aplicagdes
praticas, em que necessita-se utilizar cédigos com comprimento elevado. No entan-
ta, diverses esquemas tdpidos de decadificagdo, ou seja, com menor complexidade, tém
sido propostos.

Em 1990, Sakata {18], {17], apresentou uma generaliza¢io em véarias varidveis do
cldssico algoritmo de Berlekamp-Massey {1}, que passou a ser conhecida como algoritmo
BMS. Com base neste algoritmo, diversas implementagdes rapidas tém sido apresen-
tadas, tais como uma versdo do algoritmo modificado por Justesen, Larsen, Jensen e
Hgholdt [11) e uma versdo usando decisao por maioria por Sakata, Justesen, Madelung,
Jensen e Hpholdt [19], além de outras.

Com o uso de matrizes de blocos de Hankel de cddigos sobre curvas planas, Feng,
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Wei, Rao e Tzeng [5] abtiveram uma redugio da complexidade do esquema de de-
cisdo por maioria. A implementacio répida proposta tem, no pior caso, complexidade
O{{r + 1)n*), em que r +1 € 0 grau da curva algsbrica usada na definigio dos cédigos.

Com relaglio & corregiio de erros e apagamentos, o préprio algoritmo bisico de
Skorobogatov e Viddut [22] a faz. Existem diversos outros trabalhos propostos no
sentido da corregio de erros e apagamentos, a exemplo do esquema de Sakata, Leonard,
Jensen e Hoholdt {20}, que associa o algoritmo BMS 4 decisio por maioria e & correciio
de apagamentos,

Para matores detalhes sobre o histdria da decodificagio dos CGA’s, veja o artigo
de Hoholdt e Pellikaan [9].

5.2.2 Abordagens na decodificagao dos CGA’s

Pode-se observar duas abordagens distintas no desenvolvimento dos algoritmos de de-

codificacio para CGA's:

1. Uma printeira abordagem, que é a utilizada no algoritmeo bisico de Skorobogatav
e Vidduy {22];

2. Uma segunda abordagem, que é a utilizada no algoritmo de Porter {14,

A diferenca entre as duas abordagens reside na forma como as sindromes sio de-
finidas. Na primeira abordagem, a sindrome € definida como um mapeamento de am
subespago linear de fungdes em um corpo de localizagio® {caso da equagdo 5.1). Na
segunda abordagem, a sindrome é definida como um elemento em um anel afim. Esta
diferenca na defini¢io das sindromes implica duas formulagBes diferentes na decodifi-
cagao:

1. A primeira, pela solugio de um conjunto de equagdes lineares sobre um corpo de
localizagio;

2. A segunda, através da solugo de uma equagio chave em um anel afim.

De mode a ilustrar estas duas abordagens, serfo descritos nas seqOes seguintes o
algoritmo bdsico e o algoritmo de Porter.

iEste corpe de localizagdo &, de fato, um corpo finito.
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Sao também esquemas importantes que devem ser observados o de decisio por
maioria e o algoritmo BMS, que possibilitaram implementagSes mais eficientes na de-
codificagio dos CGA’s. Estes dois esquemas serio descritos numa. subsegdo seguinte e
lustrados com a descrigio do algoritmo apresentado por Sakata, Justesen, Madelung,

Jensen e Hoholdt [19], que incorpora tanto o algoritme BMS quanto o esquema de
decisdo por maloria de Feng e Rao.

5.3 Primeira abordagem na decodificacao

A primeira abordagein utilizada ne desenvolvimento de esquemas de decodificagio pa~
ra CGA's é aguela em que as sindromes sio definidas como wm mapeamento de um
subespago linear de fungdes em um corpo de localizagho. O algoritmo bisico apresen-
tado por Skorobogatov e Vidduy [22] ¢ wm exemplo tipico desta primeira abordagem

descrita na subsegao 5.2.2.

5.3.1 Algoritmo bésico de Skorobogatov e V1aduy

Considere X' uma curva algébrica de género g, Considere Py = {F, ..., P} um
conjunto de pontos racionais {equivalentes a lugares de grau 1) da curva & sob o corpo
algebricamente fechado F, e o divisor D = Py + -« -+ B,, cujo suporte é Py. Considere
G = a um divisor de gran ¢ > 0, em que @ ¢ Py ¢ um ponto de A {suporte de G
disjunto de Py). Suponha também que

2g-2<asndg-1.

Considere agui 6 CGA (D, &) {dual do cédigo C{D,G)), que ser4 denotado
simplesmente por C, cuja matzriz de paridade ¢

AP AP - AR ]

L) BB - falPa)

HG = ' (5‘3)

~‘.f:nrr.(-p'l) fm(Pﬁ) T fm(Pn}_

em que {fi, ..., fm} é uma base para o espago L (G)°.

$Normalmente, os algeritmos de decodificag3o trabatham sobre CGA’s construidos por residuos de
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Considere uma palavra recebida v & Iy e as fungGes fi, ..., fm da base de L (@).
As sindromes de v sdo definidas {equagiio 5.1) como sendo

SWfd =3 ufiB), i=1,...m, (5.4)

caracterizando a primeira abordagem supracitada.

O algoritmo basico proposto por Skorobogatoy e Viddug [22] permite a correcio
stmultdnea de erros e apagamentos®. Considere e € F; o vetor de erros ocorridos,
em que wie) =1, e r € Fy o vetor de apagamentos, sendo w{r) = r. Denote por
{E. ... B} CPyepor {Ry, ... R} C Py os conjuntos disjuntos de pontos de Py
correspondentes s posigdes dos erros e dos apagamentos, respectivamente. Deve-se
observar que, de {ato, o algorismo trata estas posicdes {pontos de Py} como elementos
de F,.

Além do divisor = a{f, o algoritmo bdsico (algoritmo 31 a seguir) depende ainda
de um divisor anxiliar 7 = b0}, em que & £ a. A capacidade do algoritmo bdsico
de corrigir £ erros e T apagamentos estd condicionada a este divisor F, que pode ser
determinado pelas inequagdes [22]

{Fi>t+r (5.5

a~b>t+2g-2 - {5.6)

Relativas a este divisor auxiliar F, sdo consideradas ainda as matrizes

~k;(f’i) ki (Pp) -oo kB (P)
ky (P} kz(Pz)_ o kg (Fh)

. ¥

(5.7)

| k(R k(R o k(P

diferenciais {C* (D, (), a0 invés de OGA’s construidos pela avaliagio de fungdes racionais ( {D, G)).
Isto, porque, no primeiro caso, a descrigBo da matriz de paridade é mais simples, feita pela avaliagio
de fungdes racionals er ponfos da curva.

34 dnica diferenca entre erros & apagamentos € que ag posighes dos apagamentos s3o previamente
conhecidas pelo decodificador, restando ao algoritmo determinar apenas os valores destes apagamentos.
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em que {ky, ..., k} é uma base para o espago de fungdes L (F), e
h(B) (B e h(P)]
Hyop = ha (.Px} & (‘Pz] oy (‘Pn] } (5.8)
(P he(Py) o e {Fa) |
sendo {hy, ... .} uma base para o espage L (G — F).

Algoritmo 31 {Algoritmo Biésico de Decodificacio)

Entradas:
o Uma palovre recebida v = (v, .., 0,);
o O comgunto {Ry, ... R.} das posigdes de apagamentos;

o As matrizes Hg (equagdo 5.3), He {equagdo 5.7} e Hp_p (equagio 5.8).
Saidas:

o O vetor € +r de erros e apagamentos.

<<< Passo 1 >>>

Determine ¢ motriz

-

-fh(Pl} a () - glFa)

Heo o= g2 (P} @(P) - g2(Fn)
F-R = : L .

_9:(P1) alF) - @lF) ]

em que {gi, ... , o} € uma base para o espago de fungdes L{F — 5 R;). Observe que
este espago consiste nas fungdes de L {F) gue possuem zeros nas posigées Ry, ... , R,.
Como L{F — Y B} C L(F), entdo as funcdes do base {g1, ... , g} podem ser escritas
na forma y_; zk;, sendo x; € Fy. Portanio,

2k (R)z; =0.
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Tem-se, pois, o sislema

k(R k(BY - k(BY [ @] [0
ki {Ro) ko (Rp) --- ks (o) Tz |
| B (R k(R k(R | = |0

Do espage de solugies deste sistema, H{F — 3 R,)) = deg (F - 3 R+ 1 — g solugdes
linearmente independentes podem ser obtidos. As combinagdes hineares das fungées do
buse de L (F'} correspondentes ds solugdes obtidus neste sistema determinam as fungdes
da buse de L{F =3 R;), das quais deriva a matriz Hp_g.

<<« Passo 2 >>>

Observe que gih; € L{G). Determine as lk sindromes § (v, g:h;) (equagdo 5.4),

comi=1,... lej=1,...,k

<< Passo 3 >»>

Determine uma solugde néo triviel {y, ... ,u) pare ¢ sistema
 S(vigi) S(v,ghd) - Stviah) | [a ] [0
S{Vr‘_fhhz) S{",‘gehz) S{V-.thz) 3?‘2 _ 0 ‘ (5.9)
I S{v.mhe) S{v.ghs) - S{v,ghe) IR ] 0 ]

A condicio da egquagde 5.5 garanie que este sistema possui pelo menos uma solugdo
nao trivial. '
<<< Passo 4 >>>

_ Dode a solug@o (3, ..., 1) obtida no passo §, determine o comjunto de zeros
{QI) L )Qu} o ’P,t' da 3?‘1&{1950

9y = g + -+ WG (5.10)

Isto é feito examinando-se os pontos de Py um a um nesta eguagbo 5.10. A condigdo da

equacdo 5.6 garante que g, possui enlre seus zeros gs posigbes dos erros ¢ epagamentos
ocorridos.

<<< Passo b >>>

Determine as sindromes § (v, i) {equagdo 5§.4), comi=1,...,m.
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<<« Passo 6 >>>

Determine uma solugdo pare o sistema linear (equagio 5.2)

~fz(Ql} fi{@a) - fl(sz).‘ Ty 5("1.’61}‘
fz(QL} f{Qﬁ) fZ(Qu)_ Ty S{v, f2)

fm (Qi) .fm( ) e fm (Qu) i Xy i S(v.)fm)

que determina o5 valores dos erros e apagamentos indicados por gy (equagdo 5.10).

O algoritino bdsico possui uma capacidade de corregiio de f exros e 7 apagamentos,
em que

4T Ld—g~1=0-3g+1. {5.11)

Com relaglio & sua complexidade algoritmica, obedecido o limite acima para t e 7
(equagio 5.11), tem-se que ela nio é malor que O (d*n + g*n) < O () [22].

5.3.2 Exemplo de decodificacio de um cédigo de Hermite

Considere o mesmo cédigo de Hermite Cyg {m = 18) apresentado no exemplo da
subsegio 4.2.3 do capitulo anterior, Serd este cddigo de Hermite Cyg o cédigo £ deco-
dificado aqui.

A curva de Hermite X usada na construgao deste codigo ¢ dada pela equagdo
Xy +y=2"

O género de X ¢ ¢ = 3. O corpo utilizado é o Fy (veja tabela com aritmética deste
corpo no exemplo da subsecio 4.2.3, tabela 4.1). Os pontos racionais de &' com as
correspondentes posigdes na palavra cddigo estdo ilustrados na tabels 5.2 {da deﬁﬁigﬁo
do cédigo, tem-se que as posigbes numa palavra cédigo estdo associadas aos pontos
racionais da curva). -

A matriz Hg, matriz de paridade do codigo Cig, consiste na matriz geradora do
cddigo de Hermite Cha, dual de Cys. Tem-se, entdo, o divisor G = 13Q (parimetro
= 13). A base para este espago L (13Q)} & {equagio 4.12)

313‘“’{%: 3%1 31 :?fsxyzz%z%y 5"3}}
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Posi¢dc Ponto | Posigdo  Ponto | Posicio  Ponto
1 (L,e*) {10 (a* 1) 19 (af, o)
2 (1, ") 11 (o, &) 20 (afa%)
3 (1,a") 12 (a®, o) 21 {a® ")
4 (a,1) 13 (at, a*) 22 (o, 1)
5 (o, ) 14 {at, 0%} 23 (af, )
6 (o, &) 15 (o', a") 24 (o, o)
7 {a”, o) 16 {a®, 1) 35 (0, %)
3 {of, &) 17 (0®, &) 26 (0, o)
g (') 18 (&%) 27 (0,0)

Tabela 5.2: Pontos racionais da curva de Hermite 4 + v = ' em Fy e respectivas

posicOes 1@ palavra cddigo.

A matriz Hg &, portanto, {equachio 4.15)

1z 3 4 s 3 4 3 WA
(101 1 1 1 111 1 1],
I 1 1 o « af ol 0 0 0§ 2
1 1 1 &* at o o®* 0 0 01} 4
11 1 & & & a® 0 0 0 4
1 1 1 o &t af &2 0 0 0|
Hoe=1lao* o5 o 1 «a a o o of 0} ¢
ot o o2 a of 1 o> 0 0 0§ +
ot o af oF oF af a 0 0 0] 3
at o8 o o of a® 1 0 0 0} o
1 o & 1 o e o ot ot 0 1
1 o’ of a o a o 0 0 0] u

Considere que a palavra cddigo

cm(ouoan---aocoo)

foi transmitida e que os vetores erro ¢ e apagamento r ocorridos foram

em(1oeno-~aa5000).
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sendo & = 2 erros nas posighes 1 e 24 (pontos E; = (1,0%) e By = (a’,0)), ¢
r=(0a 000 - 00000),

sendo 7 = 1 apagamento na posi¢do 2 (ponto Ry = (1,&°)). A palavra recebida v foi,
portanto,

v={1a" 000 0a 000)
Com relagio ao divisor auxiliar F = b(}, observe que {equagio 5.6)

a-b>t+2-2=
b<13~2-6+2=
b7,

Faca b = 6. Observe que, do teorema de Riemann-Roch (subsegdo 3.3.4 do capitulo 3},
como deg {(F) =6 > 2g ~ 2 = 4, tem-se que { (F} = deg (F) + 1 — g = 4 {equagdo 3.8}.
Como {{F} =4 > i+ 7 =3, entdo também a condi¢iio da equaglo 5.5 estd satisfeita.
Sendo 2 + 71 < d — g — 1 =5 {equagdo 5.11}, veja que o decodificador bdsico é capaz
de corrigir para este codigo até 2 erros e 1 apagamento, ou 1 erro e 3 apagamentos, ou
5 apagamentos.

A base para o espago L{F = 6Q) é

Bﬁ = {%1

(X321

wtd,
s
L p—

A matriz Hp é, portanto,

1 2 3 4 5 2 24 2 2 2
1 01 1 1 1 111 11},
1 1 1 a « ol o' 000 0] o
Hp =
1 1 1 e v a®a® 0 0 013
ot o o 1 o a o o o® 0],

A base para o espago L{G - F =17Q) é

== 2 .
By {}gg ,g,ﬁy}
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A matriz Hgp_p é, entdo,

I 2 3 4 s 22 24 25 % ar
(101 1 1 1 11 1 1],
1 11 a o - & & 0 0 0},
Hg.p=11 1 1 o> & v of &® 0 0 0] ;4
at &t o 1 a - a o & of 0| 4
ot o o a o - 1 o 0 0 0 | s

Do passo 1 do algoritmo 31, tem-se o sistema

T

[1 11 05] f = [0].

]

Sdo necessdriag [{F ~ 5 K} = 3 solugdes linearmente independentes deste sistema.
Cousidere, entdo, (1,2%,0,0), (1,06,¢%0)2(1,0,0,07). A base para L{F —~ 3 R;) serd

{1 + ot 1+ a'a? 1+ a?y}. Tem-se, entio,
1 2 1

{2 3 4 5 22 24 25 2§ 27
0 0 0 o* & e at 1 1 1],
Hp_g=10 0 o o o o 1 A
a® 0 a of ot ot &% o o 1| 3

No passo 2, tem-se S (v, g1} = o, S(v, b2} = o, S (v, qiha) = 1, S (v, qbs) =
of, S{v,gihs) = o, S(v,gh)) =1, S(v,gha) = &, S(v, g:hs) = o8, S{v,0hy) =
a®, 5 (v, gahs) = &, S{v,gshy) = &%, 5{v,g:ha) =1, §{v, gshs) = at, §{v, gshe) =
ate S{v,phs) =L

No passo 3, o sistema

@ 1 of ] 0]
o o 1 Ty 0
1 of of z 1= |0
o8 ot of 5 0

|_ of o 1 | A
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permite a solugdo nfo trivial ('gi,yg,_yg) = {o?, 1,0).
Do passo 4, tem-se gue

gy = &+ o’x + o'2?,

{posigio 1), @y = (1,¢°) {posigdo 2), Qs = (1,a") (posigio 3}, @ = (&, 1) (posicio
22), Qs = {o%, &) {posigdo 23) e Qs = (a”, o) (posicio 24). Observe que entre estes
zeros de g, estio as posighes £;, £y e Ry dos erros e do apagamento.

Do passo B, obtém-se as sindromes da palavra recebida v, que estfo descritas na

Examinando-se os pontos da tabela 5.2 um a um, obtém-se os zeros Q@ = (1,0%)

tabela 5.3. Nos exemplos dos decodificadores descritos ao longo do texto, serd decodi-

ficada a mesma palavra recebida v, sendo, portanto utilizado este mesmo conjunto de
sindromes.

Sv.fi)=0 | S{v.fol =] S{v.fy)=¢
S{v,fa}=a’ | S(v.fs) =0 | §(v,fuo) =
Siv.fiy=o | S{v. fry=0o' | S{v, fu) =o®
S{v,fs)=1*| S{v. /i) =0

Tabela 5.3: As 11 sindromes da palavrarecebidav=(1a* 000 --- 0 & 0 0 0}, para
o codigo de Hermite Cig.

No passo 6, os valores dos erros e apagamentos sdo obtidos como solugdo do sistema

(11 1 1 1 1 0
I 1 1 & o o a®
1 1 1 o &f o8 | ¢ y ot
1 1 1 & & ad i 1
1 1 1 o' of of 2 a®
o o & 1 a o Blo] e
ot o o o 1 o 4 ot
ot o o of & a o 0
ot o o of of 1}t ) a’
1 o8 &® 1 & o ot

1 a2 of o a & ] ! ol ]

A solucdo finica obtida para este sistema & {5y, 73, 23, T4, 75, %5) = {1,25,0,0,0,05).
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Obtém-se, entdo, os valores (1, o® e &°) e as posigdes (Qy = E), Qo = Ry ¢ Q5 = E»)
dos erros e apagamento occorridos. |

5.4 Segunda abordagem na decodificacdo

A segunda abordagern utilizada no desenvolvimento de esquemas de decodificagio para
CGA’'s é aquela em que as sindromes sio definidas como elementos em um anel afim.
O algoritino apresentado por Porter, Shen e Pellikaan [14] é wn exemplo tipice desta
segunda abordagem descrita na subsegdo 5.2.2.

Esta abordagem, como serd constatado na descricdo do algoritmo a seguir, basela-
se fortemente nos conceitos de diferenciais e res{duos de diferenciais. Por este motivo,
por envolver fortemente conceitos matemdticos que divergem do escopo do presente
trabalho, a descrigdo do algoritmo de Porter, Shen e Pellikaan a seguir serd feita de
forma simplificada, objetivando apenas transmitir a idéia do processe de decodificagio
de CGA's através desta segunda abordagem.

5.4.1 Algoritmo de Porter, Shen e Pellikaan

O algoritme de decodificagio de Porter pode ser visto como uma generalizacio da
solucgdo da equagio chave para cédigos de Goppa cldssicos pelo algoritmo de Euclides
em um anel de polindmios em uma dnica varidvel. No caso dos CGA's, ap invés de um
anel de polindmios em uma varidvel, tem-se o anel de fungdes racionals em uma curva,

denotado por K (£), definido a seguir.

Anel afim K (FP)

Considere uma curva projetiva, ndo singular e irredutivel X de género g, definida
sobre o corpo F,. Considere F, (X) o corpo das fun¢des racionais em X. Considere
P,P,, ..., P, pontos racionais {equivalentes a lugares de grau 1} de X7, e D o divisor
P+ +++ P,. Considere também o divisor G, cujo suporte & disjunto de {Py, ... ,Fr}.

"Em todos os algoritmos de decodificagdo para CGA’s que utilizam esta segunda abordagem, ¢
necessario reservar um dos pontos racionais da curva para a defini¢io de nm divisor extra E Portanto,
um ¢édigo de Hermite em Fy, por exemplo, que teria um comprimento méximo n = 27, terd, nesie
gsquema, um comprimento mdximo n = 26, “
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Defina, entdo, o anel afim K, (P) com relagio ao ponto (lugar) P como sendo
Ko (P)={f € F (%] | sup((/),,) € {P}},

ou seja, o conjunto das fungdes racionais em X que possuem poélos exclusivamente em
P. Como as curvas de Hermite s6 possuem pélos no ponto no infinite, P deverd ser

este ponto. Para as curvas de Hermite, tem-se, entdo, que
Ko (P)=F, [z, 4,

em que 2770 = i 4y, sendo ¥ = g

Defina o gran de uma fungdo f € K {P) como sendo

deg (f) = —ve (f),

em que vp{f) é a fungdo de avaliacio discreta de f em P. Observe que, se f, g &
K {P), entio

deg (fg) = deg (f) + deg (g),

deg (f + g} < max{deg(f},deg(g)].

Também, se deg (f) = deg (g}, entdo existe um A € Fy, tal que deg (f — Ag) < deg(f),

Isometria de cédigos

Considere um codigo linear C. Se ¢ = (2, ... ,%,) ¢ uma palavra ¢édigo de ', defina
o¢ = (Ts(ay, -+ +To(ny) cOmo sendo uma permutagdo das posigdes da palavra ¢, e
oC = {oclc € C}. Dois cédigos lineares Cy e (2 em F sdo dites equivalentes se
Cy = ¢Cy, para alguma permutagio o. Considere A = (Ay, ..., Ay} € F} uma n-dpla

nio nula. Defina, entdo, Ae = (\izy, ..., Au%a) € AC = {Ac|c € C}. Dois cddigos
lineares Cy e Oy em Ky sdo ditos tsoméiricos se existir uma n-tipla A de elementos
ndo nulos de F, e uma permutagdo o, tais que &y = Ao, Pode-se ver que este
mapeamento Ao mantém a métrica de Hamming do cédigo invariante.

Considere C; e C; dois cddigos isométricos em K, com G = AcCs. Suponha
que A () é um algoritmo de decodificagdo de € que corrige até £ erros. O seguinte
procedimento, chamado algeritme de decodificagdo induzido Ao A (Cy), corrige o cédigo
C, também até f erros:
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1. Entrada: v;

. —_ -1 E oy "
2u=g¢ (ﬁ-n)

3. Execute A{Cy} com o vetor de entrada u para obter ¢ € Ca;

4. Saida: ¢ = Jo¢’.

Portanto, uma vez que um decodificador para um dos cédigos de uma classe de
isometria é dado, entdo todes os decodificadores dos cédigos desta classe sio obtidos
através de algoritmos induzidos,

Se m € um inteiro, entdo existe uma fungio i € K (P) e um inteiro positivo p,
tais que 0s CGA’s C* (D, mP) e C* (D, (h), ~ pP) sio isométricos.

Neste processo de decodificagio, sem perda de generalidade, portanto, serd consi-
derado o codigo O (D, ), em que G = B — uP e F & um divisor efetivo.

Residuos de diferenciais

Considere P um ponto racional de A {o ponto no infinito, no caso das curvas de
Hermite} disjunto de {Py, ..., F,}. Considere £ um divisor sfetivo e ;2 um inteiro
positivo, tais que K e D = P 4+ -+ P, possuem suportes disjuntos e deg (E — uP) >
2g — 1 (tecrema de Riemman-Roch}. |

Mostra-se [14] que existem sempre n diferenciais gy, ... ,&, € & {~D ~ uP) (espago
de diferenciais gerado pelo divisor —D ~ uP) independentes médulo £ (~ i P), tais que
Resp (g;) = 1, se i = 7, e Resp (g;] = 0, se 1 5% 4. Se, além disso, p = 1, entdo
(€)= P+ P, para l £i<n,

Mostra-se também {14] que, para todo diferencial w € O (F — pP — D),

W = Z Resp, (w)e;.
=1

Defina
e{c) = Zc;.—ag‘

Este mapeamento £ Fp ~+ Qx (Qx 6 0 espago de diferenciais associados 3 curva X)
¢, na verdade, um méapeamentn inverso de Resp, uma vez que Resp (£ {c)) = ¢. Além
disso, ¢ (¢} € 2 (E — pP — D)se esése c € C* (D, E — pP).
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As sindromes

Segundo a primeira abordagem na decodificagio de CGA’s (veja subsegdo 5.2.2), as
sindromes de uma palavra recebida v € Fy sdo definidas por um mapeamento § do
espage de fungbes L (G) para o corpo F,. Este mapeamento é dado por

S(v.f)=>_wf(P),

=
em que f &€ L{G).

Nesta segunda abordagem, a sindrome de uma palavra recebida v € Fy ¢ definida
como um elemento do anel afim K (P}, que consiste numa generalizacio das sindromes
dos codigos de Goppa cldssicos. A definigio das sindromes que serd apresentada ¢ valida
para cédigos da forma C* {D, E — pP), o que nio constitui uma restrigio, uma ves que
qualquer CGA & isométrico a algum cddigo deste tipo.

Suponha que E = (R}, {divisor dos zeros de A}, com h € R4 (P}, em que A nio
possul zeros em qualquer dos pontos £y, ... P, de X

Mostra-se [14] que existe sempre um diferencial 7, tal que

sup{(m)y) & {P} =
(my = 1P (5.12)

sup({mNN({A, ... Palusup(E)) = 2.

Se X é uma curva de género ¢ > 1, entdo [ > 0. No caso das curvas de Hermite,
considerando n = dz, tem-se que

{n)=(2g-2) P.

Definigio 32 {Sindrome) A sindrome de uma palavre recebide v € Fy para um
cddigo C* (D, E — uP) € definide como sendo o mapeamento linear S : Ky — ¥ (X)
dado por ’

~ h{P)~h
S{vip= Zv‘—-———-wh (P i
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O nome sindrome para este mapeamento S é justificado pelo fato de que, se E =
(h),, entdo

veC' (D E—pPye S(vi=0 modh,
Como j4 fol afirmado, esta sindrome § (v) constitui um elemento de Ko (P).

Decodificagiio pela solucio da equacae chave

Por simplicidade, assuma que o diferencial € tal que (1) = {2g — 2} P, que ¢ o caso
das curvas de Hermite. '

Considera 1 um divisor em &, tal que ¢ poato P nio pertence ao suporte de W,
Defina o ideal K, (P, W) como sendo

Ko (PWY = {f € KoulP) | f=00uvolf) 2 ng (W)},

e que 1o (W) é o coeficiente do ponto ¢ no divisor W, _
Considere E = (h), {suporte disjunto de {F,, ..., P,}). Dada a sindrome S(v) da
~palavra recebida v € F}, a decodificaglio de v € feita pela soluglo da equagdo chave

FS(vi=r modh= (5.13)
FS8{vj=71+gh,

emque f € Koo (P10 € Ko (P ) edeg{r) S deg(f)+29~2+u Ovpar{f,r)é

dito ser uma solugde vilide para a equagio chave. Uma soluglio vélida (f,r) é dita ser

minima se deg (f) for o menor entre os graus de todas as fungdes f', tais que (f',r)

também é uma solugio vilida. '
Defina agora o defeito de Clifford v do par (E, P} como sendo

o= max{deg(ﬁ?w kP)

: --(I(E-kP)-—1)§keN}.

Mostra-se [22] que o < £. No caso de curvas de Hermite, tem-se que o = .
Segue, entdo, o chamado teorema da decodificago.

Teorema 33 (Decodificagiio) Considere o palovra recebida v = c-+ e, em que € €

C* (D, E — uP) é uma palavra cédigo e e € Fy é um vetor de erros ocorridos. Tem-se
que: '
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1. (Ezisténcia) Eziste wma solugdo vilida {f,r) pare a equagdo chave de v {equacio
5.18], tal que
7

f?? € Q{-D - uP) ee = Resp («?«7}) :

2. {Unicidade) Considere a ocorréncia de até t = 5L — o erros, em que d £ a
disténeia minima projetada do cddigo e o o defeito de Clifford. Se {f.7) ¢ uma

solugdo vdlida minime da equagdo chave de v, entdo

;—I;E Q(~D -~ uP} ee = Rasp (%};) .

Este teorema estabelece que o problema da decodificagio resume-se & obtengio de
uma solucio valida para a equagio chave {equaco 5.13), Esta solugdo para a equagio
chave pode ser obtida através do algoritmo proposto por Ba-Zhong Shen (nfo descrito
aqui}, que utiliza uma segiidncia de subresulfantes e constitul uma generaliza¢fo do |
algoritmo de Euclides. A utiliza§é0 deste algoritmo de Shen associado ao algoritmo
de Porter permite a decodificagio dos %% — ¢ erros com uma complexidade O (n?).
Algoritmos mais eficientes podem ser obtidos com o uso do algoritmo BMS de Sakata
descrito na segdo seguinte.

" Ressalta-se novamente que a presente desgrigio do algoritmo de Porter nic teve
comn objetive proporcionar uma completa compreensio deste algoritmo, mas apenas
ustrar a idéia existenie em torno desta segunda abordagem na decodificagio dos
CGA’s. A determinagiio dos diferenciais €, ... ,&n,w ¢ 7, por exemplo, envolveria
conceitos que desviam-se dos objetivos desta dissertagio. Maiores detalhes podem ser
obtidos em Porter, Shen e Pellikoan [14].

5.5 Decodificacéo rapida

A grande parte dos primeiros algoritmos de decodificagdo para CGA's propostos estd
baseada no processo de eliminagdo de Gauss, o que implica uma complexidade al-
goritmica O {n), em que n é o comprimento do cédigo. Como foi afirmado antes,
complexidades altas sio proibitivas para aplicagdes priticas, em que s&o necessdrios
cédigos com comprimento elevado.
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Em vista desta necessidade de esquemas de decodificagio para CGA’s mais répidos,
ou seja, de menor complexidade, diversos trabalhos vém sendo apresentados neste
sentido. O protagonista ou elemento mais importante, que tem tornado possivel o
desenvolvimento destes esquemas mais eficientes de decodificaciio, é o algoritmo. BMS
proposto por Sakata {18}, {17]. O algeritmo BMS tem possibilitado implementagdes
ripidas do algoritmo de Porter e do algoritmo modificado de Skorobogatov ¢ VIidut,
mag, principalmente, tem dado origem a algoritmos rdpidos de éecndiﬁcagéo associado
ao esquema de decisdo por maloria proposto por Feng ¢ Rao [4].

Devido 1 impertdncia destes dois esquemas, de Sakata e de Feng e Rao, na decodi-
ficagdo ripida de CGA's, ambos serdio descritos neste capitulo. Em sezuida, eles serio
ilustrados com a descrigio do algoritmo ripido de decodificagio apresentado Sakata,

Justesen, Madelung, Jensen e Hoboldt {19], que incorpora ambos os esquemas.

5.5.1 Algoritmo BMS

Dado um inteire ¢ > 0, considere 2} o conjunto das p-dplas de inteiros ndo negativos.
Sendo o = (o, ... .@u) € B%, considere a notagiio ¢ = z{z$®...25" para um

mondmio nas y varidveis zq, ... ,,. Defina, entio,

flaa, .o 3y) :Zfaz“

&
como sendo um polindmio em F, [z, .. ., Tl
Denote por § um arranjo de dimensio p de elementos S, € F,, em que o € Z4.

Diz-se que este arranjo S satisfaz a relagdo de recursdo finear p-dimensional com
polindmio caracteristico f se

3" faSusr =0, (5.14)

para todo v € Z%, em que S,y existe. A relagio de recursdo linear p-dimensional
representada pelo polindmio f ¢ dita ser vdlide pare ¢ arranjo 3, se a equagdo 5.14 for
satisfeita. O conjunto dos polindmios caracteristicos de todas as relagdes de recursdo
lineares u-dimensionais validas para o arranjo S constitul um ideal de fungBes e serd
denotado aqui por I(S).

O algoritmo BMS (Berlekamp-Massey-Sakata) constitue uma generalizagio em p
varidveis do cldssico algoritmo de Berlekamp-Massey [1] para decodificagdo de cddigos
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BCH. O algoritmo de Berlekamp-Massey determina através de relagBes de recursio
lineares (registradores de deslocamento) em uma varidvel, relagSes estas validas para'
as sindromes da palavra recebida, um polindmio localizador dos erros ocorrides. J4 o
algoritmo BMS, que tem como entrada um arranjo u-dimensional S de elementos de
F,. fornece um conjunto de polindmios minimos caracteristicos (uma base de Grébner
minima para o ideal de fungdes I(S)) correspondente s relacdes de recursdo lineares
u~dimensionais validas para o arranjo S dado.

Num processo de decodificacdo, em que v = ¢+ ¢ & ¢ vetor recebido, sendo e o
vetor de erros ocorridos, se § & um arranjo g-dimensional de sindromes de v, entdo
tem-se que S satisfaz as relagBes de recursio lneares u-dimenstonais com polindmio
caracteristico f se e sdse f {P) = (, para todo P & sup {e}. Portaato, o algoritmo BMS
é utilizado para counstruir, a partic de um conjunto completo de sindromes de um vetor
recebido, nma base para um ideal de fungdes {conjunte de polindmios minimos carac-
terfsticos) e cujos zeros estdo as posicdes dos erros ocorridos. No entanto, deve-se
observar que o algoritmo BMS consiste apenas num dos componentes de um esquema
de decodificagdio, uma vez gue apenas uma parte do conjunto de sindromes é conhecido.
Um algoritmo de decodificagio necessita ainda de um componente adicional que deter-
mine as sindromes desconhecidas, tal como o esquema de decisio por maioria descrito
na subsegdo seguinte.

Apesar do presente trabalho estar restrito as curvas de Hermite, que 580 curvas
planas, ou seja, com u = 2, a descrigio do algoritmo BMS serd feita aqui de modo mais
geral considerando arranjos p-dimensionais de entrada, com p > 0.

Ordenacgdo de mondmios

Considere agora a ordenagio de mondmios lexicografica graduada reversa definida na
subsecio 3.1.3. Nesta ordenagdo, que é denotada por <gey, sendo & = (o, ... , &) €

B= (A, ... .0, diz-se que 2% <y 27 01 & <grew B 56 € 86 s€
ol = o <iBl=) A
ou ‘ '
el =18l,ea = Br, ... sy = Py e a; > By
Citando o mesmo exemplo da subse¢io 3.1.3, para u = 2, tem-se que (0,0) <ge
(L0} <grev (0,1) <grew (2,0) <grev (L, 1) <grew (0.2) <grev (3,0} <prww (2,1} <grev
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(1,2) <grev =5 OU L Cgrev T <grew ¥ <grew T Kgrev TY Sgrew ¥ <grew T° Lyrev
J:Zy grew :Eyz Lgrew 3-'3 grew **°

Recordando ainda da subseqio 3.1.3, dado um polindmio f (21, ... ,z,) = 3, faz?,
segundo esta ordenagdo <., denota-se por deg (f) e le (f) o expoente e o coeficiente
do mondmio lider {monémio de maior ordem), respectivamente.

Serd considerada também uma erdenagdo simples de p-iplas denotada por <, em
gue & < 5 se esdse o < F, para todo 1 € ¢ € p. Esta ordenacio simples nao
constitui propriamente uma ordenagio de mondmics, segundo a definicdo da subsegio

3.1.3, mas servird para expressar a divisibilidade de um mondmio por outre.

Conjunto de polindmios minimos

Uma base de Grobner minima F para o ideal I{S) descrite a pouco consiste em
polinfmios caracteristicos de relagtes de recursio lineares p-dimensionais que sejomn
vilidas para o arranjo p-dimenstonal §, e que possuam apenas mondmios Hderes
minimos segundo a ordenagio de mondmios < .., adotada. Diz-se, daf, que F ¢ um
congunto de polindmios mintmos para o atranjo S de entrada,

Considere agora o caso em que a equacio 5.14 é satisfeita apenas em parte do
arranjo S. Considere os elementos vilidos do arranjo S ordenados segundo a ordem
<grev de seus indices (p-lplas). Se &, € o elemento vilido de maior ordem, em que
o =deg{f) + v para todo v € Z*, entio a equagio 5.14 pode ser escrita expressando
5. em fungdo dos demais elementos Sg, em que 3 <y @, O $6ja,

Sa = fgt“}j Z faeg( 10458 (5.15)
Blgrenx
A relacio de recursio linear p-dimensional representada pelo polinémia f {z,;, ... ,z,) ¢
dita agora wdlida para o arranjo S oté a entrada S,, se a > deg (f) (ordenagdo simples)
e a equacio 5.15 for satisfeita, ou se & F deg{f). Caso contrdrio, se @ > deg(f) e a
equagio 5.15 ndo for satisfeita, ela € dita invdlida.

O conjunto dos polinbmios caracteristicos de todas as relagGes de recursio linea-
res y-dimensionais vilidas para o arranjo S até a entrada S, € denotado por I, {§).
Observe que este conjunto I, (S) ndo constitui um ideal, uma vez que nfo ¢ fechado
sob a adicdo. Apesar disso, € fechado sob a multiplicagéo' de mondmios, ou seja, se
flzy, o0 2) € T,(8), entdo 27f (2q, ... ,z,) € I,(S). Além disso, a defini¢io de



Capitulo 5. Decodificagdo dos Codigos de Geometria Algébrica 87

um conjunto de polindmios minimos para este conjunto I, {S) coincide ainda com a
definicio de uma base de Grébner. |

Reformulando a equagdo 5.13, tem-se que um polindmio f pertence ao conjunto
I, {S) se e 56 se

Z foSuiy =0, {5.16)
£
para todo v € 24, tal que deg {f) + v <prew -

Conjunio de sentinelas e conjunto delta

Defina o conjunto delta, denotado por A {I, {5)}, como sendo o conjunto dos mondmios
{na verdade, indices} que ndo constituem termos lideres em qualquer polinémio de
I, (5). Por esta razdo, Sakata denominou A (I, (8)) de conjunto de ponios ezcluidos.
Um conjunto F € I, {S) € um conjunto de polindmios minimos para I, {(8), se A (F) =
A (1, (5)).

A validade dos polindmios caracteristicos de um conjunto F, que constitui a saida
do algoritmo BMS, pode ser verificada pela equagio 5.18, contudo € necessdrio ainda
verificar se os polindmios de F sio minimos (se seus mondmios lideres sfo minimos).
Para realizar esta verificagdo, serd necessdrio utilizar um segundo conjunto G de po-
lindmios, chamado conjunto de senlinelas, definido em seguida.

Considers f um polindmio caracteristico de uma relacio de recurso linear p-
dimensional vilida para o arranjo S até todas as eptradas S, com § <yppp @, mas
n&o necessariamente até So. Defina o valor predifo P, para a entrada S, associado ao
polindmio f como sendo

Py (f) = i'é%}j Z fdeg(!]——n-}-ﬂsﬁ‘ (5‘1?)

Begrevtn

Observe que esta express&o consiste simplesmente no lado direito da equacio 5.15. Diz-
se, entdo, que a relagio de recursdo linear p-dimensional representada pelo polinémid
{ é valida até a entrada S, do arranjo S se e 56 se o valor real de S, for igual ao valor
predito B,

Considere agora um polindémio caracteristico g(zy, ... ,z,) de uma relagio de re-

cursio linear p~dimensional que é vilida para o arranjo S p-dimensional até todas as
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entradas 53, com @ <y, @, mas que é invilida até a entrada S,. Defina, entdo, a
extensdo de g como sendo o vetor (indice)

Span (g) = o ~ deg (g) (5.18)

e sua discrepdneia como sendo
éy = lc(g) [Sc — Py (g)} = Z gasa—i-Sp:miy) # 0. (5.19)
£t

Caso g § I, (5), ou seja, caso P, {g) # S,, tem-se que Span{g) € A (I, (8)). Neste
caso, o polindmioc g {7y, ... ,z,) é dito ser um sentinela para o ponto Span {g).

Defina o conjunto A como tendo um canto interior (veja exemplo na seqliéncia do
texto, tabela 5.5) associado a cada sentinela do conjunto de sentinelas G ¢ Ffz,. ..

z, \I(S). Estes cantos interiores de A sdo também membros do conjunto A (1{S)).

0

Por fim, a verificagio de se um conjunto F & um conjunto de polindmios minimos,
dado um conjunto de sentinelas G, € feita com base no fato que segue. Se F ¢ 1, (S)
e G CF, ey, oo, wu \Ia (S} é um conjunto de sentinelas para o conjunto delta A {F),
entdo A {F) = A (I, (5)), 0 que implica que F & um conjunto de polindémios minimos
para 1, {S). Se F C I{S) e G CF,[z(, ... ,z,]\I{5) é um conjunto de sentinelas para
o conjunto delta A (F), entdo A {F) = A(I(S)), o que implica que F ¢ uma base de
Grdbner minima para o ideal I{S). '

Descricio do algoritmo

O algoritmo BMS (algoritmo 34) basicamente opera sobre dois conjuntos: um conjunto
de polindmics minimos F e um conjunto de sentinelas §. Cada iteragdo do algoritmo
toma como entrada um conjunto de polindmios minimos F para um conjunto I, (&)
¢ um conjunto de sentinelas § para um conjunto delta A = A(I,(5)), e produz
wm conjunto de polindmios minimos F* para um conjunto Is {$) & um conjunto de
sentinelas G* para um conjunto delta A* = A (I+ (8)), sendo a* o indice de ordem
imediatamente superior a & {ordenamento <g.,). Observe que a saida do algoritmo
consiste apenas numa atualizagdo da entrada.

Algoritmo 34 {Algoritmo BMS)

Entrados:
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Um arranjo p-dimensionel § de elementos de ¥, ;

»

Um dndice o € ZY;

o Um conjunto de polindmios minimos F para 1, (§);

Um conjunto de sentinelas G pare A (I, (8}, com suas extensdes e discrepincias.
Saidas:

o Um conjunio de poZz’nén_zz’os minimos FTopara L+ (8);

o Um conjunto de sentinelas GF para A{I,+ (8)), com suas extensdes e discrepdn-

cias.

<< Passo 1 >>>
Considere o conjunto F' = {f € F| deg{(f) < "},

Para cada f € F', calcule o valor predito {eguagdo 5.17)

: ~1
Por )=y 2o foustr-arenS

ﬁ‘:g—rcnﬂ"‘

Considere o conjunto N = {f € F'| Pas {f) # Sav b

<< Passo 2 >>>
Faca GF = GUN.

Para cada f &€ N, calcule & armazene ¢ extensdo (equagde 5.18)
Span {f) =a* ~ deg (f).

Faga A* = AU {Span(f) | f e N} |
Para cada f € N, caleule e armazene a discrepdncia {equogio §.19)

gfmlc(f)[su*“.”-pa“"(f)]‘

<< < Passo 3 >>>
Para cade B € Ext A" {canios externos de A}, proceda o seguinte:

e Primeiro, se existir um f € F\N, tol que deg () = B, entdo faga

h{ﬁ} (3:3_, .. rrj.l) = f(xlg )zﬂ);
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= Bm caso contririo, se B £ o, tome um f € N, tal que deg ()< 8, efaga

hfﬁ} (xi: s !:r‘).t) = xﬂ«deg{f}f (zlz e }xﬁ);

— Bm dltimo caso, tome um f € N, tal que deg(f) < 3, e um g € G,
tal que Span(g) 2 ot — 8. Considere os fndices ¢ = B — deg{(f) ep =
Span{g} -~ a® + 8. Faga, enido,

{ § |
}Z{J} (fﬁ{, A ,2‘“) e :Zf;f(ilfl, ,IE.‘#} s ”{}:{*ﬁ.?pg(iﬁ‘l, ‘e ,.‘Z?#);
g

Por fon, tem-se que

Fr={n(z,, . z,) |BeExtAt).

No passo 1 do algoritmo BMS {algoritmo 34}, a validade dos polindmios de F, que,
por hipdtese, correspondem a relages de recursiio lineares y-dimensionais vilidas para
todas‘-as entradas do arranjo § até a entrada S,, ¢ testada para a przﬂxima entrada
Sa+. Os polindmios invélidos para a entrada S,+ podem ser usados como sentineslas,
sendo armazenados no conjunto A,

Ne passo 2, o conjunto de pontos excluidos A = A (I, (5)) é atualizado usando os
novos sentinelas contidos ne conjunto A. Observe que pode ocorrer de um ou mais
[ € N serem sentinelas de pontos excluidos Span (F) que i4 perte§mn aa conjunto A.
Além disso, deve-se levar em consideragao que ao acrescentar um nove ponto excluido
v a0 conjunte A, deve-se certificar gue todos os pontos # < v também pertegam ao
conjunto atualizado AY (acrescentd-los se necessdrio), de modo que este conjunto A
também seja um conjunto delta, segundo a definigio. Os valores de Span (f) e §; 580
armazenados para um possivel use posteriormente no passo 3. |

O passo 3 consiste na determinagio do conjunto atualizado F* de polindmios
vélidos para o arrranjo S até a entrada S,+. Este conjunto F* & um conjunto de
polindmios minimos para Y+ {§) ¢ §F é um conjunto de sentinelas para A {I+ (5)).

Exemplo -

Considere 0 arranjo S de dimenso p = 2 com elementos de ¥y (veja a aritmética deste
corpo na tabela 4.1, subsecio 4.2.3) descrito na tabela 5.4. Observe que os elementos



Capitulo 5. Decodificagdo dos Cédiges de Geometria Algébrica 91

deste arranjo sio os mesmos valores das sindromes da palavra recebida v que foi utili-
zada no exemplo do algoritmo bésico (subsegdo 5.3.2). Isto ndo é feito despropositada-
mente. Esta mesma entrada serd utilizada também no exemplo do algoritmo de Sakata,
Justesen, Madelung, Jensen e Hﬂhqldt descrito numa subssecio seguinte. Intenciona-se,
com isso, facilitar a compreensfo do processo de decodificagdo dos CGA’s. Os elemen-
tos * da tabela 5.4 sio sindromes desconhecidas que, num processo de decodificacio,

devem ser determinadas. O elemento 555 foi obtido através da relagio de recursiio

linear

Sa%'i(b = Sa.b»é»ii -+ Sa,b»&l

fornecida pela prépria equagio da curva geradora do cédigo (2% = 4* + 3.

7
4 1 2 3 4 5 6
010 o & 1 * «
1la® of &8 *
21 B 2 o«
' 311 &5 o«
4ia® =
51 = :

6

Tabela 5.4: Arranjo S bi-dimensional de elementos S;; € Fy utilizado como entrada
para ¢ algoritmo BMS. Estes elementos de Fy sdo, na verdade, as sindromes da palavra
recebida que estd sendo utilizada nos exemplos dos algoritmos de decodificagdo. Os

elementos » representam sindromes desconhecidas.

O arranjo S dado apresenta 12 elementos de entrada. Como o algoritmo BMS
consiste numa Wnica iteragio, serd necessdrio processé-lo 12 vezes para se obter o
conjunto de polindémios minimos das relagBes de recursdo lineares validas para o arranjo
5 até a entrada Ss1, que é a entrada de maior ordem segundo a ordenagio lexicogréfica
graduada reversa <y, adotada.

Iteracio 1 Considere inicialmente 7 = {fp},emque f3 =1, 0 =@ ¢ A = & Faca
a=(0,0)ec*=(1,0)
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Do passo 1, tem-se

» F={f}
o Pio(fe)=—1{0) =0
o N ={fs}.

Do passo 2, tem-se

¢ ={fo}h;

Span {fg) = (1,0} — (0,8) = (1,0 {este ponto é o sentinela da funcio fo);

L]

AT ={{1,0}}

5 = 1]a® 0] = a.

No passo 3, tem-se que Ext &% = {(0,1),(2,0)} {veja tabela 5.5). Entdo,

01 2 3

L2 K~ L

» | @ . »

0

1

210 « & »
Jie o »

Tabela 5.5: Ilustragdo dos cantos externos do conjunto delta A* = {(1,0)}. Os pontos
de Ext A* estdo representados por simbolos o, Observe que estes pontos constituem
realmente cantos na tabela.

e Para 8 ={0,1), tem-se que

— Primeiro, nio hd f € F\WN, tal que deg (f) = (0,1);
* Segundo, § £ at. Sendo fy € N e deg{fy) < (0,1), faga

h{oll) (ﬂ:, y) — m(a'l)_.{o'o)fo =y = f}.‘

« Para = (2,0), tem-se que
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— Primeiro, ndio hd f € F\N, tal que deg (f) = (2,0);

* Segundo, f £ . Sendo fo € N e deg(f) < (2,0), faca

REO (2, y) = P00 f = 2% = .

 Portanto, F* = {fi, f2} ¢ um conjunto de polindmios minimos para I, 4{3) .

Iteragiio 2 Considere 7 = {f1, o}, € = {fi} e & = {1,0)}. Faca o = (1,0) ¢
at = {0, 1).

Do passo 1. tem-se

« Fr={fi];

. Bolfy)=~1(0+0)=0;

. A= (A

Do passo 2, tem-se

« Gt = {fo. ik

+ Span{fi} ={0,1) - (0,1} = {0,0;

e Como Span {f;} = (0,0) j& é um ponto interno de A {(0,0) < {1,0)), entdo pode
ser descartado. A fungdo fi, que tem como sentinela este ponto (0,0), também
pode ser descartada de §¢*. Entfo, tem-se que G7 = {fo} ¢ A" = {{1,0}};

e 55, =1~ 0] =2
No passo 3, tem-se novamente Ext A* = {{0,1),(2,0}}. Dai,
o Para § = (0,1), tem-se que
— Primeiro, ndo hd f &€ F\W, tal que deg (f} = (0, 1};
* Segundo, 8 < at;
+ Por tltimo, tem-se que f € N edeg(fi) < B, ¢ fo € G e Span{fy) >

a* - =1(0,0} Fagag={(0,1)~(0,1) = (0,0) e p=(1,0) - (O, 1)} +
{0,1) = (1,0). Ent3o,

: 3
RO (z,4) = 299 1, — %z“"”fo =y+az=fi
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» Para = {2,0), tem-se que
~ Primeire, fo € FA\N e deg(f;) = {2,0). Entio,
RNz, ) = fo.
» Portanto, F* = {f;, fa} ¢ um conjunto de polindmios minimos para I, () .

Demais iteracfes A tabela 5.6 descreve os conjuntos F, G e A resultados de cada
iteragio do algoritme BMS para o arranje § dado na tabela 5.4. A tabela 5.7 denota

os polindmios envolvidos neste procedimento, suas extensdes e discrepincias.

a=(i))| F g A
(0,0} {fa} & i
(1,{}) {fhf'.!} |

(0,1) {f3, f2} {fo} {{L,0)}
{?‘zﬂ) {f31f‘§} .
{1,1) {fs: fa}
{0,2) {fa. fs. Ir}
(3,0) {fs, fs, f1}
(2,1) {fa. fs, fr}
(L2 ({f S fe} | {fo fs} | {{L0O), (0, 1}}
(0,8) | {fs, fo. frr}
(4,0) | {fe. fo, fuu}
(3,1) | {fa fo. fur}

Tabela 5.6: Saida do algoritmo BMS para o arranjo 5 de entrada.

5.5.2 Decisdo por maioria

No corpo C dos niimeros complexos, a transformada de Fourier discreta de um vetor
u = (ug, - .- ,Un-1) de niimeros complexos é um vetor U = (Uy, ... ,Upy}, em que
n—1

Uy =Ze_"j%kiu;, k=490,...,n—1

i :



Capftulo 5. Decedificagao dos Cédigos de Geometria Algébrica 85

Polindémios f; Span(f:) | 6y,
folz,y} =1 {1,0) | af
flzy)=y (0,0) |a
fa (&'1, 3,;) = gt (D,' 0} ot
fs{z,y) =y +ar 1,0 |e?
fulz,y) = 2* + %= (1,0} o
Gloyl=y+ar+a 0,1} |a
folz,y) =gy + ax’ + az 0y e
frizy)=y' +ozy+ay+a'z (1,oy |aof
fslz,y) =22+ otz +af _ _
folz, ¥} = 2y + az® + o'y + &° - -
folzy) =1 +oazgtay+o’z+at| (0,1} | o
fulp,y) =y +oezy+y+a - .

Tabela 5.7: Polindmios envolvidos no processamento do algoritmo BMS neste exemplo,
com suas respectivas extensdes e discrepincias.

it - . .- i .
Observe que o termo e/« constitui uma raiz n-ésima da unidade em C, ou seja,

cay T ’ . n . .
(3“37:’) = 1. Num corpo finito F,, um elemento o de ordem n também constitul

uma raiz n-ésima da anidade. Por analogia, define-se a transformada de Fourier de um

vetor v = (v, ... ,%,) em um corpo finito F, como sendo o vetor V = {7, ..., Vi),
em que
V=3 oY j=1,... 7, (5.20)
i=i

sendo o € F; um elemento de ordem ». O vetor v pode ser obtido pela transformads
inversa dada por

n
v; = }ﬁ;a“’%, i=1...,n,
em que n = § mod p, sendo p um inteiro prime e ¢ = p™, para algum inteiro m.
Observe que a equacdo 5.20 equivale & expressio das sindromes de uma palavra
recebida v para um codige em uma varidvel {cédigos BCH, de Reed-Solomon, etc.).
De um modo geral, a transformada de Fourier de um vetor recebido v=c + e, em
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que e € um vetor erro, para um cédigo {n, k) qualquer, pode ser vista como sendo o
conjunto das sindromes {equagio 5.1)

Sv)=8{e)=hel, i=1,...,n

em que by 580 as linhas da matriz de paridade do cédigo. O importante neste fato & que,
uma vez conhecidas todas as n sindromes de v {apenas n — k sindromes sio conhecidas
a principio), € possivel determinar o vetor e ocorrido através da transformada inversa
de Fourier,

O esquema de decisdo por maioria proposto por Feng e Rao [4] permite se obter
recursivamente as & sindromes desconhecidas, possibilitando, assim, a decodificacio de
V.

Na subseqio seguinte, serd descrito um algoritmo répide de decodiﬁcnq_io para
CGA's definidos sobre curvas planas, que usa o algoritmo BMS e 0 esquema de decisio
por maioria adaptado ao algoritmo.BMS. Na presente subsegiio, 0 esquema de decisdo
por maioria serd descrito numa forma semelhante i apresentada por Feng ¢ Rao, o que

envolve o conceito de anti-lacunas apresentado na subsecio 3.3.5 do capitulo 3.

Anti-lacunas

Considere uma curva algébrica plana A’ de género g sobre um corpo ;. Considere o
divisor D = Py + -+ -« P, de pontos racionais de X e o ponto racional @ também de
A, mas disjunto do suporte de D). _
Denote por O, 0 CGA C* (D, myQ) de comprimento n e dimensio n~my+g—1.
Assuma my > 2g e considere k = m;, — ¢+ 1 a dimensido do ¢édigo dual.
Denote por (m; |4 € N) a seqiiéncia das anti-lacunas de @, em que

D<my <-r <.y <29

emy=itg, parat=g,g+1,... ,mp—g

Denote por ¢g; uma fungio racional que possue um pélo de ordem m; no ponto &,
e nenhum outro pélo mais. Tem-se que g, ..., gx constitui uma base para ¢ espaco
L (.ka) ortogonal a0 ¢édigo Cr, -
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Matriz de sindromes bi-dimensionais

Se e & um vetor erro ocorrido em uma palavra recebida, defina § como sendo a matriz
de sindromes bi-dimensionals correspondentes a e dada por

S0 Sz 0 Sk

1

S31 San oo Sap

Set Sez 0 Seg

cujos elementos sdo dados por

3

Saj (E) = Z“-‘u;gi (pu;)gj. (Pw:’ :

FESY
em que 08 u;'s 330 as posicdes dos ¢ erros ocorridos. Se v = ¢ + e & uma palavra
recebida, para ¢ € O, € my +m; = my, € my, entdo gig; € L(mpQ) © L{nyQ) e

Siy ('e_) = 8 ; {v). Portanto, 5;; ¢ uma entrada conhecida da matriz §, se my+m; < my.
Defina o conjunto de pares N como sendo

Ny = {(‘Z,}) e N | +my = mk*l}

‘e denote por n; seu nimero de elementos. As entradas da matriz § com fadices
(i,7) € N sdo as primeiras sindromes desconhecidas com relagdo ao cédigo Chn, a
serem determinadas. Uma ver determinada wma entrada 855, com (4, 7) € Ny, entdo
todas as outras entradas Sy, com (¥, ) € Ny, que ndo sdo necessariamente iguais,
podem ser obtidas. Isto, porque cada uma das fungBes gig;, 909y © Gr+1 SOIA O €SPALO
L {mp@)\L (mi@). Ou seja, existem elementos Aj, Ay € Fy, com A5 # 0, tais
que

9195 = AigBerr+ »_ Aigsle =
r<k

Sig = AjgSrsr + Z}*ig‘.rsn

vk

para todo (4, 7) € Np. Além disso, esta relagdo € a mesma para todos os veiores erro.
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Considere agora a matriz S {4, §), dada por

Sy Sz o S Sy
Ssa Sy o Saym Sy
Sl fy=] T : (5.21)
Siett Siciz v Siepg-r Si*i,j
St Sz o Sy Sy ]

Se ™y + m; = My, entdo todos os elementos de S (i, 7) sio conhecidos, exceto Sii.
Se my -+ my = my, entlo 5 {1, 7) equivale & matriz de sindromes determinada no passo
2 do algoritmo bésico (aigoritmc} 31} para o cddigo €, (my éo pardmetro o naguele
algoritmeo).

Candidatos e discrepincins

Considere (4,7} € Ny, ou seja, my + my = Myer.

Definigdo 35 (Candidato) Se¢ as matrizes S{i — 1,7~ 1), S{i—1,7) e 5{,5 - 1)
possuem ¢ mesmo posto, entdo (1,7} € dito ser um candidato com relagdo so cddigo
Cony -

Se (i,j) é um candidato, entio existe um tnico valor Si; a ser atribuido & en-
trada desconhecida 5,5, de modo que as matrizes S~ 1,7 — 1) e ${i,7) possuam o
mesmo posto. O elemento 5] ; & dito ser um valor candidato ou predito da sindrome
desconhecida 5; ;.

Denote o numero de candidatos verdadefros ou correios, em que S| 4 = Sij por T

e o numero de candidatos falsos ou incorretos, em que S;; # Sy, por F.

Definiciic 36 (Discrepancia) Um indice (i, §) € dite ser uma discrepancia {nio con-
Fundir com o conceito de discrepdncia usado na descrigdo do algoritmo BMS na sub-
segdo 5.5.1), se as matrizes S(i— 1,7 — 1), 5{i ~ 1,7) ¢ §{4,7 — 1) possuem um mes-
mo posto, que difere do posto de S (1, 5).

“Se for aplicado o algoritmo de eliminacio de (Gauss sem troca de linhas ou colunas
3 matriz de sindromes bi-dimensionais S, as discrepdncias serfio os pivés da matriz
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resultante. Portanto, ¢ ntmerc total de disérepémias, denotado por DT, é igual ao
posto de 5. Além disso, a matriz § pode ser escrita na forma

5=XVYX7,
em que
5 (Pus.) g {Pu:) QI(Pm)
X’ - -gi(Pzn). gﬁ(Pu:) 92(*2.:,;)
| Ok ('Ptu) gkipux) v Uk (pug) ]
L
] €sy U )
G [T O
_}3— — e.-
§ (3 eu‘

Portanto, o niwmero total de discrepincias €, no mdximo, igual ao ndimero de eiros
ocorridos £.

Tomada de decisio

Considere v == ¢ + e uma palavra recebida com ¢ < ﬁf—zﬂ erros com relagdo ao cddigo
Cy,- Entdo, todas a5 sindromes bi-dimensionais 5; 3, com my-+m; < 1y, s8o conbecidas
e as demais sindromes s3o desconhecidas.

Denote o niimero de discrepincias conhecidas por K. Um candidato é incorreto se
e 50 se for uma discrepancia. Entio,

K+FL<DT <t (5.22)

Se (4, 7) é uma discrepancia conhecida, entfo todas as entradas (i, §') e (¢, §), com
i' > j e i < i, ndo sio candidatos. Se (i,§) € Ny ndo é um candidato, entdo existe
pelo menos uma discrepdncia conhecida na mesma linha 7 ou coluna j. Portanto, o
nimero de pares (i, j) € N; que nio s3o candidatos €, no miximo, 2K.

O ndmero de pares (i, j) € Ny que sdo candidatos ¢ igual a T + F. Portanto,

n, = n°® de candidatos + n° de ndo candidatos < (T+ F)+2K. ~ (5.23)
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Comao, por hipdtese, w (e) =t < 252, tem-se das inequagbes 5.22 e 5.23 que

Ty — 1

K+F<

e

2K A2F+1<n ST+ F+2K =
F<T.

Nio hd vma forma direta de determinar se um candidato é ou nio verdadeiro.
Contudo, se tor atribulde um valor predito a cada um dos candidatos, entdo 2 maloria,
T candidates, terd o mesmo valor, gue é, por deﬁnigio, o valor correto de S, 4.

Esta presente descrigdo teve por objetivo introduzir a idéia do esquema de decisdo
por maioria de Feng e Rao. Um algoritmo de decodificacio com decisio por maloria na
forma apresentada aqui tem uma complexidade alta @ (n?). Na subsegdo seguinte, serd
apresentado um algoritmo rdpide de decodificagiio, que adaptz o esquema de decisdo
por maioria ao algoritmo BMS, e possul complexidade 0(”'%)' Em geguida, serd dade

win exemplo lustrativo deste processe.

5.5.3 Algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hg-
holdt

Nas subsecdes anteriores, foram descritos ¢ algoritmo BMS e o esquema de decisio
por maioria, que t&mn propiciado o desenvolvimento de diversos algoritmos rdpidos
de decodificacio para CGA’s. Um bom exemplo do utilizagio destes esguemas € o
algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Heholdt [19], que incorpora tanto
o algoritmo BMS quanto o esquema de decisio por maioria de Feng e Rao.

Algoritmo BMS

Considere X uma curva algébrica plana de género g, cuja equago possul grau g = r+1
¢ & definida em ¥, [z,3]. Considere {Py, ..., P,} um conjunto de pontos racionais da
curva X sob o corpo F, ¢ o divisor D = By +- -+ P,. Considere o divisor G == m{, em
que @ ¢ {P, ..., P} € um ponto racional de X, Suponha também que m > 2g — 2.
Considere o CGA C*(D,G), denotado por C, de distincia minima projetada d,
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comprimento n, dimens3o n — k (k é a dimensdo do cédigo dual) e matriz de paridade

Gay by (P;} Hay by (P‘E) v Gagk (Pﬁ)
H o= oz by {Pi) Gaz.0z (P2) “rr Bag ks (PR}

3 Gy bi (Pl) Gy by (PE) Tt Bag i (Pn)

em que go s, = 259" € {Gares -+ ) Guyn, b € tmin base para o espaco L{GY.

Cousidere a descricio do algoritmo BMS feita na subsecio 5.5.1.

Considere uma palavra recebida v € Fy, acrescida de um vetor erro e € By, cujas
sindromes conhecidas sio |

£
Sab = 3 eutan (Po), i=1,... k& (5.24)
=1

em que o8 u;'s sdo as posigbes dos £ erros ocorridos. Considere estas sindromes orde-
nadas segundo a ordenacio lexicogrifica graduada reversa <., utilizada na descrigio
do algoritmo BMS na subsegdo 5.5.1, e dispostas em um arranjo Sp-jug—y, em que Sy
é o elemento da linha 7 e coluna 7.

Mostrou-se que, se todas as sindromes 8;;, com 4, j < ¢ ~ 1, s3o conhecidas, entio
o vetor erro ocorrido pode ser determinado pela transformada inversa de ¥Fourter dada
por

ew= »  Supnipil, (5.25)
ty<g-t

em que ¢, ¢ o componente do vetor erro e correspondente a0 ponto Py = (Pry, Ppu) da
curva &

Relembrandoe da subsecdo 5.5.1, um polindmio
fz,y) = Z fiimy
i

¢ dito fornecer uma relagdo de recurs3o linear valida para ¢ arranjo S até a entrada
Sa,bt 5e

> FuSiuire =0,

(3.5) Sgrevie,b)
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sendo u ¢ v inteiros, em que Sy, ., existe. Por exemplo, a equacio da curva &

fornece uma relaco de recursdo linear vélida para todo o arranjo 5, Para uma curva
de Hermite dada por {equagio 4.9)

2 =yt 4y,
term-ge gue
Sieng = Sigep-1 + Sijat {5.26)
ou
Sitpiontt = Sy + 8ijopsy, para j > p - 1. - (5.27)

Cousidere 5, a sindrome conhecida de maior ordem, segundo 2 ordenagio < ..
As sindronies Sy ;. et que (1, 7) <yree {0, 8], que ndo foram obtidas pela equagdo 5.24,
podem ser determinadas pela relagdo de recursiio linear fornecida pela equacgéo da curva
&, de modo que se pode ter um arranjo S constituido por todas as sindromes S;;, com
(i,5) <greo (@,0).

Q algoritmo BMS recebe como entrada ¢ arranjo S e fornece um conjunto de po-
lindmios minimos caracteristicos, denotado por

:Fu.fiz{f{l); 1f(y)}:

correspondente 3s relagfes de recursdo lineares vilidas para ¢ arranjo 5 até a entrada
. it o, .
de maior ordem S, Se z*r *2 ¢ o termo lider de F%) (assume-se, sem perda de

generalidade, que os coeficientes dos termos lideres sdo iguais a 1), entdo tem-se que

s> s s d=0

0=st < s <... <8l

Mostra-se que [11], se [ = max{e +b—1,b} (mdximo inteivo I, tal que (0,1} <gpev
(a.b}), entdo os polindmios minimos gerados pelo algoritmo BMS para um arranjo 5
de sindromes de entrada 8, com i+ 7 < U+ p, fornecem relages de recursao lineares
vilidas para todas as demals sindromes. Ou seja, obtidos os polinémios minimos
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vilides para o arranjo S até a entrada Sggqy, pode-se determinar pelas relagdes de
recursdo lineares correspondentes a estes polindmios as demais sindromes do arranjo
S. Portanto, faz-se necessdrio apenas encontrar por meio do esquema de decisio por
maioria as sindromes 5;;, com i 4+ § < {4 1

Qutra observagio importante com relagio ao algoritmo BMS, j4 descrito na sub-
seqae 5.5.1, € que a cardinalidade do conjunto delta A obtido no fim do processamento

sempre ignal ao nimero de ervos ocorridos.

Decisfio por maloria adaptada ac algoritmo BMS

Suponha que sio conhecidas todas as sindromes Si;, em que (57} <grow (2,5) Syree
{0, + p). Dusvja-se, entdo, determinar a partir das sindroimnes conhecidas a sindrome
Sap

Cousidere ¥, = {f[”, ,f“’n e suponha que, para algum ol g Fop, existem
e > 0e g 20, tais que a + s§ =aef+ s{‘” ! b, Pode-se, entdo, escrever a relacio
de recursio Haear correspondente o f(’”

S fBP8uajee = -8Y (5.28)

l‘s)} '-jrnb't’ Ipt El’})

Observe que, se f for consistente com a sindrome 3,5, ou seia, se a relacio de recursiio

i a.h } §

linear correspondente a f for valida até 5,4, entdo conclui-se que 5(”3 = O, 8
Conmdere também o caso em que existem ¢« > 0 & 3 > 0, tais que o + s{"} =a+pu

e+ {cn — 1+ 1. Pode-se, dai, escrever a relagio

2. S Swasen = Sarma = =Slup i (5:29)

(i'j}{grev (3?}-3;(;?})

Da mesma forma, se f for consistente com Sy pp-pus1, eBtE0 segue da equagdo 5.27
que S atp bl T Sttebmptl-

O restante desta discussao ¢ dedicada a observar os casos em que as equagdes 5.28 e
5.29 podem ser calculadas e compars-los com o nimero de casos em que os polindmios
540 consistentes. Nesta compara¢io do nimero de casos € que reside a mesma idéia do
esquema de decisio por maloria apresentado na subse¢io anterior. |

Considere {a,b), em que 2 < u (se a > u, entdo S, pode ser calculada pela
equacio 5.26) e {a,b) < {0.1+ g). Segue do algoritmo BMS que existe um inteiro p,
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com 1 < p < v, tal que a equagdo 5.28 pode ser calenlada. Por outro lado, mostra-se

[19] que, se { > 2p — 3, entdo existe wm inteiro p, com 1 € p € », tal que a equagio

5.29 pode ser calculada.

Agaova, considere

Ki={{z,y) |10<z<ael<y<b)

Ry={{e.) 10<r < el <y<b—pu+1},

e faca
Ro= KUK,

Pode oeorrer de A sstar vazio, mas apenas 0o caso em que { < Iy - 3,

Considere

Ay = {(;z:,g)f.—‘:h'l;:+s(l"] gaeyﬁ*sg’l gb}

B, = {(J:,y)EI{IJ:-l-s{fjﬁa%—;.cey-}—s(?"}gb—;a-i-l},

I{, = U .z‘:;p U Bp) \ zlu'b_
=1

e faga

(A, € o conjunto delta obtide do algoritmo BMS associado ao conjunto de polindmios

minimos F, ).

Mostra-se que {19}, se a + b < I+ p e ¢ < g, entdo

]K’l>2l§——;~ij

|K'} 2 K| - 2]A04],
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em que |+| represeuta a cardinalidade do conjunto *. Combinando estas duas inequaghes

¢ considerando que ocorreram ¢ < {%}-J erros na palavra recebida e que [A.,] < ¢,
obiém-se que

> 1

Awzora, denote por v, s, ... 7. 0s difereates vatores obtidos usando a equagao 5.28
ou & equagdo 5.29, e considere

At St
bd.f! ¥y 2

Ny = U A, U U B, \.‘ﬁd.&, g=1, ...,

e B ek b =Yy

Tem-se, entdo, que

K = [) N,

g=1

Supondo-se que 7, ¥ S, para todo g, com 1 € g £ v, entdio o proximo conjunto
delta fornecido pelo algoritmo BMS, AF,. seria acrescido de A’ [19]. Desta forma, pela
equagio 5.31, '

AT 2 [aal + 7] 2 18] + 1K) — 2|00 =
AT 2 K]~ [Qgpl 2 d—t > 8,

o que contradiz o fato de que |47, < ¢
Isto significa que pelo menos um dos 4,'s é igual a 5, 5. Considerando, por exemplo,

que apenas v, = Sqp, entdo o conjunio delta seria acrescido de
1
K = K,
e
e, portanto, |Agyl + |K}) < t. Entdo, das equagbes 5.30 ¢ 5.31, tem-se que

d 1.,
lK;.] St- l'&a,bl < § - ]&a,bl < § ]I\ I

Portanto,

Kl > 5 1.
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Isto, em geral, implica que, se
wE el
An - U Aq:
LES

entdo, para os valores corretos de Syp, temese |R7] < F{K7], e para todos os demais,

- L - - - .
tem-se IA;;] > 3 &) Comeo L, D K, conclui-se que o valor correto de S, apresenta
um A7} minime ou, equivalentemente, um |A,| mdximo.

Estes argumentos mostram que a sindrome S, 5 pode ser determinada pelo seguinte
procedunento:

1. Use a equagdo 5.23, ou a equagio 5.29, para se obter os valores v, va. ... 7.

2. Determine

Z\vq = ) U APU U Bp "-Sr:.b

alpd i
SN &

EESTR-T I TE =0

para cada -y, obtido;
3. Faga 5 igual ao valor para o qual |A] é maxinmo. Tem-se, entdo, que S, = -

Este procedimento pode ainda ser continuado, de modo a se obter todas as sindro-
mes §;;, com ,§ < g — 1. Sabe-se que, apds o processamento, o conjunto F obtido
constitul uma base Grébner minima para o ideal dos polindmios localizadores de erros,

cujos zeros coincidem corn as posicdes dos erros ocorridos.
Algoritmo de Sakata et al
O algoritmo 37 apresenta o esquema de decodificagio discutido nesta subsegdo.

Algoritmo 37 {De Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hﬁholdt)'

Entradas:
s Uma palavre recebida v;

» Uma base {gu brs - - - +Gax b } PETC 0 espago ortogonal ao codige €.

Saidaos:
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o (O wetor e de erros ocorridos.

<<< Passo 1 >>>
Caleular as primeires sindromes a pertir da base {go, 4., - .. + ug b} OTtogomal ao
cddigo e da equagde 5.26, e gerar o arranjo S.

Processar o elgoritine BMS pare o arranjo S de entradu.

<< Passo 2 »>> _

Determinar as sindromes 5 ;. com {+ 7 < { + p, wtilizando o esqueme de decisdo
por materia descrito ¢ 0 conjunto de polindmios minimos F,; fornecido pelo algoritmo
BMS.

FProcessar o algoritmo BMS epds o cdlculo de cada stndrome.

<<« Passo 3 »»>

A purtir die equagdo 5.26 ¢ das recursdes fornecidas pelo conjunto Fogep =1 fF

 fON) correspondente o erranjo S até a entrada 8y 44,, determinar todas os demais
sindromes desconhecidas do arranjo S,y
<<< Passo 4 >>>

Usar a transformada dnversa de Fourier {equagdo 5.25) poara se obter ¢ velor erro

e pcorrido.

Este algoritmo € capaz de corrigir até a metade da distincia minima do ¢ddige.
Sua complexidade é determinada pelo passo 2. No caso em que ¢ comprimento deo
cédigo 6 n = r¥, tem-se uma complexidade O (n%). A versdo orginal do decodificador
com decisdo por maioria de Feng e Rao, que nfo utiliza o algoritmo BMS, apresenta
complexidade maior, O (n®).

5.5.4 Exemplo de decodificagio de um cédigo de Hermite

Como nos exemplo anteriores, considere o ¢édigo de Hermite Cyy (m = 18) e denote-o
por . A curva de Hermite A" usada na construgio deste cddigo é dada pela equagdo
Xy +y=z'

O génem de X é g = 3. O corpo utilizado é o Fy {veja tabela 4.1 na subsegdo 4.2.3).
Qs pontos racionais de X com as correspondentes posi¢des na palavra cédigo estio
ilustrados na tabela 5.8.
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Posigio  Ponto | Posicio  Ponto | Posicio  Ponto
1 (1,a%) 10 {a®, 1) 19 (o, o)
2 {1,a%) 11 (a3, a) 20 (o &”)
3 (1,a%) 12 &fe®) 21 (o)
4 (e, 1) 13 (ot at) 22 (a7, 1)
5 (e, ) ¥ {at o) 23 {a%, &)
G {a, 0t} 15 (!, o) 24 (o, o®)
7 {a*, o) 16 {e®, 1) 25 (0, %)
8 (o, a®) 1T (o, @) 25 {0, a®)
9 (o, ") 18 (&% a%) 27 (0.0)

Tabela 5.8: Pontos racionals da curva A em Fy e respectivas posigdes na palavra cédigo.

A base para o espago L (13Q) ortogonal ao cédigo € é (equagio 4.12)

Y, = el gl . 3 2 2
bm—{lsg«,ﬂ: VELTL LY, YT 8 Y,TY
P23 4 5 5 ¢ 8 8 10 1

Considere & mesma palavra recebida dos exemiplos anteriores
v={1e 00000 000},

em que se observam t = 3 erros nas posicdes 1, 2 ¢ 24 {pontos £, = {1,0%), Es = (1,a%)
e By = (o, a’)).

Procedendo com o passo 1 do algoriime 37, obtém-se o conjunto de sindromes S
de entrada descrito na tabela 5.9, que fol utilizade no exemplo do algoritmo BMS da
subsecdo 5.5.1. Todas as sindrones foram obtidas das fungdes da base Bis, com excecao
da sindrome 543, que foi obtida usando-se a equagdo 5.26.

As saidas do algoritmo BMS aplicado a este arranjo S de entrada estdo descritas
nas tabelas 5.6 e 5.7, no exernplo da subsecio §5.5.1. O conjunto de polindmios minimos
obtido apds o processamento do passo 1 é

Faa={z+o’z+a’ 2y +ar’ +o'y+ o’ ¥ +axy +y + ol

Observe agora, por exemplo, a determinagio da sindrome S; 2, a primeira sindrome
desconhecida. Como ¢ = 2 < p = 4, a entrada S35 pode ser obtida pelo procedimento
de decisdo por maioria descrite. Da equagio 5.28 e usando-se os polindmios de F3 1,
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J
61 2 3 4 5 6
0] 0 o ot * %
lia® o o8 » «
R al 0 o« s
Y3l a7 o«
410 =
31 *
g

Tabela 5.9 Arranjo S bi-dimensional das sindromes da palavra recebida v obtido no
passo 1 do algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt. Os elsmentos

* representam sindromes desconhecidas,
obrém-se

-y m A Si et S =l oot =0
o 05;

—yy = Sy + 'S+ a5 = ad’ +oded +ofat = of =
1 =a,

—ys = Sy + 8, +aSip=an’ +0+ant =0 =

[
T RO

Dai, tem-se que

Ar={{0,0),(0,1},(0,2}} e By = @,
42 = {(0,0),(1,0),{0,1),(L,1)} e B, = {{0,0),(1.0), (2,00},
A; ={(0,0),(1,0),(2,0)} e B; ={{0,0},(1,0),(0,1),(2,0),(1,1), (2, 1)}.

Como Agy = {(1,0),{(0,1)}, tem-se, entdo, que
K=Ky = Ky = {(2,0),(1,1),(0,2), 2, D} .

Partanto, S5 = of. Observe que estes Gltimos passos ndo seriam necessarios, uma vez

que n =T =T
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7
g 1 2 3 4 5 6 7
010 & o 1 o of &f
lia® of o of o8 ot af
21t 0 & o 0 1 % =
i 3|1 & 0 & 1 9 x =
e o o a « x
5l o o  x *
Gia® o * «
Tlat o« * s

Tabela 5.10: Arranjo § bi-dimensional de sindromes oebtido no passo 2 do algoritmo de
Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt apds utilizagBo do esquema de decisio

por maloria, Os elementos = representam sindromes desconhecidas,

A tabeln 5.10 descreve o arranjo S de sindromes obtido apds o processamento de
todo o passu 2 do algmitmé 37.

A tabela 5.11 descreve os conjuntos F, § e A, saidas do algoritmo BMS para cada
iteragido processada nos passos 1 e 2 do algoritmo 37. Observe que, neste caso, 0
conjunto de polindmios minimos nio se alterou durante o passo 2.

A tabela 5.12 descreve os polindmios envolvidos no processamento do algoritmo
BMS, com as extensdes e discrepincias correspondentes. Como o conjunto F nio {of
alterado durante o passo 2 do algoritmo 37, esta tabela é igual A tabela 5.7 do exemplo
da subsecao 5.5.1.

No passo 3, usando-se a equagio 5.26 e as relages de recursdo lineares fornecidas
pelos polindmios de For = {fs, fo, f11}. @ saber

Jai~Sap = o’S, ~1,h Of?Samz,b, _

foi:—Sap = tSas1pa + &' Sa g+ 0°Sapog €

Fiit=8up = aSazip-t + Sap- + 2S5z,
¢ possivel se determinar as demais sindromes do arranjo 5. A tabela 5.13 ilustra o
conjunto completo das sindromes.

Por fim, aplicando-se a transformada inversa de Fourier {equagio 5.25) ao arr_a.njo
S da tabela 5.13 (passo 4), pode-se determinar ¢ vetor erro e ocorrido. Por exemple,
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(a=(i))] F g A
(U,_{}) {fn} & 1]
(1,0 {fi. 2}
(0,1) {f3. f2} {5} {(1,0)}
(2,0) {fs. fe}
(1, 1) {fs, 74}
(0,2} o fs. Fi}
(3,0 {fo fo. fr}
(2.1) | {fs.fs. f5} |
(1,2} {fo. fo fo} | {fs, F} | £(1,0),00, 1)}
(©.3) | {fs. fo fi1}

0.7 {fs fo fu)

Tabela 5.11: Safdas do algoritmo BMS durante o processamento dos passos 1 e 2 do

algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Hoholdt,

para a posicdo 2 (ponto {1, o)), obtém-se que

e2= ) Si;{1)7 (o)

Hi<8
T 7
— =i > gl
= g i T(‘: Sij
=g} Jj=g

=loa?+ 1+ 1o +1.6°
+1e +10° +1.0% +1.0°

= af.



Polindmios f; Span{fi) | 6,
iy =1 (1,0) |af
hzy)=y (0,0 |of
foloy) = 22 0,0y | o
fslz.y) =y +az (1,0} e
fale,y) = 2% + oz (Lo} | «
Bilryl=v+ar+ o (0,1) o
Flo,y) =zy+ oz’ +or (0, 1) e
Hlr,y) =y +ary+ay+a’z (1,0} | o
Ly =2 +a’r+o - -
folo,y) = sy + ax® + oty + o - -
folzyy=y¥+arytay+a’s +ol (0.1} | &
le,y) = +ozy+y+oa - -

Tabela 5.12: Polindmios envolvidos no processamento do algoritmo BMS nos passos 1
e 2 do algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Heholdt.

J

0 1 2 3 4 5 & 7

010 o &* 1 & & & ¢
1la® o o8 o & &8 of o
2la 0 2® o 0 1 o @

i 311 a 0 af 1 & o &
41 & o a of & o &
5la? a o o of & o of
6lce? of o & & o o o
7ie 1 1 0 o« O 1 1

Tabela 5.13: Arranjo S bi-dimensional de sindrdmes completo obtido aps o passo 3
do algoritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen e Heholdt.



Capitﬂlo 6
Conclusoes

Apesar de incipiente, o estudo da teorin dos cddigos de geometria algébrica e o de-
senvolvimento de algoritmos de decodificacio para estes cddigos em muito 34 evoluiu.
Foram dezenas de trabathos publicados envolvendn este assunto em tode o mundo,
Trabalhos importantes, como os de Skorobogatov, Viddug, Porter, Shen, Tzeng, Saka-
ta, van Lint. Jensen, Heholds, Feng, Rao, Stichtenoth, além de outros, qué aprasentam
em sua grande maioria variagdes dos esquemas discutidos na presente dissertacio. Em
contraste com esta realidade, observa-se que pouco tem sido feito nesta drea a nivel de
Brasil.

Em vista disto, determinou-se como objetivo central desta dissertacdo o estudo da
teoria dos CGA's e a descrigho, implementagdo e anilise de seus esquemas de decodifi-
cacdo, no intuito de criar um suporte para posteriores trabalhos nesta drea, A restrigio
do escopo desta andlise aos codigos de Hermite se justifica nfo apenas nos excelentes
parimetros obtidos com tais cédigos, mas principalmente nas simplificagGes que esta
abordagem proporciona & descrigio dos cddigos e 4 compreensio de seus algoritmos de
decodificagio. Isto, porque € possivel se obter o dual de um cdédigo de Hermite sem se
recorrer & complicada construgdo através de residuos de diferenciais.

No capitulo 1, foi feita uma contextualizagdo e uma introdugio geral ao tema do
presente trabalho, seguida de uma rdpida descricdo do conteddo dos capitulos sub-
seqlientes. No capitulo 2, abordou-se genericamente a questdo da codificagdo para
controle de erros, e definiu-se os cidigos de Goppa e os ¢édigos de Reed-Solomon de
uma maneira que tornasse menocs traymatica, pode-se assim dizer, a conceituagio dos

CGA's, que posteriormente seriam descritos como uma generalizagdo dos primeiros.

113
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Esta abordagem aqui adotada, utilizada por van Lint [13] e por Blake et al [2], torna
bem mais acessivel o entendimento dos CGA’s e de seus esquemas de decodificacdo, e
constitui uma boa alternativa & abordagem utilizada por Stichtenoth [24], que solicita
uma compreengdo muito mais aprofundada da geometria algébrica.

No capitulo 3, foi feita uma rdpida descrigio dos conceitos relatives & geometria
algébrica, necessirios a discussio dos CGA’s e seus algoritmos de decodificagio. Vale
ressaltar o espago dedicade & descrigio da teoria das bases de Grébner. que tem pro-
porcionado a obtengio de esquemas de decodificagio bastante eficientes e elegantes,
nio si no caso dos CGA’s (algoritmo BMS), mas também de outros codigos, como os
BCH, os d= Reed-Solowon {12] ete.

No capitulo 4, foi fetta a descrigio dos CGA’s, tanto dos relativos A coustrugdo pela
avalingdo de fungdes racionais em pontos da curva algébrica, quanto dos relativos A
construcio através de residuos de diferencials, cddigos estes duais dos primeiros. Esta
segunda definigdo, apesar de envolver elementos mals abstratos da geometria algébrica,
¢ bastante usada na descrigiio de algoritmos de decodificagio, uma vez que é a matriz de
paridade do cddigo, definida como na primeira construgio, que € necessiria no processo
de decodificagio. Eis o porque das duas definicGes e da facilidade obtida com o uso
de codigos autoduais, como os ¢édigos de Hermite, que também slo descritos neste
capitulo 4. | .

No capitulo 5, foi discutide o problema da decodificagiio ¢, em seguinda, feita uma
classificacio das abordagens utilizadas na construcio de esquemas de decodificagio.
As duas abordagens apresentadas foram, entdio, exemplificadas com a descricdo de dois
algoritmos tipicos (pode-se dizer até mesmo cldssicos), o algoritmo bésico de Skorobo-
gatov e Vlidut e o algoritmo de Porter. Por fim, a questio da decodificagio rdpida de
CGA’s fol abordada com a descrigio do algoritmo BMS de Sakata, que envolve a teoria
das bases de Grobner, e do esquema de decisfio por maioria de Feng ¢ Rao. Ambos
os esquemas foram utilizados no algeritmo de Sakata, Justesen, Madelung, Jensen ¢
Hoholdt descrito em seguida.

Além do presente texto, diversas implementagges foram realizadas em lingnagem
de programagdo C++ de algoritmos de codificagio e decodiﬁcagﬁo estudados. Para
estas implementagdes, utilizou-se o compilador Borland C+ + Builder 3.0 Client/Server,
tendo, contudo, havido a preocupacio de se escrever 0 ¢ddigo de modo a zer portdvel,

possibilitando sua utilizagio em qualquer ambiente ou plataforma. A intensfo € a de
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que, ndo 80 o presente texto, mas também estas implementagdes, sirvam como suporte
a futuros desenvolvimentos. Neste sentido, todo o cédigo C++ escrito foi devidamente
comentado. Além disso, foi elaborada uma documentagio eletrénica (arquivos texto),
que deve auxiliar na utilizagdo das rotinas em CH-+.

Para councluir, deve-se observar que, apesar de serem bastante simples os objetivos
almejados com este trabalho, o gran de dificuldade imposto pela complexidade da
teoria matemdtica envolvida e o sen pioneirismeo no dwmbite brosileiro o justificam e
o validam. Sao estas referidas dificuldades, enfrentadas na construgfio da presente
dissertagdo, que se buscou atenuar para as fufuras investidas nesta drea. Considera-se
que estes objetivos simples, pordm muito relevantes, tenham sido alcangados, e espera-
se que novos trabalhos no dmbito do Brasil imprimam um passo além na utilizagdo
desta promissora teoria dos CGA's na construgio de sistemas de comunicagio digital

mais ehcientes,



Apéndice A
Algebra de Corpo Finito

OF; cédigos de bloco, em geral, baselam-se em estruturas de anéis de polindmios e nos
sistemas aritméticos dos corpos de Galois. Estes e outros conceitos basicos da dlgebra
necesyiirios ao entendimento dos esquemas de codificagdo e decodificagiio s3o descritos
neste apéndice,

A dlgebra apresenta trés estruturas bdsicas, chamadas grupo, anel e corpo, a partir
das guais toda a teoria é desenvolvida. Estas estruturas consistem em conjuntos de
objetos matemdticos (como o dos nimeros reais, dos ntimeros inteiros, ete.) associados
a regras de relagfio entre seus elementos. As trés primeiras segdes deste apéndice
descrevemy formalmente estes conceitos. As demals secdes tratam da aritmética de
corpos de Galois. Maiores detalhes e provas dos resultados apresentados aqui podem
ser obtidos em Blahut [1, pp. 65-92] ou qualguer texto bdsico sobre dlgebra de corpo
finito.

A.1 Grupos

U grupe G é um conjunto associado a uma operagio (denotada por “+7) sobre pares
de elementos deste conjunto que satisfaz as quatro propriedades seguintes:

1. Fechamento — Paratodo g, b€ G, c=a+ b e G,
2. Associotividode — Para todo a,b,c€ G, a+{db+c)=(a+d) +¢;

3. Identidade — Existe um elemento ¢ chamado identidade, em que ¢+e = e+a = 4,
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4. Inversas — Se a € (G, entfo existe b € G chamado inversa de ¢, em quea+b=
b+a=e;

Os grupos com nimero finito de elementos sdo ditos grupos finitos, e sen nimero

de elementos é chamado de ordem do grupo. A ordem do elemento o € & é o0 menor

valor ., tal que

grat-to=mexmatad 0=,
I P

———

ovezes B+l veres
A ordem de um elemento sempre divide a ordem do grupo.

O grupo & que apresenta a propriedade de comutatividade, na qual. para a. b £ G,
a+b=">0+a,édito grupe comutativo ou grupe abeliono,

Nio se deve confundir a operagio “+” com a adighio convencional. Esta operagio
sobre os elementos do grupo pode ser definida de diferentes formas, desde que satisfaca
as propriedades descritas.

En todo grupo, o elemento identidade ¢ dnico. Além disso, a lnversa a™* de cada

Aoa e P e -1
elemento ¢ do grupo € tnica, e (2™} = a.

A.2 Anéis
Um enel R é um conjunto com duas operagdes, adigdo (“+") e multiplicacdo (justa-
posiciio), que satisfaz os seguintes axiomas:

1. B é um grupo abeliano sob a adigdo;

. Fechamento ~» Para todo a,& € R, o produto ab € R;

[ O]

3. Associatividade — Para todo a,b,c€ R, a{bc) = (ab}¢;

4. Distributividade — a{b + ¢} =gb+ace (b+c)a = be+ca, para tado a,b,c € K,

A adi¢Bo em um anel é sempre comutativa. Um anel comutativo € aquele em que a
multiplicagio é comutativa, ou seja, em que ab == be para todo a,b € R.

Um anel nio necessariamente possul identidade na multiplicagao, assim como inver-
sas de seus elementos. Caso um anel tenha identidade, esta identidade é Unica. Além
disso, seab=leca= 1, entaob=c, e a é dito ter uma tinica inversa denotada por
al. |

Um elemento que possua inversa em um anel € dito uma unidade.
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A.3 Corpos

Um corpo £ é um conjunto que possui duas operagio definidas sobre seus elementos,
adigdo e nultiplicaciio, e que satisfaz os seguintes axiomas:

L. E um grupo abeliano sob a adigao;

2. E fechado sob a multiplicagio,  F — {0} ¢ um grupo abeliano sob a multiplicacio;

3. Para todo a,b,c € F, {a+b)c = ac + b

Couvenciona-se denotar por U a identidade sob a adicio, por —a a inversa aditiva
de 'rz, por 1 a identidade sob a multiplicagiio, e por ™! a inversa multiplicativa de a.
Entende-se por subtragio (a — b) = a + {~b) e por divisio (2) = b 'a.

Sdo exemplos de corpos os conjuntoes B (ndmeros reais), € {niuneros complexos) e
@ {ndweros racionais). Um corpo corn ninero finito de elementos é chamado corpo
finito, ou corpe de Galols, e denotado por ¥, {corpo com g elementos).

U subconjunto de um corpo £ é dito subcorpe de F se constituir am corpo sob
as operagtes inerentes a F. O corpo F € dito uma eztensdo deste subcorpo.

Um corpo comporta-se como wm anel, que permite a divisdo ou cancelamento. Em
um ¢orpo, & ab = ac e ¢ # 0, entdo a~lab = a7tac = b = ¢ Existern alguns anéis,
como o anel dos inteiros, que permitem o ¢cancelamento, mesmo nio sendo corpos, ou
seja, mesmo ndo existinde a inversa na multiplicagdo para todos os seus elementos. Um

anel comutativo em que b = ¢ sempre que ab = a¢, com 2 # 0, é chamado de dominio
integral,

A.4 Corpos finitos baseados em anéis de inteiros

O conjunte Z dos inteires forma um dominio integral sob as operagdes de adigao e
multiplicacdo usuais, sendo denotado por Z.

Um inteiro s ¢ dito divisiyel pelo inteiro r, ou de modo igual r divide s, se ra = s
para algum inteiro a. Um inteiro p € dito prime se for divisivel apenas por +p ou 1.
G mdzimo divisor comum M DC {r, s) de dois inteiros v e s é o maior inteiro positivo
que divide ambos r e s. O minimo miiltiplo comum MMC (r,s) de dois inteirozs r & 5
é o menor inteiro positivo que é divisivel por ambos r ¢ 5.
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Em geral, a divisfo nfio é possivel em um anel. Pode-se, entretanto, definir uma
divisio com resto & um cancelamento (resto igual a zero), razdo pela qual o anel de
inteiros constitul um dominio integral. O chamado algoritmo da divisde estabelece
que, para todo par de inteiros ¢ e d, com 4 # 0, existe um \nico par de inteiros Q
(quociente} e 5 (vesto), tal que ¢ = d@+ s, emque 0 < 5 < |d]. Q resto s também pode
ser eserito como s = [¢],. Outra expressio comum ¢é a de congruénein s = ¢ modd.
Dizer que s € congruente a ¢ mddulo d significa que s e ¢ possuem o mesmo resto na
divisdo por d, mas s ndo necessariamente € menor que 4,

Considere g um inteiro positivo. O anel dos inteiros madulo g, denctado por Z/g,
é o conjunto {0, ... . ¢~ 1} associndo & adigdo & & multiplicacio definidos por e + b =
[a+b] eab=[ob]. |

Quando ¢ for um inteiro primo, o anel Z/qg constituird um corpo, sendo denstado
por F,. Portanto, tomaudo-se g inteire primo, pode-se obter um corpo ¥, a partir do

anel de inteiros Z associado & operagio de mddulo 4.

A.5 Corpos finitos baseados em anéis de polindmios

Um polinémio em F, consiste numa expressio da forma
- 9 :
F) = fara®™ o+ foar™  + o4 iz Sy

em que 7 ¢ uma varidvel e fu_y, ..., fy € F,. O polindmio nulo & f{z} = 0. Um
polindmio ménice é um polindmio 1o qual o coeficiente f,.; é igual a 1. O greu
deg f (z) de um polindmio ndo nulo f(z) é o indice do coeficiente f,_5.

O conjunte de todos os polindmios em F, associado 3 adigiio e & multiplicagdo
de polindmios {com adigdo e multiplicagio dos coeficientes em Fy) constitui um anel,
denotado por Fy {z]. '

Um polindmio s {z) é divisfvel por r (z), our (z) divide 5 (z), se existir um polindmio
a(z), tal que s{z) = r(z)a(z). Um polindmio p(z) ¢ dito irredutivel se for divisivel
apenas par ap (z) ou ¢, em que o € F,. Um polindmio mdnico irredutivel ndo nulo é
dito um polinémio primo. O mdrimo divisor comum MDC {r (2}, s(z)] é o polindmio
ménico de maior grau que divide ambos r{z) e s{z). O minimoe mdltiplo comum
MMCir(z},s(z)] é o polindmio mdnico de menor grau gue ¢ divisivel por ambos

r{z} e s{x).
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O chamado algoritmo da divisdo de polindmios determina que, para todo par de
polindémios c{x) e d(z}, com d(zx) # 0, existe um tnico par de polindmios Q)
(quociente) e s{z) {resto), tal que c(z) = d(x)Q(z) + s(z), em que degs(z) <
degd{x). O resto s{z} também pode ser escrito como s{z) = [¢ (z}}dm. Assim como
no caso dos anéis de inteiros, a congruéneia s (z) = ¢ (2} modd{z) indica que s{z) e
¢z} possuem o mesmo resto na divisdo por d{z).

Assim comg e certos casos é qtil expressar inteiros como produto de inteiros
primos {fatoragdo), também o é no caso de polindmics. Um polinémio nio nule p{x)
emy wm corpos ¥, possul uma fatoraglio dnica (exceto pela ordem dos fatores) em um
produto de um escalar {elemento de F,} ¢ de polindmios primos em F,.

Um polindmio ens ¥y pode ser avaliade em qualquer elemento 8 de F, substituindo-
se.a varidvel = por 8. Um elemento 3 € um zero de ordem m de um polindmio p (i}
se e s se {r— A" dividic p(2) ¢ (2 - D™ ndo dividi-lo. Além disso, um polindmio
p{z) de graw n possui no méxinmo n zeros.

Para qualquer polindmio ménico p{x) em ¥, de grau ndo nulo, o anel de polingmios
midulo p(x) é 0 conjunto de todos os polindmios com grau menor que deg p(z), asso-
ciado & adicho e multiplicacio de polindmics médulo p(z). Este anel é denotado por
F, {2] /p{2). Quando p(z) for um polindmio primo de grau n, o anel ¥, [z] /p () serd
um corpo com ¢" elementos, chamado corpe de Galois e denotado por Fin.

Um elemnento primitive o do corpo ¥y € tal que todo elemento ndo nulo de ¥y pode
ser expresso como poténcia de «. Os elementos primitivos sdo dteis na construgdo de
corpos, i que, conbecide um elemento primitivo, é possivel construiz-se todo ¢ corpo
2 sua tabela de multiplicac®o através das poténcias deste elemento {pode-se mostrar
que todo corpo de Galois possui um elemento primitivo).

Um polindmio primitive p{z) em ¥, consiste num polindmio primo em F,, tal
que ¢ elemento representado por z & primitivo no corpo extensiio construido médulo
p(z). Existem polindmios primitivos de todos os graus em todos os corpos de Galois.
Além disso, mostra-se que um elemento primitive de um corpo é um zero de gualquer
polindmio primitivo neste corpo.

Um corpo Fy é dito fechado algebricamente se todo polindmio f(z) € Fy[s] de
grau maior ou igual a 1 tiver raizes em F,. Qualquer corpo F, possui uma extensio Fy
fechada algebricamante. Esta extenso ¥, & dita o fecho algébrico de F,.



Apéndice B

Deducao do Limite de

Gilbert-Varshamov

Este apéndice descreve a dedugdo do limite de Gilbert-Varshamov apresentado no

capitulo 2 {equagio 2.5), repetido a seguir por conveniéncia.
Teorema 38 {Limite de Gilbert-Varshamov) Considere que 0 < 6 < 9.;;_1, entdo
R(§)21-H,(8),

em que g é o tamanho do corpo finito B, usado, § = % é a disténcia minima relativa do
cddigo C de comprimento n e distdncia minime d, e H, € a fungdo entropia definida

por
0 T o=
Hy(z) = " (B.1)
zlog (g~ 1)~ zlog,z — (1 ~z)log, (1 ~2) ,0<z <=

Este teorema estabelece um limite inferior para a taxa de informacio assintdtica
R (8) para cddigos com distdncia minima relativa 4. A prova descrita a seguir estd
 dividida em trés partes.

B.1 Primeira parte

Considere inicialmente a desigualdade de Stirling {15, p. 178], dada por

In (27)
2

In (n!) — dl_?% < (n + %) ln.(n) ~n+ <ln{nl),

12}
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em que, mudandoe os Jogaritmos para base ¢, tem-se
| log (e) 1 log, (2
g, {(n!) - D"' < (n + :?«) log, (n} — nlog, (e} + «—%«-—)—

Considere esferas de raio d de cardinalidade V {n,d). Da equagio 2.1 de V {n,d}

{repetida abaixo), observe a seguinte manipulagio matematica:

d [/ _
Vin,d) = Z ( T: ) {g~ 1} = (B.3)

<log, (nl).  (B.2)

1={]
Vind) > ( ?? ) (g - 1)
i
ni e
T A

Aplicando o logaritmo de base g & equagiio acima, obtéme-se
log, [V {n,d}f 2 log, (n!} -~ log, () —log, I(n — d}}f + dlog, (g — 1}.

Q;;

Usando, eutdo, 2 equagio B.2, obtém-se

1 log, (27}
og, [V {n.d)] > (n + §) log, (n} ~ nlog, {e) + -—»i‘-w-——

1 10::: ("T)
- (cg_;. 5) log, (d) + dlog, (e} - qg
i 27
- (n - %) log, {n ~ dj + (n — d)log, (&) ~ qu?F_ =

.  log,{e)  log, (e}
+dlog, (g — 1) — —3 T2 n-d)

= (n+3) og ) = (a5 ) og ()

-—(n d+ - )logq(n— d) + d log, (g — 1)

_log, (27) log,(e) log, (&)
2 194 12(n—d)

Dividindo agora tudo por n, fazendo n tender para infinito e eliminando o termos que

tendem a zero, obiém-se que

w > lim [logq (n) — —{{logq (d)

9—500 n ko0

_{rn-4d

d
iogq {n—d)+ - log, (g — 1)] .
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Agora, considerando d o muaior valor possivel que satisfaca d < dn, observa-se que

quando n tende para infinito, tanto & £ guanto &z%ﬁ tendem para 1. Entio,
. log, V (n,én)
lim »»-«—*:—gw— 2 lim [log, (n) — §log, (6n)

— (1 =d8)log, [n(1—8)] +dlog, (g — 1)]

= ,}E}" [loe“q(n) d log, {6} ~ & log, (n)

= {1 =)log, (1~ &) ~ (1 — d}log, (n) + I log, (¢ - 1)]

= lim [~dlog, {§) ~ (1 — &) log, (1 — &) + 8log, (g~ 1)] .

L R £ 443

Da equacdo B.1, tem-se entdo que

log, V {n, 4
TR GLLINN H, (8. (B.4)

TE— It

B.2 Segunda parte

Como por hipdtese [) § < 1=, observe que

i -1

05—_1—@ ) <15
q 4

1

~<l—~95=

4

-1

I <@-n0-9).

Portanto, para qualquer & > 0, temn-se

ak < (q..... l)k

qk

<(g-1)F (-8,
Fazendo k = §n — £, para 0 < 1 < fn, tem-se

56n—i < (Q _ 1)5&--—1‘ (1 - 6)6n—£ -

PR CRa A )
6* = a-ya-o
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Multiplicando a equacio por {1 — §)”, obtém-se

(-8 (g-1" -8 a-g)
A {(g—-1)'(1-8y
550 (1 - 8)" < (18"
@-1"™(1-8" " (-1 (1~
O MR (et i
(g-1" 7 (g-1}
Agora, tomands a entropia (equagio B.1) H, (8) multiplicada por = e aplicando o
anti-logaritmo na base g, obtém-se

(B3)

§n
atly{d) g -1 -
5511 (1 - 5){1“*5}“

Wit o3, 1 e
g ) 8 (1 - *’}}_ ‘
(g-1)7"

Escrevendo 1 = 1% = [§ + (1 ~ 3}]" ¢ fazendo a expansio binomial, obtém-se

q

(B.6)

L= 1" = [§ + (1~ 8)]°

- ( " ) (L= 8"
- i

d i _ pyn—i
> Z ( n ) (g~ 1)£ M {usando equagio B.5)

o\ (g~ 1y
d . g __ gyn—én

=D ( ; ) (g- 152 {S~ 15))% (usando equagbes B.3 ¢ B.6)
i={

17 n, d) gwnﬁ{{é}_

f

Aplicando, entdo, o logaritmo na base g a este resultado, tern-se que

log, V (n,d) < nH,(6). | (B.7)

B.3 Terceira parte

Considerando as equagGes B.4 e B.7, obtém-se que

im log, V (n, dn)
o T

= H,(6). (B.8)
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Se um codigo C possui urna distdncia minimna d e uma cardinalidade V {(n, d) minima
para esta distincia, entdo todas as palavras do espago F} possuem distdncia menor que
d para alguma palavra cdédigo. Entéo

L i ¥

Cl Ve (m d—1) 2 ¢" =
€1V, (n, d) > "

Considere a notagio A (n, d) para o maior valor de ¢* = |{(U] para o gual o cddigo
{n, k,d) existe. Tenr-se, entdo, que

Aln, YV (n,d) > g" =
logg{d(n,d)} +log (Vin &) 2 n=

logq[A{n,d)] -1 log, [V (n.d)]
n n

i

Agora, considerando d o maior valor possivel que satisfaga d < dn e aplicando o limite
quande n tende para infinito, obtém-se por fim, da equagio B.8, que?

gq|s ' g, ¥ {né
limm log g {4 {n, §n)] >1- lim log, [V {n, én}}] -

Fi o~ Tt Fioe 0N n

R(§)> 1~ H,(3).

14 saxa de informacioc assintética € definida como sendo

R(6) = lim logq[A{n,En)]‘
n 123

1
b
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