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Resumo

A Teoria da Informagio tem grande sucesso quando aplicada a sistemas ponto-a-ponto,
porém muitos problemas permanecem em sherto nos sisteras multi-ponto {sistemas de
comunicagio em rede), como por exemplo a determinacio da regifio de capacidade
(conjunto de taxas miximas simultineas para um conjunto de trangmissores) de certos
canais. A transmisso da informagio de uma fonte para um destino consiste na geragio
de eventos fisicos no lado da fonte e na observagio de eventos fisicos no lado do destino,
para sistemas em rede, tais eventos ndo podem ser totalmente ordenados. A auséncia
de ordenacio entre eventos foi estudada no dmbito da ciéncia da computagio por Carl
A. Petri que introduziu precisamente a nogio de “concorréncia” entre eventos. Assim &
natnral esperar que os problemas para ¢ célculo de capacidade de redes de comunicagio
possam estar relacionados com os problemas da modelagem de sistemas concorrentes,
sendo esta relacio a principal motivagio desta tese. '

As redes de Pefri s80 uma ferramenta bastante poderosa para a modelagem desses
sistemas captirando os conceitos de estado distribufdo, as relagbes de concorréncia e
causalidade entre eventos. Nesta tese inicia-se o uso de redes de Petri para a anilise
da capacidade de sistemas de comunicagdc multi-ponto. Neste sentido, é feita uma
extensio de uma medida de complexidade definida para as rede de Petri, denominada de
compressibilidade. Mostra-gse que a compressibilidade de uma rede pode ser calculada
a partir de uma matriz de adjacéncias associada ao seu grafo de cobertura. Também
sdo apresentadas algumas propriedades dessa medida. Usando a compressibilidade,
sio obtidas algumas conclusdes a respeito da representagio e do comportamento de
sistemas concorrentes.

S&0 apresentados exemplos de sistemas nfo-ruidosos concorrentes que geram sim-
bolos obedecendo restricdies semelhantes as restrigbes de um sistema de gravacao mag-
nética. Apresenta-se um método para o cdlcule da capacidade desses sistemas por
meio da modelagem em redes de Petri e de uma fungdo de rotulagdo convenientemente

definida que associa eventos fisicos com informagio.
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Abstmct

Information theory is a successfully discipline concerning point-to-point systems but
many problems in networked communication systems remain open as for example the
capacity region of some multi-user channels are unknown. Considering the very basic
fact that trasmission of information from a source point to a destination point is due
by choosing physical events on the transmitter side in order to cause physical events
on the receiver side, it is observed that in case of networked systems in general it is
impossible to obtain a total ordering of such that events. In other hand lack of ordering
of events in distribuied systems was explored by Carl A. Petri that has introduced the
precise notion of “concurrency” between events in the circle of the computer science.
The today well known Petri nets efficiently model aspects os concurrence and causality
between events. In view of comments above it is natural ask about relationship between
problems of capacity of networked communication systeras and modelling of concurrent
systems. This is the main motivation of this thesis.

In this thesis it started the use of Petri nets in the analysis of the capacity of multi-
point systems. To this end, a previous defined measure of complexity of Petrl nets
named compressibility is extended. It is shown that the compressibility of a Petri net
can obtained from an adjacency matrix associated with its coverability graph. Some
of the properties of this measure are presented. From compressibility definition, some
conclusions related to the representation and the behavior of concurrent systems are
presented.

Examples of concurrent noiseless systems generating sequences of symbols that obey
some constraints similar to those found in magnetic recording systerns. It is shown how
to calculate the capacity of such that systems by means Petri pets modelling and a

handy labeling function that associates physical events to information.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o seu Jangamento com o trabalho de Shannon [2], a Teoria da Informagio vem
obiendo grande sucesso nas mais diversas dreas do conhecimento, dentre elas destacam-
se as Telecomunicagdes, a Fisica ¢ a Ciéneia da Computacio [3]. Essa teoria facilita
a compreensio de diversos problemas, contribui para o desenvolvimento de sistemas e
fornece limitantes fundamentais para a transmissio da informacio.

Para os sistemas ponto-a-ponto, uma fonte e um destine, Shannon definiv medidas
objetivas tanto para a quantidade de informaciio gerada pela fonte (entropia) como
para a gquantidade maxima de informacio que pode ser transmitida (capacidade), com
probabilidade de erro assintéticamente nula, para o destino através de um meio de
transmissio. Essas medidas e os métodos para calenlé-las ja estdo bem definidos.

Nos sistemas de comunicaciio em rede, que sdo sistemas multi-ponto com virias
fontes e destinos, a teoria da informagio ainda ndo obteve 0 mesmo sucesss, pois as
medidas de informagio para esses sistermas ainda ndo estdo bem estabelecidas,

A aplicagio da teoria da informac8o em sistemas multiponto teve seu inicic na
década de 60 com outro irabalho de Shannon [4]. Nesse trabalho, foram estabelecidos
os Bmitantes inferior s{iperior para a quantidade méxima de informacio que podem
ser enviada simu}tﬁnemi‘ente pelas diversas fonte através de um determinado meio de

transmissdo. Muito tem sido realizado nessa érea [5], [6] e [7], mas ainda hoje observa-



se que existem muitas questdes em aberio [8] Como exemplo, os limitantes definidos
por Shannon em [4] ainda s30 os Yinicos resultados, em termos de taxas de transmissio
méximas, conhecidos para o meio ali tratado, e para outros cendrios nada pode ser
afirmado, como nos canais com interferéncia {7]. Portanto, observa-se que os métodos
atualmente usados para analisar esses canais niio fornecem as respostas desejadas, e
assim novos métodos de andlise devem ser procurados, & nesse sentido que esta tese se
posiciona.

Inicialmente observa-se que os os sistemas multi-ponto sio essencialmente sistemas
distribuides, e para entender os fendmenos que neles ocorrem, considere que a trans-
missdo de informacio de um pounto do espage {espago-tempo) para outro possa sexr vista
como a escolha de eventos fisicos no lado do transmissor para cousar eventos fisicos no
lado do receptor. Em sistemas de comunicagio ponto-a-ponto {(um transmissor ¢ um
receptor) a ordem em que o8 eventos sio escolhidos no transmissor ou que sio causados
no receptor pode ser completarnente descrita, e assim diz-se que esses eventos estdo
completamente ordenados. Entretanto, para sistemas de comunicagio em redes (véarios
transmissores varios receptores) devido & impossibilidade de sincronizagdo ou a distan-
cia relativa entre os transmissores, ou entre esses e os receptores, esse ordenamento
nem sempre € possivel, nesse caso diz-se que o0s eventos estdo parcialmente ordenados.
Esta impossibilidade de ordenamento de eventos define a relacio de concorréncia entre
esses eventos [9].

E possivel modelar esses sistemas usando diagrama de estados ﬁnitcsg, mas mostra-
se que a complexidade desses modelos pode anmentar exponencialmente com o nimero
de estados do sistema [10]. Para solucionar esse problema, outras formar de modelar
foram propostas. Uma dessas formas € usando redes de Peiri que sio uma ferramenta
matematica muito eficiente para tratar com sistemas concorrentes. Essas redes fem
sido usadas em muitas dreas da cigéncia da computagdo e sistemas a eventos discretos
incluindo engenharia de software, banco de dados, sistemas de informagio, protocolos
de comunicagio e redes de computadores {11, 10]. |

A teoria de redes de Petrl permite modelar sistemas Que apresentamn concorréncia,

9



conflito, paralelismo e distribuicio, portanfa pode-se investigar a aplicacio da teoria
de Petri no contexto da teoria da informagio para redes, esta é & motivagio principal
desse trabalho. Por outro lado, também £ possivel questionar como os resultados da
teoria da informagio podem ser aplicados no contexto da teoria de redes de Petri para
prover novos resultados e metodologias.

Neste trabalho, propoe-se um método para o caleulo da capacidade de sistemas que
apresentam concorréncia e cujas segiiéncias de simbolos devem obedecer a restrigdes. O
método proposto faz uso das redes de Petri e da extensfio de uma medida de complex-
idade previamente definida na literatura para essas redes [12]. A extensfo da definicéo
de complexidade para redes de Petri constitui a primeira contribuicdo deste trabalho.
Usando o modelo do sistema em rede de Petri e uma fungio de rotulagio dos eventos
do sistema, que sio obtidos do modelo, tem-se a segunda contribuigiio que consiste na
definicio de um sistema concorrente com restricio e de um método para o caleulo da
capacidade desses sistemas. Através desse método, é estabelecida uma relacdo entre
a capacidade e s complexidade do modelo em rede de Petri de um sistema concor-
rente com restricfo. Em seguida, sdo apresentados exemplos de aplicagio do método
proposto.

No texto desta tese tem-se no Capfiulo 2 uma imtroducdo as medidas de infor-
macao definidas por Shannon, no Capitulo 3 uma introdugdo & Teoria Concorréncia, a
descricio das tedes de Petri e algumas de suas variantes. Em seguida no Capitulo 4,
define-se a versfo estendida da medida de complexidade para as redes de Petrl, e 0
método de caleulo da capacidade dos sistemas concorrentes com restrigdo junto com
alguns exemplos. No Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes e as perspectivas de
trabalhos futuros. O texto conta com dois apéndices. No Apéndice A é feito o célculo
de vm limitante para a capacidade de canals cujas seqiténcias de entrada tem restrigho
e & obtids 3 densidade espectral de poténcia dessas seqligncias. No Apéndice B tem-se

um método de operagio em grafos rotulados que & usado no Capitulo 4.



Capitulo 2
Medidas de Informacao

Neste capfiulo sdo apresentadas algumas medidas de informag&o propostas por Shan-
non, Inicialmente, define-se a entropia como a medida da guantidade de informacéo
gerada por wma fonte ou por um sistema. Em seguida, apresenta-se a medida da
méxima guantidade de informacio que pode ser transmitida através de um meio, essa
meéi&a ¢ denominada de capacidade do canal. Para essa fltima medida dois casos
sdo considerados. No primeiro considera-se o canal sem ruido e no segundo a presencga,
do ruido. Para cada situacdo € descrita uma maneira de calcular a capacidade. Por

simplicidade, trataremos de fontes ¢ sistemas discretos e sem meméria.

2.1 Entropia

Os sistemas de comunicacBes sdo constituidos basicamente de uma fonte, um meic de
transmissdo e um destino. A fonte gera sfmbolos pertencentes a um alfabeto, e que
obedecem a uma distribui¢do de probabilidades. Os simbolos (ou blocos deles) sio
enviados através de um meio, a partir é&qui denominado canal de comunicagio ou
simplesmente canal, para um destino. No destino, observando a saida do canal, tem-se
como objetive obier uma estimativa configvel da informagdo enviada. A comunicagio

pode ser de um transmissor para um receptor como nos canals ponto-a-ponto, ou de



varios transmissores para diversos receptores como nos canais multi-ponto {também
chamados de sistemas de comunicagio em rede).

Shannon [2] definiv medidas objetivas tanto para a quantidade de informacao gerada
pela fonte, como para a quantidade radxima de informacdo que pode ser transmitida.
de forma confidvel através de um canal.

No caso da fonte, cujos simbolos pertencem a um conjunto &, baseado na dis-
tribuigde de probabilidades dos simbolos (p;} foi definida & medida de informaco de-

nominada entropia (H)
el

H(p)=-) plogp; (2.1)

el
sendo p = (p1, P9, .., Pix|)} © vetor de probabilidade dos | X | simbolos da fonte ¢ o
logaritme na base 2'. A eniropia & expressa em bits por simbolo. Ela fornece uma
idéla da complexidade da fonte, pois indica o nimerd minimo de bits gue pode ser
usado para representar cada simbolo univocamente |2).

Por exemplo, considere uma fonte que gera simbolos pertencentes ao alfabeto A =
{4, B,C, D} com distribuicio pa = 1/2, pp = 1/4, pc = 1/8 e pp = 1/8. A entropia

dessa fonte_ é

H{p) = - pilogp (2.2)

= 1, ';Elbits por simbolo.
O valor da entropia dessa fonte representa o niimero minimo de bits necessério para
representar univocamente cada um dos simbolos emitidos por ela, por exemplo observe
a Tabela 2.1. O codigo CODy vsa na média 1,75 bits por simbelo e cada palavra cddigo
representa univocamente cada um dos simbolos da fonte. Outra possibilidade & usar
palavras cédigo de tamanho fixo como o codigo COD, que usa 2 bits por simbolo,
observe que nesse caso os simbolos da fonte também sdo representados univocamente,

porém na média sfo nsados mais bits para cada simbolo do que em COD,. Observando

}Neste trabalho, a menos gue seja explicitamente especificada outra base, todos os logaritmaos séo

tamados na base 2

]



a entropia como uma medida de incerteza, o valor obtido indica o nimero minimo de

perguntas binérias para determinar qual simbolo foi emitido [13].

pz | COD; | COD,
/2] 0 60
/4] 10 | o1
1/8] 110 | 10
pliys| 1 | 1

QW on s

Tabela._ 2.1: Exemplo de cadificagio univoca de simbolos de uma fonte.

Seia 4 mesma fonte gerando simbolos com probabilidades py = 1, pp =0, po =0
e pp = 0. Nesse caso H{p) = 0, observando esse valor como uma medida de incerteza
dos simbolos gerados pela foriie, vé-se gue nd0 hé incerteza alguma com relagdo aos
simbolos de saida.

A medida de entropia definida acima trata com gpenas uma varidvel aleatédria.
Porém, quando se tem uma seqiiéncia de n varidveis aleatdrias pode-se questionar como
a entropia dessa seqiidncia cresce com n. Para tanto define-se a taxa de entropia

o .
1
H(X) = lim ~H(X), Xo, .., Xn) @3

quando o limite existe. Por exemplo, para varidveis sleatdrias independentes ¢ identi-
camente distribufdas (1.1.d.} tem-se que

H(x) = Im 2100, X, %) = m P ),

=00 T

Essa medida serd usada no Apéndice A para tratar de fontes cujos seqliéncias de sim-
holos devem obedecer a restrigdes.
A seguir a medida da quantidade de informagio -que pode ser transmitida por um

canal é apresentada.



2.2 Capacidade

0 canal de comunicagio € o meio peld qual os simbolos serfio transmitidos. Podemos
considerar a transmissdo de um ponto no espago para ontro, como na transmissio de
dados entre duas cidades, ou de um ponto no tempo para outro como nos sistemas de
gravagio [14].

Em ambos 0s casos, o canal tem como entrada uma mensagem cujos simbolos
pertencem a um alfabeto finito A. Devido ao ruido, que pode alterar as mensagens
enviadas, a mensagem observada na saida do canal nfo & necessariamente a mesma
que foi colocada na entrada. A capacidade (C), medida em bits por uso do canal, que
representa a taxa maxima de {ransmissfo de sfmbolos pelo canal sob uma probabilidade
de erro () assintoticamente nula.

0 Teorema a seguir, demonstrado por Shannon em [2], relaciona a entropia da fonte

com a capacidade do canal de comunicaghes.

Teorema 2.1 Sejo ume fonte com entropia H (bits por stmbelo) e um canal com co-
pacidede C {bits por uso do canal). E possivel codificar a seida da fonte para transmitir
e média % - ¢ sfmbolos por uso do canal sendo ¢ um. valor arbitrariomente pegueno.

Néo € possivel transmitir, de forma confidvel, em média, o taxas maiores que %

Observe que taxas malores gue C/H podem ser usadas, porém, nesse caso, nao
hi garantia alguma que & probabilidade de erro seja assintoticamente nula. O valor
da capacidade é um dos pardmetros de malor importancia no projeto de sistemas ou
¢6digos para transmitir em um determinado canal. Por exemplo, considere uma fonte
que gera | X | stmbolos equiprovéveis, a entropia dessa fonte é log | X | bits por
sfmbolo. Se a informagdo dessa fonte for transmitida através de um canal que tenha
capacidade de C; = log | & | bits por uso, a cada transmisso (uso do canal) toda a
informagfio gerada pela fonte sers passada pelo canal. Em outro canal com capacidade
Cy = log | X | /4 bits por uso, serfo necessdrias no minimo 4 transmissGes para

que a informacio gerada pela fonte possa chegar ao destino. O valor da capacidade



& de grande importancia para o conhecimento do canal e de suas limitacdes, portanto
pode ser usado come pardmetro basico no projeto dos sistemas e dos codigos que serfio
usados na transmissBo através desse canal.

A determinagiio da capacidade de um canal de comunicacfio pode ser feita con-
siderando dois casos. No primeiro considera-se o canal sem ruid.o & no segundo considera-
se a presenca do ruido. Pars cada caso existern métodos de célculo da capacidade. A

seguir na Segéo 2.2.1 ¢ primeiro caso & apresentado ¢ na Seglo 2.2.3 tem-se o segundo
£as0,

2.2.1 Capacidade de Canais sem Ruido

Neste trabalho trataremos de eanails e sistemas discretos.

Definicdo 2.1 Um canel discreto sem rutdo (DNC, do inglés discrete noiseless chan-
nel} asgociado a uwm congunto de segiéncias 8, é aquele gue ndmite o transmissdo

somente de segiiéncias perfencentes a &, sendo esta fransmissio livre de erros.

A capacidade (C) de um DNC foi definida como {2]
€ = lim logy N(r)

T300 T

; | (2.4)

sendo N{7) o ntmero de seqliéneias de comprimento 7 em S ¢ € a taxa méxima de
transmissdo da informagio através do DNC,

O canal acima descrito & dito ser unidimensional pois ele permite a transmissdo de
um sfmbolos por vez, a seguir € definido o canal sem ruido que admite transmissSes de

stmbolos em paralelo, denominados de vetores.

Definiciio 2.2 Um cenal discreto sem ruido bidimensionel (DNC-2D) associado a um
conjunto de segliéncias 8, € aquele que admite a transmissdo somente de segiiéncias de
vetores de comprimento m, denominados vetores de canel, cujos elemantos periencemn
a 8 e satisfazem a restrigfes nas segiidncias desses vetores, sendo esta transmissic

livre de erros.



No canal DNC-2D denomina-se um vetor com todos os componentes zero por ve-
tor zero de canal. Os vetores de canal podem ser por exemplo, os m simbolos
lidos/gravados em paralelo em um sisterma que permita a gravacio em varias trilhas.

A capacidade por componente para o canal DNC-2D, que tem vetores de canal com
m'componentes & definida como

1 i
=~ lim M, (2.5)
1 T0n T
sendo Ny, (7) 0 nimero de seqliéncias de vetores de canal comprimento v. A multipli-
cagdo do limite por (1/m) fornece & capacidade por componente, esse calculo tem por

objetivo fornecer uma base de comparagio com o caso unidimensional.

2.2.2 Célculo da Capacidade usando Matrizes de Adjacéncias

Nesta secdo, & apresentado um método para o cilenlo da capacidade de canais sem
ruido [2].

Um diagrama de transicdes de estados finitos (FSTD do inglés, Finile State Tran-
sttion Diagmm) consiste de um grafo cujos vértices representam os estados do sistema,
e um arco entre dois estados represents uma transicZo entre eles,

Dado um diagrama de estados finitos, é possivel associar e ele uma matriz denomi-

nada matriz de adjacéncias definida a seguir.

Definicio 2.3 A mairiz de adjocéneins de um diagrame de transigdo de estados finitos
com n estados, denotada por A € uma metriznxn sendo o elemento (4, §) desss matriz

o ndmere de arcos nesse diagrama do estedo 1 pare o estade §.

Desse modo, a matriz de adjacéncias contém a informagéo das quantidades de cami-
nhos de tamanho um entre dois estados quaisquer, porém ela nfo mostra qual simbolo
foi emitido nessa troca. Por exemplo, seja o diagrama de transigio de estados finitos
apresentado na Figura 2.1, sua matriz de adjacéncia & apresentada na Equagio 2.6.
Observe que as linhas e as colunas de A sfo indexadas pelos estados do diagrama,

nesse caso Sy, St € S,



) (s )—

Figura 2.1: Diagrama de transicio estados finitos com trés estados.

0160
A=1101 (2.6)
1 60

A soma dos elementos da matriz A é igual a quantidade de caminhos de compri-
mento wm no FSTD correspoxzdenta. ‘Sendo A! a multiplicaciio dessa matriz por ela
mesma [ vezes, 05 elementos ay; da matriz resultante representam a guantidade de ca-
minhos de comprimento I entre os estados 1 e §. E assim, a soma de todos os elernentos
de uma matriz A & igual 2 quantidade de caminhos de comprimento [ no diagrams a
que essa matriz estd associada.

Assim, a matriz de adjacéncia fornece a quantidade de caminhos de comprimento 7,
{N(7}), através da soma dos elementos de A", Portanto, & possivel usé-la para calcular
a capacidade do sistema que ela representa. Mostra-se [2], {15], que a capacidade de
um sistema com matriz de adjacéneias A, & igual ao logaritmo do maior autovalor
dessa matriz. A teoria de Perron-Frobenius {13, p. 106] garante que as matrizes de
adjaceéncias tem somente um antovalor real positivo maximo.

Caso os arcos do FSTD sejam rotulados, o método do céleulo da capacidade usando
a matriz de adjacéncias somente ¢ valido se em cada estado desse diagrama os arcos
gue partem forermn rotulados com sfmbolos distintos. Um diagrama desse tipo & dito ser
resolvido a direita {do inglés, right-resolving) [15]. Diagramas resolvidos a direita sio
ditos deterministicos, pois dados ums, palavra w e um estado I desse diagrama existe no
maximo um caminho gue inicia em 7 e é formado pelos simbolos de w. Por simplicidade,

J4 que um FSTD & um grafo, nessa tese serd usado o termo grafo deterministico para
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um diagrama resolvido a direita. Caso o diagrama nio seja resolvido a direita, para que
seja possivel aplicar o método da matriz de adjacéncia para 6 célculo da capacidade,
deve ser aplicado um algoritmo que gera um novo diagrama que representa as mesma
seqiiéncias de stmbolos mas & resolvido a direitd. Urn desses anoﬁtmos & a construgao
por subconjuntos apresentado no Apéndice B.

Uma das dificuldades para obter a capacidade usando o procedimento aqui descrito
é a obtengdo do FSTD e conseqgiientemente a matriz de adjacéncia. Em alguns casos,
se o mimero de estados for pequeno, & possivel obté-la usando uma busca exaustiva
pela observacio para cada um dos estados quals as adjacéncias. Entretanto, a medida
que a quantidade de estados aumenta esse procedimento torna-se impraticavel. Por-
tanto, outros métodos gue possam fornecer essa o FSTD ou a propria matriz devem
ser buscados. Uma das solugles para esse problema é obter métodos recursivos que
fornecam essas matrizes, outra possibilidade € usar alguma modelagem que fornega
de forma sisteméatica os estados e as relagGes entre eles. Como exemplo desse dltimo
método, Sindhuhsyana [16] em suna dissertagio de mestrado propss um método que
parte de uma lista de seqiiéncias de simbolos ndo permitidos pelo sisterma e obtéro um
grafo que representai-o.

O céleulo da capacidade através da matriz de adjacéncias de um canal é valido
somente quando o canal & sem rufdo, na presenga de rufdo a anélise da capacidade de

um canal muda conforme apresentado na proxima segio.

2.2.3 Capacidade de Canais com Ruido

O ruido no canal de comunicacdo pode modificar algumas caracteristicas da mensagem
transmitida, e portanto a mensagem recebida ndo é necessariamente a enviada. A
mensagem transmitida (X € &) quando passa pelo canal perde uma dada goantidade
de informacio e na saida do canal tem-se a mensagem recebida (Y € X'}, Vale observar
que dependendo do canal os alfabetos de entrada e saida podem ser diferentes. A

perca de informacfio pode ser medida usando a entropia de Y condicionada a X, com
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distribuicdo conjunta p(z,y), definida como
HX|Y)==3"% pl=.v)logpy|z). (2.7)
zeX yey

Usando a entropia de ¥ e a entropia condicionada H{¥ | X) tém-se a informagio

mitua entre a entrada e saida, dada por
HX;Y)=H{Y)- H({Y | X).
A capacidade do canal é definida como o méximo da taxa acima.

Definigio 2.4 (Capacidade na presenca de ruido) A capacidade C de um canal
discrelo sem memdrio ruidoso, com entrade X € X com distribuicGo p, e saida Y €Y

€ o mdzime teze de transmissdo é dada por
C=maxI(X;Y)
P
sendo o mdrimo com relagdo a todas as possiveis distribuicdes de entrada p.

Se o canal ndo tem rufdo e a fonte tem alfabeto | X [entBo ¥ =X e H(Y | X} =0
entdo J(X,;Y) = H(X). Nesse caso retorna-se ao canal sem ruido, e o método da
segfo anterior pode ser usado. Como o méximo da entropia & H(X) = log | A | para
uma distribuicio p eqiiiprovavel tem-se gue ¢ = log | X |, esse & o méaximo valor
da capacidade. No outro extremo, se o ruido é tal que a entrada e saida se tornam
independentes H{Y | X} = H(Y) e I(X;Y)} = 0 entdo C == 0, nfio & possivel transmitir

nesse eanal.

2.3 Capacidade em Sistemas Muli-ponto

No easo de sistemas ponto-a-ponto, a capacidade € suficiente para representar a méxima
taxa de informacio que pode ser transmitida, pols tém-se apenas um transmissor € um

receptor. Para sistemas multi-ponto o conceito de capacidade tem que ser estendido
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para uma regifo de capacidades. Uma regifio de capacidade define os conjuntos de
taxas méximas que os usudrios podem transimitir simultaneamente.

A Teoria da Informagio multi-usuério teve infcio com o trabatho de Shannon [4], no
qual foram introduzidos os canals bidirecionais (fwo-way). Nesses canais dois usuérios
trocam informagdes simultaneamente usando um canal comum e as informacdes em
um sentido interferem nas enviadas no sentido oposto. Shannon definiu os limitantes
inferior e superior para a regifio de capacidade e ainda hoje somente se conhece esses
limitantes. Alguns codigos definidos para esses canais atingiram taxas acima do lim-
itante inferior {17]. Vérias técnicas tem sido usadas na busca da regido exata, por
exemplo o uso de fractais [6], mas essa regido ainda n#o foi encontrada.

Existemn outros canais multi~usuérios como os canais de Acesso Multiplo, nos quais
virios usudrios enviam informagfo pelo mesmo canal para um destine [5] e o canal de
difusiio (Broadeast) no qual uma fonte fransmite informagSes para varios usnérios por
um mesme canal [3].

E importante observar que as técnicas usada atualmente para determinar a regifio de
capacidade de sisternas multi-ponto ndo foram suficientes para determinar essa regifo,
e assim deve-se procurar outras metodologias que possibilitem a analise desses canais

para que possam ser usados nos cileulos de suas regides de capacidade,

2.4 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas algumas medidas de informacio definidas por Shan-
non. No caso da entropia de uma fonte, fol mostrado que ela pode ser obtida pela taxa
de crescimento da quantidade de seqiiéncias distintas que essa fonte produz, No caso do
canal, foi apresentada a medida da quantidade de informacgo que ele pode transmitir
e foram considerados dois casos, a auséncia e presen¢a do rufdo. Para cada caso foi
apresentada a defini¢do da capacidade.

Tanto na definicao de entropia quanto da capacidade pressupde-se um ordenamento

dos stmbolos emitidos pela fonte ou enviado/trapsmitidos pelo transmissor/receptor.
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No préximo capitulo serd mostrado que nem todos os sistemas tem a caracteristica
que os simbolos sejam ordenados, e para tratar com esse tipo de sisterna serd definida
a concorréncia e algumas ferramentas para modelar 03 sistemas que apresentam esse
fendmeno. Usando uma dessas ferramentas, no caso as redes de Petri, serd mostrado
que & possivel caloular as medidas de informagdo para sistemas concorrentes usando

essas redes como base.
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Capitulo 3

Redes de Petri e Qutros Modelos de

Concorréncia

As medidas de entropia e capacidade requerem um conhecimento prévio do compor-
tamento {em termos de distribuigbes de probabilidades) da fonte e do canal respe-
ctivamente. A anslise do comportamento de um sistema pode ser feita através da
observacio do proprio sistema ou de um modelo para ele, o que normalmente é prefe-
rivel principalmente numa fage de projeto. Para isto, faz-se necessirio uma ferramenta
de modelagem que seja capaz de capturar os fenémenos que ocorrem no sistema para
que seja possivel representéd-lo o mais fielmente possivel. Neste capitulo, é feita wma
introdugio a uma ferramenta de modelagem chamada redes de Petri. Essas redes
tem dentre outras caracteristicas, a de serem apropriadas para modelar sistemas gue
apresentam concorréncia.

Inicialmente, partindo do principio que a cada ocorréncia de um evento pode-se
associar um ponto no sistema de coordenadas espacoxiempo, & feita uma introdugio
a concorréncia e mostra-se como esse fendmeno & modelado pelas redes de Peiri. Em
sepuida, as redes de Petrl sfio definidas e algumas de suas caracteristicas sfo apre-
sentadas. Outras formas de modelar & concorréncia sio descritas e finalmente siio

apresentadas algumas conclusGes.



3.1 Concorréncia

Considere a execucic de um processo qualquer, descrita com o nivel de detalhes dese-
jado. Os elementos z que representam as ocorréneias do processo podem ser identifica-
dos por coordenadas z = {r(z},t(z)) em que r{z) refere-se as coordenadas do espaco e
t(z} as do tempo, esses elementos s80 agrupados em um conjunto X. Se esse conjunto
é ordenado por uma relago bindria < que indica dependéncia causal, entio a < bse e
somente se um sinal fisico inicia em o e termina em b, sendo e, b € X [18].
A velocidade dos sinais fisicos estd limitada pela velocidade de luz ¢. Se um sistema
de eoordenadas espago X tempo & construido (Figura 3.1) e sio marcadas as ocorréncias
de z e y, tem-se Ar a disténcia espacial entre z e y, € At a diferenca de tempo entre

suas ocorrénelas, entio

o<y == (Ar)? <F{AH)® ANAL> O, (3.1)
-i:,t X o
. ( s
I A
‘l!.',:a.‘x .--_
S T

Figura 3.1: Eventos no sistema de coordenadas espago X iempo.

Na Figura 3.1 as curvas ¢-} e —c- ¢ correspondem as linhas que um sinal que parte
de z com a maior velocidade possivel (velocidade da luz ¢ descreve. Os eventos dentro
da regifio definida por esses linhas (denominada de cone de luz), por exemplo y, podem

receber os sinais enviados de z obedecendo a Bquagio 3.1. Para os eventos fora dessa
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regido, por exemplo z, n3o & possivel satisfazer a relacio apresentada na Equagdo 3.1

e portanto ndo pode haver troca de sinalizacio entre esses eventos e .

Assim, é possivel definir uma ordem parcial estrita (SPO do inglés, strict partial
order) SPO{X, <).

Definigdo 3.1 {Ordem parcial estrita)

SPO(X,<): Vz,y: z<y=zgeXAycX
A YzeX : mz=<x)

A Vo, y,weEX @ z<y Ay=<w = 2<w.

Numa ordem parcial estrita & possivel definir uma relagio de “desordem” como
~{z < y) e ~{y < z). Essa relagio foi definida por Carl A. Petri ¢ & chamada de

concorréncia {co) {18}, ou seja
zeoy € z,ye€X A -(z<y) A ={y<x). (3.2}

Entfo, a ordem parcial estrita (X, <} pode ser vista como uma representacio da
histéria das ocorréneias de um processo. Se X é totalmente ordenado?, entdozcoy <
Z = y e a concorréncia fica confinada a identidade [9}.

Fisicamente, quando da ocorréncia de dois eventos z e & diz-se que eles 580 concor-
rentes se ndo for possivel satisfazer a relagdo apresentada na Equacio 3.1, pois nesse
caso ndo é possivel qualquer troca de sinalizacio entre eles. Por exemplo, na Figura 3.1
tem-se I co 2, pols z estd fora do alcance do cone de luz de = .

Dois elementos sZo ditos concorrentes se ambos ocorrem sem influenciar wmn ao
outro. Note que, concorréncia ndo significa necessarinmente sirnultaneidade [19), como
pode ser observado na Figura 3.1 tem-se z co z, portanto nenhuma sinalizacio pode
ser trocada entre eles, e esses eventos ndo ocorrem ao mesmo tempo. Por outro lado,

a relacdo de causalidade {I¢) entre dois elementos z e y definida como

Thye r<yony<rz, | {3.3)

1Em um ordenamento total os elementos do conjunte X tem que chedecer, além das trés condiches

de ordenamento parcial, uma guarta condiglio dada por Vz,gou s < you gy < 2.
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acontece entre elementos que tem uma dependéncia causal e portanto suas ocorréncias
satisfazem a Equagio 3.1. Da Figura 3.1 tem-se x i .

Exemplos de concorréncia ocorrem por exemplo em sistemas relativisticos compos-
tos de corpos em movimento, pois dois corpos podem ter percepedes opostas da simul-
taneidade ou mais geralmente da ordem temporal dos eventos. Outros exemplos sdo
sistemas com multiplos processadores, sistemas distribuidos e redes de comunicagio.

Partindo de axiomas baseados em conceitos da Fisica, Petri apresentou a Teoria
da Concorréncia como uma base geral para a teoria de redes® [16]. Ela pode ser
concebida corno uma combinagio de axiomas que incluem causalidade e concorréncia.
Uma caracteristica essencial da Teoria da Concorréncia & que a relagdo de concorréncia
co determina univocamente uma rede causal e assimn uma ordem causal, que realiza
exatamente as restrigoes de concorréncia dadas por co [20].

Uma estrutura de concorréncia CF8 (do inglés, Concurrency Structure) & uma tripla
que consiste de um conjunto X {que pode ser finito ou infinito) e duas relacdes binérias,
li e co, definidas em X que satisfazem os axiomas da concorréncia de Petri [19].

O conjunto X pode ser particionado em dois conjuntos S e T tais que SUT = X
e SNT = 0. O conjunto S sers relacionado com elementos passivos que sdo denomi-
nados de estados. Esses estados sao modificados por elementos do conjunto T' que sao
relacionados com os elementos ativos denominados de eventos. Uma caracteristica das
redes & g particdo dos seus elementos em dois tipos: lugares que representam elementos
passivos ¢ transighes que representam elementos ativos. Assim, dada uma estrutura de
concorréncia 8 = (X, li, co}, naturalmente faz-se a associagéio de estades com lugares
e de eventos comn transicbes dessa estrutura.

A relacio de fluxo no espago-tempo indica a escotha de uma. certa diregdo no tempo

na qual ¢ fluxo (do estado distribuido) é orientado. No nivel de concorréncia nio exisie

2Uwma rede consiste basicamente de um conjunto de elementos interconectados. Essa interconexso
representa alguma relachio entre os elementos. Por exemplo dado wm conjunto de pessoas € possivel
formar uma rede usado esse conjunto se dois elementos s3o conectados se eles tem algum gran de

parentesco.
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umna diregdo privilegiada. A partir de wma estrutura de concorréncia C8 = (X, i, o)
& possivel encontrar redes com diferentes orientagbes das relacdes de fluxe. Analisando
a din&mica dessas redes observa-se que algumas delas sio equivalentes as estruturas
concorrentes, no sentido gue representam o fluxo do estado distribuido. Mostra-se
ainda que existe no minimo uma dessas orientagBes que & dita ser consistente, que &
uma relagdo F orientando cada par de vizinhos imediatos® z #m y em exatamente uma
dire¢io. Do ponto de vista de um elemento z a relagio F~'[z] indica os elementos
que tem efeito direto em =, e Flz] os elementos que sio diretamente afetados por z e
FrF~1m={.

Além da particio dos seus elementos em lugares passivos e transiches ativas, outra
caracteristica importante das redes é que elas sfio objetos matematicos apropriados para
capturar as idéias de estados e mudancas de estados, além da possibilidade de expressar
relagbes de cansalidade e concorréncia por meio de simples relagBes de fluxo [21].

Portanto, para modelar uma estrutura de concorréncia podem ser usadas as redes.
A seguir sio definidas um tipo de redes denominadas redes de Petri.

3.2 Redes de Petri

As redes de Petri sfo uma ferramenta de modelagem matematica com wma represen-
tagdo grafica [22]. Uma rede de Petri & um grafo direcionado, ponderado e bipartido
consistindo de dois tipos de nés, denominados logares e transicbes, sendo que arcos
podem ser ponderados e sfio direcionados de lugares para transicdes ou de transicdes
para lugares. Na representacfio gréfica, lugares sfio representados por circulos e as
transicbes por barras ou retdngulos, veja Figura 3.2. A cada lugar pode ser associado
um inteiro positivo representado graficarnente por pontos deutro desse lngar gue sdo

denominados de fichas.

34 vizinhanga imediata imiz] de algum evento em X contém todos os estados locals gue s80
modificados por esse svento. A vizinhanga imediate imfz] de wm estado local @ contém aqueles

eventos que mudam »,
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Transigio

Ficha

Figura 3.2: Exemplo de rede de Petri.

A seguir tem-se a definigio formal das redes de Petri [10].

Definicéio 3.2 (Redes de Petri Lugar/Transicio) Uma rede de Peiri lugar/transicéo
¢ uma quintuple (P, T, F,W, M), sendo:

L P={p1,p2, - .Pm} € um conjunto finito de lugares,
2. T == {t1,%0, -+ , t¢} € um congunio finito de transigdes,
8 FC{PxTYU{T % PY 6 um conjunto de arcos,

4. W:F—{1,2,3,-} €a fungdo de ponderacio,

5 My:FP - {0,1,2,3,-<-} € o marcacdo inicial,

6. PNT=0ePUTH#.

A definigio formal de redes de Petri fol feita em termos de redes lugar/transicao,
que serdo algumas algumas vezes simplesmente denominadas de redes de Petri, apesar
de existir outros tipos como as redes condigio/eventos, redes coloridas, dentre outras.
A definicio foi feita dessa forma pois este tipo de rede serd predominantemente usado
nos resultados gue serfio apresentados mais adiante,

A marcacBo, denotada por M, & um vetor de m componentes, sendo m o nimero
total de lugares da rede, em particular M{p;) ¢ € {1,2,..., m} denota que na marcacio
M o inteiro M{p;) estd associado ao lugar p;. Nesse caso diz-se que o lugar p; contém
M(p;) fiches.
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Nessa tese, o interesse malor recal sobre o estabelecimento de medidas de com-
plexidade e de capacidade, o que pede a representacio explicita de todas as a¢des
concorrentes e de seus efeitos nos sistemas analisados. Por esse motivo, a seméantica de

passos (steps) fol escolhida. Os passos de uma rede sio definidos a seguir.

Definigaio 3.3 (FPasses) O conjunie de Passes® de uma rede de Petri é definido
como 8= {F: ECT, E#B}.

Deve ser observado que o conjunto vazio de eventos ndo pode ser considerado nm
passo valido. Além disso, ndo se faz qualquer observacdo a respeito da ocorréncia ou
130 dos passos de uma rede, pois quem definird suas ocorréncias serd a regra de disparo
definida na proxima secBo. Quando o passos consistem somente dos subconjuntos de
mesmo tamanho {com a mesma quantidade de eventos, todos habilitados concorrente-

mente) é dito que neste caso se considera apenas os passos vilveis.

Definigho 3.4 (Pré e Pés-conjuntos) Seja umg rede de Petri (P, T, F, W, M) ¢
re X,

(1) *z={y€ X|(y,z) € F} é v pré-conjunto de z.
(2) z*={ye€ X|(z,y) € F} € o pds-conjunto de .
(8} *z* ="z U z".

A seguir, a regra que rege a ocorréncia de um passo denominada de regra de disparo

& apresentada, e a mudanca de marcagio causads pela ocorréncia desse passo.

44 ocorréncia de um passo em uma rede representa a ocorréncia de uma agio no sistema modelado
por esta rede. O termo evento em redes Petri & usado para representar a ocorréncia uma (inica

frangicio,

21



3.2.1 Regra de disparo

Dependendo da aplicagdo, varias interpretacdes podem ser associadas aos elementos de
uma rede de Petri, mas em todos os casos marcagfes representam estados distribuidos
do sistema modelado por essa rede. Neste trabalho, lugares s8o associados a estados
locais e as ocorréncias das transicoes a eventos locais.

A ocorréncia de um evento em um sisterna é representada no seu modelo em rede
de Petxi pelo disparo da tramsi¢fio correspondente aquele evento. De forma
andloga, quando todas as transicdes que formam um passo podem disparar, as condigdes
para isso serdo estabelecidas a seguir, diz-se que elas estdo habilitadas concorrente-
mente, o disparo em conjunto dessas transictes sera denominado de disparo de passo.
A regra de disparo descrita nessa secio especifica sob que condigdes wma marcagio M
habilita concorrentemente um conjunto de transicdes, e como & ocorréncia desse con-
junto de transi¢des muda a marcagio M pars uma nova marcagio M’. Os axiomas a

seguir [11] definem precisarente as consegiiéneias da ocorréncia de um passo:
Al: Um passo transforma uma marcacio M em outra marcagio M.
A2: Passos sf0 a Unica fonte de mudancas numa rede de Petri.
A3 Um passo F estd habiﬁtado-se Vi, € E: pe = M{p) > W(p, k).

A4: (Regra de disparo)} Se um passo F ocorre em uma marcagio M produzindo uma
nova marcagio M’ (representada por M{E)M’), entdo para todo t; € E, W(p, t;)
fichas s3o removidas de cada lugar em *f; e W (i, p) fichas sio acrescentadas a

cada Tugar p € 1{.

Estes axiomas definem precisamente a nogio de fransi¢do em wm passo de uma
marcacio A para uma nova marcagio M’ pela ocorréncia de nm conjunto B € T,
isto &, um conjunto de transicdes concorrentes que podem ocorrer numa rede de Petrl.
Nesse caso diz-se que M’ & alcangada 3 partir de M,

O exemplo a seguir ilustra os conceitos de transigdo em um passo e de concorréncia.
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Exemplo 3.1 A rede de Petri mostrade na Figura 3.9 repreéenta um sistema com
dois usudrios ou processos (1 e 2} que disputam wm mesmo recurso, o disperibilidade
do recurso € modelods pele presenca de uma ficha no lugar py. O usudrio 1 (8) pode
acessar o recurse, representedo pelo disparo de transig@o i (1), em seguida liberd-
lo, disparo de t3 (ts). Seguindo o segiéncin de disparos de trensicées do usudrio 1, iy
seguida de 3, a marcagio apresentade na Figura 8.4 € alcangada. Nesta nova marcagdo
o usudrio I pode realizar alguma operagdo gue ndo necessita do recurso, representeda
pelo disparo de ty. Jd o usudrio 2 pode acessar o recurso, que ugore estd disponivel

para ele. Observe que as ocorréncias dessas transigdes representam eventos locais.

Usgirio § Uswdrio 2 ]
008 Ps
£ o W 2
pelw )L (e]) L e
’ CARNEE
1 J, . el 1
I S ey, T8
| 1 |
7 p Y £y P
pl A3 ‘[/ B \°"~r"}% "'.__..-‘} p’?
! 1/ ] 4
: — [t
g ts

Figura 3.3: Modelo em rede de Petri para o sistema com dois usuérios,

Apenas pars salientar o efeito da ponderagdo dos arcos ohserve que na Figura 3.3
05 arcos que saem de pg para a transico 44, e de ¥ para ps tém peso 2, os demais
tém peso 1. No caso dos arcos com peso 1 convencicna-se em ndo escrever esse valor.
Ao disparar 4 duss fichas s@o retiradas de ps e uvma € criada em pg, analogamente o
disparo de f5 retira uma ficha de p; ¢ cria duas em py.

Na marcagio apresentada na Figura 3.4, as transigOes i; e £, estfo habilitadas
concorrentemente, portanto essas transigBes podem ocorrer independentemente ou si-
multaneamente, assim tem-se 0s passos e; = {£1}, eg = {f1} ¢ 3 = {11, {4}, aqui tem-se

um exemplo de concorréncia. O dispare de qualquer desses passos seguindo & regra
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Figura 3.4: Modelo em rede de Petri para o sistema com dois usudrios apés a seqiiéncia

de transicies fal3.

de disparo definida nessa secdo muda a marcagio da rede e assim tem-se a transigio
eI Um passo.

A quantidade de fichas em um determinado lugar da rede é dada por M{p) =
Wt p) — Wi(p, ;) sendo i € *p e j € p*. Portanto, & possivel que a quantidade de
fichas que ¢ adicionada sempre seja maior que a quantidade retirada, o que implica em
um crescimento da quantidade de fichas nesse Iugar, se essa quantidade sempre cresce
diz-se que a rede & ilimitada. Porém, se em todas as marcagdes da rede os lugares tem
um nimero méximo de fichas fixo, diz-se que essa rede & limitada.

Na rede da Figura 3.3 é possivel observar que as transi¢des ¢ e {4y podem disparar,
nesse caso diz-se gue elas estdo habilitadas. Ao disparar 2, a marcagio € modificada
como Hustrado na Figura 3.5. Nessa nova marcagio a transigdo §4 ndo pode mais
disparar, pois uma de suas condigdes de entrada, ficha no hugar py, néo é mais satisfeita.
Da mesma forma se, partindo da marcagdo inicial ocorrer o disparo de 24, gerando a
marcacio ilustrada na Figura 3.6, % nfio estard maig habilitada. Nesse caso, diz-se gue
essas duas transicGes estdo em conflito.

Lembrando que uma marcacio M’ & alcangdvel a partir de outra marcagio M se
existe uma seqiiéncia de passos que apds os seus disparos levam de M para M, se

iniciando de My e dos passos que essa marcacgio habilita forem obtidas as marcagdes
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Figura 3.5: Marcaciic ap6s o disparo de #,.

3 Usudria | Usunirin 3
PZ I-}Q- pS
—® | Q] O
T 0 S
A /i" \1\ 12 |
“ :11E ty {/ ! b
T W
I
SR \ofe S
pl 1\."’._’. 3KTI ;) \‘.‘ e '}% . ‘__.-; ??
i Lo i
! . o }
Ly s

Figura 3.6: Marcaglo ap6s o disparo de #y. -

alcangadas, e repetindo esse processo para todas as marcacfes obtidas tem-se o conjunto
de todas as marcagfes da rede denominado conjunto alcancével, que é denotado por
R{M,) {10, p. 547]. Uma rede de Petri & dita ser viva se independente de qual marcagio
tenha sido alcangada a partir de My, sempre & possivel disparar qualquer transicdo da
rede apos uma seqiiéneia de passos.

Para representar a relacao entre marcaches e passos, seja a seguinte definigdo.

Definicdo 3.5 (Grafo de cobertura) O grafo de cobertura G = (M, £} de uma rede
de Petri (P, T,F,W, My ) ¢ um grofo direcionade {cuja raiz € My), ¢ o conjunto de
vértices M € o conjunto de todas as marcagdes e, £ C S o conjunic de arcos conectando

dois vértices M, M’ tais que M{E) M', sendo que M e M’ estio em M ¢ E € £.
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Para redes limitadas o grafo de cobertura é denominads de grafo de alcangabilidade.

Para construir o grafo de cobertura inicia-se com a marcacio M, e obtéme-se o
conjunto das priximas marcages alcangadas diretamente pelos disparo dos Passos
habilitados em M. Para cada nova marcacio, obtém-se os passos habilitados e as

marca¢bes alcangadas pelos disparo desses passos. O grafo de alcancabilidade para a
rede da Figura 3.3 & ilustrado na Figura 3.7.

~ M= {0.1,0,1,2.0,1

%

(M= {0.0,10,2,0,0)

il
/3 )

(M= (1.00.12,00) M= {0,1.0.1,0,1.0}

A £¢\ tle i /2 !
L [1\45—;{1,0,0,0,0,1,0} Mg= {0,0,110,{},0‘1}) .
. R t3

{ My (1,0,0,1,0,0,13}

Py

Figura 3.7: Grafo de alcancabilidade pars a rede de Petri da Figura 3.3.

Observando a Figura 3.7 é possivel observar os passos vidvels {fs,%7}, {{1,%4},
{t:, %5}, {ta,%s} e {t1,%}. E possivel construir uma grafo de alcangabilidade usando
somente o5 passos vidveis, Esse gafo serd usado mais adiante.

Um grafo é deterministico se, em todos os vértices I € V, os arcos de saida sdo
rotulados distintamente. Dos axiomas Al-A4 tem-se que o grafo de cobertura & deter-
ministico, pois em cada marcacio da rede os passos que estdo habilitados s8o distintos
e como essas marcagoes sdo os vértices dos grafo de cobertura e os arcos séo rotu-
lados pelos passos, tern-se que de cada vértice saird um conjunto de arcos rotulados
distintamente.

Se a rede & ilimitada, existem alguns lugares nos quais o nimero de fichas cresce



indefinidamente, e assim a rede de Petri tem um nfimero infinito de marcacdes. Uma
solugdo para obter um grafo de cobertura finito, no caso da rede ser ilimitada, & repre-
sentar um conjunto de marcagBes cujos vetores, que sio marcagdes da rede, se diferen-
ciam gpenas pelo acréscimo de fichas em algumas posi¢des, enguanto outras se mantém
constante. Por exemplo, o conjunte de marcagdes M; = {1,0,1,0}, My, = {1,1,1,0},
Misg = {1,2,1,0}, ..., Miyp == {1,n,1,0} , .. podem ser representados pelo vértice
M; = {1,,1,0}, sendo o sfmbolo w um inteiro ndo negativo. Mostra-se em [22] que o

nimero de vértices no grafo de cobertura é sempre finito.

Exemplo 3.2 Uma rede de Petri ilimitada 4 mostrada ne Figure 8.8{c). O grafo de
cobertura deste rede € mostrado na Figura 3.8(b).

)"“'n.n
t . rrrr————; )

(M (100,11 i Mgm 1100] b——tef Mye (1008} 1'%
L

(/ﬂ\ 1 3 "'l';
2{ | Mz={oel)]
s’

{a) Rede de Petri, {b} Grafo de cobertura.

Figura 3.8: Uma rede de Petrl ilimitada e seu grafo de cobertura.

Mesmo com a possibilidade da representagio compacta do grafo de cobertura nos
caso das redes ilimitadas, as rede de Petri estdo sujeitas ao problema de explosdo de
estados [23], pois um sistema com poucos estados locais pode ter muitos ou infinitos
estados globais, o que leva a uma grande quantidade de marcagbes no modelo desse

sisterna. Existem outras solugbes gue tentam representar os estados de forma mais
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compacta como em Diagramas de decisfio bindria [24], Stubborn Sets [25] e desdobra-
mento da rede {Unfolding) {26]. Por nfo serem usados nesta tese estes métodos nio
serdo descritos.

As redes de Petri também podem ser classificadas como de baixo ou de alto nivel.
A caracteristica fundamental que classifica wma rede como sendo -de alto nivel esid
na possibilidade de associar tipos distintos as fichas, o que nfo & possivel em rede de
baixo nivel como a rede lugar/transicio. Fazendo um paralelo com as linguagens de
programagdo, as rede de baixo nivel estfo para o Assembly assim como as de alto nivel
estdo para as linguagens C oun Pascal. Essa possibilidade de diferenciar ¢ tipo da ficha
em um mesmo lugar possibilita s redes de alto nivel um poder de compactagio dos
modelos, como ocorre nas lingnagens de programacio.

Os resultados desse trabalho foram baseados nas redes lugar/transicio, que per-
tencem & classe de rede de baixo nivel, porém foram feitas algumas aplicacBes usando
um tipo de rede de alto nivel denominada de rede de Petri Colorida, que serd apresen-

tada a seguir.

3.3 Redes de Petri Coloridas

Como extensfio das redes de Petri Lugar/TransicBo, que pertencern a classe de re-
des denominadas redes de baixo nivel, apresentadas na secfo anterior, aqui sfo de-
scritas as redes de alto nivel denominadas redes de Petri Coloridas [27]. Vale salientar
que os modelos em redes coloridas tambérm podem ser implementados com redes Lu-
gar/Transigio, porém em algumas situaces o modelo usando esse tipo de rede pode
ter muitos lugares e transigbes como também estruturas repetidss, que podem ser
compactadas nas redes Coloridas.

Uma rede de Petri Colorida (CPN, do inglés Coloured Petri Net) [27] é uma tupla
{(£,P, T, A, N,C,G, E, I, que satisfaz os requisitos:

1. & & uma conjunto ndo vazio finito de cores,
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2, P & um canjunto finito de lugares,
3. T & um conjunto finito de transi¢des,

4. A & um conjunto finitos de arcos tais que PNT=PNA=TMNA=0

3 Nt A2 PxXxTUT x P& uma funcdo de nd,
6. : P— T éuma funcéio cor,
7. G : T — EXPRESSOES & uma fungdo guarda, tal que

Vi € T: [Type(G(2)) = BOOLEAN A Type(Var(G(t))) C %),

8. E:A— EXPRESSOES & uma fungéo de expressdo de arco tal que
Va € A: [Type{E(a)) = C(pla))ns A Type(Var(E(a))) C T
sendo pla) & o conjunto N{a).

9. I: P~ EXPRESSOES ¢ a funcdo expressio de inicializacdo tal que Yp € P
[Type(I(p)) = Clpyms A Hp) fechado]

O conjunto de cores determina os tipos, operagtes e fungdes que podem ser usadas
nas inscrigbes da rede (expressdes dos arcos, tipos de valores que podem ser colocados
em um lugar, dentre outros). Os Ingares, transi¢Ses e arcos tem a mesma. definicio que
nas redes de baixo nivel, especificamente nesta tese das redes lugar/transicio,

A fungdo nd mapeia cada arco em um par, sendo 6 primeiro elemento o 16 fonte e o
segundo o destino e os dois nos de tipos diferentes. A fungdo cor mapeia cada lugar p
em um conjunto de cor, isto significa que cada ficha no lugar p tem uma cor. A fungio
guarde mapeia cada transigdo em wm expressio booleana.

As EXPRESSOES na definicio de rede coloridas sio as expressdes de teste, atribuicio

ou comparagio de valores que podem ser fichas retiradas dos lugares. Deve ser notado
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que a sintaxe ¢ & semdntica de lingnagem usada nas expressdes da re&e ndo é apresen-
tada, e & assumida a existéncia de tal linguagem, de acordo com as mesrmas restrigdes
apresentadas em [27] na definicio formal de redes de Petri Coloridas. A linguagem
CPN-ML como definida em [27] & usada para manipular cores {tipos).

Para o sistema de dois vsudrios, cujo modelo em rede Lugar/Transicio é apresen-
tado na Figura 3.3, considerando que o segundo usufirio requer apenas uma ficha para
ter acesso ao recurso tem-se o modelo da Figura 3.9. Nos modelos em rede de Petri Co-
lorida, a definicio das cores, constantes € as varidveis sdo feitas no nd de declaragdes,
que na Figura 3.9 estd localizado acima do modelo. Tanto o modelo em rede Lu-
gar/Transicio como em rede Colorida modelam o comportamento do sistema, porém

no segundo caso o modelo é mais compacto.

val nus = 2;

calor Ident = index ¥ with I..nus
daclare my;

owlor B = with of

var ¥ i Idanc:

U 1L (2)

i

,r-"‘"--.\
1P

idant ’
Y

re .

o~ i H
[ »g - S o
ey Went ‘ :

I

..‘\_ x

Figura 3.9: Modelo em rede de Petri Colorida para o sistema com dois usuirios.

Caso 0 ntimero de usuarios aumente, no modelo em rede Lugar/Transi¢do terdo que

ser acrescidos os sub-modelos, conjunto de lugares e transi¢des do raodelo apresentado
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na Figura 3.3 que representam as agdes individuais de cada usudrio, represente cada
usudrio. No caso da redes coloridas, por exemplo para o modelo da Figura 3.9, basta
modificar a varigvel nus no né de declaracio e as expressdes dos arcos.

Vale salientar que nesta tese estamos interessados em redes de baixo nivel portanto
n&o nos aprofundaremos nas redes coloridas. Uma boa referéneia para aprofundamento
nas rede coloridas sfo os livros de Jensen [27].

Além das redes de Petri existem outras formas de modelar a concorréncia, que sio

apresentadas a seguir.

3.4 Outros Modelos para Sisternas Concorrentes

Qualquer modelo para concorréncia estd relacionade com o comportamento de um
sistema distribufdo ao nivel de abstragio desejado, focando em certos aspectos do
comportamento e deliberadamente abstraindo outros [28].

Existem varios modelos para concorréncia dentre as quais pode-se citar teoria de
tragos [29] e estruturas de eventos [30]. Em {28] & possivel encontrar outros modelos
para concorréncia e como eles se relacionam com as redes de Petri. Cada um dos modelo
de concorréncia modela a sua maneira os relacionamentos causais e concorrentes entre
0s eventos, pars em seguida permitir as andlises desejadas.

Um desses modelos parte do principio que a forma tradicional de descrever ¢ com-
portamento de um sistema & considerar todas as seqiiéncias de ocorréncias de eventos
adrmaissivels, denominadas de tragos dos sistema. Essencialmente a idéia & obter uma
linguagem de um alfabeto cujos elementos s8o os eventos dos sistema.

Mazurkiewicz {29] usou a idéia de tragos de um sistema e a ela adicionou uma
estrutura de independéncia entre eventos para obter um modelo para concorréncia
denominado de teoria dos tragos. O comportamento do sistema serd descrito em
termos de tracos, pordém como os eventos especificados na estrutura de independéncia
sfo concorrentes algumas seqiidncias de eventos sao equivalentes, Por exemplo, na rede

da Figura 3.10 a partir da marcagio mostrada a ocorréncia das seqlidncias iylgl; e Iglals
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$d0 equivalentes, pois a mesma marcacio € alcancada apdés a ocorréneia dessas duas
seqliéncias de transigbes. Esse fato pode ser observado mais facilmente no grafo de
alcangabilidade dessa rede (Figura 3.7), pois a marcagio mostrada na Figura 3.10 &
a marcagdo Ay e apds a seqiiéacia de disparos e marcagiio M; é alcancada. Veja que
se for dito que a marcagdo Mj foi alcangada a partir de M, por essa seqiiéneia, nio
possivel dizer a ordem em que as transicdes £y e £5 ocorreram. Reunindo os tragos em
classes de equivaléncia & possivel analisar 0 comportamento do sistema concorrente.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [29].

Usudrio ] Urndrip 2
5 |
- o 2
LIRS
f?" ;_:x\ Tz
Y %1 s
ity
A J.\
i Iy
S
ts

Figura 3.10: Modelo para o sistema com dois usuérios e um recurso em comum.

A idéta de tragos ¢ similar a teoria de tipos [31]. Nessa teoria, as seqiligncias de
simbolos produzidas por uma fonte ou um sistema s3o agrupadas de acordo com &
freqiiéncia relativa das ocorréncias de seus simbolos. Um tipo € um conjunto de todas
as seqiiéncias com a mesma fregiiéneia relativa. Mostra-se que observando os tipos é
possivel calcular a entropia e a capacidade do sistema que gera essa seqiéncia. No
préximo capitulo, serd mostrado gue a similaridade entre tipos e teoria dos tragos
foi usada em um dos trabalhos [32] que aplica a teoria da informacdo em sistemas
concorrentes.

Como foi apresentado, além das redes de Petri existem ouiros modelos para con-
corréncia. Neste trabalho usaremos as redes de Petri. Esta escotha foi guiada pelo

tipo de aplicacio que é feito, e por resultados prévios relacionados a essas redes e que
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serviram de ponto de partida pars os trabalhos desenvolvidos que seriio apresentados

nos proximos capitulos.

3.5  Conclusoes

Por fornecerem uma representaciio grafica de grande apelo visual e possuir métodos de
analise eficientes, as redes de Petrl tém se mostrado bastante adequadas a0 modela-
mento de sistemas, principalmente naqueles que apresentam situacSes gue podem ser
caracterizadas como conflite ou concorréncia.

O desenvolvimento da teoria de redes de Petri, dos métodos para sua anélise ¢ o
surgimento de outros tipos de rede tais como as redes de Petri coloridag, que permitem
a representagfo compacta de estruturas de dados mais complexas, tem anmentado o
poder e a utilidade dessas redes nos mais diversos ramos do conhecimento.

Como serd mostradoe no proximo capitulo, as rede de Petri serfio usadas para o
célculo da capacidade de sistemas que apresentam concorréncia. A escolha das redes
de Petri em detrimento de outros modelos para concorréncia, foi devido a resultados
prévios que indicaram ser essas redes a técnica de modelagem mais adequadas para os

céleulo da complexidade e capacidade que 580 05 nossos objetivos,
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Capitulo 4

Compressibilidade de Redeé de Petri e

Capacidade de Sistemas Concorrentes

As aplicagbes da teoria da informacglio em redes de Petri e vice-versa sio feitas nesse
Capitulo. Inicialmente, usando a idéia de capacidade de canais sem ruido define-se
uma medida de complexidade para as redes de Petri. Mostra-se que é possivel caleular
essa complexidade usando uma matriz de adjacéncias associada ao grafo de cobertura
da rede. |

Em seguida, serd feita uma aplicagfio das redes de Petri em teoria da informagio.
Através do uso dessas redes faz-se o célculo da capacidade de sistemas com concor-
réncia e com restricdo. Um método para o clleulo dessa capacidade serd apresentado

ascompanhado com alguns exemplos,

4.1 Introducao

Segundo Ephremides e Hajek [8] o desenvolvimento dos sistemas de cornunicagio dis-
tribnidos tem sido ad-hoc, e isso se deve ao crescimento das redes de comunicagio e
corm i5s0 08 problemas que elas apresentam tambérm surgem em maior escala o que leva

3 maior urgéncia na sua solugdo, porém eles enfatizam que técnicas mals elaboradas
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para o projeto e analise desses sistermas devemm ser desenvolvidas. Até onde vai o
conhecimento do autor, no fmbito da teoria da informacio, somente recentemente esse
desenvolvimento formal foi efetivamente iniciado.

No caso de sisternas concorrentes, Savari [32], [33] usando como base a teoria de
tragos definiu uma entropia, denominada de entropia de trocas (interchange entropy),
para as segiiéncias geradas por uma fonie que produz eventos dentre os quails alguns
podem ser concorrentes. O objetivo principal em [32] é analisar um esquema de com-
pressdo para as segiiéncias dessa fonte, para isso as segiiéncias de simbolos por ela
geradas sdo agrupadas em classes de elementos concorrentes. Mostra-se que no re-
ceptor somente & necessirio reproduzir uma seqlidncia gue estd na mesma classe da
seqiidncia original. Usando essa idéla deseja-se encontrar a taxa de compressio, em
bits por sfmbolo, necesséria para representar a classe que contém a seqiiéneia de saida
da fonte quando o comprimento da seqiiéncia se aproxima do infinito. £ mostrado que
a methor taxa quando o comprimento tende pars infinito € a entropia de trocas da
fonte.

Qs trabalhos de Savari sdo relacionados com entropla. Aqui o interesse maior €
relacionado com complexidade e capacidade. Para tanto, a medida de complexidade
para redes de Petri definida por Assis e Barros {34] serd extendida. Usando essas
redes propde-se um método para o calculo da capacidade de um sisterna que apresenta

concorréncia e que tem restricBbes nas seqiiéncias de simbolos que produz.

4.2 Compressibilidade das Redes de Petri
A seguir, tem-se a definigio de uma medida de complexidade para as redes de Petri.

Defindcio 4.1 4 compressibilidade de uma rede de Petri € duda por

log, N{

Hpx = lim n) {bits por passo) (4.1)

A0 1

sendo N{(n) o nimero de seqiiéncias de comprimento n de passos nessa rede.
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O limite em (4.1} existe porque N{n) & uma fungdo sub-aditiva de » {15, p. 104]. A
compressibilidade foi inicialmente definida em [34]. Naquele trabalho definiu-se N{n)
como g guantidade de seqiidncias de eventos em redes de Petri vivas e limitadas. Para
generalizar essa definiglo agora sfio contadas as seqgliéncias de passos, 0 que expande
o significado da compressibilidade pois o caso anterior se torna um sub-caso dessa
nova definigdo. Além disso, ndo se faz qualquer restricio com relacfo a vivacidade ou
limitacdo da rede.

Lembrando que numa rede viva a partir de qualquer marcagio Sempre & possivel
disparar qualguer transicdo da rede, e ohservando que a compressibilidade conta se-
giiéncias de passos, tem-se que as transiches que ndo podem ser disparadas nfo formam
passos, € assim ndo influenciam na contagem da quantidade de seqiiéncias, portante
a compressibilidade também vale para essas redes. Por outro lado, mesmo numa rede
ndo limitada sempre & possivel observar as seqiiéncias de passos e contd-las, e dessa
forma a compressibilidade tamnbém se aplica a essas redes.

E importante notar que o parametro Hpy é um expoente para a contagem das
seqiidncias de passos de comprimento n no grafo de cobertura, isto & N{n) cresce
aproximadamente com 2"7#~. Da defini¢io, pode-se dizer que, para um € > 0 arbi-

trario, existe um inteiro n suficientemente grande tal que
2PN =8 < N (n) g pnHen+e) (4.2)

conseqiientemente & possivel mapear cada uma das N (n) seqiténcias de passos em um
anico bloco de [n (Hpy + €)] bits. Assim, a compressibilidade pode ser interpretada
como o nimero minimo de bits par passo necessirios para representar o grafo de cober-
tura. _

A complexidade descritiva de um objeto foi definida por Kolmokorov {7, p. 144]
como ¢ comprimento do menor programa bindrio de um computador que possa de-
screver completamente esse objeto. Essa medida de complexidade é importante pois
dispensa ¢ uso de probabilidades. Como toda a informagdo sobre a rede de Petri esta

contida no seu grafo de cobertura, conclui-se que a compressibilidade também pode ser
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interpretada como a complexidade descritiva dessa rede.

Para uma rede de Petri com um conjunto de transigdes T = {#;,1g,+ - st} exis-
tem no méximo 271 — 1 passos, pois eles foram definidos como conjuntos nio vazios de
T. Assim, N(n) < (271 — 1) para todo n, logo:

log, Nin i
P8 V) < tog,(2m - 1), (4.9
entdo Hpy <| T |. Nos sistemas sem concorréncia o conjunto T == {#,1,, - st}

pode formar no méximo | 7" |* seqiiéncias de eventos (ndo de passos) de comprimento
n, entdo sua compressibilidade ¢ limitada por Hpy Klog| T | <| 7.

O valor de Hpy <| T | indica gue pars descrever c'ompletamente um sistema
concorrente & necessério que todas as agles que nele ocorram sejam descritas distinta-
mente. Como nesses sisternas tem-se mais possibilidade de ocorréncia de acdes, devido
a concorréncia, do que um sisfems com & mesma quantidade de eventos porém sem
concorréncia, a quantidade de bits necesséria é malor.

A observacgio a seguir & valida para redss de Petri limitadas, isto &, para para

qualquer lugar pi, M(p) <5, b> 0.

Observago 4.1 Pore uma rede de Peiri Uimiétada com | P | lugares e coﬁjunto de

transigdes: T = {titoy o st}
Hen <min{|T|,| P |.log(b+1))}. (4.4)

Prova Uma marcagio é um vetor M= (p1,py,...,pp()  sendo p; o i~ésimo lugar da
rede. Como a rede é limitada tem-se que 0 < M(p:) < b, i = 1,...m. Dessa forma,
cada lugar pode ser marcado de b + 1 maneiras. Portanto, se nenhurmea restrigio for

imposta, o nfimero de marcages & igual a

(b 1)L
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Novamente, se nenhuma restrigio € imposta 3s seqiidncias de passos, um segiiéneis de
n transicBes pode ocorrer de

(b4 1)FNm ge b+ 1)tP1 < (21— 1)

N{n} =
(2Tl - )™ se (b4 1P > (27— 1)

(4.5)

formas. No primeiro caso, existem no méaximo (b + 1)l marcacdes e como nenhuma
restri¢do fol imposta & possivel alcancgar de qualquer marcagiio somente este ntimero de
marcagles, entdo somente é possivel fazer este nimero de eventos. No segundo caso
em cada marcagdo é possivel disparar 27! - 1 passos, e mais uma vez sem qualquer
restrigio este serd o nimero méximo de marcagbes a serem alcangadas e o niimero
méximo de passos que podem ocorrer em cada marcagio. Entretanto, da definicdn de

compressibilidade t8m-se que

o Se (b+ D)IPl < (2T 1)

] b+ 1)PH"
< jim (D7) (4.7)
Li i T o] . k1)
= lim 7. I P | '5032 ((3}"1" 1))
T 0 T

Hpy < [P} .log(b+1)
o Mas se (b4 DIPI > (271 — 1) N(n) = 271 — 1 tem-se o limitante apresentado na
observagdo acima.

= |
A seguir & apresentada uma forma de calcular a compressibilidade a partir de seu

grafo de cobertura.

4.2.1 <Calculando a Compressibilidade

O comportamento assintético de N(n) para uma rede de Petri pode ser obtida de seu

grafo de cobertura. Come o grafo de cobertura tem um mimero finito de vértices {22},
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€ possivel consiruir uma matriz finita de adjacéncias Apy deste grafo (a (i, 7)-ésima
entrada de Apy € o niimero de arcos iniciando no vértice 7 ¢ terminando no vértice 7}
Usando um argumento similar ao de Shannon [2], & compressibilidade & determinada

pelo logaritme do maior autovalor de Apy.

Exemplo 4.1 Seja a rede da Figura 8.8 cujo grafo de alcancabilidade estd apresentado
na Figura 8.7. A matriz de adjecéncia desse grafo €

(4.8)

Lo T aw S v B T oo B - S v
fow B N - T+ T oo S e SR
L T+ T v B v, B O
- T e T e B o T s S v S e B e

i
D
0
1
1
0
0
0

[oe T e R R = ™ - B ]
LTS vu- S o S wor S o B S = T
Lo B S S o= R o T S v R

cujo maior autovalor € A = 2,1331, essa malriz tem outros sete autovalores um €
zero e os restanfes sdo complezovs, e portanto a compressibilidede do modelo é Hpy ==

1,03304its por passo.

B um assunto de investigaciio futura construir um método de calcular a compressi-
bilidade de uma rede “direto da sua estrutura” Dessa observacio vé-se que as redes de
Petri sio uma “compactacio”™ bastante eficiente de um sistema concorrente enquanto
o seu grafo de cobertura & uin tipo de “aproximagdo de retorno & miqguina de estados
finitos”.

Arcos no grafo de cobertura de um rede de Petri correspondem a eventos no sis-
tema fisico. Porém nem todos os eventos fisicos distintos tem informacgio distinta. Por
exemplo, seja um sistema no qual dois usuario ¢ e & podem independentemente {concor-
rentemente) perfurar um mesmo espaco, veja Figura 4.1. Se a ou b perfura o papel ou

eles perfuram em conjunto ab, observando somente 2 fita vé-se apenas uma perfuragéo

39



Figura 4.1: Representagdo de dois usuério escrevendo independentemente em um
mesmo papel.

¢ assim tem-se a mesma informagdo, portanto, a representacio desses eventos deve ser
feita atribuinde simbolos idénticos. Para tanto, faz-se necesssrio atribuir uma funcio
de rotulagio ao grafo de cobertura da rede. E também de interesse construir um grafo
que caracteriza as seqiiéncias de simbolos sobre um alfabeto A que obedecam a um
conjunto de restricdes. Para tratar com ocorréncia simultinea de simbolos, tem-se a

seguintes definices.

Defini¢io 4.2 {Grafo de cobertura rotulado) Seje a rede de Petri (P, T, F, W, M)
com grafo de coberture G = (M, E). O grafo de cobertura rotulade G 4 consiste no par
(G, L), sendo que o funglo de rotulagio £ : £ ~ A associe a cada arco (pesso) E € €
um rétulo £ (E) da alfabeto finito A.

Observe que o grafo base de (G4 & o grafo de cobertura (7. Apds a rotulagio, os
caminhos no grafo de cobertura rotulado fornecerdo as seqiiéncias que obedecem as
restricOes modeladas pela rede. O uso do grafo de cobertura para obter as seqlién-
cias restritas tem uma diferenga fundamental com relagiio a outros métodos, como por
exemplo por diagrama de estados finitos, pois esses grafos contém tanto as seqiidncias
individuais dos eventos que correspondem 20s passos com um s6 elemento como os pas-
808 gue consistem da ocorréncia simuliinea de vérias transigbes, gue apds a rotulacgio
podem receber rétulos distintos dos que foram atribufdos as seus elementos individual-
mente. Por exemplo, se 0 passo e; == {t,} & rotulado com a & o passo ex = {fz} é com

b, o passo ey = {f;,%2} pode ser rotulado com ¢ e nio necessariamente com ab .
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Como a fungdo de rotulagio faz a passagem dos eventos figicos para a representacio
da informagio, ela desempenha um papel de grande importancia na capacidade de um
sistema. Como exemplo, considere um sistema no qual ocorrem n processos concor-
rentes. Na Figura 4.2 tem-se o modelo em rede de Petri para esse sistema. O grafo de
alcangabilidade desse modelo esta apresentado na Figura 4.3. Como todos os processos
sio concorrentes, esse grafo nos mostra que € possivel fazer qualguer um dos 217V — 1
passos, € 3 matriz de adjacéncias associada a esse grafo tem dimensdes 1 x 1 e € dada
por

A= 2T
que tem maior autovalor A = 271 — 1 ¢ portanto a compressibilidade da rede é dada
por Hpy = log(2T — 1) =| T 1,

1 2 3 m

Figura 4.3; Grafo de alcangabilidade para o modelo da Figura 4.2

No sistems da Figura 4.2 j4 que o ordenamento dos simbolos é impossivel devido a

concorréncia entre esses eventos as segliéncias de passos 123, 213, 321, 312, 231 e 132
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tem a mesma informagio, o mesmo vale para as seqiiéncias de comprimento » formadas
pelos mesmo passo. A informag8o fornecida por essas seqiiéncias pode ser obtida pela
observagdo das quantidades de ocorréncia dos simbolos, no exemplo basta dizer que a
seqiiéncia tern 1 sfmbolos de cada elemento do conjunto {1, 2,8}.

Uma classificacdo semethante & feita na teoria dos tipos [31]- Nessa teoria, as
seqiidncias sdo estudadas pela observagiio das freqiiéncias relativas dos simbolos de um
alfabeto, por exemplo uma seqiténcia x = 123 cujos stmbolos pertencem a um alfabeto
X = {1,2,3,4} tem tipo P, = (1/3,1/8,1/3,0) e todas as seqiiéncias de tamanho trés
corn €583 mesma proporgdo, por exemplo 321 ou 231 pertencem a esse mesmo tipo, A

quantidade de tipos de comprimenta [ em um alfabeto A" & limitada por
| Py i< @+ 1) (4.9)

Dessa forma, com | X | eventos é possivel formar no méaximo (I + 1) passos de
comprimento ! distintos, e a quantidade de segiiéncias de comprimento n & dada por
N{n) =| Ps |. Substituindo N{n} por | P, | na Equa¢io da capacidade tem-se

1 .1
C = lm —logN(n)= r}}*n;»ﬁleg | Py |

n—o0 71

< lim i?u:;g[(f:w 1))

"2 00 Th
1
< X niggglog(n-i- 1}
0. {4.10)

O resultado acima (C = 0) para nin sistema com todos os eventos totalmente con-
correntes enfre si é bastante curioso, pois 0 modele em rede de Petri desse sistema tem
complexidade Hpy =| T |. Esse fato ocorre pois em um sistema totalmente concorrente
n#o & possivel distinguir as seqgiiéncias, devido a impossibilidade de ordenagao, o que im-
plica em C w0, Porém, para descrever o que ocorre fisicamente & necessério representar
explicitamente cada seqiléncia, o que implica numa complexidade de Hpy =| T |.

Caso o sistema possa, de alguma forma, apresentar todos os passos do sistema com

simbolos distintos, entdo a capacidade desse sistema serd C = Hpy =| T |. Caso nio
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seja possivel rotular univocamente cada um dos passos, alguns deles receberdio rétulos
idénticos, o que reduz a capacidade do sisterna.
O modelo em rede de Petri de um sistema junto com uma fungdo de rotulacio

de seu grafo de cobertura., serdo usados na préxima segio para obter a capacidade de

sistemas concorrentes e com restriches.

4.3 Capacidade de Sistemas Concorrentes com Res-
tricao

Alguns sistermnas concorrentes tem que obedecer a restricdes nas seqiiéncias que pro-

duzem, esses sistemas sdo definido a seguir.

Definigio 4.3 (Sistemas concorrentes com restricio) SejaGa uma grafo de cober-
tura de uma rede de Pelri. Um sistema concorrente com restricdo sobre o alfabeto A &

o conjunto de todas as seqiiéncius oblidas pela lettura dos rétulos de caminhos no grafo
Gg.

A capacidade de um sistema concorrente restringido & definido de forma natural

pela Equagdo
C = lim iiogN(n),

n-e 71

sendo N{n) o nlimero de segiiéncias de subconjuntos permitidos de um alfabeto A.

Como fol apresentado na Seciio 2.2.2, o caleulo da capacidade através do malor auto-
valor da matriz de adjacéncias do grafo que representa o sistema, requer que esse grafo
seja deterministico. B possivel que apés a rotulagio o grafo G4 ndo seja determinfstico,
pois mais de um passo pode receber o mesmo simbolo, nesse caso & necessério aplear
uma algoritmo qgue o torna deterministico. Um desses algoritmos estd apresentado no
Apéndice B,

PropGe-se o seguinte procedimento para o célculo da capacidade:

1. Construa o modelo em rede de Petri do sistema e obtenha seu grafo de cobertura
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2. Defina uma fungdc £ : € — A que associa a cada passo um dos sfmbolos de A

21 Seografo G al deterministico obtenha o maior autovalor da sua matriz de adja-

céncias. A capacidade é o logaritmo desse maior autovalor.

22 Se Gamnio 6 deterministico, um algoritmo que produz um grafo deterministico
a partir dele, chamado de consirugde de subconjuntos [15, p. 76] apresentade no
Apéndice B, pode ser aplicado e a capacidade do sistema & obtida da matriz de ad-

jacéncia do novo grafo, que agora é deterministico.

Q procedimento para 3 obtencio da capacidade proposto aciina depende essencial-
mente da construgdo do modelo e da fungdo de rotulacdo. Até o momento em que esta
tese fol finalizada, nenhuma metodo}ogia. tinha sido proposta para ¢ modelamento de
sistemas de comunicagdo ou da obtencdo da funcio de rotulagdo, esse & um assunto
para investigagfo futura.

Na construcdo do grafo de alcangabilidade os rétulos dos arcos que saem de cada
vértice (rria.rcagéo) 580 08 passos que podem ocorrer naquela marcagdo. Como 0s passos
em cada marcacio sio distintos, o grafo de alcangabilidade sempre serd deterministico.
Se o grafo G4 & deterministico a capacidade de um sistema restringido & igual a com-
pressibilidade do sen modelo em rede de Petri.

A seguir sio apresentados exemplos que ilusiram os conceitos acima.

Exemplo 1 — Sisterna de Transmissdo em Miltiplas Trilhas

Bruck ¢ Blaum [35] propuseram um sistema de comunicagdo assincrono que consiste
de varios canais em paralelo. Nesse sistema, a transmiss@o em cada canal é feita pela
presenca ou auséncia de um sinal elétrico. A capacidade de um sistema desse tipe com
n sub-canais e sem qualquer restrigio é C = n bits por uso, pois o transmissor pode
enviar em qualquer subconjunto do conjunto de canais, Usando essa idéia como base
tem-se o sistema com restrigio definido a seguir.

Seja um sistema com vérios canais em paralelo. As transmissGes em cada canal s&o

feitas por presenca {denotado por 1) ou auséncia (denotado por 0) de sinais elétricos,
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como em [35]. Aqui, tem-se & restrigiio que apés a insercio de uma transiciio (1) em um
canal & necessirio a0 menos nma auséncia de transiio (0). Além disso, a auséncia de
transigio simultaneamente no conjunto de canais {0 em ambos os canais) s6 & permitida

ocorrer uma vez. Por exemplo, a seqiiéncia abaixo obedece & restricio desse sistema

canall 00100101010100001
canal2 10010108000101001

Esse sisterna € idéntico a um sistema de gravagio em miltiplas trilkas proposto por
Marcellin com os pardmetros d = 1 e & = 1 para duas trithas. Nesse sistema a restricdo
d deve ser satisfeita em cada tritha enquanto a restricio & pelo conjunto de trilhas.
A capacidade desse sistema & C = 0, 559 bits/canal. Vale observar que o sistema de
Marcellin apesar de ser d = 1 k = 1 no conjunto de trilhas se comporta como & = 1
k = oo em cada trilha. Essa observagio tem que ser levada em conta na construgio do
modelo em rede de Petri, pois o modelo deve ser reduzir & maguina de estados quando
se considera apenas um usudrio. |

O modelo desse sistema em rede de Petri para dois canais é apresentado na Figura 4.4,
Nesse modelo as transicdes 1), &y, Iz e 1 representam anséncia de sinal {0), enquanto ity
e ts representam presenca {1) de sinal no canal. Veja que apés o disparo de t, (sinal no
canal 1) somente é permitido o disparo de ¢, {auséncia de sinal no canal 1}, satisfazendo
a primeira especificagdo do sisterna. Além disso, se ¢3 e ¢5 disparam, ¢ que implica no
sistema em pregsenca de sinal em ambos os canais, em seguida #y, {5 on ambos tem que
ocorrer, satisfazendo assim a segunda especificagio do sistema.

Os passos viaveis desse modelo estdo apresentados na Tabela 4.1. O grafo de al-
cangabilidade dessa rede est4 apresentado na Figura 4.5 & dele se obtém a Compressi-
bilidade, que nesse caso & igual a capacidade do sistema, igual a Hpy = 1,1178 que

fornece a capacidade por tritha C = 0,559 ignal ac obtido por Marcellin.



Figura 4.4: Modelo em rede de Petri para o sistema de dois canais em paralelo com

restrigio.

M= {1,0,1,1,1)
138 i ¥4

tig Ys

M, = {1,1,0,1,0}

M3= 10,1,1,1,0}

Ml:{I,O,Lﬁ,!} 25

Figura 4.5: Grafo de alcangabilidade do Modele em rede de Petri para o sistema de
dols canais em paralelo com restricdo.

Exemplo 2 — Sistema de Comunicagéo por Cores

Considere nm sistema de comunicages no qual ¢ transmissor dispde de n 18mpadas que
emitem luzes de cores distintas. Para enviar as mensagens ele utiliza um subconjunto
do conjunto de n luzes, No canal, as luzes sfo misturadas produzindo uma inica cor,
& o receptor distingue o subconjunto escolhido pelo transmissor pela cor observada.
Esse sistema, apesar de sun simplicidade, tem as caracteristicas de um sistema
goncorrente. No transmissor & ordem em que zs luzes foram escolhidas ndo pode
ser completamente descrita, pois independente da ordem que um conjunto de cores
seja misturada a mesma cor & obtida. Por ser um sistema concorrente no gual as
transmissGes ocorrem em paralelo, & possfvel observar que se nenhuma resirigbes for

imposta, a capacidade de transmissio é de n bits por uso do canal.
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Tabela 4.1: Fungio de rotulagio para o grafo de alcancabilidade para os passos do
modelo da Figura 4.4

Passo hils | fafs | fats | Bidg | tabs | to,%a | {ta 15}
L{Passo) | (0,1} 1 (1,0) | (1,1) { (0,0) § {1,0) | (0,0} . (0,1)
Passo | {t2,1s}
L(Passo) | (0,0)

Considere que devido a problemas na deteccio das cores no receptor, o transmissor
sb possa escolher sub-conjuntos de no méximo trés cores distintas, veja que agora tem-
se um sistema concorrente com restricio. O céleulo da capacidade desse sistema serd
feito usando redes de Petri.

Para modelar as escolhas enfre as n cores sem restrigio pode-se usar ¢ modelo
apresentado na Figura 4.2 fazendo | T |= = e inserindo um lugar que controle o
tamanho maximo do subconjunto de conjunto de cores que podem ser misturadas. O
modelo em rede de Petri para n = 5 cores com a restrigio de que no méximo 3 cores
possam ser misturadas € mostrado na Figura 4.6. A quantidade de fichas no lugar pg
indica 0 tamanho do maior subconjunto do conjunto de cores que pode ser misturado,
no modelo apresentado tem-se que a quantidade méxima é 3. Veja que o passo de
tamanho maximo nesse modelo tem irés elementos e representa a méixima mistura de
cores permitida.

O grafo de alcangabilidade desse modelo ¢ idéntico ao apresentado na Figura 4.3
para | T |== 5, porém com menos arcos devido a restrigio imposta. Uma fungdo de
rotulacio para esse sistema é apresentada na Tabela 4.3. A capacidade desse sistema
sern qualquer restrigdo € de Cp =log32 = 3.

Apods a rotulagio do grafo usando a Tabela 4.3 obtém-se um grafo de ocorréncias
rotnlado determinfstico, entdo a capacidade do sistema ¢ igual a compressibilidade do

modelo. Assim tem-se C) = Hpy = log2i < Cp = log 32.

47



,..-"/ o« o, R
\‘"*m
‘1'24 tz’/ e ‘\\\‘\ N
f-"/t :7 fﬂ_7 A / i !ju"'_?
s . . ¥ Ve / /
“ ey LY Ley dgy
s, F, Py S P,

Figura 4.6: Modelo em rede de Petri para o sistems de comunicacio por cores.

Considere agora que algumas cores produzidas apés as misturas de certos conjuntos
de cores nfo possam ser completamente distinguiveis no receptor. Colocando de outra
forma, se todas as misturas que contiverem §; e t3 produzirem a mesmo cor ent2o tem-se
a rotulagdo da Tabela 4.3. Nesse caso o grafo rotulado ndo & mais deterministico e para
obter a capacidade tem gue ser aplicado o algoritmo de construgio por subconjuntos.

Como o grafo de alcangabilidade desse modelo tem apenas um né, & aplicagio do
algoritmo de construgdo por subconjunfos mantém apenas um ramo do conjunto que
tem a mesma rotulagdo. Portanto, para o grafo obtido pela rotulacio da Tabels 4.2
dos trés arcos com rdtulo § dois serdo retirados e assim a guantidade de vértices serd
23 e a capacidade do sistema Cp = 1og23 < C; < Cp. |

Apesar de sua simplicidade, 0s exemplos apresentados nessa se¢do servem para
esclarecer os conceitos apresentados, pois em ambos os casos a capacidade por ser
caleulada por férmulas fechadas. A fungdo de rotulagdn poderia ser aplicada logo na
construcio do grafo de cobertura usando algoritmos gue eliminassem as redundancias,

porém esse & um assunto para investigacdo futura.

4.8.1 Construgio dos Modelos Usando os Passos Vidveis

A construcio dos modelos pode ser feita de forma ad-hoc ou seguindo algumas regras
pré-definidas. No primeiro caso o modelo é construfdo com base na experiéncia do

projetista, 0 que nio & necessariamente ¢ que ocorre no segundo caso.

48



Tabela 4.2: Fungio de rotulagdo para o grafo de alcancgabilidade apresentado

na

Figura 4.3
Step i tg ta 14 ts {t1, %2}
L{Step) 0 1 2 3 4. 5
Step {t:, 42} {1, %a} {t1, s} {t2, %3} {ta, 14} {t2, 5}
L{Step) 6 7 8 9 10 11
Step {13, 14} {ts, 15} {ta,ts} | {1, 02, 83} | {ts,0nte} | {t1, %2, 85}
C(Step) | 12 13 14 15 16 17
Step {:, 63,24} {tl_,tg,ts} {ti,t4,t5} {t, 13,14} {f.g,t;;,ts} {tg,t.;,?fs}
L{Step) 18 19 20 21 22 23
Step | {ts,tart5} |
L{Step) 24

A seguir tem-se uma primeira formalizacio de um conjunto de regras pars a criggao

de modelos para os sistemas de commnicagio multi-psudrios.

» Uma transicio representa um e somente nm evento local.

» O modelo deve retornar ao sistemsa ndo concorrente {se houver) quando se con-

sidera apenas um usudrio

» Transmissor {fonte) somente podem atuar em transigbes de uma vizinhanga de

um conjunto de lugares (em geral um conjunto unitério);

o Receptor {destinatarios) somente podem observar as marcacdes de uma vizin-

hanca de transigbes;

s Somente passos vidvels sio considerados;

o Funcles de rotulagio podem ser definidas tanto para transicbes e passos quanto
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Tabela 4.3: Outra fun¢do de rotulagio para o grafo de alcangébifiidade apresentado na
Figura 4.3

Step t ty 2 1 t3 {t1, %2}
L(Step) a 1 2 3 4. 5
Step | {futs} | {tnta} | {tnts} | {fe,h} | {tata} | {tats}
£L{Step) 6 7 8 9 10 11
Step {ts, ta} {t3, 15} {la,ts} | {ti.f2,t3} | {81,280} | {#1, 20,85}
L{Step) 12 13 14 15 16 17
Step | {ti,t,ta) | {ti,ts, 06} | {ta, tar s} | {tauts, ta} | {2, 83,85} | {f2, 84, 85}
L{Step) 6 6 20 21 22 23
Step | {i3,t4, 15}

L{Step) 24

para marcagbes locais observadas pelo destinatirio. O nome do sfrmbolo deve ser

suficiente para distingdo da informagio correspondente para o destinatario.

s O sistema sempre retorna 4 marcacio M,

Exemplo: Canal Acesso Maltiple Aditivo

Seja o canal com acesso maltiplo ilustrado na Figura 4.7. Nesse canal dois usuérios
enviam informagdes 2, e 22 sendo 23 € X e 2y € X3, para um receptor usando 0 mesmo
canal. O receptor observando as saidas do canal y sendo y € Y, obters estimativas
%y, - das informages transmitidas.

O canal com acesso multiplo acesso com X; = Xg = {0,1} e ¥ = {0, 1,2} sendo
4 = 23 {i}+29(f) € denominado canal de acesso multiplo aditivo. A regifio de capacidade
desse canal estd apresentado na Figura 4.8,

Seguindo a metodologia proposta na segio anterior obtém-se o modelo da Fignra 4.9.

Nesse modelo, considera-se que as transigdes 1y, ts, i3 e 4y representam agdes do usuario
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Canal

. A A
Comuom Y (X 1pX3)

Figura 4.7: Canal com acesso multiplo.
Rx,y

T PO—

12

172 i Rx)¥

Figura 4.8: Regido de capacidade de um canal com acesso mltiplo aditivo.

1 e as transicOes I5 a g Tepresentam agdes do usudrio 2. O receptor ¥ apenas observa
as marcagdes do lugar ps. Como exemplo, a ocorréncia do passo vidvel #,, t5 representa
o envio de zeros pelos dois transmissores. O receptor pode inferir essa informagio pela
observagio da auséncia de fichas em ps.

Os passos vidveis do modelo apresentado na Figura 4.9 estao listados na Tabela 4.4.
O grafo de alcangabilidade do modelo est4 apresentado na Figura 4.10. Usando esse
grafo obtém a Compressibilidade do modelo de 2 bits/passo.

Tabela 4.4: Passos vidveis do modelo apresentado na Figura 4.9.

Eyme {2,485} | Boe={ty, 4} | By={tp, 85} | Ey= {t5,%}
Es = {ti,:} | Be={ta,ts} | Er= {t1,ts} | Bs= {ts,%6}
Ey = {t5,t5} | Ewo = {ts, 85} | By = {f5,ts} | Er2 = {15,15}
By = {ts, 16} | Bia = {ts, 87} | Brs = {I5,%7} | S16 = {ts, %6}

Lembrando que o receptor ¥ observa apetias a marcagdo do lugar p; que conterd

0, 1 ou 2 fichas. Dessa forma, ele pode inferir que se M{pz} = 0 entdo M = My, se
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Figura 4.9: Modelo em para o canal MAA,

M(ps) = 2 entdo M = M; mas se M{p;) = 1 é impossivel decidir se o sistema se
encotra em M, ou em M., '

Entdo do ponto de vista do receptor ¥ M, e M, s8o indistuguiveils, Nesse caso, o
grafo de alcancabilidade pode ser reduzido e assiro se obtém o grafo da Figura 4.11. A
capacidade obtida desse grafo & C == log 3 = 1, 5849,

Considere agora que o segundo usudrio fixa a sua transmissfio, por exemplo en-
viando somente zeros, enquanto o primeiro fica livre para transmitir. Aplicando essa
informacio ao grafo de alcangabilidade da rede deve manter apenas 05 passos vidveis
que refletir essa informagio. Fazendo isso obtém-se o grafo da Figura 4.12. A Com-
pressibilidade nesse caso & igual a 1 bit/passo, e esse valor & igual a capacidade quando

spenas um dos usuirios pode transmitiv, conforme pode ser visto na Figura 4.8



1

- Figura 4.10: Grafo de alcangabilidade para o canal MAA.

EVE

BV (Y EVE

Figora 4.11: Grafo de alcancabilidade reduzide.

4.3.2 AplicacOes

Nesta secdo, a capacidade de algons sistemas de gravagio é caloulada pela compres-
sibilidade do modelo desses sistemas. Mostra-se gue o uso do modelo tem vantagens
guando comparado com os modelos por &iagramas de estados finitos. Para facilitar o

modelamento das restrigbes foram usadas as rede de Petri coloridas,

Capacidade de Sigstemag para Gravagao em Varias Trilhas

Seqiiéncias discretas que obedecers 4 restrigdes na ocorréncia de simbolos adjacentes

sd0 nsualmente empregadas em sistemas de transmissdo digital e sistemas de gravagio
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M= {10,}

Figura 4,12: Grafo de alcangabilidade reduzido considerando somente as transmissfes

do primeiro ususrio.

Optica e magnétic&l. Entre outras exigéncias, o uso destas segiiéncias visa reduzir a
interferéncia intersimb6lica e awmentar a habilidade de sincronizagio de reldgio de
sisteraas de gravagio.

As regras que especificam o conjunto de seqiidncias permitidas sio denominadas de
resirigdes de canal. O conjunto de fodas as seqiiéncias bindrias que satisfazem uma
restri¢io de canal sers denotado por &. Por exemplo, o conjunto & para a restricdo
de canal unidimensional {d, k) & o conjunto de todas as seqiiéncias bindrias tal que o
niimero de 0% entre dois 1’s congecutivos é no minimo d e no méximo .

Recentes avancos tecnolbgicos t8m possibilitado o aumento da densidade de ar-
mazgenamento, como por exemp}o, o uso de miltiplas cabecas de leitura/gravagio
operando simultaneamente em r trilhas [36]. Os simbolos lidos/escritos em paralelo
em cada tritha sdo agrupados em um vetor de comprimento n denominado de veior
de canal. Um vetor de canal com todas as componentes iguals a zero é denominado
de vetor de canal zero. Um DNC bi-dimensional, denctado por DNC-2D, € um canal
que admite a transmissio sem ruido de vetores de canal satisfazendo a restrigdes de
ocorréncia em intervalos sucessivos,

Marcellin ¢ Weber [37] itroduziram um DNC-2D, com parfmetros (d, k;n}, onde

cada trilha individualmente deve satisfazer a restrigio d {nfimero minime de (s entre
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dois 1’s), enquanto a restrigio 4 limita o ntmero méximo de vetores de canal zero

consecutivos, Por exemplo, as seguintes seqiiéncias satisfazem as restrighes (1,2;2)

trilhal 000000101001000001
tritha® 100100100000100101

No exemplo acima, o primeiro vetor de canal é [0,1] e o segundo & [0,0] (vetor de
canal zero). Note que embora cada trilha individualmente pode ter seqiiéncias de zeros
consecutivos de comprimento malores do que & = 2, o nfimero méaximo de vetores de
canal zero consecutivos & £ = 2. Este esquema possibilita o aumento substancial da
capacidade de armazenamento em relagdc ac sisterna que 18/grava cada triths indi-
vidualmente obedecendo a restrigio unidimensional {d, k) em cada tritha [37]. Varios
DNC-2D tém sido propostos na literatura [37)-[38].

A capacidade por tritha de um DNC-2D é dada pela Equagio 2.5, O método nsual
para o calculo da capacidade de um DNC-2D consiste em construir inicialmente o FSD
que representa as restrigoes impostas aos vetores de canal e seguir os procedimentos
propostos por Shannon [37]-[38]. _

-Em um dos trabalhos desenvolvidos pelo autor [39], as redes de Petri foram usadas
para o calculo da capacidade de forma sistemética dos codigos (d, k;n} [37] e de uma
variante desses cOdigos denominada de (¢, 7; d, k;n) {40]. Usando o grafo de ocorréncia
desses maodelos obtém-se a matriz de adjacéncia e dela a taxa & calculada pelo maior
autovalor. Os modelos foram construidos e analisados usando & ferramenta computa-
cional para redes de Petri Coloridas Design/CFPN [27, 41].

O modelo para o codigo {d, k;n) & apresentado na Figura 4.13. Esta rede tem dois
lugares Trilhas e Contador, representando respectivamente os estados das » trithas e
um contador para controlar a seqﬁﬁncié de vetores de canal zero gravados. A marcagio
inicial do Ingar Trilhas € uma lista ordenada com 7 fichas do tipo (¥,dy), t=1,..,n,
sendo t o indice da trilha e dy a quantidade de simbolos 0’ gravados na i-ésima
trilhe., O Gltimo elemento da lista tem de representar o simbolo 1 como o dltimo

gravado na trilha n, isto pode ser ser feito com (1,0) no fim da lista, pois a marcagio

o
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do lugar Contador, que & automaticamente determinada pelos pardmetros k e n fol

calculada para esta condigdo. Por exemplo na Figura 4.13 as marcagdes podem ser _
[(1,03,(2,0)] ou [(1,1),(2,00].

ety d [Lg):
thn rifhas i
s iR ALY

R e

Trihags

g HLOLRAN

LI )

Ll 1] - 2R

val & = 1;

uRL Mo 3z

wab onow ¥

Taley Int = inby

calbr sach track » product lav+tias:

eainr TTalhgm » Lisy sach rrack with i..nt
var tydt.s o Ietg

var trxilhax @ Trilhanp

Figura 4.13: Modelo em rede de Petri Colorida para o cédigo (d, k;n).

Exdstern duas transigbes Rec 0 e Rec_1, os disparos dessas transicdes representam a
gravagao dos simbolos 0 e 1 respectivamente. Os arcos que conectam o lugar Contador
a transiclo Rec_0 rotulados com x and x-2, representam respectivamente as acdes de
remover todas as fichas de Counter {x), e repor esse nimero menos 2 fichas (x-2) nesse
fngar. Da mesma forma, os arcos rofulados com x e 2sn* (k+2)~1-2%t, que ligam o
lugar Contador a Rec_1, representam respectivamente as agdes de remover todas as
fichas de Contador (x), e colocar 2#n* (k+2)~-1-2%t fichas de volta. Assim, para cada
disparo de uma fransicfo, a marcacio de Contador é atualizada ¢ a ficha (t,d;) &
retirada do inicio da lista, e a ficha (t,d}) com 4] ¢ novo valor para a quantidade de
zeros gravada na trilha t & colocada no final da lista, de tal forma que na proxima
ocorréncia de uma transicio a ficha removida do inicio da lista representa & proxima

trilha a ser gravada.



Como .dt controla o nimerc minitmo de zeros seguidos em cada trilha, este valor
somente € atualizado se o valor atual for menor que d, como pode ser observado na
 expressio do arco de Rec_0 para Trilhas. A transiglo Rec_1 tem uma guarda [d, >
d}, ela garante no minimo d 0’s apés cada 1. A guarda [x>1] na Transicio Rec_0 &
usada para forcar a ocorréncia de Rec_1 quando o nimero maximo-de vetores zero de
canal for gravado.

Para obter a taxa dados os parametros (d, k;n), basta substituir esses valores no
né de declaragbes do modelo e construir seu grafo de alcangabilidade. A vantagem em
usar este modelo para caleular a capacidade do ¢6digo, comparade com o procedimento
proposto em [37] que basicamente consiste na enumeragdo de todos os conjuntos de
simbolos que podem ser gravados sinrultaneamente nas n trithas pra em seguir buscar
como esse conjuntos se relacionam de acordo com a restricdo, € gue aqul o mesmo
modelo pode ser usado para todos os valores (d, k; n) sem a necessidade de reconstruir
parte do modelo ou usar alguma regra para obter a matriz de adjacéncia, j4& que ela &
obtida autormaticamente.

Para o codigo (1,3;2) obtém-se o grafo de alcancabilidade da Figura 4.14. Essa
figura foi obtida usando o seftware DESIGN/CFPN que usa para cada vértice a sim-
bologia: indice do vértice segnido da quantidade de arcos que nele incidem, dois pontos
a quantidade de arcos que dele partem. Na Tabela 4.5 sdo listadas as marcagles apre-
sentadas no grafo, o rétulo M; emn cada célula da tabela representa o fndice ¢ do vértice
1o grafo e cada marca,gélo tem a lista do lugar Tracks e o valor de counter, Por exem-
pZo; em M = {1°[(1,0), (2,0}],115} o Ingar Tracks tem a lista [(X,0), {2,0)] e Tracks
tem 15 fichas. _

Observando a Figura 4.14 ¢ a Tabels 4.5 vé-se que partindo da marcagio M; 56 &
possivel gravar um zero na trilha 1, isso & feito e em segnida o contador & atualizado e
o valor atual {1,1) & colocado no final da lista, obtendo Ay, Ja em M a tritha 1 pode
gravar tanto 0 como 1, rescticiio d = 1 satisfeita, e dessa forma & possivel alcangar as |
marcaches My e M.

Considerando com estado final 4 gravagfio em todas as n trithas, que 830 represen-
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Figura 4.14:
(1,3;2).

Grafo de alcangabilidade para o modelo em rede de Petri para o cédigo

~Tabela 4.5: MarcacBes para o codigo (1,3:2).

My = {1°](1,0), (2,0)], 115},

My = {lc[(z: 0)) (11 1)]: 1{13}

My = {1‘[(15 1): 2, 1)]1 1511}:

My = {1((2,1), (0, 1)], 1'}

My == {1‘[(1: 1): (2: 1)]) 1‘?}

(
My = {1‘[(23 1): (1, 0)]5 147},
My == {1£[(11 1)# (2: 0)]: 1{15}¢

My = {1‘[(1! D): (2, 1)]: 1£15}

My = {11{(2: 1): (1, I)L 1‘5}1

Mo = {1%(2,0}, (1,0)], 117}

My = {17(2,1), (1,1)], 113},
My = {1(2, 1), (1,1)], 141},

M = {1‘[(1! 1): (2: l)}s 1‘13}

tadas por marcagdes nas quais a lista estd ordenada da primeira para a dltima tritha,
algumas marcacdes do modelo podem ser consideradas “infermedidrias”, por exemplo
para o codigo (1, 3;2) as marcacdes My, My, M, Mg, My, M1 e Mz, Aplicando essa
regra grafos mais compactos podem ser obtidos. Esses grafos perdem alguma infor-
macio a respeito do sistemna modelado, porém & informagio importante para o célenlo
da taxa, que & a taxa de crescimento do niimero de caminhos € mantida.

Um teste feito para verificar o modelo fol comparar as taxas obtidas com os resul-
tados apresentados em [40]. Foi observado que todos os valores das taxas coincidiram,

o que nos den a seguranca de afirmar que, para o nosso objetivo que & usar o modelo
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para calcular taxas, o modelo ests correto.

A taxa para os codigos {c, 7; d, k; n) pode ser obtida usando o modelo para os codigos
{d, k;n), removendo do grafo de aicangaﬁilidade as marcagdes que representam vetores
de canal que ndo obedecem a restrigdo (c,j). Por exemplo, para o codigo (c= 1,7 =
2d = L,k = 3;n = 2) o grafo ilustrado na Figura 4.14 pode ser usado se forem
removidas as marcagbes que nfo satisfazem a restricio ¢ = 1, obtendo o grafo da
Figura 4.13.

Figura 4.15: Grafo de ocorréncia para o modelo em rede de Petri do codigo (1,2; 1, 3; 2).

Se a quantidade de vetores de canal & grande, o processo de verificar quais os vetores
de canal {marcagles) que obedecem a restricio {c,j) pode ser computacionalmente
custo. Usando o modelo da Figura 4.13 € possivel obter um modelo para o codigo
(e,7;d, k,n).

Apresentado na Figora 4.16, neste novo modelo dois lugares sdo adicionados, Cont.c
and Cont_j, estes lugares 580 usados, juntamente com as guardas das transi¢des, para
implementar as restrigdes (¢, j) em cada vetor de canal. Entretanto, para cada novo
vetor de canal as marcagdes desses novos Jugares devem ser re-inicislizadas, isto & feito
pelo teste no arco de Rec_0 para esses lugares, A marcagdo inicial de Trilhas tem
a mesma forma da que foi usada para o modele dos codigos (d, & n), mas deve ser
observado que essa lista representa um vetor de canal que satisfaca a restrigdo (¢, j}).

Uma aplicacio deste modelo é apresentada na Tabela 4.6, Nesta tabela sdo apre-

sentados os valores de taxas para alguns c6digos. Alguns desses valores nfio foram cal-
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Tabela 4.6: Valores de taxas para algﬁns codigos (¢, 7; d, & n), que nio foram caleulados
em {I].

(c.did ksm) | 6 | 7 8
(1,m2,7:m) | 0507 0.507
(1,n—1:2,7;n) | 0.429 | 0.4550 | 0.4713

4.4 Conclusoes

A definicio de compressibilidade feita neste capitulo estende uma definicBo prévia,
e aumenta as possibilidades de sua aplicagio. Vale observar que resultados obtidos
com z definigdo antertor a apresentada aqui ndo sfo invalidados, pois a forma como a
compressibilidade era calculada é um sub-caso da definigio atnal.

A compressibilidade de um modelo representa a quantidade méaxima de bits que
pode ser usada pars representar todas as agdes do sistema. Porém, foi mostrado que
para obter a capacidade de um sisfema concorrente & necessdrio associar rétulos aos
eventos ffsicos para representar corretamente a informacgio. Para tanto, foi introduzida
uma funcio de rotulagio. Fol mostrado que se essa rotulagio é feita de forma que, se
todos os eventos do sistema sfo associadas a sfmbolos distintos, entdo a capacidade
do sistema é igual a compressibilidade do modelo & é 0 maximo que se pode fazer em

termos de informagio.
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Capitulo 5
Conclusoes

Este trabalho teve como ponto de partida o estudo de sistemas de comunicagio multi-
usuérios, e em especial o cdleulo da capacidade nesses sistemas. Os métodos de célculo
da regifio de capacidade usados atualmente nfo conseguem determinar exatamente
essa regifio, o que leva a busca de outros métodos para esse ¢dleulo & de anélise desses
canais, Conelui-se que os eventos nesses sistemas sfo concorrentes, & para tanto faz-se
necessiric um método de caleulo da capacidade que considera esse fendmena,

Para atingir esse objetivo, & desejével obter as medidas de informacio apresentadas
no Capitulo 2 quando o sistema tem concorrdncia, para que seja possivel analisar qual
o efeito da concorréncia. Na busca de entender como essas medidas sio feitas, e em
especial a capacidade, nos sistemas sem concorréncia foi desenvolvido o trabalho que
estd deserito no Apéndice A, Nesse trabalho foram calculados urn limitante inferior
para a capacidade de um canal com rufdo, cujas entradas séo seqiiéncias restringidas,
e a densidade espectral dessas seqliéncias. Entretanto, como o foco principal é em
sisternas com concorréncia, essa linha de trabalho nio fol estendida neste trabalbo
apesar de ser possivel estendé-la.

Como os sistemas apresentam concorréncia é necessdrio que se use uma ferramenta
gue modele a presenga desse fendmeno. Algumas ferramentas foram spresentadas e

dentre elas as redes de Petri foram escolhidas. Essa escolha se deu por dois motivos



basicos: o primeiro estd relacionado a existéncia de um resultado prévie relacionando
um medida de informagio com a complexidade da rede, ¢ o segundo vem da observagio
que essas redes sédo adequadas para modelar os sistemas de interesse neste trabalho.

Tendo escolhido o tipo de ferramenta, e usando o conhecimento de resultados j&
existentes a respeito da aplicagio de concettos de teoria da informiacio em redes de
Petri, obteve-se a primeira contribuicio. Originalmente a medida de complexidade
estava definids para as redes de Petri vivas e limitadas, e era feita pela contagem de
eventos no grafo alcangabilidade dessa rede que fora construido usando o disparo de
uma transicio por vez. Fol observado que a vivacidade e a limitaciio da rede nio
580 condigOes necessirias, e portanto podem ser retiradas. Em seguida, foi observado
que a complexidade da rede esta diretamente relacionada com a medida de ocorréncia
dos eventos do sistema que ela modela, e portanto & necessério que se conte todos os
aventos, inclusive os que pedem ocorrer em paralelo, assim a contagem foi estendida
para os passos da rede. Agora, a compressibilidade de um rede de Petri ¢ uma medida
de complexidade para qualquer tipo de rede ¢ & feita pela contagem da quantidade de
passos da rede.

QO céaleulo da capacidade de um sistema com restrigdo pode ser feito usando um
modelo que fornecs as segiiéncias de simbolos permitidas. Esse modelo normalmente
é Teito usando um disgrama de estados finitos. Quando o sistema tem concorréncia
mostra-se que a representacio por esses diagramas é computacionalmente diffcil. Nesse
ponto tem-se a segunda contribuicdo desse trabalbo.

Usando ¢ modelo em rede de Peiri de um sistema cujas segiiéncias de simbolos
tem que obedecer a restricSes, foi mostrado que usando uma funcio de rotulagao dos
passos da rede nos simbolos de um determinado alfabeto & possivel obter a capacidade
do sisterna. Um método para o calculo da capacidade foi apresentado juntamente com
algumas aplicagdes. O método agui proposto junto com algumas aplicagdes possibilitou
a publicacdo de um artigo no 2008 JEEE International Symposium on Information
Theory [42].

Além das aplicacbes apresentadas outras foram desenvolvidas como por exemplo
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em [43]. Nesse trabalho o cleulo da capacidade de um sistema de transmissio sem fio
por irradiaciio infravermelho definide em [44], cujas seqiiéncias transmitidas tem que
obedecer a um conjunto de restrigbes foi feito usando o método aqui proposto. Usando
redes de Petri coloridas foi mostrada a vantagem do uso dessas redes, com relacio aos
diagramas de estados finitos. Também foi mostrado que no trabalho original [44] que
definia o sisterna havia um erro no vaior da capacidade apresentada.

O método proposto nos fornecen a informagdo que caso a rotulagio consiga represen-
tar univocamente todos os passos, a compressibilidade do modelo é igual a capacidade
do sisterna. Na maioria dos casos a fungio de rotulagho atribui simbolos idénticos 2 um
conjunto de transigbes, e assim tem-se que a capacidade do sistema diminui e pode-se
afirmar que C < Hpy.

O calenlo da compressibilidade & feito pela contagem de caminhos no grafo de
cobertura dessa rede. Porém, as redes de Petxi sofrem do problems de explosio de
estados e assimn & possivel gue o grafo tenha uma quantidade de nés intratavel nessa
contagem. Uma possibilidade para resolver esse problema consiste em obter um método
que calcule a compressibilidade da rede a partir da sua estrutura. Essa & uma das
primeiras continuacdes deste trabalbo,

Pode-se questionar em gue outros sistemas, além dos sistemas de telecomunicagdes,
o caleulo da capacidade pela compressibilidade seria Gtil. E assim tem-se mais uma
linha de continuacio que consiste na busca desses sistemas.

Como fot mostrado durante o texio usamos as redes de Petri como ferramenta para
modelar 0s sistemas concorrentes e que existern outras ferramentas. Serd possivel usar

uma outra ferramenta para os caleulos de capacidade em sistemas com concorréncia 7
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Apéndice A

Capacidade de Canais M-arios com
Restri¢ao (d, k) nas Seqiiéncias de

Entrada

Neste apéndice & apresentada uma aplicagio do calculo da capacidade de um sistema
de comunicagdes na presenca do rufdo.Um limitante inferior para a capacidade de um
canal com ruido cujas seqii@ncias de entrada sio M-grias que obedecem a restricio
(d,k). Mostra-se os efeitos da restrigio e do ruido na capacidade do canal.

Uma das motivagdes do desenvolvimento aqui apresentado foi o de estender resul-
tados encontrados na literatura. Dessa forma, neste apéndice também é caleulada a
densidade espectral de poténcias das seqiiéncias M-arias (d, k).

Vale salientar que os resultados desse apéndice foram apresentados em [45] e gue
parte dos resultados também foram obtidos independentemente por Datta e MacLaugh-
lin [46].



A.1 Introducao

Nos sistemas de gravacio tradicionais, sejam em meios 6pticos ou magnéticos, as se-
quéncias binarias devem obedecer a restrigdes nas quantidades minima (d) e maxima
(k) de zeros entre dois uns, que servem respectivamente para reduzir a interferéncia
inter-simbélica e garantir a recuperagiio do sincronismo [47]. Os cédigos que imple-
mentam essas restri¢des sfo conhecidos como c6digos com restricio nos comprimentos
{RLL, do inglés runlength-limited) ou mais simplesmente como codigos (d, k).

Para sumentar a capacidade de gravacio, usando o mesmo espago, novos sistemas
que usam seqiidncias com M-niveis estdo sendo desenvolvidos {48]. Como nos materiais
usados para a gravagio binéria, os materiais usados nestes novos sistemas devem manter
a linearidade do canal, um requisito necessirio para facilitar a recuperacio dos dados,
e além disso pelos mesmos motivos das segiidncias bindrias, as seqgiiéncias de stmbolos
M-érios gravadas devem obedecer a restrigio {d, k) nos comprimentos. Os c6digos que
implementam essas restrigdes sdo denominados cadigos M(d, k). A capacidade de um
codigo M (d, k) para o caso sem rufdo & igual ao logaritmo na base-2 da maior raiz real
da Bquacgie [2):

2 gk (M e 2R LM -1 =0 (A.1)

Neste artigo & apresentado um limitante inferior para a capacidade de um canal
ruidoso cujas entradas sio seqiidncias M-Arias com restrico RLL. O canal ruidoso é
modelado como uma generalizacio de um canal bindrio simétrico (BSC, do inglés Bi-
nery Symmetric Channel) que captura ¢ mecanismo de erro gue ocorre na reCuperagao
de informagdes M(d, k) gravadas.

Além da capacidade, outra caracterfstica importante dos c6digos usados para gravagio
& a sua densidade espectral de poténcia (DEP}. Dado um cédigo deve ser observado
qual o seu nivel DC, e se as suas caracteristicas espectrais podem ser atendidas pelo
meio de gravagdo, o que pode ser feito pela DEP desse cédigo. Neste trabalho a DEP

dos codigos M{d, k) & obtida usando a técnica proposta em {49].
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A.2 Ceédigos M(d, k)

Um codige M-ario com restricio {d, k) {ou simplesmente M{d, k)) consiste em um con-
junto de seqiéncias de simbolos de um alfabeto A == {0,1,2,.., M — 1}, nas quais no
minimo d e no maximo k zeros segnidos podem ser aceitos entre os simbolos diferentes
de zero. Normalmente, as restrigdes M{d, k) sio representadas por .um diagrama de
transi¢do de estados finitos (FSTD, do inglés Finite-State Transition Diagram) como
mostrado na Figura A.1. Qualquer seqgiiéncia M (d, k) corresponde & uma seqiiéncia de
rotulos obtidos de um caminho nos arcos do FSTD. Existem {k -+ 1) estados represen-
tados pela variavel aleatéria S € {0,1,...,k}.

Figura A.1: Disgrama de estados finitos para as seqfidncias M{d, k).

Denota-sepor P{i, i+ 1) = (1~ p;), i =0,..., k1 as probabilidades de transicio
do estado ¢ para o estado i+ 1. Um modelo razodvel para a probabilidade de transi¢io
do estado ¢, e =d, d+1,..., &k para ¢ sstado 0 por um dos arcos que representam a
escrita de wm dos M — 1 simbolos diferentes de zero é |

P, 0) = 2 (A.2)

¥ M — 1 »
gue considera tais simbolos equiprovaveis. A probabilidade total de transicio do es-
tado 4, 1 = d,d+ 1,....k para o estado 0 & portanto p;. Dessa forma, a matriz de

probahilidades de transicio correspondente & cadeia de Markov do FSTD mostrado na
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Figura A.2 & dada por:

0 1 0 0 0 0
g g 1 0 0 0
] ] 0
] 0
Pt pd Qd (A_S)
Payr: O 0 gz 0
Pe1 O -1
1 0 ¢ 0 0 |

Figura A.2: FSTD para as probabilidades de transicdo.

A.3 Probabilidades para seqiiéncias M-arias

Em {47} para modelar as seqiiéncias bindrias (d, k) foi criada a divisdo em frases, em que
pars uma seqiidncia de bits ¢ final de cada frase é marcado apds o primeiro simbolo 1, e 0
comprimento da frase & igual a sua quantidade de bits. Foi definida a varidvel aleatéria
X representando o comprimento das frases e mostrado que, sendo ¢ a capacidade
caleulada pela Equagio A.l, a distribuicdo de probabilidades de X, para a qual a
capacidade € alcangada é dada por

P(X si) =27 j=d+1,.,k+1. (Ad)

Neste trabalho as frases com simbolos M{d, k) sdo definidas de modo analogo, com
o final de cada frase sendo marcado apds o primeiro simbolo diferente de zero, como

pode ser visto para a seqiiéncia

020300040101023...
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cuja divisdo em frases é dada por
02, 03, 0004, 01, 01, 02, 3, ..

Definindo as varidveis aleatérias ¥; = (X, A;) em que X; representa o comprimento
dafase i e 4; € {1,2,..., M — 1} & o simbolo que marca o final de uma frase, a taxa
de entropia {definida no Capitulo 2) é dada por

. H{{X1, A1), (X2, Ag), ooy (Xy An))
K= lim s 2 : : » ? A5
“*wPa(Xfirf) E(Xi+ Xo+ .+ Xy) (A.5)

em que o supremo & sobre todas as distribuicbes conjuntas
Pﬂ (X?S A?) = Pﬂ ((Xli Ai) RN (Xﬂ} An)) H H((Xla 4‘{11): {Xi’a AQ): reny (Xm An))

a entropia das primeiras n frases e E(X;) o valor esperado de X;. A ignaldade em (A.3)
é obtida se e somente se as varidveis aleatorias Y; = {X;, A;) e também as varidveis

aleatdrias A; forem estatisticamente independentes.

Observacdo A.1 As duas condigdes implicom ne independéncia des varidveis 4; condi-

cionadas 45 varidveis X :

H?xl P (Xia Al)

A, A 1 X, X, = ~ AG
ol | Kareens ) = T PO A9
= [[P(alxs). (A7)

O resultado a seguir generaliza para o caso M-4rio o apresentado em {47, Teorema

1] para sistemas bindrios.

Proposition 1 O cddigo gue fem toze mdzima de informacdo tem as seguinies pro-

priededes:

1. As veridveis aleatdrins X, ..., X, sdo estotislicamente independenies ¢ ident;‘ca—

mente distribuidas.

69



2. As varidveis oleatdrias Ay, ..., A, sdo estatisticamente independentes e identica-
mente distribuidas.

3. A distribuicdo de probabilidades de X é
P(X =i} = {M — 1)27C, : (A.8)

sendo C solugfio da equagio.

Kb

i 1
32 C=M_}. (A.9)

j=d+1

A prova da Proposiéo 1, segue os passos usados em [47], com algumas modificacdes.
Prova

Empregando um raciocinio similar ao usado na prova do Teorema 1 em Wolf [47,
pag.46] verifica-se que a taxa definida na Equacgio A.5 é limitada superiormente por:

R< sup Hp(X, 4)

A) A10
P4y Ere(X) (A.10)

em que P (X, A) representa a distribuigdo da varidvel aleatoria ¥V = (X, A) e Py
denota a distribuiglo da varidvel aleatdria X, sendo suprimidos os indices, pois a igual-
dade em (A.10) é alcangada para varidveis independentes e identicamente distribunidas.

Resscrevendo o numerador de (A.10) na forma
HP{X,A) = ffpx(X) - HP,q,tx(A I X),

e considerando a independéncia de A condicionada & X, vé-se que o maximo valor
da entropia Hp,, (4 | X} é alcangado para simbolos ndo nulos equiprovavels, ou seja,
Hp,x (A1 X) = log(M — 1}, o que estd de acordo com o modelo da Figura A2,
Portanto, a taxa de entropia a ser maximizada é

R = HPX(X) + log (M — 1)
- EFx (X}

(A11)



Para calcular Py, a distribuigdo étima que maximiza a taxa utiliza-se a técnica dos
multiplicadores de Lagrange:
Hp, (X)+log(M~1) ¥ :

B TX) +A Y Px(X =), (A.12)

i=d+]

F(Py, ) =

em que a constante A deve ser obtida a partir da restricao f:éﬂ Px(X =14 =1.
Denotando F; = Py (X = 4} e derivando tem-se

’ o Ha A X log{M 1)
8F(PX1A) — —(IOgP;{»]BgB-}-?.( = Epy {X) ))

oF; Ep (X}
+ A=0 - (A.13)

A tlnica solucdo de {( A.13) &

PXmi) =
R SN 419
em que { & a solugio de:
d41 )
3 270 . (A.13)
Gkl M1

u
E interessante observar que fazendo 2¢ = z, em { A.13), apds algumas simplifi-
cagles obtem-se a Equagdo A.l, como esperado. Sendo Py a distribuigo étima, dada

por {A.14), tem-se
Hpy (X) + log (M ~ 1)

Ep; (X)
Observe que a capacidade dada pela Equagio A 16 leva em consideragio a entropia dos

R=(= (A.16)

comprimentos Hp- (X}, que independe do iltimo simbolo da frase, uma segunda parcela
relacionada com 0 tamanho alfabeto usado, log{(Af ~ 1}. Deste modo o comprimento
médio das frases é diminuido a medida que M cresce, visto que a capacidade de um
sistema M-4rio, M > 2 deve ser maijor que a capacidade de um sistema bindrio M = 2.
Para M == 2 a BEquacio A.13 se reduz para

k1

3 2= (A.17)

=41
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0 que reproduz o resultado apresentado por Wolf [47] para o caso binério.
A acorréncia de erros na leitura dos simbolos M (d, k) € um aspecto importante a

ser congiderado, um modelo para representar esta ocorréncia & apresentado e analisado
& seguir,

A.4 Canal com Cruzamento

A Figura A.3 exibe o modelo de canal M-ario sem memoéria. Denominade de canal com
apagamento cruzado (ou simplesmente canal com cruzamento), ele pode representar &
recepgdo ou & leitura de um sinal M-4rio cujos simbolos pertencem a um alfabeto A.
Nesse canal um sfmbolo enviado (ou gravado no nosso caso} pode ser recebido como
0 seu anterior ou o seu sucessor. Por exemplo, para o alfsbeto A = {0,1,2,3,4} ¢
considerando que simbolo 3 foi enviado, se ocorrer erro é possivel detects-lo como o
strabolo 2, ou 4 com uma certa probabilidade.

Seja Y (54, 52) um simbolo de entrada do canal gue corresponde 2o simbolo M-4rio
emitido na transigdo entre 5, e S, estados consecutivos da mAaquina de estados gue
descreve a seqiléncia de entrada do canal, cada simbolo de saida (Z), com excecio
dos simbolos 0 e M-1, pode ocorrer devido a presenca de trés simbolos de entrada,
conforme estd descrito na Figura A3,

No modelo a probabilidade de cruzamento & o/2, e ele se reduz ac canal bindrio
simétrico para M = 2,

Considerando que as segiiéncias de entrada do canal descrito acima sdo do tipo
M{d, k), na proxima seclo sers analisado v Hmitante inferior para a capacidade desse

canal,

A.5 Limitante Inferior para a Capacidade

Considere segiiéncias M{d, k) sendo geradas por uma fonte markoviana e estaciongria,

g transmitidas através do canal deserito na se¢iio anterior. Nesta segfio serd calenlado
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Figura A.8: Canal com apagamento cruzado.

o limitante inferior para a capacidade desse canal sob estas condicdes.

Em [47] & demonstrado o seguinte lema:

lema 1 Considere um canal sem memdria cuje entrada é um processo aleatdrio esta-
ciondrio e markoviang Y, a capuacidade deste canel € Wmitada inferiormente por

Cz sup I(85;71]8) {A.18)
P(5(,52)

sendo 5\ € S, estados consecutives do processo markoviano, P81, 5,) o probabilidede

de observagdo dos estados Sy, 5, consecutivamente e Z o safda do canal perturbada

pelo ruido.

A informagio mutua da Equacdo A.18 pode ser escrita como [7)

(852 | ) =H(S | Si)+ H(Z | 5) - H(Sx: 2| 51). (A.19)
No caso explorado neste trabalho, 5 e 5; s8o estados do FSTD que descreve a seqiiéncia
M(d,k}e Z € {0,1,..., M —1}. Assim as distribui¢des de probabilidades para o calculo
das entropias acima podem ser obtidas de anélises da Figuras A.2 e A3, Essas entropias

estdo apresentadas no Apéadice.
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Substituindo as entropias apresentadas no Apéndice na Equagio A.19 e apods algn-
mas stinplificagfes obtém-se

. f(Sz;ZlSﬂ:
&
> P8 = j{hlp;) + p; log(M — 1)}
i=0
bt o P, oo ot o
+ §P[S=JJ{H[(z—pj>(1~—~§>+M11w,M11<1-§)+(z—pj)§]

- H [(1 - g’)(l _pijr (I - pj)%a mgf*:“i")'%, (1 - %)W*'———Mpi ]} .

(A.20)

Os valores de p; que representam a probabilidade de retorno de um estado S; para

o estado Sy sl dados par -

) . PX=j5+1
PJ‘=P(K=.?+1IX>J)=E”(:“P—(§”Q“}%- (A.21)
A probabilidade do estado § é dada por
i-1
PIS=4=PS=0]]u (A.22)
fedl

sendo g; = 1 —~pj e P[S = 0] = 1/L em gue L & o comprimento médio das segiién-
cias {47}, que no nosso caso serd caleulads vsando a distribuigfo da varidvel X dada
pela Equacio A8

Observa-se que o imitante obtido para o canal ;:om cruzamento depende do tamanho

do alfabeto, o que serd explicitado nos limitantes apresentados a seguir.

A.5.1 Exemplos de Limitantes

{0 ¢éleulo do lmitante inferior & realizado usando as Equagdes A.20 ¢ A.22. O supremo
da Equacao A.18 & obtido fazendo uma busca no espago das probabilidades de entrada
2y, i= d,”fﬁ -1,
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Inicialmente, foi obtido o limitante para M = 2, caso bindrio, para alguns valores
de d e k. Conforme o esperado os resultados coincidem com os obtidos em 147].

Para d = 0 e k = 3, tem-se na Figura A4 o resultado para alguns valores de M. O
mesmo & feito para d = 1 e k = 3 na Figura A.5.

2.5
R d
2 . N
<
18
S b
| o e B
0.5 ¢ \\M e,
-
»\\MA

o . ] ) . ) ) - ) .
G 005 G1 G158 0Z 0.25 0.3 0235 04 045 95

Figura A.4: Limitante inferior da Capacidade em fungio de e para d = Qe k = 3
alM =2, b)M =3, c)M =4ded})M =35

Quando a = 0, o valor da capacidade deve ser igual ao obtido da Equacie A.1 pois
ndo hé ruido. Isso foi observado nos resultados obtidos. Também foi observado nas
enrvas das Figuras A4 e A5 o efeito da restri¢io (d, k) na capacidade, pois quando
a = 0, a capacidade atinge um valor menor que ¢ = log(M}, que seria a capacidade
caso ndo houvesse a restricho.

Verifica-se um aumento significativo na capacidade do canal M-ario (M > 2) sobre

o cana} binério, ainda que a probabilidade de cruzamento seja elevada.

A.6 Analise Espectral de Cadeias de Markov

Da mesma forma que a capacidade, a densidade espectral de poténcia (DEP) dos sinais
& um dos pardmetros de grande importincia nos sistemas de transmissdo e gravagao.

Através da DEP & possivel observar se o espectro do sinal a ser gravado é bern ajustado
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Figura A.5: Limitante inferior da Capacidade em fungo de o para d=1e k = 3
a)M =2, b)M =3 c)M=4ed)M =3

ao canal de gravagio, o que terd implicaces diretas na presenca de erros, como também
a presenga de um nivel DC nesse sinal [50].

Para analisar a DEP dos sinais M{d, k), nessa se¢io & descrito um procedimento
para o calculo da DEP para funcgbes de uma cadeia de Markov. Considerando uma
funcdo desse tipo gue descreve as seqiiéncias M(d, k) e por conseguinie as segiiéncias
binarias (d, &) fazendo M = 2, neste secio & feita a anédlise espectral dessas seqiidncias

usando o procedimento.

A.6.1 Densidade Espectral de Fungdes de uma Cadeia de Markov

Para a analise da DEP das seqiiéncias M (d, k), serd usado o procedimento desenvolvido
em [49]. Nesta secdo é feito um resumo deste procedimento.

Considere s,, uma cadeia de Markov com conjunto de estados 5 = {0}, 00,...,07},
matriz de probabilidades de transicio II e vetor de probabilidades dos estados p tal
que pIT = p. Seja aq = f(s,;) um processo estacastico obtido de s5.
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Define-se & matriz

Wich
f(ﬂ'z)

| flon) |
que descreve fungdo a, = f(s,). Essa matriz tem dimenses I 2 L, sendo I a quantidade
de estados da cadeia s, e L a quantidade de commponentes do vetor produzido como
saida da fun¢do f(o:).

A matriz IT de uma cadeia de Markov ergédica tem as seguintes propriedades:

1. I tem todos os seus valores ndo negativos;

2. A soma dos elementos de uma linha é 1
7
i=1

3. Essa matriz ndo tem autovalores coro médulo maior que 1, e um desses autovalores

£ Ag ==l

4. Se I1 tem outros autovalores com mddulo 1, Aq, ..., An., esses valores sdo as

raizes da unidade. Se N > 1 entdo 11 pode ser escrita comao

0 T 0 ... 0 |
0 0 Iy ... O
M= ... ... ... .. .. . (A.23)
6 0 0 ... Iyouw
v 0 0 .. 0

O wvalor de N indica a periodicidade da cadeia, que é ciclica se N > 1 ¢ aciclica se

N = 1. Definindo a matiz

[ 1, 0 0 |
~JinrN
3, = 0 e L .. { (A.24)
) L 0 0 . e--:'Qm"l"J‘\’—1),:".?\-7]:},&r ]
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sendo Ip, ..., Iy-; matrizes identidade com as mesmas dimensdes das mairizes zero

na posigdo correspondente na Equacdo A.23. A densidade espectral de poténcias do

processo a,, serd dado pela equacdo
Salf) = A*G (e NCG (A ) (A.25)

sendo que G* representa transposta e G a transposta conjugada da matriz G e

C=D-IIDII, (A.26)
G(z) = (21 - H)"', (A.27)
D == diag{p(1), p(2}, ..., p{1}} (A.28)

na qual dicg{x} uma matriz cuja diagonal é dada pelos elementos do vetor x e os
demais elementos séio zero e p{i) & a probabilidade do estado 1.
O valor de H é dado por

Nl
H=TI- 3 e N iwpl, (A.29)
r=(

sendo w = [1,1, ..., 1] um vetor com todos 0s componentes igoais a 1.

Escrevendo o procedimento do cilenlo da DEP em forma de passos, tem-se
1. Bsereva a madriz IT no formato da Equacio A.23 (somente se s, ¢ ciclica);

2. Obienha a matriz A que descreve a fungdo a, = f(s,);

a2

. Calcule o vetor de probabilidades p usando pll == p;
4. Calcule os valores de H, G e C usando as eguagdes correspondentes;

. Calcule a DEP usando a Equacio A.25.

by
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Caso a cadeia s, seja aciclica (N=1), entdo A = 0 & o tinico autovalor de TT que est
no circulo unitério. Neste caso, a distribuicdo espectral do processo a,, somente tem
linhas espectrais na origem [49]. Se for usado um pulso h(t) para modular a segiiéncia
an & DEP do sinal obtido sera dada por

5(1) = BUE(PS.) (430

O modelo para a, = f(s;) no qual o processo a, ¢ fungio apenas das transicbes
de estados da cadeia é chamado de maquina de Moore. Qutro modelo possivel & dado
por a, = f(s,,b,) para o qual o processo serd funcio da cadeia e de uma entrada b,
chamado de méquing de Mealy,

Quancio 0 processo € uma maquina de Moore o caleulo da parte continua da den-
sidade espectral de poténcia pode ser feito seguindo o procedimento descrito anteri-
ormente. Porém quando se tem uma méguina de Mealy faz-se necessirio algumas
modificagdes no procedimento.

Essas modificagGes se iniclam introduzindoe um novo processo X, = (5q, by) de tal
forma que a, = f(X,), e desse modo 0 problema se transforma em uwma méquina de
Moore.

Para essa modificagdo faz-se necessdrio introduzir algnmas varidveis. Sendo B =
{Bi, ..., B} o conjunto de entrada com matriz de probabilidades de transigio P =
[Plu, )], v, = 1,..K, 4 = {a4,...,an} 0 conjunto de saida, S = {01, ..,0r} 0
conjunto de estados ne qual cada estado € uma possivel saida, e g a fungdo de troca de
estados que associa o proximo estado em funcio do atual 5,41 = g{S,, b,) € definindo
a matriz By = (e, (4, 7), 6,7 =1,., L, u=1,..., K tal que e,(,7) = 1 se g{oy, fu) = 7;
& e,(%,7) = 0 caso contréario, dois casos podem ser considerados e sio apresentadas a
seguir .

No primeiro, a seqgiéncia b, € B é um conjunto de simbolos independentes e

identicamente distribuidos, cujas estatisticas siio determinadas por g, = P{b, = 8.}
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u=1,.., K. Neste caso escreve-se a matriz

s Wis] 1 R 17 1724 ]
q1 B g ... qgE.
T e (A31)

| 1 Ex @Ly ... grEr |

¢ 0 vetor A como um conjunto SzB, usando A{oy, B,) = Zn—1yr4i € aplica-se o método
para & miquina de Moore,

No segundo caso, tem-se o processo de entrada b, como uma cadeia de Markov com
matriz de transi¢io P = P(u,v), u,v = 1,...,, K e definindo z¢, 3y, = (03, Bu), a matriz

P serd descrita da seguinte forma

[ PO,1)E,  PE,2E ... P(LEK)E ]

P2, 1)E, P(2.2)E, ... P{2,K)E
(')2 (}2 (‘)K (A32)

| P(K,1)Ex P(K,2)Ex ... P(K,K)Ex ]
Agora tem-se nos dois casos a, = A(X,) e desse modo uma méaquina de Moore,

partanto sendo possivel aplicar o procedimento descrito para esse caso.

A.7 Aplicacdo aos codigos M(d, k)

No caso da andlise da densidade espectral de poténcia das seqiiéncias M{d, k), b, & a
cadeia de Markov que descreve as segiiéncias de entrada e o conjunto de estados de
A serdo os M possiveis niveis da seqiiencia M{d, k). Além dessas consideragdes faz-se
necessario algumas modificacOes na estrutura da cadela.

Observando a cadeia de Markov que representa as seqiiéncias M{d, k) ilustrada na
Figura A.l, tem-se varios caminhos dos estados S, n =d, ..., k para o estado zero, de
tal forma que cada um desses caminhos representa a emissfo de um simbolo distinto,

e a matriz de transicio sendo dada pela Equacgo A.33.
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Para a aplicagfo do método faz-se necessério que cada simbolo diferente de zero

seja representado unicamente por um caminho de retorno paras o estado zero, para
gue seja possivel explicitar os diversos valores gerados através da matriz A. Essa
configuragdo é obtida aplicando a particio de estados ao estado zero da cadeia, gue

consiste em particionar o estado so em novos estados spy, Sop, .., Sp € distribuir os arcos

que chegavam e partiam de sp nos novos estados [15), obtendo a configuragio itustrada
na Figura A.8 cuja matriz de probabilidades de transigio & dada pela Eguacgio A.34.

0

pa/{M ~1}
Pasr /(M — 1)

Pr-1/{M —1)

| e/ (M -1)

0 1

paf(M-1)

pasi/(M-1) O ...

c pretfM-1) O

pe/(M-1) O

thry Nyt
SRy By S Wi B
[N, Tt g

0

i1

Samay

Nm.n‘ ; LT

Figura A.6: Aplicagdio da partigdo de estados.

0

g

(A.34)

A Equagdo A.34 pode ser usada para modelar o caso em gue os simbolos ndo

sio identicamente distribuidos, modificando os diversos p;/{M - 1) pelas respectivas
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probabilidades. Esse fatc ndo foi analisado nesse trabalho.
Seja a seqiidncia bindria que obedece a restricio (d,k) = (1,2), representado pela
cadeia da Figura A.7, cuja matriz de probabilidades de transiciio &
0 1 0
P=|m 0 ¢ (A.35)
1 00

q
S (52 Yt (54
\l/pl

Figura A.7: FSTD para M = 2, (d, k) = (1, 2).

Nesse caso, escolhendo os simbolos de saida como -1 e +1, faz-se a associacdo
S o {Jl sz b1, o0y = “l} e B= {)31 = Sl,ﬁg = Sg,ﬁg = 33}

_ 0 1 190
As matrizes E; serfo By = 1, Bp s e Ky = Lo . & a matriz
10 01 01
de transicéo IT seré § .
0 ¢ 010
g 8 110
0 00
= | > @ (A.38)
0 om 0 0 Q 4y
1 6 00
0 1 00

O vetor de saidaserd A =[1 — 11-11- 1.
Para & segiiéncia acima obtém-se a curva da Figura A.&, que coincide com os resul-
tados gerados em [47].
Agora dois esquemnas de codificagio para as seqUiéncias M{d, k) serdo considerados,
e sera feita a analise da DEP das seqiiéncias obtidas. O primeiro € uma extenséo da
codificagio NRZI usada em [47], o segundo é um esquema para gravagdo em meios

épticos proposto em {51].
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Figaura A& DEP para M = 2e (d, k) = (1, 2).

Em [47] & proposto um esquema de codificacio NRZI a ser aphicado nas seqiiéncias
bindrias (d,%). Naquele caso a seglidneia resultante pode ter os niveis +1 e -1 e,
enquanto a entrada for zero a saida permanecera no nivel atual. Como exemplo observe
a Figura A8, nesse caso considera-se que o estado inicial € +1 e s6 havera troca de

nivel quando na entrada tivermos o bit 1.
Seqisdncia (d,k) 0010006100101

NR#1 SRS TR 2 T 20 RN S I A 2 R RS |

Figura A.8: Codificagio NRZI para o caso bindrio.

No caso M-4rio serd feita uma extensio da codificagio NRZI. Agora tem-se varios
niveis na entrada, e a cada mudanca do valor de entrada para um valor ¢ # 0 a safda -
terd o valor z, porém o sinal dessa safda serd o contrério de uma saida anterior, caso
a entrada seja zero (z = 0} a safida permanece a mesma, come exemplo observe a
Figura A.10.

Na Figura A.11 tem-se a DEP para {(d, &} = (1,3) e alguns valores de M seguindo
o esguema NRZ] proposto acima. Nota-se que as curvas tem o mesmo formato dife-

renciando apenas nos valores, pois quanto malor o valor de M, nivels mais altos sdo
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Scqieneia Mgk} Co 200206101 03
NRZI b ) 41 222 B2 4241 -1 41 41 -3

Figura A.10: Codiﬁcax;éd NRZI para o caso binario.

necessirios e mais poténcia se faz necessario.

D

H i " " N H H
o 9.7 o2 o [+ 30 o.5 Q.65 = 240 o0 1
Liy

Figora A:1l: DEP para (d, k) = (1,8} e variando o valor de M.

Qutro tipo de codificagdo NRZI & proposto em [51], ele é mais apropriado para
melos épticos, pois a recuperacio dos simbolos gravados serd feita pela intensidade
de um sinal refletido, Nessa caso a seqgiigncia M(d, k) passard por um pré-codificador

gerando a safda y; = ;-1 + z;{mod M), coma estd ilustrado na Figura A.12.

5 X ¥
— | wl Trochdificador

i
P
L

,Tt" (1T
Figura A.12: Esquema NR2ZI mod M.

Fazendo (d, k) = (1,3) e para alguns valores de M, tem-se na Figura A.13 & DEP

usando o segundo esquema. Nesse caso observa-se a suavizagho das curvas a medida
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que M aumenta.

ST}

5

i LA B2 $3 G4 ?!? nE oy o8 53 %

Figujra A.13: DEP para o esquema NRZI mod M.

AR Cenclusées

Neste trabalho os resui_tadas apresentados em [47] para o caso bingrio foram extendi-
dos para o caso M. ~éx10 Para as seqiiéncia M(d, k) foram obtidas a distribuicio de
probabilidiades para a%v‘a. que descreve essas segliéncias, um limitante inferior para
a capacidade de um canal sem ruido cujas seqiiéncias de entrada sio desse tipo e por
fim a densidade espectfal de poténcia dessas seqifiéncias. Nos {rés casos fazendo M =2
os resultados obtidos fdram comparados com os originais [47] e observou-se a completa
goincidéncia dos xfalﬁreé.

O limitante foi obtido para um canal que é uma extensiio do canal BSC. Aqui outro
teste foi realizado, pois ;fquancio a probabilidade de cruzamento for zero, o canal ndo tem
erros & sua capacidade:é igoal a da seqiténcia M (d, k) de entrada que pode ser obtida
da Equagio AL, nesse? teste observou-se que todos os valores coincidiram. Conforme
o esperado, fol observaido que o limitante cresce para M > 2 e mesmo para niveis de
rufdo relativamente altos (probabilidade de cruzamento alta) obervou-se um ganho na

capacidade a medida que o alfabeto cresce.
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No caso da densidade espectral de poténcia observou-se que a0 aumentar o tamanho
do alfabeto (A} obtém-se densidades com formatos idénticos aos obtidos no caso
bindrio para os mesmos d e k. Porém a medida que M cresce essas curvas tem densi-
dades diferentes, embora todas apresentem nivel DC baixo.

Em todos os resnltades foi considerado simbolos equiprovaveis, porém no caso da
DEP devido ao métode usado existe a possibilidade de testes com alfabetos que ndo

sejamn equiprovéveis, esses resultados podem ser obtidos em um trabalho futuro.

A.9 Calculo da Informagao Mitua [ (S, Z | Sy)

Nesgte apéndice sdo apresentadas as entropiss que compdem a informagio mitua da
Equagdo A.19, sendo elas H(S; | S1), H(Z | 81} and, H{S2, Z | 51). Denota-se por

ha) = —zlogz — (1 -~ z) log(l — ),

a fungdo de entropia binéria.
Das Figuras A.2 e A.3 obtém-se, apos algumas andlises, as distribuigoes de proba-
bilidades necessdrias para calcular as entropiss desejadas, e usando essas distribuigdes

obtém-se:
k-1
H{S2/81) = ) P[S=jl{lp;) +p;log(M — 1)} (A.37)
j=d
d-1
H{Z[5) = E P[§ = jlh{0/2}
= /2] P54y _
+ Z P[S = j] {H [(Z - )1~ e/2) + [T 1&/2, (1~ p;)o/2 4+ T 1(1 a:,f?),]
Feod
D; Py
+(M — 2} (—-———M - 1) log (WM - 1)}
+ PIS=HH [Ml_lcxfﬁMl_ [0 -2, 322, (A.38)
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H(Sy;2/8) = Z P[S = jlh{e/2)

+ _ZP[S=:5]{ G- a/B-p), ()% (1~ af2),

+ 0 )

+ PIS = HH | gre/2 -2, =2, (4.30)
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Apéndice B

Construcao por Subconjuntos (Subset

Construction)

Neste apéndice ¢ apresentada e exemplificada a construgio por subconjuntos que &
utilizada para obter uma grafo determinfstico a partir de outre nfo deterministico.
Essa construcio & usada no Capitulo 4,

Dado wm grafo rotulado § = (G, £) que nio é deterministico, o objetivo da con-
strugdo de subconjuntos & encontrar outro grafo H = {H, £') que reproduza as mesmas
seqiiéncias de simbolos que G e seja deterministico.

A construgdo inieia fazendo os vértices e T de H como os subconjuntos nao vazios,
daf o nome construgio de subconjuntes, do conjunto de vértices V(G) de G. Be ] ¢
V(H) ¢ a € A (alfabeto usado para robular o grafo G), seja 7 o conjunto de vértices
em (7 que podem ser alcangados dos elemento de [ seguindo os arcos rotulado com
a. Em ountras palevras, 7 € o conjunto de vértices alcanciveis de J usando o rétulo
a. Se J undo & vazio, entdo J € V(H) caso contrario ndo faca nada. Repetindo o
procedimento para cada I € V(H) e para todo a € A tem-se o grafo rotulado H.
Como para cada vértice I € #H os arcos que saem tem rétulos distintos a apresentacio

H & right-resolving e o o grafo rotulado H & deterministico.
Example 1 Sejo o o grafo rotulado nio deterministico G da Figure B.1{a). Apds a
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Figura B.1: Aplicagfio da construcio por subconjuntos.

aplicagdo da consirugdo de subconjuntos obtém~-se o grafo rotulado deterministico H da
Figura B.1(b).

B.0.1 Observacgoes

Observe que o grafo da Figura B.1{b} & redutivel e para o nosso caso, o caleulo da
capacidade, basta usar a parfe irredutivel do grafo, Portanto, para o cdleulo da ca-
pacidade a matriz de adjacéncias deve ser construida observando apenas as adjacéncias
entre os vértices da parte irredutivel do grafo obtido apds a aplicagdo da constragdo
de subconjuntos, no caso do exemplo deve-se ugar apenas os n6s {a} e {a, b}

O novo grafo rotulade H, obtido apds a construgdo por subconjuntos a partir de
um grafo G, terd no minimo a mesma guantidade de vértices de § pois caso esse tltimo
grafo seja deterministico a aplicagio da construgéo de subconjuntos fornecerd um grafo
H com os mesmo vértices de §. Isso ocorre porque nesse caso os subconjuntos serdo
apenas os vértices § e ndo haverd nenhum vértice de H que seja combinagiio dos vértices
de G.
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