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Prefacio

A Teoria da Computagao caracteriza-se como uma importante 

area de estudo da Ciencia da Computagao, pois nela estudam-se 

os fundamentos que descrevem o computador como um modelo 

matematico. Esta teoria foi proposta em 1936 por Alan Turing, 

que definiu um modelo matematico de computagao conhecido 

como maquina de Turing. Segundo Turing, este modelo seria 

capaz de capturar o significado de se realizar uma tarefa por 

meio de algoritmos. Isto e, se um algoritmo pode ser realizado 

em qualquer tipo de sistema fisico, entao existe um algoritmo 

equivalente para uma maquina de Turing universal que rea- 

liza exatamente a mesma tarefa que o algoritmo original. Esta 

afirmagao, conhecida como a tese de Church-Turing, teve sua 
evidencia fortalecida a cada novo modelo que ia sendo proposto 

e que tinha sua equivalencia com o modelo de Turing demons- 

trada. Seguindo a larga aceitagao desta tese pela comunidade 

cientffica, foi observado que o modelo de computagao da ma­

quina de Turing era ao menos tao poderoso quanto qualquer 

outro modelo de computagao, no sentido de que um problema 

que podia ser resolvido eficientemente em algum modelo de com­

putagao tambem poderia ser resolvido eficientemente no modelo
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da maquina de Turing.

Em meados de 1970, Robert Solovay e Volker Strassen ve- 

rificaram que a combinagao de uma mhquina de Turing com 

elementos probabilisticos, tais como um gerador de numeros 
aleatorios, seria capaz de resolver eficientemente problemas que 

nao tem solugao eficiente no modelo original de Turing, essenci- 

almente determimstico. Este novo modelo ficou conhecido como 

maquina de Turing probabilistica e ampliou o conceito de que 

qualquer processo algorltmico poderia ser simulado eficiente­

mente por uma maquina de Turing probabilistica, a chamada 
Tese Forte de Church-Turing.

Em 1982 o ffsico Richard Feynman conjecturou que ne- 
nhuma maquina de Turing era capaz de simular fenomenos 

quanticos de forma eficiente. Para tanto, era necessario um 
modelo computacional capaz de levar em consideragao os prin- 

cipios da Mecanica Quantica. Este modelo foi entao proposto 

em 1985 por David Deutsch, sendo denominado maquina de 
Turing quantica. O modelo proposto por Deutsch desencadeou 

desafios a tese forte de Church-Turing, particularmente quando 

algoritmos quanticos eficientes para os problemas da fatoragao 

(algoritmo de Shor) e de busca nao estruturada (algoritmo de 
Grover) foram propostos.

Paralelamente ao desenvolvimento da Teoria da Computa- 

gao, nos moldes descrito acima, outra teoria conexa estava sendo 

desenvolvida e que veio a se chamar Teoria dos Automates. Os 

principals conceitos da Teoria dos Automates foram introdu-
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zidos nas decadas de 40 e 50 como resultados do esforgo de 

diversos pesquisadores incluindo matematicos, lingiiistas, neu- 

rofisiologistas e engenheiros eletricistas. Os trabalhos iniciais 

da area buscavam o desenvolvimento de maquinas que mode- 

lassem os processos cognitivos do cerebro humano, tendo, neste 

sentido, como primeiro expoente o proprio modelo de Turing, 

que baseou seu trabalho na modelagem do processo de prova de 

teorema utilizado pelos matematicos.

Em 1943, McCulloch, psiquiatra, e Pitts, matematico, cons- 

truiram um modelo para explicar o funcionamento dos neuro- 
nios utilizando o conceito de maquinas de estado finito. Em 

1951, Kleene publicou seu trabalho no qual introduziu o con­

ceito de linguagens regulares. Huffman, em 1954, apresentou 

a nogao de estado de um auto mat o e de tabela de transigao. 

Moore, em 1956, apresentou um algoritmo de minimizagao. Os 

conceitos de automates Unites nao-deterministicos e probabilis- 
ticos foram introduzidos por Rabin e Scott em 1959 que expu- 

seram os principals conceitos da area de forma sistematica.

No contexto da Teoria da Computagao, o modelo de Autd- 
mato Finito e um dos modelos de computagao mais simples, 

porem com vasta aplicagao nas areas de processadores de texto, 

compiladores, projetos de circuitos digitais, processamento de 

linguagem natural, etc. Por causa da simplicidade e do interesse 

pratico, o estudo deste modelo de computagao em sala de aula, 

como componente teorico dos cursos de Computagao, e de fun­

damental importancia para o ensino da materia pois possibilita
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a pratica de definigoes formais, proporciona o aprendizado de 

conceitos relevantes e favorece o aprendizado de modelos mais 

complexos, como a propria maquina de Turing.

De acordo com Ambainis e Freivals, e possfvel que as pri- 

meiras implementagoes de computadores quanticos nao sejam 

compostas inteiramente de componentes baseados na Mecanica 
Quantica. Ao inves disso, acredita-se que existira a parte quan- 

tica, a parte classica e uma forma de comunicagao entre elas. 

Em um primeiro momento, em virtude da inovagao e da baixa 

escalabilidade, a parte qu&ntica sera mais cara e mais reduzida 

que a parte classica. Isto implica que serao necessarios modelos 

computacionais que fagam uso da Mecanica Quantica, mas que 

ao mesmo tempo sejam simples e passiveis de implementagao 

ffsica, o que sugere e motiva o estudo de automates finitos-quan- 
ticos, modelo computacional que faz uso da Mecanica Quantica 

e e o  analogo quantico dos automates finitos citados acima, os 
quais fazem uso da Ffsica Classica.

Este livro, concebido como um projeto de iniciagao cientffica 

na Universidade Federal de Campina Grande (UFCG) e desen- 

volvido no Instituto de Estudos em Computagao e Informagao 

Quanticas (IQuanta) objetiva oferecer aos alunos dos cursos de 

graduagao em Ciencia da Computagao um texto que introduza 

de forma clara e didatica os conceitos de Computagao Quantica 

a partir dos conhecimentos que os alunos ja possuem, utilizando 

a analogia com os conceitos classicos conhecidos como ferra- 

menta pedagogica. Segundo Moore e Crutchfield, quando se
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busca entender computagao num contexto quantico, pode ser 

util trasladar tantos conceitos da teoria da computagao clas- 

sica quantos forem posslveis para o caso quantico, a comegar 

do nlvel mais baixo da hierarquia computacional (hierarquia de 

Chomsky), ou seja, dos automates finitos. Um problema adici- 

onal neste processo de entendimento e, porem, a necessidade de 
conhecimentos teoricos em Fisica, Matematica e Computagao 

que nao fazem parte do conteudo normalmente explorado na 

graduagao em Ciencia da Computagao.

Assim, neste livro, e apresentada, em dois capltulos (CapI- 

tulo 1 e Capftulo 2), uma revisao dos conceitos de Matematica 

(Algebra Linear e Vetorial Complexa) e de Fisica (Mecanica 

Quantica) basicos necessarios para o entendimento do assunto. 

Em seguida, no Capltulo 3, e feita uma revisao dos modelos de 

automates finitos determinlsticos e nao-determinlsticos. O Ca­

pltulo 4 e dedicado a uma introdugao ao modelo de automato 
probabillstico, que geralmente nao faz parte do conteudo mi- 

nistrado sobre automates nos cursos de graduagao em Ciencia 

da Computagao, mas sua compreensao e fundamental para o 

entendimento de automates finitos quanticos. Por fim, no Ca­

pltulo 5 e apresentado os modelos basicos de automates finitos 

quanticos propostos na literatura sobre o assunto. Embora es- 

tes modelos possuam um forte carater matematico, procurou-se 

direcionar esforgos em busca do aprendizado dos conceitos de 

maneira simples e intuitiva, com exerclcios evidenciando as defi- 

nigoes e afirmagoes. Provas que exijam um conhecimento maior
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por parte dos alunos sao deixadas para uma segao de exercicios 

propostos, para aqueles que realmente desejarem prosseguir na 

busca de conhecimento sobre Computagao Quantica.

Os autores agradecem a Cheyenne Ribeiro G. Isidro, por ter 

compartilhado diversas referencias bibliograficas bastante uteis 
na escrita deste trabalho, Gustavo Jansen, pela revisao dos ca- 

pitulos iniciais desta obra, e a Carla Souza e Margal Targino, 

pela colaboragao na produgao da capa deste livro. Agradeci- 
mentos especiais a UFCG e ao IQuanta pelo apoio an projeto, 

que viabilizaram a realizagao deste trabalho. Os autores espe- 
ram que esta publicagao estimule o interesse no assunto entre os 

estudantes dos cursos de graduagao em Ciencia da Computagao 

e ajude a popularizar a Computagao Quantica no Pais.

Campina Grande, Agosto de 2009 
Elloa B. Guedes e Bernardo Lula Junior
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Capitulo 1

Nogoes Gerais de Algebra Linear

Este capitulo apresenta as nogoes gerais de Algebra Linear ne- 

cessarias ao aprendizado dos conceitos da Computagao Quan- 

tica. Este conteudo costuma ser abordado superficialmente em 

disciplinas de Algebra Linear dos cursos de Ciencia da Com­
putagao; portanto, para cada conceito novo a ser apresentado 

sera feita uma breve revisao a respeito do mesmo. Os exemplos 
ao longo do capitulo e os exercicios extras podem ser utilizados 

como ferramentas uteis para fixar o conhecimento apresentado.

1.1 Espago de Hilbert

A Mecanica Quantica caracterizarse como um framework1 ma- 

tematico voltado para a Fisica Moderna que leva em considera- 

gao os efeitos quanticos [18, 33].

A  Mec&nica Quantica e descrita em termos de um espago 

vetorial, denominado Espago de Hilbert, que possui duas carac-

1Entende-se por framework uma estrutura de suporte. Neste caso, em 
particular, um conjunto de regras matematicas que dao suporte as leis da 
Fisica.
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teristicas: e um espago vetorial complexo de dimensao finita e 
possui produto interno.

1.1.1 Primeira Caracterfstica: O espago de Hilbert e 
um espago vetorial complexo de dimensao Anita

Um espago vetorial de dimensao n e um conjunto de todas as 

n-tuplas (zi, Z2, ■.., zn), denominadas “vetores” e cada Zj e um 
valor numerico (inteiro, real, complexo, etc.).

A representagao de um vetor tambem se da segundo uma 

matriz-coluna:

( Z i ,  Z2, . . ■ , Zn )

Zl

Z2

No caso de um espago vetorial complexo, cada Zj e um nu- 

mero complexo (zj e  C). Isto significa que podem ser escritos 
na forma:

zj =  a +  b • i

em que o, b G R, i e a unidade imaginaria e i2 =  — 1.

Denota-se por Zj o conjugado complexo de Zj. Se zj e um 

numero complexo da forma Zj — a ±  b ■ i. O seu conjugado 
complexo z* e da forma Zj =  a^fb ■ i.

Geralmente a Mecanica Quantica e descrita utilizando-se a 
notagao de Dirac para representar vetores [12]. Esta notagao 6
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uma forma concisa de representagao dos conceitos da Mecanica 

Quantica, que acarreta em um simplificagao dos calculos a serem 

realizados.

Nesta notagao, um vetor e denominado ket e denotado por 

| e m  que ip e um rotulo e |-) indica que o objeto em questao 

e um vetor.

Utilizando a notagao de Dirac, um vetor em um espago ve- 

torial Cn pode ser representado por:

zi

\*) =  ^

zn

Define-se por bra o conjugado transposto de um vetor. 0  

bra de um vetor | ip) e denotado por (ip \ em que ip e um rotulo 

e (-| indica que o objeto em questao e um bra.

Um bra e uma matriz-linha, obtida da seguinte forma:

«  =  ( i « * ) T
-i T
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E xem plo  1.1: Denote a matriz-linha correspondente ao (y>| do 
vetor

3 +  2 • i 

4 — i

A matriz-linha desejada e obtida da seguinte forma:

t o )

<<p\ =  ( b ) T  =
3 +  2 • i 

4 — i
n t

3 - 2  •*

4 +  i
=  3 — 2 -i  4 +  i j .

Deste modo, a matriz-linha desejada e 3 — 2 • i 4 +  i J .

Qualquer vetor de um espago vetorial pode ser descrito como 
uma combinagao linear de vetores de uma base deste espago. 

Uma base B e formada pelos seguintes vetores:

n—1
B  =  (I* ,)  , IV’l)  , • ■ • , IV’n - l ) }  =  X I  1̂ *)

i=0
Para todo vetor |tjj) de um espago vetorial de dimensao n 

e um escalar A G C, \ip) pode ser descrito como a seguinte 

combinagao linear:

n— 1

w  =  5 > i * >
i=0
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E xem plo  1.2: Seja B  =  <

-
de um espago vetorial C3. Denote o vetor

•

’  1 "

1

O

O

__
__

__
__

1

>

0 l 5 0

0

i

O

1
4

► uma base

IV>)

4 +  5 -i 
5 - *  

i

como uma combinagao linear dos vetores da base B.

Para denotar o vetor {'ip) como uma combinagao linear dos 

vetores da base B, e necessario satisfazer a seguinte igualdade, 
em que \b{) e um vetor pertencente a base B:

3

i=0

Para satisfazer a igualdade, e necessario encontrar os valores 

de Aj. Para obte-los, e necessario prosseguir o desenvolvimento 
da equagao:
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Iip) — Ai |6i) +  A2 I&2) +  A3 I&3)

" 1 " ' 0 ' ’ 0 "
0 +  A2 1 +  A3 0

0 0 1

4 +  5 -i Ai
5 — i = A2

i . .

Deste modo, os valores de Ai, A2 e A3 que satisfazem a igualdade 

sao, respectivamente, 4 +  5 • i, 5 — i e i.
Portanto, o vetor | ip) pode ser escrito como uma combinagao 

linear dos vetores da base B, da seguinte forma:

\ip) — (4 +  5 • i)
" 1 " ’ 0 " ’ 0 "

0 +  (5 -  *) 1 +  i 0

0 0 1

1.1.2 Segunda Caracterfstica: O espago de Hilbert e 
dotado de um produto interno

A segunda caracterfstica de um espago de Hilbert e a existencia 
de um produto interno.

O produto interno e uma metrica que relaciona o tamanho 

de um vetor em relagao a outro vetor do mesmo espago [26]. E
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definido como uma fungao de dois vetores de um mesmo espago 

vetorial que tem como valor um numero complexo.

Utilizando a notagao de Dirac, no espago de Hilbert o pro- 

duto interno de dois vetores |w) e |u>) possui a seguinte definigao:

W\

(v| w) — V*1 . . .  V* }

. Wn .
=  [Vi ■ Wi +  . . .  +  n* • Wr\

E xem plo  1.3: Qual o valor do produto interno {ip\ <p)? Em 
que |ip) e \<p) sao dados a seguir:

W)
2 +  i 
—i

O valor do produto interno desejado pode ser obtido da 
seguinte forma:

M  <P) =  [ 0 - i

=  [ 0 • (2 +  i) +  (—i) • (—i) ] =  [*2] =  [—1]

=  - 1 .

2 +  i 
—i
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0  valor do produto interno (ip\ip) e igual a —1.

A definigao do produto interno apresentada satisfaz tres re­
quisites:

1. E linear no segundo argumento:

2. Resulta no conjugado complexo quando a ordem dos ve- 

tores for invertida (comutatividade conjugada):

(n|in) = [ w l - v i  + . . .  +  w * - v n ]

=  ( K  • + ... + w n ■ <])*
— (tt;| v }*

3. E maior ou igual zero quando os vetores forem identicos 
(positividade):

(u|v )  =  [«I • Vl  +  . . . + V *  • v n]

>  o

n

i=1
n
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O produto interno de um vetor por ele mesmo so e nulo 

quando o vetor e o vetor nulo.

O primeiro conceito decorrente da definigao de produto in­
terno e o de norma de um vetor. A norma de um vetor |v) e 

denotada por |||x;)|| e e dada por:

IHII =  V(v\v}

Quando a norma de um vetor e igual a 1, diz-se que este 
vetor e unitario.

E xem plo  1.4: Qual a norma do vetor |ip)?

w  =
3
4

A norma do vetor |ip) pode ser obtida como se segue:

1̂ )11 =  V  W  )

N
3 4

3

4

=  v^5 =  5.
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Conclui-se que a norma do vetor |np) e igual a 5.

Para vetores que nao sao unitarios, o processo de normaliza­

gao permite que a partir de um destes vetores seja definido urn 

vetor de norma unitaria. A normalizagao e feita dividindo-se o 

vetor por sua norma. Por exemplo, a normalizagao do vetor \ip) 
e denotada abaixo:

m

"

E xem plo  1.5: 0  vetor |y?) =
1

i
e um vetor unitario? Em

caso contrario, obtenha um novo vetor a partir da normalizagao 

do \if).

Para afirmar se o vetor |(p) e unitario, e necessario que se 

conhega a norma deste vetor. Assim:

111̂ )11 •= V M  <P)

=  V i  - i 2 =  v T T I  =  \/2.

A  norma do vetor \ip) e igual a y/2, portanto, este vetor 
nao e unitario. Seja o vetor \ip') o vetor obtido a partir da 

normalizagao do vetor \tp). \(p') e da forma:
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V2
—i

L V2

A norma do vetor | tp') e igual a 1. Isto pode ser comprovado 

atraves da obtengao do valor de sua norma:

¥j,)|| =  \/W \¥ )

= vT  =  i .

Isso significa que o vetor | iff) e um vetor unitario.

Quando o produto interno entre dois vetores e igual a zero, 
diz-se que estes vetores sao ortogonais entre si.

A caracterizagao do produto interno consolida a segunda 

caraeteristica de um espago de Hilbert. O estudo destes espagos 
vetoriais e importante, pois estes sao os espagos de interesse 

para a Computagao e Informagao Quanticas.

Exemplo 1.6: Os vetores |tp) e | <p) sao ortogonais entre si? 
Estes dois vetores sao dados a seguir:
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IV>)
i

\v) =
1

1 z

Para responder ao questionamento, e necessario verificar 

qual o valor do produto interno entre estes dois vetores. Caso 

este seja nulo, os vetores sao ortogonais.
O produto interno (V>| (p) pode ser obtido da seguinte forma:

=  [ - i  1
1
i

— [—z +  i] =  0.

Como o valor do produto interno {ip\ tp) e nulo, e possivel 
concluir que os vetores |ip) e \ip) sao ortogonais entre si.

1.2 Produto Tensorial

O produto tensorial de dois espagos vetoriais Vm e Wn, denotado 

por Vm ® Wn, produz um novo espago vetorial cuja dimensao e 
m x n  . Estaoperagao e responsavel pela definigao de um espago 

de Hilbert expandido, capaz de ser utilizado para representar 

sistemas multi-particulas.

E xem plo  1.7: Sejam dois espagos vetoriais de numeros com-
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plexos V5 e Wj. Qual a dimensao do espago V5 <g> W7I 
O valor da dimensao do espago V5 ® Wj e obtido a partir do 

produto das dimensoes dos espagos V  e W , ou seja, 5x 7 =  35. 

Assim, a dimensao do espago vetorial obtido e igual a 35.

Os vetores pertencentes ao espago Vm ® Wn sao combinagoes 

lineares de produtos tensoriais |u) ® |w) , em que |t>) € V  e 

|w) € W.

Por exemplo, seja o espago de Hilbert bidimensional. O 

produto tensorial deste espago com ele proprio, ou seja, C2® C 2, 

resulta em um novo espago vetorial cujos vetores sao da forma:

a a • aa •
a  • f3

P-
a P ■ a

m P _ _ P • P

“ -

E xem plo  1.8: Sejam os vetores \ip) =
i

—i e l <P) =
3

2 -i
Qual a representagao matricial do vetor \ip) ® |cp)? Dado que 
|ip) e \<p) sao dados a seguir:

IV»)
i

—i
\<P)

3
2 • i
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A representagao matricial do vetor \if)) 0  |</?) pode ser obtida 

como se segue:

I VO ® lv>)

3 - i
2 -i

—3 • i 
- 2 - i

O vetor |ip) 0  \<p) pertence a um espago vetorial de dimensao 

4, obtido a partir do produto tensorial do espago V2 com ele 

mesmo, em que |ip), \ip) G V.

Utilizando a Notagao de Dirac, o produto tensorial dos ve- 

tores \i/j) e \tp) pode ser denotado por |ip) 0  |<p) ou ainda por 
\tp) \ip). No caso particular do tensorial de um vetor por ele 

mesmo, basta utilizar a notagao |i/’)<Slfc> em que k denota o nu- 
mero de vezes que o produto tensorial e efetuado [12].

E xem plo  1.9: Seja V  um espago vetorial complexo de dimen­

sao igual a 3. Qual a dimensao do espago

A notagao y ®6 indica que os seguintes produtos tensoriais 

sao efetuados:

v®& = v  ®v ®v ®v ®v ®v
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O valor numerico da dimensao do espago vetorial F ®6 pode 

ser obtido da seguinte forma, em que dimQ e uma fungao que 

tem como valor a dimensao do espago vetorial:

dim(V®e) dim ly) x . . .  x dim ly ) 

3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 3  

36 =  729.

Assim, a dimensao do espago vetorial F ®6 e igual a 729. E 
interessante notar o aumento da dimensao do espago vetorial 

diante do pequeno numero de produtos tensoriais realizados.

0  produto tensorial deve satisfazer as propriedades abaixo, 

considerando A um escalar arbitrario, |v),|vi) e \v2) vetores do 
espago vetorial V  e |u;),|w/i) e \wz) vetores do espago W:

1. Ser linear para escalares:

|u) <8> (A • |it;)) = A - (|u) |it/))

(A • |v))'® \ w )  =  A • (|v) |«;))

2. Ser linear para vetores, em duas situagoes:

(a) |w) ® (|wi) +  |u72)) =  |v) |u;i) +  |v) \w2)

(b) (|wi) +  |w2)) <8> |tu) =  |ui) |ii>) +  \v2) H
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E xem plo  1.10: Utilizando as tres propriedades que o produto 

tensorial deve satisfazer, re-escreva a expressao (|u) 0  A |w)) 0  

((|a) + \b)) 0  |c)), em que |v), |u>), |o), |6) , |c) sao vetores quais- 

quer e A e uma constante.

A  primeira propridade pode ser aplicada ao trecho |v) 0  A |xt?), 

resultando em

(A |w) \ w ) )  0  ((|a) +  |b ) )  0  |c))

Em seguida, a terceira propriedade pode ser aplicada ao 

trecho (|a) +  |b)) 0  |c), produzindo o seguinte resultado:

(A|u) |w))(|a) |c) +  |6) |c))

Por fim, e posslvel aplicar a segunda propriedade ao trecho 

resultante:

A |u) |u;) |a) |c) +  A |u) |ty) |6) |c).

A expressao inicial e a expressao obtida apos a aplicagao 

das propriedades sao equivalentes, resultando no mesmo vetor.

Em muitos casos, a exemplo do processamento de informa- 
gao, e preciso trabalhar com muitas particulas e o produto ten­

sorial e o ferramental da Mecanica Quantica que permite que 

isto seja possfvel.



1.3 Operadores Lineares 17

1.3 Operadores Lineares

Os operadores lineares definem operagoes que podem ser apli- 

cadas aos vetores.

Em uma analogia com os numeros naturais, estas operagoes 

equivalem ao conjunto de operagoes que podem ser aplicadas 

a estes numeros, tais como soma, subtragao, multiplicagao e 
divisao inteira.

No caso dos vetores, os operadores lineares sao matrizes qua- 
dradas. Seja U um operador linear, |u) e |i>) vetores e A um 

escalar, U tem as seguintes propriedades:

1. A aplicagao do operador U a uma soma de vetores e equi- 

valente a soma da aplicagao do operador U a cada vetor:

(l« )+  !«)) =  £/(!«)) + (|«))

2. A aplicagao do operador U ao produto do escalar A por um 

vetor e equivalente ao produto do escalar A pela aplicagao 
do operador U ao vetor:

U (X ■ \u)) =  X • U (\u))

E xem plo  1.11: Qual o resultado da operagao U-(X-\ip) +  |g?)), 

em que U e um operador linear definido pela matriz quadrada
0 3 

3 0

1
0

e | ip)
2

1
sao vetores e A =  5?
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Sabendo que U e um operador linear, e possfvel fazer uso 

das propriedades referentes aos operadores lineares, resolvendo 

a operagao desejada da seguinte forma:

u ( \ m  + \<p) =

0 3 
3 0

7
1

3
21

O resultado da operagao e o vetor
3
21

1.4 Produto Externo

Alem de produto interno, tambem se define o produto externo 
entre vetores.

O produto externo de um ket \ip) com um bra (gc|, denotado 
por \ip) {ip\ de acordo com a notagao de Dirac, resulta em um 

operador.

Sejam \tp) e |</>) os seguintes vetores:
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Para obter o operador resultante do produto externo \ip) (tp|, 

basta efetuar o produto das matrizes que representam \ip) e (<p\, 
nesta ordem, tal como apresentado a seguir:

IV>) (<p\ =
CL

P
7 5*

cry* aS* 
/?7* (36*

1.5 Autovalores e autovetores

Um autovetor de um operador A em um espago vetorial e um 

vetor |u) tal que A  |t>) =  a\v), em que a e um numero complexo.

A constante a e conhecida como autovalor de A associado 
ao autovetor |u).

Os autovetores e autovalores de um operador sao encontra- 
dos a partir da equagao caracteristica. Esta equagao e definida 
como:

c(a) =  det |A — al|

em que l e a  matriz identidade.

As raizes da equagao caracteristica c(a) =  0 sao os autova­

lores de A.

E xem plo  1.12: Quais os autovalores e autovetores do opera-
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dor representado pela matriz identidade I =
1 0 

0 1
?

Para encontrar os autovetores e autovalores do operador I e 
necessario encontrar as raizes da equagao caracteristica:

c(a) =  det 11 — a ■ I|

=  det

=  det

1 0 1 0
— a

0 1 0 1

1 0 —a 0
+

0 1 0 —a

=  det
l - a  0 

0 1 - a

O determinante de uma matriz de ordem 2 e obtido atraves 
do produto dos elementos da diagonal principal subtraindo o 

produto dos elementos da diagonal secundaria.

c(a) =  [(1 — a) ■ (1 — a)] — 0

=  — 2 • a +  1

Para encontrar os autovalores, basta igualar a equagao ca­
racteristica a zero.

=  a2 — 2 -a  +  l =  0c(a)
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A equagao caracteristica apresenta duas raizes coincidentes 

ai =  a2 — 1-
Para encontrar os autovetores do operador I, bast a encon- 

trar os vetores |v) que satisfazem a igualdade I |v) =  a\v). 
Como existem dois autovalores, existem dois autovetores as- 
sociados.

1 0 Vi
= 1

V i

0 1 V2 V2

vi
V2

Vi

V2

Para satisfazer a igualdade acima, quaisquer valor de a e b 
sao possfveis (visto que a =  a e b =  b). Sejam escolhidos os 

pares de valores a =  3 e 6  =  4 e a  =  6 e &  =  5. No exemplo 
em questao, a escolha destes valores e quaisquer, ou seja, uma 

escolha aleatoria dos valores de a e b determina autovetores 
possiveis. Existem casos em que isto nao acontece.

Assim, os autovalores do operador I sao oi =  a,2 =  1 e os"

autovetores associados sao
3

e
6

4 5

1.6 Operadores de Projegao

Nos casos particulares em que se efetua o produto externo de um 

vetor com ele mesmo, obtem-se um operador que e denominado 
operador de projegao.
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E xem plo  1.13: Qual a representagao matricial do operador de
’ 1 "

projegao obtido a partir do vetor |ip) = i ?

0

Para obter a representagao matricial do operador de proje­

gao desejado basta efetuar o produto externo do vetor \ip) com 

o {ip |, conforme apresentado a seguir:

\iP) (ip|

1

i 1

l
o

1 —i 0

i 1 0
0 0 0

O operador de projegao |ip) {ip \ e a matriz de ordem 3 apre- 

sentada acima.

Os operadores de projegao quando aplicados a um vetor de 

nm espago vetorial, projetam este vetor em um subespago veto- 
rial deste espago. 0  subespago vetorial em questao e definido 

pelos autovalores do vetor que definiu o operador de projegao.

Um subespago vetorial V' e um subconjunto de um espago 

vetorial V  que satisfaz as seguintes propriedades:

1. 0  vetor nulo pertence a V7;



1.6 Operadores de Projegao 23

2. Se dois vetores v e w de V  pertencem a V ', entao u +  w €

V';

3. Se it G V' e a e uma constante tal que a £ R, entao 
a - v e V ' .

E xem plo  1.14: Qual a projegao do vetor \ip) — no su-
t

bespago vetorial definido pelo autovalores-do operador \<p) (ip\, 

em que \ip) =  ?

Para projetar o vetor \ip) no subespago vetorial desejado e 

necessario obter a representagao matricial do operador \tp) {<p[.

\*P) (<P\
3
1

3 1

9 3 

3 1

A projegao do vetor \ip) no subespago vetorial definido pelo 
operador |tp) {ip\ e obtido do seguinte modo:

9 3 
3 1

2
i

18 +  3 -t
6 +  i

\p) (p\ W)
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Portanto, a projegao do vetor | iji) e dada pela seguinte matriz- 

coluna:

18 +  3 -i

6 +  i

Uma propriedade importante sobre operadores e a relagao 
de completude. A relagao de completude estabelece que o so- 

matorio de todos os projetores obtidos a partir de vetores de 

uma base de um espago vetorial e igual a matriz identidade.

De acordo com a relagao de completude, sejam os projetores 

P j  obtidos a partir dos vetores | j )  de uma base B  de um espago 

vetorial de dimensao j .  A seguinte igualdade e verdadeira:

E xem plo 1.15: Seja B  — (|x), |y)} uma base para um espago

de Hilbert de dimensao 2, em que \x) =

Verifique a relagao de completude para os projetores obtidos a 
partir dos vetores desta base.

Para verificar a relagao de completude, e necessario obter os 

projetores advindos dos vetores da base B .  Para tanto, e neces­

sario efetuar o produto externo de cada vetor consigo mesmo.

i

0
e | y) =

0

i
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Para o vetor \x):

0 L

—i2 0 

0 0

1 0 
0 0

De modo analogo, para o vetor |y):

0 °

0 — i2

0 0
0 1

Por fim, para verificar a relagao de completude, basta mos- 
trar que Px +  Py =  I. Desse modo, tem-se:

Px +  Py
1 0 0 0

+
0 0 0 1

1 0 

0 1

I
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Como a soma de Px e Py foi igual a matriz identidade, 

verifica-se que a relagao de completude e satisfeita.

Notas do Capitulo

Neste capitulo foi apresentado o ferramental teorico da Algebra 

Linear necessario para dar suporte ao aprendizado dos conceitos 

da MecaniCa Quantica.

Existem outros conceitos necessarios e que serao apresenta- 

dos ao longo desta obra, a medida que forem necessarios.

Para aqueles leitores que desejam adquirir mais conhecimen- 

tos relacionados a Algebra Linear necessarios para a Com pute 

gao Quantica, recomenda-se a leitura do capitulo II da obra de 

Nielsen &; Chuang [33] e dos capitulos II, III e IV da obra de 
McMahon [26].

Exerclcios Propostos

1. Seja o vetor | ip) —

(a) Qual e o vetor (<p |?

(b) Escreva o vetor \(p) como uma combinagao linear dos 

vetores da base

(c) Escreva o vetor | ip) como uma combinagao linear dos
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vetores da base de Hadamard Bfj dada a seguir:

b h =  {|+>,|->}

em que

1+)

- )

1

0
+

0

1

y/2

1 0

0 1
L J L J

x/2

(d) Qual o valor do produto interno {ip\ x) sabendo que

lx) =  |0) + | 1 ) ?  Qual a relagao do valor obtido
com o valor (x| <p)?

(e) Qual a norma do v^tor \<p)l

2. Mostre que o produto interno (i/j\ (j>) dos vetores |ip) e \<f>) 
quaisquer e conjugado linear no primeiro argumento:

n— 1 n—1

X ]  (Â l & = Xi ^ 1  ^
i = 0 i=0

3. Considerando a base de Hadamard, qual o valor do pro­

duto interno (+| —)? Levando em consideragao este resul- 

tado, o que se pode dizer a respeito destes vetores?

4. Seja o vetor |cr) =  |1). Quern sao os
vetores |cr)<s>2, |<r)®3 e |o-)®4?
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5. Dados (a| b) =  6 e (c| d), calcule o produto interno (i/>| cp) 
sabendo que \ip) =  |a) ® |c) e que \tp) =  \b) <8> |d).

6. Denote a representagao matricial resultante dos produtos 

tensoriais a seguir:

(a) |+)®|->

(b) |->®|+>

(c) |+)3

r -| 1
i

® 0
-1

I 1 to
 

1__

(e) (0 denota o vetor nulo)

7. Obtenha a representagao matricial dos operadores a se-

guir:

(a) l+ X - l

(b) l-x+ l
(c) I - )  H

(d) |a:) (x| em que \x) —

2 -{- i

(e) |+) (-1 ® I - )  (+|



1.6 Operadores de Projegdo 29

8. Determine os autovetores e autovalores da matriz T, cuja 

representagao matricial e dada por:

1 0

9. Qual o resultado da projegao dos vetores
i 0

e
0 i

nos subespagos vetoriais definidos pelos operadores ^l+) e 
P|_) advindos dos vetores |+) e |—), respectivamente, da 

base de Hadamard?

10. Mostre que os operadores obtidos a partir dos vetores que 

compoem a base de Hadamard satisfazem a relagao de 

completude.



30 No goes Gerais de Algebra Linear



Capitulo 2

N o g o e s  G e r a i s  d a  M e c a n i c a  Q u a n t i c a

Este capitulo visa apresentar os conceitos fundamentals para a 

compreensao da Mecanica Quantica, que por sua vez sera fun­

damental para o aprendizado dos conceitos da Teoria da Com- 
putagao Quantica. Os conceitos da Mecanica Quantica serao 

apresentados em fungao de seus postulados, que descrevem ca- 

racteristicas da Fisica das partfculas.

2 .1  Sistemas Quanticos

Apesar das varias descobertas cientificas, ainda nao se tern uma 

descrigao completa de como o mundo fisico realmente funciona. 

Em virtude disso, um determinado modelo ou teoria pode ser 

considerado como um instrumento adequado se a diferenga entre 

os resultados esperados e as observagoes dos fatos estiver abaixo 
de um certo limiar [15].

Neste contexto, a Mecdnica Quantica e parte componente da 

Teoria Quantica e visa dar suporte a uma descrigao da natureza, 

quando se leva em consideragao a Fisica das partfculas subato- 

micas. Para tanto, a Mecanica Quantica possui um conjunto de
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postulados, que serao apresentados ao longo deste capitulo.

O primeiro postulado da Mecanica Quantica vincula os con- 

ceitos matematicos apresentados na Segao 1.1 ao estado de urn 

sistema fisico. Mais especificamente, o primeiro postulado enun- 
cia que:

P rim eiro  P ostu lado da M ec&nica Qu&ntica

Qualquer sistema fisico isolado pode ser descrito 

por um vetor unitario em um espago de Hilbert.

E xem plo  2.1:_Um sistema quantico pode ser descrito pelo ve- 
5

tor \ijj) ? Em caso negativo, obtenha, a partir do vetor

um vetor capaz de representar um sistema quantico.

Para verificar se o vetor \ip) pode descrever um sistema fi­

sico, e preciso verificar se este e um vetor unitario:

IKV’IV’)

=  V  [52 — z2]

=  V26



Como a norma do vetor | ip) e igual a v/26, o vetor |?/>} nao 

e unitario e, portanto, nao pode ser utilizado para representar 
um sistema quantico.

Para obter um novo vetor a partir do vetor \%p) capaz de 
representar um sistema quantico, basta dividir o vetor \ip) pela 

sua norma, obtendo assim um vetor unitario.

2.1 Sistemas Quanticos • 33

w>
IIMII

1 5
i

5
V26

i
V26

Desse modo, o vetor j||̂ yy e um vetor unitario adequado 

para a representagao de um sistema quantico.

Os sistemas fisicos de dois estados sao os de interesse para a 
Computagao Quantica e, em virtude do postulado apresentado, 

podem ser descritos por um vetor unitario |ip) em um espago 
de Hilbert bidimensional (C2):

em que a, (3 e  C e, por \ip) ser um vetor unitario, a restrigao 
1ck|2 + |/3|2 — 1 deve ser satisfeita.

Qualquer vetor no espago C2 pode ser escrito como uma 

combinagao linear dos vetores de uma base deste espago. Uma



34 Nogoes Gerais da Mecanica Quantica

base canonica para o espago C2 e o conjunto:

Esta base e conhecida como “ base computational” . Os kets 

0) e |1) possuem a seguinte representagao:

°) =
1

0
H> =

0

1

Deste modo, no caso do vetor \ip), este pode ser descrito 

como a seguinte combinagao linear:

•0 )
a

P.

=  a
1

+  /3 ■
0

0 1

=  a \ 0 ) + m

E xem plo  2.2: Denote o vetor \ip) =
i

. f t .

como uma com-

binagao linear dos vetores da base computacional.

Para denotar o vetor |ip) como uma combinagao linear dos 

vetores da base computacional, e preciso saber quais valores de 

a e de 0  satisfazem a igualdade:
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|V>) =  a|0) +/3|1)

Para tanto, basta substituir a representagao de kets dos ve- 

tores |tjj), |0) e |1) pela representagao matricial equivalente e, 

em seguida, resolver a igualdade para determinar os valores de 

a e (3. Seguindo o procedimento descrito, tem-se:

+ P
0

1

a

P

Desse modo, e possfvel concluir que a =  e que (3 =  
— 1 +  i. Assim, a combinagao linear em termos dos vetores da 

base computacional pode ser escrita da seguinte forma:

11>) =
4

Jl)

Para denotar o estado geral de um sistema quantico de n 
estados, utiliza-se a seguinte representagao:

n —1

VPn) =  'y  ̂\  K)
i=0

O estado geral de um sistema quantico de n estados tambem 

pode ser representado a partir de um produto tensorial:
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\ipo) ® iVb) ® ® IV’fc)
Apesar de descrever sistemas quanticos de n estados, o pro- 

duto tensorial nao e capaz de representar todos os sistemas 

quanticos de n estados possiveis.

Os chamados estados de Bell, por exemplo, sao sistemas 

quanticos de n estados, mas que nao podem ser representados 
por um produto tensorial. Os estados de Bell sao:

■ \bi) =

I&2) =

\ h )  =

2.2 Qubits

Na computagao classica, a unidade basica de informagao e o bit 
(binary digit), que assume valor 0 ou 1 (falso ou verdadeiro, 

respectivamente). A representagao de uma informagao e feita 

por meio da sua codificagao em uma seqiiencia finita de bits 

[46].
Na Computagao Quantica, a unidade basica de representa­

gao da informagao e um sistema quantico de dois estados: o 
qubit (quantum bit).

|01) +  |10)

1

1

V 2

|00>
1

^ 2 1011 

7 ! |01> - 7 i |10>
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Um qubit e representado por um vetor unitario em um es­
pago de Hilbert bidimensional (l^)):

IV’)
a

P
(2 .1)

em que a e / 3  € C. Os valores de a  e /3 devem satisfazer a 

equagao |a|* 1 2 +  |/?|2 =  1, para que o vetor seja unitario. Diz-se 

que a e f3 sao as amplitudes associadas aos kets |0) e |1).

Exemplo 2.3: O vetor |+) =  — pode representar um qubit 
em um espago de Hilbert bidimensional?

Para que o vetor |+) represente um qubit em um espago de 

Hilbert bidimensional, duas condigoes devem ser satisfeitas:

1. O vetor |+) deve pertencer a um espago de Hilbert bidi­
mensional; e

2. A norma do vetor |+) deve ser unitaria.

A primeira condigao e satisfeita, pois o vetor |+) e dado 

pela soma dos vetores |0) e |1) que pertencem a um espago de 
Hilbert bidimensional, e a soma e uma operagao fechada em um 
espago vetorial.

Para verificar se a segunda condigao e satisfeita, basta veri- 

fi.car se a norma do vetor |+) e igual a 1 ou, equivalentemente, 
se a igualdade |cc|2 +  \/3\2 =  1 e satisfeita.
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Os valores de a e f3 do vetor |+) sao, ambos, iguais a
pois:

Como -4= ) = 1 ,  entao |+) e um vetor unitario.

Por satisfazer as duas condigoes necessarias, entao o vetor 

|+) pode representar um qubit em um espago de Hilbert bidi- 
mensional.

Um qubit pode ser visto como um vetor contido em uma 
esfera, como ilustra a Figura 2.1.

O angulo que o vetor faz com eixo vertical refere-se as con- 

tribuigoes dos autovetores |t/>o) © l^i) ao estado do qubit. O 
angulo correspondente a rotagao em torno do eixo vertical in- 
dica a “/ase” .

Segundo a representagao de um vetor contido em uma esfera, 
os qubits |0) e |1) possuem a seguinte representagao:

Da mesma forma que a codificagao da informagao na com- 

putagao classica e feita em uma seqiiencia finita de bits, a re-

F igura 2.1: R epresentagao grafica de um  qu bit [52].
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lo> ID
F igura 2.2: O  p olo  n o rte  da esfera  rep resen ta  o a u to v eto r  |0) e o p olo  sul 

rep resen ta  o a u to v eto r  |1)

presentagao de uma informagao na computagao quantica e feita 
pela codificagao da mesma em uma seqiiencia finita de qubits.

2.3 Superposigao

Um qubit pode ser decomposto em estados de uma base. No 

caso da base computacional, a seguinte decomposigao e posslvel:

|D) =  a|0) +P \ 1)

Nos casos em que a — 0, tem-se o qubit 11) e nos casos em 

que (3 — 1, tem-se o qubit |0).

Mas nos casos em que os valores de a e (3 sao diferentes de 

zero simultaneamente (a, (3 D 0), diz-se que o qubit esta em 
uma superposigao destes estados. Quando um qubit esta em 

superposigao, nao e possivel afirmar se este qubit esta em |0) 

ou 11) •

E xem plo  2.4: O qubit cujo estado e descrito pelo vetor |—)
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esta em superposigao?

Para verificar se o qubit |—} esta em superposigao, basta 

verificar se os valores de a e (3 sao diferentes de zero simultane- 
amente.

1 } V 2 |0) V 2 (1)

como a = ^ = e / 5  =  ^ j, ou seja, a,(3 ^ 0 ,  diz-se que o qubit 

|—) esta em uma superposigao dos estados |0) e |1).

De acordo com a representagao de um vetor contido em uma 

esfera, os exemplos da Figura 2.3 representam superposigoes.

F igura 2.3: O s qubits rep resen ta d os a cim a  esta o  em  su perposigao.

No caso de um qubit que esta em superposigao e os modulos 

de suas amplitudes sao iguais, ou seja, [ck[ =  |/5|, diz-se que 

este qubit esta em uma superposigao igualmente distribmda de 
estados.

E xem plo  2.5: O qubit |ip) =  — ±4= di
V2 esta em uma super-
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posigao igualmente distribuida de estados?

Para verificar se o qubit |<̂ } esta em uma superposigao igual­

mente distribuida de estados, basta verificar se o modulo de suas 

amplitudes sao iguais.

Tem-se que as amplitudes desse qubit sao a  =  — ̂  e (3 =

V2' Como a /5, entao |a| =  \f3\. Deste modo, o qubit \<p) 
esta em uma superposigao igualmente distribuida de estados.

2.4 Operadores

Na Computagao Classica, o processamento da informagao e re- 

alizado pela aplicagao de operagoes aos bits que armazenam a 

informagao. Esses bits sao modificados de acordo a operagao 
aplicada. A tltulo de ilustragao, a operagao logica NOT e a 
operagao mais simples que pode ser aplicada a um bit. Esta 

operagao realiza a inversao do bit de entrada, como descrito na 
Tabela 2.1.

T abela  2.1: O peragao Logica N O T

Entrada Saida

0 1

1 0

Na Computagao Quantica o processamento da informagao
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tambem e realizado atraves de operadores, cuja definigao esta 

associada ao segundo postulado da Mecanica Quantica. Esse 

postulado relaciona a aplicagao de operadores a evolugao de 

sistemas quanticos, enunciando que:

Segundo P ostu lado da  M ecan ica  Qu&ntica

Um sistema quantico isolado originalmente no 
estado I'i/q) evolui para o estado |̂ 2) por meio 
da aplicagao de um operador unitario U:

1̂ 2) =  u  iV’i)

Um operador unitario U e um operador que tern a seguinte 
propriedade:

C/f • U =  U ■ =  I

em que W  =  (U*)T, ou seja, a conjugada transposta de U e I 
e a matriz identidade. e o operador inverso do operador U, 
ou seja, t/t equivale a U~l .

E xem plo  2.6: Seja 0 operador E —
—i 0 

0 1
. Verifique se

E  e um operador unitario.
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Para verificar se o operador E  e unitario, basta verificar se 

este satisfaz a equagao E^E =  I.

Para tanto, e necessaria a represent agao de E^:

E f =
- t  0 

0 1

-t*  0*
0* 1*

i 0 

0 1

T

O proximo passo e verificar o resultado do produto E^E:

E - E f
- i  0 i 0
0 1 0 1

—i2 0 

0 1

1 0 

0 1

Assim, como E^E — I, e possfvel afirmar que o operador E 
it um operador unitario.
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Por serein unitarios, os operadores na Computagao Quantica 

tambem sao operadores lineares. Varios operadores unitarios 

sao definidos na Computagao Quantica. Dentre eles, destacam- 
se as matrizes de Pauli:

1 0 0 1
1 =

0 1
X  =

1 0

0 - i 1 0Y  = i 0 Z = 0 -1
O operador X , em particular, merece destaque, pois e o 

analogo quantico da porta NOT  classica. Quando o operador 

X  e aplicado ao qubit 11), produz o seguinte resultado:

0 1 o

1 0

-----1
r-H

___
1

1

0

=  |0 >

Observando os resultados da aplicagao do operador X  aos 

qubits |0) e 11), e interessante notar que o efeito da aplicagao 

deste operador e equivalente a inversao do qubit ao qual ele se 

aplica, ou seja, equivale a porta NOT  da Computagao Classica, 

que realiza a inversao dos bits de entrada.
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Utilizando a representagao de um vetor contido em uma 

fera, a aplicagao da porta X  pode ser visualizada conforme 

istrado na Figura 2.4.

gura 2.4: R ep resen ta g a o  da aplicagao do op era d or X  a os qubits |0) e |1). 

v e to r  n a  cor  cinza rep resen ta  o esta d o  inicial e  a se ta  tracejada indica  

sen tido  da rotagao.

Outro operador importante para a Computagao Quantica 

>rque sua aplicagao e capaz de produzir superposigoes igual- 

ente distribuldas e o operador de Hadamard, denotado por H 
ija representagao matricial e dada a seguir:

O operador de Hadamard aplicado aos qubits |0) e 11), por 

:emplo, cria as seguintes superposigoes:

X|0> X|1>
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E xem plo 2.7: Qual o estado final de um sistema quantico |- 
apos a operagao X  |—)?

E interessante perceber que o estado |—) =  e un

superposigao e para que a este estado seja aplicado o operad 

X , e necessario utilizar as propriedades dos operadores lineare

x(^'|0>) - x(^'|1>)
T 2 x w ~ 7 i x m

y/2
10)

Assim, o estado final do sistema quantico em questao e un 
superposigao de estados denotada por .

2.4.1 P ro d u to  Tensorial de O peradores

Para que operadores quanticos possam ser aplicados a produt 

tensoriais de estados, e necessario que a definigao dos mesm 

de suporte a este tipo de produto. De um modo mais simp 

ficado, e preciso que o produto tensorial possa ser aplicado 
operadores.

Sejam entao A um operador quantico de dimensoes m x n  
B outro operador cujas dimensoes sao p x q. 0  produto A <g> 
resulta em:
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A&JB =

A \\B  A12B ...  A \nB  

A21B A22B  . . .  A2nB

Am lB A m2B  • • • A mnB

O operador resultante, A ®  B, possui dimensoes n - q x m - p  
e pode entao ser aplicado a um produto tensorial de vetores de 
modo ja conhecido.

E xem plo 2.8: Qual o resultado da aplicagao do operador X®2 
ao estado |0}®2?

O primeiro passo e obter a representagao matricial do ope­
rador X ®2.

X  ® X  =  X ®2 =

0 0 0 1 

0 0 1 0  
0 1 0  0 
1 0  0 0

E interessante observar que simplesmente o operador X  nao 

poderia ser aplicado, pois este e representado por uma matriz 

de dimensoes 2 x 2  enquanto que o estado apresentado possui 

dimensoes 4 x 1 .  Como a aplicagao do operador e uma mul- 

tiplicagao de matrizes, as dimensoes das matrizes tornaria a 
multiplicagao incompatfvel.

O estado |Q}®2 e representado pelo vetor:
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1

0

0

0

0  passo seguinte e aplicar o operador X ®2 ao estado |0)®2:

X®2 |0)
®2

0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0  0 0 0
0

0

0

1

l l>®l l>-

|0)

O estado resultante da aplicagao do operador X®2 ao estado 

®2 e o estado |1)®2.

2.5 Reversibilidade

Uma conseqiiencia imediata da definigao do processo evolutivo 

de iim sistema quantico como uma operagao unitaria e a re­

versibilidade. A reversibilidade e uma propriedade que permite
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obter o estado inicial de um qubit, dado que se conhece ape- 

nas o estado resultante de um conjunto de operagoes que foram 

aplicadas neste qubit [52].
De acordo com o segundo postulado da Mecanica Quantica, 

a reversibilidade permite que o estado original de um sistema 

pode ser obtido da seguinte forma:

IV’i) =  1̂ 2)

E xem plo  2.9: Sabe-se que run qubit e descrito pelo estado 
| ip) =  |1) e que este qubit evoluiu a partir da aplicagao do ope- 

rador Z. Qual o estado original desse qubit?

De acordo com a definigao de reversibilidade, o qubit origi­

nal l^i) pode ser obtido da seguinte forma:

|^i) =  Zt |!)

1  0 V .

1----------
O1______

1---
----

---
0 1 1—*

1__
___

_ j 1---
----

--
H-1

1__
___

_

1 0

0 -1

0
1

0
-1

0
1

-  - 1 - 11)
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Devido a reversibilidade, e possfvel concluir que o estado 

inicial do qubit era \(p) =  — 1 • |1).

2.6 Medigao

Um sistema quantico isolado possui sua evolugao descrita por 

transformagoes unitarias. Mas, para acessar o estado de um 

sistema quantico 6 necessario realizar uma tarefa denominada 
medigao.

A medigao e uma “ interface” entre os niveis classico e quan­
tico e e descrita pelo terceiro postulado da Mecanica Quantica:
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Terceiro Postulado da Mec&nica Qu&ntica

A medigao e descrita por operadores denominados “ ope- 
radores de medigao”, {M m}. Estes operadores atuam sobre 

o espago de estados do sistema quantico. O indice m se 

refere aos possiveis resultados. Se o estado de um sistema 

quantico for \ip), imediatamente antes da medigao, entao a 

probabilidade p(m ) do valor m ocorrer como resultado da 
aplicagao dos operadores de medigao e dada por:

p H  =  (ip\MLMm IV>)

e o estado \ip') / lo  sistema apos a medigao sera

|^,) =  MfM  ,,, _

Y  {lp\ M m M m |̂ )

A medigao de interesse no ambito deste livro e a medigao 
projetiva. Neste tipo de medigao, utiliza-se como conjunto de 

operadores de medida, um conjunto de projetores obtidos de 

uma base de um espago de Hilbert, a exemplo da base com­

putational. Conforme visto na Segao 1.6, os projetores que 
provem de uma base de um espago vetorial obedecem a relagao 

de completude.
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Tabela 2.2: Efeitos da medigao em um qubit

Estado Iniciai Medigao

w=[̂ ]
Valor Medido 'Estado Final Probabilidade

Associada

0 |0> M2

1 |1> m2

a

P _

e um conjunto de operadores de medida de projetores obtidos a 

partir da base computacional, ou seja, o conjunto {|0) (0|, |1) (1|).
O terceiro postulado prediz que uma medigao em l^) fara 

com que este qubit assuma o estado |0) com uma probabili- 

dade |a|2 ou o estado |1) com probabilidade |/3|2. Os efeitos da 

medigao estao descritos na Tabela 2.2.

Para um sistema quantico de n estados, descrito por 

E rJo1 A* |i), o raciocinio e analogo: uma medigao neste sistema 
quantico ira gerar como resultado o valor i com uma probabi­

lidade | Aj|2 e fara com que o sistema quantico assuma o estado

I*}.-

E xem plo  2.10: Seja um qubit no estado \ip) =  |0). Con- 

siderando como operadores de medida os projetores obtidos a
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partir da base computational, quads os possiveis resultados de 
uma medigao neste qubit?

Os resultados de uma medigao sao estados que o sistema 

quantico pode assumir. Como os projetores utilizados sao da 

base computational, entao o sistema quantico podera assumir 

os estados |0) ou |1), porem com uma probabilidade associada.
No caso do sistema assumir o estado |0), a probabilidade 

associada e:

p(0) =  (V’ l |0) (0|f |0) (0| 1̂ )

= (0| |0) (0| |0) <0| |0)

=  1 - 1-1 

=  100%

De modo analogo, a probabilidade de assumir o estado |1) 
e dada por:

p(l) =  <̂ 111) <l|f|l)

=  <0||1) <1||1>

=  0 - 1-0 

=  0

Ou seja, uma medigao no estado |ip) resulta no valor 0, in- 

dicando que o qubit assumiu o estado |0), em 100% das vezes.
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A figura 2.5 exemplifica o que acontece na medigao. Qubits 

em superposigao assumirao os estados |0) ou |1) de acordo como 

descrito no terceiro postulado.

Figura 2.5: Ilustragao do efeito de uma medigao em qubits.

E xem plo  2.11: Qual a probabilidade do qubit |<p) =  ^  |0) +  

|1) assumir o estado |0) apos uma medigao projetiva na base 

computacional?

A probabilidade do qubit \<p) assumir o estado |0) pode ser 

obtida como se segue, de acordo com o terceiro postulado da 

Mecanica Quantica:
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P(0) (<p\ |0> (o|f |0) <0|| <p) 

(v\ |0) (o| |0) (0| \<p) 

<<P\ |0> (0| \V>)

1
3

Assim, a probabilidade de uma medigao no qubit \ip) resultar 

em |0) e igual a

Notas do Capftulo

0  capitulo apresentado introduz os conceitos fundamentais da 
Mecanica Quantica. 0  aprendizado desses conceitos e essen- 
cial para os interessados em qualquer topico da Computagao 

Quantica ou ate mesmo da Fisica Quantica.

Como outras fontes de estudo para ampliar o conhecimento, 

sugere-se a leitura do capftulo III da obra de Kaye [18] e dos 

capftulos II e III da obra de Imre & Balazs [15], em que a 

Mecanica Quantica e vista em maior profundidade.
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Exercicios Propostos

1. Seja um sistema quantico no estado

Se uma medigao 6 efetuada, qual a probabilidade do es­

tado do sistema assumir o estado |0)? E qual a probabi­
lidade de assumir o estado 11)?

2. Encontre X  <g> Y  \<p), em que:

\<P)
|Q)|1) - | 1) 10)

y/2

3. Um sistema quantico de dois qubits encontra-se no estado

W)

w  =  7 r |01>+v f ' |10>
Este estado encontra-se normalizado? Um operador X  e 

aplicado ao segundo qubit. Apos esta operagao, se os dois 

bits sao medidos, quais as probabilidades dos resultados 
das medigoes?

4. Considere a base de Hadamard, denotada por B:

B  =  (| + ) ,| -) }
r i o ) + i i )  io) -  ii) i  
\ V2 ’ V2 J

(a) Denote a representagao da operador de Pauli X  re- 
lativa a base B.
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(b) Mostre que X  — |0) (1| +  |1) (0| =  P+ — P -.

5. Se

I <P) =
|00) +  in )

V2
encontre I <g> Y  \ip).
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Capitulo 3

Teoria dos Automatos Finitos

A Teoria dos Automatos e um ramo da Teoria da Computagao 

que estuda modelos computacionais abstratos atraves de descri- 

goes matematicas. Seu estudo proporciona o entendimento do 

que e computagao e quais os seus limites, sendo de fundamental 

importancia para os cursos de Ciencia da Computagao.

A segao a seguir1 apresenta um breve historico acerca desta 

teoria, possibilitando que o leitor tome conhecimento da sua 
importancia e de algumas de suas aplicagoes.

3.1 Breve Historico

Os principals conceitos da Teoria dos Automatos foram intro- 

duzidos na decada de 50 como resultado do esforgo de diversos 

pesquisadores incluindo matematicos, lingiiistas, neurofisiolo- 

gistas e engenheiros eletricistas. Os trabalhos iniciais da area 
buscavam o desenvolvimento de maquinas que modelassem os 

processos cognitivos do cerebro humano. O matematico Alan 

Turing apresentou, em 1936, a Maquina de Turing como sendo

1Extraida da dissertagao de Isidro [16]
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um modelo de uma maquina cujo funcionamento era baseado no 

procedimento usado pelos matematicos para prova de teoremas 

[48].

Alguns anos mais tarde, em 1943, McCulloch, psiquiatra, e 

Pitts, matematico, construiram um modelo para explicar o fun­

cionamento dos neuronios utilizando o conceito de maquinas de 

estado finito [25]. Em 1951, Kleene fez um estudo minucioso 

sobre o artigo de McCulloch e Pitts, mas somente em 1956, 

publicou seu trabalho no qual introduziu o conceito de lingua- 

gens regulares, originalmente denominadas de “eventos regula- 

res” [20]. Huffman, em 1954, estudando a sfntese de circuitos 

seqiienciais, apresentou a nogao de estado de um automate e 

de tabela de transigao [14]. Moore [32], em 1956, introduziu 

a nogao de estados indistinguiveis e apresentou um algoritmo 
de minimizagao, alem de desenvolver um modelo de automate 

com safda, simultaneamente ao trabalho de Mealy [27]. O con­

ceito de automatos finitos nao-determinfsticos foi introduzido 

por Rabin e Scott [39] que expuseram os principais conceitos 

da area de forma sistematica, servindo de base para diversos 

trabalhos posteriores [23]. Para uma revisao historica mais de- 
talhada sugere-se o artigo de Perrin [36].

Nas decadas de 60 e 70, os estudos teoricos na area foram 

bastante ativos. Nas ultimas duas decadas, no entanto, o foco 

das pesquisas tern sido as inumeras aplicagoes praticas dos con­

ceitos e ideias da Teoria dos Automatos que envolvem quase 

todas as areas da Ciencia da Computagao [13], dentre as quais
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destacam-se:

1. Softwares verificadores de circuitos digitais [37];

2. Analisadores lexicos dos compiladores [1];

3. Diversas aplicagoes em processamento de linguagem na­
tural, por exemplo, dicionarios multilmgue, thesauri e ve­

rificadores de escrita, atuando na representagao de voca­

bularies e indexagao de textos [40, 17, 19, 6, 30];

4. Modulos de casamento de padroes utilizados em diversos 

softwares de busca [11];

5. Geradores de sequencias de numeros [51];

6. Descrigoes de algoritmos na teoria dos grupos [43];

7. Processadores de linguagem XML [42];

8. Especificagoes conceituais de e-Services [7];

9. Verificadores de programas [49];

10. Aplicagoes em aprendizagem de maquina [41], etc.

Em virtude desse grande alcance pratico, a Teoria dos Auto­
mates deixou de ser util apenas em sala de aula, como compo- 

nente teorico dos cursos de Computagao, e tornou-se fundamen­

tal para o desenvolvimento de aplicagoes do mundo real.

O Aut6mato Finito (AF) e um dos modelos de computa­

gao mais simples, porem com vasta aplicagao: processadores de
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texto, compiladores, projetos de hardware, etc. Alem da simpli- 

cidade e do interesse pratico, o estudo deste modelo de compu- 

tagao possibilita a pratica de definigoes formais de computagao, 

proporciona o aprendizado de conceitos relevantes e favorece o 

aprendizado de modelos computacionais mais complexos.

Existem alguns modelos de Automatos Finitos consagtados 

pela literatura e que serao abordadas neste livro, sao eles: deter- 

mimstico, nao-determimstico, probabilistico e quantico. Antes 

da apresentagao destes modelos, sera feita uma breve introdugao 

acerca de conceitos de linguagem, essencial para o aprendizado 
da Teoria dos Automatos.

3.2 Linguagem

Entende-se por alfabeto um conjunto finito de sfmbolos, deno- 
tado pela letra grega E. Alguns alfabetos comumente utilizados 
sao:

1. E — {0 ,1 }  -  o alfabeto binario;

2. E =  {a, b, c , . . . ,  x, y, z } -  o alfabeto das letras minusculas;

3. E =  {a, b,. . . ,  y, z, 0 ,1 , . . . ,  8,9}  -  o alfabeto alfa-numerico.

Uma palavra e qualquer seqiiencia finita de si'mbolos de um 

alfabeto. O comprimento de uma palavra w e a quantidade 

de simbolos que esta palavra possui e e denotado por |w|. O 
i-esimo sfmbolo da palavra u> e denotado por .
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Exemplo 3.1: Quantas palavras de comprimento igual a 3 po- 

dem ser obtidas do alfabeto E =  {0, 1}?

Todas as palavras de comprimento igual a 3 correspondem 

a todas as combinagoes possiveis envolvendo tres simbolos do 
alfabeto, ou seja:

uj\ —  000 =  001

=  010 u 4 =  011 

lj5 =  100 u 6 =  101 

=  110 =  111.

Como sao possiveis 8 combinagoes distintas, e possivel obter 
8 palavras de comprimento 3.

A palavra vazia, denotada por A, corresponde a palavra com 
zero ocorrencias de simbolos, ou seja, |A| =  0.

Duas operagoes basicas sao definidas sobre palavras:

1. Concatenagao: Sejam duas palavras a e (3, com compri- 

mentos |a| =  m e \/3\ — n. A concatenagao de a e /?, 
denotada por a - j3 ,e  dada por:

a 'A ^(1) ■ • • *-X(m)P( 1) • • • / (̂n)

2. Reverso: Seja uma palavra a, o reverso de a, denotado
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por aR, e dado por:

XR — X 

{a'y)R =  'yaR

em que 7 denota um si'mbolo.

E xem plo  3.2: Sejam as palavras a =  010, f3 =  01 e a palavra 

vazia A. Obtenha as palavras resultantes das operagoes indica- 

das.

As palavras resultantes sao:

a. a • fi — 01001;

b. (a - f i )R =  (01001)fl =  10010;

c. a R ■ J3R =  (010)-R ■ 01H =  010 • 10 =  01010

d. a ■ X =  a;

e. A • A =  A.

Considera-se que E* e o  conjunto de todas as palavras de E, 

incluindo a palavra vazia. Para qualquer alfabeto E, E* e um 

conjunto infinito enumeravel.



3.3 Automatos Finitos Determimsticos 65

Uma linguagem sobre um alfabeto E e qualquer subconjunto 

de E*. Dado que linguagens sao conjuntos, as operagoes de 

uniao, subtragao, intersecgao e complemento sao aplicaveis.

Exemplo 3.3: Considerando o alfabeto binario e as linguagens 

L\ =  {0 }* — {A } e L2 — { 1}* — {A}, qual a linguagem formada 
pela concatenagao L\ • L<{1

A linguagem L\ e formada por todas as palavras compostas 

somente por simbolos 0. A linguagem L2 e composta por todos 

as palavras compostas somente por simbolos 1.

A concatenagao destas linguagens, denotada por L\ • L2 , e 

uma linguagem composta por palavras da forma -lj2 , em que 

wi G Li e W2 € L2 . Exemplos de palavras pertencentes a L\ -1/2 
sao:

{01,0011,000011,011111,...}
Uma caracteristica importante da linguagem L\ • L2 e que 

todas as suas palavras iniciam com uma seqiiencia de zeros se- 
guida por uma seqiiencia de uns.

3.3 Automatos Finitos Determimsticos

Um Autdmato Finito (AF) e um modelo de computagao que 

pode ser pensado como um discriminador de palavras de E*:
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palavras que o automato “aceita” e palavras que o automate 

“rejeita”. O conjunto das palavras aceitas unido com o conjunto 

das palavras rejeitadas constitui o conjunto de todas as pala­

vras, ou seja, X*. O conjunto das palavras que o automato 

aceita constitui a “linguagem” deste automato.

O automato mais simples a realizar este processo e o Auto­

mata Finito Determimstico (AFD), que possui a seguinte defi- 
nigao formal:

Definigao Formal — Autdmato Finito Determimstico
Um Automato Finito Determimstico e uma 5-tupla 

{Q,'E,6,qo,F), em que:

1. Q e um conjunto finito denominado conjunto de esta- 
dos;

2. S e  um alfabeto;

3. 5 : Q x X —> Q e uma fungao de transigao;

4. qo 6 Q e o estado inicial\ e

5. F  C Q e o conjunto de estados de aceitagao.

A fungao de transigao descreve o comportamento do auto­

mato. A medida que uma palavra e lida, simbolo a simbolo, o 

automato muda de estado, de acordo com a fungao de transigao
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6: o proximo estado depende do estado atual e do simbolo lido. 
Assim, por exemplo:

$ (Qa, x) =  qb

indica que se o automate estiver no estado qa e for efetuada a 

leitura do simbolo x, o automate deve passar para o estado qb.

E comum a utilizagao de uma tabela de transigao de esta- 

dos para representar a fungao de transigao de um automate, 

como apresentado na Tabela 3.1. Nesta tabela, a primeira co- 

luna representa o estado atual do automate e a primeira linha 

representa o simbolo lido. Supondo que este automate esteja 

no estado qj e tenha lido o simbolo 0, ira assumir o estado go.

Tabela 3.1: Exemplo de uma tabela de transigao de estados de um AFD.

5 0 1
Qo Qo Ql

Qi Qo Qi

Para aceitar ou rejeitar uma palavra u, um automate finite 

deterministico procede da seguinte maneira: no momento ini- 
cial o automate esta no estado inicial go e tern como entrada a 

palavra u. O automate le o primeiro simbolo da palavra 

e muda de estado (ou permanece no mesmo), de acordo com sua 

fungao de transigao. Este processo e repetido ate que todos os 

simbolos de u tenham sido lidos pelo automate. Uma vez que 

o estado que o automate assume apos a leitura de cada simbolo
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e perfeitamente determinado, este tipo de automato e nomeado 

determimstico.

Quando o final da palavra e atingido, se o estado atual q 
pertencer ao conjunto dos estado de aceitagao (ou seja, q € F), 
a palavra e dita ser aceita pelo automato. Em caso contrario 

(ou seja, g ^ F), a palavra e dita ser rejeitada pelo automato. 

O processo de aceitar ou rejeitar uma palavra e conhecido como 

computagao de uma palavra por um automato. O processo de 

aceitar ou rejeitar uma palavra e conhecido como computagao 
de uma palavra por um automato.

Exemplo 3.4: Verifique se a linguagem L — {a}* e uma lin- 

guagem regular.

Para verificar se a linguagem L e regular, basta verificar 

a existencia de um automato finito determimstico que aceite 

todas as palavras desta linguagem.

Um AFD A com definigao formal dada por (Q, E, qo, F) 

em que Q =  {go}, S  =  { « } ,  £(go, a) =  Qo e F  =  {go} e capaz de 
aceitar todas as palavras da linguagem L.

Portanto, como existe um automato A que reconhece todas 

as palavras de L, L e uma linguagem regular.

E conveniente se utilizar uma extensao da fungao de transi- 

gao:
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S : Q x H *

definida da seguinte maneira:

S(q, A) =  q 

S(q,a) =  5(q,a),a  6 S 

5(q,au) — 6(6(q,a),uj),a € G S*

Assim, pode-se definir a linguagem reconhecida por um AFD A 
como:

O conjunto de todas as linguagens aceitas por AFD’s com- 
poe a classe das linguagens regulares.

3.3.1 Diagrama de Estados

Uma forma bastante intuitiva de compreender o funcionamento 

dos automates e atraves da representagao por diagrama de es­
tados.

Seja um automate A =  (Q,T,,5,qo,F). O diagrama de es­

tados de um automate A e um grafo direcionado que pode ser 

construido da seguinte forma:

1. Cada estado q € Q e um no do grafo;
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2. Para os estados p,q € Q e para cada simbolo a € £ , se 

existe a transigao S(p,a) =  q, entao deve existir um arco 

direcionado de p para q rotulado com o simbolo a;

3. O no correspondente ao estado inicial deve possuir uma 

seta; e

4. Os estados de aceitagao devem ser marcados com um cir- 

culo duplo.

A representagao da computagao de uma palavra por um dia- 
grama de estados de um AFD pode ser vista como um percurso 

que tern inicio no estado inicial e que consome um simbolo da 

palavra sempre que uma transigao e feita. Apos a leitura de 

todos os simbolos da palavra, se o percurso estiver em um dos 
estados aceitagao, significa que o automato aceita a palavra, em 

caso contrario, este automato a rejeita.

E xem plo  3.5: Seja o automato A — (Q,E,S,qo,F),  em que 

Q =  {qo, 9i, 92} , 2  =  { 0 ,1}, F  =  {91}  e 5(90,0) =  q2, 6{q0, 1) =  
9i, 5(9i ,0) =  <72, 5(91,1) =  q\. Construa o diagrama de estados 
relativo a este automato finito deterministico.

Seguindo os passos para construgao do diagrama de estados 
de um automato, o automato A esta representado na Figura 

3.1.
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Figura 3.1: Diagrama de estados do autdmato A.

Observe que o numero de estados e as transigoes no dia­
grama de estados respeitam a definigao do automate apresen- 
tada no enunciado.

3.3.2 Notagao Matricial

A notagao matricial e uma forma simplificada de representar 
os passos da computagao de uma palavra por um automate. 
Para representar um automate A =  {Q, S, 5, qo, F) segundo a 

notagao matricial, os seguintes passos sao necessarios:

1. Deve-se ordenar os estados do automate;

2. Construir o vetor-coluna 7r, identificando o estado inicial 

do automate. O elemento correspondente ao estado inicial 

deve possuir o valor 1, e os demais elementos devem ser 
nulos;

3. Construir o vetor-coluna ij, identificando os estados de
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aceitagao do automate. Os elementos que denotem esta- 

dos de aceitagao devem ser iguais a 1 e os demais iguais 

a 0;

4. Para cada slmbolo a € £ , definir a matriz de transigao 

X a, na qual as linhas e colunas correspondem aos estados 

do automate. A entrada para a linha correspondente ao 

estado q, e para a coluna correspondente ao estado q' e 
igual a 1 se S(q, a) =  q', e 0 caso contrario.

Para verificar se uma palavra u e aceita pelo automate A 
(ou seja, s e w e  L(A)) basta utilizar a seguinte expressao:

em que X w e a matriz resultante da multiplicagao das matrizes 
correspondentes aos simbolos da palavra u>.

E xem plo  3.6: Seja o automate A =  (Q, E, 6, qo, F),  em que 

Q =  {qo,qi,q2}, s  =  {o, 1>, F = - { g i }  e % o , 0) =  q2,S(q0, l )  =  
9i )^ (?i )0) =  q2 ,d(qi,l) =  qi■ Utilizando a notagao matricial, 
verifique se a palavra u — 110 pertence a linguagem deste auto­
mato.

Para verificar ge a palavra u pertence a linguagem do auto­

mato A, e necessario construir as matrizes 7r, X uo e rj para 

ilustrar a computagao atraves de matrizes de transigao.

1, se lj E L(A)

0, em caso contrario
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Considerando a seguinte ordenagao dos estados {qq, q\, <72) e 

sabendo que qo e o estado inicial, o vetor-coluna n, que repre- 
senta o estado inicial, e dado por:

7T

1

0

0

Considerando a ordenagao definida, o vetor-coluna rj dos 

estados de aceitagao e dado por:

V =

0

1

0

As matrizes relativas aos simbolos de S  que indicam as 

transigoes dos estados do automato sao:

' 0 1 0 " ’ 0 0 1 "

0 1 0 A 0 = 0 0 1

0 0 0 0 0 0

Munidos das matrizes que representam as transigoes, dado 

que a palavra w =  110, basta efetuar a multiplicagao X i -X i -Xq, 
que resulta em:

0 0 1 

0 0 1 

0 0 0

Xno — Xi ■ Xi ■ X 0 —
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Finalmente, para verificar se a palavra pertence a linguagem 
do automate, basta efetuar o produto:

ACCU =  7T • Xuo • n

1 0 0

=  0.

' 0 0 1 "

l-----
o1___

0 0 1 1-----1
OOO___I 1---

-- o 1__
_

Como o resultado da expressao foi igual a zero, isto indica 
que a palavra ui nao pertence a L(A).

3.4 Automatos Finitos nao-Deterministicos

Diferentemente dos AFD, os automatos finitos nao-determimsticos 
(AFND) podem assumir um conjunto de estados em cada passo 

da computagao. Esta diferenga e ilustrada na Figura 3.2 por 

meio da comparagao das computagoes nestes dois tipos de auto­
matos.

A computagao de uma palavra u por um AFND se da de 

modo similar a um AFD, diferenciando-se apenas pela possi- 
bilidade do automate assumir mais de um estado ao mesmo 

tempo. Em conseqiiencia desta diferenga, a definigao formal 
dos AFND’s e dada por:



3.4 Autdmatos Finitos ndo-Deterministicos 75

Computapao Computapao
Deterministica Nao-Determimstica

• inicio 
£ f \

/ A  -V *
• • • y£•

(V•i s A•
i rejeipao £  ^

•

t ..........................• aceitapao ou rejeipao > aceitapao

Figura 3.2: Representagao da computagao em AFD e AFND /44]■

Definigao Formal — Automato Finito Nao Determi- 
nfstico

Um automato finito nao determinfstico e uma 5-tupla 

(Q,E,S,qo,F), em que:

1. Q e o conjunto de estados;

2. E e o  alfabeto;

3. S : Q x  E —> V(Q) e a fungao de transigao;

4. qo £ Q e o estado inicial; e

5. F  C Q e o conjunto de estados de aceitagao.
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De acordo com a definigao da fungao de transigao, dado o 

simbolo lido da palavra e o estado atual do automato, e possivel 

que o automato venha a assumir qualquer combinagao de esta- 

dos possiveis, ou seja, um dos elementos do conjunto potencia 

dos estados do automatos, denotado por V(Q).

A computagao de uma palavra u  por um AFND N  se da 

como segue: inicialmente o AFND encontra-se no estado ini- 

cial. Ao ler o primeiro simbolo de u>, N  passa a assumir um ou 

mais estados, de acordo com o indicado pela fungao de transi­

gao. A partir deste ponto, deve-se verificar em quais estados o 

automato esta e quais ele deve assumir tomando cada simbolo 

a ser lido de w. Ou seja, isto significa que a computagao se da 

independentemente em cada estado que o automato se encontra.
Para aceitar uma palavra, apos a leitura do seu ultimo sim­

bolo, basta que pelo menos um dos estados atuais do AFND 

seja um dos estados de aceitagao. Caso contrario, o automato 

rejeita a palavra.

E xem plo  3.7: Seja a palavra u =  1010 e o automato finito nao 

deterministico N  — (Q , S, <5, qo, F), em que Q =  {qi,q2, qz, 94}, 
S  =  {0 ,1 }  e a fungao de transigao, estado inicial e de aceitagao 

indicados no diagrama de estados ilustrado na Figura 3.3. Ve- 

rifique se este automato aceita ou rejeita a palavra u>.

Inicialmente, o automato N  encontra-se no estado q\. Ao 

ler o simbolo u\ =  \, este automato assume os estados qi
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Figura 3.3: Diagrama de Estados do AFND N

(S(qi, 1) =  qi) e q2 (5(gi, 1) =  92)- Ao ler o proximo simbolo 

lo2 — 0 este automate assume os estados q\ (5(91, 0) =  9i) e 93 

(5(92,0) =  93).

O terceiro simbolo a ser lido e 013 =  1 , que faz o automato 

assumir os estados 91 (5 (g i,l) =  1), q2 (S(qi,l) =  q2) e q<± 
(5 (93, 1) =  94). Por fim, ao ler o ultimo simbolo 014 — 0, o 

automato assume os estados 91 (5 (91, 0) =  1), 93 (5(92, 0) =  93) 

e 94 (5(94,0) =  94).

Os estados que o automato N  assume durante a computagao 

da palavra lj podem ser facilmente visualizados na Figura 3.4.

Visto que um dos estados que o automato esta apos a leitura 

da palavra u  e o estado 94, que esta contido no conjunto de 
estados de aceitagao, o automato N  aceita a palavra ui.

A representagao de automates finitos nao deterministicos 

tambem pode ser feita atraves de diagramas de estados e ma- 

trizes de transigao. O diagrama de estados e obtido de forma 

analoga ao diagrama de estados dos AFD’s, porem com a possi- 

bilidade de existir mais de um arco indicando transigoes a partir 

de um mesmo simbolo lido (ver Figura 3.3).
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Figura 3.4: Estados que o autdmato N assume durante a computagao da 
palavra uj.

No caso das matrizes de transigao, nao ha mudanga em re- 

lagao ao processo de construgao indicado anteriormente para os 
AFD’s, porem a aceitagao de uma palavra pelo AFND e indi- 

cada por um valor inteiro e positivo.

E xem plo  3.8: Construa o diagrama de estados do AFND 

N2 =  {Q,E,S,q0 ,F )  em que Q =  {qo,qi,q2}, S  =  {«,& }, 
5{q0 ,a) =  q0, S(q0 ,a) =  q2, S(q0 ,b) =  qi, S(q2 ,b) =  qi,S(q2, a) =  

go e {go, 92}  S F  e verifique, atraves da utilizagao de matrizes 

de transigao, sew  =  aaa € L(N2).

O diagrama de estados do automato N2 pode ser obtido 

seguindo os passos para a representagao de um AFD, porem
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com o diferencial em relagao a fungao de transigao. O resultado 
pode ser visualizado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Diagrama de estados do AFND N2 .

Para verificar se u> G L(A^) e necessario construir as matri- 

zes para efetuar a computagao utilizando matrizes de transigao. 

A matriz ir que representa o estado inicial (go) e dada por:

7T =
1

0

0

A matriz rj que representa os estados finais (F  — {go, g2})  e 
dada por:

V =

1

0

1

As matrizes X a e X& correspondentes aos simbolos de E sao 
dadas, respectivamente, por:
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" 1 0 1 " ’ 0 1 0 "

0 0 0 *6  = 0 0 0
1 0 1 0 1 0

Para verificar s e w e  aceita por N2 basta verificar o valor da 

seguinte expressao:

7TT ' X aaa ’ V 1 0  0

1 0  0

=  8.

1 0 1 

0 0 0 

1 0  1

1

0

1

4 0 4 

0 0 0 

4 0 4

1

0

1

Como 8 e um numero inteiro e positivo, entao pode-se con- 

cluir que u> e aceita pelo automato N2 e, conseqiientemente,

uj € L(N2).

Apesar do nao determinismo ser um diferencial destes auto­

matos em relagao aos AFD’s, a classe das linguagens reconhe- 

cidas por ambos e a mesma, ou seja, a classe das linguagens 
regulares.

No entanto, apesar de nao serem mais abrangentes que os 

AFD’s, os AFND’s sao uteis como ferramenta inicial na resolu- 
Qao de problemas envolvendo automatos, pois, na maioria das
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vezes, sua construgao e mais rapida, seu funcionamento e mais 

simples de entender e sao mais compactos (possuem menos es- 

tados) que seus equivalentes deterministicos [13].

Notas do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os modelos mais basicos de 

automatos finitos e algumas de suas variantes.

Para aqueles que desejam expandir seus conhecimentos em 

automatos finitos deterministicos e nao-deterministicos, as obras 

de Newton Vieira [50], Paulo Blauth Menezes [29], Sipser [44], 

Hopcropt et al. [13] e Lewis Sz Papadimitrou [23] sao excelen- 

tes pontos de partida, pois possuem uma linguagem bastante 

didatica e apresentam exercicios diversos para melhor fixagao 

do conteudo. Alem destas, as obras de Anderson [5] e Tao [47] 
ilustram diversas aplicagoes praticas dos automatos finitos.

Exercicios Propostos

1. Projete um AF que controla um elevador num predio de 

tres andares. Descreva os estados, o alfabeto de entrada e 

a fungao de transigao deste automato. Com suas proprias 

palavras, explique o funcionamento deste automato.

2. Um conjunto S e dito “fechado segundo uma operagao” 

caso a operagao aplicada sobre elementos de S sempre 
resulte em um elemento de S. Mostre que o conjunto das 

linguagens regulares e fechado sobre as operagoes a seguir:
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(a) Uniao;

(b) Concatenagao;

(c) Estrela;

(d) Intersegao;

(e) Complemento;

(f) Diferenga.

3. Seja L uma linguagem regular. Mostre que existe um 

numero infinito de automatos finitos determimsticos que 

reconhecem L.

4. Sejam L\ e L2 duas linguagens formais. Prove ou refute 

a seguinte afirmagao: “Se L\ e uma linguagem regular e 

L2 ^  Li, entao L2 tambem e regular.”

5. Consulte a obra Introduction to the Theory of Compu­

tation de Michael Sipser [44] e demonstre a equivalencia 

entre AFND’s e AFD ’s.

6. Mostre que a classe das linguagens regulares e um con- 

junto enumeravel.



Capitulo 4

Automatos Finitos Probabilisticos

Os Autdmatos Finitos Probabilisticos (AFP’s) nao costumam 
ser objetos de estudo das disciplinas referentes as linguagens 

formais e automatos dos cursos de graduagao em Ciencia da 

Computagao. Porem, alem de serem importantes para o en- 

tendimento de automatos quanticos, estendem as aplicagoes 

dos automatos finitos e sao utilizados para diversas finalida- 
des, como o reconhecimento de padroes e a aprendizagem de 

maquina. Uma gama de aplicagoes praticas pode ser obtida 
atraves da modelagem por meio de A FP ’s, por exemplo: orga- 

nizagao automatica de documentos, processamento de imagens, 

corregao de texto corrompido, reconhecimento de cadeias de 
DNA, da escrita cursiva a mao, de voz, etc [24, 28].

4.1 Breve Introdugao

O automate finite probabilfstico e uma generalizagao do auto- 

mato finito nao-determimstico, onde uma probabilidade e atri- 

buida a toda possivel transigao. Por exemplo, se em um AFND 

d(q,a) =  {qi,q2, • ■ ■ ,Qn}, entao em um AFP, Pi(q, a) seria de-
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finido como a probabilidade de o automato passar do estado q 
para o estado qi ao ler o simbolo a.

Desse modo, a definigao de um AFP implica na definigao de 

uma distribuigao de probabilidades. Como se sabe, uma distri- 

buigao de probabilidades descreve as chances que uma variavel 

tern de assumir esse ou aquele valor ao longo de um espago 

de valores. Nos AFP ’s, a variavel e o estado que o automato 

ira assumir e o espago de valores e o conjunto de estados do 

automato. Assim, as probabilidades relacionam-se aos estados 

que o automato pode assumir sernpre que uma transigao ocorre, 
atuando de modo similar a uma escolha ponderada: as transi- 

goes associadas aos maiores valores possuem maiores chances 

de serem efetuadas [38, 45].
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A definigao formal de um AFP e dada por:

Definigao Formal — Automato Finito Probabilistico

Um automato finito probabilistico e uma 5-tupla 

(Q, S ,.6,qo, F), em que:

1. Q e o conjunto de estados-,

2. E e o  alfabeto;

3. 5 : Q x £  x Q —i► [0,1] e a fungao de transigao;

4. qo € Q e o estado inicial; e

5. F  C Q e um conjunto de estados de aceitagao.

A seguinte restrigao em relagao a fungao de transigao 
deve ser respeitada:

V<xeE*,v<? e Q :  =  1.

Na computagao de uma palavra u> =  2) • • ■ , um
AFP A inicia o processamento no estado qo e le o primeiro sfm- 

bolo da palavra O proximo estado de A  ira depender da

probabilidade definida na fungao de transigao. Isto significa que 

A  podera assumir qualquer estado cuja probabilidade de transi­

gao seja nao-nula (os estados q' tal que^g'eQ  <5(q0, u>(i),qr) ^  0).
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0  automato prossegue dessa forma ate que o ultimo sfmbolo 

(w(n)) seja lido.

E possivel representar A FP ’s segundo matrizes de transigao, 

de forma analoga aos modelos de automatos ja apresentados, 

mas com algumas mudangas:

• As matrizes relativas a cada simbolo possuem valores no 

intervalo [0, 1], indicando as probabilidades associadas as 
transigoes;

• O somatorio de cada linha das matrizes relativas aos sim- 

bolos deve ser igual a 1 , respeitando a restrigao apresen- 

tada na definigao formal. .

Estas duas alteragoes implicam, portanto, que as matrizes 

devem ser matrizes estocasticas e que o valor resultante do pro- 

duto 7rT • Xu ■ t] pertence ao intervalo [0, 1].

Assim, a probabilidade do automato A  terminar o proces- 

samento da palavra u  em um estado de aceitagao e definida 

por:

Pa {w) =  ttT • X w ■ rj 

em que Xu =  • X ŵ  ■

E xem plo  4.1: Seja A o AFP cujo diagrama de estados esta 

ilustrado na Figura 4.1. A  partir da utilizagao de matrizes de
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transigao, verifique qual a probabilidade de A terminar o pro- 

cessamento de u =  ab em um estado de aceitagao.

Figura 4.1: Diagrama de estados do autdmato finito probabilistico A.

O estado inicial e go e a matriz 7r dos estados iniciais e:

7T =
1

0

0

Neste automate existe apenas um estado final, F  — {g2}- 
Portanto, a matriz dos estados de aceitagao 7/ e:

V =

0

0

1

A partir do diagrama e posslvel obter as matrizes X a e X^:
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0 0 ,3 0 , 7 ' " 1 0 0

A a = 0,2 0 0,8 a 6 = 0 0,5 0,5

0 0 1 1 0 0

E importante salientar que as matrizes X a e respeitam a 

restrigao imposta na definigao formal dos AFP’s. Para ilustra- 

gao desta afirmagao, basta verificar que o somatorio das linhas 

das matrizes e igual a 1.
Para encontrar a probabilidade de A assumir um estado de 

aceitagao ao ler ah, pA(ab), basta verificar o produto nT -X^-p:

Pa {u ) 'A • X a},a • Tj

1 0 0

0,15.

0,7 0,15 0,15 
1 0 0 

1 0  0

O __
_1

0

1

Ou seja, o automato probabilfstico A  tern 15% de chance 

de terminar o processamento da palavra ah em um estado de 

aceitagao.

4.2 Linguagens Estocasticas

Uma maneira natural de se definir a linguagem reconhecida por 

um AFP e atraves do conjunto de palavras cuja leitura leva o
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automato a um estado de aceitagao com uma certa probabili- 

dade minima. Mas, qual seria essa probabilidade minima? Essa 

probabilidade minima e definida arbitrdriamente e denomina-se 
ponto de corte.

Sejam A  um AFP, A um numero real, 0 <  A <  1, e L(A, A) 
o conjunto definido por:

L(A, A) =  \lo £ S* : p^(ui) >  A}

Se to £ L(A, A), diz-se que to e aceita por A  com ponto de corte 

A. Entao, L(A, A) e dita ser a linguagem de A  com ponto de 

corte A.

A classe das linguagens definidas por AFP’s com ponto de 
corte e chamada classe das linguagens estocasticas.

T eorem a 4.1: A classe das linguagens regulares e um sub- 

conjunto proprio da classe das linguagens estocasticas, ou seja, 

toda linguagem regular e estocastica e nem toda linguagem es- 
tocastica e regular. • ,

P rova: Para provar este Teorema, deve-se provar as duas afir- 
magoes a seguir:

T eorem a 4.1.1: Toda linguagem regular e estocastica.

Prova: AFD ’s podem ser considerados como um caso especial 

de A FP ’s. Se na definigao de um AFD A 5(q,a) =  gi, entao e
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possivel ver isto como se A  entrasse no estado g,; com probabili- 

dade 1. Assim, em re-escrevendo o AFI) A  como um AFP, a li- 

nha da matriz estocastica correspondente a 5(q, a) — [go,. •., qn\ 
tera exatamente uma coordenada igual a l e  todas as demais 
iguais a 0. Nesse caso, Pa {w) =  1, para u> G S* se, e somente 

se, uj E L(A). Portanto, para qualquer A, 0 <  A <  1, tem-se 

que L(A) =  L(A. A). Assim, todo a linguagem reconhecida por 

um AFD e trivialmente reconhecida por um AFP [38]. □

Teorema 4.1.2: Existem linguagens estocasticas que nao sao 

regu lares.
Prova: Sejam E =  {0,1} e um AFP A —

{{go,gi},£,£,g0,{gi}) emque:

X 0 =
1 0
1 l
2 2

pode se verificar que, se

Xi =
1 0

A q-j X a2 . . . X (7rl —
m p 
q r

em que o% E {0 ,1} ,  entao p — -anan-\ . . .  <xi, em que p esta 

denotado como uma expansao binaria.

Se lo =  ■ o;icr2 ■ ■ ■ crn S E*, entao, como foi visto acima, 

Pa (w) =  0.anan- i . . .  ex. Os valores Pa (&>) sao densos no in- 

tervalo fechado [0,1]. Isto implica que, se 0 <  A <  Ai <  1,
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entao L(A, Aj) C L(A, A). Os conjuntos L(A, A), 0 <  A <  1, 

formam, portanto, um conjunto nao-enumeravel. Porem, existe 

apenas um numero enumeravel de linguagens regulares. Por­

tanto, existe A tal que L(A. A) nao e uma linguagem regular 
[38]. □

Teorema 4.2: Toda linguagem aceita por um AFP com ponto 

de corte A =  0 e uma linguagem regular.

Prova: Seja A  =  (Qa ^ ^ a ^Oa , Fa ) um AFP que reconhece 
a linguagem L(A, 0). Deve-se construir um AFND N, de modo 

que ele aceite toda palavra w e S *  que leva o AFP A  do estado 

go para um estado de aceitagao, com probabilidade p a (&) >  0, 

ou seja, que reconhega a mesma linguagem que o AFP A. Seja 

N  (Q,T,, 5,q0 ,F ), em que Q =  QA, go =  qoA, F  =  FA e 5 
construido da seguinte forma: para todo j,  l £ Q e a € E, se 

Pjl E X a, epji >  0, entao qi € S(qj,a) [22]. Nao e diflcil mostrar 
que L(N) — L(A, 0) (a prova e solicitada na segao de Exercicios 
Propostos). □

Como foi visto, todas linguagem regular e estocastica, mas 
nem toda linguagem estocastica e regular. Porem, a lingua­

gem L(A, 0), em que A  e um AFP qualquer, e uma linguagem 
regular.

Ainda e um problema em aberto saber se a classe das lingua-
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gens estocasticas e fechada pelas operagoes booleanas (uniao, 

intersecgao e complemento). Porem, sabe-se que esta classe e 

fechada pela operagao reverso (a prova e solicitada na Segao 

de Exercicios Propostos no final deste capltulo). Considerando 

A FP ’s e AFD ’s, a linguagem formada pela uniao, intersecgao e 

complemento das linguagens reconhecidas por estes automatos 
e uma linguagem estocastica.

Teorema 4.3: Se L r  e uma linguagem regular e L r  e uma 

linguagem estocastica, entao L r  fl L r , L r  U L r  e L r  — L r  sao 

linguagens estocasticas.

Prova: Sejam L r  uma linguagem estocastica reconhecida por 

um AFP i  com ponto de corte A; L r  uma linguagem regular 
reconhecida por um AF.D D ; e w e S * .

1. A intersecgao L r  fl L r  resulta em uma linguagem esto­

castica, uma vez que Pa (w) • >  A se, e somente se,

Pa (u ) >  A e p d (uj) =  1;

2. A  operagao de complemento, pode ser denotada por meio 

da intersecgao, ou seja, L r  — L r  =  L r  f1 Lr que foi de- 
monstrada ser uma linguagem estocastica [35];

3. A prova da afirmagao relativa a uniao e solicitada na segao 
de Exercicios Propostos. □
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4.3 Ponto de Corte Isolado

f. Para assegurar uma margem de erro na probabilidade de acei-

tagao de palavras por um AFP, define-se a aceitagao com ponto 
de corte isolado ( ou por erro limitado ). Um AFP A reconhece 

uma linguagem L com ponto de corte isolado se existir uma mar- 

gem de erro e >  0 tal que, para todo u £ L, Pa (w) >  A +  e e, 

para todo u £ L, a probabilidade de A aceitar u  e pa (cj) <  A —e 

[10].
Com esta restrigao, a classe das linguagens aceitas por um 

AFP com ponto de corte isolado (L(A , A, e)) e um subconjunto 

proprio da classe das linguagens regulares [38]. A prova desta 

afirmagao e solicitada na segao de Exerclcios Propostos.

E xem plo  4.2: Seja P  um AFP cujo diagrama de estados esta 

ilustrado na Figura 4.2. Verifique se este automato aceita a pa- 
lavra lj =  aaa com ponto de corte isolado, em que A =  0, 6 e 
e =  0 , 01.

^  a:0,8

a:0,9

Figura 4.2: Diagrama de estados do autdmato finito probabiUstico P.

Para responder o problema em aberto do enunciado, basta 

construir as matrizes de transigoes com o proposito de obter o
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valor da probabilidade de P  aceitar u. Assim:

7TT • Xaaa ' V 1 0

n 3
0,2 0,8
0,9 0,1

0,368 0,632 

0,632

•i

0

1

Uma vez que p(uj) — 0,632 >  A +  e, o automate P  aceita a 

palavra uj — aaa.

Not as do Capitulo

Neste capitulo foi abordado o conceito de automate finite proba- 
bilfstico, cuja compreensao sera essencial para o entendimento 

da versao quantica dos automatos finitos a serem apresentadas 

a seguir. Para aqueles que desejam aprofundar os conhecimen- 

tos sobre os automatos finitos probabilfsticos e suas aplicagoes, 

recomenda-se a leitura dos livros de Paz [35] e de Levelt [22], 
bem como os artigos cientfficos de Stoelinga [45] e de Rabin 

[38]. Estas referencias sao um excelente material para aqueles 

que desejarem encontrar informagoes mais aprofundadas sobre 

AFP’s.
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Exercicios Propostos

1. Recorra ao Exemplo 3.1 e verifique se o AFP A aceita ou 

rejeita as seguintes palavras:

(a) u)\ =  ba, com ponto de corte A =  0,5;

(b) u>2 =  abaa, com ponto de corte A =  0,6 e e — 0,05;

(c) U3 =  a, com ponto de corte A =  0,3;

(d) UJ4 =  a, com ponto de corte A =  0,7;

(e) ct>5 =  a, com ponto de corte A =  0,5 e e =  0.08.

2. Recorrendo ao Exemplo 3.2, verifique se o AFP P  aceita 
ou rejeita as seguintes palavras:

(a) u\ =  bbb, com ponto de corte A =  0 ,6;

(b) u)2 =  aa, com ponto de corte A =  0,6 e e =  0,01;

(c) 0J3 =  abab, com ponto de corte A =  0,9;

(d) 0J4, =  abba, com ponto de corte A =  0,4;

(e) W5 =  a, com ponto de corte A =  0,5 e e =  0.08.

3. Consulte a obra de Levelt [22] e mostre que L(N ) =  

L(A, 0), em que N  e um AFND construfdo a partir do 
AFP A  com ponto de corte A =  0..

4. Consulte a pagina 167 da obra Introduction to Probabilis­

tic Automata [35] e prove que existe um AFP cuja lingua- 

gem que reconhece nao e uma linguagem regular.
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5. Prove que a classe das linguagens estocasticas e fechada 

sob a operagao reverso. Para tanto, consulte a pagina 154 

da obra de Paz [35].

6. Prove que a uniao de uma linguagem estocastica e uma 

linguagem regular e uma linguagem estocastica.

7. Consultando o Teorema da Redugao, apresentado no ar- 

tigo cientffico Probabilistic Automata de Michael Rabin 

[38], prove que ha uma equivalencia entre AFP’s com 

ponto de corte isolado e AFD’s.

8. Recorrendo ao Exemplo 3.2, se e =  0,07 o AFP P  ainda 
aceitaria a palavra aaal



Capftulo 5

Automatos Finitos Quanticos

De acordo com Ambainis &; Preivals [3], e possivel que as pri- 

meiras implementagoes de computadores quanticos nao sejam 

compostas inteiramente de componentes baseados na Mecanica 
Quantica. Ao inves disso, acredita-se que existira uma parte 

quantica, uma parte classica e uma forma de comunicagao en- 

tre elas. Em um primeiro momento, em virtude da inovagao e 
da baixa escalabilidade, a parte quantica sera mais cara e mais 
reduzida que a parte classica. Isto implica que serao necessarios 

modelos computacionais que fagam uso da Mecanica Quantica, 

mas que ao mesmo tempo sejam passiveis de implementagao 
ffsica.

Este possivel cenario pratico motiva o estudo dos autdmatos 
finitos quanticos (AFQ’s). Neste capitulo serao abordados os 

modelos fundamentals de AFQ’s e algumas de suas propriedades 
referentes a classe das linguagens que reconhecem.
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5.1 Breve Introdugao

Automatos Finitos Qu&nticos sao modelos probabilfsticos de 

computagao cujos elementos sao governados pelos postulados 

da Mecanica Quantica, Estruturalmente, um AFQ e composto 

por um conjunto de estados quanticos; uma fita classica, na 

qual encontra-se a palavra de entrada; e um cabegote classico 

uniderecional, responsavel pela leitura da palavra. Por serem 

sistemas quanticos, os estados podem estar em superposigao.

A leitura de cada simbolo da palavra provoca a evolugao 

do estado do automato e, portanto, deve ser representada por 
meio de operadores unitarios. Para se ter acesso ao resultado 

da computagao da palavra, pelo menos uma medigao do estado 
do automato deve ser efetuada.

Na literatura a respeito, os modelos de AFQ’s se diferenciam 

de varias formas, por varios criterios, entre os quais, o sentido de 

diregao de leitura da palavra (unidirecional ou bidirecional) e o 
numero de medigoes efetuadas (unica ou multiplas). Neste livro, 

serao considerados apenas os modelos unidirecionais (1-way), 
pois sao os tipos de modelos de automatos finitos geralmente 

estudados nos cursos de graduagao em Ciencia da Computagao.

No estudo dos automatos finitos quanticos unidirecionais, 

com relagao ao numero de medigoes efetuadas, existem duas 

variantes de interesse: AFQ de Medigao Unica e AFQ de Mul­

tiplas Medigoes, que serao apresentadas nas segoes a seguir.
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5.2 A FQ  de Medigao Unica

O AFQ de Medigao Unica (MO) foi o primeiro modelo de autd- 

mato finito quantico proposto na literatura cientifica [31]. Neste 

tipo de AFQ, uma medigao e efetuada somente apos a leitura 

de todos os simbolos da palavra.
A  definigao formal de um AFQ MO apresentada a seguir e 

uma versao equivalente a definigao original [31], extraida de [9]:
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Definigao Formal — AFQ de Medigao Unica

Um automato finito quantico de medigao unica e uma 

5-tupla (Q, E, 6 , |go) ,F ), em que:

1. Q e o  conjunto de estados do automato. Estes estados 

sao vetores que formam uma base de um espago de 

Hilbert n-dimensional;

2. E e um conjunto finito denominado alfabeto;

3. d : Q x E x Q - + C e a  fungdo de transigao;

4. |go) G Q e um vetor unitario de dimensao n que re- 
presenta o estado inicial do automato; e

5. F  C Q e define o subespago vetorial de aceitagao. 

Cada vetor |g) e  F, define um projetor \q) {q\. Entao, 
o operador de projegao Pac para o subespago vetorial 

de aceitagao e dado por: Pac =  span{\q) | |g) 6 F }, 

ou seja, Pac =  XI |9)6F I?) {q\.

Para todo a € E e jgi ) , \q2) € Q, tem-se que:

X I  • % 2 ,o-,9/) =  | 1,91 92
k')eQ ( 0 , q i ^ q 2
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O estado geral de um AFQ MO e representado por um vetor 

complexo n-dimensional e e denotado por:

n—1

w  = Y l ai i«)
i=0

em que n =  |Q|, {| q j ) }eo  conjunto dos vetores da base corres- 

pondente aos estados do automate, a , e a amplitude do estado

tei) eE rro1 H 2 -  1.
Para cada simbolo er lido, o automate evolui de maneira 

unitaria, de acordo com a seguinte equagao:

Uo W) = Y !  aiS(<lh Qj) \Qj)
\<li)M€Q

em que Ua e um operador unitario representado por uma matriz 
unitaria.

A computaqao de uma palavra u> =  . . .  W(n) por um

AFQ MO A se da da seguinte forma: o automato inicia a com- 
putagao da palavra no estado \qo) e a medida que cada simbolo 

W(i), 1 < i <  n, e lido, aplica-se ao estado do automato a ma- 

triz unitaria correspondente. Este procedimento e aplicado 

sucessivamente a todos os simbolos da palavra us. Ao final da 
leitura da palavra, aplica-se o operador de projegao Pac para o 

subespago vetorial de aceitagao, ou seja, efetua-se uma medigao 

do estado do autdmato. Se o estado de A depois de ler a palavra 

'jj e |V,w), entao a probabilidade do automato ser encontrado em 
um estado de aceitagao e dado por:
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Pa {w) — (V’wl Pac IV7̂ ) 

=  H-PacKUH2 

= \\PacUu\qo)\\2

E xem plo  5.1: Seja o automato AFQ MO A, tal que

A=({\qo)Ml) } , {  0,l},<5,M,{|qo>})

em que <5 e dada pelas matrizes de transigoes definidas na Ta- 
bela 5.1. Calcule a probabilidade do automato A  ser encontrado 

em um estado de aceitagao ao ler a palavra uj =  010.

Tabela 5.1: Transigoes do Automato A 

Transigoes

Uq I®) =  ^  |qo) +  \ k i)

Uo ki> = ^  ko) -  \ ki)
U\ ko> = ki>
U\ ki) — ko)

Inicialmente, o automato esta no estado ko) e le o primeiro 

simbolo da palavra =  0, portanto, realiza-se a transigao 

Uq ko), ou seja, o automato assume o estado:
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O estado assumido pelo automate) apos a leitura do primeiro 

simbolo e uma superposigao igualmente distribuida dos estados 

M  e \qi) .

Logo em seguida, A le o segundo simbolo cj(2) =  1 e assume 

o estado:

Apos a leitura do ultimo simbolo de lj, o automate aplica o 
operador de projegao Pac ao estado \qo) e tem-se entao:

Entao, o automate le o ultimo simbolo de u> (w(3)):

\ Q o )

Pa(010) = (qo\Pac\qo)

= (qo\qo) (qo\qo)

=  l.

Resumindo os passos efetuados:
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PA(u) =  NyPacC/010 ko> ||2 
= \\\Pac\qo)\\2

=  III®) <® I®) 112
=  III®) 112

=  1

Assim, a probabilidade do automate A  encontrar-se em um 

estado de aceitagao apos ler a palavra ui — 010 e igual a 1.

5.3 A FQ  de Multiplas MedigSes

Kondacs &: Watrous [21] introduziram o Automato Finito Quan- 
tico de Multiplas Medigdes (MM) no qual uma medigao e efetu- 

ada apos a leitura de cada sfmbolo da palavra de entrada.

A definigao formal de um AFQ MM e dada a seguir:
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Definigao Formal — AFQ de Multipla Medigao

Um automate finito quantico de multipla medigao e uma 

6-tupla {Q, E, 5, |go), Qac, Qrej), em que:

1. Q e um conjunto finito de estados;

2. S  e um conjunto finito denominado alfabeto o qual 
contem um marcador de termino ($);

3. 5 : Q xY ,xQ  —> C e uma fungao de transigao unitaria, 

tal como definida para os AFQ’s MO;

4. \qo) e Q  e o  estado inicial do automato;

5. Qac QQ & o conjunto de estados de aceitagao; e

6. Qrej C Q e o conjunto de estados de rejeigao.

Considera-se que os estados pertencentes a Qac ou a 

Qrej sao estados de parada e todos os demais estados sao 

estados de nao-parada, ou seja Qnon — Q - ( Q  ac U Qrej)• 
Assume-se que |go) e um estado de nao-parada e que Qac e 
Qrej sao conjuntos disjuntos, ou seja, Qac n Qrej — 0-

A definigao formal dos AFQ’s MM e bastante similar a 

dos AFQ’s MO, por exemplo, em ambos os modelos a fun­

gao de transigao 6 pode ser representada por matrizes unita- 

rias. Porem, existem duas diferengas significativas: a existencia
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da transformagao unitaria U$, que deve ser efetuada quando o 

automate) efetuar a leitura do marcador de termino da palavra; 

e a existencia de estados de rejeigao, que permitem verificar se 

a palavra lida pode vir a ser rejeitada, mesmo que todos os seus 

simbolos nao tenham sido lidos pelo automate.

A computagao de uma palavra u  por um AFQ MM A  e feita 

da seguinte forma: A  inicia a computagao no estado \rp) =  |(/o)- 

A transformagao correspondente a leitura de um simbolo a G E 
consiste em dois passos:

1. Primeiro, Ua e aplicado ao estado do automate. O novo 
estado \ipr) sera igual a Ua \ip);

2. Entao, o estado |ip') e projetado com respeito a Pac, Prej 
e Pnon, tais que:

Pac =  span {\q) e  Qac}

Prej — span G Qrej}

Pnon =  Span \\q) G Qnon}

Apos a projegao, existem tres situagoes possiveis:

(a) O automato para em um estado pertencente a Qac, 
com probabilidade dada pela amplitude ||Pac |'0,)||2;

(b) O autdmato para em um estado pertencente a QTej , 

com probabilidade dada pela amplitude | \Prej \i>f) \ |2;

(c) Com probabilidade ||Pnon (•)/)') ||2, a computagao con- 

tinua e a proxima transformagao, se houver, e apli- 
cada.
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No caso em que a computagao continua, deve-se acumular 

as probabilidades de aceitagao e rejeigao observadas ate entao. 

A partir dai, o processo relativo a ler um simbolo da palavra, 

aplicar a transformagao unitaria correspondente e efetuar uma 

projegao segue ate o automate entrar num estado de parada 

ou ate o fim da palavra. Caso o ultimo simbolo da palavra 

seja lido e o automate nao tenha atingindo ainda um estado de 

parada, entao aplica-se o operador U$, responsavel por projetar 

a superposigao em um dos subespagos de parada.

E xem plo  5.2: Seja o AFQ MM B  em que:

Q — {I®} 1 k l) ) |Qac) » |Qrej)}

S =  { 0}

Qac =  {l^ac)}

Qrej — { | Qrej ) }

em que |gfo) e o estado inicial e cuja fungao de transigao esta re- 

presentada pelos operadores unitarios descritos na Tabela 5.2. 
Determinax a probabilidade deste automate parar em um es­

tado de aceitagao ao ler a palavra 001

O primeiro passo e aplicar o operador Uq, referente ao sim­

bolo lido (w(i) =  0), ao estado inicial (|®)):

1 Exemplo adaptado de Isidro [16].
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Tabela 5.2: Transigoes do automato finito quantico de multiplas medigoes 
B.

Transigoes

Uq \qo) =  5 \qo) +  \ |gi) +  ^  \qrej) 

Uo \qi) =  l  ko> +  7 5  |gi) -  \ \qrej) 

U% I go) = I qrej) 
u$ Igi) =  |qac)

Uo ko) =  \ ko) + \ kl> + \ krej)

Observa-se que apos a leitura do primeiro simbolo da pa- 

lavra houve uma superposigao dos estados ko)> k i) e \Qrej}- 
Como B  e um automato de multiplas medigoes, apos a leitura 

do primeiro simbolo uma projegao deve ser efetuada.

l
V2Com probabilidade 

observado. Neste caso, o va' 

total de rejeigao prej-

4 .
=  ^ o  estado de rejeigao \qTej) e 

or h e acumulado na probabilidade

Com probabilidade 1 —  ̂ =  5 , estados de nao-parada sao 
observados. Diante disto, a computagao da palavra continua e 

o estado do automato colapsa para o estado | ko) +  5 k i)-

O proximo simbolo de a; a ser lido pelo automato e o>(2) =  0. 
Aplicando-se novamente o operador Uq:
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1 1
Uo | ^ ko) +  2 k i) =  2 V° +  2 V° ^

=  | * ( |  l«>) +  | l«i) +  ^  k«y’) )  +

+ ^ ( ^ o) + 5|gi)_̂ krej))
=   ̂ko) +  ^ ki)

Apos a aplicagao do operador Uq efetua-se uma nova proje- 

gao. Como resultado, observa-se um estado de nao-parada com 
probabilidade igual a 1, visto que na superposigao resultante 

nao existem estados de parada.

Como |w| =  2, ja foi efetuada a leitura de todos os simbolos 
da palavra. Os proximos passos consistem em aplicar o operador 

U$ e efetuar uma medigao:

u$ ko) + \ ki)j = \ v $\q0) + \ v $\qi)

1 , , 1 . .
—  2  Wrej)  +  2  k a c )

Observa-se, com probabilidade | \ |2 =  \, o estado de rejeigao 

\qrej) jk com a mesma probabilidade, o estado de aceitagao. A 

probabilidade total de aceitagao sera entao pac =  \, enquanto 

que a probabilidade de rejeigao total (acumulada) e de prej — 
\ \ =  |. Portanto, a probabilidade de parar em um estado

de aceitagao e \ e a probabilidade de parar em um estado de
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rejeigao e |.

5.4 Propriedades e Abrangencia dos A F Q ’s M O  e 
M M

Uma vez que os estados de automatos finitos quanticos sao ex- 

tensoes dos estados de automatos finitos classicos, e podem, 

portanto, estar em superposiqao, poderia se pensar que seu po- 

der computacional seria pelos menos igual aos dos seus analogos 

classicos. Porem, dependendc. do conceito de linguagem reco- 

nhecida utilizado (com ponto de corte ou com erro limitado), os 

modelos de automatos finitos quanticos MO e MM sao mais ou 
menos limitados com relaqao a classe das linguagens regulares 

ou de dificil caracterizagao a esse respeito. A seguir, sao listadas 
as principals propriedades desses modelos com relagao a classe 
de linguagens reconhecidas e algumas das principals relagoes 

entre eles. Por sua complexidade matematica, apenas algumas 

das provas serao apresentadas, ficando as demais como exerci- 

cios propostos e dirigidos aqueles alunos que tenham interesse 
em se dedicar ao assunto.

Assim como para os AFP ’s, o conceito de linguagem reco- 

nhecida por um AFQ pode ser definido de duas maneiras dis- 

tintas e que tern repercussao distinta na classe de linguagens 
reconhecidas:

1. Ponto de corte: Um AFQ A  reconhece uma linguagem L
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com ponto de corte A ( L ( A ,  A)) se, para todo u  e  L ,  a 

probabilidade de A  terminar a computagao em um estado 

de aceitagao for maior que A;

2. Ponto de corte isolado (erro limitado): Um  A F Q  A '  re- 

conhece uma linguagem L '  com ponto de corte limitado  

(L ( A A, e)) se existir um e >  0 tal que, para todo u  G L  

a probabilidade de A !  aceitar lo e maior que A +  e [9].

5.4.1 P ropriedades dos A F Q ’s M O

T eorem a 5.1: A  classe das linguagens reconhecidas por erro. 

limitado pelos A F Q ’s M O  esta contida propriamente na classe 

das linguagens regulares.

Prova: A  prova e solicitada na segao de Exerclcios Propostos 

ao final deste Capltulo.

Teorem a 5 .2 : Toda linguagem reconhecida por um A F Q  M O  

(por ponto de corte ou por erro limitado) pode ser reconhecida 

por um A F P  (por ponto de corte ou por erro limitado).

Prova: A  prova e solicitada-na segao de Exerclcios Propostos 

ao final deste Capltulo.

Os teoremas 4.1 e 4 .2 asseguram que os A F P ’s sao estritamente 

mais poderosos que os A F Q ’s M O .
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T e o r e m a  5 .3 : A  classe das linguagens reconhecidas por erro 

limitado pelos A F Q ’s M O  esta contida propriamente na classe 

das linguagens reconhecidas por ponto de corte pelos A F Q ’s 

M O . , . v

P ro v a : A  prova e solicitada na segao de Exercfcios Propostos 

ao final deste Capftulo.

T e o r e m a  5 .4 : Existem linguagens nao-regulares que sao reco­

nhecidas por ponto de corte pelos A F Q ’s M O .

P ro v a : Seja a linguagem L  — { uj e  {a ,  &}* | |ca|a =  |(n|6} . Como  

se sabe, esta linguagem nao e regular.

O A F Q  M O  A  =  ( Q ,Y , ,5 ,  \qo) , K ) ,  em que Q  -  ( k o ) , k i ) } ,  

E =  {a ,  b}, F  =  {[go)} e S e definidapelas matrizes de transigao:

X* =  x :
cos a  sin a  

— sin a  cos a

em que a  e uma fragao irrational de 7r. ' j

O A F Q  M O  A  reconhece L .  A  verificagao desta afirmagao 

e solicitada na Segao de Exercfcios Propostos.
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5 .4 .2  P ro p rie d a d e s  d o s  A F Q ’ s M M

v

T e o r e m a  5 .5 : Todo A F Q  M O  pode ser simulado exatamente 

por um A F Q  M M .

P ro v a : Simular exatamente signifiea que as distribuigoes dos 

automates sao iguais.

Seja M  =  (Q ,Yi, 5, q0 , F )  um A F Q  M O  e seja M ’ =  

( Q , ,Y , ,5 ' ,q 0 ,Q 'ac,Q'rej^ um A F Q  M M  em que n  — |Q|, Q '  =  

Q  U {qn , qn + 1 , . . . ,  <?2 -n -1 }  e o conjunto de estados e Q'ac e Q'rej 

sao definidos como:

Qac  — {<Zn-H S  Q  |q% S  F }  

Q rej =  {Qn+i €  Q  \<li P }

O conjunto Q ' consiste dos estados originais do automate 

M  acrescidos de um estado adicional para cada estado origi­

nal. Seja 5  representada por um conjunto de matrizes unitarias 

e defina-se 5' pelo conjunto de matrizes l U'a > em  

que a matriz Un. 6:

e

Ua

In

U$

In
• UfUp
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em que

Ufiip —

A  matriz Ujuv troca todas as amplitudes entre os estados em Q  

e seus correspondentes em Q '\ Q .  Assim, M ’ tern probabilidade 

nula de parar ate que o marcador de termino de palavra tenha 

sido atingido e possui distribuigao identica a M  quando este 

p&ra. Assim , M '  Simula M  exatamente. □

Teorema 5.6: A  classe das linguagens reconhecidas por erro 

limitado por A F Q ’s M M  esta contida propriamente na classe 

das linguagens regulares.

Prova: A  prova e solicitada na segao de Exercicios Propostos 

ao final deste Gapltulo.

Teorema 5.7: A  classe das linguagens reconhecidas por erro 

limitado pelos A F Q ’s M O  esta contida na classe das linguagens 

reconhecidas por erro limitado pelos A F Q ’s M M .

Prova: Segue do Teorema 4.5. □
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Teorema 5.8: A  classe das linguagens reconhecidas por erro 

limitado pelos A F Q ’s M O  esta propriamente contida na classe 

das linguagens reconhecidas por erro limitado pelos A F Q ’s M M . 

Prova: A  prova e solicitada na segao de Exercicios Propostos 

ao final deste Capitulo.

Teorema 5.9: A  classe das linguagens reconhecidas por ponto 

de corte pelos A F Q ’s M O  esta contida na classe das linguagens 

reconhecidas por ponto de corte pelos A F Q ’s M M .

Prova: Segue do Teorema 4.5. □

Teorema 5.10: Os A F Q ’s M M  sao estritamente mais podero- 

sos que os A F Q ’s M O .

Prova: Segue dos Teoremas 4.7, 4 .8  e 4 .9 . □

5.5 A FQ  Ancilla

O A F Q  Ancilla foi proposto por Paschen [34] na tentativa de 

encontrar uma definigao formal de A F Q  equivalente ao A F D  

classico.
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A definigao formal de um AFQ Ancilla e dada por:

Definigao Formal -  Automato Finito Quantico An­
cilla

Um AFQ Ancilla e uma 6-tupla (Q, £  , fl, |go), F), em 
que:

1. Q e um conjunto de estados;

2. S e  um alfabeto de entrada;

3. Q e um alfabeto da fita auxiliary

4. < 5 : Q x £ x Q x £ x f 2  —> C [0,1] e uma fungao de 
transigao;

5. |go) e o estado initial]

6. F  C Q e um conjunto de estados de aceitagdo.

A fungao de transigao 5 obedece a seguinte restrigao 

Vcr € £  e gi,g2 G Q:

?eQ, 7en

1, 9i =  92 

0, 9i =  92

A computagao de uma palavra u; por um AFQ Ancilla A se



5.6 Outros Modelos 117

da de modo similar a computagao de um AFQ MO, diferenciando- 

se apenas pela fungao de transigao: no caso dos AFQ’s Ancilla, 

a fungao de transigao leva em consideragao uma fita auxiliar na 

qual escreve-se apos cada transigao, mas que nunca se le desta 

fita -  e deste fato que advem o nome do automate, pois ancilla 
significa auxiliar. No AFQ Ancilla, tal como no AFQ MO, a 

medigao e efetuada apenas ao final da leitura do ultimo sfmbolo 

da palavra [16].
O AFQ Ancilla e, no mmimo, tao “poderoso” quanto os mo­

delos de AFD e AFND, apresentados no Capitulo 3. Paschen 

mostra que dado um AFD A mmimo que reconhece uma lingua- 
gem L, e possivel construir um AFQ Ancilla B  que reconhece 

L com probabilidade igual a 1 [34],

5.6 Outros Modelos

Os modelos apresentados ao longo deste Capitulo sao as varian- 
tes basicas dos AFQ’s. Na literatura existem outras definigoes 

possfveis. Algumas destas definigoes sao:
3s.

• AFQ Multifita: Proposto por Ambainis’ et al. como sendo 

uma generalizagao do modelo AFQ MM acrescido de mul- 

tiplas fitas. Foi provado que existe uma linguagem reco- 

nhecida por tal modelo que nao e reconhecida por auto­

mate finite determimstico ou probabilistic© [2];

• AFQ Bidirecional de Multiplas Medigoes: Similar ao AFQ 

MM apresentado na Segao 5.3, porem a palavra de en-
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trada pode ser lida no sentido normal, da esquerda para 

a direita, como tambem da direita para a esquerda [21];

• AFQ Bidirecional com Estados Classicos e Quanticos: e 

uma variagao do modelo 2-way AFQ de Multiplas Medi- 

goes cujos estados podem incluir estados qu&nticos, mas 

cuja movimentagao de leitura e requerida ser classica [4];

• AFQ Unidirecional com Linguagem de Controle: Utiliza 

uma linguagem regular auxiliar, denominada linguagem 
de controle. Este modelo permite observagoes apos cada 

sfmbolo lido, mas a aceitagao da palavra so ocorre se o 

resultado da computagao pertencer a linguagem de con­

trole. As linguagens aceitas com ponto de corte isolado 
por este automato sao linguagens regulares [8].

Notas do Capftulo

Este capitulo apresentou a definigao de automatos finitos quan­
ticos por meio de tres variantes basicas distintas. Por meio 

do estudos de tais variantes foi possfvel conhecer como se da 

a computagao de uma palavra e tambem como estes modelos 

se relacionam, em termos da linguagem reconhecida, com seus 
equivalentes classicos.

Para aqueles que desejam expandir os conhecimentos sobre 
este tema, recomenda-se como ponto de partida a leitura das 

dissertagoes de Brodsky [9] e Isidro [16], esta ultima em lingua 

portuguesa. Alem destes, recomenda-se os artigos de Moore
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k, Crutchfield [31], Kondacs e Watrous [21] e Paschen [34] que 

discutem os modelos de automates quanticos que apresentam.

Exercicios Propostos

1. Utilizando o AFQ MO A  definido no Exemplo 4.1, verifi- 

que se as seguintes palavras pertencem a L(A):

(a) ui2 =  0101, com ponto de corte A2 =  0.5;

(b) u>3 =  1100, com ponto de corte limitado, A =  0.4 e 

e =  0.02.

2. Utilizando o AFQ MM B  definido no Exemplo 4.2, veri- 

fique se as seguintes palavras pertencem a L(B):

(a) oq =  000, com ponto de corte Ai =  0.75;

(b) 0J2 =  0101, com ponto de corte A2 =  0.5;

(c) uz =  1100, com ponto de corte limitado, A =  0.4 e 
e =  0.02.

3. Prove que a classe das linguagens reconhecidas por erro 

limitado pelos AFQ’s MO esta contida propriamente na 

classe das linguagens regulares. Para tanto, consulte a 

pagina 19 da dissertagao de Brodsky [9[;

4. Consulte a pagina 6 do artigo Characterizations of 1-Way 
Quantum Finite Automata dos autores Brodsky & Pip- 

penger [10] e prove que toda linguagem reconhecida por 

um AFQ MO (por ponto de corte ou por erro limitado)
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pode ser reconhecida por um AFP (por ponto de corte ou 

por erro limitado);

5. Consulte o trabalho de Brodsky [9] e verifique que a classe 

das linguagens reconhecidas por erro limitado pelos AFQ’s 

MO esta contida propriamente na classe das linguagens 

reconhecidas por ponto de corte pelos AFQ’s MO;

6. Volte ao Teorema 4.4 e prove que o AFQ MO A  reconhece 

a linguagem L;

7. Consulte a Proposigao 6 apresentada no artigo On the 
power of Quantum Finite State Automata de Kondacs & 

Watrous e prove que a classe das linguagens reconhecidas 

por erro limitado por AFQ’s MM esta contida propria­
mente na classe das linguagens regulares;

8. Consulte a dissertagao de Brodsky [9] para provar que

(i) a classe das linguagens reconhecidas por erro limitado 

pelos AFQ’s MO esta contida na classe das linguagens re­

conhecidas por erro limitado pelos AFQ’s MM e que (u) a 

classe das linguagens reconhecidas por erro limitado pelos 

AFQ’s MO esta propriamente contida na classe das lin­
guagens reconhecidas por erro limitado pelos AFQ’s MM;

9. Consulte o trabalho Quantum Finite Automata Using An- 
cilla Qubits de Paschen [34] e prove que dado um AFD 

A  mmimo que reconhece uma linguagem L, e possivel
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