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Resumo

A maioria das aplicacoes da teoria da informacao é baseada no uso de alfabetos com
ordem total. Quando os sistemas considerados apresentam eventos com ordem parcial
(e.g. sistemas concorrentes), a teoria da informagao convencional fornece ferramentas
incompletas devido a natureza dos processos. Isso se torna um assunto relevante ao con-
siderar que o nimero de sistemas concorrentes tem crescido cada vez mais. Quando hé
ordem parcial, as principais ferramentas para a anélise sao os grafos de comutatividade
e as classes de equivaléncia, induzidas por esses grafos. Nesta dissertacao, busca-se de-
senvolver novas medidas de informagao para alfabetos com ordem parcial e aplicar essas
medidas na analise e desenvolvimento de algoritmos que utilizam esses alfabetos. Como
resultados, foram obtidos métodos de estimagao e limitantes para o ntumero de classes
de equivaléncia. Além disso, foi proposta uma nova definicao de entropia para alfabe-
tos com ordem parcial, chamada de entropia de comutatividade. E demonstrado que
essa definicao permite superar algumas das limitagoes de entropias semelhantes propos-
tas anteriormente. Além disso, é apresentado um novo algoritmo de compressao 6timo
que considera a ordem parcial entre simbolos da sequéncia a ser comprimida. Quando as
relagoes de ordem parcial sao consideradas, é demonstrado que é possivel obter maiores

taxas de compressao de sequéncias.

Palavras-chave: Ordem Parcial. Monoides de Comutatividade. Entropia. Algoritmos.

Sistemas Concorrentes.



Abstract

Most applications of information theory are based on the use of alphabets with a total
order. When the systems considered present events with partial order (e.g. concurrent
systems), conventional information theory provides incomplete tools due to the nature
of the processes. This becomes a relevant issue when considering that the number of
concurrent systems has been growing more and more. When there is a partial order, the
main tools for analysis are commutativity graphs and equivalence classes, induced by these
graphs. It is aimed, in this dissertation, to develop new information measures for alphabets
with partial order and apply these measures in the analysis and development of algorithms
that use these alphabets. As a result, estimation methods and limits for the number of
equivalence classes were obtained. Besides, it was proposed a new definition of entropy
for alphabets with a partial order, called commutativity entropy. It is shown that this
definition allows overcoming some of the limitations of similar entropies proposed before.
Furthermore, a new optimal compression algorithm is presented that considers the partial
order between symbols in the sequence to be compressed. When partial order relations

are considered, it is shown that higher sequence compression rates can be obtained.

Keywords: Partial Order. Commutation Monoids. Entropy. Algorithms. Concurrent

Systems.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, serao apresentadas a motivagao e a relevancia da pesquisa desenvolvida
nesta dissertacao. Sao apresentadas a notacao e a terminologia, visando padronizar as
discussoes subsequentes, apresentando possiveis simplificagoes na notagao que é comple-
mentada pela lista de simbolos. As contribui¢coes também sao apresentadas, sintetizando
o que foi desenvolvido nesta dissertacao. Por fim, é apresentada a organizacao do texto

desta dissertacao.

1.1 Introducao

Desde a publicagao do trabalho seminal de Shannon [1], a teoria da informagao vem
sendo aplicada com sucesso em diversos cenarios. As aplicagoes vao de campos como
teoria da comunicagao até biologia. Apesar de campos distintos, a maioria das aplica¢oes

¢é baseada em modelagem usando sequéncias definidas em alfabetos com ordem total.

O mesmo pode ser observado em algoritmos que utilizam resultados da teoria da
informagao, como algoritmos de compressao, de codificacao e de processamento de dados.
Quando as aplica¢oes nao podem ser completamente modeladas por meio da abordagem
sequencial, a teoria da informacao convencional ainda pode ser utilizada, mas nao traz

informagoes intrinsecas ao comportamento da ordem parcial.

Um dos exemplos de sistemas que nao sao completamente modelados com uma abor-
dagem sequencial sao os sistemas concorrentes. Esses sistemas sao compostos por um
subconjunto de processos que podem funcionar em paralelo uns com os outros sem alterar
o resultado final; enquanto alguns dos processos precisam ser executados em uma ordem

determinada.

Mazurkiewicz [2| utilizou o conceito de ordem parcial para denotar ocorréncias de
processos concorrentes como palavras, em que cada simbolo representa um processo. Com
estas palavras, dois simbolos contiguos podem trocar de posicao se representarem dois

processos que podem ser executados em paralelo. A troca de posi¢ao desses simbolos define
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uma relagao de comutatividade parcial que gera palavras equivalentes. O conjunto destas

palavras é conhecido como tragos de Mazurkiewicz ou, doravante, classes de equivaléncia.

As classes de equivaléncia podem ser a ferramenta fundamental para definir medidas
de informacao para sequéncias definidas em alfabetos com ordem parcial. Generalizar as
medidas de informagao para esses alfabetos possibilitaré analisar processos gerais de forma
mais acurada. Além disso, também possibilitara desenvolvimento e avaliacao de novos
algoritmos, possivelmente mais eficientes em algum aspecto. Desta forma, no presente
trabalho, busca-se definir novas medidas de informacao considerando alfabetos com ordem

parcial e desenvolver novos algoritmos de compressao voltados para esses alfabetos.

1.2 Justificativa e Relevancia

A utilizagao de sistemas concorrentes tem crescido cada vez mais, tendo como exemplos
as redes de computadores, computacao distribuida, sistemas operacionais, computacao em
nuvem, unidades graficas de processamento (GPU) e diversos outros |3, 4]. Entretanto, a

maioria dos algoritmos e técnicas de anélise ainda é voltada para aplicagoes sequenciais.

Sistemas concorrentes podem ser naturalmente modelados por meio da utilizacao de
ordem parcial. Portanto, o desenvolvimento deste trabalho tem como objetivo estudar
os métodos relacionados aos alfabetos com ordem parcial e utilizar medidas da teoria da

informacgao para analisar e desenvolver técnicas voltadas & concorréncia.

O desenvolvimento de técnicas que consideram ordem parcial é de fundamental impor-
tancia, pois possibilitam as analises que as técnicas sequenciais falham ou sao limitadas.
Além disso, o desenvolvimento dessas técnicas pode fornecer pistas de como criar algorit-

mos mais eficientes utilizando a concorréncia.

1.3 Notacao e Terminologia

Variaveis aleatorias serao representadas por meio de letras maitsculas, processos es-
tocasticos com letras maitsculas em negrito, seus alfabetos com letras caligraficas (por
exemplo, X denota o alfabeto da variavel aleatoria X) e sua fungao de densidade de pro-
babilidade com p(-). Alfabetos também serdo representados por 3, quando se tratar de
alfabetos com ordem total ou parcial e seré feita a distin¢ao, quando necesséario. Ao longo
de toda a dissertacao, log refere-se a base 2 e a informacao medida serd em bits. Seja )V um
conjunto, V x V representa o produto cartesiano de V com ele mesmo. Nesta dissertagao,
sequéncias e palavras serao usadas com o mesmo significado, assim como sub-sequéncias
e sub-palavras. Além disso, quando se falar somente em monoide, se refere ao monoide

de comutatividade, a nao ser que seja explicitamente especificado como outro monoide.
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Teoremas apresentados na fundamentacao e na revisao bibliografica serao enunciados sem

provas.

1.4 Contribuicoes

As principais contribuig¢oes nesta dissertagao que a distingue de outros trabalhos estao

listadas abaixo:

1. Obtencao de uma aproximacao assintotica do nimero de classes de equivaléncia a

partir do grafo de comutatividade.

2. Obtengao de limitantes para o nimero de classes de equivaléncia para familias de

grafos de comutatividade com |V| vértices e |E| arestas.

3. Aplicagao de teoria dos conjuntos parcialmente ordenados para obter limitantes no

nimero de elementos de uma classe de equivaléncia.

4. Apresentacao de uma nova definicdo de entropia que considera alfabetos com or-
dem parcial, chamada de entropia de comutatividade e que supera limitacoes das

propostas anteriores.

5. Apresentacao de um algoritmo 6timo para a compressao de sequéncias definidas em

alfabetos com ordem parcial.

1.5 Organizacao do texto

Esta dissertacao esté estruturada da maneira como segue. No capitulo 2, é apresen-
tado o embasamento tedrico necessario para o desenvolvimento dos estudos envolvendo
alfabetos com ordem parcial e para o entendimento da dissertacao. Ainda nesse capitulo,
sao desenvolvidos novos métodos para a estimacao do niimero de classes de equivaléncia e
limitantes relacionados. No capitulo 3, é apresentado uma revisao bibliogréafica acerca das
entropias aplicadas em alfabetos com ordem parcial e é apresentada uma nova definicao de
entropia, chamada de entropia de comutatividade. No capitulo 4, é apresentado uma revi-
sao bibliografica envolvendo algoritmos de compressao de sequéncias, dando foco aqueles
voltados para alfabetos com ordem parcial. Também nesse capitulo, é apresentado um
novo algoritmo para a compressao de sequéncias definidas nesses alfabetos e, utilizando
os resultados desenvolvidos no Capitulo 2, é demonstrado que ele é um algoritmo 6timo.
Por fim, sdo apresentadas as conclusoes no capitulo 5. Apos o Capitulo 5, estao as refe-
réncias seguidas dos apéndices que contemplam temas como teoria dos grafos, conjuntos

parcialmente ordenados, teoria da informacao e teoria da complexidade.
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Capitulo 2

Limitantes para o Nimero de Classes

de Equivaléncia

Neste capitulo serao apresentados os fundamentos da teoria dos monoides de comu-
tatividade e da teoria dos tracos. Também serao apresentados os fundamentos da teoria
de pilha de pecas que permite uma interpretagao geométrica dos monoides de comuta-
tividade. Esses temas serao utilizados para determinar um novo método de estimacao
do nimero de classes de equivaléncia dos monoides de comutatividade e para estimar o
nimero de elementos pertencentes a uma mesma classe de equivaléncia. Este capitulo

utiliza frequentemente temas abordados nos Apéndices A e B.

2.1 Introducao

Cartier e Foata [5] desenvolveram propriedades combinatorias de sequéncias definidas
em alfabetos finitos com comutatividade parcial. Desta forma, dois elementos a e b desse
alfabeto podem ter a propriedade de que ab = ba. Quando dois elementos possuem essa
relagao, ¢ dito que eles comutam. Essa comutatividade permite que algumas sequéncias
de simbolos sejam equivalentes a outras, formando as classes de equivaléncia. Os monoi-
des com essas caracteristicas sao agora conhecidos como monoides de Cartier-Foata ou

monoides de comutatividade.

Mazurkiewicz [2| utilizou os monoides de comutatividade para desenvolver a teoria dos
tragos. Essa abordagem introduziu a representacao de eventos concorrentes como uma
cadeia sequencial de simbolos. Utilizando a linguagem dos monoides de comutatividade,
se dois eventos sao concorrentes, entao os simbolos associados a esses eventos comutam.
A teoria dos tragos foi desenvolvida com o intuito de fornecer ferramentas de linguagens
formais & anélise de sistemas concorrentes e, em particular, de redes de Petri. Com essa
representacao, é possivel analisar o comportamento de sistemas concorrentes e sequenciais.

O que Mazurkiewic chamou de tragos, sao as classes de equivaléncia na terminologia
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abordada na presente dissertagao.

Viennot [6] desenvolveu o conceito de pilha de pegas que é equivalente aos monoides
de comutatividade, mas com a possibilidade de interpretagao geométrica e visualizagao.
Essa interpretacao, permitiu resolver problemas de fisica estatistica e estimar o ntmero

de palavras que pertencem a determinada classe de equivaléncia.

Fisher [7] e, depois, Fisher e Solow [8] desenvolveram, a partir do trabalho de Cartier
e Foata, um modo de determinar o nimero exato de classes de equivaléncia a partir do
grafo de comutatividade. Conhecer o nimero de classes de equivaléncia se mostrou tutil
nesta dissertacao para a analise dos algoritmos desenvolvidos e que serao apresentados

nos proximos capitulos.

Nas proximas secoes desse capitulo, serao abordados os monoides de comutatividade
e as pilhas de pecas. Esses sao os conceitos fundamentais para desenvolver e entender os

resultados obtidos nesta dissertacao.

2.2 Monoide de Comutatividade

Seja > um alfabeto finito e que >* seja o conjunto de todas as palavras finitas formadas
pelos elementos de ¥, incluindo a palavra vazia €. O conjunto ¥* é chamado de monoide
livre gerado por ¥. Além disso, seja X" o conjunto de todas as palavras de comprimento
n definidas no alfabeto X.

Seja G = (V, E') um grafo simples ndo-orientado chamado grafo de comutatividade, no
qual V' & o conjunto de vértices e F é o conjunto de arestas (ver Apéndice A para mais
detalhes). Os elementos de V' estdo associados a um alfabeto finito ¥ por meio de uma

funcao bijetiva A : V +— X.

Dois simbolos de » comutam quando ha duas palavras u = lrym e v = lyzm que
representam execugao equivalente de sistemas concorrentes, com l.m € ¥* e x,y € 3.

Esses tipos de palavras sao conhecidos como tragos de Mazurkiewicz [2].

Se os simbolos A(z), A(y) € ¥ comutam, entao os vértices x,y € V estdo conectados
por uma aresta, (z,y) € E. Se dois vértices estao conectados por uma aresta, diz-se que
eles sdo adjacentes. O complemento do grafo de comutatividade, G = (V, E), é chamado
de grafo de nao-comutatividade, no qual os vértices conectados por uma aresta estao

associados aos simbolos que nao comutam.

Se os simbolos A\(x) e A(y) comutam, entao a relagdo é representada por xy =g yx. Se
eles ndo comutam, a relagao é representada por xy Zg yx. Outra maneira de representar
isso é por meio de zy =¢ yr < (v,y) € E. Por exemplo, se o grafo de comutatividade for
a — b — ¢, entao a comuta com b e b comuta com ¢, mas a nao comuta com c. Portanto,

nesse caso, ab =g ba, bc =g cb e ac g ca. Desta forma, pode-se definir o monoide de
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comutatividade.

Definigao 2.1 (Monoide de Comutatividade). O monoide de comutatividade M(%,G) =

¥*\ =g € o quociente do monoide livre ¥* pela relagao de congruéncia =¢.

Duas palavras u,v € M(X,G) sao equivalentes de acordo com a relagdo =¢ se for
possivel obter uma a partir da outra trocando as posi¢oes dos simbolos consecutivos que

comutam.

Definicao 2.2 (Classe de equivaléncia). Seja E(u) o conjunto de palavras equivalentes
a uma palavra u € M(X,G) de acordo com a relagio =¢. O conjunto Ez(u) € chamado

de classe de equivaléncia de u.

Se duas palavras pertencem a mesma classe de equivaléncia, diz-se que elas sao con-
gruentes. Quando nao houver possibilidade de ambiguidade, uma classe de acordo com

um grafo de comutatividade sera representada somente por £(u).

Para um determinado comprimento, existird um ntmero de classes de equivaléncia. O
nimero de classes serd denotado por 7¢(n), em que G é o grafo de comutatividade e n
é o comprimento das palavras. Desta forma, 75(n) representa o nimero de palavras de
comprimento n que nao sao equivalentes entre si, podendo ser entendidas como o niimero

de mensagens distintas possiveis de serem enviadas por uma fonte.

Exemplo 2.1. Neste ezemplo, serd considerado o grafo de comutatividade da Fig. 2.1.

Figura 2.1 — Grafo de comutatividade G.

Desta  forma, ac =g ca, cb =g bc e ab F#g ba. As classes de com-
primento n = 1 serao {a,b,c}, totalizando 3 classes de equivaléncia. Para
um comprimento de n = 2, as classes serdo {aa,ab,{ac,ca},ba,bb,{bc,cb},cc},
com um total de 7 classes. Agora para um comprimento de n = 3

as classes serao {aaa,aab,{aac,aca,caa}, aba, abb,{abc, ach, cab}, {acc, cac, cca}, baa,
bab, {bac, bea, cba}, bba, bbb, {bbe, beb, cbb}, {bce, cbe, ceb}, cec}, sendo composta por 15 clas-

SES.

Cabe notar que se G fosse vazio (i.e., nenhum simbolo comuta), as classes de com-
primento n teriam |X|™ elementos. Sendo assim, é possivel concluir que, de forma geral,
Ta(n) < |X|", sendo a igualdade alcan¢ada quando nenhum simbolo comuta. Isso significa

que, dado a comutacao de pelo menos dois simbolos, o ntimero de palavras distintas cresce
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mais lentamente no caso dos monoides de comutatividade, pois 7¢(n) < |3]". O problema

de contar o nimero de classes de equivaléncia sera abordado na proxima secao.

A fim de verificar se duas palavras u e v sao congruentes, uma abordagem possivel
seria gerar todas as palavras equivalentes a u e verificar se v esta dentro desse conjunto.
Entretanto, gerar as classes de equivaléncia das palavras pode ser custoso computacional-
mente, pois é funcao do nimero de simbolos na palavra, seu comprimento e as relacoes
de comutatividade definidas pelo grafo. Desta forma, pode-se verificar se duas palavras
pertencem a mesma classe de equivaléncia a partir do teorema de Perrin [9]. Para com-
preender esse teorema, é necessario definir o tipo de uma palavra e a projecao de uma

palavra nas arestas de um grafo.

Definigao 2.3. (Projecao nas arestas de um grafo [9]) Para qualquer subconjunto A do
alfabeto 3 e qualquer palavra w definida em 3*, a proje¢ao wa(w) da palavra w em A é

obtida deletando de w todos os simbolos que nao estao presentes em A.

Duas palavras u e v tém o mesmo tipo se elas possuem a mesma frequéncia de ocorrén-
cia de simbolos. Desta forma, N(o|u) = N(o|v) para todos os o € X (ver Apéndice C),
sendo N(o|u) o nimero de ocorréncias de o em u. Dito isto, uma condigao necessaria é
que, para duas palavras terem o mesmo tipo, elas devem possuir o mesmo comprimento.

O teorema de Perrin [9] é enunciado a seguir.

Teorema 2.1. (Perrin [9, p.330]) As condigdes necessdrias e suficientes para que duas pa-
lavras w,u sejam congruentes € que elas possuam o mesmo tipo € que Ty 3 (W) = Tz (1)

para todos os simbolos x,y € ¥ que sio adjacentes no grafo de nao-comutatividade G.

Exemplo 2.2. Considere como exemplo o grafo de nio-comutatividade G apresentado na

Fig. 2.2. Desta forma, o alfabeto é ¥ = {a,b,c,d,e}. As palavras u = abcde, v = cabed e

w = adbec estao definidas em ¥° e possuem o mesmo tipo P, = P, = P, = {%, %, %, %, % .

A classe de equivaléncia de u € igual a Eg(abede) = {abede, abeed, acbed, acbde, cabde,
cabed, acbed, acebd, caebd}. A palavra w € congruente a v, mas nao € congruente a w.

Isso pode ser concluido porque cabed € Eg(abede), mas adbec & Eq(abede).

Figura 2.2 — Grafo de nao-comutatividade G.

Outra forma de verificar as relagoes de congruéncia entre as palavras u, v, w € utilizar
o Teorema 2.1. O primeiro passo € verificar se as palavras possuem o mesmo tipo. Apos

isso, € mecessdrio identificar os pares de simbolos adjacentes em G que sio (a,b), (a,e),
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(b,d), (¢,d), (c,e). Por conseguinte, as proje¢oes de u nas duas primeiras arestas serdo
de Tiapy(1) = ab, Taey(u) = ae. Na Tabela 2.1 sio apresentadas as projegoes de u, v e

w em todas as arestas de G.

Aresta | gy (abede) | Ty 0 (cabed) | w0y (adbec)
(a,b) ab ab ab
(a,e) ae ae ae
0, d) bd bd b
(c,d) cd cd dc
(c,e) ce ce ec

Tabela 2.1 — Projecdo de u, v e w nas arestas de G.

Como em todos os casos as projegcoes de U e v sao iguais, entdo elas sao congruentes.

Entretanto, u e u nao sao congruentes a w.

2.3 Contagem de Classes de Equivaléncia

O ntmero 7¢(n) de classes de equivaléncia de comprimento n considerando a rela-
¢do =¢ corresponde ao numero de palavras u;,i = 1,2,...,7¢(n) definidas no monoide
M(X, G) e de comprimento n que sdo nao-congruentes par a par. Desta forma, represen-

tando o subconjunto de palavras do monoide M(X, G) que possuem comprimento n por
M3, G) = X"\ =¢, entdo

M”(E, G) = g@(lll) U g@(llz) U---u 5@(11.,-6,(”)), (2.1)
em que Eq(u;) NEq(u;) = 0 para i # j, |w| =n,i =12,...,7¢(n) e, por fim, 7¢(n) =

M (%, G)|.

Exemplo 2.3. Considerado, como exemplo o grafo de comutatividade do exemplo 2.1, foi

visto que ac =g ca, cb =g be e ab ¢ ba. Desta forma,

e n=1: MYX,G) = {a,b,c} e 1c(n) =3;
on=2: M2(27 G) = {CLCI,7 abv {(IC, CCL}, bCL, bb’ {bC, Cb}’ CC} € TG(n) - 7"

e n=3: M3(X,G) = {aaa, aab, {aac, aca, caa}, aba, abb, {abe, ach, cab}, {acc, cac, cca},

baa, bab, {bac, bca, cba}, bba, bbb, {bbc, beb, cbb}, {bee, cbe, ccb}, cec} e 1o(n) = 15.

Fisher |7, 8] desenvolveu métodos para a determinagao do ntumero 7¢(n) de classes de
equivaléncia de comprimento n com base na teoria de monoides parcialmente comutativos
apresentada por Cartier e Foata [5]. As principais ferramentas para determinar 7¢(n) sao
o polinomio de dependéncia de um grafo de comutatividade G e a fungao geradora de

classes de equivaléncia do monoide |[8].
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Definigao 2.4. (Polinomio de Dependéncia [8]) O polinomio de dependéncia do grafo de

comutatividade G € definido por

w

D(G,2) =Y (—1)fer2t, (2.2)

k=0
em que ¢ denota o niumero de sub-grafos completos (cliques) de tamanho k no grafo G e w
¢ o numero do clique de G (tamanho do maior clique). Cabe notar que os valores de ¢y, sao

também iguais ao nimero de anti-cliques de tamanho k do grafo de nao-comutatividade

G.

A fungao geradora (ny do monoide M(X,G) pode ser utilizada para a obtencao de
uma expressao para 7g(n) a partir do Corolério 2.1. E possivel também utiliza-la para

analisar o comportamento assintotico das sequéncias {7¢(n) bn>o-

Defini¢ao 2.5. (Fungao Geradora de um Monoide) A fungao geradora de wm monoide
M(E, G) € definida como

Cm(z) =D 1a(n)2", (2.3)
n=0
em que 7g(n) € o nimero de classes de equivaléncia de comprimento n.

Corolario 2.1. /8, p.251] A funcio geradora (p(z) do monoide € igual ao inverso do

polindomio de dependéncia do grafo de comutatividade, ou ainda,
Cul(2)D(G,2) = 1. (2.4)

Exemplo 2.4. Para ilustrar alguns dos conceitos, serd considerado o grafo de comutati-

vidade G da Fig.2.3.

Figura 2.3 — Grafo de comutatividade G.

Na Fig.2.4 sao apresentados os cliques de G. Como G nao € completo, ele nao possui

subgrafos de tamanho 5, de forma a ter um numero do clique igual a w = 4.
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@@@@@

a) Subgrafos completos de tamanho k = 1.

@@@@@@@@@

b) Subgrafos completos de tamanho k = 2.

'@'@?@?'@'@ O

(c) Subgrafos completos de tamanho k = 3.
a a
s
C d C d

(d) Subgrafos completos de tamanho k = 4.

Figura 2.4 — Subgrafos completos do grafo de comutatividade G.

O conjunto de cliques pode ser representado por

K(G)={(),(a,b,c,d,e),(ab,bc,cd, de,ac, ad, bd, cd, ce),
(abe, bed, cde, dea, ace, abd, acd), (acde, abed) }

Desta forma, co =1, ¢4 =5, c0 =9, c3 =17, ¢4 =2 e o polinomio de dependéncia de
G é

w

D(G,z) = Z(—l)kckzk =1-5z+92% - 72% 4 22*

k=0

E a funcgao geradora do monoide serd dada por

Cm(z) = =1+ 52+ 1622 +422° +992* +2192° + ...

D(G, z)

Portanto, 7¢(0) = 1, 1¢(1) = 5, 7¢(2) = 16, 7¢(3) = 42, 7¢(4) = 99 e assim por
diante. Um modo de encontrar uma expressao explicita para 7¢(n) de forma analitica é
fazer a expansao de ((2) em fragoes parciais e calcular a série de Taylor para cada um

dos termos. Assim, (\(2) do exemplo pode ser decomposta em
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C(z)__8+4_ 2 1
M o1 T o1 (212 (2 —1)3
oo ) [e.e] oo oo _1
=32 Y (—4)2" + ) (—2)(L+n)" 4> (7) (n+1)(n+2)2"
n=0 n=0 n=0 n=0
=>» (2" —0,5n*—-35n—17)2"
n=0
Assim,

Ta(n) = 2" —0,5n* — 3,5n — 7.

Exemplo 2.5. Como exzemplo, serd utilizado um grafo de ndo-comutatividade completo G
e um alfabeto ¥ = {a,b,c,d}. Um grafo completo é um grafo simples em que todo par de
vértices € conectado por uma aresta. O polindmio de dependéncia, nesse caso, terdacy =4 e
¢ =0,1=2,3,4, ouseja, D(G, z) = 1—4z. Além disso, (m(z) = 1/(1—4z) = 4"
Desta forma, 17¢(n) = 4" o qual € igual ao nimero de sequéncias distintas definidas em

Y e de comprimento n quando nao hd ordem parcial.

Para alguns grafos, pode ser complexo obter uma expressao fechada para 7(n), sendo
necessario determinar uma expressao que se aproxime assintoticamente do valor de 7¢(n).
O Teorema 2.2 é utilizado para garantir que seja possivel determinar uma aproximacao
para o numero de classes de equivaléncia de comprimento n, com um erro tendendo a zero

para valores de n suficientemente grandes.

Teorema 2.2. (Menor Raiz do Polinémio de Dependéncia [10] ) O polinémio de depen-

déncia D(G, z) tem uma raiz real de menor médulo zy, tal que 0 < zp < 1.

2.4 Pilha de Pecas

Como abordado anteriormente neste capitulo, as pilhas de pegas sao uma teoria equi-
valente aos monoides de comutatividade, mas com o apelo da interpretagao geométrica [6].
Essa caracteristica permitiu aplicacao da teoria das pilhas em assuntos como mecanica
estatistica [11] e gravidade quéantica [12]. As pilhas de pegas utilizam extensivamente os
conceitos de conjuntos parcialmente ordenados, os POSETs, e sao melhor detalhados no
Apéndice B.

Definigao 2.6 (Pilha Rotulada). Seja B um conjunto de pegas bdsicas e seja um grafo
de comutatividade G = (V, E) em que hd uma bijecio A : V. — B. Uma pilha de pegas
rotuladas é uma tripla (P,<,0) em que (P,<) é um POSET e 6 é um mapeamento
0:P —V, de tal forma que
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(i) Para todo r,s € P se 0(r)0(s) Zg 0(s)0(r), entdor < s ou s <.

(ii) Para todo r,s € P de forma que r < s, entdo 0(r)0(s) £ 0(s)8(r).

Se r < s, entao diz-se que s estd sobre r ou que r estd abaixo de s na pilha. Na
condigao (ii), é afirmado que se dois simbolos ndo comutam, entdo eles nao estdo no
mesmo nivel da pilha. J& na condigao (7i), é afirmado que se um simbolo esta sobre o
outro na pilha, entdo ambos nao comutam entre si. A condicao (ii) da defini¢do de pilha

pode substituida ainda por (ii'):

(13") Para todo r,s € P e r < s, entao existe uma sequéncia de pecas r = r; < -+ <
r, = s,r; € P, tal que 0(r;)0(ri41) Za 0(rip1)0(r;) para todo 4,1 <i < k.

Da mesma forma que (ii), na condigao (i7") é afirmado que se ha um conjunto de
pecas empilhadas uma acima da outra, as pecas adjacentes nao comutam entre si. O
conjunto de todas as pilhas finitas definidas com as pecas de B e associado com um grafo

de comutatividade G é representado por H(B, G).

Definicao 2.7 (Produto de Duas Pilha de Pegas). Sejam as pilhas P = (P,<p,0p)
e Q = (9,<¢,0¢) definidas em H(B,G). O produto entre P e (), denotado por R =
Po Q= (R,<gr,0r), € definido como

1. R=PUQ;

2. A ordem parcial <r em R € o fecho transitivo de

a) r<psser<ps,
b) r<gsser<gs,
c)r<gpssereP,scQe QP(T)QQ(S) %G QP(S)QQ(T>-

A interpretacao do produto de pilhas é empilhar as pecas de uma pilha sobre a outra.
A defini¢ao do produto de duas pilhas é associativo e H(B, G) é chamado de monoide de
pilha. Cabe notar que o produto de pilhas somente é comutativo se todos os elementos

das pilhas forem comutativos.

Exemplo 2.6 (Produto de Pilha de Pecas). Considere como exemplo o grafo de néo -
comutatividade da Fig. 2.5a e o conjunto de pegas basicas B = {a,b,c,d, e, f, g}, formando
o conjunto de pilhas H(B,G). Considere as pilhas das figuras 2.5b e 2.5¢, que representam
as palavras adbcfe e fdgch, respectivamente. O produto P® () € representado na Fig.2.5d

e corresponde a palavra gadbefedfcb.
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Pilha P, represen- (¢) Pilha @, represen- (d) Pilha P® @, represen-
tando adbcfe. tando fdgcb. tando gadbefedfch.

Figura 2.5 — Representacao do produto de duas pilhas P ® Q).

Tomando como exemplo a pilha representada na 2.5b, como a e d comutam de acordo
com G, entao elas estao no mesmo nivel. Tratando de uma interpretacao fisica de pecas
reais, olhando a pilha com a e d, nao seria possivel concluir qual das duas pecas foi
colocada primeiro. Entretanto, a e b nao comutam e b estd acima de a, pois a ocorreu
primeiro. As palavras representadas pelas pilhas definem uma classe de equivaléncia de
acordo com G, valendo também para o produto de pilhas. FEssa relagao serd formalizada

no decorrer desta secao.

As pilhas sao formadas pelas chamadas pilhas triviais. Uma pilha trivial é aquela em

que nao existe pecas sobre outras.

Definigao 2.8 (Pilha Trivial). Uma pilha trivial é aquela em que a rela¢io de ordem <

€ trivial.

As pilhas triviais da teoria das pilhas de pecas correspondem aos cliques do grafo de
comutatividade. O conjunto de pilhas triviais definidas com as pegas de B com o grafo
de comutatividade G é denotado por T (B, G).

Lema 2.1 (Fatoracao de uma Pilha). Qualquer pilha P € H(B,G) pode ser decomposta
de uma forma unica em pilhas triviais, P =T ® --- ® T}, de tal forma que qualquer pega
de T;11 estd acima de uma peca de Ty, 1 < i<k eT; € T(B,G).

A fatoracao descrita no Lema 2.1 pode ser obtida formando pilhas com os elementos

minimos da pilha P. No Exemplo 2.7, esse lema é explorado.

Exemplo 2.7 (Decomposigao de Pilha de Pecas). Considere como exemplo o grafo de
nao-comutatividade da Fig. 2.6a e conjunto de pe¢as basicas B = {a,b,c,d, e, f}, formando
o conjunto de pilhas H(B,G). Considere o diagrama de Hasse Fig. 2.6¢ representando a

classe de equivaléncia da palavra adefbca e a pilha da Fig. 2.60.
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Figura 2.6 — Grafo de nao-comutatividade, pilha e POSET.

A pilha P pode ser decomposta nas pilhas triviais P =Ty © Ty, ® T3, sendo Ty formada
por {a,d,e}, Ty formada por {b,c, f} e Ty formada por {a}.

Definigao 2.9 (Mapeamento de palavras em Pilhas). Seja o mapeamento ¢ : P* —
H(B,G) definido da sequinte maneira. Se u = ujug - - - u, € P*, entao ¢p(u) = u; ® uy ®
- Qu, € H(B,G). O mapeamento ¢ € o unico morfismo de monoides tal que u; € P e
&(u;) € uma pilha definida com uma pega bdsica u;. Além disso, o inverso ¢ '(u) leva da

pilha ¢(u) para a palavra u.

Definigao 2.10 (Rotulac¢ao Natural). Uma rotula¢ao natural de um POSET P = (P, <p)
¢ uma bijeciao f: P — [n] = {1,2,...,n}, tal que,‘ para todo r,s € P, ser <p t, entdo

fr) < f(s)

Uma rotulagdo natural é equivalente & definigdo de uma extensao linear de P e L(P)

corresponde ao conjunto de extensoes lineares de P (ver Apéndice B).

Lema 2.2. Seja (P, <,0) uma pilha em H(B,G) formada pelo POSET P = (P,<) ¢ a
fungdo de rotulagdo 0. Considere u = uyuy -+ -u, € ¢~ (P) e seja P(u) = f a rotulagao
[+ E — [n] definida como 0(f7(i)) = u;. O mapeamento 1) é uma bije¢io entre o

congunto de palavras ¢~(P) e o conjunto de rotula¢oes naturais é denotado por L(P).

Lema 2.3. Para cada pilha P € H(B,G), o conjunto de palavras ¢~ (P) corresponde a

uma classe de equivaléncia definida pela relacao de congruéncia =q.

Os Lemas 2.2 e 2.3 relacionam o ntimero de palavras de uma determinada classe ao

numero de extensoes lineares do POSET associado, permitindo chegar & Proposigao 2.1.

Proposicao 2.1. Seja H(B,G) um monoide de pilha com pegas pertencentes ao conjunto
B e relagoes de comutatividade definidas por G. O morfismo do monoide ¢ : B* —
H(B,G) da Defini¢io 2.9 induz um isomorfismo ¢ entre o monoide H(B,G) e o monoide
de comutatividade M(3, G), ou ainda,

¢: M(E,G) = H(B,G). (2.5)
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De fato, determinar o nimero de extensoes lineares de um POSET equivale a deter-
minar o nimero de palavras de determinada classe de equivaléncia. Desta forma, pode-se

reescrever o Teorema B.3 (ver o Apéndice B) como:

Teorema 2.3. Contar o niumero elementos de uma classe £ € um problema # P-completo.

A classe #P (lido como P-niimero) corresponde aos problemas da forma “determine o
nimero de solugoes corretas computadas em uma méaquina de Turing nao-deterministica
em um tempo polinomial”. Um problema é #P-completo se pertence a classe #P e
também a classe #P-dificil, o que significa que outros problemas da classe #P poderiam
ser reduzidos a um problema #P-dificil. Isso torna os problemas #P-completos tao dificeis

quanto os NP-Completos (ver Apéndice D).

Desta forma, determinar o nimero de palavras de uma classe também é um problema
#P-completo e, portanto, dificil. Entretanto, a partir do POSET associado a pilha, é
possivel determinar limitantes para o nimero de extensoes lineares e, portanto, para o

nimero de palavras da classe de equivaléncia usando o Teorema B.4.

Seja uma classe de equivaléncia Eg(u) € M(X,G). Para todas as palavras u =
uiug - - u, € Eg(u), a pilha ¢(@) correspondente é a mesma. Ou seja, todas as palavras
de uma classe de equivaléncia correspondem & mesma pilha. Esse fato pode ser utilizado
para enunciar o Corolério 2.2 que é semelhante ao Lema 2.1 acerca de fatoragao de pilhas
em pilhas triviais, mas em termos de monoides de comutatividade. Além disso, o ntimero
de palavras de uma classe é determinada pelo ntiimero de extensoes lineares do POSET

associado, como apresentado no Lema 2.2.

Corolario 2.2 (Forma Normal de Foata). Seja uma palavra u € B* e o monoide de
comutatividade M(3,G). Entao, toda palavra @ € Eg(u) pode ser decomposta de forma

tnica em W = uy - - - u,. Cada parcela u; é um bloco de letras tais que

1. Todos os elementos de u; comutam par a par; e

2. Para cada par de blocos consecutivos, uu,j, qualquer letra de u; nao comuta com

pelo menos uma letra de w;q.

Desta forma, a decomposicao é chamada de forma normal de Foata.

A forma normal de Foata (FNF) pode ser utilizada para provar algumas propriedades
dos monoides de comutatividade e pilha de pecas, assim como determinar uma certa
medida de paralelismo de sistemas. Por exemplo, se a palavra u € Eg(u) representa uma
sequéncia de eventos de um determinado sistema, entao cada parcela u, de sua forma

normal U = u; - - - u, contém os eventos que podem ser executados de forma independente.
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2.5 Resultados

Nessa sec¢ao, serao apresentadas as contribuicoes relacionadas a enumeracao e obtencao
de desigualdades para classes de equivaléncia. Também sao apresentadas desigualdades
relacionadas ao namero de elementos das classes de equivaléncia. Esses resultados serao
utilizados posteriormente para analisar algoritmos que fazem o uso de classes de equiva-

léncia.

2.5.1 Estimacao do Nuimero de Classes de Equivaléncia

Para o desenvolvimento de aproximagoes de 7¢(n), serda definido o que é necessario
para que duas fungoes sejam assintoticamente equivalentes. Diz-se que duas fungoes, f(n)

e g(n), s@o assintoticamente equivalentes quando

f(n) ~g(n) <= lim Py, (2.6)

Para obter uma expressao assintoticamente equivalente a 74(n), deve-se realizar a

expansao em fragoes parciais de 2.4, levando [13, cap.6| a

1
R N Ve
= e _Oézo)po + € _04;>p1 NI E _a;)pﬁ (2.7)
= im(n)zn—i-iﬁ(n)z"—l—... +iTH(n)z”, (2.8)
n=0 n=0 n=0
emque a, #0e > (n)z" =a;(z—2)",i=01,... kK

Assumindo que zp é a raiz real de menor moédulo de um polinémio de dependéncia
D(G,z), entdo 0 < zp < 21 < --- < z,. Desta forma, 7¢(n) pode ser expresso por um

polinémio exponencial |13, cap.8| tal que

ol = Yt = >R (1) 29

i=0 i=0
em que P;(n) é uma fun¢ao polinomial de n e que apresenta um coeficiente dominante

igual a . B possivel, entdo, estimar 7¢(n) aplicando a equivaléncia assintotica [13, cap.§]

7a(n) ~ andeetfo(m) 1
<0

) = an®Es M) g(G)", (2.10)

em que deg(-) ¢ o grau do polinémio e B(G) é o inverso da menor raiz de D(G, z2),

BG) =2
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Os termos a;(z—z;) ™", nos quais p; ¢ a multiplicidade da raiz z;, podem ser expandidos

por meio da série de Taylor, obtendo-se

o, > n+p—1 1\t
— 7:_]_Pz — n, 21].
FEP TP SLl () &11)

Usando (2.9) e (2.11), chega-se a

P =ai(2) o (") (212)

e, considerando a raiz z,

Py(n) = aoB(G)™ (~ 1) (” oo 1). (2.13)

n

Para obter o coeficiente dominante o de Py(n) e o seu grau deg (Py(n)), é necessario

-1
desenvolver o fator (n“;? ) Nesse caso, tem-se

Pu) = G-y (BE TR 214
= aoB(G)™(—1)" ((” +po—1)(n+ 00(202_)'1'>'!7g7!1 +po— (po — 1))”!) (2.15)

_ 0BGy (1)

o=y (0 = Dt = 2) - (n+ po = (po = 1)) (2.16)

Sabendo que (n + pg — 1)(n +po—2)---(n 4+ po — (po — 1)) possui p — 1 termos
contendo n, conclui-se que deg(FPy(n)) = po — 1 e que o coeficiente dominante de Py(n) é
a = apB(G)P(—1)/(po — 1)!. Aplicando essa resultado em (2.10), obtém-se que

ao(_l)po
(po — 1!

Para o caso particular de py = 1, ou seja, quando a raiz 2y tem multiplicidade igual a

Ta(n) ~ n(po_l)ﬁ(G)”“’O (2.17)

1, tem-se que

7a(n) ~ —apB(G)" . (2.18)

Cabe notar que ambas (2.17) e (2.18) podem ser determinadas a partir da decompo-
sicao em fragoes parciais de (2.7), mais particularmente do termo relacionado a raiz de
menor modulo zp. Isso fornece um modo réapido de aproximar o ntimero de classes de

intercambio de comprimento n.
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O resultado em (2.18) é similar as conclusdes apresentadas por Goldwurm e San-
tini [10]. No entanto, nesta dissertagdo mostra-se como determinar, a partir do grafo de

comutatividade G, os valores das constantes usadas para se obter a aproximagao de 7¢(n).

2.5.2 Limitantes para Ntumero de Classes de Equivaléncia

Determinar os valores ¢; do polindmio de dependéncia pode ser uma tarefa complicada
em grandes grafos, pois o problema de encontrar os cliques de um grafo é NP-completo (ver
Apéndice D). Para ainda poder utilizar limitantes mais justos que os triviais para o nimero
7¢(n) de classes de equivaléncia de comprimento n, é possivel utilizar um limite superior

para os valores de ¢, dado no Teorema 2.4.

Teorema 2.4. [1], Teorema 2, p.461] O nimero ¢ de cliques de tamanho k considerando

todos os grafos com |E| arestas é limitado por

a<sielb=(,)+ (")) (2.19)

em que os valores de r et sao obtidos por meio de |E| = (;) +r,0<r<t.

Como o Teorema 2.4 nao considera o nimero de vértices, nos casos de grafos em que o
grau dos vértices é baixo, o limite superior se torna mais distante dos ntimeros de cliques
de tamanho k observados, conforme o ntimero de arestas cresce. O limitante se aproxima

do valor correto de cliques conforme o ntimero de arestas se aproxima de (‘g').

Um grafo de |V| vértices e |E| arestas e pode possuir cliques de tamanho k& =
2,...,v,v < |V], em que cada um desses subgrafos possui |Ey| = (g) arestas. Desta
forma, para um grafo poder possuir um clique de tamanho k, é necessario que |E| > | Ej|.
Considere que o maior subgrafo possivel de um grafo com |E| arestas possui tamanho v,

entao, de forma geral

|E\:<g>+r,0§r<ye2§u§]w. (2.20)

Desta forma, para um grafo com |[V| = 5 vértices e 5 arestas, tem-se 5 = (g) + 2,
entao o maior clique possivel teria tamanho v = 3. Se o niimero de arestas for 8, entao

8 = (;1) + 2 e o maior clique possivel tera tamanho v = 4.

O polinémio de dependéncia de uma familia de grafos com |E| arestas considerando o
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limite superior para os valores de ¢ seré, portanto
D(G2) =1—|V|+|E|z" + > (~1)*f(|E|, k)" (2.21)
k=3
=1-[V|+|E|2+ ) (1) (2.22)
k=3
Consequentemente, a funcao geradora do monoide de comutatividade sera
Cul) 1 (22
z) = = = .
o L=V +[E[22 + 2 s (=D f(|E] k) 2*
Qo Qi o7
— . 2.24
(z — zg)ro * (z — z1)7 T (z — z,)Pr ( )
= Z?O(n)z” + Z?l(n)z" +...+ Zﬂ(n)z". (2.25)
n=0 n=0 n=0

A partir de (2.23), é possivel aplicar as técnicas de estimacao desenvolvidas na Se-

¢ao 2.5.1. Para exemplificar a utilizacao dos limitantes, serao apresentadas algumas apli-

cagoes em grafos com um namero de vértices V| > 10.

Exemplo 2.8. Considerando o grafo de comutatividade Gy da Fig. 2.7, gerado aleatori-

amente com |V| = 10 e |E| = 32, tem-se que ¢3 = 42,¢4 = 23,¢5 = 4. Desta forma, o

numero do clique é w =25 e v =8.

Figura 2.7 — Grafo de comutatividade G; com |V| = 10, |E| = 32,¢3 = 42,¢4 = 23,¢5 = 4.

O polinomio de dependéncia do grafo da Fig. 2.7 serd

D(G1,2) =1 — 10z + 3227 — 422° 4+ 232* — 42°

(2.26)
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E o polinémio gerador serd

Culz) = .
MU= 0 43222 — 4223 4 2324 — 420
0,54380
~—— 2.27
z—0,18785 ( )
Aplicando 2.18, chega-se a
1 n+1
~ 0,54380 2.28
~ 2,8948 - 5,3234" (2.29)

Agora usando o Teorema 2.4 e a (2.20), pode-se obter o polindémio de dependéncia da

familia de grafos ao qual G pertence como
D(Gy,2) =Y (—1)fpz" = 11024322 = 622° + 742" — 572"+ 2825 — 827+ 12° (2.30)
k=0
correspondendo ao polinémio gerador C,; dado por

_ 0,2920
Cmlz) ~ = 0.1624

Aplicando (2.18) mais uma vez, conclui-se que o limitante para o nimero de classes
de equivaléncia da familia de grafos Gy serd
Ta,(n) ~ 0,2920 - 6,1584™ (2.31)

Na Fig. 2.8 ¢ apresentado um grifico contendo o limite trivial |X|", e as estimagoes

obtidas. Cabe notar que o limite é mais justo que o trivial.

10110 :
—o— |E’"
TG (n)

10%0 || —e—7g, (n)

—~

N
= 50
O 10
Iy

1020

0 20 40 60 80 100
n

10710

Figura 2.8 — Comparagao entre o ntmero de classes de equivaléncia e o limite superior
obtido para G;.
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Exemplo 2.9. Para esse exemplo, serd considerado o grafo de comutatividade da Fig. 2.9

que possui |V'| = 25 vértices e |E| = 80 arestas.

i

Figura 2.9 — Grafo de comutatividade G5 com |V| = 25, |E| = 80, ¢3 = 46, ¢4 = 5.

O polinomio de dependéncia serd
D(Go,2) = 1 — 252 + 802* — 462° + 62*
e, sequindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, obtém-se

Ta,(n) ~ 0,0562 - 21,3539"™. (2.32)
Como esse grafo contém 25 vértices e 80 arestas, entao usando (2.20), tem-se

13
802(2>+2 — v =13.

Usando agora o Teorema 2.4, tem-se que c3 < 287.0,¢c4 < 715.0,¢c5 < 1287.0,¢c5 <
1716.0,c7 < 1716.0, cg < 1287.0,¢c9 < 715.0, c19 < 286.0,¢11 < 78.0,¢12 < 13.0 e ¢33 < 1.0.

Dessa maneira, o polinémio de dependéncia, nesse caso, serd

D(Gq,2) =1 — 252 +802% — 2872 + 7152* — 12872° 4 17162°—
— 171627 4+ 12872% — 7152 4 2862' — 782 4 13212 — 1213,

obtendo-se que
Ta,(n) ~ 0,0520 - 21,8802

Na Fig. 2.10 é apresentado um grifico contendo o limite trivial |X|", e as estimagoes

obtidas. Cabe notar que o limite também é bem mais justo que o trivial nesse caso.
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Figura 2.10 — Comparagao entre o numero de classes de equivaléncia e o limite superior
obtido para Gj.

2.5.3 Limitantes para o Numero de Palavras de uma Classe de Equivaléncia

A partir do Lema 2.3 é possivel reescrever o Teorema B.4, que inicialmente é utilizado
para determinar limitantes inferior e superior para o numero de extensoes lineares de
um POSET P, a fim de obter limitantes para o nimero de elementos de uma classe de

equivaléncia.

Teorema 2.5 (Numero de elementos de uma classe de equivaléncia). Seja uma palavra
u € &z(u) e p(u) € H(P,G) a pilha correspondente, (P,<,0). Fazendo a decomposi¢io
de (P,<) em k cadeias Cy,...,Cy el anti-cadeias Ay, ..., A; e, assumindo que n = |u|,

entdo o numero de palavras da classe Eg(u) € limitado por

n!
[[a! <léc(u) < Ter (2.33)
Prova do Teorema 2.5. Segue imediatamente do Teorema B.4 e do Lema 2.3. [

H& ainda duas questoes de ordem pratica relacionada a aplicacao do Teorema 2.5.
A primeira é que para obter os limitantes, é necessério decompor o POSET em cadeias
e anti-cadeias maiores possiveis, o que nao é um problema trivial. A segunda é se os
limites obtidos sao tteis no sentido de serem justos o suficiente. Para resolver a primeira,
¢ possivel utilizar o Algoritmo de Ford-Fulkerson [15](ver Apéndice B), como ja feito
em [16]. J& a segunda foi abordada em [17], no qual foi demonstrado que os limitantes

obtidos sao justos.

Em muitos casos, uma estimacao do ntmero de classes é suficiente. Por exemplo,
o Teorema 2.5 pode ser utilizado para estimar a complexidade temporal e espacial de

algoritmos que geram a classe de equivaléncia de uma palavra. Esses algoritmos sao
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de interesse pois possibilitam a resolugdo de problemas de agendamento (scheduling),

otimizagao, ordenagao topologica, dentre outros [18, 19, 20, 21, 22].

Para exemplificar a aplicagao do Teorema 2.5, sera considerado o Algoritmo 1. Esse
algoritmo é uma versao ingénua do algoritmo proposto em [22] e possui uma complexidade
temporal O(n|€(u)|), em que u é a palavra de entrada. E possivel transforma-lo em
um algoritmo com complexidade O(|€(u)|) ao manter os indices dos pares de simbolos
que comutam armazenados, ao invés de procura-los ao percorrer a sequéncia. Por meio
da estimacao, é possivel decidir, por exemplo, se ¢é factivel gerar todos os elementos de
uma classe de equivaléncia. Entretanto, para as anélises realizadas aqui, o algoritmo

apresentado é suficiente.

Algoritmo 1: Geracao de Classes Equivalentes

=

procedimento GeraEquivalentes(u,G, H):

2 E+ 0

3 para i<« 1 até i = |u| faga

4 se (u;,u;4+1) € E entao

5 Vo= U Ui Ut Uy,

6 se v ¢ H entao

7 E+—EUvV

8 L Hlv] =w > Adiciona nova palavra na tabela
9 retorna £ > Palavras congruentes a u

10 procedimento GeraClasse(u,G):
11 H < Cria Tabela Hash
12 N < GeraEquivalentes(u, G) > Palavras equivalentes a u por uma troca

13 | enquanto |N| # 0 faga

14 M <+ N

15 N« 0

16 para n € M faga

17 L N < NU GeraEquivalentes(n,G, H)

18 retorna H > Tabela hash contendo os elementos da classe de u

Na Fig. 2.11, sao apresentados um grafo de comutatividade (Fig. 2.11a) e a arvore
formada ao aplicar o Algoritmo 1 na palavra u = abcad. A partir de u sao identificados
dois pares de simbolos que comutam, bc e ad, gerando acbad e abcda, respectivamente.
O processo ¢é repetido para as novas palavras, até os pares de simbolos comutativos nao

gerarem novas palavr as.
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abcad
e AN
be ad
v’ N

acbad abeda

ald cld

1 1
acbda abdca

(b) Arvore das palavras equivalentes a
(a) Grafo de comutatividade G. abcad.

Figura 2.11 — Exemplo de aplicacao do Algoritmo 1.

Exemplo 2.10. Considera-se, como exemplo, um sistema concorrente que pode executar
tarefas enumeradas de 1 a 9. As relagoes de ocorréncia sao apresentados pelo POSET
representado pela Fig. 2.12. Desta forma, inicialmente, as tarefas 1 e 2 podem ser exe-
cutadas. Se a tarefa 1 foi executada, a tarefa 3 pode ser executada. A tarefa 5 pode
ser executada se 2 jd foi executada, enquanto a 4 depende de 1 e 2, e assim por diante.
Pode-se notar que tarefas independentes formam as anti-cadeias do POSET, enquanto as

dependentes formam as cadeias.

]
><,
r

Figura 2.12 — Diagrama de Hasse de P.

Supondo que u = 125347689 seja a sequéncia de execucao das tarefas, palavras da
classe E(u) produzirao o mesmo resultado de u. Deseja-se saber de quantas maneiras
pode-se escolher a ordem de execucao das tarefas para que sejam equivalentes a u, ou seja,
|E(u)|. Utilizando o Algoritmo de Ford-Fulkerson [15], é possivel obter os tamanhos das
cadeias do POSET representado na Fig. 2.12 como ¢; = [{2,4,6,8}| =4, co = |{1,3,7}| =
3 ecy = {59} = 2. Os tamanhos das anti-cadeias podem ser obtidas por meio do
Algoritmo 4 (ver Apéndice B), como ay = |{1,2}| = 2, as = [{3,4,5}| = 3,a3 = {6,7} =
2,a4 = {8,9} = 2. Aplicando agora o Teorema 2.5, pode-se obter

9!
21312121 < |E(u)| < mE o 8 |€(u)] < 1260. (2.34)

Aplicando o Algoritmo 1, chega-se a que |E(u)| = 199 palavras fazem parte da classe

definida por u. FEsse valor € cerca de 6 vezes menor que o limite superior obtido, mas,
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ainda assim, € bem menor do que todas as 9! permutagoes, caso nao houvesse ordem

parcial.

2.6 Conclusoes

Nesse capitulo, foram apresentados os conceitos fundamentais dos monoides de co-
mutatividade e pilha de pegas. O conceito de grafo comutatividade é fundamental para
formalizar o tratamento de alfabetos com ordem parcial. Essa formalizagao permite contar
o numero de classes de comprimento n. Entretanto, em alguns casos se torna dificil obter
uma equacao simples para descrever como o nimero de classes cresce de acordo com o seu
comprimento. Além disso, a enumeragao das classes depende da contagem dos ntmeros

de cliques do grafo de comutatividade, o que é problema dificil computacionalmente.

Como resultados deste capitulo, foi desenvolvido um modo de estimar o nimero de
classes de equivaléncia de comprimento n a partir do grafo de comutatividade. A es-
timacao permite a obtencao de uma equacao simples e assintoticamente equivalente ao
numero de classes de equivaléncia. Foram também obtidos limitantes para o ntmero de
classes de equivaléncia para familias de grafos com |V| vértices e |E| arestas, o que pode
ser utilizado quando contar os cliques for intratavel computacionalmente. Por tltimo,
foi utilizado a teoria das pilha de pecas para a obtenc¢ao de limitantes para o nimero de

elementos pertencentes a uma mesma classe de equivaléncia.

No préximo capitulo serao abordadas as definicoes de entropias relacionadas aos alfa-

betos parcialmente comutativos e sera proposta uma nova medida de entropia.
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Capitulo 3

Entropia de Comutatividade

3.1 Introducao

Considerando um alfabeto ¥ que ¢é iid e com ordem total, a entropia de Shannon (ver

Apéndice C) tem o limitante

< log|X|. (3.1)

Usando as terminologias dos monoides de comutatividade (ver Cap. 2), nesse caso, o
grafo de comutatividade seré vazio (ndo ha nenhuma comutagao entre os simbolos) e a

funcao geradora do monoide sera

Cmlz) =D 7(n)2" =Y |8["", (3.2)

n=0 n=0
ou seja, o nimero de palavras de comprimento n é dado por 7(n) = |X|™ e o limitante

apresentado em (3.1) pode ser escrito como log|¥| = (1/n)log 7(n).

De forma geral, a funcdo geradora do monoide também tem a forma (y(z) =
Yoo oT(n)z", em que 7(n) < |X|" depende do grafo de comutatividade, sendo repre-
sentado por 7¢(n). Desta forma, é esperado que a entropia do monoide tenha uma desi-
gualdade semelhante ao caso com ordem total, mas fazendo algumas consideragoes. Para
obter o limite superior da entropia de Shannon, o alfabeto deve ser iid, o que corresponde,

no caso dos monoides, as classes de equivaléncia serem iid. Nesse caso, é esperado que a
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entropia de comutatividade respeite a desigualdade

1
H(X,G) < lim —logg(n), (3.3)

n—oo M

Assim, o espago amostral considerado passa a ser as classes de comprimento n e é
necessario uma medida de probabilidade para essas classes. Quando G é um grafo de
comutatividade vazio, ou seja, representa uma ordem total, o limitante de (3.3) é igual

ao limitante da entropia de Shannon em 3.1.

Exemplo 3.1. Considere ¥ = {a, b, c} e o grafo de comutatividade da Fig. 3.1. Considere

também que os simbolos sao equiprovdveis, p(a) = p(b) = p(c) = 1/3.

Figura 3.1 — Grafo de comutatividade G.

Nesse caso, a entropia de Shannon serd

H(Y) =log 3 ~ 1.58 bit. (3.4)

Para calcular 1¢(n), primeiro determina-se o polinémio de dependéncia de G como
D(G,z2) =1—32+22% e fungao geradora como 1/D(G, z), obtendo-se T¢(n) = 2" — 1.

Pode-se calcular o limite superior de H(X, G) como

1
H(%,G) < lim —log(2"™ — 1) (3.5)
n—oo N,
=log2 = 1bit (3.6)

Na proxima se¢ao, serao abordadas as principais defini¢oes de entropia que consideram
alfabetos com ordem parcial. Em seguida, serda a apresentada a definicao de entropia

proposta nessa dissertacao.

3.2 Entropias de Alfabetos com Ordem Parcial

Nesta secao serao apresentadas entropias que podem ser aplicadas a alfabetos com
ordem parcial. Dentre as apresentadas, duas foram definidas com o objetivo de serem

aplicadas nesses alfabetos. A apresentacao das entropias sera feita em ordem cronologica.
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3.2.1 Entropia Topolégica

Seja um alfabeto 3 e o monoide livre ¥*, uma linguagem L é qualquer subconjunto de
¥*. Considere também a funcao f(n) que retorna o nimero de elementos de comprimento
n da linguagem L, fr(n) = [{w : w € L A |w| = n}|. Com esses conceitos, ¢ possivel

definir a entropia de uma linguagem ou entropia topologica.

Definigao 3.1 (Entropia Topologica [23]). A entropia de uma linguagem L ¢é definida

log (/)

como
H(L) = lim sup

n—oo

(3.7)

Essa entropia pode ser interpretada como quantidade de bits que sao necessarios em
média para representar cada uma das classes de palavras de comprimento n pertencentes

a L, conforme o comprimento das palavras aumenta.

A entropia topologica pode ser facilmente adaptada para uma entropia do monoide de

comutatividade como:

Definigao 3.2 (Entropia de Topologica do Monoide de Comutatividade). A entropia da
linguagem L associada ao monoide de comutatividade M(3, G) € definida como

H(G) = lim sup M.

n—oo n

(3.8)

Apesar de ter propriedades interessantes e se aproximar da definicdo de uma taxa de
entropia, nao leva em consideracao a probabilidade de cada uma das classes de palavras.
Outra interpretacao é que leva em consideracao a probabilidade, mas que as classes sao
equiprovaveis, de forma que o lado direito de (3.3) corresponde a definigdo da entropia

topologica.

3.2.2 Entropia de Tracgos Infinitos

Manohar [24| propos uma entropia baseada na distribui¢ao de conjuntos de operagoes
executadas em circuitos com integracao em larga escala, VLSI (do inglés, Very Large Scale
Integration). Isso foi motivado pela relagdo entre a entropia e a energia necesséaria para
executar os conjuntos de operagdes. Se F(S) é a energia dissipada pelo circuito para
a especificagao S e H(S) ¢ a entropia também considerando S, entao H(S) < E(S) <
H(S)+ K(S), em que K(S) ¢ um valor que depende do nimero de iteragoes dos calculos.

Para definir a entropia dos tragos, Manohar 24| comega com a defini¢ao do problema

de codificagao, a fim de obter um esquema 6timo de codificacao.

Definigao 3.3 (Problema de Codificacao). Seja U um conjunto fizado com cardinalidade
N e S um subconjunto arbitrario de U com cardinalidade k. Quantos bits de informagao

sao mecessdrios para identificar um elemento de S?



Capitulo 3. Entropia de Comutatividade 48

A partir da definigdo do problema, Manohar [24]| apresentou o Lema 3.1 que enuncia
os limitantes inferior e superior para o nimero de bits de informacao necessarios para

codificar um subconjunto.

Lema 3.1 (Limitantes para o nimero de bits). Dado um conjunto U com cardinalidade
N e qualquer subconjunto S C U com cardinalidade k > 0, a informag¢do necessdria para
identificar qualquer elemento de S se encontra entre log(N — k + 1) e [log(N — k+1)].

Por se tratar de circuitos VLSI, Manohar [24] assume que os tragos sdo infinitos e
propoe que os elementos de S podem ser escolhidos de forma independente. Nesse caso,
se ki, k; € S, entao Pr(k;k;) = Pr(k;) Pr(k;). Desta forma, as probabilidades py, = Pr(k;)
definem a distribuigao Pr(-).

Teorema 3.1 ([24]). Assume-se que U € infinito e que os elementos de S C U sdo
selecionados de forma independente. Seja {ki,ks,...} o subconjunto de U que otimiza
a codificacao. Seja também qi, a probabilidade de selecionar k;, em que, sem perda de
generalidade, gy, = qi; parai < j. Entao, k; € o i-ésimo elemento mais provdvel deU e o
esquema otimo de codificagao corresponde a selegao de k; € S, de forma que k; ¢ S para

1=12,---,1—1, levando a

Qr; = Dk, H (1 —pw,)- (3.9)

i<j

O Teorema 3.1 parte da simplificagao de que os elementos do k-subconjunto sao se-
lecionados de forma independente, ou seja, que Pr(ab) = Pr(a)Pr(b). Isso pode ser
assumido porque sao considerados tracos infinitos. A entropia da distribuigao ¢, é dada
por

> <H (1 —pkj)) H(pr,), (3.10)
i i<j
em que H(pg,) é a entropia de Shannon considerando um alfabeto binario, H(py,) =
—pr; log pr; — (1 — p, ) log (1 — p,).

O primeiro problema da abordagem de Manohar [24| é considerar os tragos infinitos
com o objetivo de selecionar os elementos de S de forma independente e, consequente-
mente, obter (3.9). Na maioria dos casos, os sistemas executam conjuntos de tarefas
com um nuamero finito de operagoes. Desta forma, os tracos nao seriam, necessariamente,
independentes. O segundo problema é que nao hd um modo explicito de atribuir pro-
babilidades aos tragos em S. Isso se torna ainda mais sensivel quando se considera que
sao tragos infinitos. Desta forma, apesar de fornecer uma expressao para a entropia dos

tragos, a aplicagao se torna dificil pelos fatores apresentados.
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3.2.3 Entropia de Intercambio

Savari [25] propds a entropia de intercAmbio que se baseia na complexidade de inter-
cambio que é uma generalizagao da complexidade de Kolmogorov. Essa abordagem tem
o paralelo no caso dos alfabetos com ordem total, em que é possivel relacionar a entropia
de Shannon com a complexidade de Kolmogorov (ver Teorema D.2), evitando problemas
como os observados na Secao 3.2.2. A entropia de intercambio faz uso de ferramentas da
teoria dos tragos [2| para definir o limite tedrico de compressao de sequéncias de eventos
com ordem parcial em termos de ntimeros de bits por simbolo em média para representar
as sequéncias [26]. Esses limites podem ser utilizados para determinar a eficiéncia de
esquemas de codificacao e compressao de sequéncias de eventos com ordem parcial. Além
disso, o limite superior da entropia de intercambio é a entropia de Shannon e, portanto,
quando se considera a ordem parcial, a compressao obtida é maior ou igual a conseguida
com ordem total. Segundo Alur [27], até a publicagdo do artigo [26], também de Savari,
nao havia sinal de trabalhos focados no aspecto de teoria de distor¢ao para sequéncias de

eventos com ordem parcial.

Seja K (u) a complexidade de Kolmogorov (ver Apéndice D) da palavra u € *,
G um grafo de comutatividade e =g a relacao de congruéncia representada por G. A
Complexidade de Intercambio & definida como C,(G,u) = min{K(v) : v € ¥* v = u}.
Assim, a complexidade de intercAmbio pode ser interpretada como o comprimento do

menor programa que exibe a palavra v € ¥* que é congruente a u em relagao ao grafo G.

A partir da complexidade de intercambio, Savari [25] também definiu a Propriedade

de Equiparticao Assintotica para Classes de Intercambio.

Teorema 3.2. (Propriedade de Equiparticao Assintdtica para Classes de Intercambio, Te-
orema 2.5 de [25, p.1428]) Seja Uy Us . .. uma palavra aleatoria de wma fonte com alfabeto
finito, estaciondria e ergédica ou a saida de uma fonte unifilar de Markov com alfabeto
finito. Entao,

C.(G,UU;y...Uy) EH{C.(G, U U;y... Uy}

lim = lim
n—oo n n—o00 n
_ it EH{C.(G, U U;y...Up)}
m>1 m

com probabilidade tendendo a 1.

O Teorema 3.2 é uma generalizacao do Teorema C.1 para alfabetos em que ha uma
ordenagao parcial, sendo possivel verificar que existem sequéncias chamadas de tipicas.
Essas sequéncias tipicas apresentam uma informacao prépria média por simbolo proxima

da entropia da fonte. Enquanto as sequéncias tipicas ocorrem com alta probabilidade,
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as sequéncias nao-tipicas acontecem com baixa probabilidade. Isso leva a definicao da

entropia de intercambio.
Definicao 3.4 (Entropia de Intercambio).

H,(G,P)= lim n'C,(G,U;...U,). (3.11)

n—0o0
em que P se refere a uma medida de probabilidade associada aos vértices de G. Hd a

convergéncia com alta probabilidade do limite para o valor da entropia de intercambio.

O Teorema 3.2 estabelece que, para qualquer € > 0, sequéncias longas requerem, no
maximo, H,(G, P)+ ¢ bits por simbolo para descrever uma palavra equivalente em relagao

ao grafo G. O Teorema 3.3 estabelece que H,(G, P) é o limite de compressao.

Teorema 3.3. (Teorema da Codificacao, Teorema 2.6 [25, p.1429]) Seja U U, ... uma
sequéncia aleatoria de saida de uma fonte P com estados finitos ou com uma fonte unifilar
de Markov com alfabeto finito. Paran > 1, seja B,, o conjunto com cardinalidade 7¢(n) =
|B,| de classes de intercambio de comprimento n em relagao a um grafo de comutatividade

G. Assume-se que

log | B,
lim sup log | Bu| < H,(G,P)
n

n—00

Para qualquer palavra w, Eg(w) denota a classe de equivaléncia que contém a palavra

w em relagao ao grafo de comutatividade G = (V) E), w € ¥*, que é definida como

Cow)={y:yeX, y=cw}

Desta forma,

n—o0

O Teorema 3.3 é o paralelo do Teorema C.3 que afirma que é possivel representar as
sequéncias X1, ..., X,, para X pertencente a um alfabeto finito X', usando nH (X)) bits
em média. E possivel concluir que sequéncias tipicas de comprimento n estdo contidas

em aproximadamente 2"7(G-F) classes de intercambio tipicas.

Classes de intercambio se assemelham ao conceito de classes de tipo (ver Definigao C.5)
e configuram uma generaliza¢ao desse tltimo. Cabe notar que no caso de G ser um grafo
completo o niamero de classes de tipo de comprimento n para um conjunto V' de vértices

VI

com cardinalidade |V| é, no maximo, (n + 1) Esse ¢ o numero de classes de tipo

convencionais, pois todos os simbolos sao congruentes e podem ser comutados.

E possivel obter uma expressio exata para H,(G, P) no caso da fonte ser discreta e
sem memoria e o grafo G ser um grafo k-partido completo Ky ms....m,,- Esse resultado é

apresentado no Teorema 3.4.



Capitulo 3. Entropia de Comutatividade 51

Teorema 3.4. (25, p.1432]) Assumindo uma fonte discreta e sem memdria com distri-
buicao P de probabilidade no conjunto de vértices V. Supondo que V=V, UVoU... UV}
com |Vi| = m;, 1 € {1,2,...,k}. O j-ésimo elemento de V; serd denotado por v;;,
ie{l,2,...,k}, 5€{1,2,...,m;}. Parai€ {1,2,...,k}, define-se

Qi = Z P(Ui,j)
0051 (08~ 55 (=) ) e

Entao, para um grafo k-partido completo Ky, mo....m,, tem-se

.....

HL(KmLmQ ~~~~~ mk7‘P) = H<P) - Z Z (1 - QZ)(PZ(S)
S=21:m;>2
Exemplo 3.2. Considerando o grafo de nao-comutatividade G apresentado na Fig. 3.2,
¢ possivel verificar que ele é um grafo bipartido completo, ji que V- =V, UV, = {a,c} U
{b},{a,c} N {b} =0 e todos os elementos da particao V; sao conectados por uma aresta

a todos os outros elementos da particao Vs.

G

el e

]

Figura 3.2 — Grafo G = K3, bipartido completo.

Desta forma, Vi = {vi1 = a,v12 =c}, |[Vi| =m1 =2, Vo = {va1 = b}, Vo] =ma =1,
Q1= P(a)+ P(c) =2/3 ey = P(b) =1/3.

mi ) S
e1(S) = (@f -3 (1 - Ci (il’;ﬁ(m’j)) ) log(5) =

J=1

_ ((2/3)S () - (%)S) ()

((2/3)° — 2(1/2)%) log(9).
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Assim, calculando H,(Ksq, P), tem-se

H,(Kyy, P )= (1= Q1) (¢1(9))
S5=2
=1log(3) — (1/3)- > ((2/3)" — 2(1/2)*) log(5)
S5=2

~ 1,58496 — 0,308518 ~ 1.27644 bit.

A partir do Teorema 3.4 é possivel definir

HL(Kml,m27-~-7mk7 P) = H(P) - Z Z (1 - Ql)QOz(S)

S=2i:m;>2

— H(P) — L(P).

Dessa maneira, ha, pelo menos, 2"4(") sequéncias tipicas de comprimento n que passam
a pertencer a uma classe de equivaléncia devido as relagdes de dependéncia/independéncia.
Quando o grafo G é vazio, L(P) = 0 de forma que cada palavra s6 gera ela mesma como
classe. Quando o grafo GG nao é vazio, ha um menor ntimero de classes de intercambio,
possibilitando uma compressao maior do que a definida pela entropia de Shannon que
nao considera simbolos com ordem parcial. Quando o grafo G completo, como foi visto,

a entropia de intercambio é zero.

Corolario 3.1. Assumindo uma fonte discreta e sem memdria com distribuicao de pro-

babilidade sobre o conjunto de vértices V(G). Se G nao é um grafo vazio em V(G), entdo

H,(G, P) < H(P).

Savari [25] apresenta desigualdades e o Teorema 3.4 que permite o célculo exato da en-
tropia de intercambio para o caso dos grafos G que sdo k-partidos completos. Entretanto,
a entropia de intercambio é dificil de ser determinada para grafos mais gerais. Além disso,
foi encontrada uma contradi¢ao no Teorema 3.3, quando aplicado diretamente. Parece
haver algum problema ou falta de informagoes em seu enunciado. Segundo esse teorema

e sabendo que 7(n) = |B,|, é esperado que

—log:f(”) < H,(G, P). (3.12)

lim sup
n—oo

Como exemplo, seja o polindbmio de dependéncia do grafo GG, complemento do grafo

apresentado na Fig. 3.2 do Exemplo 3.2, dado por
D(G,z)=1—3z+ 127

e a funcao geradora sera
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1 1 > 3
= = Un| 3 n7
D(G,2) 1-3z+ 122 nz_o (2)2

em que U, (-) é o polinémio de Chebyshev. Desse modo, o nimero de classes de inter-

re(n) = U, <;>

log(Un (3))

cambio de tamanho n sera

1
lim sup OgT—G(n) = lim sup
n—oo n n—oo

= 1,3884 bit.
Desta forma, o Teorema 3.3 nao se verifica, pois

1,3884 bit > 1,27644 bit.

O mesmo foi observado quando a entropia foi calculada considerando outros grafos de

nao-comutatividade que preenchem os requisitos do Teorema 3.3.

3.3 Entropia de Comutatividade

O objetivo desta secao é apresentar uma definicao de entropia para alfabetos com
ordem parcial que supere os problemas observados nas definicbes anteriores. A principal
condicao para isso é que seja possivel atribuir uma probabilidade as sequéncias e, por con-

sequéncia, também as classes de equivaléncia de forma a permitir diferentes distribuigoes
de probabilidade.

Para definir adequadamente uma medida de probabilidade as classes de equivaléncia,

é necessario, primeiramente, definir uma fonte parcialmente comutativa.

Definigao 3.5 (Fonte parcialmente comutativa). Seja um alfabeto finito ¥ e um grafo
de comutatividade G. Uma fonte parcialmente comutativa, representada por S(G,Pr), é
aquela que pares de simbolos representados nas arestas de G comutam (i.e., se ab =¢ ba,
entdo ab e ba representam a mesma mensagem). Além disso, os simbolos sao emitidos de

acordo com a distribuicao Pr.

Desta forma, uma fonte parcialmente comutativa pode emitir até 7¢(n) mensagens
distintas com comprimento n. Além disso, é possivel definir a probabilidade de uma fonte
parcialmente comutativa emitir uma mensagem m. Como todas as sequéncias de uma
mesma classe sao equivalentes, entao a probabilidade da mensagem seré igual a soma das

probabilidades.
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Definigao 3.6 (Probabilidade de mensagens). A probabilidade de uma fonte parcialmente
comutativa S(G,Pr) sem memdria emitir uma mensagem u corresponde ao envio de um

elemento da classe Eg(u), assim

Pr(és(u) = > Pr(v) = |E(u)| - Pr(u). (3.13)

veEg(u)

Tendo definido a probabilidade de uma classe de equivaléncia, pode-se partir para a

defini¢ao proposta para a entropia de comutatividade.

Definigao 3.7 (Entropia de Comutatividade). Para uma fonte parcialmente comutativa

S(G,Pr), a entropia é definida como:

H(G,Pr) = — lim Z n~' Pr(Eq(u))log (Pr(Ex(u))) (3.14)

n—o0

Eq(u)C M (X,G)

Para uma fonte parcialmente comutativa sem memoria, (3.14) pode ser reescrita como:

H(G,Pr)=—lim Y n'[&(u)|-Pr(u)log (|€(u)| - Pr(u)). (3.15)
e ueMn(3,G)

Nesta secao s6 serao consideradas fontes sem memoria. Usando o fato de que para

uma sequéncia u, |u] = n do tipo @ (ver Apéndice C), sua probabilidade s6 depende do

seu tipo e é dada por

Pr(u) = 27 "H@) (3.16)

em que H(Q) é a entropia de Shannon considerando o tipo de u, ou seja, da frequéncia

relativa dos simbolos de ¥ presentes em u. Entao, tem-se

H(G,Pr)=—lim Y nl(u)]-2 " @log (|Es(u)] -2 "7@)  (3.17)

n—oo

ueMn(3,G)
. ()] —n
=-hm D o (oglfe(w)] +log 2 ) (3.18)
ueMn(Z,G)
. Ea(u)] [Ea(w)|
=—lm ) grloslEa(w) - g H(Q) (3.19)
ueMn(2,G)

Para um alfabeto totalmente comutativo, é esperado que a entropia de comutatividade

seja igual a zero. Nesse caso, o nimero de elementos de cada classe seré igual a [Eg(u)| =
onH(Q) o
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. € ()] ()]
H(G, Pr) = — lim >, ot 108 |€c()] = Sy H(Q) (3.20)
UEM™(S,G)
2nH(Q) = 2“H(Q)
o 2T peonH@ 2
=-lm ) g ls? IS (3:21)
ueMn(3,G)
_ L. oot
= — lim > —log2 — H(Q) (3.22)
ueMn(3,G)
, 1
= — lim > —nH(Q) - H(Q) =0. (3.23)
uEM”(S,G)

Para um alfabeto totalmente nao-comutativo, é esperado que a entropia de comuta-
tividade seja igual a entropia de Shannon. Nesse caso, o numero de elementos de cada
classe sera igual a |Eg(u)| = 1, pois ndo ha permutagoes permitidas, e, considerando uma,

distribui¢ao equiprovavel, Pr(o) = 1/|¥|,0 € X, tem-se

H(G,Pr) = — lim Z n~ ' Pr(€q(u))log (Pr(Ex(u))) (3.24)

" ey Mn (2,6)

= — lim Z n'Eq(u)| - Pr(u)log (|Eq(u)| - Pr(u)) (3.25)
n—oo

uexn

=— lim Y n~' Pr(u)log (Pr(u)) (3.26)

=—lim » n7' ! log ! (3.27)
M2 e R T

= — lim n'log |2 ™" (3.28)

= log |X|. (3.29)

Por fim, considerando que as classes de equivaléncia sejam equiprovaveis, é esperado
obter o limite superior para a entropia de comutatividade, que é igual a entropia topologica

do monoide de comutatividade. Nesse caso, tem-se que Pr(Eg(u)) = 1/7¢(n) e

H(G,Pr) = — lim > n7'Pr(&e(u)log (Pr(€c(u))) (3.30)

n—oo

Ea(u)C M (2,G)

P € ) .

Eq(u)C M (3,G)

1
= — lim n"'log ( ) (3.32)

= lim n 'log 7¢(n), (3.33)
n—oo
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que, por sua vez, é semelhante & definicao da entropia topologica.

A definicao de entropia apresentada parece possuir as propriedades esperadas para o
contexto de comutagao e ordem parcial. Mas, como é possivel observar em (3.15), o calculo
da entropia de comutatividade passa a depender do niimero de elementos de cada uma das
classes. Sabe-se que determinar o ntumero de elementos de uma classe de comprimento
n é um problema #P-completo (ver Teorema 2.3), o que ja ¢ um problema dificil. E
necessario determinar a qual classe de complexidade pertence o problema de definir o
nimero de elementos para classes de equivaléncia de comprimento n. Intuitivamente,

deve ser tao dificil quanto os problemas da classe #P-completo.

Ha a alternativa de estimar um limite superior para o ntimero de elementos de uma
classe, como no Teorema 2.5. Isso poderia ser utilizado em uma aproximagao do valor da
entropia de comutatividade, mas esse teorema garante os limitantes para uma sequéncia
individual. No maximo, seria possivel gerar as classes de um comprimento grande e

aproximar o valor da entropia. Talvez esse procedimento seja ttil em algumas aplicagoes.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo foi realizada uma revisao bibliografica acerca das entropias destinadas
aos alfabetos com ordem parcial. Foi observado que as defini¢oes anteriores de entropia
para esses tipos de alfabetos possuem limitacoes. A primeira analisada foi a entropia
topologica que nao assume distribuicoes de probabilidade. Foi observado que a entropia
topologica do monoide corresponde ao limite superior para uma entropia de comutati-
vidade. A segunda foi a entropia de tracos infinitos que é baseada em suposigdes que
limitam os casos de aplicacao. Ja a entropia de intercaAmbio, possui alguns problemas
de ordem prética, envolvendo as dificuldades de calcular a complexidade de Kolmogorov
que é nao-computéavel e algumas propriedades que contradizem o limite superior esperado

para a entropia.

Foi proposta uma nova definicao de entropia envolvendo alfabetos com ordem parcial,
a entropia de comutatividade. Essa nova definicao apresenta as propriedades esperadas
para uma entropia envolvendo alfabetos com ordem parcial, de forma que a entropia de
Shannon e a entropia topologica fazem parte de casos particulares da definicao. Outra
vantagem da definicao proposta é que ela permite o calculo numérico, apesar de ser
geralmente dificil calcular ja que envolve a contagem do ntimero de elementos de uma

classe que é um problema #P-completo.
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Capitulo 4

Algoritmos Para Compressao de

Sequéncias Parcialmente Comutativas

Neste capitulo serao apresentadas as principais técnicas voltadas para a compressao
de sequéncias definidas em alfabetos com ordem parcial. Serd apresentado também o
algoritmo de Lempel-Ziv (LZ78) e suas propriedades. Em seguida, sera apresentado o al-
goritmo que generaliza o LZ78 para alfabetos com ordem parcial, chamado de Lempel-Ziv
com ordem parcial (POLZ). Serao determinadas as principais desigualdades relacionadas
ao algoritmo proposto, bem como exemplos de utilizacao. Essas desigualdades exploram

os limitantes obtidos no Capitulo 2.

4.1 Introducao

Os métodos mais populares de compressao sao baseados em alfabetos com ordem
total |28, 29, 30, 31]. O mesmo pode ser observado em técnicas mais atuais de compres-
sao (31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. Essas abordagens sao mais apropriadas para com-
primir sequéncias associadas aos sistemas sequenciais. Entretanto, é notavel o aumento do
niamero de sistemas concorrentes (e.g., computadores, celulares, redes de computadores,
GPU). Em sistemas nos quais ha ordem parcial entre eventos, como nos concorrentes, téc-
nicas de compressao que levam em consideragao essa caracteristica sao mais apropriadas,

podendo levar a maiores taxas de compressao [25].

O problema de como realizar a compressao das palavras definidas em um alfabeto par-
cialmente comutativo foi apresentado primeiramente por Alur et al. [27]. Neste contexto,
esses autores propuseram quatro algoritmos para compressao sem perdas que consideram
esses alfabetos. O primeiro algoritmo usa o SEQUITUR como inspiragao e é um algoritmo
guloso. O segundo é um algoritmo off-line que substitui os pares mais frequentes em uma
sequéncia e cria uma gramética usando os pares como regras. Os pares podem ser depen-

dentes ou independentes. Os dois tltimos algoritmos utilizam o conceito de projegao para
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comprimir as sequéncias. Eles obtiveram resultados experimentais que indicam melhorias
na compressao. Apesar de fornecer resultados melhores que os algoritmos de compressao
de ordem total, os algoritmos de Alur et al. [27] ndo sd@o 6timos. Desta forma, nao é
garantido que alcancem a méaxima taxa de compressao, principalmente o que se baseia no

SEQUITUR, um algoritmo sub-6timo nesse sentido.

Savari [25] propos utilizar a forma normal de Foata (FNF) [5] seguida de um método
de compressao sem perdas. Na FNF, os simbolos que comutam sao agrupados em blocos
chamados de fatores de Foata. Esse agrupamento faz surgir padroes que favorecem o
processo de compressao. A ideia descrita por Savari é mapear uma sequéncia em sua
forma normal e substituir os fatores de Foata por elementos de um alfabeto, formando
um dicionario. Com isso, espera-se obter uma representagao mais compacta da sequéncia
original. Entretanto, Savari nao forneceu mais detalhes acerca da implementacao e nem

da eficiéncia desse esquema de compressao.

Reznik [40, 41] prop6s um método de codificagdo de conjuntos de palavras nao-
ordenados. Em outras palavras, ele abordou o problema da decodificagao de palavras
sem necessariamente estar na mesma ordem em que apareceram na sequéncia nao codifi-
cada. Ele usou uma representagao em arvore e uma arvore de busca digital (DST) para
comprimir o conjunto de palavras, mostrando que a abordagem requer log(m!) menos
bits do que uma abordagem de ordem total, na qual m é a cardinalidade do conjunto de
palavras. A principal limitac¢ao dos trabalhos de Reznik [40, 41| é que se aplicam somente
quando todos os simbolos podem comutar, sendo um caso particular da ordem parcial,

assim como a ordem total também o é.

Considerando os algoritmos sequenciais de compressao, a familia de algoritmos de
Lempel-Ziv (LZ) sdo baseados nos trabalhos de Lempel e Ziv [42, 28, 29]. Um desses
algoritmos é o apresentado por Lempel e Ziv em 1978 [29], também conhecido como LZ78.
Esse algoritmo foi utilizado como base para desenvolver um método de compressao para
alfabetos com ordem parcial. Desta forma, a proxima secao descreve o LZ78 e algumas

das suas propriedades.

4.2 Algoritmo de Lempel-Ziv

O LZ78 é um algoritmo de compressao sem perdas que, deterministicamente, gera um
dicionario a partir de uma sequéncia de entrada [29]. A compressdao é obtida por meio
da decomposigdo dessa sequéncia em frases (subsequéncias) e codificando-as. As frases
sao as menores sub-sequéncias ainda nao observadas ao percorrer a sequéncia da esquerda

para a direita.

Seja Y um alfabeto com ordem total. Uma sequéncia S € ¥" é decomposta em m

frases, tais como S = 51,59,...,5,. O dicionario é formado por m tuplas da forma
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(p,0) e cada uma delas codifica uma frase S;,i € [1,m]. A codificagdo de uma frase
S; é obtida sabendo que S; é composta de uma frase S, observada anteriormente (i.e.,
i > p) concatenada com um elemento o € ¥, ou ainda S; = S,0. A complexidade de uma

sequéncia S é entao definida como o ntimero de frases C'(S) = m em que ela é decomposta.

Considere a sequéncia S = abbabbbaababaa como um exemplo. Assim, S serd decom-
posta em S = a,b,ba,bb,ab,bba,aba,baa, tendo por complexidade C(S) = 8. O dicionario
obtido de S é formado pelas tuplas apresentadas na Tabela 4.1. Para poder definir
tuplas como (0,0) e facilitar a decodificagao dos dicionérios, define-se Sy = €, a pala-
vra vazia como a primeira frase observada. Desta forma, a tupla (0,a) codifica a frase

S1 = Spa = ea = a.

) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
S; € a b ba bb ab | bba | aba | baa

(p,0)| (0, a)|(0,0)[(2, a)|(2, b)|(L, b)|(4, a)|(5, a)|(3, a)

Tabela 4.1 — Dicionario obtido para a sequéncia S = abbabbbaababaa.

Lempel e Ziv [42] encontraram um limite superior para o valor de complexidade de
qualquer sequéncia de comprimento n definido em um alfabeto Y. Este limite superior é

indicado em Teorema 4.1.

Teorema 4.1. Limite Superior para a complexidade de LZ78 [42, p.77] Para todas as

sequéncias S € X" a = |X|,

n
< 4.1
C8) < (1 —e¢,)log,n (4.1)
em que
o 21 + log,, log,, (an) (4.2)

log,,(n)

No Teorema 4.2 é demonstrado que o LZ78 é assintoticamente 6timo. Em outras
palavras, a taxa de compressao do LZ78 se aproxima da taxa de entropia da fonte a

medida que o comprimento da sequéncia aumenta.

Teorema 4.2. [43, p.455] Seja {0;}>, um processo estocdstico estaciondrio e ergddico.
Seja (09,01, ...,0,-1) 0 comprimento de uma palavra-cédigo do LZ78 associada com a

sequéncia 0y, 01, ...,0,_1. Entao,

1
limsup —l(0g, 01, ...,0,-1) < H(X) (4.3)
n

n—oo

com probabilidade 1, em que H(X) = lim n™'H(og,01,...,0,_1) € a taza de entropia do
n—oo

processo.

A taxa H(X) pode ser interpretada como uma medida da quantidade de informagao

média obtida quando ha uma nova frase na sequéncia.
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4.3 Lempel-Ziv com ordem Parcial

O algoritmo proposto consiste em dividir uma sequéncia de entrada S em frases,
S = 51,5, -+ ,5,, passando apenas uma vez em S. Cada frase S;;m > i > 1¢ a
menor frase observada até agora na sequéncia que é nao-coerente as frases anteriores,
Sj, 1> 7 > 1, de acordo com um grafo de comutatividade G. Estas frases sao codificadas

e armazenadas em um dicionario.

A cada nova frase observada na sequéncia de entrada S, é necessario verificar se ela
é congruente com qualquer frase presente no dicionario. Para verificar a congruéncia
entre duas frases, é necessario comparar suas projecoes nos vértices do grafo de nao-

comutatividade e o tipo de frases, como indicado no Teorema 2.1.

Para verificar se duas frases sao do mesmo tipo, pode-se usar um algoritmo de orde-
nacao lexicografica. Isso porque se duas frases forem do mesmo tipo, entao serao iguais
uma & outra quando ordenadas. Consequentemente, pode-se usar um algoritmo como o
quick-sort que possui uma complexidade temporal de O(m;logm;), onde |S;| = m; é o
comprimento da frase a ser ordenada. Realizar a projecao de uma frase S; de tamanho
m; requer uma complexidade temporal de O(m;|E|), em que |E| é o ntimero de arestas

do grafo de nao-comutatividade G.

O algoritmo proposto gera um dicionario que consiste de m tuplas da forma (p;, 0;).
Cada tupla codifica uma frase S; = 0q...0¢n,-1),1 € [1,m] de S, sendo o comprimento
de S; igual a |S;| = m;. As tuplas (p;,0;) sdo tais que Sj = 0q...0(m,—2) ¢ congruente a

uma frase observada anteriormente S,,, ou seja S; =g S,,. Além disso, 0; = 0(m,—1).

Como exemplo, seja um grafo de comutatividade G = (V, E) em que V = {a,b,c} e
ab =¢ ba. Agora supondo uma sequéncia de entrada S = abaacbaabe. O dicionario obtido
observando a sub-sequéncia abaacba é apresentado na Tabela 4.2. Para poder definir
tuplas como (0,0;) e facilitar a decodificacao dos dicionarios, assim como no dicionario
gerado pelo LZ78, define-se Sy = €, a palavra vazia como a primeira frase observada.

Desta forma, a tupla (0,a) codifica a frase S; = Spa = ea = a.

7 0 1 2 3 4 5
S; € a b aa c ba

(p,0) (0,a) [ (0,0) | (1,a) | (0,¢) | (2 a)

Tabela 4.2 — Representacao do dicionario gerado pelo algoritmo proposto observando a
sequéncia de entrada até abaacba.

Apos a geragao do dicionario para abaacba, o processo continua considerando o restante
da sequéncia, abc. A candidata a uma nova frase é a, que ja estd no dicionario. Desta
forma, a préoxima candidata é ab. Neste ponto, ab é congruente a S5 = ba. A proxima

candidata é, entao, abc. Nao ha nenhuma frase congruente a abc no dicionério e, portanto,
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S¢ = abc é a nova menor frase observada até agora na sequéncia. Para codificar Sg, usa-se
o fato de que S§ = ab é congruente a S;. Assim, pode-se concluir que pg = 5, 06 = ¢, €

Se ¢ codificada como (5, ¢).

Levando em consideracao a complexidade temporal da implementacao, o algoritmo
proposto utiliza um dicionério auxiliar que consiste em tuplas (¢;,7;). O termo t; corres-
ponde ao tipo da frase e é obtida ordenando S;. O termo 7; corresponde ao conjunto de
projegdes de S; nas arestas de G. Desta forma, duas tuplas (t;,7;) e (t;,7;) sdo iguais
se e, somente se, S; =¢ S;. Esse dicionario auxiliar serd utilizado para verificar se uma

candidata a nova frase é congruente a uma frase ja observada ou nao.

Utilizar apenas um dicionério, como no LZ78, implicaria em realizar as projecoes das
frases presentes nesse dicionario toda vez que fosse necessario verificar se uma frase é nova
ou nao. Assim, quando uma frase é nova, o algoritmo armazena no dicionario auxiliar seu

tipo e projecao. Isto lhe permite verificar em tempo linear se duas frases sao congruentes.

Assim, a partir de uma sequéncia S, o algoritmo proposto gera um dicionario onde
nao ha duas frases codificadas que sao congruentes, de acordo com um grafo G. A com-
plexidade C(S,G) da sequéncia S de acordo com um grafo G é o ntumero de frases nao-

congruentes no dicionario, de forma semelhante ao algoritmo LZ78.

Quando o grafo de nao-comutatividade for completo, a fatoragao em frases obtida pelo
algoritmo proposto é igual aquela obtida usando o LZ78. Assim, o algoritmo proposto
generaliza LZ78 para considerar sequéncias formadas por simbolos com uma ordem par-
cial. Portanto, o algoritmo proposto serd chamado de Lempel-Ziv (POLZ) com Ordem

Parcial.

O processo de decodificagao do POLZ é semelhante ao LZ78, mas produz uma sequén-
cia equivalente S, ao invés da sequéncia original S, ou ainda, S.; =¢ S. No procedimento
a seguir, descreve-se como obter a sequéncia equivalente Se,. Seja L uma lista chamada
de lista de decodificagao. A notagao L [i] representa i-ésimo elemento de L. Por defi-
ni¢ao, o primeiro elemento da lista L ¢ a palavra vazia e os indices da lista comegam a
partir do zero. A vista disso, L = [¢] ou L[0] = e. Além disso, novos elementos sem-
pre sao adicionados no final de L. A partir das tuplas (p;, 0;) do dicionario que codifica
as frases, reconstroi-se frases equivalentes a S; por meio da concatenagao S; = L [p;] o3,
i=1,...,C(G,S), e adiciona-se S; em L. Apoés a obtencao de todas as frases S;, a lista
de decodificacao sera L = [e, Sty ..., SC(QS)}. Como resultado, a sequéncia equivalente
Seq € formada por todas as frases de L concatenadas na mesma ordem que aparecem na

lista.

Como um exemplo, considera-se novamente o grafo de comutatividade G = (V| E) em
que V = {a,b,c} e ab =g ba. Para uma sequéncia de entrada igual a S = abaacbaabe, o

dicionéario codificado gerado pelo POLZ é apresentado na Tabela 4.3.
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i 1 2 3 4 5 6
(p,0) | (0,a) | (0,0) | (1,a) | (0,¢) | (2 0a)](5 ¢

Tabela 4.3 — Representagao do dicionario gerado para a sequéncia abaacbaabc.

A primeira tupla é (0, a), entdo S; = L [0]a = ea = a. Além disso, a é adicionado ao
final da lista de decodificagdo L. A segunda tupla é (0, b), entdo Sy = b e b é adicionado
a L. A terceira tupla é (1, a) e, entao S3 = L[1]a. Cabe notar que nesse ponto a lista
de decodificagao é L = [e,a,b]. Portanto, L[1] = a, S3 = aa e aa também ¢é adicionado
a L. Para as outras tuplas, o processo se repete, obtendo-se como resultado a lista
L = [e,a,b,aa,c,ba,bac]. Concatenando os elementos de L na mesma ordem, chega-se a

Seq = abaacbabac e, como esperado, S =¢ Seq, abaacbaabe = abaacbabac.

4.3.1 Implementacao do Algoritmo

O pseudocodigo da etapa de compressao do POLZ é apresentado no Algoritmo 2
e o pseudocodigo da etapa de descompressao é apresentado no Algoritmo 3. Para a
etapa de compressao, é necessaria a notacao de sub-sequéncia. Dada uma sequéncia
S = 0¢0y...0n-1, €m que 0; € ¥ e |S| = n, uma sub-sequéncia de S é denotada como

S[Zj] =0i0441...05-20;4_1, OSZS] Sn—l

Para exemplificar como POLZ funciona, considera-se, como exemplo, a sequéncia S =

abbabababababaa. Usando o LZ78, as frases serao
S = a,b,ba,bb,ab,bba,aba,baa (4.4)

e codificado de acordo com as tuplas da Tabela 4.1, entao a complexidade de S é C'(S) = 8.

Supondo agora um grafo de niao-comutatividade G = a — ¢ — b (ab =¢ ba), entdo as

frases de acordo com o POLZ serao

S = a,b,ba,bb,abb,baa,baba,a. (4.5)

O dicionério obtido utilizando o POLZ com a sequéncia S = abbabababababaa e o grafo

G é composto pelas tuplas apresentadas na Tabela 4.4.

Observa-se que até a quarta frase, as frases obtidas por ambos os algoritmos sao
iguais. Na quinta frase, entretanto, ab é congruente a ba. Portanto, a menor frase ainda
nao observada no caso do POLZ é abb. Desta forma, a complexidade de S usando a
POLZ é igual a C(G, S) = 7. Cabe lembrar que, se o grafo de ndo-comutatividade fosse

completo, as frases em ambos os algoritmos seriam iguais.

A partir do dicionério representado na Tabela 4.4, pode-se obter a lista de decodifi-
cagdo L = [a, b, ba, bb, bab, baa, baba, a]. Por consequéncia, a sequéncia decodificada sera
Seq = abbabbbabbaababaa e S., =¢ S.
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Algoritmo 2: Pseudocédigo da compressao usando o POLZ.

Entrada: Sequéncia S, Grafo de nao-comutatividade G
Saida: Dicionario D, Complexidade C(G, S) de S

1 Q <« 0;
2 D+ 0;
3 p<+0;
4 inc <+ 1;
5 1nd < 0;
6 C(G,S) < 0;
7 enquanto True faga
8 | seind+ inc>|S| entao
9 ‘ break;
10 fim
11 S; < Slind : ind + incl;
12 t; < S; ordenado usando quick-sort;
13 7; < projecoes de S; nas arestas de G;
14 se (t;, m;) ¢ @ entao
15 Q +— QU (t;,m);
16 0; < ultimo elemento de S;;
17 D <+ DU (p,0;);
18 C(G,S) + C(G,S) + 1;
19 nd < ind + inc;
20 e + 1;
21 p < 0;
22 senao
23 p < p tal que (ty,my) = (ti,m) e (ty, my) € Q;
24 e+ inc+ 1;
25 fim
26 fim

Algoritmo 3: Pseudocédigo da descompressao usando o POLZ.

© 0o N O A W N

=
o

Entrada: Dicionario D
Saida: Sequéncia S., =g S

Seq

< €

L= e];
14 1;
enquanto i < |D| faga

fim

Sp. = Lpil;
S = Sp,04;
L+ LU Si;
Seq < SeqSi;

141+ 1;
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i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
S; € a b ba bb abb baa baba a

(p,0) (0,a) | (0,0) ] (2,a) | (20)] 3,b) | (3,a)|(54)](0a)

Tabela 4.4 — Representacao do dicionario obtido na compressao usando POLZ.

4.3.2 Limitantes e Propriedades

Teorema 4.3. Seja 7¢(n) o numero de classes de equivaléncia de comprimento n relaci-

onado ao grafo de comutatividade G e uma funcao f(n) = af" tal que

1q(n) < f(n). (4.6)

FEssa notagao é equivalente a f(n) > 1g(n) para todo n > ng,ng € NT. Entdo, a

complexidade de qualquer sequéncia S € X" tem um limite superior dado por

- n
R logg(n) (1 — €n)’

C(G, S) (4.7)

em que

_ logg(a) + 3 +logg(logg(n)) _

n = logs(n) (48)

Demonstragao. Seja 7¢(n) o namero de classes equivalentes de comprimento n de acordo
com o grafo de comutatividade G e 7¢(n) < «af™. Além disso, seja n; a soma dos
comprimentos de todas as frases nao-congruentes de comprimento menor ou igual a k,

entao

k k
ng = ZiTg(i) < Ziaﬁi
i=1 i=1
af i 1 1
= k — . 4.9
i ( (e 52) ) )
Consequentemente, uma sequéncia S € X" de comprimento n = ny tem, no méaximo,
k k of
_ : i _ k

Nk_;rg(z)<;aﬁ _B_l(ﬁ —-1) (4.10)

frases nao-congruentes.
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Pela definicao de complexidade de uma sequéncia e considerando um grafo de comu-
tatividade G, entdao C(G,S) < Ny +1e

C(G,S)gNk+1<ﬂa_ﬁl(ﬁ’“—1)+1
af
<—ﬁ_16
N N
< . )
<k—ﬁ_k—1 (4.11)

Se ny, < n < ngyq1, pode-se expressar n como n = ny; + Ag. A parcela A ¢ menor que
(k+1)aB*¥*! e nao causa o aumento do ntimero de palavras nao-congruentes por mais de
A/ (k + 1), portanto

Uz Ay, ng + Ay n
< = . 4.12
COS) S T3 s k=1 k-1 (4.12)
Sabendo que
ko
n>n, = -1 B (Bkk—ﬁﬁ 1)>5k, (4.13)
entao,
k <logg(n). (4.14)
Além disso, tem-se que
a k+2 k,+ 1 k+1 + 1
n<ng = ﬁﬂ£1 ) —fﬁ_l)z < a2 (k+1), (4.15)
portanto,
k <logg(n) < logg(nri1) <logg(a) +k + 2+ logg(k + 1). (4.16)
Desta forma, obtém-se que
k —1>logg(n) —logg(a) — 3 —logg(k + 1)
> logg(n) — logg(a) — 3 —logs(1 + logs(n n))
> logﬁ(n) logﬁ(a logﬁ(logﬁ( n))
~ log,(n ( logﬁ ) + 3 4 logg(logs(n)) ))
108;5( )
= logg(n) (1 —€,). (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.12), tem-se como resultado
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C(G,S) < o, (n)% — (4.18)

logg(a)+3+logg(logg(n)) ]
log () ’

em que €, =

Teorema 4.4. Dada uma sequéncia S € X" e um grafo de comutatividade G, entao

(G, S) < C(S), (4.19)

e a igualdade € obtida quando G é um grafo vazio (|E| =0).

Demonstracao. A soma dos comprimentos de todas as sequéncias distintas de compri-
mento menor ou igual a k é ni = Y 7, i¢’. O maior ntimero C(S) de frases distintas

considerando estas sequéncias é dado por C'(S) < Zle q.

Agora considera-se um alfabeto g-ario parcialmente comutativo associado a um grafo
de comutatividade (G. Neste caso, a soma dos comprimentos de todas as sequéncias
distintas que tém comprimento menor ou igual a k é dada por n}, = 3% it¢(i) < ny.

Sabe-se que 7¢(i) < ¢' e que a igualdade é alcangada quando G = (V, E) é um grafo
vazio, i.e., |FE| = 0. Desta forma, o nimero maximo de frases ndo-congruentes torna-se

C(G,8) <8 7a(i) < C(9). O

Corolario 4.1. Se um grafo de comutatividade G é um grafo nao-vazio, entao

C(G,S) < C(S), (4.20)

Demonstracao. Segue imediatamente de Teorema 4.4. O

Teorema 4.5. O POLZ ¢ assintoticamente dtimo.

Demonstragao. Para um processo estacionario e ergodico {o;}>°,_, pelo Teorema 4.2, sabe-

se

1
thUp —Z(O'[),O'l,...,O'n,l) < H(E) (421)
n

n—oQ

com probabilidade 1 quando se trata de um alfabeto » com ordem total, onde
l(09,01,...,0,_1) € 0 comprimento da palavra codigo gerado pelo LZ78 associada a

sequéncia S = 09,01,...,0,_1 € H(X) é a taxa de entropia do processo.

Como l(xg, z1,...,2,_1) =n *C(S)(log C(S) + 1), entdao pode-se escrever

limn sup C(S)(logC(S)+1)

Nn—00 n

< H(%), (4.22)
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como apresentado em [43].
Considerando agora um grafo de comutatividade GG, ao utilizar Teorema 4.4, obtém-se

i sup C(G 5108 (G, 8) + 1)

n—00 n

< H(), (4.23)

0 que prova o teorema. O

Nota-se que para um grafo de comutatividade vazio G = (V, E), (4.22) se torna igual
a (4.23). Consequentemente, a taxa de compressao da POLZ ¢ tao boa quanto a da LZ78

e melhor conforme o nivel de concorréncia aumenta.

4.3.3 Aplicacoes

Para exemplificar algumas das possiveis aplicacoes do POLZ, sao apresentados quatro
exemplos envolvendo ordem parcial, onde o POLZ sempre oferece maior compressao do
que a LZ78. O primeiro exemplo diz respeito a compressao de uma sequéncia de coman-
dos dada a um rob6. Neste caso, todos os simbolos dos comandos comutam entre si. No
segundo exemplo, considera-se o robo do primeiro exemplo, com algumas restri¢coes na co-
mutatividade entre os comandos. No terceiro exemplo, utiliza-se o POLZ para comprimir
sequéncias de operagoes realizadas em caixas eletronicos que operam independentemente.
No ultimo exemplo, é modelado um sistema em tempo real (RTS) que apresenta uma
dependéncia entre tarefas. Para aplicar o POLZ, obtém-se o grafo de comutatividade do
sistema, sendo possivel aplicar o POLZ para comprimir as sequéncias de tarefas realizadas

pelo sistema.

Comandos para Robos

Um robd move-se em um plano cartesiano bidimensional e recebe uma sequéncia de
comandos que definem sua trajetéria de um ponto A para um ponto B. Sendo seu ponto
inicial (x,y), os comandos podem ser

e n: incrementa em um sua coordenada no eixo y;

e s: decrementa em um sua coordenada no eixo y;

e ¢: incrementa em um sua coordenada no eixo x;

e w: decrementa em um sua coordenada no eixo x.

A representacao gréafica dos comandos é apresentada na Fig. 4.1a. Apds alguma expe-

rimentacgao, é possivel observar que a ordem dos comandos em uma determinada sequéncia
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nao modifica o comportamento do robé ir do ponto A ao ponto B. Em termos de co-
mutatividade, pode-se representar as relagoes como nw =g, wn, en =g, ne, ne =g, €n,
se =g, €s, ns =g, sn, we =g, ew. Consequentemente, o grafo de nao-comutatividade

serad vazio, como apresentado na Fig. 4.1b.

(%, y+1)

§
n

ety w e it y)

s X,y)

Y

(x, y-1) _

(a) Representagao dos comandos.

Figura 4.1 — Grafo de nao-comutatividade dos comandos.

Como um exemplo, seja S = nseww uma sequéncia de comandos. Como G é um grafo
vazio, todas as (1 151 2) = 60 permutacoes de S sao congruentes. Todas essas sequéncias
descrevem trajetorias partindo do ponto inicial A = (0,0) e chegando ao ponto B = (—1,0).

Algumas dessas sequéncias sao representadas graficamente na Fig. 4.2.

\ L] L] ] \
B L B ¢q B B B
\ \ A A A \ A \ A\ |

nseww nwsew nwswe nwesw nwwse nwwes senww Sewwn swnew

B B B B B
\ ! ! \

swnwe swenw swwne enwsw enwws eswnw eswwn cwswn wnesw

St e B B

wnwse wsenw wsewn wswne wenws wwnes

Figura 4.2 — Algumas sequéncias congruentes a S = nseww de acordo com o grafo G.

A partir do grafo de comutatividade G, é possivel determinar o polinomio de depen-
déncia de acordo com a Definigao 2.4. Para G, que é um grafo completo, tem-se que ¢y =
1, ¢; = 4 (ntmero de vértices), co = 6 (ntmero de arestas), ¢ = 4 (ntumero de triangulos)
e ¢y = 1. Desta forma, o polinémio de dependéncia é D(Gy,z) = 1 — 4z + 622 — 423 + 124

e a fun¢ao geradora do monoide seré

1 1
D(G1,2) 1 —4z+622 —423 + 124
1 1
CENEE > g+ Dn+2)(n+3)2" (4.24)

n=0
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Na expressao (4.24), ¢(n+ 1)(n + 2)(n + 3) representa o nimero exato de classes de
comprimento n. Como a multiplicidade da menor raiz é 4, entdo, usando (2.17) para

determinar uma aproximacao assintotica, obtém-se

1(_1>4 —1)1n
7e, (n) ~ m"“ e (4.25)
1
= 6713. (4.26)

Desta forma, o nimero de classes de equivaléncia de comprimento n pode ser apro-

: 1,3
ximado por 7g,(n) ~ §n

limites para as complexidades C'(G1,S), é necessario encontrar uma fun¢ao f(n) = af"”

. Para poder utilizar o Teorema 4.3, a fim de determinar os

tal que 7¢(n) < f(n). Qualquer fungao f(n) = 4", com 3 > 1 preenche as especificagoes,
mas o ng, tal que 7g(ng) < f(ng), € maior conforme /3 se aproxima de 1. Outro fator que
ajuda a escolher f(n) é considerar que, para o caso com ordem total, o ntimero de classes
seria 4. A vista disso, pode-se escolher um f(n) que possui um 3 < 4 e ja se obtém um

limitante mais justo do que a complexidade do LZ78.

Para avaliar o desempenho do POLZ, foram geradas sequéncias aleatorias de comandos
de comprimento [ e suas complexidades foram verificadas. Levando em consideracao as
sequéncias de eventos geradas nesse exemplo, a fungao escolhida foi f(n) = 1-2", de
forma que f(n) > 7¢,(n), para n > 7. As complexidades obtidas para o POLZ e LZ78
sao apresentadas no gréafico da Fig. 4.3. Na mesma figura também sao apresentados os
limitantes superiores das complexidades para os dois algoritmos. Para a geragao das

sequéncias, os comandos foram tratados como varidveis independentes e identicamente

distribuidas (iid).

== LZ78
30000 POLZ o |

~¢ Lim. Sup. LZ78 ‘
A Lim. Sup. POLZ '

5 -

<

~ 20000 |- i s

o

g

o

O 10000 .

100000

Figura 4.3 — Complexidade de sequéncias aleatérias de comandos.
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Pode-se observar na Fig. 4.3 que a utilizacao do POLZ fornece uma complexidade
menor que a metade da complexidade obtida usando o LZ78 quando as sequéncias passam
do comprimento 15000. Portanto, a utilizacao do POLZ para comprimir sequéncias dos
comandos leva a menores espacos de armazenamento de comandos quando comparado
com o LZT78.

Comandos para Robos com Restrigao

Este exemplo utiliza o mesmo robé apresentado na Secao 4.3.3. Supondo agora que
se queira evitar que este rob6 aja de certa forma, envolvendo a comutacao de n a s e de

w a e, gerando o grafo de ndo-comutatividade G, representado na Fig. 4.4.

Figura 4.4 — Grafo de nao-comutatividade Gs.

Se a sequéncia de comandos é S = snwwe, entao sequéncias equivalentes a .S devem
ter os mesmos tipos e as mesmas projecdes que S nas arestas de Gy. As projecoes de
S nas arestas de Gy s80 7y, 5)(S) = sn e e (S) = wwe. Desta forma, em todas
as sequéncias equivalentes a S, s sempre ocorrerd antes de n e dois w ocorrerao antes
de e. Consequentemente, as sequéncias equivalentes a S de acordo com G5 sao snwwe,
swnwe, SWwne, SWWnen, wsnwe, WSWne, wswen, wwsne, wwsen, wwesn, representadas

graficamente na Fig. 4.5.

\
B u B
A [ B#' A A A A A

snwwe swnwe swwne swwen wsnwe wswne wswen wwsne wwsen
\
B,

wwesn

Figura 4.5 — Todas as sequéncias congruentes a S = snwwe de acordo com GS.

O polindémio de dependéncia do grafo Gy ¢ D(G, 2) = 1 — 4z + 42? a fungao geradora

do monoide seré
1 1 B (1/4)

D(Ga,z) 1—4z+422 (2—05)2

(4.27)

A menor raiz real de D(Ga, z) tem multiplicidade 2, sendo similar ao caso de (2.11),

sendo possivel obter
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1 C 1 n+1 n+2_n
e (1) (1)

(n+1)2"2". (4.28)

SRR

I
=)

n

A partir de 4.28, conclui-se que o nimero de classes de equivaléncia é 7g,(n) = (n +
1)2". Para aplicar o Teorema 4.3, novamente é necessério determinar uma fungao f(n)
tal que

(n+1)2" < f(n), (4.29)

a fim de obter os limitantes superiores para as complexidades C'(G, S) das sequéncias S.

Nesse caso, foi selecionado f(n) = 2.1, que é maior que 7¢,(n) para n > nyg = 94,
satisfazendo (4.29). Como 7¢,(n) < f(n) e f(n) = af™ = 1-2.1", agora pode-se aplicar

o Teorema 4.3.

Sequéncias aleatorias de comandos foram geradas sob as mesmas condi¢oes que a se¢ao
4.3.3 para calcular as complexidades dessas sequéncias. As complexidades obtidas e seus

limitantes sao apresentados na Fig. 4.6.

Como G5 tem dois pares de comandos que nao comutam, espera-se que a complexidade
das sequéncias para este caso de acordo com o algoritmo POLZ (Upper POLZ) seja maior

que o caso sem restrigoes, representado por Gy, ou seja, C(G1,S) < C(Gs, S).

—0— LZ78
30000 POLZ L

- Lim. Sup. LZ78 Lot
- Lim. Sup. POLZ Y

5 o

<

= 20000 |- L .

o

g

o

O 10000 s

e

100000

Figura 4.6 — Complexidade de sequéncias de comandos com restrigao de comutatividade.

No entanto, C(G2,S) é menor do que a complexidade C(S). Se o grafo G, fosse
completo, entdo C'(Go, S) = C(S). Os valores e limite superior para C'(S) sdo os mesmos

do exemplo apresentado na Secao 4.3.3. O limite superior de acordo com o Teorema 4.1
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¢ justo, devido a escolha de f(n), mas ¢ um limite valido para todo o comprimento [ das

sequéncias desde que a condig¢ao de (4.29) seja satisfeita.

Transagoes em Caixas Eletronicos

Nesse exemplo, sera necessario definir um modelo simples de caixa eletrénico (CE).
Seja um conjunto de caixas eletronicos (CE) que operam em diferentes locais da cidade.
Em cada i-ésimo CE, o usuario pode realizar as operagoes deposito (D;), saque (W) e
checagem de saldo bancério (C;). Além disso, o i-ésimo CE pode realizar internamente
as operagoes de adicionar valor ao saldo bancério (A4;), subtrair um valor do saldo ban-

cario (.5;), e solicitar saldo bancario (R;) para o servidor.

Quando o usuério no i-ésimo CE deposita (D;) uma quantia, o CE faz uma con-
sulta (R;) e depois adiciona (A;) a quantia inserida pelo usuario ao saldo. Desta forma,
a operacgao completa de depdsito gera a sequéncia de comandos D;R;A;. Ao verificar o
saldo (C}), o CE consulta o valor (R;), entao a operagao completa gera a sequéncia de co-
mando C;R;. Para fazer um saque (W;), o CE faz uma consulta (R;) e depois subtrai (S;)
o valor informado pelo usuario do saldo, tendo a sequéncia W;R;S;. O comportamento

do CE descrito pode ser representado pela maquina de estado finito (FSM) da Fig. 4.7.

Figura 4.7 — Maquina de estados finitos representando um CE.

Nenhuma das operacoes realizadas no mesmo caixa eletronico pode ter suas ordens
trocadas. Como mostrado na Fig. 4.8, h4 uma dependéncia entre a ordem das operacoes
de execucao. Ignorar estas dependéncias leva a erros no saldo bancario do usuério. Assim,
o grafo de nao-comutatividade de cada caixa eletronico tem as operagoes como vértices.

Além disso, é um grafo completo, como apresentado na Fig. 4.8.

Ci

S

Figura 4.8 — Grafo de nao-comutatividade G; do i-ésimo CE.
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O conjunto de CE possuem k caixas e cada CE tem um usuério ou nao, realizando
operagoes. Além disso, um CE realiza apenas uma operagao de cada vez. Como exemplo,
seja k = 3. Uma das sequéncias possiveis € DoWiRyDsAgR1S1 Ry A, representada na
Tabela 4.5. A troca da posigao das operagoes do mesmo caixa eletronico produz resultados
indesejados. A troca de posicoes entre operacoes de diferentes caixas eletronicos produz o

mesmo resultado final, levando a outras representacoes da execucao de operacoes paralelas.

CE. Trago
“I1Dg W1 Rg Dy Ag R1 S1 Ry As
0 (Do Ry Ao
1 Wl Rl Sl
2 DQ R2 AQ

Tabela 4.5 — Exemplo de sequéncia gerada considerando um conjunto com k = 3 CE.

Seja G o grafo de comutatividade do sistema formado por k& CE. Este grafo sera
um k-partido, em que cada particao é o grafo de comutatividade G; relacionado ao i-
ésimo CE. Consequentemente, Gog é um grafo k-partido equilibrado com k|| vértices e

o numero de classes equivalentes é dado por

raestm) = (") s (4.30

Assumindo que cada usuario no caixa eletronico i-th, ¢ = 0,...,m — 1, realiza as
operacoes D;, W; e C; com igual probabilidade. Além disso, enquanto as operagoes sao
realizadas em alguns CE, outros podem estar sem um usuario. O caso do CE estar
sem um usudario é representado pela operagao € e é considerado uma operagao completa.
Assim, suponha que Pr(W;) = Pr(D;) = Pr(C;) = P(e) = 1/4. Simulando a execucao de
operagoes completas em k = 10 CE em paralelo, foram obtidas sequéncias de operagoes
de comprimento [. Os nimeros considerados de operacoes completas em cada CE foram
iguais a 10, 500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, e 8000. As complexidades

obtidas para essas sequéncias sao apresentadas na Fig. 4.9.

Cabe observar que se k = 1, entao os valores de complexidade obtidos usando POLZ
e LZ78 seriam iguais. A partir do Corolario 4.1, segue que para qualquer k£ > 1, h4 uma

reducao na complexidade e ganhos na compressao quando se usa POLZ.

Sistema em Tempo Real

A anélise da dinamica de execucao de programas concorrentes € dificil, por isso os
registros (logs) de execugao desses programas sao utilizados para esse fim. Estes regis-
tros sao grandes; consequentemente, é mais conveniente comprimir os arquivos para o

armazenamento [44, 45|.
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—-— L7Z78
60000 POLZ =

40000 |- N

Complexidade

20000

| | |
0 50000 100000 170000
[

Figura 4.9 — Complexidade de sequéncia aleatorias de operacoes em 10 CE.

Como ultimo exemplo, é considerado um sistema em tempo real modelado pelo grafo
de precedéncia mostrado na Fig. 4.10. O grafo de precedéncia é um grafo orientado no
qual cada vértice representa uma tarefa executada pelo sistema. Desta forma, se ha uma
aresta partindo do vértice T; e chega em T}, diz-se que a tarefa T; precede T} ou que Tj
depende de T;. O sistema representado na Fig. 4.10 consiste em 9 tarefas representadas
por T a Ty, formando o alfabeto ¥ = {T},...,Ty}. As tarefas T, T5,T7, Ty nao dependem

de nenhuma outra tarefa.

Figura 4.10 — Grafo de precedéncia do sistema.

Na Fig. 4.11 é mostrado como as tarefas do sistema podem ser executadas utilizando
dois processadores independentes. Duas tarefas que nao dependem uma da outra podem
ser completadas em paralelo, enquanto que duas que tém dependéncia nao podem. Este

comportamento pode ser representado por uma relagao comutativa parcial.

Para obter o grafo de nao-comutatividade do sistema, pode-se observar que sequéncias
que representam execucoes das tarefas sempre conterao sub-sequéncias da forma uwT;vT;w
em que T; — Tj. Além disso, u, v, w sao sub-sequéncias possivelmente vazias que repre-

sentam execucoes permitidas de tarefas. Como a ordem de 7; e T; nao pode ser trocada,
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pil To | |T1]|| 7>

po| 5 |T7|Ts| Ts

Figura 4.11 — Exemplo de execucao das tarefas do sistema usando dois processadores.

entao, existe dependéncia e, no grafo de nao-comutatividade, 7T; e T sao conectados
por uma aresta. De forma geral, para cada cadeia T; — T; — --- — 1} no grafo de
precedéncia, todos os elementos da cadeia serao conectados por uma aresta no grafo de
nao-comutatividade, formando um clique. Analisando o grafo de precedéncia do sistema
desse exemplo, as cadeias sao Ty — Ty — Ty — Ty, Ts — Ty — T3 — Ty, Ts — Tg,
T; — Ty, T; — Tg. A partir disso, é possivel obter o grafo de nao-comutatividade do

sistema, apresentado na Fig. 4.12.

T

15 T

Figura 4.12 — Grafo de ndo-comutatividade Gs.

A partir do grafo de nao-comutatividade, pode-se usar POLZ e obter os limites para

a complexidade das sequéncias, como nos casos anteriores.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, foram apresentadas as principais abordagens destinadas a compressao
de sequéncias definidas em alfabetos com ordem parcial. A partir dessa apresentacao, foi
possivel concluir que técnicas disponiveis para esse fim nao sao 6timas ou sao limitadas
a casos particulares da ordem parcial. Desse modo, foi apresentado um novo algoritmo
para compressao de sequéncias com ordem parcial, chamado de Lempel-Ziv com ordem
parcial (POLZ). Também foram desenvolvidos limitantes para a complexidade de sequén-
cias usando esse novo algoritmo, sendo possivel demonstrar que ele é 6timo. Por fim,
foram apresentados exemplos de aplicagoes para evidenciar o ganho na compressao ao se
considerar a ordem parcial presente na natureza dos sistemas considerados. No préximo
capitulo serao apresentadas as conclusoes obtidas nessa dissertagao e serao discutidas as

possibilidades de trabalhos futuros.
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Capitulo 5

Conclusoes

Na presente dissertacao, foram apresentadas novas técnicas de enumeracao e medida
de informacao que consideram alfabetos com ordem parcial. Essas técnicas visam aplica-
¢Oes em sistemas que podem ser modelados com esses alfabetos, principalmente sistemas

concorrentes.

Foram apresentadas as defini¢coes necesséarias a compreensao da dissertacao. Dentre
essas defini¢oes, foram apresentados temas como teoria da informagao e complexidade de
algoritmos. Também foram apresentados conceitos como monoides de comutatividade e
pilha de pecas que sao formas de formalizar o tratamento de alfabetos parcialmente com

ordem parcial.

Por meio da revisao bibliografica, foi possivel observar que existem poucas técnicas e
algoritmos voltados para alfabetos com ordem parcial. Dentre as medidas de informagao
encontradas na bibliografia, ou elas sao dificeis de serem determinadas ou se referem a
casos particulares. Entretanto, essas técnicas mostram o potencial de considerar a ordem

parcial ao invés de ordem total.

Como resultados, foi apresentado um método de estimacao do ntmero de classes de
equivaléncia de um monoide de comutatividade, sendo possivel obter uma expressao sim-
ples e assintoticamente equivalente & original. Esse resultado foi utilizado para obter
limitantes para o ntumero de classes de equivaléncia considerando uma familia de grafos
com |V| vértices e |E| arestas. Isso foi realizado como uma forma de contornar o pro-
blema de contar cliques que, por sua vez, sao usados na estimacao do niimero de classes de

equivaléncia. Isso permite obter limitantes titeis em analises de algoritmos, por exemplo.

Foi proposta, também, uma nova definicao para entropia de alfabetos com ordem
parcial, chamada de entropia de comutatividade. Essa definicao apresenta as caracteris-
ticas esperadas para uma entropia para tais alfabetos e possibilita superar as principais
limitagoes das defini¢oes apresentadas anteriormente na literatura, como nao ser somente

aplicada a casos particulares e nem ser baseada em uma grandeza nao computavel. Foi



Capitulo 5. Conclusées 7

demonstrado que determinar o valor da entropia de comutatividade, envolve um problema
de natureza pelo menos de complexidade #P-completo. Entretanto, é possivel estimar o
valor dessa entropia utilizando algoritmos de contagem do niimero de elementos de classes

de equivaléncia.

Como tultimo resultado, foi apresentado um novo algoritmo para a compressao de
sequéncias definidas em um alfabeto com ordem parcial. Técnicas desenvolvidas, também
nessa dissertacao, foram aplicadas para provar que o algoritmo é 6timo. As aplica¢oes do
algoritmo em exemplos de sistemas demonstram o ganho na compressao ao considerar a

natureza de ordem parcial dos processos.

Os resultados obtidos indicam que ha ganhos em considerar a ordem parcial entre
simbolos e medidas de informacao podem ser tteis na analise de sistemas caracterizados
por esse tipo de ordem. Medidas de informagao que consideram ordem parcial terao o
mesmo papel da entropia de Shannon na determinacao de limitantes para a compressao

e em problemas de contagem.

5.1 Trabalhos Futuros

A pesquisa sobre entropia de alfabetos parcialmente comutativos é uma area relativa-
mente recente e existem topicos que nao foram totalmente exploradas e alguns que ainda
nao possuem solucao. Algumas dessas questoes em aberto sao propostas como trabalhos

futuros, das quais:
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e Determinar a classe de complexidade da determinacao da entropia de

comutatividade

Sabe que, dado uma palavra, determinar o nimero de elementos de sua classe é um
problema #P-completo. Para determinar a entropia de comutatividade, é necessario
saber o nimero de elementos de todas as classes de comprimento n. Saber a qual
classe de complexidade esse problema pertence vai ajudar a direcionar abordagens

de como calcular a entropia de comutatividade.

e Obter uma estimacao para o nimero de elementos de uma classe de

equivaléncia de comprimento n

Foi visto que, dado um elemento, é possivel estimar o ntiimero de elementos de sua
classe. Essa estimacao pode ser utilizada para aproximar a entropia de comutativi-
dade, mas seria necessario gerar palavras de comprimentos grandes, tornando com-
putacionalmente inviavel. Uma alternativa para estimar a entropia de intercambio,
entao, é obter estimacoes para o nimero de elementos das classes de comprimento

n.

e Provar se a taxa de compressao do POLZ é igual a entropia de comuta-
tividade

Nessa dissertacao, foi demonstrado que a taxa de compressao obtida pelo POLZ é
menor ou igual a taxa de entropia de Shannon. Entretanto, nao foi demonstrado
quantos bits de informacao a menos sao necessarios para representar as sequéncias
comprimidas. Seguindo a relagao do LZ78 com a entropia de Shannon, é esperado
que a taxa de compressao do POLZ se aproxime da entropia de comutatividade (para
uma fonte ergodica), conforme os comprimentos das sequéncias de entrada aumen-

tem.

5.2 Producao Cientifica

Como resultado deste trabalho, um artigo foi aceito e publicado em uma revista in-

ternacional e um foi publicado em um congresso nacional da area, sendo eles:

e “A New Algorithm for Compression of Partially Commutative Alphabets” [46]
Autores: Andresso da Silva e Francisco M. de Assis

Publicado em: Information Sciences, 2022.

e “Novos Algoritmos para a Compressao de Sequéncias Parcialmente Comutati-
vas” [47]

Autores: Andresso da Silva e Francisco M. de Assis
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Aceito em: XL Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais
(SBrT), 2022.
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APENDICE A

Teoria dos Grafos

Os conceitos de grafos sao fundamentais para o desenvolvimento dessa dissertacao.
Por isso, este capitulo é dedicado as defini¢oes bésicas e as propriedades de grafos. Para

mais defini¢oes, o leitor interessado pode consultar [48, 49].

Um grafo simples nao-orientado G' ¢ um par G = (V, ) que consiste em um conjunto
V' de vértices e um conjunto de arestas £ C V' x V. Em G nao sao permitidas multiplas
arestas ligando dois vértices e nem arestas saindo e chegando no mesmo vértice. Dada
uma aresta e = (a,b) de F, é dito que a e b sdo adjacentes. Ja pares de vértices nao
conectados por uma aresta sdo chamados de ndo-adjacentes. O complemento G = (V, E)
de um grafo G' = (V, E) é obtido mantendo os mesmos vértices, mas com E = (V x V)\ E.
O conjunto de vértices de um grafo G sera referido como V(G) e o conjunto de arestas
como E(G).

Um grafo em que todos os vértices sao adjacentes par a par é chamado de completo e
¢ denotado por K, em que n é o nimero vértices. Um grafo G = (V| FE) é chamado de
r-partido se V' admite uma particao em r subconjuntos disjuntos tais que cada vértice de
uma particao é adjacente a um elemento de outro subconjunto, mas é nao-adjacente aos
vértices do subconjunto ao qual pertence. Quando cada elemento dos subconjuntos de um
grafo r-partido é adjacente aos outros vértices, o grafo é chamado de r-partido completo
e ¢ denotado por K, n, . n,, €m que n; corresponde ao nimero de elementos na ¢-ésima

particao.

Na Fig. A.1 é apresentado um exemplo de representacao de grafos. Cada vértice
é representado por um quadrado com seu rotulo dentro. As arestas sdao representadas
por uma linha ligando dois vértices. Neste exemplo, o conjunto de vértices e arestas sao
V ={ab,c,d} e E ={(ah), (a,0), (a,d), (bc), (b,d), (c,d)}, respectivamente, caracterizando

um grafo K, completo.

Um conjunto independente ou conjunto estavel de um grafo G = (V, E) é um sub-

conjunto de V em que nenhum dos vértices sao adjacentes par a par. Um clique é um
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Figura A.1 — Grafo de K, completo.

subconjunto de V' em que todos os vértices sao adjacentes par a par. Os cliques e con-
juntos independentes estao relacionados pelo fato de que um clique de G é um conjunto
independente em G. O nimero do clique de um grafo é a cardinalidade do maior clique
desse grafo. Por exemplo, no grafo K, da Fig. A.1 o maior clique tem tamanho 4, sendo

esse também o seu niamero do clique.

O problema de enumerar cliques (e conjuntos independentes) em grafos é NP-
Completo (ver Apéndice D). Como nao hé uma solugao eficiente (com tempo polinomial)
para esses problemas, torna-se exponencialmente mais custoso temporalmente encontrar
os cliques conforme os grafos crescem. Esse é um problema a ser considerado, pois a
enumeragao das classes de equivaléncia tratadas nesta dissertagao depende da contagem
do ntmero de cliques. Por ser um problema dificil, um dos resultados dessa dissertacao
utiliza limitantes para o nimero maximo de cliques possiveis a fim de aproximar o nimero

de classes de equivaléncia.
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APENDICE B

Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definigao B.1 (POSET [50]). Um conjunto parcialmente ordenado (POSET) P € for-
mado por um conjunto nao-vazio P aliado a uma relagao bindria <p que satisfaz as

condicoes:

e Para todor € P, r <pr (Reflexividade);
e Parar,s € P, r <p s es <pr implica que r = s (Anti-simetria); e

e Parar,s € P, r <pses<ptimplicar <pt (Transitividade).

Satisfazendo essas condigoes, o POSET pode ser representado pela dupla P = (P,<p).

Sera utilizado < ao invés de <p quando for conveniente. Dois elementos r, s € P sao
comparaveis se r < s ou r < s e sao incomparaveis, caso contrario. Um subconjunto é
totalmente ordenado se todos os pares de elementos desse subconjunto sao comparéveis.
Ser,s € Per <s,dizse que s cobre r. Um POSET pode ser representado por um grafo

chamado de diagrama de Hasse.

Definigao B.2 (Diagrama de Hasse). Um diagrama de Hasse que representa um POSET
P = (P,<) é um grafo direcionado formado pelos elementos de P. As arestas sao defini-
das pelas relacoes de cobertura de P, de tal forma que ser,s € P er < s, entao s aparece

acima de r no grafo.

Considere, como exemplo, o POSET formado pelo subconjunto P =
{1,3,5,6,15,12,35,80} e a relagdo é a divisibilidade (|). Em outras palavras, se a|b
(lé-se se a divide b), entdo a < b. O diagrama de Hasse obtido por meio desse POSET é
apresentado na Fig. B.1.

Cabe notar que, apesar de 3|12, ndo h& uma aresta ligando 3 e 12. Isso se repete para

relacoes redundantes, pois nao hé necessidade de representar a aresta. Como o elemento
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Figura B.1 — Exemplo de diagrama de Hasse do POSET da relagao de divisibilidade.

1 esté abaixo de todos, ele é chamado de elemento minimo de P. Como nao h& nenhum
elemento acima ao lado de 12, ele é o elemento mdzrimo de P. Outros conceitos necessarios

sao apresentados a seguir.

Definigao B.3 (Cadeia e Anti-Cadeia). Seja P um POSET. Uma cadeia € um sub-
conjunto totalmente ordenado de P,i.e., em que todos os pares sao compardveis. Uma

anti-cadeia é um subconjunto de P em que qualquer par de nds € incompardvel.

Definigao B.4 (Cadeia e Anti-Cadeia Méaxima). Uma cadeia é chamada de mdzima se
nao estiwer contida em maiores cadeias. Uma anti-cadeia € chamada de mdzxima se nao

estiver contida em matores anti-cadeias.

Definicao B.5 (Altura e largura de um POSET). A altura de um POSET é a cardina-

lidade da maior cadeia e a larqura € a cardinalidade da maior anti-cadeia.

Considerando o POSET da Fig. B.1, exemplos de cadeias de P sao
{1,3,6,12}, {5, 15}, {1}, etc. Exemplos de anti-cadeias sao {3,5}, {6, 15,35,80}, {1}, etc.
Nota-se que cadeias e anti-cadeias podem ser formadas por um tnico elemento. A cadeia
méxima de P é {1,3,6,12} sendo sua altura igual a 4. Uma anti-cadeia maxima de P é
{6,15,35,80} (outra anti-cadeia maxima é {12, 15,35,80}), entdo a largura de P também
é 4.

Definicao B.6 (Nivel de um elemento do POSET). Seja P = (P, <) um POSET e p(r)
chamada de fung¢ao de nivel que retorna o nivel do elemento r € P. Para dois elementos
r,s,€ P, ser <s, entio p(s) = p(r) + 1. Além disso p(x) = 0, sendo x um elemento

minimo de P.

A defini¢ao de nivel de um elemento esta relacionado a altura em que ele se encontra

no diagrama de Hasse. Desta forma, para o POSET da Fig. B.1, tem-se que p(1) = 0,
p(3) = p(5) =1, p(6) = p(15) = p(35) = p(80) =2 e p(12) = 3.

Teorema B.1 (Teorema de Dilworth [51, 52|). Qualquer POSET P finito de largura w

pode ser particionado em w cadeias disjuntas, ou ainda, P = P1 U ---UP,.
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Teorema B.2 (Teorema dual de Dilworth [53]). Qualqguer POSET finito de altura h pode

ser particionado em h anti-cadeias disjuntas, ou ainda, P =Py U--- U Py.

Ainda considerando o POSET da Fig. B.1, sabe-se que sua largura é igual a w =4 e
sua altura é igual a h = 4. Desta forma, P pode ser particionado em 4 cadeias disjuntas
(e.g., P =1{1,3,6,12}U{5,15}U{35}U{80}, P = {1,5,80}U{3,6, 12} U{15}U{35}) e em
4 anti-cadeias disjuntas (e.g., P = {12, 15,35,80}U{6,5}U{3}U{1}, P = {6,15,35,80}U

{3,5} U {12} U {1}). Pode-se notar que a parti¢ao nao é necessariamente unica.

Definigao B.7 (Extensao Linear). Seja um POSET P = (P,<p). Uma extensao linear
de P € uma permutagao pr)Pr(2) - - Pr(n) dos elementos pipy---p, de P tal que pr;) <p

Pr(;) tmplica em i < j, sabendo que m(i) € o mapeamento do indice i em outro.

Uma definigao equivalente para extensao linear de um POSET P é encontrar uma
bijegao A de P em {1,...,n},n = |P|, tal que A\(r) < A(s) sempre que r <p s, para todos
osr,s € P [54].

Considere o POSET P da Fig. B.2. As extensoes lineares devem ser tais que as relacgoes
1 <p 3 e2 <p 4 devem ser mantidas. Desta forma, o indice do elemento 3 na permutagao
deve ser sempre maior do que o indice do elemento 1. Analogamente, o indice do elemento
3 deve ser sempre maior do que o do elemento 2 na permutagao. Um exemplo de extensao
linear € pr(1)Pr2)Pr3)Pr(a) = 1324, pois 1 <p 3 = 1< 2e2<p4d = 3 <4
Outro exemplo de extensao linear é pr)pr2)Pr3)Pr4) = 1243, pois 1 <p 3 = 1 < 4
e2<p4d = 2 < 3. Seguindo o mesmo raciocinio, obtém-se as extensoes lineares
possiveis de P que sao 1234, 1243, 1324, 2134, 2143, 2413.

]

Figura B.2 — Diagrama de Hasse para exemplificar extensao linear.

Tratando do problema de contar o ntimero de extensoes lineares, Brightwell e Win-
kler [54] demonstraram o Teorema B.3 acerca da complexidade computacional de deter-

minar o namero de extensoes lineares de um POSET.

Teorema B.3 ([54]). Contar o nimero de extensdes lineares e(P) de um POSET é um

problema # P-completo.

Um problema #P-completo (lido como P-nimero completo) é tao dificil quanto um

problema NP-Completo, de forma que um algoritmo com tempo polinomial que resolva
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um problema #P-completo também responderia um dos problemas do milénio das classes
P e NP. Entretanto, nenhum algoritmo com complexidade polinomial que resolva um
problema #P-completo é conhecido. Apesar de ser um problema dificil, ainda é possivel

obter limitantes para o niimero de extensoes lineares de um POSET [55].

Teorema B.4 ([17]). Considere a decomposi¢ao de um POSET P = (P, <) em k cadeias
Cy,...,Cy el anti-cadeias Ay, ..., Ay, tais que ¢; = |Ci|l, n = ¢4 + -+ + ¢, a; = |Ail,
n=a+--+a en = |P|, entdo o nimero e(P) de extensoes lineares obedece as

desiqualdades

n!

Hcl'

Os valores de ¢; e a; do Teorema B.4 podem ser obtidos por meio do algoritmo da

[Ja! <e(P) < (B.1)

resolucao do problema de fluxo maximo em grafos orientados [16, 15]. Para isso, é utilizado

o Algoritmo de Ford-Fulkerson.

B.1 Descricao do Algoritmo de Ford-Fulkerson

Os valores de ¢; e a; podem ser obtidos por meio do algoritmo da resolugao do problema

de fluxo maximo em grafos orientados [16, 15].

Seja P = (P, <p) um POSET e M uma matriz com dimensoes n X n, em que n = |P].
Seja também ¢ = 1,...,n os indices das linhas e j = 1,...,n os indices das colunas
da matriz M, de forma que cada linha e cada coluna estd associada a um elemento de
P. Se o elemento associado a linha i é comparavel, de acordo com <p, ao elemento
associado a coluna j, entao a entrada (i,j) da matriz é chamada de célula admissivel,
sendo representada graficamente como uma célula vazia. A célula admissivel pode receber
o ntmero 1, significando que o elemento da linha é conectado ao elemento da coluna por
uma aresta. Caso o elemento associado a linha ¢ nao seja comparavel de acordo com <p
ao elemento associado a coluna j, entao a entrada (i,j) da matriz ¢ chamada de célula
nao-admissivel, que é representada por uma célula contendo o e nao pode receber valores.

Nessas condigoes, a matriz M é chamada de matriz admaissivel.

Na Fig. B.3 sao apresentados, como exemplo, o diagrama de Hasse de um PO-
SET (Fig.B.3a) e sua matriz admissivel (B.3b). Esse exemplo sera utilizado para explicar

o algoritmo proposto por Ford e Fulkerson [15] que sera doravante chamado de Algoritmo
FF.

Seguindo a definicao da matriz admissivel, espera-se que a diagonal seja formada
somente por células nao-admissiveis, pois um elemento nao é comparéavel a si mesmo.

Como o elemento 1 nao é comparavel a 2 e 5, entao para a linha 1, nas colunas 2 e 5
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(a) Diagrama de Hasse de P. (b) Matriz admissivel.

Figura B.3 — Diagrama de Hasse e matriz admissivel associada.

estao presentes células ndo admissiveis (o). O mesmo raciocinio é utilizado para construir

o restante da matriz admissivel.

A solucao para o problema de fluxo maximo no POSET é obtida colocando o maior
ntmero de 1 possiveis nas células admissiveis seguindo a restri¢cao de que no maximo um
numero 1 pode ser colocado em uma linha e em uma coluna. Desta forma, o passo inicial
do algoritmo é percorrer as linhas em ordem crescente e colocar 1 na primeira célula
admissivel da linha atual que estd em uma coluna ainda sem 1. Seguindo esse processo,
obtém-se a disposigao de 1 representada na Fig. B.4a. A segunda etapa é rotular as linhas

que nao possuem 1 usando <, como representado na Fig. B.4b.

123456789 123456789
l1lo(lo]1 ¢} 11001 ¢}
210|001 ¢} 210|001 ¢}
3lolo|lo|lo|o]|1 3lolo|lo|lo|o]|1
4|lo|lojo|o|o o1l 4|lo|lojo|o|o o|l]o
5lolo|lo|o|o|ojo|o]] H5lo|lo|lo|o|o|o|o|o]|]
6lolo|lo|o|o|o]|O 6lo|lo|lo|o|o|o]|O o |
7lo|lo|o|o|jo|o|oO 7lo|lo|o|ojo|o|oO <
glo|lo|lo|o|o|o|oO glo|lo|lo|o|o|o]|oO <
glojo|ojo|o|Oo]|O g|lojo|ojo|o|o|O <

(a) Matriz admissivel com a disposigao ini- (b) Rotulagao inicial das linhas com sem 1
cial de 1. usando <.

Figura B.4 — Marcacao inicial da matriz admissivel associada.

Para cada uma das linhas rotuladas, se a linha i (rotulada) possui células admissiveis
nas colunas ji, jo, . . ., entao essas colunas recebem o rétulo 7. Esse processo sera referido
como rotulacao das colunas. Além disso, se uma coluna ja foi rotulada, nao se deve
adicionar um novo rétulo. Lembrando que no exemplo as linhas rotuladas com < sao as

6, 7, 8 ¢ 9. Comecando pela linha ¢ = 6, entao a coluna 8 é rotulada com 6. Como nao
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hé outras células admissiveis na linha 6, entao verifica-se as células admissiveis da linha
7, que estao nas colunas 8 e 9. Como a coluna ja foi rotulada, entao somente a coluna 9
recebe o rotulo 7. Como as linhas 8 e 9 nao possuem células admissiveis, entao essa etapa
termina. O resultado é apresentado na Fig. B.5a. Para cada uma das colunas rotuladas,
verifica-se se ha 1, de forma que se a coluna j possuir um 1 na linha i, entao esta linha
recebe j como seu rotulo. Esse processo seré referido como rotula¢ao das linhas. Desta
forma, as colunas rotuladas sao 8 e 9, entao verifica se na coluna 8 ha 1. O 1 da coluna
8 estd na linha 4 que é rotulada com 8. Repetindo o processo para a coluna 9, a linha 5
¢é rotulada com 9. Desta forma, as novas linhas rotuladas sao as linhas 4 e 5 e a matriz

resultante é apresentada na Fig. B.5b.

1234567289 123456789
1lolo]1 o l1lolo]1 ¢}
21o0(lo|o|1] o 21o0lo|o|1] ¢}
3lolo|lo|lo|o]|1 3lolo|lo|lo|o]|1
4|lolojofo|o o1 4|lolojo|o|o oll]lo|8
5lo|lo|lo|o|o|ojo|o|] 5lo|lo|lo|o|o|o|o|o|1]9
6|o|lo|lo|o|o|o|O < 6g|olo|lo|o|o|oOo]|O o1
T7Tlololo|lo|o|o]|o < T7Tlolo|lo|lo|o|o]|o <
lolo|lo|lo|o|o|o|o|o|« lolo|lo|lo|o|o|o]|oO <
glolo|lo|o|o|o|o|o|Oo|« glolo|lo|lo|o|o|O]|O <

6 7 6 7

(a) Rotulagao das colunas 8 e 9. (b) Rotulagao das linhas 4 e 5.

Figura B.5 — Rotulacao das colunas e linhas da matriz admissivel.

O processo de rotulagao de linhas e colunas continua, alternadamente, até nao ser

possivel rotular mais nenhuma linha, sendo duas as condi¢oes de parada:

1. Se uma coluna que nédo possui 1 é rotulada (inovagao); ou

2. Se os rotulos gerados sao referentes as linhas ja rotuladas (fim).

Quando (2) ocorre o algoritmo para e se obtém a matriz admissivel com o nimero
méximo de 1, representando o fluxo maximo no grafo. Quando (1) ocorre, é possivel
aumentar o nimero de 1 da matriz em uma unidade. Quando a coluna j sem 1 for
rotulada com 7, entao na entrada (i, j) adiciona-se um novo 1. Como na linha ¢ é permitido
somente um 1, entao é necessario retirar o 1 anterior. O 1 anterior da linha i esté entrada
(i,1.(7)), sendo [.(i) o rotulo da linha i. Como o 1 da coluna [,.(i) foi retirado, entao
adiciona um 1 na entrada (I.(1.(7)),1-(7)), sendo [.() o rétulo da coluna. Mais uma vez,
o antigo 1 da linha [.(/,.(i)) é removido, estando na entrada (I.(l.(7)),l-(l.(l-(7)))). Esse
processo continua até o 1 ser adicionado a uma linha rotulada com <. Apods o processo da

situagao (1), todo processo de rotulagao é repetido e a situagao (2) ocorre.
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Dando continuidade ao exemplo, é realizada novamente a rotulagao das colunas consi-
derando agora as linhas 4 e 5, obtém-se que a coluna 6 é rotulada com 4. Como a linha 5
nao rotula nenhuma coluna, entao o processo continua para a rotulacao das linhas. Para
a coluna 6, o 1 esta presente na linha 3 que é rotulada com 6. A partir da linha 3, a
coluna 7 é rotulada. Como nao existe 1 na coluna 7, entao nao é possivel rotular mais ne-
nhuma linha e a matriz resultante ¢ apresentada na Fig. B.6a. Desta forma, a situagao (2)
ocorre. Como a coluna rotulada é a 7 e o rétulo dessa coluna é 3, entao na entrada (3,7)
¢ adicionado 1 e em (3,,(3)) = (3,6) ¢ retirado o 1 anterior da linha e assim por diante.
O processo de atualizagao da disposi¢ao de 1 na matriz é representado na Fig. B.6b, em

que os novos 1 estao destacados e as setas indicam o sentido das substituicoes.

1234567289 123456789
1lolo]1 o l1lolo]1 ¢}
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(a) Rotulacao da coluna 7 que nao possui (b) Processo de atualizacao das células com
1. ntmero 1.

Figura B.6 — Rotulagao da matriz admissivel nos estégios finais.

Um novo processo de rotulacao é realizado de forma que o resultados é uma matriz
admissivel com um 1 a mais como apresentado na Fig. B.7a. Apos o processo de inovagao,
a situagao (1) ocorre e na Fig B.7b é representado o diagrama de Hasse contendo somente

um conjunto de cadeias méximas do POSET inicial.

Usando a Fig B.7b, é possivel concluir que {2,4,6,8}, {1,3,7} e {5,9} é uma decompo-
sicao do POSET inicial em cadeias maximas, sendo possivel definir os valores dos parame-
tros do limite superior do Teorema B.4, sendo elas ¢; = [{2,4,6,8}| =4, co = |{1,3,7}| =3
ec3=1{59} =2

Os parametros a;, por sua vez, podem ser obtidas por meio do algoritmo que faz a iden-
tificagao e retirada sucessiva dos elementos minimos de um POSET. Esse procedimento

corresponde ao Algoritmo 4.

Para exemplificar o Algoritmo 4, seré utilizado o POSET da Fig. B.8. Os elementos
minimos inicialmente sdo A; = {1,2}. Ao desconsiderar os elementos de A;, os novos
elementos minimos sdo A; = {3,4,5}. Desconsiderando os elementos de A; e Ay, os

elementos minimos sdo A3 = {6,7} e, por fim, Ay = {8,9}.
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(a) Matriz admissivel apos a conclusao do (b) Diagrama de Hasse contendo as cadeias
Algoritmo FF. méaximas.
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Figura B.7 — Estado final da matriz admissivel e cadeias maximas.

Algoritmo 4: Decomposi¢ao em Anti-cadeias
Entrada: POSET P = (P, <)
Saida: A = (Ay,..., A)
1 Q<+ P
2 A+ > Conjunto das anti-cadeias
3 enquanto |Q| # 0 faga
4 | A; < elementos minimos de (Q, <)

5 | A+ AU{A4;}
;\i\
17>
/ /

6 Q<+ Q— A
Figura B.8 — Diagrama de Hasse do POSET P.

Os elementos de A; sao incomparaveis e, portanto, que A; corresponde a uma anti-
cadeia. Considerando o exemplo, os parametros do limite inferior do Teorema B.4 serao
a; = |Ai| =2, as = |As| = 3, a3 = |A3] = 2, ay = |A4] = 2. Desta forma, é possivel
utilizar o Teorema B.4 para definir os limitantes para o ntumero e(P) de extensoes lineares
do POSET P como

9!
21312121 < e(P) < Jo; = 48 < e(P) < 1260. (B.2)
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APENDICE C

Teoria da Informacao

C.1 Entropia de Shannon

Como mencionado, o conceito de entropia foi introduzido por Shannon [1] e refere-se a

medida de incerteza de uma variavel aleatoéria.

Definigao C.1 (Entropia). Seja X uma varidvel aleatoria discreta com alfabeto X e
densidade de probabilidade p(x) = Pr[X = z|, « € X. A entropia H(X) da varidvel
discreta € definida por
H(X) ==Y p(z)logp(). (C.1)
zeX
Ao longo desta dissertagao, se utilizard a convengao de que 0log0 = 0, justificado por
lim, ,oxlogx = 0. Se a base do logaritmo é b, denotaremos a entropia como Hy(X). Se

a base do logaritmo é e, a entropia é medida em nats.

C.2 Propriedade de Equiparticao Assintotica

A propriedade de equipartigao assintotica (AEP) possibilita a classificacdo das sequén-
cias de variaveis aleatorias (va) em dois conjuntos, as sequéncias tipicas e as sequéncias
nao-tipicas. As sequéncias tipicas sao aquelas que possuem as entropias empiricas pro-
ximas & entropia da fonte e as sequéncias nao-tipicas sao aquelas que nao possuem essa
propriedade. A propriedade da equiparticao assintotica (AEP) é apresentada no Teo-

rema C.1.

Teorema C.1. (AEP [/3, p.58])

Sejam X1, X, ..., X, v.a. independentes e identicamente distribuidas (iid) com dis-

tribui¢ao p, entao

1
—Elogzp(Xl,Xg,...,Xn) — H(X) (C.2)
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em probabilidade. Ou seja, para todo € > 0 vale

1
Pr{‘——logzp(Xl,Xg,...,Xn)—H(X)‘ >e} — 0.
n

Uma das interpretagoes para as sequéncias tipicas é que elas sao quase igualmente
surpreendentes, no sentido de apresentarem uma incerteza proxima a da entropia da fonte.
A partir da AEP, é possivel definir o chamado de conjunto tipico que é formado por todas
as sequéncias de comprimento n que apresentam uma probabilidade compreendida em um

intervalo definido.

Definigao C.2. (Conjunto Tipico) O conjunto tipico AE”), e > 0 com respeito a p(x) € o

conjunto das sequéncias (r1,Zs, ...,x,) € X" com a propriedade

o MHX)) < p(ay, @, ..., @y,) < 27HE)=) (C.3)

em que 3 € o alfabeto de simbolos.

Algumas das propriedades do conjunto tipico sao apresentadas no Teorema C.2.

Teorema C.2. (Propriedades do Conjunto Tipico)

1. Se (x1,29,...,x,) € A entio H(X)—e< —Llog,p(ar,xs,...,2,) < H(X) +e.

2. Pr{Al} > 1—¢;

3. A cardinalidade do conjunto tipico A™ tem como limite superior )AE") ’ < nH(X)+e) .

4. A cardinalidade do conjunto tipico A" tem como limite inferior ‘AE")( >
(1 — ) 2nH(X)=¢)

para n grande o suficiente.

A primeira propriedade segue diretamente da defini¢gao de conjunto tipico. A segunda
propriedade indica que pode-se definir o conjunto tipico de forma que as sequéncias pre-
sentes nesse conjunto aparecam com uma probabilidade arbitrariamente proxima a 1. A
terceira propriedade indica que a cardinalidade do conjunto tipico ¢ menor ou igual a car-
dinalidade do conjunto total de sequéncias de comprimento definidas sobre um alfabeto

finito ¥ que ¢é igual a |X|™.

Em outras palavras, existe um conjunto de sequéncias que ocorrem com alta proba-

bilidade. Além disso, a cardinalidade desse conjunto é menor do que a cardinalidade do
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H+e) bits em mé-

conjunto de todas as sequéncias, fazendo com que sejam necessarios 2™
dia para representé-lo, como exemplificado na Fig. C.1. Essas propriedades do conjunto

tipico podem ser utilizadas para a compressao com perdas de sequéncias.

AE") :

9n(H+€) glementos

Figura C.1 — Conjunto das sequéncias e conjunto tipico.

O Teorema C.3 apresenta que a entropia H(X) é o limite inferior do ntmero de

bits necesséarios para representar simbolos de uma sequéncia com certa distribuicao de
probabilidade.

Teorema C.3. (/43, p.62]) Seja X™ = X1, Xs, ..., X, uma sequéncia iid com distribuicao
p(z) e seja € > 0, entao existe um codigo que mapeia a sequéncia " = 1, g, ..., T, de

comprimento n em palavras bindrias tais que o mapeamento € inversivel e

E [%uxn)} < H(X)+e (C.4)

em que [(X™) denota o comprimento da palavra-cédigo correspondente a X™. Em outras

palavras, € possivel representar as sequéncias X™ usando nH(X) bits em média.

C.3 Teoria dos Tipos

Enquanto a AEP possibilita a compressao por demonstrar que existe um subconjunto
das sequéncias possiveis que apresenta alta probabilidade, a Teoria dos Tipos utiliza
semelhancas entre as sequéncias para agrupar nos chamados de tipos. FEsses tipos es-
tao relacionados a frequéncia relativa de ocorréncia de simbolos de um alfabeto nessas

sequéncias.

Definigao C.3. (Tipos) O tipo Py (ou distribuicao empirica de probabilidade) de uma
sequéncia Ty, X, ..., T, € a frequéncia de ocorréncia relativa de cada simbolo do alfabeto
Y. Desta forma, para todo a € 3, tem-se Px(a) = N(a|x)/n, em que N(a|x) denota o

numero de ocorréncias do simbolo a na sequéncia x € X",
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Definigao C.4. (Conjunto dos Tipos com Denominador n) O conjunto dos tipos com
denominador n € formado pelas |X|-tuplas de frequéncias relativas possiveis considerando

uma sequéncia x1,xs,...,T, € € denotado por P,.

Exemplo C.1. (Exemplo de Conjunto dos Tipos com Denominador n) Seja 3 = {0,1}

o conjunto dos tipos com denominador n é

o= {0y (50) (2221) (2]

Definigao C.5. (Classe de Tipo) Se P € P, entdo o conjunto de sequéncias de compri-

mento n e classe P é chamado de classe de tipo P, denotada por T(P) e

T(P)={x€X": P,= P} (C.5)

Em outras palavras, a classe de tipo associada a um tipo Py € formada por todas as
sequéncias que apresentam a mesma distribuicao empirica de probabilidade, i.e., o0 mesmo
tipo de Pky.

Exemplo C.2. Seja ¥ ={1,2,3} e x = 123322. Entao, por definicdo, o tipo Py €

A classe de tipo Py € formado pelas sequéncias de comprimento n = 6 com uma

ocorréncia de 1, trés ocorréncias de 2 e duas ocorréncias de 3, ou seja,

T(Py) = {123322,123232, ...,332221}

em que o numero de elementos de T(Px) é dado por

IT(P)| = (17273) = 60

O numero de elementos da classe de tipo pode ser calculado de forma geral por coe-
ficientes multinomiais. O préximo teorema fornece um limite superior polinomial para o

numero de elementos do conjunto de tipos com denominador n.

Teorema C.4. ([/3, p.349])
Pl < (n+ 1) (C.6)

Enquanto o ntimero de sequéncias cresce exponencialmente com n, o ntimero de tipos
distintos com denominador n é majorado por uma fun¢ao polinomial de n. Desta forma,
se referindo aos tipos ao invés das sequéncias individuais s@o necessarios menos bits de

informacgao para representar e construir sequéncias equivalentes.
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Outra propriedade importante relacionada aos tipos é que a probabilidade de ocor-
réncia de uma sequéncia de certo tipo s6 depende do seu tipo, como é apresentado no

Teorema C.5 e no corolario C.1.

Teorema C.5. ([43, p.349]) Se X1, Xa,..., X, sao iid e possuem distribuicao Q(x), a

probabilidade da sequéncia depende somente do seu tipo e € dada por

@60 = [[ @ (w) = 2771+ 2(19), e
=1

em que D (P||Q) € a distincia de Kullback-Leibler.

A partir do Teorema C.6 é possivel associar o nimero de sequéncias com certo tipo a

entropia.

Corolario C.1. Se x estd na classe de tipo @), entdo

Q" (x) = 27 "H(@x), (C.8)

Teorema C.6. (Tamanho de classe de tipo T(P)) Para qualquer tipo P € P, tem-se

1

nH(P nH(P
mQ ) <7(P)| < 2"H@) (C.9)

em que H(P) se refere a entropia considerando a distribui¢ao de probabilidade do tipo P.

Por consequéncia, o nimero de sequéncias de comprimento n que tem um tipo P vai

sempre obedecer a desigualdade do Teorema C.6.
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APENDICE D

Complexidade de Algoritmos e de

Kolmogorov

D.1 Conceitos de Complexidade de Algoritmos

Nesta secao sao abordados conceitos fundamentais de complexidade de algoritmos.
Para mais detalhes, consultar [56]. A primeira defini¢ao acerca de complexidade necessaria
nessa proposta ¢ a nogao de que uma fungao nao cresce mais rapidamente que outra. Essa

nocao é formalizada pela definicao de Grande-O.

Definigao D.1 (Notagao Grande-O). Denota-se f(z) = O(g(zx)) se existem constantes e
e xo tais que |f(x)| < cg(z) para todo x > xy.

Como exemplo do grande-O, sejam as funcoes f(r) = z* + 2% cos(x) + 2 e g(z) = 5.
Considerando uma constante ¢ = 1, tem-se |f(z)| < g(x) para x > xo = 2. Consequente-

5

mente, pode-se escrever ! + x2 cos(x) + 2 = O(x°). Em outras palavras, z° cresce mais

rapidamente que z*+2? cos(z)+2, parac = 1 e 7y = 2, servindo como um limite superior.

Para definir classes de algoritmos, é necessario primeiro definir o que é um problema de
decisao que pode receber um nimero infinito de entradas. Isso se deve porque a maioria
dos problemas pode ser traduzida em termos de problemas de decisao. Cada entrada é
chamada de instdncia do problema. Problemas de decisao sao problemas que podem ser
escritos como perguntas que aceitam sim ou mdo como resposta. Alguns exemplos de

problemas de decisao sao: x é um nimero primo? x divide y sem deixar resto?

Todo problema de decisao pode ser pensado como uma pergunta, se determinada
sequéncia de entrada pertence a uma linguagem, sendo essa linguagem composta por

todas as sequéncias de entrada que produzem “sim” como resposta.

Um problema de decisao pertence a classe P se existe um algoritmo A e uma constante

¢ tal que para toda instancia I do problema, A produzird uma resposta em um tempo
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O(B°), onde B é o namero de bits da entrada que representa I. Em outras palavras,
os problemas da classe P requerem algoritmos que produzem resultados em tempo poli-
nomial (dai o “P”) e sdao do tipo de problemas mais simples e é dito que possuem uma

solugao rapida.

A definicao da classe NP nao é tao simples quanto a da classe P. O termo NP esta
relacionado ao fato de que os algoritmos sao de tempo polinomial nao-deterministico. Um

problema de decis@ao (Q pertence a classe NP se existe um algoritmo A e

1. Associado a cada sequéncia da linguagem @ (que gera sim como resposta), existe
um certificado C'(I) (uma justificativa para resposta “sim”) que, quando (1, C(I)) é

a entrada, entao A retorna “sim”;

2. Se I nao pertence a @), entdao nao existe nenhum C(I) tal que a entrada (I,C(I))

faca A retornar “sim”;
G ;

3. O algoritmo A opera em um tempo polinomial.

Enquanto os problemas da classe P sao faceis de resolver, os da classe NP sao fdceis
de verificar se determinada instancia pertence a linguagem com a ajuda de informacgao

extra (nesse caso, o certificado). Em muitos casos, achar o certificado também é dificil.

Um problema () é dito NP-completo se pertence a classe NP e todo problema NP
pode ser expresso em termos de () a partir de um procedimento que tem tempo polino-
mial. Essa expressao de um problema em termos de outro é chamado de redutibilidade.
Uma consequéncia disso é que, se um problema NP-completo for solucionado, todos os
outros da classe NP também serao. Alguns exemplos de problemas NP-completos sao o
de satisfatibilidade booleana (SAT), caxeiro viajante, coloragao de grafos, problema do

clique.

D.2 Complexidade de Kolmogorov

Nesta secao serao apresentadas as principais propriedades da complexidade de Kolmo-
gorov. Serao considerados um alfabeto finito ¥ e o conjunto de todas as palavras definidas

sobre Y denotado por ¥, incluindo o simbolo vazio €.

Definigao D.2. (Complexidade de Kolmogorov) A complexidade de Kolmogorov Ky (u)
da palavra u € ¥* com respeito a um computador universal U é definida como o menor

comprimento l(p) do programa p entre todos os programas que exibem u e param, i.e.,

Ky(u) = min [(p). (D.1)

p:U(p)=u
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Em outras palavras, a complexidade Ky (u) € a menor descrigao de u entre as descri-

¢oes possiveis de u realizadas por um computador U.

A partir desse ponto as complexidades serao consideradas em relacao a um mesmo
computador universal U, entao sera utilizando somente K (u) para denotar a complexidade

de Kolmogorov da palavra u € X*.

A complexidade de Kolmogorov é subaditiva [57], i.e., a complexidade de duas palavras
ue v, uv € ¥* concatenadas sem marcagao (sem um simbolo separador) obedece a

relacao apresentada em Eq. D.2.
K(u,v) < K(u) + K(v) + 2log (min (K (u), K(v))) (D.2)

Definigcao D.3. (Compleridade Condicional de Kolmogorov) Quando jd se sabe o com-
primento l(u) de u € ¥*, entdo a compleridade condicional de Kolmogorov é definida

como
K(ull(u)) = min [
( | ( )) ptu(p,l%p))ﬂl (p)

Uma das propriedades da complexidade de Kolmogorov é que a complexidade condici-
onal de Kolmogorov de uma palavra u € X* é menor ou igual ao comprimento da palavra.

Isso é anunciado no Teorema D.1.

Teorema D.1. (Teorema 2.1.2 de [57, p.100]) Para uma constante ¢, vale

K(u) <l(u)+c (D.3)

Essa desigualdade pode ser estendida para levar em consideracao o tamanho do alfa-

beto, como pode ser observado nos coroléarios D.1 e D.2.

Corolario D.1.

K(u) <l(u)log|X| +¢ (D.4)
Corolario D.2. Seja qualquer palavra u € ¥* e alguma constante c, vale

K(u) <l(u)log|X| + 2log |Z| + ¢ (D.5)

Para entender alguns dos resultados relacionados a entropia de intercambio apresenta-
dos por [25] no proximo capitulo, seré necessério utilizar o teorema a seguir que relaciona

a complexidade de Kolmogorov e a entropia.

Teorema D.2. (Relagao entre Complexidade de Kolmogorov e Entropia [43, p.473]) Con-
siderando o processo estocdstico {X;} sendo iid de acordo com a fun¢ao de massa de pro-
babilidade f(z), x € X, em que ¥ € o alfabeto finito. Denotando f(x) = [[;, f(z:),
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entdao, para todo n, existe uma constante ¢ tal que vale

Y| —1)logn ¢
[ = Dlogn ¢

H(X) < 23 i (i) < H(x) ¢ 17 Dlosn ¢ (D.6)
Por conseguinte,
E [%K(XM)] — H(X). (D.7)

em que E[-] € o valor esperado.

Ao remover a dependéncia do tamanho n da sequéncia, considerando n — oo, pode-se
interpretar que, conforme os comprimentos da entrada aumentam, o computador consegue
comprimir as entradas de forma que a taxa se aproxima cada vez mais da entropia H(X),

€

1
E [—K(X)] — H(X). (D.8)
n

O problema com a complexidade de Kolmogorov é que ela é uma funcao nao-
computavel. Isso quer dizer que nao ha programa e nem computador universal que

retornaréd o valor da complexidade de Kolmogorov para determinada entrada.
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