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Resumo

Neste trabalho analisamos o modelo BNRT composto de dois campos escalares,
para os setores BPS e nao-BPS. Usamos o método da érbita tentativa para calcular as
solucoes de ambos os setores do modelo e investigamos 6rbitas fechadas para o setor nao-
BPS. Fizemos duas tentativas que nao resultaram em o6rbitas fechadas no geral. Entre-
tanto, para um regime especifico, conseguimos uma érbita fechada para uma aproximacao
de interacao fraca entre os campos, e analisamos a estabilidade desta solucao a qual se
mostrou linearmente estavel.

Palavras-chave: Teoria de Campos, Solugao BPS, Modelo BNRT, Método da
Orbita Tentativa.
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Abstract

In this work we analysed the BNRT model of two scalar fields for its BPS, and for
its non-BPS sectors. We used the trial orbit method to calculate the solutions for both
sectors and we investigated closed orbit for non-BPS sector. We have made two attempts
of orbits in which did not result in closed orbits in general. However, for a specific regime,
we got a closed orbit using an aproximation of weak interaction between the fields, and
we analysde the stability of such a solution. The previous study unveils that the solution

is linearly stable.

Keywords: Field Theory, BPS Solution, BNRT Model, Trial Orbit Method.
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Capitulo 1

Introducao

Um campo escalar é uma funcao, que em fisica pode ser interpretada como a in-
formagao sob alguma distribuicao do espago [1]. Através de campos escalares podemos
modelar diversos fenomenos na natureza [2]. Quando se procura descrever um fenémeno
ou formular leis na fisica, geralmente lida-se com equagoes de movimento, equacoes di-
ferenciais nao lineares que descrevem um sistema dinamico de interesse. Em teoria de
campos, invertiga-se as solugoes dessas equacoes de movimento em particular para mo-
delos com campos escalares reais, que mesmo sendo um dos campos mais simples tem
sua importancia pela aplicabilidade em diversas areas da fisica, como por exemplos, em
cosmologia [3, 4] na qual o campo escalar descreve o denominado campo de inflaton, o
qual é considerado responsavel pela aceleragao césmica do universo na sua fase inicial, ma-
téria condensada na descrigao de defeitos topoldgicos em meios eldsticos continuos [5, 6]
associados as irregularidades nos campos que descrevem a ordenacao da estrutura dos
materias. Outro exemplo sao as particulas de spin zero na teoria quantica de campos que
sdo também representadas por um campo escalar [7].

Normalmente, quando se trabalha com modelos de campos escalares reais, os poten-
cias que caracterizam um sistema fisico, sao nao-lineares e as solugoes quando estaticas sao
denominadas defeitos. Esses podem ser defeitos topoldgicos ou defeitos nao-topoldgicos.
Esses defeitos conhecidos na literatura como kinks e lumps, respectivamente. A carac-
terizacao de defeitos topoldgicos e nao topoldgicos se deve a existéncia ou nao do que
chamaremos de carga topoldgica.

Sendo assim, neste trabalho objetiva-se analisar o modelo BNRT (Bazeia-Nascimento-

Ribeiro-Toledo) para os setores BPS(Bazeia-Nascimento-Ribeiro-Toledo) e nao-BPS atra-



vés do método da oOrbita tentativa para determinacao de solugao dos setores.

Nesta dissertacao, apresentou-se conceitos fundamentais de teoria de campos es-
calares reais, solugoes BPS, que sao solucoes de equacoes diferencias de primeira ordem
(equagoes BPS, que resolvem as equagoes de Euler-Lagrange. Isto foi abordado nos Capi-
tulos 2 e 3, nos quais estudamos modelos de um e dois campos, respectivamente. Ainda no
Capitulo 3, se discorre sobre o método da érbita tentativa de Rajaraman que serve para
desacoplar equacgoes diferencias de segunda ordem nao lineares e acopladas e sobre o uso
deste método para desacoplar as equagoes BPS. No Capitulo 4, investiga-se solugoes para
os setores do modelo BNRT. Nos setores BPS usa-se o método da orbita tentativa nas
equacoes de primeira ordem para achar solugoes que conectem esses setores. Ja no setor
nao-BPS, usaremos o método de Rajaraman para tentar encontrar uma érbita fechada, e
em seguida, utiliza-se de uma método alternativo para calcular as solucoes e érbitas que

descrevem este setor. E, no Capitulo 5 apresenta-se as consideragoes finais.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

2.1 Modelo de um campo

Na mecanica cléassica a lagrangiana de um sistema de N graus de liberdade é ca-
racterizada por N coordenadas generalizadas ¢; e suas derivadas no tempo % = ¢;, tal
lagrangiana é descrita algebricamente pela diferencga entre a energia cinética T e a energia
potencial generalizada U do sistema, ou seja, L =T —U. A evolugao temporal do sistema
é governada pelas equagdes de movimento (equagoes de Euler-Lagrange). Pode-se utilizar
o arcabouco tedrico de mecanica classica para teoria de campos, tratando os sistemas
com um numero infinito de graus de liberdade descrito por uma coordenada denominada
campo ¢, definido em todo espago-tempo, e por derivadas deste campo [1]. A dinamica

do sistema é regida por uma funcao £, denominada densidade lagrangiana. Logo tendo a

seguinte dependéncia funcional

L=C ((b;%,%ﬁ,x,t), (2.1)

e a integral de £ sobre todo o espago resulta na lagrangiana L. dada por:

L= /d3x£. (2.2)

A integral de L no tempo é a acao S, ou seja,

to
S— / Lat. (2.3)
t1

A equagao de Euler-Lagrange decorre do principio variacional de Hamilton escrita

CO1mo:

§S = 5/ d*zL(e, g—f, V;x,t) =0, (2.4)
Q
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que conduz a equacao de movimento dada por!.

oL oL
Oy ) - 2= =0, 2.5
- (8(8@)) 96 (25)
onde as derivadas sao d, = % e O = %.

Agora considerando o modelo para um campo escalar ¢, em 141 dimensoes do

espago tempo, ¢(x,t), cuja dinamica é governada pela lagrangiana

1
£= 20,60 ~ V(o). (2.6)
onde V(¢) é o potencial que caracteriza o modelo a ser investigado. Substituindo a Eq.
(2.6) na Eq. (2.5) tem-se a equagao de movimento dada como:

Po  Po  dV(9)
oz 022 do

= 0. (2.7)

Solugoes cldssicas possuem trés tipos de solugdes:(1) constantes que independem
do tempo e do espago, (2) estaticas que independem do tempo, mas dependem do espago
e (3) que dependem de ambos [8].

A equagao de movimento para solugoes estéticas ¢ = ¢(z) se torna

&Ly dV

= 3 (2.8)

A energia de uma dada configuracao de campo é dada pela integral da densidade
de energia [9], ou seja,
E= /OO dxp(z,t), (2.9)
onde p(z) é a componente T% do tensor energia-momentoT*”, que é obtido através [10]
[11].
oL

= 0 gL (2.10)

Assim, a componente 7% é:

T% = pfa,1) = 5 (j—f)Q + (Cfl—f)Q FV(9). (211)

Portanto, a energia em 1+1 dimensoes para solucoes estaticas é escrita como:

[e'S) 2
1 /do
E:/ de | 1 (— +V(6)
oo 2 \ dx
!Consideramos o sistema de unidades naturais para ¢ = 1 e h = 1 e a seguintes notacdes: g’ =

diag(]-v_la _17_1)7 xt = (1’0,$1,$2,.’IJ3) = (taxvywz) € ay, = 6% = (%7 %7 %7 %)

. (2.12)

4



As solugbes ¢(z) de interesse fisico sdo aquelas com energia finita. Por isso, algumas
condigbes surgem para tais solugdes sejam determinadas .Fazendo a Eq.(2.12) na qual o
primeiro termo representa a energia gradiente que por definicao é sempre positiva, e
assumindo que V' (¢) também seja, para que a energia seja finita, ou seja nao divirja, uma
condi¢ao de contorno se faz necessaria que [12]

lim (@> =0 ; 11)1;1 o(z) = pr = . (2.13)

rz—+oo \ dx

A segunda condigao da Eq.(2.13) certifica que ¢(z) tenda assintoticamente para um dos

zeros do potencial de modo que V(4v) = 0, onde +v sdo os minimos do potencial.

2.1.1 Carga Topolégica

Para que a energia das solugoes estaticas seja finita, o campo deve ir para minimos
do potencial nos extremos. Este comportamento assintético das solugoes nos diz que ¢(x)
pode apresentar duas possibilidade de valores nos extremos. A solucao pode tender a um
mesmo valor quando z — 0o e quando x — —o0, ou ter um comportamento distinto, ou
seja, p(x — 00) = ¢; e (v — —o0) — ¢;, com i # j, no qual V(¢;) = 0 [12]. Essas
possibilidades estao associadas e caracterizadas pela corrente topoldgica jh. definida por
(13, 14];

= 50,0, (2.14)

onde " é o tensor anti-simétrico de Levi-Civita em 1+1 dimensoes. Essa corrente é

conservada, ou seja J,, jff = 0. A densidade de carga associada a corrente é :

1 10¢
0 — - 01 = - —
Pr=5¢ O ¢ 5 B (2.15)

o que resulta numa carga conservada que para solugoes estaticas é dada por

Q= 1/_00 p(x)dx = %qﬁ(:v — 00) — %¢(a: — —00). (2.16)

A carga permite distinguir exatamente a diferenca de comportamento assinto-
tico da solugao estdtica, e por meio dela se pode classificar dois tipos de solugoes:(A)
Solugoes topoldgicas no qual @ # 0, e assim, conectam minimos diferentes, que se ini-
ciam em algum valor de campo para r — —oo e suavemente crescem ou decrescem para
um outro valor de campo em = — oco. E (B) Solugoes nao-topolégicas com @ = 0,

que sao solugoes que ligam, um minimo a ele mesmo, isto é, se iniciam em algum valor de



campo em x — —oo e crescem (decrescem) e decrescem (crescem) para o mesmo valor de
campo em & — 00.

Na literatura solucoes topoldgicas sao denominadas de defeitos topoldgicos, que
em 141 dimensoes sao solugoes do tipo kink e as solucoes nao topoldgicas sao conhecidas

como defeitos nao topoldgicos, que sao solugoes do tipo lump [15, 16].

2.1.2 Kinks e Lumps

Um modelo que apresenta uma solucao do tipo kink , é dado pelo potencial, co-

nhecido como modelo \¢*
1
V(9) = A — 1 (2.17)
Os minimos deste potencial sao dados por ¢ = +1, e seu comportamento é exibido pela

Figura (2.1).

Vig)

| T~

1 1 ¢

Figura 2.1: Representacao Potencial V(¢) do modelo ¢*

Usando a Eq.(2.8) obtém-se a equagao de movimento para o caso estético,dada por

¢
i 20\ (¢ — 1), (2.18)

Cuja solugao ¢é

d(z) = ttanh(V\z). (2.19)

Observa-se que a variacdo do campo ¢(z) ocorre apenas em uma faixa do eixo x,

esta faixa é denominada regiao de transicao e o kink é a transicao entre dois minimos



de energia. Outra observacao importante estd em torno da espessura do defeito(kink),
onde o parametro estd inteiramente associado a questao da largura das solugoes. Quanto
maior o A\, mais abrupto o kink e ¢(x) alcanca seus pontos de minimos (vdcuos) mais
rapidamente, consequentemente menor serd a espessura do defeito. A representacao da
solugao do tipo kink para alguns valores de A é dado na Figura 2.3.

fix)
1

Figura 2.2: Representacao das solugoes para o caso estatico da equacao de movimento

¢(x)

Essas solucoes sao topoldgicas, pois possuem limites assintético diferentes, e co-
nectam minimos distintos do potencial.

A energia da solucao é calculada pela Eq.(2.12), onde a densidade de energia p(z)
é dada por p(x) = sech *(av/Az)a®\. A energia total é ;

/_OO o(z) = 24 3\/X. (2.20)

Este resultado é uma demonstracao de que a energia total para o kink e o anti-kink é

E(z) =

o0

minima, ou seja, verifica-se de fato que a energia é finita.

Portanto, kinks sao defeitos topoldgico com muitas propriedades importantes, pos-
suem energia finita, solucoes estaveis, e separam duas regioes onde o campo assume dife-
rentes pontos de minimos. Defeitos do tipo kink em (3+1) dimensoes sdo denominados
paredes de dominios.

Para solugoes do tipo lump [17], que sdo defeitos nao-topoldgicos, tem-se um modelo
cujo lump como solugao é representa pelo seguinte potencial,

¢* ¢

V(o) 7 "5 (2.21)

7



Este potencial possui apenas um ponto de minimo, em ¢ = 0. Representado na figura

(2.3)

Vig)

Figura 2.3: Representaciao do Potencial do modelo ¢* invertido

A equacao de movimento para este modelo é dada por:

d*¢
Tz ¢ — 2¢°, (2.22)
e a sua solucao é dada na forma
¢(x) = £sech (x). (2.23)

A solucao tipo lump tende a um mesmo valor quando tomado os limites assintéticos,
como apresentado na figura (2.4), ou seja ¢(00) = ¢(—00). Sendo assim, solugdes do tipo

lump tem carga topoldgica nula e sao instdaveis do ponto de vista topoldgico.

fix)
1

-1

Figura 2.4: Solugao tipo lump em laranja



2.2 Solucoes BPS

Para resolver as equagoes de movimento para um dado modelo de campos escala-
res, tem-se que lidar com equacoes de segunda ordem nao-lineares. Na década de 1970,
um método foi desenvolvido com a finalidade de encontrar solucoes para as equagoes de
segunda ordem, através de equacoes de primeira ordem. Este método foi proposto por
Bogomol'nyi em 1976 [18], e em 1975 por M.K Prasad e C.M. Sommerfield [19], e ficou
conhecido como Método BPS.

Para potenciais nao negativos, cujos zeros sao minimos globais, podemos escreve-se
o potencial V(¢) em func¢ao de um superpotencial W = W (¢) [20, 21] como:

V(p) = %W;. (2.24)

A equagao de movimento para solugoes estaticas, dada na Eq.(2.8) pode ser escrita em

termos de Wy, ou seja,

2o d (W] ¢
@_dqs( )

T — w = W¢W¢¢. (225)

A densidade de energia é dada por:

1 /2 1 /2 1 2
_ = . Z 2.2
e a energia do sistema ¢
o 1 1
E= /Oo da (§¢’2 + §W§) . (2.27)
Completando quadrado na equacao acima temos:
o 1 (do > dgdw
FE = de |[= | — £ W, —_ 2.28
/_mx[2<dx ¢’> :Fdxd¢]’ (2.28)

como solugoes fisicas aceitaveis sao de energia finita, tem-se interesse em configuracao de

energia minima. Assim, para que isso ocorra na equagao (2.28), o termo % e dado por:

= Tw,. 2.29
o = W (2.29)

Esta equacao é uma equacao diferencial de primeira ordem chamada equagao de Bogo-
mol’'nyi. As solu¢oes encontradas por este método sao chamada solugoes BPS, e elas
resolvem as equagoes de movimento de segunda ordem.

A energia dada pela Eq.(2.28), se torna

Epps = /_OO %dx = |[W[p(x = +00)] — W(p(z — —o0)]| = AW. (2.30)



Essa energia minimizada associada ao campo é denominada energia de Bogomol'nyi. Por-
tanto, o método BPS possibilita que as equagoes a serem resolvidas sejam de primeira
ordem. Além disso, permite calcular a energia minima usando apenas o super potencial

W (@), sem que seja necessario o conhecimento de solugoes explicitas do modelo.

2.2.1 Setor Topologico

Um setor ij é BPS quando E;; # 0, ou seja, quando W; = W(¢;) for diferente de
W; = W(¢;) e assim Epps = |W(¢;) — W(¢;)| # 0. Para este caso pode se encontrar
solugdes que conectam os minimos do tipo solugoes BPS. Entretanto, quando W (¢;) =
W (¢;) tem-se que Egpg = 0, e o setor é dito nao-BPS, e ndo ha solucoes BPS para este
setor. Contudo, ha energia para esse setor, e sua energia FEq.(2.12) pode ser calculada

quando as solucoes explicitas forem conhecidas.

2.2.2 Estabilidade linear

Nesta subsecao, faremos uma breve revisao da estabilidade linear, das solucoes
das equagoes de movimento. Com essa concep¢ao,é necessario entender o que ocorre nas
proximidades da solucao estatica. O procedimento consiste da introducao de pequenas
perturbagoes de primeira ordem em torno das solucgoes. A solucao acrescida da pertubacgao

é representada pela expressao a seguir;

o(z,t) = ps(x) + n(x,t), (2.31)

onde 7n(z,t) é uma pequena perturbacao ou flutuacao e ¢(z,t) satisfaz a equagao de
moviment, Eq.(2.7) , dada por:
¢—¢" +V,=0.
Substituindo a equagao (2.31) na equagao acima, obtém-se

P(0ulx) +n(z, 1)) _ O(dux) +u(x 1)) | AV .
ot? Or2 d(b p=¢(x,t) —

Py Pos  Pn AV

otz 0x2 912 do

Como 7 ¢ muito pequeno comparado a ¢, deve expandir V; em uma série de poténcia,

0. (2.32)

que resulta em

Vo & Vilomgs + Violo—g.n + 0(07) + ... = Vi, + V6.1

10



Dai, a Eq.(2.32) se torna:
=5 ="+ Vo, + Voen=0. (2.33)
Para solugOes estaticas, temos que ¢ = V,, . Implicando em
i = 0"+ Vi.pn = 0. (2.34)

Para resolver esta equacao, utilizamos o Ansatz;
n(z,t) = Z N () cos(wnt), (2.35)

e a equacao de movimento ¢ reescrita da seguinte forma:

que é uma equagao do tipo Schrodinger,

Hnn = W?ﬂﬁu (237)

2

onde H = —ﬁ—I—V%% ¢ o operador Hamiltoniano e w;,

sao autovalores e 1,, os autovetores.
Se w? < 0 entdao w, é imagindrio pois existe um argumento imagindrio no cosseno e
portanto, a perturbacao deixaria de ser pequena e a solucao tem carater instavel. Para
w2 > 0, tem-se que w, ¢ real, resultando numa solucao estavel, e para w, = 0, a solugao
é estavel com pertubacao constante no tempo [21].

Para o modelo do potencial ¢?, com solugao topolégica ¢(x) = tanh(z), o potencial
do problema mecanico-quantico(apesar de ser um andlogo dos problemas de mecanica

quantica, o tratamento aqui envolve apenas casos classicos) que aparece no estudo da

estabilidade linear, tem a forma

d*V
U(z) = proi 4 — 6sech®(x). (2.38)
Que é o potencial Poschl-Teller modificado, com espectro de energia para os estados
ligados dado por w? = 4n —n?. Assim, temos dois estado ligados, com autovalores w3 = 0

e w? = 3. O modo zero e o seu estado excitado, sio dados respectivamente por

Ny = ?sechQ(:p). (2.39)

11



m = ﬁsech(w)tcmh(x) (2.40)

V2

O potencial ¢* apresenta dois estados ligados, um com autovalor zero que identifica o
modo zero, e o outro com autovalor maior igual a 3. Pode-se concluir que o modelo
¢* apresenta solucoes estaveis, j& que sob pequenas pertubacoes seus autovalor nao sao
negativos w? > 0.

J4 o potencial ¢* invertido, apresenta o seguinte potencial ligado:

U(x) =1 — 6sech?(z) (2.41)
Seu espectro de estado ligado é dado por w? = —3 + 4n — 4n?. Teremos, dois estado
ligados com autovalor w = —3 e w? = 0, com respectivos estados ligados,
3
mo(z) = ésechQ(x) (2.42)

V3
n(x) = Esech(:p)tcmh(x). (2.43)

O modelo ¢* invertido, apresenta solucoes nao estaveis sob pequenas pertubacoes, pois

possui autovalor negativo w? < 0
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Capitulo 3

Modelo com dois campos escalares.

Os modelos de campos escalares acopladas tem sido de interesse em diversas areas
da fisica, na literatura ha muitos trabalhos que estudam e usam modelos de dois campos
[22, 23, 24, 25, 26, 27].

Um problema em modelos de dois campos acoplados é em relacao a integrabilidade
das equacgoes de movimentos, em virtude da dificuldade de resolver equacoes diferenciais
de segunda ordem nao lineares e acopladas. Todavia, ha um método que possibilita de-
sacoplar essas equagoes, denominado método da érbita tentativa [28]. Assim, como para
o caso de modelo de um unico campo, as equacoes de movimento também podem ser
resolvidas por equacoes diferencias de primeira ordem, que neste caso serao acopladas. O
método da oOrbita tentativa pode ser usado de forma muito eficiente para se obter solu-
¢oes explicitas das equagoes de primeira ordem e, consequentemente, resolver as equagoes
movimento [29].

Analisando modelos compostos por dois campos escalares ¢ = ¢(x,t) e x = x(z, 1)

representados pela densidade lagrangiana:
1 1
L= 5(%@253%) + 50@(8&)( -V, (3.1)
onde V = V(¢, x) é o potencial que descreve o modelo. A agao relativa a £ é dada por:

S = / Azl = / ' Baaqsaam%aaxaax—v , (3.2)

[e.9] —00

Ao minimizar esta acao, obtemos as equacoes de Euler-Lagrange para o campo ¢ e y

dadas respectivamente por:

13



5o () o (3.4)

Substituindo a Eq.(3.1) nas equagdes acima e considerando configuragoes estaticas ¢ =

o(x) e x = x(z), obtém-se as seguintes equagdes de movimento

2o OV
e
>y OV
@ —_— a. (3-6)

Como o potencial depende de ¢ e x, as Eq.(3.5) e (3.6) sdo equagoes diferenciais de

segunda ordem, nao lineares e acopladas.

3.1 Meétodo da Orbita Tentativa

Rajaraman desenvolveu um método, denominado método das érbitas tentativas,
com o propédsito de desacoplar equagoes de campo escalares acopladas [28].

Considerando as Eq. (3.5) e (3.6) e fazendo uma analogia a um sistema mecanico,
em que estas equagoes sdo semelhantes a um movimento de uma particula no plano (¢, x)
submetidos a um potencial V (¢, ), a necessidade de que as solugdes destas equagoes
tenham energia finita leva as seguintes condicoes de contorno: Z—fﬁ =0, % =0eV(o,x) =
0 quando x — +o0.

O método das orbitas tentativas consiste em achar uma orbita sujeita as mesmas

condicoes de contorno. Considerando, entao, a orbita:

9(¢,x) =0, (3.7)
temos que,
99(¢,x) _
S =0, (3.8)
e
dgdop 09 Ox
569s " v ar =" (3.9)
Elevando ao quadrado as Eq. (3.8) e (3.9) obtém-se::
2 2
0000\ _ (50" -
0¢ Ox Ox Ox
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e integrando as Eq. (3.5) e (3.6) uma vez e usando a Eq. (3.10), tem-se que para qualquer
ponto P na érbita uma equagdao denominada equacao integro-diferencial. Rajaraman

propoe uma equagao, em que as integrais devem ser realizadas ao longo da érbita, ou seja,

2 P 2 ,.p
V
¢ Q 00 ox Q Ix
Ele definiu que ) é o "ponto de partida”da érbita em © = —o0, onde a energia tem que

ser finita. Deste modo, elimina-se a. dependéncia explicita de x na equacao que relaciona
a orbita g(¢, x) e o potencial V (¢, x).

Para exemplificar o método proposto por Rajaraman, considerando o com o po-
tencial estudado por ele , que é dado por [28]:

1 1 1 1
VQLp)::ZQ#——1?—%Efp2+-ZAp4+—§dﬁ%a2——D. (3.12)

E as equagoes de movimento sao

d2
d—g = —0+0°+dp’o (3.13)
x

d*p 3 2

@pr%—/\p +dp(c” — 1), (3.14)
onde o(z) e p(z) sdo campos escalares reais e f, A e d sdo parametros. O potencial V tem
dois minimos absolutos (¢ = £1, p = 0). Analisando uma érbita que vai de um minimo
a outro,(-1,0) a (1,0). A escolha da érbita foi g(o,p) = p" — a(l —0?) =0. Com a e n
livre para serem determinados. Inserindo essa érbita na Eq.(3.11), produz que:

o p
200 [ (6~ o+ dg?oyds = (g ) [+ AP+ dple® = ldp, (315)
-1 0

e escrevendo p em termos de o usando a érbita e substituindo no lado esquerdo da igual-
dade, e 0 em termos de p e substituindo no lado direito, realizando a integracao em ambos
os lados e depois colocando tudo em fungao de p, tem-se o seguinte resultado

2 2n 2 3n
P P nd f 2o A 9 ant2 dn”p
402 (1 - = - == "4 — e 3.16

“ ( oz) [4@2 2a(n+2)p”+2} " P * g’ aln+2) (3.16)

Para uma solugao nao trivial obtém-se n + 2 = 2n ou n + 2 = 3n. O que resulta em n=2
e n=1. Substituindo n=2 na Eq. (3.16) e comparando os coeficientes correspondentes

resultam que os termos de o e A sao, respectivamente, dadas por:

1-2f
=—

a (3.17)
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d(d—2f)
T (3.18)

Substituindo na érbita tem-se p? = (1 — ) (1 — 0?) que é uma semi-elipse. Inserindo na
Eq. (3.13), obtém-se
0" =0° —o+dp’c =2f(c° — o). (3.19)

Resolvendo essa equagao, tem-se a seguinte solucao

o(x) = tanh [\/fx], (3.20)

e usando essa solugao de o na dérbita obtemos p(z) é:

p(2) = +[(1 - 2)/d]2sech [/ Fa]. (3.21)
Para n = 1 combinando o coeficiente da Eq (3.16) teremos f =2, A = %d ea= %. A

orbita fica p = [(d — 3)/2d]'/?(1 — ¢?). Inserindo isso na Eq. (3.14) tem-se as seguintes

solucoes
p(z) = 2a(b? — 4ac)'? cosh(vazx) + b, (3.22)
o*(r) =1~ @. (3.23)

Esta é uma drbita parabdlica. Essas solugoes sao dadas em [28], onde se pode obter mais

discussoes sobre as mesmas.

3.2 Solucoes BPS para dois campos

Abordou-se na sec@o (3.1), o método de Rajaraman para desacoplar equagoes dife-
renciais de segunda ordem, nao lineares e acopladas, que apesar de auxiliar, pode envolver
um processo arduo, ja que mesmo desacopladas essas equagoes diferenciais nao sao de facil
resolucao.

Bogomol'nyi propoe um método no qual ele reduz as equacoes de movimento de
segunda ordem para um sistema de equagao de diferenciais de primeira ordem [18]. Simi-
larmente ao procedimento realizado para um campo escalar, ao analisar o método BPS

para dois campos escalares reais (¢) e (), submetido a um potencial positivo, dado por:

1
Vg, x) = §W§ +

1

2W§, (3.24)
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onde Wy = <2 e W, = d‘fg. Considerando V' (¢, x) dado na Eq.(3.24), as equagdes de

movimento para conﬁgura(;ao estatistica sao dadas por

d*¢

T3 = Wl + W, Wi, (3.25)
€

d*y

w - W¢W¢X ‘I— WXWXX’ (326)

A energia do sistema para configuragao de campos estaticos é

E= /: dz [% (%)2 + % (%)2 + V(o x)] : (3.27)

substituindo V' (¢, x), a energia toma a seguinte forma

_ [T d¢ ax\*, We Wy
E_/_oodx[2(d$> +2(dx)+2+2]. (3.28)

Completando quadrado, tem-se que a energia é dada por:

1 [ do 2 dx 2
oo [ |(@) (@)

Como o modelo Bogomol'nyi baseia-se na minimizacao da energia, deve-se impor que os

1 [ dep
i§/002dx [d W¢+d WX], (3.29)

termos da primeira integral seja nulo, o que fornece as seguintes equacoes diferenciais de

primeira ordem
d¢
dz

A energia minimizada do sistema é dada por:

 Tdp dy ~ TdgdW  dydW /°° AW
Esps= | de|w,+ 2w, | = [ o de (20) = |aw
BPs /_Oo x{dm ° X] / sz 96 Taray | T ) T 1AW
(3.31)

d
= 4W,; ﬁ = 4, (3.30)

onde

AW =] W((+00), x(+00) — W((~00), x(~00)) | . (3.32)

A energia BPS, nao depende das caracteristicas locais das solugoes, apenas dos
valores assintdticos do superpotencial W, ou seja depende dos minimo de V (¢, ).
Ao impor algumas condigoes de contorno para os campos e suas derivadas, de forma

a assegurar que a energia seja finita, tem-se:

lim 6(z) = 6(#) =vi;  lim x(z) = x(&) =0, (3.33)

r—300



C(doN o fdx)
xEELO(@)—O’ RN (@)4 (3:34)

onde v; = (¢4, xi) € v; = (¢}, x;) sdo os pontos de minimos do potencial V (¢, x). Pode-se
entao, perceber que os pontos de minimos sao pontos que satisfazem Wy = 0 e W, = 0.
Assim é possivel determinar os pontos de minimo usando W.

Cada par de minimo v; e v; define um setor topolégico do sistema, que pode ou nao
ser BPS. Um setor ij é BPS, quando W; = W(¢;, x;) e W; = W (¢;, x;) forem distintos,
de forma que E¥pe = | A Wy # 0. Ja, quando W; = W (i, xi) ¢ W; = W(éj, x;)
forem iguais, de modo que Egps = 0, o setor é dito nao BPS [20, 21]. As Eqgs. (3.30)
sao equacoes BPS, cujas solucoes resolvem as equacoes diferenciais de segunda ordem,
nao linear e acopladas. Ressaltando, que nem todas solugoes de um dado modelo sao
obtidas pelas equacoes de primeira ordem, entretanto, todas os setores BPS sao solucoes
das equagoes de movimento. Como o potencial depende de ¢ e x as equacoes diferenciais
de primeira ordem dadas pela Egs. (3.30) sao acopladas. O método das érbitas tentativas
pode ser usado na busca de solucoes BPS, que resolvem as equagoes diferencias de primeira
ordem [29]. Para isso precisa-se seguir as seguintes etapas:

1° Determinar os pontos de minimos do potencial V (¢, x).

2° Selecionar um setor BPS. Isto é feito por meio da escolha de dois minimos
v = (¢i, xi) € v; = (@, ;), tais que: W; = Wi, xi) # W; = W(¢gj, x;). Ou seja, um
par de minimo que possua energia Bogomol'nyi diferente de zero.

3° Escolher uma érbita g(¢, x) = 0, que satisfaga os pontos de minimo, de forma
que g(¢i, xi) =0 e g(¢;, x;) = 0.

4° Testar a orbita escolhida. Isto é feito diferenciando a érbita escolhida para obter

agij agz’j -
96 Wy + Dx W, = 0. (3.35)

Se a Eq. (3.35) for compativel com a 6rbita escolhida, entdo a érbita é boa e pode ser

usada para desacoplar as equagoes de primeira ordem [21].

3.3 Estabilidade para modelo de dois campos

Dada as solugdes estéticas ¢ = ¢4(x) e x = xs(), pode-se investigar a estabilidade

linear dessas solugoes. Ao definir ¢(x,t) e x(z,t) [30] como:

¢(I7t) - ¢S(I) + 77(%75)7 (336)

18



x(@,1) = xs(x) + (=, 1), (3.37)

onde n(x,t) e £(x,t) sd@o pequenas perturbagoes (n(x,t) < 1 e (z,t) < 1), ou flutuagao,
ao redor das solugdes estatica ¢4(x) e xs(x) respectivamente. Substituindo ¢(x,t) e x(z,t)

nas equagoes de movimento, teremos

i=n" =@+ Ve, =0 (3.38)

E—& —X!+V,, =0. (3.39)

Expandindo V' (¢, x) até primeira ordem e considerando contribuigoes lineares de
n e &, obtém-se

i1 =1" = &5+ Vo, + Vo1 + Vyeo§ = 0 (3.40)

é - 6// - X;/ + VXS + Vd)sXsn + VXsXsf = 0 (341)

Para solucoes estaticas tem-se que ¢ = Vy e x7 = V., logo as expressoes acima se
tornam

i —=0"+ Voo + Vio§ =0 (3.42)

é_ 5// + V¢sxs77 + xsxsg = 0. (3'43)

Para resolver estas equagoes de segunda ordem pode-se recorrer ao método de

separacao de variaveis, e como as solugoes estaticas sé dependem de x, considera-se que

Znn cos(wyt) (3.44)

an cos(wpt) (3.45)

De modo que substituindo as Eqgs. (3.44) e (3.45) nas Eqs. (3.42) e (3.43), resulta nas
seguintes expressoes:

— 1+ Vgl + Vyo€ = wiin (3.46)
— &+ Vinn + Vi = W2E. (3.47)
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Pode-se reescrever as equagoes diferenciais (3.46) e (3.47), como:
H, = w2ih,. (3.48)
No qual H e 1, sao definidos, respectivamente, como

2 Voo V.
= —% T (3.49)
V¢x Vxx

=" (3.50)
n

A estabilidade das solugoes, significa auséncia de w? negativo.
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Capitulo 4

Modelo BNRT

Para um modelo de dois campos denominado modelo BNRT [31], descrito pelo

superpotencial W que é dado por
1
W=¢— ggzﬁB — réx>, (4.1)

onde r é um parametro de acoplamento real.
Este modelo consiste em dois campos escalares acoplados por um potencial, que

conforme a Equagao (3.24) é dado pela expressao

1 22 2 2.2 7’2X2
V(@X):ﬁ(l—fb) —rx"+r(1+2r)e°x +T- (4.2)

As equagoes de movimentos para solugoes estéticas ¢(z) e x(x), sdo obtidas usando as

Equagoes (3.25) e (3.26) e escritas como

d?
—dxf = —2¢ 4 2r(1 + 2r)px 2 + 2¢° (4.3)
ng 2 2.3

Estas equagoes sao de segunda ordem nao lineares e acopladas.
No limite BPS as equagdes de primeira ordem, Equagao (3.30) para este modelo,
sao dados por
de

S W, =1 — 2 — 2 4.
7 = Ws " —rx (4.5)

dx
% = WX = —2rpy. (46)
Fazendo W, = 0 e W, = 0 nas Equacoes (4.5) e (4.6), obtém-se que:

1—¢*—rx?=0 (4.7)
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2rox = 0. (4.8)

Logo, os pontos de minimo sao (¢ = +1,x =0) e (¢ =0,y = i%) para r > 0, ou seja
V(¢, x) tem os seguintes minimos v; = (1,0), vo = (—1,0), v3 = (0, \/L;) e vy = (0, —\%)
A conexao destes quatro pontos de minimos resultam em seis setores topologicos: setor
1 que conecta vy e vy; 0 setor 2 que conecta vz e vg; 0 setor 3 que conecta vy e vs; setor

4 que conecta vy e vy; 0 setor 5 que conecta vy e v3 e 0 setor 6 que conecta vy e vy. Tais

setores sao representados na figura 4.1.

v 3={0,1/V 1) Y Vr

Setor§5 G = Sctor 3
= Setor 2

v_2=(-1,0) v_1=(1,0]

1 U' 1 ¢

S5etorl

Setoré <« = Setord

v a=(0,- Y/ Vnl-1u/Vr

Figura 4.1: Representacao dos setores topologicos do modelo BNRT.

Para estes setores a energia BPS associada é obtida usando a equacao

Epps = [W((00), x(00)) = (¢(—00), x(—00))], (4.9)

onde W ¢é expresso pela Equagao (4.1). Calculando W para cada minimo do potencial

temos:
Wal,0) = 6= 36" —rox*=1-3 =2,
Wa(1,0) =6~ 26* —ron’ = 14 3 = =,
W3(07%) =¢ - %¢3—7‘¢X2 =0,
(§]

—1
W4(0, W) =¢— %¢3 —r¢x? =0.
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A energia BPS para cada setor é entao dada por:

4

E%QPS = ’W(LO) - W(—LO)’ = 57 (410)

13 1 2
Egps = [W(1,0) = W(0, W)’ =3 (4.11)

-1 2

23 1 2
Egps = |[W(=1,0) = W(0, WH =3 (4.13)

24 —1 2
Egps =W (=1,0) = W(0, W” =3 (4.14)

e
1 -1

Efps =W (0, \/;) - W(0, W” =0. (4.15)
Portanto, os setores 3, 4, 5 e 6 sao degenerados com Egpg = %, o setor 1 possui

Epps = % e o setor 2 possui energia BPS nula, ou seja este setor é nao BPS e sua energia

s6 pode ser calculada quando sua solugao topolégica for conhecida.

4.1 Solucoes dos setores BPS

As solugoes ¢(z) e x(z) das equagdes diferenciais de primeira ordem, Equagoes
(4.5) e (4.6), s@o obtidas conectando dois pares de vécuos distintos. Cada par de vacuo
conectado por essas solugoes constitui um setor topoldgico. Como essas equagoes sao
acopladas, ao usar o método da érbita tentativa descrito no final da segao 3.2 pode-se
desacopla-las e assim obter as suas solugoes.

Inicialmente, ao propor para o setor 1 uma 6rbita eliptica descrita por ag?+by? = 1,
que ao satisfazer as condigoes de g;; (¢4, xi) = 0 € gi;(¢;, x;) = 0. Tem-se g(1,0) e g(—1,0)

sao dadas, respectivamente, por
9(1,0) =a(1)> +b(0) —1=0=a=1
g(=1,0) =a(—1)2+b(0) —1=0=a=1.
O que implica em a = 1. Agora testando a érbita escolhida, ou seja:

agij 39@'
=0. 4.1
26 W¢ + x WX 0 ( 6)
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Assim,

20(1 — ¢* —rx*) +2bx(—2rx¢) = 0
1—¢*—rx*=2rx* = 0

¢* 4+ 2(r+20r) = 1. (4.17)

Comparando a Equagao (4.17) com a equagao de 6rbita ¢? 4+ by? = 1, encontra-se o valor
de b, em termos de r:
r

b= o (4.18)

A érbita eliptica assume a seguinte forma

,
P + (—1 — 2r> i =1 (4.19)

Esta orbita é usada para desacoplar as equagoes de primeira ordem , Equagoes (4.5) e

(4.6). TIsolando ¢? = 1 — (1_’"2T) x? e substituindo na Equacao (4.5) obtém-se a seguinte
equacao
do 2
— = £2r(1 — 4.20
% — 21— ), (1.20)

cuja solucao é:

¢+ (x) = £ tanh(2rz). (4.21)

Ao substituir essa solugdo de ¢(x) na 6rbita, determina-se o valor para o campo y como:

X+(x) = £4/ % — 2sech(2rz). (4.22)

As Equagoes (4.21) e (4.22) sao solugoes que conectam os minimos do setor 1.

Para os setores 3, 4, 5 e 6 propoe-se a érbita ax? = 1+¢ que tem que ser compativel
com os pontos de minimos dos setores em questdao: (1,0), (—1,0), (0, \/%7) e (0, —\/L;)
Assim, como se pode analisar em seguida:

9(1,0) =a(0) —1—1=0,

g(O,W) —a;—>a—r,
e
1 1
9(0,—W) =a-—*a=;



a Orbita satisfaz os pontos de minimo para r = a, escrita como
x> =14 ¢. (4.23)
Testando a érbita usando a Equagao (4.16) tem-se que;

(1—=0)(1+¢) —rx*(1+4r¢) =0,

e da Equagao (4.23) 1 — ¢ = rx? tem-se que:

() (1 + ¢) — ry3(1 + 4r¢) = 0.

O que leva ao seguinte valor para r:

r=7 (4.24)

Usando a érbita iXQ = (1 £ ¢) nas equagoes de primeira ordem, determina-se as
seguintes solugoes como,

() = j:%[l + tanh(z/2)], (4.25)

x(z) = £4/2[1 % tanh(z/2)]. (4.26)

Estas solucoes devem ser arranjadas de forma adequada para descrever pares de solugoes
que conectam os minimos de cada setor topoldgico especifico.
Considerar solucoes que dependem apenas de um campo para o setor topologico 1,

e fazendo y = 0 nas equagoes de movimento, Equagdes (4.3) e (4.4), obtém-se que,

d*¢
— = —92¢(1 — ¢?). 4.2
O = 2001 ) (427
Cuja solucao é dada por:
¢+(x) = £tanh(z), x =0. (4.28)

Podemos observar que essas solugoes sao similares as obtidas nas Equacoes (4.21) e (4.22)
quando r — 1/2. Portanto, as solugdes BPS obtidas para uma 6rbita eliptica que conecta
os minimos do setor 1, tem que ter r € (0,1/2), ou seja, quando r — 1/2 a drbita eliptica
que liga (1,0) e (-1,0) se torna uma reta cuja solugdes sao representadas na equagao (4.28).
Nota-se que esta solu¢ao pode ser obtida das equagoes de primeira ordem, Equagoes (4.5)

e (4.6), ou seja, é uma legitima solugao BPS.
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4.2 Solucao para o setor nao-BPS

O setor 2 que conecta os minimos v; e vy nao contém energia BPS, em vista disso
suas solucoes nao podem ser obtidas usando as equagoes de primeira ordem. Usa-se
nesta secao métodos para tentar resolver as equacoes de movimento de segunda ordem e
acopladas para este setor.

Inicialmente, considera-se solugoes triviais que dependem apenas de um campo. Se

fizer ¢ =0 e x # 0, obtém-se a seguinte equacao de movimento:

d*x 2 1 2
—= =-2 - — 4.2
T2 rx(= =X, (4.29)
cuja solucao é dada por:
1
X+(x) = :I:W tanh(y/rx). (4.30)

Usando a Equagao (3.27) determina-se a energia para esta solugao, ou seja F,pps é:

o] d2¢ d2X
E = dr | — + == 4.31
nBPS /OO Xr |:dl'2 + de + V(¢7 X) ) ( 3 )
ou
Fopps — — (4.32)

Os pares de solugao ¢ = 0 e yi(z) = j:\/i; tanh(y/rx) constitui solugoes para o
modelo de dois campos do setor 2, para uma Orbita reta que conecta os minimo wvs e
vy. Essas solugoes sao nao-BPS, pois nao resolvem as equagoes de primeira ordem, o que
mostra-se nao ser possivel existir uma orbita reta para o setor 2 representando estados
BPS.

Em busca de uma érbita fechada para o setor 2 cuja solugoes sejam ¢ # 0 e x # 0,
usa-se 0 método Rajaraman descrito na se¢do (3.1) para encontrar a dérbita que conecta
os minimos vz e vy . Considerando uma orbita geral dada pela expressao:

1

9(¢,x) = ¢" —al(= - X%, (4.33)

onde « e n sao livres para serem determinados. Esta érbita tem que satisfazer a condigao

9ii(0i, xi) = 0 e g45(04, x;) = 0 como expresso a seguir.



Usando agora a érbita na equagao integro-diferencial, Equacao (3.11), proposta

por Rajaraman tem-se que:

G @) (e

e desenvolvendo os termos que compoe esta equacao, tem-se as seguintes expressoes:

2.4
g—‘; = a% (%(1 — )2 = (L4 2r)d*x 2 + %) = —20(1 — ¢*) + 2réx*(1 + 27),
v 0

1 2.4
( (1=¢%)" =rx* + (1 +2r)¢"x" + ﬂ) = —2rx + 2rx¢” (1 +2r) + 2r°x°,

8)( 8)( 2

Jdg n_ ol e
o a¢(¢ a; = x)) =no,

4),

Substituindo tais expressoes na Equagao (4.34), permite escrever:

(ne™1) fo =2¢(1 — ¢?) + 2réx*(1 + 2r)]dp =
(2ax)? f% (=2rx + 2rx¢?(1 + 2r) + 2r2x3)dy. (4.35)

Fazendo x? = (2 — £°) na primeira parte da igualdade e ¢* = o™ (1 — X2)2/n na segunda

parte da igualdade, tem-se que

o} n
o) [ 20— )+ 200 (1 - ¢—) (14 2r))do =
X 2/n
(2ax)2 /1 (—2rx + 2rxoz2/" <% — X2) (1+2r)+ 2T2X3}dx, (4.36)

Resolvendo a equacao acima e colocando os termos em funcao de ¢, resulta em
2 1 ¢n ¢2nr2 nr¢n+2(2r + 1)
92 h2n a2 g2 (2 9 _ .
2T ¢ 2 “\r 202 (n+2)x
(4.37)

2r(2r +1)
a(n+2)

2¢3n

Comparando os expoentes da Equagao (4.27), para uma solucao nao-trivial tem-se que:
2n=n+2e3n=n+ 2 onde n = 2 e n = 1 respectivamente. Para o caso interessante,
o termo n seja n = 2, pois pode-se encontrar uma Orbita do tipo fechada para o setor 2.
Assim a Orbita é:

o? — a(; —x3) =0 (4.38)
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Para n = 2 a Equagao (4.37) torna-se:

2

— 26528 + 1) + 8ro* + 209 = 20%r — 20(2r + 1)o* — 20°— + 2(2r + 1)ro®,  (4.39)
(6] (6]

comparando os coeficientes de mesma ordem resultam em

8r = 2r — 2a(2r + 1),

2

—o2r+ 1)+ 2=—2" 120r+ 1)
«

r
(07

Da Equagao (4.40) a é dado por

—3r
a = .
2r+1
E dai determina-se a seguinte orbita:
3 3ry?
2
_ =0
TGt T

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Para que esta 6rbita seja fechada r tem que ser —1/2 < r < 0, entretanto este valor para

r nao é permitido por que r nao pode ser negativo, pois apresentaria minimos complexos.

Portanto, pelo método do Rajaraman, tem-se apenas orbita aberta.

Ao investigar outra solucao para o setor 2 em busca de uma orbita fechada, a

solugao proposta é a seguinte para ¢ e x, respectivamente,

¢ = Asechax,

x = Btanhazx..

Para satisfazer as equagoes de movimento, tem-se que:

d2¢
—o H2 (7 - LX) o+ 4o’ =0,
d2X 2 2 2,2
2 (- 1)y ar =0

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Por substituigao direta, os parametros da solugoes, representadas pelas Equagoes (4.44)-

(4.45); precisam assumir os valores A = /1 —2r, B = 1/y/r, a = 2,/r e a seguinte

condicao extra

tanh (2v/r2) sech® (2¢/rxz) (r* — 1) /7 = 0.
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Esta condicao pode ser satisfeita para r =1, r = —1 e r — 0. Numa maneira mais sttil,

no limite em que r — oo esta condicao também pode ser satisfeita conforme se discute
abaixo. Estas solugoes de um modo geral satisfazem a seguinte orbita:

¢* 2 1

+ — —

1_9 X

T

(4.49)

Para o primeiro caso, ou seja para r = 1, nota, que se tem uma solucao complexa, ou seja:

¢ = isech 2z, (4.50)
X = tanh 2x. (4.51)
que descarta-se da analise.
No segundo caso, r = —1 temos uma solucao real dada por
¢ = V/3sec 2z, (4.52)
X = tan2z. (4.53)
Cuja orbita é definda pela hipérbole
¢,
32
3 X

(4.54)

Ou seja, neste caso nao se obtém uma 6rbita fechada tipo eliptica como no setor BPS.(Figura
4.2)

Figura 4.2: Orbitas hiperbélicas para o caso r=-1 nao setor BPS
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Agora para r — 0, mantendo apenas o termo mais importante da expansao de

Taylor, tem-se as seguintes solugoes

é = /1 — 2rsech 2\/rx — o =1+0(r), (4.55)
X = % tanh 2v/rz — x=2x+0(r) (4.56)

O comportamento de aproximacao de ‘séliton espesso’ ou thick kink é apresentado na

Figura (4.3).

Figura 4.3: Solugoes para r=0.40 (linhas finas) e r=0.01 (linhas grossas).

Uma vez que r é a constante de acoplamento entre os campos, logo este limite
é um limite de acoplamento fraco. Portanto, essencialmente, esta solucao é ideal para
descrever sistemas em que a espessura seja bastante relevante e seja predominantemente
descrita pelo campo y com localizagao de campo constante ¢ ~ 1. Um exemplo desta
situagao pode ocorrer quando a espessura da parede de dominios, descrita por esta solugao
solitonica, é da mesma ordem do tamanho dos dominios (ex.: bolhas de vacuo no regime
do equilibrio apds o colapso de paredes de dominios esféricas e instaveis). A drbita para
esta solugao é apresentada na Figura (4.4).

Ja r — oo, é mais sutil. Fisicamente, este seria o caso em que tem-se um acopla-
mento forte entre os campos. O fato é que neste limite a epessura do séliton se torna
muito pequena. Este é o conhecido ‘limite de parede fina’ (thin wall limit) [32]. Neste

limite a funcdo tanh(2y/rz) tende & funcdo sinal sgn(z) e /7 sech?(2y/7x) tende a funcio
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Figura 4.4: Orbitas elipticas para r=0,02 (linha vermelha) e r=0,01 (linha azul). Quando

a espessura da parede de dominios e o tamanho dos dominios sao da mesma ordem

delta de Dirac 6(z). Pode-se usar a Figura (4.3) para entender isto, ao identificarmos a
espessura da parede de dominios como sendo ~ 1/4/r. Como o produto sgn(x)d(x)=0
(uma vez que pode-se mostrar que §(z)f(x) = 6(x)f(0) se f(x) for continua em z =0, o
que é o caso da funcao sinal) entdo no limite de parede fina o produto na Equacao. 4.48,
tanh (2y/r2) sech? (2¢/rz) = 0. Portanto, pode-se mostrar que a solucio da Equacio.
(4.44) de um modo geral satisfaz as equagoes de segunda ordem neste limite. Solugoes de
paredes finas normalmente sao consideradas quando o tamanho dos dominios sao muito
maiores que a separagao dos mesmos através de uma parede de dominios (sélitons). No

exemplo discutido aqui uma solucao especifica para r — oo seria:

¢ = tanh (2y/rz) ~ sgn(z) (4.57)
e x = sech(2y/rz) ~ §(x), (4.58)

que poderia ser usada, por exemplo, em teorias de branas as quais numa primeira apro-
ximagao sao consideradas normalmente infinitesimalmente finas. Para maiores detalhes o
leitor pode ver, por exemplo, a referéncia [32].

A solugao aproximada no limite » — 0 pode ser considerada uma solugao solitonica
genuina que conecta os vacuos (0,—1/4/r) a (0,1/4/r). A 6rbita percorrida é tipo eliptica
cujo arco tende a descrever uma longa trajetéria devido ao fato de que os vacuos se

afastam em dire¢ao ao infinito no limite em que r — 0 (Figura (4.4)). Ao questionar em
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tal situacao extrema, ou seja, o caso em que o Unico parametro livre é levado a valores
tao pequenos, mantém a solucao estavel. Ao investigar isto de duas maneiras:(a) pelo
método da comparacao energética da solugdo nao BPS em relagao a solugoes BPS; e (b)
por estudo de estabilidade linear. Para , primeira, maneira conforem segue, a energia
desta solucao é dada por:
E.pps = /Oo F (@)2 + 1 (d_X>2 + 1 (0" —1+ rx2)2 +27r2¢*x? | dx (4.59)
2 \dx 2 \dx 2

—00

4 1 4 4 4
= - — - fr— =32 4.60
371 3 vr 3 (4.60)
em que foi usada a solugao da equagao (4.55)na sua forma exata. Porém deve-se considerar
o limite de » — 0. Neste caso a energia é dada pelos termos dominantes, ou seja:

4 1 4
Enpps =~ gﬁ*’g

_ 4
= FE.pps + 3 VT (4.62)

NG (4.61)

Onde E,ppg é precisamente a energia do setor para uma 6rbita reta ¢ = 0, y # 0 em geral.
Para estabelecer a estabilidade é necessario que E,pps < Eppg, onde Egpg é a energia
total dos setores BPS cuja trajetéria completa também conecta os vacuos do setor nao
BPS. Sabe-se que Egps = 4/3 dai a condicao de estabilidade requer aproximadamente
E.gps < 4/3 ou simplesmente r > 1, 0o que ndo estd de acordo com o fato de se ter
considerado r — 0 previamente. Portanto, por este método conclui-se que esta solucao
¢ instdavel. No entanto, deve-se perceber que o célculo da energia na Equagao (4.59) leva
em conta todo o espago (no intervalo (—o0,00)) o que retorna a um valor aceitavel se a
solucao solitonica obtida é de fato espacialmente bem localizada, ao invés de solugoes ‘in-
finitamente espessas’. Como se pode observar na Figura (4.3), a solugdo para o campo x
cresce linearmente e integrando isto num intervalo infinito obviamente deve gerar uma so-
lugao com energia infinita. Pode-se verificar isto na equagao para energia, Equagao.(4.61),
a qual se torna infinita no limite »r — 0. No entanto, para efeitos fenomenolégicos, é pos-
sivel que um intervalo de integragao na Equacao (4.76) finito, determinado por uma outra

escala, seja suficiente para tratar da fisica do sistema. Sendo assim integrando ao longo

de uma regiao espacial finita (no intervalo (—A/2, A/2)) e mantendo r — 0 obtem-se que:
43 2
EanS = 2A — §A T+ (9(7’ ) (463)
Esta é uma energia finita, controlada por uma escala A.
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Por enquanto, para o critério de estabilidade para impor limite no valor deste
parametro, a condicdo de estabilidade E,pps < Epps deve ser A < 2/3.
Para segunda maneira que se considera a estabilidade linear desta solugao aproxi-

mada no limite r — 0, usando a equagao (3.48), tem-se que:

d? 44 8rx? 0 n n
— ! =w? K (4.64)

— +
2
da 0o 0)]\& n-
Pode verificar que s6 foram mantidos termos da ordem de r e z? (por comparacao de
termos, percebe que estes sao os termos mais importantes da expansao para r — 0 e x

arbitrario). Portanto, a Equacao (4.81) tem-se que

ST | (4t sra?n(a) = o) (4.65)
d*6n () _ 2
R e win () (4.66)

Como em ambas as equacoes o potencial de Schroedinger é positivo e portanto nao ha
possibilidade de encontrar estados com auto-valores w? < 0 o que causaria instabilidades.
O potencial para n,(x) é o de um oscilador harmonico mais uma constante positiva, e
a equacao para &,(x) descreve ondas planas para w? > 0. Assim o sistema, por analise
linear e dentro das aproximacoes consideradas demonstra-se estdvel.

Para finaliza, sobre a aplicacao dos resultados relacionados examina-se a solugao
solitonica com r — 0. Tal tipo tem sido considerada no contexto de fenomologia de parti-
culas na presenca de dimensoes extras. Por exemplo, em [33] foi considerao uma parede de
dominios espessa imersa em cinco dimensoes de maneria que o perfil da solugao se parece
com a nossa solugao solitonica descrita acima. Para isso, consideraram a possibilidade de
se obter a funcao de onda dos léptons e quarks em lados opostos da parede de dominios
com espessura da ordem de A — neste cenario normalmente o nome ‘paredes de dominios’

é substituido por ‘branas’.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Modelos que usam teoria de campos escalares tem diversas aplicagoes na Fisica.
Como por exemplo em Fisica da Matéria Condensada, Cosmologia e Fisica de Particulas.
Geralmente modelos deste tipo sao descritos por equacoes diferenciais de segunda ordem
nao-linear e acopladas. Um dos objetivos principais da teoria de campos é resolver es-
tas equagoes acopladas com o intuito de obter as solugoes de campo e assim analisar o
fenomeno fisico descrito pelo modelo.

O método da orbita tentativa nos auxilia para desacoplar as equagoes de movi-
mento ou as equacoes BPS cujas solugoes sao solugoes das equagoes de movimento. Neste
trabalho analisamos o modelo BNRT no intuito de encontrarmos uma solucao de orbita
fechada para o setor nao BPS deste modelo. Primeiramente, usamos o método proposto
por Rajaraman, no qual ajustamos os parametros da érbita usando a equacao integro
diferencial. Nesta investigacao nao obtemos uma érbita fechada para o setor estudado.
Finalmente, supomos uma solucao que satisfaz uma certa orbita e por aproximacao para
o parametro de acoplamento entre os campos r — 0 obtemos uma 6rbita fechada. Vimos

que mesmo neste limite a solugao é estavel.
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