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Resumo

O universo encontra-se atualmente em uma fase de expansao acelerada, fato que foi
comprovado experimentalmente no final da década de 90 por dois grupos independentes
de pesquisa. Os modelos cosmoldgicos envolvendo campos escalares, permitem a descrigao
desse regime de expansao acelerada no cosmos e se apresentam como uma alternativa
promissora no estudo da era da inflacdo, periodo primordial de expansao do universo.
O mecanismo responsavel por esse fenomeno foi chamado de energia escura, o qual ja
recebeu diversas propostas tedricas para ser descrito, dentre as quais, podemos destacar
os modelos cosmoldgicos do tipo quintesséncia, onde uma ac¢ao composta por um campo
escalar é acoplada a acao de Einstein-Hilbert. Tal acoplamento, repercute tanto na
equacao de movimento relativa a densidade de lagrangiana do campo escalar, quanto nas
equacgoes de Friedmann, provenientes da minimizacao da agao com respeito a métrica. Este
procedimento mostra claramente que esse campo escalar ird influenciar na determinacao
dos parametros cosmoldgicos. Nesta dissertacao, esperamos compreender o processo de
expansao do Universo acelerado utilizando as solucoes das equacoes de Friedmann e alguns
parametros cosmoldgicos relevantes, e para isso, apresentaremos uma metodologia capaz
de construir novas familias de potenciais compostas por um campo escalar e duas fungoes
de gravidade modificada, sendo elas uma do tipo f(R,T) e uma funcao A(¢) que varia
ao longo do tempo. Sendo assim, construiremos um modelo analitico de vinculos entre
estes modelos e estudaremos se os parametros cosmoldgicos derivados desta proposta sao
consistentes a partir de dois exemplos de modelos conhecidos, verificando se os resultados

corroboram com a descri¢ao de diferentes fases do universo.

Palavras-chave: Defeitos topolégicos, expansao acelerada, parametros cosmologicos,

campos escalares, gravidade f(R,T), gravidade A(¢).






Abstract

The universe is currently in a phase of accelerated expansion, a fact that was proven
experimentally in the late 90’s by two independent research groups. The cosmological
models involving scalar fields allow the description of this regime of accelerated expansion
in the cosmos and present themselves as a promising alternative in the study of the era of
inflation, the primordial period of expansion of the universe. The mechanism responsible
for this phenomenon was called dark energy, which has already received several theoretical
proposals to be described, among which we can highlight the cosmological models of the
quintessence type, where an action composed by a scalar field is coupled to the action of
Einstein -Hilbert. Such a coupling has repercussions on the relative motion equation of
the Lagrangian density of the scalar field, as well as on the Friedmann equations, derived
from the minimization of the action with respect to the metric. This procedure clearly
shows that this scalar field will influence the determination of the cosmological parameters.
In this dissertation we hope to understand the process of expansion of the accelerated
universe using the solutions of the Friedmann equations and some relevant cosmological
parameters, and for this, we will present a methodology capable of constructing new families
of potentials composed by a scalar field and two functions of modified gravity, being one
of type f(R,T) and a function A(¢) that varies over time. Thus, we will construct
an analytical model of links between these models and will study if the cosmological
parameters derived from this proposal are consistent from two examples of known models,

verifying if the results corroborate with the description of different phases of the universe.

Keywords: Topological defects, accelerated expansion, cosmological parameters, scalar
fields, gravity f(R,T), gravity A(¢).
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1 Introducao

No estudo do universo em suas altas escalas, a cosmologia padrao tem a teoria do
Big-Bang em Relatividade Geral como uma descricdo bem sucedida do universo observavel.
O estagio de radiagdo dominante ou o estagio de matéria dominante caracterizam o estado
do universo para esse modelo, o que corresponde a uma expansao em que a segunda
derivada do fator de escala é negativa. Entretanto, ocorreu uma necessidade de resolver
problemas associados ao modelo padrao ja que este somente nao é suficiente para resolver
alguns problemas cosmolégicos como o problema do horizonte, a estrutura em larga
escala e o problema dos monopodlos, como exemplos. Para superar estes obstaculos, é
preciso considerar que o universo primitivo passou por uma expansao exponencial em uma

determinada época, um periodo conhecido como inflacao.

Para os estudos em cosmologia, as observacoes experimentais sao de extrema
importancia para o embasamento de modelos tedricos bem fundamentados, e esses ex-
perimentos tém vivido uma era de ouro nos anos recentes. Alguns exemplos de como
esses dados alteraram nossa perspectiva de entender a dinamica do universo sao os dados
sobre a expansao acelerada do universo, que desde o final dos anos 90 foram investigados
por dois grupos experimentais independentes denominados Supernova Cosmology Project
e High Redshift Supernova Team [1, 2] e as medidas experimentais recentes das ondas

gravitacionais, comprovando as previsoes de Einstein [3, 4, 5].

Os grupos Supernova Cosmology Project e High Redshift Supernova Team esperavam
que o brilho de uma supernova do tipo Ia fosse maior do que seus desvios para o vermelho
(redshift), sob a hip6tese de uma expansao nao acelerada do universo. Ao invés disso, eles
observaram que o brilho dessas supernovas ia ficando cada vez menor, caracterizando uma
expansao acelerada [1, 2]. Para explicar essa expansao, foi introduzido um mecanismo
“estranho” no fluido do universo, denominado energia escura. “Energia” por ser uma
componente que nao se aglomera como a matéria e “escura” por nao emitir radiagao

eletromagnética [6].

As observagoes experimentais mostram que ela corresponde a aproximadamente
70% do contetddo de matéria do universo [7], algo que mudou drasticamente nossa visao do
cosmos ja que a gravidade, que é uma forga de atracao, deveria fazer com que a aceleracao
fosse desacelerada, conforme se acreditava durante muitas décadas [8, 9]. Desse modo,
procurar entender a origem e as caracteristicas da atual fase de aceleragao observada no
universo e mostrar uma resposta plausivel para a natureza da energia escura, tém sido um

dos maiores desafios da cosmologia tedrica da atualidade [10, 11].

Existem hoje diversas propostas tedricas para tentar descrever a energia escura,
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entre as quais, a de maior simplicidade seria a adi¢do de uma constante cosmoldgica A as
equacgoes de Einstein para a relatividade geral, o que sera discutido com um maior aparo
neste trabalho. Outra descricdo que podemos destacar para este fendmeno seria a dos
modelos do tipo quintesséncia, na qual uma acao composta pela lagrangiana de um campo
escalar é acoplada a acao de Einstein-Hilbert, induzindo a uma “quinta for¢a” de longo
alcance, dominando o processo de aceleracao do Universo apés um longo periodo de tempo
[12, 13] e ainda no processo de inflagdo do cosmos [14]. Esse acoplamento, tem influéncia
na equacgao de movimento relativa a densidade de lagrangiana do campo escalar e nas
equagoes de Friedmann, provenientes da minimizagido da agao de Einstein-Hilbert [9, 15],
o que ird influenciar na determinacao de parametros cosmoldgicos como o parametro de
Hubble, o fator de escala, o parametro de aceleragao, a densidade, a pressao do universo e

o chamado pardmetro da equacao de estado [9, 15].

Os modelos provindos desse acoplamento sdo conhecidos como modelos de inflagao
e tipicamente envolvem um tinico campo escalar deslocado do minimo de um potencial,
criando uma energia do vacuo diferente de zero que domina a energia de estresse do
universo. Quando usamos campos escalares reais, os potenciais gerados por eles serdo
nao-lineares e se suas solucoes forem estaticas, esses potenciais serao denominados de
defeitos [16].

Neste trabalho, abordaremos modelos de campos escalares em (1+1) dimensoes, e
por esta razao, podemos denominar os defeitos como topoldgicos e nao-topologicos, ou
kinks e lumps, respectivamente [16], e como estamos falando de solugoes nao-lineares,
podemos considerd-las como solugdes solitarias e estaveis [17]. Esses defeitos surgem
da transicao de fase provinda de uma quebra espontanea de simetria e que ainda assim
mantém a estabilidade sob perturbacoes. Devemos enfatizar que os defeitos se diferem das
ondas solitarias, ou sélitons hidrodindmicos, estudados por Scott Russell (1808-1882) em
seus experimentos realizados em 1834 [18]. Russell observou essas ondas solitdrias quando
um barco deixou de ser puxado subitamente, mas a massa de agua deslocada mantinha-se
em movimento e ao atingir o barco, criava uma elevacao solitaria. Essa elevacao tinham
forma circular e bem definida com o passar do tempo e se perpetuava sem perder a sua

forma e a velocidade.

As solugdes tipo defeitos possuem grande aplicabilidade em diversas areas da fisica
como a fisica de altas energias [19, 20]; cenarios de mundos-brana [21]; diversos modelos

cosmoldgicos [22, 23] e em fisica de matéria condensada [24].

Nesta dissertacao, iremos abranger topicos em teoria classica de campos e também
em cosmologia de quintesséncia com gravidades modificadas f(R,T) e A(¢). Esse con-
tetudo sera apresentado a partir do Capitulo 2, onde faremos um breve estudo acerca da
teoria classica de campos escalares reais em que descrevemos a variacao da agao de uma

densidade de lagrangiana composta por um campo escalar real, determinamos a equacao
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de Euler-Lagrange e introduzimos o chamado método BPS, para encontrar a energia deste
modelo. Ainda nesse capitulo, estudaremos o conceito de carga topologica e também

desenvolveremos cuidadosamente a metodologia da estabilidade de campos estaticos.

No Capitulo 3, vamos expor uma revisao sobre alguns conceitos necesséarios de
cosmologia, obtendo o procedimento de minimizacao da agao classica de Einstein-Hilbert
acoplada a acao de uma lagrangiana composta por um campo escalar. Esse procedimento
nos permitird encontrar as equacoes de campo de Einstein e, consequentemente, deter-
minarmos as equagoes de Friedmann para este caso, o que serd necessario para o célculo
dos parametros cosmolégicos pertinentes a este trabalho. Vamos ilustrar o procedimento
de determinacao da equacao de movimento para o campo escalar acoplado e revisar o
formalismo de primeira ordem proposto em [15], o qual nos permite a obtengao de modelos

de quintesséncia analiticos.

No quarto capitulo, discutiremos duas teorias de gravidade modificada que tentam
explicar a grande discrepancia entre os resultados teéricos e observacionais para o calculo
da massa do universo através da cosmologia de quintesséncia. Sendo assim, abordaremos
primeiro a teoria de gravidade A(¢), que ja é amplamente divulgada no meio cientifico e
apesar de ter algumas inconsisténcias pertinentes dos valores obtidos teoricamente com os
valores observados experimentalmente, mostrou-se valida ao se assumir um modelo que
considera que esta constante varia com o passar do tempo, algo que ja foi abordado e
trouxe resultados satisfatorios. Em seguida, vamos abordar a teoria de gravidade f(R,T),
que é baseada no modelo de T. Harko [25] e que tenta juntar matéria e energia em seus

argumentos fisicos na tentativa de explicar a expansao do universo.

Na tentativa de unir esses dois modelos de gravidade em uma acao classica e
observar os novos parametros cosmolégicos oriundos desse procedimento, vamos adotar
uma nova abordagem que sera descrita no capitulo 5. Nela, vamos mostrar os passos
matematicos para demonstrar relacoes de vinculos entre esses modelos buscando uma
nova roupagem de gravidade modificada e aplicar discussoes fisicas para fundamentar tal
proposta. Para corroborar nossa discussao, mostraremos os resultados obtidos para dois
exemplos de modelos de solugoes conhecidos e comparé-los com outras abordagens. Por
fim, no Capitulo 6, apresentaremos nossas conclusdes e perspectivas acerca dos frutos
deste trabalho.
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2 Defeitos Topoldgicos

Neste capitulo, serd apresentada uma abordagem dos campos escalares reais para
modelos de um tnico campo. Esses modelos que serdao analisados neste trabalho, obedecem
as equacoes diferenciais de primeira e de segunda ordem, ou seja, aqueles que possuem uma
dimensao espacial e uma temporal, caracterizando (1+1) dimensoes. Para isso, adotaremos
teorias de campos relativisticas que se submetem a métrica de Minkowski e as convencoes
de unidades naturais, onde a velocidade da luz é ¢ = 1. Faremos ainda um estudo das
solucoes que representam os defeitos nao-triviais com energia minima usando as solugoes
do tipo BPS (Bogomol’'nyi, Prasad e Sommersfield) e trataremos do conceito de carga
topoldgica, mostrando as implicagoes desta nas solugoes do tipo defeito. Para concluir,

abordaremos o conceito de estabilidade linear para modelos de um campo escalar.

2.1 Teoria para um Campo Escalar Real

Quando estamos trabalhando com teoria de campos é comum nos depararmos
com o conceito de defeito. Os defeitos sao solucoes classicas oriundas das equacoes de
movimento para uma topologia nao trivial. Este fendmeno acontece em modelos que
resistem a quebra esponténea de simetria e nos auxiliam na analise de comportamento dos

campos escalares em um regime assintético, ou seja, no estado de vacuo [26].

Para entendermos como essa relagao ocorre, vamos partir de uma densidade de

lagrangiana para um campo escalar real como sendo

L= 0,00° V(9. (2.1)

onde 1, no caso unidimensional, pode ser 0 ou 1 e V(¢) é o potencial do modelo que esté
sendo abordado. Esta densidade de lagrangeana esta relacionada com uma agao classica

que assume a forma

S = / L(6,8,6)dtd*z. (2.2)

Se tomarmos essa a¢ao e utilizarmos o principio variacional (ou principio da minima agao),
podemos encontrar a equagdao de movimento para este campo. Este principio afirma que a

dindmica do sistema entre os instantes de tempo ¢; e t5 é tal que minimiza a acao. Entao,

58 = / L(6,0,0)dtd>x = 0. (2.3)

Sendo assim, ao realizarmos este procedimento, chegamos a equagao de movimento
de Euler-Lagrange como sendo

ama“m?; ) (2.4)
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Considerando a métrica de Minkowsky em um espago de (1+1) dimensoes sendo

g = diag(+, —, —, —), chegamos a
82 2¢ AV
T _Z 77 2.
o2 o2 dp (25)
ou ainda
d—¢"+Vy = 0, (2.6)

onde ¢ e ¢ sao as derivadas parciais de segunda ordem do campo com relagdo ao tempo
e a posicao, respectivamente, e Vy4 € a derivada do potencial com respeito a este mesmo
campo. Assumindo um campo estatico, em que este é independente do tempo, ou seja,

¢ = ¢(x), podemos escrever a equagao (2.6) como
—gb” —+ V¢ = 0, (27)
e consequentemente

(b// = V¢>' (28)

Se tomarmos esta equagao e multiplicarmos ambos os lados por ¢ , vamos obter:

¢'¢" = Voo, (2.9)

ou também

d (¢2\  av
sy 010

que integrada nos traz
¢ = V2V +C, (2.11)

que é a equagao diferencial de 1* ordem. A constante C' é provinda da integragdo e
determinada pelas condi¢oes de contorno, porém, estamos interessados em solugoes cuja
derivada seja suave, bem definida e sua integracao seja finita sobre toda a variacao espacial,
o que nos leva a impor que C = 0 para que nossa energia total seja finita [16]. Para provar

isso, vamos obter esta tltima equacao por um outro método.

2.2 Método BPS

Com objetivo de determinar a energia minima nao trivial, foi formulado o método
BPS, desenvolvido por Bogomol'nyi (1976), Prasad e Sommerfield (1975) e obtido do
célculo da energia do sistema [27, 28]. A ideia central desse método se baseia nas

interpretagoes fisicas, abordando a energia associada a configuragao estatica de forma
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simples, fechada e minima, além de proporcionar a equacao diferencial de primeira ordem
para um determinado campo. Com base nisso, vamos escrever a densidade de energia para

o caso de campos estaticos da seguinte forma:
1
ple) = =L =56" +V(9). (2.12)

Ao integramos esta densidade sob toda a dimensao espacial, teremos os valores de
E, que podemos definir como sendo a energia total por todo espaco e pode ser escrita da

seguinte maneira,
+00 +oo /1
B= [ paiz= [ <2¢'2 + V(gb)) da. (2.13)

Um método para resolver essa integral é completar um quadrado perfeito do

integrando. Fazendo isto, teremos

+00
E= /
—00
e para minimizarmos esta energia, podemos considerar o vinculo

¢ =1/2V(0), (2.15)

satisfazendo a equagdo (2.11) para o caso em que C' = 0. A energia agora minimizada é

;(gb' FV2V)?2 £ qﬁ’x/ﬁ} dr, (2.14)

denominada Egpg e descrita como simplesmente
+o0o
Epps = / &\ /2V (¢)dx. (2.16)

Vamos redefinir esse potencial de outra forma, associando-o em termos de uma
nova fungao continua com valores assintéticos de ¢(x) conectados aos pontos criticos da
funcao W(¢), ou seja,

T (dW>2 _e (2.17)

2\ do 2
onde W, é denominada fun¢ao superpotencial. O motivo pelo qual denominamos esta
funcao assim ¢ justamente fazer uma analogia com a Mecanica Quantica de supersimetria

[29]. Com essa redefini¢do, podemos descrever a Energia BPS da seguinte forma:

Epps — + /joo (ﬁm) dz, (2.18)
ou ainda reescrever como
Epps = [W[p(+00)] — W[p(—00)]|, (2.19)

cuja essa equacgao ¢ conhecida também como limite de Bgomol'nyi. Dessa forma, ao
obtermos a forma da fungdo W (¢) e a evolugao espacial do campo (¢ = ¢(x)), podemos
construir a energia BPS. Assim, a equagao diferencial de primeira ordem para ¢ fica com

a forma:
¢’ = £Wy(9), (2.20)

descrevendo a evolucao do campo escalar real trabalhado.
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2.3 Carga Topoldgica

Os defeitos sao uma regiao de transicao entre diferentes fases de um sistema. Em
outras palavras, podemos definir como sendo uma secao de um sistema onde ocorre uma
mudanga de propriedades e/ou caracteristicas [30]. A carga topolégica Qr tem o propdsito
de caracterizar os defeitos entre topoldgicos e nao-topoldgicos. Podemos determinar essa
carga utilizando o conceito de densidade de corrente J4, que pode ser escrito da seguinte

forma
JE = " o,Ww, (2.21)

onde € ¢ o pseudo-tensor de Levi-Civita anti-simétrico, pela troca de p — v. Cada
indice desses pode variar de acordo com o nimero de dimensoes, que em nosso caso, sO
podem variar em p, v = 0, 1, uma vez que estamos trabalhando com um modelo de (1+41)
dimensoes. As componentes desse pseudo-tensor em nosso estudo sao € = €' =0 e
€0 = % =1 e devido & antissimetria de ¢, é visivel que existe uma conservacao de

corrente topologica. De fato,

8" = 0. (2.22)

Aliando isso com um paralelo das cargas e correntes de Noether [16], é possivel
escrever a carga topologica, para solugoes estaticas, na forma:
+o00 0
Qr = [ Jdu;
—0oQ
+oo

= Wdzx;

—00

= W(p(+00)) = W (¢(-0)). (2.23)

A carga dada pela equagao (2.23) associa as solugoes estaticas de duas formas
distintas: solugoes topoldgicas, com valor de carga diferente de zero e conhecidas como
kinks, e as solugoes nao-topologicas, com cargas que resultam no valor igual a zero,
conhecidas como lumps. A seguir, veremos como é o comportamento desses dois tipos de

defeitos.

2.4 Solucao do Tipo Kink

Uma carga topologica advinda de uma corrente topoldgica conservada, caracteriza
um defeito do tipo kink, que tem como principal caracteristica a estabilidade. Para
exemplificar uma solucdo do tipo kink, vamos tomar o modelo ¢*, que tem densidade de
lagrangeana que pode ser escrita como

L= 10,00 V(o) V(e)=L0- o) 2.24)
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A figura 1 mostra que o modelo ¢* tem os valores de £1 para os minimos do
potencial, que sao chamados de valores de vacuo do campo. A partir deste fato, vamos
analisar as solu¢oes nao-triviais, ou seja, as quais nao nos destinam a uma energia nula.
Diante disso, podemos escrever a equacgao de primeira ordem deste modelo da seguinte

forma

¢ =Wy =(1-¢%), (2.25)
com solugao analitica do tipo

¢(r) = tanh(x + A), (2.26)
e que pode ser ilustrada através da figura 2.

o(x)

0.8

06

02

Figura 2 — Solucao analitica do tipo kink
representada pela linha ver-
melha e do tipo anti-kink pela
linha azul.

Figura 1 — Grafico do potencial ¢*.

Podemos ainda determinar a forma do superpotencial, que serd descrita como sendo
Wio) = [dewy;
— [ do(1 - o)

- (6-9). o

Analisando a figura 2, verificamos que as solu¢oes demonstram limites assintoticos
diferentes ligando os minimos do potencial. Essas solugoes sao chamadas de kinks quando
tém o sinal positivo e anti-kinks quando apresentam sinal negativo. Sempre que conectam

os minimos que fazem parte dele, temos um setor topoldgico.

2.5 Solucdes do Tipo Lump

Ao contrario das solugoes kinks, quando ocorrem solucoes decorrentes da carga

topolégica de valor nulo, temos uma solugdo nao-topoldgica, conhecida como defeito do
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tipo lump, os quais se conectam a uma tnica configura¢ao de um dado potencial e sao
conhecidas por apresentar instabilidade. O modelo ¢* invertido nos mostra como deve ser
as caracteristicas desse tipo de fendmeno, através de seu potencial que é dado pela equacao

¢*(1 - ¢%)

V() = 5 (2.28)

que pode ser observada na figura 3. A equagao diferencial de primeira ordem correspondente

¢ descrita como

1/2

¢ =W,=—¢(1-¢")", (2.29)
com solugao do tipo
o(x) = sech(x + B). (2.30)
que tem como possivel visualizagdo de seu comportamento através da figura 4.

V() #(x)

N TN,

1

Figura 4 — Solucoes do tipo lump: solu-
¢ao positiva - linha vermelha;
solugao negativa - linha azul.

Figura 3 — Gréfico do potencial ¢* inver-
tido.

A partir da integragao da fungdo W (¢), vamos encontrar

Wio) = [ dowy
= [do o1 - 0?2
- Lo gy 231

Pode-se constatar que tanto a carga topologica quanto a Energia BPS para este
modelo sao nulas. Pode se verificar também que o potencial V (¢) apresenta dois setores
nao-topologicos, conectando o minimo local (V' = 0, ¢ = £+1) com os pontos V = 0 e
¢ = 0. Este tipo de configuracao de setores, em modelos formados por um campo escalar

real, sempre caracteriza os defeitos lumps.
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2.6 Estabilidade Linear

Como foi mostrado, os defeitos topolégicos sao estruturas estaveis, porém, o estudo
da estabilidade linear mostra-nos se as solugoes estudadas sao estaveis ou instaveis sob
pequenas perturbagoes [31]. Assim, vamos trabalhar com uma equacao de movimento de

um campo escalar do tipo

¢(x,t) = ¢s(x) +n(x,1), (2.32)

onde 7n(z,t) é uma pequena pertubacao e ¢g(z) é a solugdo estatica. Substituindo a

equagao(2.32) na equacao de movimento (2.4), encontraremos

Pn Py Pos L
o2 0z  0x? do

=0, (2.33)

e considerando pequenas flutuagoes em torno da solugao estatica, teremos

Pn  0*n AV
o2 o2 T Tag

P dV

J— _|_ -
o2 d
p=¢s o qb

=0, (2.34)
$=¢s

como os dois ultimos termos formam justamente a equacao de movimento para a solugao
estatica, vamos obter simplesmente

o?n  0*n APV

o2 " ow o O (2.35)

$p=9¢s

Podemos observar que n depende da forma do potencial e da solucao estéatica ¢g,

por isso, vamos tomar o seguinte Ansatz para a perturbacgao
n(z,t) =Y nu(x) cos(wyt), (2.36)
n

o que transforma a equacao de evolucao de n para algo do tipo

d*n,
dz?

A%

— W ,
¢ Pp=¢s

+U(@)n, =win.;  Ulx) (2.37)

que é uma equacao do tipo Schrodinger independente do tempo para a fungao n,(z) e
2

autovalores w;. De forma andloga ao que ¢ utilizado em mecanica quantica, podemos

reescrever a equacao anterior em notagao de operadores como sendo
d2

Hnp(z) = wny: H = — 5+ Vases: (2.38)

onde wg sao os auto-valores e 7, (x) sdo os autovetores desses operadores. Podemos impor,

sempre que possivel, que se pode encontrar um autovalor minimo para tal equagao, que
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denominaremos de wy ou modo zero. Sendo assim, podemos representar a equacao de

autovalores em termos dos operadores a e at, ou seja,
A n d d
H = aa = % + W¢S¢S —% + W¢S¢S . (239)
Como a hamiltoniana H ¢ Hn, (x), a equagao (2.39) pode ser escrita como

N d d
Hﬁn(ﬂf) = (dl‘ + W¢s¢s> <_dx + W¢S¢s> nn(x)> (2'40)

que desenvolvida nos mostra que

~ d?
Hﬁn(fﬂ) = l_d{EQ + ch%sqﬁs + W¢SW¢S¢S¢S] nn<x)7 (2-41)

e pode ser reescrita em termos dos operadores a e a™ para torna-se

ﬁnn(x) =aa™n, = winn. (2.42)

Admitindo a existéncia de estados ligados para o modo zero, ou seja, para wy = 0,

temos que

d
arto = <_d1’ + W¢S¢S> o = 0, (243)
e que se for integrada nos trara

mo(x) = Ael Wosesde, (2.44)

Como A esta sendo uma constante de integracao e observando que

dlog(Wy) 1
dr 5 = W¢SW¢SW¢S¢S = W¢s¢s> (2'45)

pode-se notar que

o = AWy, (2.46)

E possivel mostrar que solugoes do tipo kink sao estaveis por estabilidade linear, ja
que o menor autovalor encontrado é zero e que solugoes do tipo lump sao instaveis, uma

vez que o menor autovalor encontrado é menor que zero [31].

Exemplo 1: Podemos exemplificar como este método é efetivado utilizando um
potencial do tipo ¢*, com Wy, = 1 — ¢%, e cuja solugdo analitica é apresentada por

¢s = tanh(z). Sendo assim, teremos que

no = 1 — tanh?(x) = sech®(x), (2.47)
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tendo que

n(x,t) = no cos(wot), (2.48)

onde
n(x) = nosech(x). (2.49)

A solugao perturbada serd do tipo ¢(z) = tanh(z) + nosech(x), onde ny < 1.
Através desta ultima equagao, nos é revelado que 7 corresponde ao modo-zero de oscilagao,
o que caracteriza a estabilidade da solucao estatica. Este comportamento pode ser

visualizado no grafico 5.

E possivel verificar que se o estado 1y for diferente do modo-zero de oscilacao, ele
sera um estado excitado, abrindo espago para a existéncia de um estado fundamental com

auto-valor w? < 0, ou seja, w, — iw,. A consequéncia deste tipo de estado é que

ewnt + e—wnt >

. (2.50)

n(x,t) = no cos(iwpt) = 1o (
Ao analisarmos esta solugao, vemos que para um certo tempo ¢ tendendo ao infinito,
a pertubagao n(z, t) também tenderd ao infinito, o que leva a fungao para a desestabilizagao

e implica que ¢g(x) é instavel.

Figura 5 — Grafico de ng(x) para o Exemplo 1, caracterizando estabilidade da solugao
estatica de um potencial do tipo ¢*.

Exemplo 2: Podemos ainda mostrar o comportamento do método da estabilidade

para um potencial do tipo ¢* invertido, onde Wy, = ¢1/1 — ¢%, em que ¢y = —Wy, e a

solugao analitica desse potencial serd ¢g = sech(z), consequentemente

no = Wy = sech(x)\/1 — sech?(z), (2.51)
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correspondendo a um primeiro modo de oscilagdo, mostrando-nos que a solugao ¢g(x)
para este modelo ¢é instavel e com comportamento que pode ser visualizado no grafico
6. Isso significa, que esta nao é a auto-funcao do estado fundamental e que o modo zero

estaria relacionado a um autovalor w? < 0, resultando na instabilidade do lump .

0.6

0.3

Mo
o

-03

-06 -

Figura 6 — Grafico no(z) para o Exemplo 2, que caracteriza a instabilidade da solugao
estatica de um potencial do tipo ¢* invertido.
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3 Universo em expansao

Em 1922, Alexander Friedmann (1888-1925) escreveu um trabalho apresentando
solugoes matematicas possiveis para as equagoes de campo da teoria relativistica da
gravitagao, as quais demonstravam que o universo nao era estatico, mas que estava em um
regime de expansao [32]. Estes cdlculos cairam como um raio na comunidade cientifica,

que acreditava em um universo estatico em grandes escalas.

Neste capitulo, vamos abordar uma das maneiras de entender como esse fendémeno
ocorre considerando modelos de Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW) descritos
por campos escalares reais. Tal abordagem considera a energia escura como quintesséncia,
e para isso, vamos introduzir as equagoes de campo de Einstein na busca de uma explicagao
para uma expansao acelerada. Assim, vamos comegar deduzindo as equacoes de campo
oriundas da acao de Einstein-Hilbert e em seguida discutir a métrica FLRW, a qual
¢é apropriada para tal descricdo e é aplicada as equagoes de campo de acordo com os

principios cosmologicos, permitindo-nos a chegar nas equagoes de Friedmann.

Em seguida, iremos abordar o tensor energia-momento, que sera imprescindivel em
nosso trabalho, uma vez que estamos considerando campos escalares acoplados a gravitagao
e representamos o universo como um fluido perfeito. Podemos também relacionar as
equagoes de Friedmann para chegarmos a equacao de continuidade para o fluido perfeito e,
por seguinte, a equagdo de movimento. Por fim, apresentaremos o formalismo de primeira
ordem como uma nova roupagem para a discussao feita neste capitulo e facilitador do

entendimento na discussao da expansao acelerada do universo.

3.1 Equacao de Einstein

Para melhor entendermos as discussoes que serao feitas nas préximas se¢oes, vamos
obter as equacoes de campo da Relatividade Geral, as quais sao derivadas a partir do
principio variacional. Faremos isso utilizando o método da minimizag¢ao da acao de
Einstein-Hilbert acoplada a uma densidade de lagrangeana de um campo escalar real, algo
semelhante ao que fizemos no segundo capitulo deste trabalho. A equacao desta acao é

dada por

5= [dny=g HLR +£(6,0%)] (3.1)

onde R é o escalar de Ricci, g é o determinante do tensor métrico e L(¢, 0*¢) a lagrangeana

que corresponde ao campo escalar. Se variarmos esta agao, teremos

55 = / e [5\/—_9 (—iR + (6, aw)) + /g6 <_413 + L(6, aﬂqs))] C(32)
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Desenvolvendo esses calculos, nos deparamos em uma dada situacao no qual devemos

usar a seguinte identidade:
1
0V=9 = =5V =99uw09"
Para demonstrar esta relagao, vamos considerar, para uma matriz qualquer

Tr(logM) = log(detM). (3.3)

Aplicando o principio variacional, teremos

1
detM

5Tr ( 5M> 5(5M). (3.4)

M
Assumindo entao, que Tr(M) = M;;, vamos ter

(M 15M) Z M 6 My, (3.5)

Com base nisso, reescrevendo a equacao (3.4), obteremos

Tr(M~'6M); = (M6 My, (3.6)

Agora, definimos o seguinte vinculo

Tr(M~'6M) = Z Z 1)k My (3.7)

Usando o fato que M = ¢, M~! = g, e det(M) = g, a equacao (3.7) ficard da
o

seguinte forma
Z Zgw,ég‘“’ = g~ 'dg; 09 = Gudg", (3.8)
u v

permitindo que a variagao de \/—g seja escrita da seguinte maneira
—1 dg

5/ =g = e (3.9)

Podemos entao obter uma expressao relacionando as equagoes (3.8) e (3.9) de modo

a ficar:
-1 ,
o/ —g = 7\/—gguyég“ . (3.10)
Com isso, é possivel escrever a equagao (3.2) como sendo

55 = [ da l—\/;_g (—92“”3 4 2gu,,£) 5" + /=50 <—f 4 5)1 . (3.11)
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Se utilizarmos o escalar de Ricci como sendo: R = ¢g"'R,,,, quando fizermos 0 R

vamos obter

-1 -1
T AV _géR == T\/ —g [5g'uleul/ + g'uyéRuy] , (312)
e de modo semelhante para 0L, teremos
oL
0L = Wég“”. (3.13)

E possivel mostrar que o termo dR,, da equacdo (3.12) sera nulo sobre todo o
espaco-tempo devido as condigoes de contorno. Diante disso, substituindo as equagoes
(3.12) e (3.13) na equagao (3.11), teremos:

-1 1 oL
_ 4 — = _ - I~ uv
4S8 = /d T\/—g [ 1 (R — 29, R) + 5 (289/“’ gw,ﬁﬂ dg = 0. (3.14)
Isso esta de acordo com a teoria da relatividade geral, a qual nos permite observar

uma relagdo entre a matéria e a geometria do universo, e que pode ser devidamente

equacionada por
1
R, — §gu,,R = KT". (3.15)

que é a equagao que foi apresentada por Einstein em 1916 [33]. O lado esquerdo da
equagao nos fornece informacoes sobre a geometria do espago-tempo, enquanto o lado

direito apresenta a relagao da matéria com o tensor energia momento.

Através da aplicagdo do Limite Newtoniano nas equagoes da Teoria da Relatividade
8rG

A
anteriormente, estamos considerando o sistema natural de unidades, o que nos permite

Geral, podemos definir a constante de proporcionalidade K = . Como mencionando

dizer que 47G = ¢ = 1. Logo,

1
Ruy = 50w R = 21", (3.16)

Do principio da minima agao, vemos que a equagao (3.14) pode ser igualmente

resolvida com a equagao (3.16), no permitindo chegar a relacao

oL

[ — THY
2~ 9wk =T (3.17)

que ¢é a expressao do tensor Energia-Momento.

3.2 Modelo FLRW

As anélises de Edwin Hubble (1889-1953) mostraram que o principio cosmoldgico

nos revela um universo homogéneo e isotropico em larga escala. Essa teoria foi comprovada
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através da descoberta da radiagdo cosmica de fundos, a partir dos experimentos Arno
Penzias de Robert Wilson, em 1965 [33]. Sendo assim, a métrica adequada para esta
descricao deve obedecer a um espaco-tempo em coordenadas esféricas corrigido pelo fator

de escala. Podemos escrever entao, o elemento de linha apropriada como sendo

2

1—kr?

ds* = dt* — a(t)? +72(d6* + r* sin® 0d¢?) | (3.18)
onde k corresponde ao parametro de curvatura do universo, que pode assumir valores de
k =1 para o caso do universo ser esférico, k = 0 caso seja plano e k = —1 considerando
que seja hiperbélico. A variavel a(t) representa o fator de escala da parte espacial da

geometria.

O modelo FLRW consiste na hipétese de que universo seja espacialmente isotrépico
e homogéneo em cada instante de tempo. Entao vamos obter as equagoes que retratam a
dindmica do universo aplicando a métrica FLRW nas equacoes de campo da gravitacao.
Com isso, aplicaremos a métrica dada pela equagao (3.18) para vermos que as componentes

covariantes do tensor métrico sao dadas por

1 0 0 0
| 0 —a?/(1—Fkr?) 0 0
I 0 0 —ar? 0 ’
0 0 0 —a?r?sin® 0
e as contravariantes sao dada por
1 0 0 0
g = 0 —(1—kr*)/a? 0 0
0 0 —1/a*r? 0
0 0 0 —1/a*r?sin? 0

Através das equagoes de campo de Einstein, podemos obter as equacoes dinamicas

para um Universo em expansao. Para isso, vamos determinar o tensor de Ricci, onde

1
Fg,uu - §ggp(a,ugup + al/gp,u - apg,u,u)y (319)

que constitui base para a definicdo do tensor de curvatura, ou tensor de Riemann, dado

por

Ry, =007, — 0,17, + F”MF*W - F”VAFAW. (3.20)

As simetrias que estdo associadas a esse tensor sao dadas por

R,, = R

- (3.21)
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Podemos ainda definir o escalar de Ricci a partir do tensor de Riemann, contraindo

os indices simétricos, mostrando que
R=g¢"R,,, (3.22)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci sao

Roo = —39; (323)
a
ad + 2a* + 2k
_ : 24
Rll 1 — kf’f'Q ) (3 )
Ryy = (ad+ 2a* + 2k)r?; (3.25)
Rss = (ad+ 2a* + 2k)r®sin® 6. (3.26)

as quais podem ser observadas no Apéndice deste trabalho. Consequentemente, a forma
explicita do escalar de Ricci na métrica é

. .2 2
Re —¢ (aa+a+k‘> , (3.27)

a2

3.3 Tensor Energia-Momento para um fluido perfeito

Como serao abordadas algumas teorias de gravitacao mais adiante neste trabalho,
somos levados a discutir o acoplamento de campos escalares reais com alguns modelos
cosmologicos. Assim, serd de extrema importancia falarmos sobre um fluido perfeito, pelo
fato do principio cosmoldgico revelar que o universo é homogéneo e isotropico através da
métrica FLRW, como ja se foi discutido neste capitulo. A partir disso, nos é mostrado
que existe um fluido que permeia todo o universo e é comprovado através da conservacao
do tensor energia-momento [17]. Podemos entao escrever o tensor energia-momento para

um fluido perfeito como sendo

T = (p+ p)uytty — pgpu, (3.28)

cujo o vetor quadri-velocidade do fluido é representado por u, p é a pressao e p corresponde
a densidade de energia. Se considerarmos o referencial para uma particula estacionaria,

vamos ter que u* = (1,0,0,0), trazendo componentes nao nulas dadas por

Too = (p + p)uouo — PYoo, e Ty = —pgu, (3.29)

que na forma de matriz assume a seguinte forma

p 0 0
0 a’*p/(1—Fkr*) 0 0
T = ) , (3.30)
0 a“rep 0
0 0 a’r’*psin? 0
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e tem seu trago como sendo: T' =T} = p — 3p.

Para encontrar as equagoes de Friedmann das componentes (00) e (ii), iremos
aplicar a métrica FLRW junto do tensor energia-momento nas equacoes de Einstein dadas

por (3.16), chegando a

a\? 2 k a 1

2y 2, . - =_Z 3 3.31

<a> P =gt (3.31)

em que o termo 4 é chamado de pardmetro de Hubble, representado por H, e que nos
a
permite escrever

2 k
H>=Zp— —, 3.32

que ¢é a equacao representativa da taxa de expansao do universo em funcao da pressao e da
densidade. A equacao de Friedmann nao tem utilidade se nao tivermos uma equagao da
evolucao temporal da densidade p dos constituintes do Universo, com base nisso, pode-se

relacionar as equagodes acima com a equacao de continuidade para um fluido, trazendo

p+3H(p+p)=0. (3.33)

Ao analisarmos [8], vemos que é possivel escrever a equagiao de estado dado por w,
que seria um vinculo entre a densidade e a pressao. Esse parametro sera importante nos

estudos da evolugdo do universo, podendo ser escrito como

w="L. (3.34)

p

Tomando a equagao (2.1) para uma lagrangiana, vamos extrair a densidade e a

pressao acima mencionadas. Entao, partindo de

1
L= 50u00"¢ = V(9), (3.35)
podemos substitui-la na expressao
oL
T/ﬂ, = 2@ — g‘mjﬁ, (336)
com isso, verificamos que o tensor energia momento pode ser reescrito como sendo
1 «
Ty = 060, = s | 59" a0 ~ V() (337)
com formas explicitas de suas componentes como sendo
) ? 12
T = - | V()| = 5 +V00), (3.)
e
(bZ
Ti=2 —v(9). (3.39)
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As equagoes (3.38) e (3.39) podem ser relacionadas com a equagao (3.30) de modo

a resultar:
é?
p="75+V(9), (3.40)
e
gz§2
p=-5=V(9) (3.41)

Com isso, podemos substituir as equagoes (3.40) e (3.41) na expressao (3.34),

trazendo

w=Pr w (3.42)

P P2V (e)

Também é possivel observar a densidade em consequéncia do campo escalar, fazendo

que a equagao (3.32), nos fornega

2 [ $? k
H?=Z(Z - —. A4
(5o -4 (3.43
Através do parametro de Hubble, tém-se que:
. a & a
H=-—-—=-—H2 (3.44)

e substituindo esta ultima expressao na equacao (3.31), vamos ter

a 1
= —— 3 3.45
- 3(P¢ + 3pg), (3.45)

que nos permite obter diretamente a relagao

: 1
H+H2:—§p+%) (3.46)

Sabendo disso, ao substiuirmos a equagao (3.38) em (3.45), vamos encontrar

1 2 k k

H:—g(p+3p)—§p¢+ = ~Po = Pst 3 (3.47)

a2
ou que também pode ser escrita como sendo

k

a?’

12 12
: k .
H:—¢—V—¢+V+ﬁ:—&+

; ; (3.48)

Retornando para a¢ao dada pela equagao (3.1), podemos reescrever-las na forma

1 L
S:—Z/&wﬁ§R+/&mL £ = /4L (3.49)
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e aplicando o método da minimizacao da agdo somente em relagdo ao campo, temos

5S = / d'z8L = 0, (3.50)
que nos faz obter a expressao

oL oL

— —0,=————=0. 3.51

95~ 90,0) &30

Se usarmos uma lagrangiana £ na forma padrao,

£ = 50,000 - V(9), (352

a equagao de movimento para o campo escalar é obtida na forma
0u(v/—g0tp) +V, =0. (3.53)
Assumindo um caso especifico em que ¢ = ¢(t), encontraremos

0, (v/—g0"d) + Vy = 6 + 3Z¢ +V, =0, (3.54)

e sendo H = a/a, vamos obter a equa¢ao de movimento para este campo escalar como

sendo

¢+ 3Ho+Vy=0. (3.55)

3.4 Formalismo de Primeira Ordem

A energia escura, ainda que seja uma das possibilidades de explicacao da expansao
acelerada, é uma icognita para um entendimento maior de nosso universo (este tema
serd melhor abordado no préximo capitulo). Entre as varias propostas para descrevé-la,
podemos considerar o modelo de quintesséncia ou modelo ¢ - Cold Dark Matter (¢ - CDM).
Esse modelo consiste em utilizar as equacoes de movimento associados a dindmica de
um campo escalar acoplado, o que permite uma investigacao e comparacao com modelos
cosmologicos distintos. Nos trabalhos [34, 15] podemos notar, de forma simplificada,

solugoes que diminuem a ordem das equacoes de diferenciais de movimento.

Na busca dessas solugoes, vamos escrever as equacoes de Friedmann para uma

geometria plana (k = 0), ou seja,

H? = ; (f + v) , (3.56)

H = —¢% (3.57)
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Também reescreveremos o paramétro de Hubble da seguinte maneira

H=-W(). (3.58)

Com isso, podemos redefinir a equacao (3.57) como sendo

H=-Wyp=-¢" e ¢=W, (3.59)
. aw . . .
que deixa claro que Wy = —— = ¢. Agora, ao solucionarmos a equacao (3.56), vamos ter

nossos parametros em termos da funcdo W(¢), ou seja,

W@=3W—ﬂ;

2 3
- §H2—£'
2 2’
W2
zzwﬁ-;. (3.60)

Esses resultados obtidos devem ser consistentes com a equac¢ao de movimento

¢+3H¢+V, =0, (3.61)

Sendo assim, observando as relagoes

O = Wypd = WysWo, (3.62)

H=-W;, ¢=W,, (3.63)
veremos o potencial assumir a forma
Vo = 3WWy — WeWeg, (3.64)

mostrando que o formalismo realmente é consistente com a equacao de movimento do
campo escalar. Para ajudar a analise de discussoes futuras desta dissertacdo, vamos
reescrever a pressdao, a densidade e a equacdo de estado no formalismo de primeira ordem

também. Logo,

ngwﬁ (3.65)
2 3 2
p=Ws— W (3.66)
(§
D gﬁz—QV

(3.67)
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Outro parametro significativo na discussao da energia escura é o parametro de

aceleragao ¢, o qual é oposto ao parametro de desaceleracao ¢q e é dado por

_ aa H _ W¢ 2
que se relaciona com a equagao de estado como
_ 1
q= —5(1+3w), (3.69)

no caso de um universo plano. A faixa de variacdo observacional de w precisa estar dentro
dos limites —1 < w < 1, 0 que nos trard uma outra faixa de —2 < ¢ < 1, onde ¢ = 1
corresponde ao limite de w = —1 e pode ser no maximo 1/3. Estes dados mostram que o
universo esta sob uma fase dominada pela pressao negativa e é consistente com as recentes

observagoes experimentais de expansao do cosmos.
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4 Extensoes da Gravitacao

Varias propostas ja foram feitas para tentar explicar a aceleracao do cosmos. Como
ja vimos neste trabalho, a Cosmologia Moderna é descrita pela Relatividade Geral e pelo
principio cosmoldgico, que nos diz que o universo é homogéneo e isotrépico, mas este
modelo nao consegue explicar o atual regime acelerado. Uma provavel explicacao seria que
a Teoria da Relatividade Geral deixa de valer em larga escala, fazendo com que a parte

gravitacional da equacao de Einstein seja modificada.

Em outra palavras, a Relatividade Geral esta correta, mas para altos redshifts
(o deslocamento que a luz tem para o vermelho), o universo passa a ser dominado por
um fluido “estranho” com pressao negativa, denominado energia escura. A principal
candidata para ser a energia escura é a chamada constante cosmolégica A(¢), que possui
uma equagao de estado (EoS) constante, ou seja, w. Esse modelo apresentou problemas
tedricos em relagao aos dados observacionais, mas recentemente recebeu novas propostas
que consideram que este deve mudar com o passar do tempo, o que apresentou 6timos
resultados quando comparados aos dados observacionais. Além disso, podemos também
considerar, nesta abordagem, que algumas constantes fundamentais da cosmologia sao
dependentes do tempo, o que nos permite varias possibilidades em relagao ao modelo
cosmolégico abordado. Outro fator importante desta teoria seria resolver o problema da
coincidéncia cdésmica, na qual a aceleracao do universo tem que ser exatamente o valor de

A, ou entao os modelos de descricao cosmoldgica precisariam ser totalmente modificados.

A falta de uma proposta concreta levou a surgir outras teorias de gravidade
modificada na cosmologia. Um outra possibilidade na descricao desse fato é baseada em
pesquisas recentes elaboradas por T. Harko e colaboradores [25] que trazem as teorias de
gravidade f(R,T), as quais contemplam uma alternativa otimista a energia escura para a
qual ela obedece uma fun¢ao que depende de R, que representa o escalar de Ricci, e de
T, que ¢é o trago do tensor de energia-momento. Temos como vantagem ainda para esta
proposta incluir as pequenas anisotropias que aparecem na radiagdo césmica de fundo

devido as flutuagoes quanticas por inflacao.

Pensando nas discussoes que realizaremos no proximo capitulo, vamos abordar os
dois modelos de gravitagao descritos anteriormente, procurando mostrar como eles podem

explicar o problema da expansao acelerada do universo.



48 Capitulo 4. FEztensdes da Gravitacdo

4.1 Teorias de gravidade com A(¢)

Na tentativa de explicar a expansao acelerada do universo, podemos destacar
a constante cosmolégica A, assim chamada pois sua densidade de energia é constante
no tempo e no espago. De fato o modelo AC DM mostrou ser consistente com muitas
observacoes, apesar de parecer simples. Geralmente é dificil explicar por que a escala
de energia da constante cosmologica necessaria para a aceleragao cosmica, hoje, é muito
pequena em relacdo ao previsto pela fisica de particulas, que é de cerca de 10'?! vezes

maior do que a densidade de energia observada.

Interpretamos A como a densidade de energia do vacuo, que atua nas equagoes de
campo como um fluido perfeito, com uma equacao de estado py = —px e podemos buscar
a relagdo deste parametro com outras grandezas cosmoldgicas, fazendo o acoplamento de
A(¢), em que a constante depende do comportamento de um campo escalar, com a acao

classica de Einstein-Hilbert. Sendo assim, temos
S:/d‘lx\/—g (———i—ﬁ) , (4.1)
ou ainda
17y R
Szz/d:c\/_—g<—2—[\—|—£>. (4.2)

Ao realizarmos a minimizacao desta acdo em relagdo a métrica, teremos
1 " R R
5522/dx[5(\/—_g)<—2—A+£>+\/—_gc5(—2—/\+£)]:0. (4.3)

Procedimentos analogos ja foram vistos neste trabalho, o que nos permite encontrar

as equagoes de Einstein diretamente como sendo

1 Ag,, 87mG +
Rp,u - igle - 9 = 7 ) (44)
como 87G/c' = K e tendo que 471G = ¢ = 1, vamos ter
1 -
G =R, — 59WR =2T,,. (4.5)
E possivel obter dessas relacoes
~ oL AgHv
e também
Tuu = L + g/quA<t>7 (47)
onde
A
palt) = 5. (4.8)
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Pode-se extrair ainda, a densidade e a pressao para esse modelo, que serao dadas

por
¢’ ¢’
p= V@), e p="T V() (4.9)
Tomando, novamente, a a¢ao da equagao (4.2) e reescrevendo-a como sendo
1 .
S = —Z/d4x\/—gR+/d4:U£, (4.10)
onde

L=/—yL, (4.11)
podemos minimizar esta acao em relagdo ao campo, da seguinte maneira
5S = /d4:c5.é — 0, (4.12)
0 que nos traz a equacao de movimento
oL oL
% 309 = 0. (4.13)

A forma explicita dessa equagao para ¢ = ¢(t) é tal que

¢+ Vy+3Ho = —Z?, (4.14)
ou ainda
¢+ Vy+3Hd = —ph, (4.15)
onde
PA
Seguindo o mesmo procedimento de [35], chegamos nas equagoes de Friedmann
3 1
pron=H, (4.17)
e
. 3 9
p+pr=—H— §H . (4.18)

Por fim, ao combinarmos as equagoes (4.9) com as equagoes (4.17) e (4.18), vamos

chegar no potencial

V= SBH )~ pa, (4.19)
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usando (4.9) e (4.17)a segunda equacao de Friedmann, torna-se

H = —¢% (4.20)

Na abordagem aqui apresentada, temos um modelo que aborda a funcao A(¢)
variando com o tempo, ou seja, teremos um constante do tipo A(t), sendo assim, precisamos
introduzir uma constante de ajuste da variagao desta constante. E possivel utilizar esta
constante ja no formalismo de primeira ordem da mesma maneira que vemos em [36], a
qual é dada por

1
PA = 5(00 -+ CQWj + C4W$), (421)

e que sera utilizada na abordagem do préximo capitulo.

4.2 Teorias f(R,T) de gravidade

Assumindo que em grandes escalas o modelo gravitacional de Einstein da relativi-
dade geral deve se estendido, devemos ter um modelo mais geral atuando na maneira que o
fluido descreve o campo gravitacional. Sendo assim, vamos buscar as equagoes de Einstein
para um modelo em que a agdo padrao de Einstein-Hilbert é substituida por uma funcao
arbitraria f(R,T) dependente do escalar de Ricci e do trago de tensor energia-momento.
Para fazermos isso, tomaremos o procedimento conhecido como formalismo métrico, que
considera a métrica e as conexoes com os campos como sendo independentes. Tomaremos

com a acao generalizada da teoria f(R,T) para comegar, a qual é dada por

S = 1(1577 / F(R,T)y/—gd'a + / Lo/ —gdiz, (4.22)

onde L,, representa a densidade lagrangiana da matéria e \/—gd*x é o elemento invariante

do quadri-volume. Variando a agao (4.22) com respeito a métrica, obtemos

Lo F(R.T)Sg + 167 6<\/__g£m)]\/—_gd4:c. (4.23)

or

Tr(BT)R + fr(R.T)5

Sgh —

V=g g™
Considerando as seguintes variacoes

—1
O/ —q = 7\/—ggW(5g“”, (4.24)

SR = 6(9"0Ruw) = Rudg" + g (VAL — V,017,), (4.25)
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onde V, é a derivada covariante com respeito a simetria de conexao de I' associada com a

métrica g e assumindo também que

Of(R.T) Of(R.T)
RT)=—7=— RT)=—0n—. 4.26
fR( ) ) OR ) € fT( ) ) oT ( )
A variacao dos simbolos de Christoffel é tal que
1
5T, = 3 7**(V,u0Gu0 + Vgan — Valdguw), (4.27)
e variando o escalar de Ricci, vamos obter
OR = R,,09" + g, 069" — V,V,dg". (4.28)

Dessa forma, a equagao (4.23) torna-se

1
65 = 15 |

T é(g jaﬁ) 1 T 1 d(\/ gﬁm) 4
MV — MV . 4.
+ ?T(R, ) L 59 Z(R, )59 + 167 \/_ Sghv \/—gd X ( 29)

fR(R7 T)Ruuégwj + fR(R> T)g/WD(Sg’W - fR(R> T)vuvuégwj_‘_

Além disso, verificamos que a variagao de Tj, 3 em relacdo ao tensor métrico possui

a forma
5(9aﬁTa6)
W = T/“, + @/»U’7 (430)
onde
feY 5T0¢/3

No processo de integracao, a equagao (4.30) produzird, a partir do segundo e

terceiro termos, equagoes de campo para gravidade f(R,T'), tais como

Frl B T) Ry = 3 (R T + (95 = V,9,) falR.T) =
87T, — fr(R,T) T — fr(R,T)O,,. (4.32)

E possivel observar que se implicarmos que f(R,T) = f(R), obtemos as equagoes
de campo para a gravidade f(R). Podemos ver ainda que o formalismo métrico gera
equagoes de campo que para serem resolvidas necessitam de varias condig¢oes iniciais,
algo nao obtido facilmente. Essa diferenca tem implicacao direta no traco do tensor
energia-momento, que relacionado com o escalar de Ricci e usado na contragao da equagao

(4.32) vai nos trazer

fR(Ra T>R + 3DfR(R7 T) - 2f(R7 T) = 81T — fT(R7 T)T - fT(Ra T)@7 (433>
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onde © = ©. Manipulando as equagdes (4.32) e (4.33), podemos eliminar o termo

Ofr(R,T), resultando nas equagoes de campo gravitacionais

1 1 1 1
fr(R,T) (R/w - SRg;w> + gf(R7 T)gw/ = 8m (T;w - 3T9ul/) — fr(R,T) (T;w - 3T9w/) -

1
— f2(R.T) (% _ 3@gm,> + VY fr(R,T). (4.34)
Como ja vimos, podemos escrever as equagoes de campo de Einstein na forma

1
Guw =Ry — §gw,R =2T,,. (4.35)

Analisando [37], vemos que existem algumas relagoes puramente geométricas

associadas as essas equacoes de campo. Sao elas
V*G,, =0, e (OV,-V,0)F =R, V"F, (4.36)
as quais nos permitem reescrever a equacao (4.33) da seguinte forma
Ve fr(R,T)R,, — ;f(R, 1)guw + (9,8 -V, V,) fr(R,T)| =0, (4.37)

e para o trago do tensor energia-momento

fT(R7 T)
VHT,, = T.,+0,,)V*1 R, T)+ V"0, 4.38
14 SW_fT(R,T)[( 14 + N) nfT( )+ M] ( )
Para calcular o tensor ©,,, vamos variar o tensor energia-momento. Entao,
5Ta5 5gaﬂ (9/lm 82£m
= L+ ga -2 , 4.39
ogm - dgm T Gap og OgrdgeP (4.39)
ou também
0Tap  09ap 1 1 0L,
= Lo+ =9089uwlm — =Gaslyy — 2——7—. 4.40
(59#” dgyz/ + 29 /BQM 29 B+ agw,agag ( )
Pela condigao imposta
Jacy”” = 0L, (4.41)
da qual podemos obter
5904,3 o
5 g = —Gac 05 (4.42)
em que d;) é o simbolo de Kronecker generalizado e dado por
0977
571 = 27 (4.43)

224 59;1,1/ ’
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Sendo assim, ©,, pode ser encontrado como

O*L,,

O =-2T, Ly — 2¢%° — 2

(4.44)
Uma vez mais, assumimos que o tensor energia momento dessa teoria representa

um fluido perfeito, ou seja,
T,ul/ = (p + p)uuuu — PYuv- (445)

Sendo a lagrangiana de matéria, £,, = —p, e a quadri-velocidade satisfaz as

condigoes u,ut =1 e u*V,u, = 0, podemos usar a equagao (4.44) para chegar a
@,uu = QT;W — PGuv, (446>

que é a expressao da variacao do tensor energia-momento para um fluido perfeito. As
solugoes cosmoldgicas f(R,T) tendem a recuperar o modelo padrao de cosmologia se
sua forma funcional for linear em R. Precisamente, porque quando ¢t > 1, a radiacao
com equagao de estado, p = p/3, domina a dindmica do universo e o tra¢o do tensor
energia-momento desaparece para um fluido perfeito. Portanto, nenhuma contribuicao

nova viria desta teoria de gravitacao na era da radiacgao.
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5 Aplicacao de Defeitos em gravidade

f(R,T) e A¢)

Neste capitulo, iremos abordar um novo método que consiste na construgao de
uma agao que contenha o termo de gravidade f(R,T') e o termo de gravidade A(¢) em um
unico modelo. Nosso intuito é tentar observar se existem relagoes de interagao ao usarmos
estes dois modelos gravitacionais juntos, se elas podem nos ajudar na descricao de alguns
problemas cosmolégicos e se podemos encontrar métodos consistentes de interacao entre

esses modelos. Sendo assim, partiremos da acao modificada
4 A
S:/dx\/_—g fRT)=5+L). (5.1)
Vamos usar, por conveniéncia,

J(RT) = f(R)+ [(T) = — + (D), (5.2

que é uma proposta ja conhecida de f(R,T') e que recai na acao classica de Einstein-Hilbert

acrescida de dois termos extras, ou seja,
R A
S:/d‘lx\/—g (—4+f(T)—2+£>. (5.3)
Aplicando o método da minima agao, teremos

65 = [ d' lé\/—_g<—f+f(T)—/2\+£> +\/—_g5<—f+f(T)—g+£>] 0.

(5.4)
Como ja vimos, 0\/—g = —%\/—gguyég“l’, 0 que vai trazer
1 R A R oA
68 = [ d'x |53/ =ggude” (=7 + J(T) = 5+ L) + V=g (=2 +0f(T) = 5+ oL |,
2 4 2 4 2
(5.5)
ou ainda
1 R A
08 = /d4$\/ —g| — 5 (_4gur/ + f(T)gw/ - 59;11/ + ﬁguu) -
R, OA of(T) oL v
4 2097 g g ogh. (5.6)
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Manipulando a ordem destes fatores, teremos

-1 R
0S5 = /d4l’\/ —q T (R/W — 59,“/ + 2f(T)gul/ - Ag;w) +
1({20L N Of(T) v _
+ 5 (agul/ + Guv — ag/w +2 ag,uu ) 59“ =0. (57)

Como essa variagao deve se anular de forma generalizada, determinamos que

1 R 1 oL oA of(T)
- - = 2£(T)gu — Mg ) = —= (2 - 2 .
(B = Fop 20000~ Ag) = =3 (20 + L — o +25D) (59
ou ainda
| R FT)guw 1 (o 0N OFT)
1 (R“” — g Im Ag“”) T T\ g e ) B9
onde
, oL
T =25+ Lo (5.10)
Os resultados anteriores nos permitem obter
, 0N 9f(T)
G = 2T =25 5+ 45 5 = 2£(T) gy + Ay (5.11)

e como A = A(¢), o termo da derivada do A em relagao a g"” serd nulo, entao
Gy = 21" = 2f(T) gy — 41" (T) 0,00, + 2prg™, (5.12)

onde py é dado pela equagao (4.21). Para calcularmos os pardmetros cosmoldgicos,
adotaremos novamente um campo estatico. Calculando Gy e G1; a partir da equacao

(5.12), chegaremos nas equagoes de Friedmann:

‘;’H2 _ (; _ 2f’(T)) P T+ 7, (5.13)
e também
3, P2 -
H + 5H = — [2 + f(T)] +V, (5.14)
onde
V=V +px (5.15)

Ao combinarmos a equagao (5.13) com a equagao (5.14), observaremos um vinculo

entre elas, o qual pode ser escrito como

H=—(1-2f(T?)¢", (5.16)
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e nos fornece também, uma forma explicita para o potencial deste modelo abordado como

sendo

3

V=S4 (1) (5 -27(0) F - o (5.17)

Ainda é possivel obter a equacao de movimento para o campo deste modelo, uma

vez que ela é consistente e é descrita por

[1—2f(D))(¢ +3H¢) = 2f (7)) + [L — 4 (T)]V;, = 0. (5.18)

5.1 Formalismo de Primeira Ordem

Para conseguirmos solugoes lineares para nossa discussao, vamos aplicar o forma-

lismo de primeira ordem para este modelo, e para isso, precisamos considerar
H = h(9), (5.19)
e consequentemente

H = hyo. (5.20)

Substituindo as equagoes (5.19) e (5.20) nas equacoes (5.13) e (5.14), determinamos

o vinculo
he = (1 =2f(T))Ws, (5.21)
que por sua vez, pode ser reescrito como

—2f(TYWy = hy — W, (5.22)

Permita-nos definir que o campo escalar satisfaz uma equacao diferencial de primeira

ordem, ou seja, vamos impor que
b=, (5.23)
a partir da qual podemos obter

¢ = WsWee. (5.24)

Os ingredientes acima nos permitem escrever a equacao (5.14) como sendo

th = (; — 2f’(T)> W) — f(T)+V. (5.25)

Isolando f'(7T") em (5.21) e substituindo em (5.25), encontramos a seguinte relacao

W _3

HT) =Whs — — §h2 +V, (5.26)
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e derivando a equacao anterior em respeito a ¢, determinamos

fo(T) = Vi + hggWy + hsWes — 3hhg — WyWs + pao.

Agora, vamos tomar o fato que

T =T(9),
implicando nas relagoes
,_ df _df _
f_dTa f¢_d¢7 ¢_d¢

Partindo dessas relagoes, podemos escrever entao que

daf
r _ do
f — 47>
d¢
ou também
fr=to
T

Sabendo disso, podemos ver que

hy = (1=2f")W,,
[
- (i)W

que nos traz

o dow, —ny—w,
T

Isolando f, nesta ultima equagao, obtemos

_ Ty he
Jo= 2( W¢>'

Além disso, o trago do tensor energia momento é tal que

T =g¢"T, =p—3p,

que em termos do campo escalar é dado por

TR . ]
T — Lb v _ Lb 1%
2 3 2 3V,
ou ainda
[ = —<ﬁ2 —|—4V~,

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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Ao substituirmos o vinculo (5.23) em (5.37), determinamos
T =-W;+4V, (5.38)
cuja derivada em relagao ao campo implica em
Ty = —2WsWyy + 4V (5.39)
Isso nos permite escrever a equagao (5.31) como sendo
f = Jo : (5.40)
—2Wy Wy + 4V,
e substituindo isto na equacao (5.22), nos leva a seguinte relagao
-2 h
fo Do _ , (5.41)
—2WWos +4Vy Wy
a qual pode ser reescrita como
hg ~
Fo(T) = | 57 — 1| (WoWos — 2V5). (5.42)
@
Igualando as equagoes (5.42) e (5.27), obtemos
3 h 3
¢
que manipulada nos permite obter
. W,
2hy — Wy
ou ainda
o Ws(3hhy — Wihgy)
Vy = . 5.45
g 2y — W, (5.45)
Substituindo este resultado na equagao (5.41), determinamos que
_ (hg = W) (heWeo — 5Wos W — 3hhg + Whgy)
fo= P ) (5.46)
(he — =)
e como
Ty = —2W3Wys + 4V, (5.47)
ficamos com a relagao
AW 4 (3hhy — WW,
T, = —2W; W,y + 6Bhhy = WolWoo) (5.48)

2hy — W,
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Este método descrito nos permite trazer relagoes para modelos de quintesséncia
baseadas na juncao das teorias de gravidades de A(¢) variando ao passar do tempo e com
f(R,T). Isto pode ser de grande proveito na busca de viabilizar o entendimento da relagao
entre matéria e energia na descricao do atual regime de expansao acelerada do universo e
na obtencao de parametros cosmologicos para diversos modelos na cosmologia com campos
escalares, uma vez que, temos formas analiticas de ‘7457 T, e fe, que sao fundamentais para
o éxito de essa metodologia. Esses parametros podem ser obtidos, pelo fato que podemos
impor ¢ = —W4,, que como vimos, satisfazem as equacoes de Friedmann e a equacao de
movimento. A dificuldade dessa abordagem é obter os vinculos V, f e T' de forma analitica
depois do processo de integracao. Procurando visualizar a eficiéncia dos vinculos obtidos
nesta metodologia, vamos abordar dois exemplos para modelos ja conhecidos e analisar

seus parametros cosmoldgicos.

5.2 Exemplos

5.2.1 Caso n=1com f(T) + A(9)

Para comecarmos, tomaremos um modelo abordado em [38], cuja a equagao dife-

rencial de primeira ordem é

W, = by <—¢ + ;) + (1_@2&) (5.49)

Consideremos também, a seguinte forma para h(¢)
h(@) = [(1 — 2)WW,]", (5.50)

onde adotaremos n = 1. Esse exemplo é uma combinacao de superpotenciais que serve
para os dois modelos de gravidade discutidos neste trabalho. Ao tomarmosn=1e A =0,
teremos um modelo f(R,T) e se usarmos, novamente, n = 1 mas com « = 0, recairemos
na gravidade do tipo A(¢). Sendo assim, aplicando estes elementos na equagao (5.45),

vamos obter

(=1 +20a)(3by + byp(—5 + ¢ — 2a(—3 + ¢?))) N

T +1b¢(—3+¢2) —c2 — 2 n +1b¢(—3+¢2)2 (5.51)
1—2a 3" @7 12 3 C

e que integrada vai nos trazer o potencial deste modelo para nossa metodologia como
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sendo

3034631 —2a)
-2+ 8«

(=3 + ¢*)? — 6by(1 — 20)*(—3 + ¢%)(27 + 108 + 9o (—1 + 4ar) — 2b3cs*(—3 + ¢%)*+

+ 4o =27 + 2b3¢40% (=3 + ¢*)?)) + by (—1 + 20)2p(—81b?cyp® + 10802 (=3 + ¢*)*+

+9co(—1 + 4a) (=3 + ¢*)* — 81(=5 + 16a + 3¢*) + 20*(405 — 54¢* + 2b3cy(—3 + ¢*)*)+

1% (byp(—108b3cs(—1 + 4a) (=3 + ¢*) + 54bybsca(1 — 6o + +8a?)

+ ¢*(27 — bicy(—6 + ¢*)(18 — 69 + ¢4)))))/ (162(—1 +2a)*(—1 + 4a)) : (5.52)

O processo de integracgao realizado acima nos fornece uma constante desconhecida,
que é fundamental para o éxito dos cédlculos cosmoldgicos. Ela serve como um ajuste fino,
que traz resultados mais categoéricos nas comparacgoes dos resultados obtidos com os dados
observacionais. Para achéa-la, devemos comparar este nosso potencial com um outro ja
conhecido, como por exemplo, o da gravidade f(R,T) visto em [38]. Fazendo a subtragao
de nosso potencial pelo o que tomamos como base, vemos que um termo deve sobrar, e
como este termo nao pode contribuir em nosso resultado devido as condicoes de contorno,

igualamos ele a zero para determinamos o vinculo

302+ 3(—1+ 2a)

v —2+ 8«

(5.53)

Ao conhecermos os valores de Wy, h(¢), Vs e agora de ¢, podemos aplicé-los na

equagao (5.46), chegando a

= mllbla(—l + ¢%)(b2(3 — 6) — 2b1(3 + 2a(—5 + 3a))p + b1 (1 — 2a)*¢?),

(5.54)

Jo

e que se for integrada também, trard a forma da fungdo f(7T") na forma
f ==t ( — 1802 + 12b1byar(—1 + 2a) (=3 + ¢?) + b12(9 — 8a3¢?(—3 + ¢?)? +

+802¢2(15 — 992 + ¢*) — (24 4 36¢% — 21¢* + 2¢6))> . (5.55)

Como vimos, o formalismo de primeira ordem revela a relacao h(¢) = H. Com
base nisso, neste nosso modelo, em que
¢ = tanh(byt + b3), (5.56)

que ¢ correlacionada com o defeito

b=W,=(1—¢")b (5.57)
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e nos permite obter o parametro de Hubble com forma funcional
1
H = b2 — gbl(_l + 20[) tanh(bg + blt)(—?) + tanh(b3 + blt)2), (558)

e pode ser representado graficamente na grafico 7. Podemos observar que o comportamento
do parametro de aceleracao obtido por esta metodologia obedece o modelo padrao da
cosmologia, em que deve ter existido um regime de de expansao acelerada muito grande no
universo e que depois diminuiu com o tempo, passando a se manter constante atualmente,
regime que foi comprovado experimentalmente. A mescla de modelos nos mostra que deve

haver influéncia tanto de energia de massa quanto do trago do tensor energia-momento.

1.5F

-
T

0.5~

t

Figura 7 — Evolugao de H(t) para o Exemplo 1 com presenga apenas de f(R,T) na linha
azul e com f(R,T)+ A(¢) na linha vermelha.

Também podemos calcular o tensor energia-momento para este modelo. Para isso,

devemos manipular a equagao (5.31) de tal forma que nos fornega

T, = by (=1 + ¢?) ( oy gL 20030 bl(ﬁ_i Zacb? —20(=3+¢)) |

by b , by bid )
+(1_2a+3(—3+¢))(—02—204<1_2a+3(—3+¢)) )) (5.59)

e que a partir da integragao vai nos trazer o traco do tensor energia-momento escrito como

T = —byp(—216b3cs(—1 + 4a)(—3 + ¢?) + 108b1b3cs(1 — 6a + 8a2)p(—3 + ¢?)? — 12by(1 — 2a)?
(=3 + ¢*) (27 4 10802 + 9co(—1 + 4a) — 202¢40% (=3 + ¢)? + da(—27 + 202c,0% (=3 + ¢)?))+
bi(—1+2a)*¢(—=81(—12 + 40a + 7¢%) + 2(—=81b%cy¢p? + 1080 (=3 + ¢*)? + 9o (—1 + 4a) (=3 + ¢*)*+

+ 4ag2(=27(=0+ 67) + Bea(=3 + 6)) + 6 (27 — bea(—6 + 6)(18 — 667 + 6*)))) /
(81(=1+2a)*(—1 +4a)), (5.60)

podendo ser representada graficamente na figura 8. Neste grafico, podemos ver que T

deve desaparecer, uma vez que ap6s um periodo assumindo seus valores maximos, o traco
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Figura 8 — Gréfico que representa a evolugao de T'(t) para o primeiro Exemplo de apenas
f(R,T) em azul e com f(R,T)+ A(¢) em vermelha.

do tensor energia-momento 7" — 0. Essa propriedade reforca o bom comportamento de

nossas solugoes, mais precisamente nos estagios primordiais da evolucao do universo.

De fato, as parcelas mostram que depois da era da radiacao, 7" aumenta seus valores.
Ainda assim, esses valores sdo pequenos, devido a baixa densidade do universo nestas
fases, especialmente quando comparado com os valores de p na inflagdo. Notavelmente, T’
permanece constante para altos valores de tempo, que na cosmologia padrao, é o regime

em que a constante cosmologica A(¢) domina a dindmica do universo.

Podemos ainda calcular o comportamento da equacao de estado w, cuja forma
funcional nao serd escrita explicitamente (devido sua alta complexidade) mas pode ser
analisada através da representacao da figura 9. E notével o fato de que os modelos sdo bem
comportados no estdgio dominado pela radia¢ao, onde existe a relagdo dew =1/3 e T =0
depois retorna para -1, que como ja vimos, corresponde a um regime de expansao com
pressao negativa. Também vemos que esta metodologia é capaz de descrever a transicao
suave entre as eras inflacionaria e dominada pela radiacao e, em seguida, prever o estagio

dominado pela matéria onde w = 0 e aceleragao coésmica que o universo esta passando.

Visando observar a relacao das fungoes de f e T' obtidas, podemos construir um
grafico paramétrico entre essas duas fungoes com a influéncia apenas da gravidade f(R,T)
e com a juncao desse modelo com A(¢), que pode ser observada na figura 10. Nela, vemos
que o resultado sao duas retas sobrepostas entre si, o que nos mostra que os modelos sao

proporcionais e apresentam relacao entre si.

A fim de demonstrar a eficacia desta nova metodologia, vamos procurar por cenarios
analiticos mais complexos dos que os dos modelos anteriormente analisados. Para tanto,

consideremos um modelo tipo sine-Gordon, cuja equacao diferencial de primeira ordem é

do tipo fW; com f(T) + A(¢).
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Figura 9 — Gréfico da evolugao de w(t) para o Exemplo 1, com apenas f(R,T) em preto,
apenas A(¢) em azul e com f(R,T)+ A(¢) em vermelho.
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Figura 10 — Gréafico Paramétrico para a evolucao das funcoes 7" e f do Exemplo niimero 1
com apenas f(R,T) mostrado na linha preta e com f(R,T) 4+ A(¢) na linha
vermelha.

5.2.2 Caso BW(% com f(T)+ A(¢)

Esse modelo tem sua funcao superpotencial dada por
Wy = by sin(¢), (5.61)
e nos permite propor agora a seguinte forma para h(¢)

h(¢) = (1 — 2a)Wy + BW, + b. (5.62)

Seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, tomaremos estes parametros

na equacgao (5.45) a fim de obtermos
Vs = by cos(d)(ba(3 — 6ar) — 2673 cos(¢)? + by sin(d)(ca(—1 + 4a) + 2(2 + a(=T7 + 6a) + 3by3)+
+ by sin(@)((11 — 4ey — 18a)) 3 — 2by sin(¢)(cy — 4egar — 33 + 4bycy B sin(¢)))))/(1 — da+

+ 4b1 B sin(9)), (5.63)
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e depois da integracao nos apresentara o potencial na forma

B —3b2 + b2(1 — 2a) . 1

B -2+ 8a 128

+ggﬂ—9+%a+1&3+4%#&—M@6%bg1—4a+4h6$d@}%
1

4(9 + 4o + 48by 3 + 1203 3%) sin(¢)
" B

v

by (4by (=23 + 8cy + 8b2cy + 24ar) cos(2¢p) — 8b3cy cos(4¢))+

— 16b33sin(3¢)). (5.64)

Tendo Wy, h(¢), Vi e pa, podemos usar a equagdo (5.46) para acharmos

fo = (—2b;y cos(¢)(—a + by Bsin(¢))(ba(6 — 12a) + b3 (11 — 18a) B + 3b3 (=5 + 6a) 3 cos(2¢)+
bﬁ9+8a@4f%&o+42@ﬁ+9@5%sm@n—3@ﬁ%mm&m»/%1—4a+4mﬁgm¢»,
(5.65)

e depois do procedimento de integracao, chegaremos na fungao f(7') descrita por

f=-b}+

—6b2 + b?(2 — 4o 1
2_1f&y )_kwm(—4m®—1ma+mm?+%@6+2%%%am@@+

1
+2%ﬂﬂmﬂ@ﬂ+gﬁﬂ9—wa—1&f—4%ﬁ+ﬁ%ﬁﬂkgﬂ—4a+ﬂm%mwn—

_4@—4%ﬁ—A%%ﬁ+&ﬂy+%@ﬁ+3%%%ﬂm@)+%ﬁG8+4®ﬁwmw0.

B
(5.66)

A solucao analitica relativa ao superpotencial presente na equagao (5.61) é dada

por

¢ = 2arctan <tanh <;(bg - blt)>> , (5.67)

com isso, o defeito anterior nos permite escrever o parametro de Hubble como sendo

1
H = by + by sin (2 arctan (tanh (2(b3 — bﬂf))))

(1 — 2o + by B sin (2 arctan (tanh (;(bg — bﬂf))))) , (5.68)

e cuja forma funcional pode ser apreciada na Figura 11. Novamente, observamos que
o comportamento do parametro de Hubble apresenta altos valores para a expansao do
universo em um periodo inicial e depois de uma diminuicao manteve-se constante, o que é

constatado experimentalmente e que solidifica a eficacia de nosso método.
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Figura 11 — Grafico que representa a evolugao de H(t) para o modelo 2.

Vamos dar sequéncia nos testes de nossa metodologia achando a relacao f’ e usando

esta na equagao (5.31), encontrando
Ty = (201 cos()(6ba(1 — 2a) — 4b7B cos(¢)? + by sin(¢)(9 + 8a(—4 + 3a) + co(—2 + 8a) + 12b, — f3
— 2by sin(¢) ((—13 + 4cp + 18a) 8 + 2by sin(d)(cq — degar — 38% + 4bicy sm(qb))))))/

(1 — 4o+ 4b,Bsin(g)) , (5.69)

consequentemente, apés a integragao, obteremos o traco do tensor energia-momento como

sendo
—6b3 +b3(2 —4 1
T=—b+ 65, + bi( @) + == by (4b1 (=27 + 8cy + 8bicy + 24a) cos(2¢) — 8bicy cos(4¢)+
-1+ 4a 32
+ W(—g + 32 + 1602 + 48y 3 — 64b73%) log(1 — 4a + 4by Bsin(¢))+
1
4944 48b 1202 3?) si
| 4O+ Aot 486,51+ 126,57) sin(9) 1050 (36, (5.70)

8

Unindo este resultado a um outro 7'(¢) de um modelo que nao tenha contribuicao
da constante cosmoldgica (como o que foi abordado em [36]), observamos que a constante
obtida na equagdo 5.53 nos permite um ajuste fino da forma funcional do traco do tensor
energia momento em relagao com resultados de outras abordagens, como visto na Figura
12. Com todos estes parametros ja definidos, podemos encontrar também a equacao de
estado w para este exemplo, que como ja vimos, € a relagdo entre a densidade p e a pressao
p e que sao obtidos para o campo escalar trabalhado. Como o valor para w é muito
extenso, vamos suprimir sua expressao mas mostraremos que seu comportamento é regido

da maneira descrita pela figura 13.

Assim como no primeiro exemplo, o método apresentado neste trabalho mostra
modelos com influéncia de SW, mostra uma equagao de estado bem comportada no
estdgio dominado pela radiacao, onde existe a relacgio de w = 1/3 e T'= 0. Comparando

com outras metodologias, temos resultados similares na descricao do comportamento
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Figura 13 — Grafico que representa o
comportamento de w(t) para
nosso segundo Exemplo com

apenas de f(R,T) em ver- F(R,T) + A(¢) em azul e

melho e de f(R,T) + A(¢) aper’las f(R,T) em verme-

em azul. lho.

Figura 12 — Evolugdo de T(t) para
Exemplo 2 com presenca

deste parametro através do tempo, conseguindo mostrar os regimes na era inflacionaria,
dominada pela radiagdo e dominada pela matéria, onde w = 0, estado atual observado no

universo.

Por fim, inferindo um grafico paramétrico para observar a relacao entre as fungoes
f e T deste modelo, podemos notar que suas ligagoes sao construidas pela relagao da

figura 14.

20+

10+

4.15 4.3 4.45
T

Figura 14 — Gréfico Paramétrico para a evolucao das func¢oes T e f do Exemplo ntimero
2 com apenas f(R,T) mostrado na linha vermelha e com f(R,T) + A(¢) na
linha azul.

Ao compararmos a figura 10 com 14, vemos uma grande discrepancia entre estes
graficos, fato que ocorre uma vez que para este segundo modelo nao é possivel ver
dependéncia algébrica entre as fungoes. Isso pode estar ligado com a correcao de ajuste
fino proporcionado pela constante 1, que é necessaria na corre¢cado para modelos com
termos BW; mas nao tem influéncia significativa nos modelos com n = 1. Mesmo assim,

nota-se resultados contundentes na abordagem dessa metodologia, quando comparados
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com resultados ja obtidos em descri¢does cosmologicas, e que podem servir para mais
discussoes fisicas futuramente. Nao conseguimos ajustes finos em relacao a [38], mas

ganhamos modelos complexos em relagao este artigo.
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6 Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos alguns modelos de gravidade modificada aplicados com
defeitos topoldgicos. No capitulo 2, mostramos uma revisao acerca dos defeitos em teorias
de campos escalares em (141) dimensoes. Discutimos ainda, os conceitos fundamentais
sobre estas estruturas, bem como o método BPS e a importancia das condigoes de
contorno na formacao de defeitos, sejam eles topolégicos (kinks) ou nao-topolégicos
(lumps), caracterizados assim gragas ao conceito de carga topolégica. Finalizamos este
capitulo com uma abordagem acerca das condig¢oes de estabilidade dos defeitos para campos

escalares estaticos, discorrendo sobre os critérios que caracterizam suas estabilidades.

No capitulo 3, apresentamos uma breve discussao sobre os fundamentos bésicos
da cosmologia padrao, incluindo as solugoes para as equagdes de Einstein no formalismo
FLRW e a obtencao das equacoes de Friedmann para uma acao classica. Ainda mostramos
que ¢ possivel estabelecer um formalismo de primeira ordem em cosmologia com campos
escalares, representando a energia escura que permeia o Universo com uma pressao negativa.
No quarto capitulo abordamos duas teorias de gravidade modificada que buscam explicar
o atual regime de expansao acelerada do universo. Primeiro mostramos o modelo de
gravidade A(¢), que é o candidato mais simples para a energia escura, responsavel por essa
expansao segundo a teoria de quintesséncia. Em seguida, discutimos a gravidade f(R,T),
que admite que a partir de grandes escalas a teoria da relatividade deve ser estendida e o
Universo passa a ser governado por um regime de uma func¢ao arbitraria que depende do

escalar de Ricci e do tensor energia-momento.

Nosso objetivo neste trabalho era mostrar um novo método que juntasse estas duas
teorias de gravitagdo em um Unico modelo, o qual foi introduzido no capitulo 5. Para
isso, partimos de uma ac¢ao que tivesse componentes de ambas as teorias e a partir disso,
encontrar as equacoes de Einstein e Friedmann. Ao escrevermos o formalismo de primeira
ordem, nos deparamos com uma manipulacao de termos que nos trouxe vinculos para a
fungao f, para o potencial V' e para o tensor energia-momento 7". Deste modo, encontramos
um modelo analitico de extensao de gravitagao que trouxe resultados satisfatorios e que

estao de acordo com as observagoes recentes.

Ambos os exemplos abordados nesta dissertagdo se mostraram bem comportados
no estagio dominado pela radiagdo, onde existe a relacao de w = 1/3 e T' = 0, que depois
retorna para -1 a partir de nossa metodologia. A andlise da transicao suave entre as eras
inflacionaria e dominada pela radiagao, seguidas por um estagio dominado pela matéria,
corroboram que este método abordado descreve de maneira analitica a aceleragao cosmica

que o universo esta passando e que pode ser comprovada experimentalmente.



70 Capitulo 6. Conclusées

Também obtivemos valores que mostram o comportamento do parametro de acelera-
¢ao obtido por esta metodologia obedecendo o modelo padrao da cosmologia, em que deve
ter existido um regime de de expansao acelerada no universo e que diminuiu com o tempo,
se mantendo constante atualmente. E possivel inferir que deve haver influéncia tanto de
massa, provinda de uma densidade de energia resultante da variacao da constante A ao

passar do tempo, quanto da energia, influenciada pelo traco do tensor energia-momento.

No processo de abordagem deste método, nos deparamos com um constante que
surge do processo de integracao dos termos de V', T e f. A principio, ela ndo aparentava
ter nenhuma importancia para os calculos, mas que se mostrou fundamental no éxito dos
parametros cosmologicos obtidos neste trabalho. Essa constante serve como um ajuste fino
nos modelos de f(R,T) e A(t) com n =1 e um fator de corregao nos resultados obtidos

desta metologia para os modelos com termos de 6W.

Na tentativa de observar as relagoes que as teorias de gravidades modificadas teriam
entre elas, construimos graficos paramétricos para as fungoes f e T nos dois exemplos
desta obra. Ao compararmos a figura 10 com a 14, vemos um comportamento linear para
o primeiro modelo e um relagdo “estranha” no segundo caso, o que nao nos permite ver
dependéncia algebricamente entre as fungoes. Esse fato pode estar ligado com a correcao
de ajuste fino proporcionado pela constante pg, que é necessaria na corre¢do para modelos
com termos BW; mas nao tem influéncia significativa nos modelos com n = 1 ou ainda de
contribuicoes relativas a métrica abordada neste trabalho, algo que pode ser investigado

mais adiante.

Como perspectivas e aplicagoes da metodologia aqui apresentada, destacamos
cendrios com acoplamento de varios campos [34] e com quebra de simetria [30]. Assim,
acreditamos que hé uma vasta aplicabilidade de nossos procedimentos, as quais esperamos

abordar e relatar em um futuro préximo.
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7

APENDICE A - Tensor de Ricci

Como vimos, os simbolos de Christoffel sao dados por

1
FZV = igap (augup + augpu - aog;u/) ’

e que podem ser reescritos de outra forma como sendo

o 1 o
F;u/ - 59 P (gup;ﬂ + Yo — g’“j;p) '

(A1)

(A.2)

Podemos constatar que os simbolos de Christoffel nao nulos serdo dados por

1
1j(1]1 = —g% (9011 + 910:1 — 911:0]

1 d —a?
2 2

1 1 d 2
FgQ = 7900 [902'2 + g20:2 — 922.0] = [_ —a‘r

2 ' ' ' 2

[y = ;900 [G03:3 + 930.3 — g33:0] = ; L;lta%g sin” 9:

Iy, =T = ;g [910.1 + 911.0 — Go1.1] = ;(1 :C;jrz) [CZ 1 :(Za_
I = ;911 (9111 + 91110 — g1131] = 211 a2k [ dr (1 kr2)_

Iy, = ;QH [G12:2 + Go1;2 — G220] = — d-kr) k:?“ [dr —

2 a?

dr

1 1—kr 1
33 = 59 9133 + 9313 — g331) = g [(—a r? sin® 0)
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Conforme podemos observar em [39], o tensor de Ricci pode ser escrito da seguinte

forma

_ o o A « A «
Ry = 012, — 8,1, + TATS, — AT

po vA?

(A.3)
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APENDICE A. Tensor de Ricci

ja que precisamos calcular os tensores de Ricci para cada coordenada da métrica FLRW,

entao tomaremos inicialmente para a componente temporal Ry

R22

aargo - 80F8a + Fgorga + I-‘(1)0F(1)[oz + F(Q)Orgoz + Fgﬂrga - Fgargo - Féargl - F(Q)ar(% - FgaFSB;

d
Tt [Ftln + TG + Fg?}} — Lol — ToT%2 — Toslos;

Para a componente R;, teremos
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[e7

13>
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E por fim, para Rs3:
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