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Resumo

O interferometro de Mach-Zehnder (MZI) é um aparato éptico amplamente utili-
zado, por exemplo, em aplicagoes na engenharia e também para se testar fundamentos
da Teoria Quantica. Neste trabalho, investigaremos diversos estados quanticos do campo
eletromagnético como entrada no MZI, todos sob a perspectiva tedrica (analitica). Um
estado especifico de entrada do tipo emaranhado e hibrido (que se torna separavel no
limite o« — 0) foi nosso foco principal e, para ele, obtivemos a dependéncia da média do
nimero de fétons com o deslocamento de fase, entre outros parametros. Explicitamente,
observamos uma dependéncia interessante em relagao ao |a|*> bem como com a parte ima-
ginaria de « , discutimos tais resultados e comparamos com a literatura. Além disto,
este trabalho também contempla, utilizando Dinamica de Campos Térmicos (TFD), a

termalizagao do estado | )| 0), visando sua utilizagdo no MZI em trabalhos futuros.

Palavras-chave: Deslocamento de fase, Estado coerente, Estado Emaranhado, Es-

tado Hibrido, Estados Termalizados, Interferometro de Mach-Zehnder
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Abstract

The Mach—Zehnder interferometer (MZI) is an optical apparatus used, e.g., in engi-
neering and also to test the fundamentals of quantum theory. In this work, we investigate
different quantum states of the electromagnetic field as input to the MZI, all under the
theoretical perspective (analytical). As input, we use a hybrid entangled state (our main
focus) which becomes separable in the limit & — 0. We obtain the dependence of the
average number of photons with phase shift, among other parameters. Explicitly, we ob-
serve an interesting dependence on |a|? as well as the imaginary part of a. We discuss
these results and compare with the literature. In addition, this work also includes using
Thermo Field Dynamics (TFD), the thermalization of the state | a)| 0), aiming the usage

in the MZI in future works.

Keywords: Phase shift, coherent state, entanglement state, hybrid State, thermal

states, Mach-Zehnder interferometer, Fock states
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Capitulo 1

Introducao

Uma das teorias mais bem sucedidas da mecanica quantica é a 6ptica quantica,
sendo a radiacao eletromagnética uma das areas mais importantes no desenvolvimento da
compreensao e da fundamentacao das teorias quanticas. Diversas dreas como computacao
quantica, informacao quantica e criptografia vém sendo construidas tendo como base a
éptica quantica [2].

Os resultados mais importantes da 6ptica e informagao quanticas foram obtidos
através de experimentos utilizando dispositivos 6pticos chamados de interferometros [3].
A Interferometria é o nome dado as varias técnicas utilizadas para obter informacoes
de ondas, normalmente eletromagnética, sobrepostas. A Interferometria tornou possivel
uma variedade de medigoes de precisao usando o fenomeno de interferéncia, produzidos por
ondas de luz. Entre as varias aplicagoes da interferometria estao medi¢oes de comprimento
e pequenas mudancas de comprimentos; testes Opticos; estudo da estrutura superficial,
medidas de pressao e distribuicao de temperatura em fluxo de gas e plasmas; medidas de
velocidade de particula, amplitudes de vibrages entre outras [4]. No estudo, seja tedrico
ou experimental, de interferometros, exige-se um arranjo no qual dois ou mais feixes,
(neste trabalho usaremos a tradugao inglesa da palavra "divisor de feixe”, ou seja, "Beams
Splitter-BS”) derivados da mesma fonte, mas viajando ao longo de caminhos diferentes,

podem interferir.



1.1 Justificativas e Relevancias

No presente trabalho, os resultados serao obtidos, de forma teorica, fazendo uso
inicial de um tnico BS e, a partir de adaptagoes, do MZI. O BS é um dispositivo crucial,
uma pega principal, para a construgao dos diversos tipos de interferometros [5]. Tal
dispositivo é construido por dois modos de entradas e dois modos de saida (veja a figura
4.1), onde o termo modos é um termo utilizado para descrever caracteristicas especificas
do campo eletromagnético. Na descricao experimental os estados sao colocados nos modos
de entradas, em separado, gerando, em casos especificos, um estado nao separavel.

As diversas aplicagoes da déptica quantica que discutimos dependem do estudo e
do entendimento desses estados que entram e também como sao transformados. Depen-
dendo dos estados que é posto, ao passar pelo BS, esses estados de entradas podem ser
transformados em uma variedades de tipos diferentes como estados deslocados, estado de
Fock deslocados, estado de Fock semi - deslocados, e até mesmo estados hibridos emara-
nhados. Embora ainda hoje exista poucos experimentos capazes de gerar estados hibridos
emaranhados existe véarias propostas de esquemas e modelos, como veremos a seguir, de
trabalhos recentes que possui como finalidade a geragao e o estudo dos estados hibridos
emaranhados. Um artigo importante recentemente publicado que mostra um esquema
e um experimento capaz de gerar tais emaranhamentos hibridos foi desenvolvido por
Hyunseok Jeong e colaboradores [6]. O experimento e o esquema apresentado neste ar-
tigo gera um estado hibrido emaranhado através da implementacao de uma superposicao
de duas operacoes distintas quantica. Os estados gerados mostram claramente o emara-
nhamento entre os dois tipos diferentes de estados. Este artigo é de crucial importancia
para esta dissertacao pois iremos utilizar um estado hibrido emaranhado praticamente
idéntico com o que foi desenvolvido por Hyunseok Jeong (veja o estado do caso 5, segao
4.2.1) e colaboradores. Nosso objetivo é estudar como este estado ¢ transformado em um
estado de saida correspondente ao passar pelo BS e também pelo MZI.

Ao longo do tempo, desde o experimento de Grangier que propunha um teste
fundamental da mecanica quantica, nomeadamente uma pesquisa para violacao da desi-
gualdade de Bell [7], vérios experimentos foram desenvolvidos e testados com o objetivo
de estudar as sobreposicoes entre estados de luz e as transformagoes sofridas ao passar
pelo BS. Na literatura, existe uma quantidade imensa de trabalhos desenvolvidos com o

objetivo de estudar o comportamento de estados sobre o BS e o MZI. Como, por exemplo,



no artigo escrito pelos autores A. Windhager, M. Suda, C.Pacher, M. Peev, A.Poppe no
qual eles estudaram a interferéncia quantica (inclusive com auxilio da Fungao de Wigner)
entre um tunico féton no estado de Fock e um estado coerente. Os resultados desse artigo
sao obtidos tanto em um tnico BS quanto no MZI, sendo este um exemplo do estudo do
comportamento de um estado hibrido, porém, nao emaranhado.

Nos dias de hoje, temos acompanhado a importancia de estudar os estados ema-
ranhados (incluindo os hibridos), uma vez que os chamados Gedankenezperiment nao sao
mais apenas experimentos mentais logicos e consistentes, mas, de fato, situacoes realiza-
veis que podem ser implementados por meio de experimentos. Os estados emaranhados
tém sido particularmente tuteis para testes de desigualdade de Bell, teletransporte quan-
tico e utilizados como recursos eficientes na area de computacao quantica e além disso
podem ter aplicacao de importante impacto, em areas da criptografia quantica [7]. Como
exemplo explicito, o experimento realizado por Hong, Ou e Mandel (HOM ) demonstrou
que a interferometria com dois fétons, um em cada modo de entrada de um BS, exibe um
aspecto interessante. Nos modos de saida do BS, nao é detectado coincidéncia, resultado
do agrupamento dos fétons. Este fenomeno ficou conhecido como o efeito ” bunching” [9]
e tem correlacao direta com o fato de fétons serem bodsons. Além disto, num contexto
mais fundamental, violacao das Desigualdades de Bell podem ser demonstradas experi-
mentalmente com auxilio de estados emaranhados gerados por cristais especificos (veja,
por exemplo, [10] operando no regime nao linear). No experimento de D. Dehlinger e
colaboradores, a violagao nas desigualdades de Bell foram claramente demonstradas. E
importante mencionar que o contexto do experimento é para um nivel de graduacao,
mostrando que tal tema encontra-se razoavelmente bem dominado. Embora muitos expe-
rimentos do contexto do pardgrafo anterior possam deixar lacunas na interpretacao ([11],
[12], [13]), B. Hensen e colaboradores realizaram um sofisticado experimento que demons-
tram a violagao das Desigualdades de Bell. No experimento, um estado emaranhado, po-
rém entre spins eletronicos, foi preparado. E importante mencionar que os spin estavam
espacialmente separados por aproximadamente 1,3 km e um relégio atomico foi usado
para sincronizar o experimento. No regime éptico e também livre de lacunas, Lynden e
colaboradores também demonstraram a violagdo da DB [14] de uma forma mais exética.
Q)i Guo e colaboradores demonstraram, inclusive, que é possivel transmitir informacao

quantica entre dois lugares distintos do espago sem trocar qualquer tipo de particula en-



tre tais lugares. Um trabalho particularmente belo foi realizado por Gabriela B. Lemos e
colaboradores [16]. Eles demonstraram que é possivel fazer uma “imagem quantica” de um
objeto sem que fétons oriundos do objeto atinjam o detector (camera). Emaranhamento
hibrido do campo eletromagnético é um tema que vem despertando grande interesse nos
dias de hoje. Diversos experimentos demonstraram a geracao de tais estados, além de
propostas recente para tal, como é reportado por Hyukjoon e colaboradores [17]. L4, eles
propoem um aparato experimental capaz de gerar estados emaranhados hibridos entre
um féton (estado de Fock) polarizados e estados coerentes. Embora a probabilidade de
geracao seja razoavelmente baixa, o respectivo trabalho discute diversas condicoes expe-
rimentais, mostrando obter uma fidelidade satisfatoria. Estados hibridos contendo vacuo,
um féton e coerente, também foram gerados. Um dos coautores (e seus colaboradores)
do trabalho citado acima demonstrou a geragao de um estado hibrido contendo vacuo,
um foton e estado coerente. O estado gerado é interessante devido a véarios aspectos,
como por exemplo ser muito préximo do " Schrdinger’s cat Gedanken experiment”, para
a >> 1. Por outro lado, também se torna aproximadamente separavel no limite o ~ 0.
Tal estado foi o que utilizamos em nosso trabalho para investigar seu comportamento no
MZI. [6], deixando a ideia clara da aplicagao do potencial no contexto de processamento
de informacao e/ou teleportacdo quantica. Embora esses trabalhos demonstrem a geragao
de estados emaranhados, muito esforco ainda é feito para melhorar a precisao na medida
da fase. Por exemplo, o livro do Gerry [7] explora bem, no cap. 11, a ideia de usar esta-
dos emaranhados para tal melhoria, deixando bem claro que emaranhamento nao é uma
discussao apenas curiosa. Embora o presente trabalho nao tenha tratado explicitamente
de investigar melhorias na medicao da fase, é importante mencionar que futuros céalculos
estao programados, tanto para o estado estudado nesta dissertacao quanto outros que
eventualmente sejam potencialmente interessantes.

Vale ressaltar que uma outra pesquisa que merece destaque é a termalizacao dos
estados quanticos. Quando se pretende desenvolver estudos baseados em tecnologia envol-
vendo computagao quantica torna-se necessario a compreensao do resultado e sua relagao
com a temperatura. Um dos formalismos utilizados para insercao de temperatura em esta-
dos é a Dinamica de Campos Térmicos-DCT, desenvolvida por Ezawa, Tomozwa e Umezawa
[19]. Neste formalismo toda élgebra é tratada em meio ao espago de Hilbert duplicado.

Os estados termalizados sao obtidos a partir de uma transformacgao canonica chamada



de transformacao de Bogoliubov, aplicada a um estado de vacuo duplicado. De maneira
geral, é a partir dos estados que se obtém o desenvolvimento da compreensao e funda-
mentacao das teorias da mecanica quantica e, por sua vez, o entendimento da natureza.
Sendo assim, este trabalho, por apresentar alguns resultados de estados bem conhecidos
e também estados que recentemente tém sido discutidos e encontrados em diversas apli-
cagoes, é de fundamental importancia para o desenvolvimento e previsao dos resultados
experimentais da éptica quantica.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos
um breve resumo da Teoria Quantica do Oscilador Harménico Simples (OHS) que é de
crucial importancia para o entendimento da algebra usada no campo eletromagnético
quantizado. No capitulo 3 desenvolvemos a quantizacao do campo eletromagnético e
apresentaremos dois estados quanticos: estados de Fock e estados coerentes que servirao de
base para o desenvolvimento deste trabalho. No capitulo 4 iremos calcular analiticamente
e estudar 5 casos simples envolvendo estados de Fock no vacuo e de um tnico féton, e
estados coerentes na entrada do (BS) e adaptar os resultados para o MZI. No capitulo
5 faremos a andlise grafica dos resultados obtidos e correlacionaremos com os resultados
obtidos na referéncia [8]. Por fim, a conclusao e as perspectivas estao escritas no capitulo
6. No apéndice A faremos uma termalizacao do estado | )| 0), utilizando a Dinamica de

Campos Térmicos-DCT, desenvolvida por Ezawa, Tomozawa e Umezawa.



Capitulo 2

O Oscilador Harmonico

Neste capitulo serd apresentado um breve resumo da Teoria Quantica do Oscilador
Harmonico Simples (OHS). Uma vez que podemos considerar um assunto relativamente
conhecido, nao o detalharemos demasiadamente. No entanto, é de importancia crucial
no contexto de nosso trabalho, pois na algebra da quantizacao do campo eletromagnético

estd contida a teoria do OHS.

2.1 A Equacao de Schrondinger

Para comecar usaremos a Equacao de Schrondinger independente do tempo, na

qual inserimos o potencial do oscilador

2 2

P kx
H=— 4+ —
2m+ 2

(2.1)
onde k = mw?. As varidveis m e w sao, respectivamente, a massa e a frequéncia angular
do oscilador. Desde que o potencial seja constante no tempo, a equacao de Schrondin-
ger independente do tempo (estaciondria) determina as solugoes 1, (autofungoes) e os

correspondentes autovalores E,,. Assim, a equagao [2.1] toma a forma

_ﬁ_2d2?/)($) -+ lmw2x2¢($) = Ew(x) (2'2)

2m  dx? 2

As autofuncgoes que sao as solugoes de Schrodinger sao,

i) = (L) g, (2 e (2.3)
" TA? vV 2rn! "\ .



onde A = \/h/mw e H,(§), & = §, sdo os polinomios de Hermite. Os autovalores do

oscilador harmonico que correspondem as autoenergias sao,

B (v D) o

onden=0,1,2,3, ...

2.1.1 Operadores de Aniquilacao e Destruicao

Os operadores aniquilacao e criagao sao ferramentas muito usadas para represen-

tagoes de autofuncgoes do oscilador harmonico. Tais operadores sao definidos como,

. mw 1p . mw p
=\ 57 — =\ 5\ - — 2.
¢ 2h (x+ mw)’ ¢ 2h (x mw) (2:5)

onde @ e a' sdo, respectivamente, os operadores de aniquilacio e criacdo. Utilizando esses

operadores o hamiltoniano do oscilador harmonico pode ser escrito como

- 1
H= m(a*a + 5) (2.6)
ou,
~ o 1
H = hw(aaT — 5) (2.7)

A partir dos operadores das equagoes [2.5] é possivel provar que,

a,af)| =1 [H,a) = —hwa  [H,al] = —hwa. (2.8)

Considerando o enésimo estado do oscilador harmoénico ¢,(z) como sendo |n),

entdo @ e a' satisfazem a relacdo

(2.9)
atln) = v/n+ 1n + 1).
Portanto, pode-se construir os estados |n) como
In) = ——(a)"[0) (2.10)
n)y = —la . .
NG



Capitulo 3

Alguns Estados do Campo

Eletromagnético

Neste capitulo, iremos desenvolver a quantizacao do campo eletromagnético e apre-
sentaremos dois estados quanticos que sao amplamente utilizados em Optica quantica e
que servirao de base para o desenvolvimento deste trabalho: O estado ntimero de Fock e o
estado coerente. O estado niimero significa que existe um nimero bem definido de fétons.
O estado coerente corresponde a uma superposicao linear coerente dos estados nimeros
e nao possui nimero de fétons bem definido; ele é caracterizado, entre outros detalhes,

pela média.

3.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Para obter a quantizagao do campo eletromagnético consideramos as equacoes

VD = o0, (3.1)
0B

VB — 0, (3.3)
0D

que sao as equagoes de Maxwell (no vdcuo) para o campo eletromagnético classico

onde



B = uH (3.5)
D = E, (3.6)

e também, p e €y sao a permeabilidade magnética e permissividade elétrica para o espaco
livre, respectivamente, de forma que poeg = C%, sendo ¢ a velocidade da luz.

O campo eletromagnético pode ser escrito em termos do potencial vetor, que é uma
fungao vetorial que depende do espago e do tempo e que designaremos por A(r,t) [20].

Nesse caso, temos que

B=VxA (3.7)

mas,

0
VXxE = —E(VXA)

0A
= VX(_E>

oA
ot

E conveniente utilizarmos o Calibre de Coulomb que é dado como

V.A = 0. (3.9)

Agora para obter a equagao de onda do potencial vetor devemos substituir [3.8] em [3.4]

para obter

E
VXH:VnglB:eoaa—t. (3.10)
Se substituirmos [3.7] e [3.8] em [3.10] obtemos,
1 OE
- A) = e——
MOV x (VxA) €0y
1 ) s, 0A
1 5 0 0A
— —V2A = — = ==. A1
oV €0 at( ot ) (3:11)



A partir da equagao [3.11] e de [3.9] podemos concluir que

1 0?

V2A(r, t) — C_Qﬁ

A(r,t) = 0, (3.12)

que ¢é a equacao de onda para o potencial vetor.

O potencial vetor pode ser escrito como a soma de dois termos complexos, ou seja,

A(r,t) = AP (r t) + A (r,1), (3.13)

onde A (r,t) na representacio da equacio de Fourier é o termo que contém amplitudes

que variam de forma similar a um exponencial do tipo e ™! onde w é a frequéncia de

oscilacdo, e o termo A(7)(r,t) contém amplitudes que variam de forma similar a um
iwt

exponencial do tipo e, sendo w > 0 e

A (1) = (AO(r, 1)), (3.14)

Se expandirmos os termos A (r,t) e A7) (r,t) em uma série de Fourier obtemos os

seguintes resultados

AP ) = ) cug(r)e (3.15)
k;
AD(rt) = Zciuk(r)ew’“t (3.16)

onde ¢ s@o os coeficientes de Fourier e sdo constante para o campo livre e ug(r) é uma

funcao vetorial que corresponde a frequéncia wy, que satisfaz a seguinte equagao

2 | Wi
(V + g)Uk(r) =0. (3.17)
A equacao [3.17] corresponde a uma equagao de onda resultante da superposicao de um
conjunto infinito de funcoes de onda que dependem da frequéncia e cuja velocidade é igual
a velocidade da luz. Além disso, essas fungoes formam um conjunto ortonormal completo,

satisfazem e obedecem a seguinte relagao,

10



/VuZ(r).uk/(r)dr = O i (3.18)

e ainda ¢ valida a condicao de transversalidade

V.u(r) =0. (3.19)

Para simplificar o tratamento, consideramos o campo restrito a um volume cibico L3,

para esse caso podemos escrever

1 )
u,(r) = me‘kkréA, (3.20)

onde k = (Q“Lm,%%, 27an3 . ni1,n9,n3 = 0,+1,+£2,...: A = 1,2, sendo que é* é o versor
que determina a polarizacao de ug(r). Agora, se definirmos uma constante adimensional

aj COMmMo

2
a = | 20, (3.21)
h
podemos escrever o potencial vetor e o campo elétrico, respectivamente, como
5 1/2
A(r,t) = apug(r)e ™ + alut (r)e™n! 3.22
0 = 3 (i) e s ol (3.22)
E = i) (g) [apug(r)e ™t 4 ol uf (r)e™rt] (3.23)
0

k

Na eletrodinamica classica os termos ay, € aL sao os coeficientes de Fourier e sao nimeros

complexos. Ja na eletrodinamica quantica estes coeficientes sao tratados como operadores
e definiremos como ay, e d,t. Como os fétons sao bdsons entao estes operadores devem

respeitar a algebra bosonica,

lar, ] = [af.al] =0 (3.24)



Finalmente, utilizando [3.23] e levando em consideracao as relagdes de transversalidade e

de ortonormalidade de uy(r) é possivel obter o hamiltoniano como sendo [20],

N 1
_ T
H = Zk: hwg (akak + 5) (3.26)
O hamiltoniano acima trata de um campo eletromagnético cuja energia corresponde a

infinitos osciladores harmoénicos (em uma dimensdo) com diversos modos de vibragao

dados pelos k’s.

3.2 Estados de Fock

Os autoestados podem ser calculados facilmente a partir da equacao [3.26] de forma
que, para cada k o hamiltoniano dado tem como autovalor hwg| n, + %) . Os autoestados
|ng) obtidos a partir desse hamiltoniano sao conhecidos como estados nimeros ou estado
de Fock. Considerando nosso conhecimento da natureza, esperamos que haja um estado
de energia minima, que chamamos de estado de vacuo, isto é, o estado que corresponde a

um numero nulo de fétons, ou seja,

ir,|0) = 0. (3.27)

O valor médio do hamiltoniano para o vacuo pode ser obtido como:

(01420)

O3 e (a5 )0 (3.28)
- Zhwk@]&k&k‘())—i-Z%mkw‘m
1
- ;gi‘wk
T

Como no oscilador harmonico, capitulo 2, os operadores @, e a; obedecem as relagoes

semelhantes a [2.9]:

allng) = Vg + g +1). (3.30)

12



Esses sao também operadores criacao e destruicao, porém, no modo especifico k, que
pode, em geral, ser um rétulo para a polarizacao do campo eletromagnético, do vetor de
propagacao ou varias grandezas incorporadas no mesmo indice.

Podemos escrever o estado ntimero como uma aplicacao sucessiva de operadores

criacao ao estado de vacuo de forma que,

al..al
k) = Noni 0)  ng=0,1,2,3,.... (3.31)
Pode-se verificar também que

e também que,

> ) (ni| = 1 (3.33)

ng
ou seja, podemos verificar que a uniao de todos os operadores niimero forma um conjunto
completo de observaveis. Podemos entao obter a descricao completa do campo através
dos numeros de ocupacao de todos os infinitos modos, de forma que, para escrevermos

um estado arbitrario |¢)) na base de Fock, basta usarmos a expressao [21],

) = Z ) (e [) = Z(”MWWM (3.34)

ng ng

3.3 Estados Coerentes

Foi somente em 1926 que os estados coerentes foram vistos pela primeira vem em
um estudo relacionado ao oscilador harmonico quantico desenvolvido por Erwin Schrodin-
ger. No entanto, somente entre os anos de 1963 e 1965, através dos trabalhos de Glauber,
sua compreensao, importancia e utilidade foram reconhecidas. Glauber batizou estes es-
tados de "coherent states”e seus trabalhos provaram a importancia destes para o estudo
da optica quantica.

A coeréncia manifestada por estes estados pode ser entendida como a manutencao

da incerteza da amplitude de campo elétrico na auséncia de perdas. Esta caracteristica de
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(E(D)

Figura 3.1: Representacio da evolucdo temporal do campo elétrico e sua incerteza para um pulso de

luz coerente, figura retirada da referéncia[l]

coeréncia pode ser observada no grafico da fig. [3.1] A figura mostra que a medida de um
campo elétrico, num grande ensemble de pulso de luz coerente (por exemplo), gera uma
distribuicao gaussiana cuja a largura se mantém durante todo tempo em que a medida
é feita, somente a posicao da distribuicao de probabilidade da medida do campo elétrico
que muda. O resultado em azul no gréfico representa a medida do campo elétrico classico.
Pode-se ver, entao, que a coeréncia é algo natural em campos da fisica cldssica, onde
assume-se que a incerteza nao € intrinseca ao préprio campo, mas sim ao procedimento
de medida utilizado [23]. Podemos dizer entao que os estados coerentes possuem carac-
teristicas que se aproximam de situagoes classicas. Essas caracteristicas pode ser vistas
também na equacao de autovalores que, de acordo com o modo do campo eletromagnético,

dé origem ao estado coerente,

ala) = ala). (3.35)

A interpretacao fisica desta equacao diz que a remocao de um féton do estado coerente nao
deve alterar o estado [24]. Se compararmos o estado coerente com um sistema cldssico,
sabemos que uma medida, na maioria das vezes, nao altera o sistema assim como a medida
também nao alterou o estado coerente. Por esta analogia que pode ser observada entre os
estados coerentes e os sistemas cldssicos alguns autores costumam chamar este estado de

estado cléssico da luz.
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Pode-se também representar os estados coerentes da luz em termos dos estados de

Fock:

o) =) ealn). (3.36)

Aplicando o operador aniquilacdo a neste estado obtemos,

ala)y = ay cyln)
ala) = Y en/nln—1).

n=0

. 7 . Va . / . \
Definindo o indice de somatéria como n =n + 1 e expandindo o ket a esquerda temos

ach|n) = Z ¢y Vn' +1n). (3.37)
n=0 n' =0

Recorrendo a ortonormalidade dos estados de Fock, podemos verificar que a igualdade

acima s0 é valida se

ChiVn + 1= ac,. (3.38)

Sendo esta uma relagao de recorréncia que pode levar ao seguinte resultado,

an

e

Agora normalizando o estado coerente obtemos,

Co- (3.39)

Cp =

Oln (Oz*)” 2 i |Oé‘2n 9 ‘ |2 9
ala) = — C nmn )= E —IC = e |¢ 3.40

e assim

el |co? = 1

|co|? = e~ 1o /2, (3.41)
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Com isso, obtemos os coeficientes ¢, que torna possivel a expansao dos estados coerentes

(considerando ¢, real):

o0

o) = e~/ Z %M) (3.42)

Logo, de acordo com a interpretacao probabilistica da Teoria Quantica, a probabilidade

de o estado coerente possuir um féton é dada por,

2n
[ o (3.43)

P(n) = [(nla) =

3.3.1 O Operador Deslocamento de (Glauber

Nessa secao iremos analisar o efeito do seguinte operador,

D(B) = ePa'=5"a), (3.44)
que é conhecido como operador de Glauber, sobre um estado de vécuo |0), onde 5 é
a amplitude complexa de um estado que iremos definir por |5). Para isso, usaremos a

férmula de Campbell - Baker - Hausdorff [26] que é dada por

A B

eAeB — (A+5IABI+5A A Bl +15 (BB Al +...) (3.45)

onde A e B sao dois operadores quaisquer. Utilizando esta férmula verificamos que a

atuacao do operador de Glauber sobre o estado de vacuo leva ao seguinte resultado,

D(B)|o)y = =70

R 0)
2 ~
= 6_%65(”“))
TN R,
= e 7 ) —(8a)"|0)
n=0
IEIER N P
= e ) —=(8)0) (3.46)
n=0 '



() Vacuo |0) (h) Coerente |a) (¢) Coerente |f + a)

Y Y Y

A% D(a) | D(B)
O | s . .

Figura 3.2: (a) Representagao de um estado de vdcuo |0) no plano das quadraturas do campo.(b) Efeito
do Operador Deslocamento de Glauber sobre o estado de vécuo, e (¢) deslocamento do estado coerente

de amplitude « para « + 8 (figura retirada da referéncia [1])

e, portanto

D(B)|0) = |8), (3.47)

onde utilizamos as relagbes dos operadores aniquilagao e criagao [2.9] e também a expan-
sao de um exponencial Y >, %. O resultado acima mostra que a atuacao do operador
deslocamento de Glauber no vacuo o transforma em um estado coerente de amplitude
complexa f3.

Agora iremos analisar o efeito do operador deslocamento de Glauber ao atuar em

um estado coerente |a). Novamente, utilizando a férmula [3.45] obtemos

D(B)lay = D(B)D()|0)

_ 6(5af—ﬁ*a)€(aaf—a*a) |0>

_ e3(Bar—pra) (Bra)al—(B+a)*a

0)

= e%(ﬂa*_ﬁ*o‘)lﬁ + a). (3.48)

Verificamos assim que o deslocamento de um estado coerente gera outro estado
coerente.

Na figura [3.2] podemos visualizar o significado do efeito do operador de Glauber
atuando no vacuo, dado pelas equagoes [3.47] e [3.48], no plano das quadraturas do campo.

Uma outra transformacao importante que ocorre pela atuagao do operador deslo-

camento sobre os operadores de amplitude de campo pode ser obtida utilizando o lema de
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Campbell - Baker - Hausdorff que é bastante utilizado em capitulos sobre algebra de ope-

radores em livros de mecanica quantica [25], Esta férmula diz que, dado dois operadores

~ ~

A e B e que nao, necessariamente, comutem entre si, mas satisfacam a relacao

[A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0 (3.49)

é valida a expressao

M B B N, B+ LA A Bl + DA AT B+ .. (350)

Utilizando este lema podemos mostrar que

D(a)'aD(a) = a+a (3.51)

D(a)7'a'D(a) = a'+ o (3.52)

As equacoOes acima mostram que a uniao de todos os operadores deslocamentos forma um
conjunto completo de operadores, desta forma, podemos expressar qualquer operador em
termos destes [27].

Vamos agora mostrar que dois estados coerentes nao sao ortogonais entre si:

@) = (D@o)|3)
01D (@)]8)

= (©lD(=a)l3)
(0] = ajede"7-e)

= e(—slalP+a p—318%) (3.53)

Portanto, como pode ser checado na eq. [3.53] , se |a|? e | 3]? forem relativamente grandes,
estes dois estados coerentes serao aproximadamente ortogonais. Vale mencionar, neste
momento, que o estado coerente é gerado em laboratério, com boa aproximacao, em casos
em que um dado laser esteja funcionando bem acima de seu limiar de oscilagao laser.
Embora os estados coerentes nao sejam, em geral, ortogonais entre si, ainda assim

eles satisfazem a relagao de completeza:
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S In)(nl = %/!a}(oddza _7 (3.54)

Neste caso, vale mencionar que o d?« varrerd todo o plano complexo. A equacao [3.54],
juntamente com o produto escalar entre estados coerentes, mostra que qualquer estado
coerente pode ser escrito em termos dos outros, ou seja, o conjunto dos estados coerentes

é supercompleto [28].

3.4 Conceitos Basicos de Estados Emaranhados

Sistemas quanticos possuem certas propriedades que nao possuem analogo classico
tais como a superposicao de estados quanticos, interferéncia, tunelamento. Mas estas nao
sao as unicas distingoes que existe entre objetos classicos e quanticos. Existem outras
diferencas que se manifestam em sistemas quanticos compostos. Uma dessas diferencas
sao o emaranhamento que surgem em subsistemas quanticos e que dao origem as diferencas
classicas [29]. Nesta secao introduziremos as ferramentas bésicas para entender os estados

emaranhados quanticos.

3.4.1 Decomposicao de Schmidt

Dado duas bases {|p;)} e {|¢:)} nos espagos H; e Hs, qualquer estado |¢) em

H = H, ® H, pode ser expresso em termos do correspondente produto base.

) =D diglen) ©16;). (3:55)

A expansao dos coeficientes d;; pode ser obtida através da sobreposi¢ao dos estados com
o vetor de base, d;; = ((¢:;] ® (¢;])|1:). Se agora fizermos a mudanga de base |@;) = Ug;
e |qz§z> = V@;, com U e V arbitrario, a transformacao H; e Hj, respectivamente, leva d;; a

seguinte mudanca:
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dy = (@il ® (&)lv)
= ({@lUT® (&5 VT)¥)
= D (@ilUop) (@i Vdp) (00l @ (el 0) (3.56)

Pa
= [Ud’l)]ij

onde no célculo acima usamos a identidade, 37, |¢:) (@i = I e 3, |é:)(¢i] = I e definimos

as matrizes unitdrias w;, = (p;|U|¢,), vg; = (¢;|VT]¢,). Na nova base, os estados é obtido

por

) =) "[udv]i;|6:) @ [, (3.57)

ij
Agora, para obter a decomposigao de Schmidt de [1)) usamos o fato de que udv é diagonal
[29]. Isto fornece os valores da decomposicao singular de d, como sendo real, diagonal nao
negativa sobre S; pode-se obter sempre uma base local |p?) e |¢7) e, nesse caso, [3.57]

reduz-se a

9 =" VAl @ 16D, (3.5%)

onde o \; = S? sdo conhecidos como coeficientes de Schmitdt, e a soma ¢ limitada pela
a dimensao do subsistema menor. Desde que as bases de Schmidt {|o?) ® [¢F} é obtido
pelos estados separaveis, toda informacao no emaranhamento de um estado é encontrado

nos coeficientes de Schmidt [29].

3.4.2 Estados Emaranhados

Um estado ¢é dito ser emaranhado quando nao pode ser decomposto num produto
entre os seus modos. Em outras palavras um estado emaranhado é nao separavel. Para

ficar mais claro, considere o seguinte estado normalizado:

¥) = 1000 + Dl
9) = 21(0)0 +I1)0) (359
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verificamos que o estado acima nao estd emaranhado pois conseguimos separa-los em
relacao aos modos 1 e 0. Como o estado nao estda emaranhado, ele é dito ser separavel.

Agora considere um outro estado dado pela equacao

9 = 110110%o + 1)1 1)e] (3.60)

Esse estado é chamado de emaranhado pois nao pode ser decomposto num produto de
um estado do modo 1 por um estado do modo 0.

Os estados que verificamos, eqs. [3.59] e [3.60], s@o exemplos de sistemas com-
postos. Sistemas compostos sao aqueles que naturalmente se decompoem em dois ou
mais sistemas, onde cada sistema em si é um sistema adequado. Mais frequentemente, os
subsistemas sao caracterizados pelas suas distancias que é maior que a dimensao de um
subsistema. Formalmente, o espaco de Hilbert associado com um sistema composto, ou de
multiplas partes, é obtido pelo operador tensorial H; ® ...Hx do espaco correspondendo
a cada um dos subsistemas. Generalizando para um sistema com N-particulas em um
estado puro U(q,...qn), se desejarmos saber qual é o estado que a particula esta precisa-
mos saber que a particula nao pode ser descrita por funcoes de onda, mas em um estado
misturado. Considere um sistema compostos de dois subsistemas com coordenadas ¢q; e ¢
para cada subsistema, respectivamente. Suponha que todo sistema seja um estado puro
|112), e usamos a coordenada na qual o estado é representado pela a autofuncao 1(q1, ¢2)

e portanto p1o = [112)(¢12|. Na representagao da coordenada temos que,

<Q1Q2’,512‘Q1Q2> = <Q1CI2H¢12><¢12HQ1(12> = ¢(Q1,Q2)¢*(Q1a%) (3-61)

portanto, o subsistema 1 nao estd em um estado puro. Isto leva ao estado misturado

descrito pela matriz densidade

/3 = TT’Qplg (362)

onde T'ry é o trago parcial sobre o grau de liberdade da particula 2. Na representacao da

coordenada,

(@1lp1lar) Z/dQ2<Q1CI2|P12|91Q2> = /dCI21/J(Q1,CI2)1/J*(Q17Q2)- (3.63)
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Considere agora um operador A, que somente depende de ¢; do subsistema 1, isto é,

<q1q2|/11|q/1q/2) = <Q1|A1‘Q1>5(Q2 - q;) (3.64)

Portanto, para o estado de |¢)12) o valor esperado de A; é dado por

(Yna|pr2|the) = /dqldquq;dq;(¢12|q1q2><q1qQ|A1q;q/g)<q;q;|¢12)
= /d%dq;débw*(maQQ)<Q1’A1|QI1>T?(Q1,Q2)

_ / dardg, (@) A |g) g o)
= TTI(PlAl)- (365)

Somente se |t12) puder ser fatorado entre um produto de |1)1) ® [ih2) onde |i);)
e |1hy) sao estados puro para o subsistema 1 e 2, respectivamente, entdo p; = |¢1) (1|
descreve um estado puro. Neste caso, podemos dizer que nao existe estado emaranhado
no sistema 1 e 2. Por outro lado, dizemos que os subsistemas 1 e 2 estao emaranhando, e p;
descreve um estado misturado para o subsistema 1. Em geral, de acordo a decomposi¢ao

de Schmidt, qualquer estado pode ser decomposto como [29],

n

1h12) = Zcz‘\%,i) ® [a,i) (3.66)

i=0
onde |11 ;) (¢ = 1,n) sdo ortogonal com cada um dos outros para o subsistema 1, e entdo

fazemos |¢2;) (i = 1,n) para o subsistema 2. Entao temos

p1 = Z,Oi|?/)1,i><?/)1,i (3.67)

— 2 : : o N 4 ~
com p; = |¢;|*. Se existem mais que um termo de ¢; = 0, Tr[p7] = >, |c;|* < 1 entdo
podemos dizer que o subsistema 1 estar em um estado misturado. De forma geral, existe,
principalmente em dreas como a informacao quantica, uma série de critérios para analisar

se um sistema é ou nao emaranhado. Neste capitulo discutiremos o critério de Simon [30].
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3.4.3 Critério de Simon

O critério de Simon é baseado na demonstragao de que a operagao de transposi¢ao
do operador densidade esta relacionada a uma reflexao no espago de fase. Simon chegou a
este resultado estudando o sistema de dois modos do oscilador Harmonico bosonico com o
objetivo de encontrar uma forma mais operacional do critério de Peres - Horodecki. J& o
critério de Peres - Horodecki é o resultado de dois trabalhos importantes. O primeiro foi
desenvolvido por Asher Peres [31] o qual demonstrou que a positividade da transposigao
parcial do operador densidade é uma condicao necessaria para a separabilidade de um
estado quantico e conjecturou a suficiéncia. O segundo foi desenvolvido pela familia
Horodecki [32] que demonstrou que, dim(H, ® Hg) < 6, a suficiéncia é valida. Assim
o critério de Simon pode ser visto a partir da operacao de transposicao do operador

densidade relacionada ao espago de fase:

p—pt & Wig,p) = Wig —p). (3.68)

Podemos também buscar uma relacao semelhante utilizando a notacao simplética

para descrever esse sistema de dois modos do oscilador harmonico:

&= (q1,p1,92,p2); (o, 88) = Q0 (3.69)
onde
J 0 0 1
0= .= : (3.70)
0o J -1 0

Vamos definir a matriz variancia como sendo,

V =< {A¢&,, A&z} > (3.71)

onde A, = &— < &y > e <&, >=Tr,. Assim, podemos observar que [33]

V+%on (3.72)
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Pode-se observar que a operacao de reflexao sobre o operador densidade leva a obtencao

da matriz variancia a partir de uma transformacao de similaridade, de modo que,

AVA + %Q > 0, (3.73)

onde A representa a reflexao no espaco de fase. E importante notar também que a matriz
simplética é invariante sobre esta transformacao de similaridade. Utilizando o grupo
simplético S,(4, R) que mantém inalterada a estrutura simplética agindo unitariamente,

obtemos as seguintes relacoes,

S € S,(,R) SQST = Q

’

¢ - & =8¢ [, €5) = i p. (3.74)

E, assim, a operacao de transposicao parcial, que estd associada a reflexao no espaco de

fase, pode ser escrito como

p— U(S)pU'(S) & W(E) = W(S7LE). (3.75)

Para obter uma condicao para a separabilidade do sistema podemos escrever a transfor-

magao simplética como sendo,

Slocal € SP(Q,R) X Sp(2, R) C Sp(4, R) (3.76)
onde
S 0 .
Slocal = ; SQJS =J (377)
0 Sy

que é a condicao necessaria e suficiente para que Sj,.,; mantenha a estrutura simplética.
Utilizando propriedades da invariancia podemos escrever a variancia em forma de matriz

como,
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A C
V= ; (3.78)
cT B

onde A, B e C sdo matrizes 2X2. Com a atuagao de Sjyeq , podemos escrever [3.78] como,

a 0 C1 0
0 a 0 Cy
V= ; (3.79)
C1 0 b 0
0 Co 0 b

Substituindo [3.79] em [3.72] obtemos,
4(ab — %) > (a* + V) + 2c1c0 — 1/4 (3.80)

que também pode ser escrito como,

det(A)det(B) + (% —det(C))? — Tr(AJCJIBJCT) > ~(det(A) + det(B)).  (3.81)

A

Se substituirmos det(C') por |det(C')| veremos que a relagao [3.72] também pode ser satis-
feita pela matriz variancia, ja que a transformacao associada a reflexao inverte o sinal de

det (C) . Logo, temos que

det(A)det(B) + (i —|det (C)))2 — Tr(AJCIBJICT) > ~(det(A) + det(B)). (3.82)

AN

A relagao [3.82] é o critério de Simon e ¢é satisfeito por estados separaveis. Além do crité-
rios de Simon existem outros critérios muitos utilizados dentro da teoria da Informatica
quantica para caracterizar o emaranhamento num sistema. Alguns desses critérios sao:

Critério de Peres, Critério de Horodecki, critério reduzido e outros [34].

3.4.4 Matriz Densidade Parcial Reduzida

Os coeficientes de Schmidt podem ser utilizados como um parametro para distinguir
se um estado é emaranhado ou separavel. A matriz densidade reduzida entra como um

reforco deste contexto.
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pr = Tra)(i|
= Tr Z VA (D) 115 ]) @ (652285 )). (3.83)

Se desejarmos calcular a média do nimero de fétons em relagdo a média da matriz parcial

reduzida acima usamos a seguinte expressao:

o0

TT1[a1a1 ) (¢ Z n|a1a1|1/1 (Y[n)1 (3.84)

n=0
que, como veremos no capitulo seguinte, a equacao [3.84] pode representar a média do

numero de fétons em uma das saidas de um beam splitter.
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Capitulo 4

Beam Splitter e Interferometro de

Mach - Zehnder

Neste capitulo iremos mostrar a descricao quantica do Beam Splitter e como po-

demos adaptar os resultados para o interferometro de Mach-Zehnder.

4.1 4.1. Interferéncia no Beam Splitter

Basicamente BSs sao elementos que redirecionam um feixe de luz e permite o
resto do feixe continuar seu percurso original. Num BS a luz incidente é parcialmente
transmitida e parcialmente refletida. Para descrever analiticamente como os estados de
luz sao transformados ao passar pelo BS devemos verificar como os operadores de campos
sao transformados. A fig. [4.1] mostra um esquema que representa como ocorre esta
transformagao em uma descri¢ao quantica [7].

O esquema da figura representa um beam Splitter geral com coeficiente de reflexao
complexa r e r e coeficiente de transmissdo t e ¢. Matematicamente, no quadro de

Heisenberg, o operador aniquilacao transforma-se de acordo com as seguintes relagoes,

as = ra; + t/d07 ay = ta, + T’/do. (41)

Ou, semelhantemente como

- - B (4.2)



|4

Figura 4.1: Descricio Quantica de um Beam Splitter

onde os indices indicam os modos correspondentes e B é a matriz de dispersao unitaria.

De acordo com [35], podemos obter as seguintes relagoes de reciprocidade,

Fl=1rl, =1 P =P =1 e =0ert 4t =0, (4.3)

A relagao [4.3] pode também ser obtida na base da conservagao da energia.

4.2 Analisando Alguns Casos de Interferéncia em um
Beam Splitter

Nesta segao iremos calcular analiticamente e estudar 5 casos simples envolvendo
estados de Fock no vécuo e de um tunico f6ton, e estados coerentes na entrada do (BS).
Calcularemos a matrizes densidades totais e parciais e as utilizaremos para realizar cal-
culos correspondentes a média de fétons. Embora sejam casos simples, nosso objetivo é
tornar os préoximos resultados mais "intuitivos”, utilizarmos os resultados parciais daqui
e correlacionarmos com trabalhos realizados na literatura. Cabe mencionar que os casos

analisados neste trabalho foram publicados em diversos trabalhos distintos. Nossa ideia €,
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dentro de um contexto de revisao bibliografica, explicitar os mais importantes e também
aqueles que utilizaremos em nosso trabalho, tudo neste capitulo.
i) Caso 1: |¢) = |a)o ® |0)4

Para este caso, iremos utilizar como estado total do feixe de luz na entrada do BS

a expressao matematica que definimos como

|¥) = |a)o|0)1. (4.4)

A expressao [4.4], é o produto direto dado por, |¢) = |a)o ® |0);. No entanto, neste
trabalho para facilitar a notagao nao utilizaremos o simbolo do produto direto ®. Assim,
nesta dissertacao, expressoes desse tipo podem ser entendidas como produto direto.
Ainda na expressao [4.4] o estado |a)g representa um estado coerente incidente no
modo 0 e o estado |0); representa o estado do vacuo incidente no modo 1. Cada modo
estd relacionado a probabilidade do feixe de luz ser refletido ou transmitido ao passar pelo

BS, como mostra a fig. [4.2].

(7,1) $3

Figura 4.2: Beam splitter (BS) com um estado coerente |a)g e um estado de vacuo |0); em seus modos

de entradas.

Ao passar pelo BS, o estado de entrada é transformado no estado de saida da

seguinte forma,
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P SEPPY N N YRS "k A
[a)ol0)1 = e %|0)5]0)y = expla(t'ad + r'a}) — o (g + r4)][0)3]0)4
— explat al — ot *as) explar’al — ar*ay|0)5]0),

= Ds(t' @) Dy(r'a)|0)5]0)4 (4.5)

onde fizemos Dy(t'a) = explat'al — a*t*as) e Dy(r'a) = explar’'al — a*r'*ay) que sio os

operadores deslocamento dependentes dos coeficientes de transmissao e reflexao, respec-
tivamente.

Denotaremos o estado de saida por [1)55") que, para este caso, serd

[055) = Ds(t'a) Da(r' )|0)3]0)s. (4.6)

A equagao [4.6] é, evidentemente, o mesmo obtido em estudos envolvendo campo de luz
descrito classicamente, onde a intensidade é dividida entre os dois modos de saida [7].
Além disso, notamos também que a saida nao representa um estado emaranhado.

O operador densidade para o estado de saida é dado por

pa1 = Dy(t @) Da(r'@)[0)3]0)4(0]5 (0] (¥ @) D}(r" ). (4.7)

Para obter somente o modo de saida 4, devemos encontrar a matriz densidade reduzida

tomando o trago parcial sobre a saida 3 (soma no modo 3), ou seja,

= Da(r ) Trs(DI(E @) Ds(t'0)]0)3]0)4(0]5(01) DL(+ )
= Da(r'a) Y (nls(]0)s]0)4(0]5(0ls) In)s D} (r' ) (4.8)

n=0

ps = Da(r'a)Trs(Ds(t a)|0)5]0)4(0]3(0[s D(t ) Di(r )
i

onde fizemos uso da regra na qual o trago ¢é invariante sob permutagoes ciclicas, Tr(ABC) =
Tr(CAB) e também da relacao unitéria Ds(t' a)Di(t' o) = I. Utilizando algumas mani-

pulacoes algébricas obtemos que

pu = Ir'a)a(raly (4.9)
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onde fizemos Dy(r'a)|0)4 = |r'a)s. Semelhantemente, para obtermos o modo de saida
3 basta encontrar a matriz densidade reduzida tomando o traco parcial sobre a saida 4.

Nesse caso, utilizamos passos analogos aos anteriores para obter,

ﬁg = ’t/a>3<t,0é|3 (410)

onde, analogamente ao modo 4, fizemos Di(t'a)|0)5 = |t'a)3. Podemos dizer também que
o resultado obtido em [4.10] é um estado deslocado identicamente puro ou, mais especifi-
camente, um estado coerente (vacuo deslocado). E importante notar que o deslocamento
do estado acima depende do coeficiente de transmissao ¢ do BS.

O ntimero médio de fétons para a matriz reduzida pode ser calculado como se segue

(n)y = Try(ajasps)

= Try(alaslr a)a(r'als)
oo

= ) (nlaajaslr’a)s(r' als|n)s

n=0

= (r/a|4a1a4|r/o¢)4

= |ral?, (4.11)

e, semelhantemente, para a outra saida obtemos um resultado analogo:

(n)3 = |t a|?. (4.12)

Podemos também calcular facilmente a média do niimero de f6tons para um caso particular
de BS considerando que ele seja 50:50. Para este casot =t = 1/v/2er =1 =i/\/2.

Assim, a matriz densidade e a média do nimero de fétons para cada modo:




(n)a = (n)s = %‘ (4.15)

Embora relativamente simples, este é um resultado importante, pois revela o aspecto
contido no caso classico, onde podemos observar claramente que metade da média do
nuamero de fétons, %, emerge em cada modo. Para continuarmos nossos calculos, vamos
“injetar”em um dos modos do BS um caso puramente quantico e no outro novamente o
estado coerente. Isto sera feito a seguir.

Para mostrar os principais resultados obtidos neste caso desenvolvemos logo abaixo
uma tabela que mostra os operadores densidades parciais e a média do nimero de fétons
para qualquer valor dos coeficientes de transmissao e reflexao e também para o caso

particular onde ha 50% de transmissao e 50% de reflexao.

Resultados obtidos: Caso 1

MODO 3 MODO 4
Operador Densidade Parcial (ODP) | ps = [t a)s(t'als || ps = |7 a)s(r' als
(ODP) 50:50 ps = %> <% py = %> <¢_ai
3 3 4 4
Média do Numero de f6tons (MNF) (n)s = |t'al? (n)y = |r'af?
(MNF) 50:50 = o _ o2
) <n>3 2 <n>4 2

Tabela 4.1: Resultados obtidos: Caso 1

ii) Caso 2: |¢g}) = [a)o| 1)1

Este caso foi desenvolvido em [8]. Portanto, iremos reproduzi-los detalhadamente
para, posteriormente, correlacionar com os nossos resultados. Como dito anteriormente,
para este caso, iremos manter o estado coerente na porta do modo 1 e substituir o vacuo
por um estado de Fock de um tnico féton (ver figura abaixo). O estado de entrada ¢ dado

por,

[¥61) = leol 1)1 (4.16)
Ao passar pelo BS temos a seguinte transformagao:
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af —a*ao ~ /AR /AR w7 % A N N R
laYo|1); = e " 05T10Y010), =25 explat al +r'al) — o (£ as + v *a)](ral + tak)[0)5]0)
= explatal — o t*ag) explar’al — afray)(rad + tal)|0)5]0)4

= ﬁg(t/a)ﬁ4(r/a)(rd£ + tdl)|0>3|0>4 (4.17)

(7,) $3

Figura 4.3: Beam splitter (BS) com um estado coerente |a)o e um estado de um tnico féton |1); em

seus modos de entradas.

O estado de saida fica dado por:

[055) = Ds(t'a) Da(r' ) (rak + taj)[0)s]0)s. (4.18)

Assim, podemos obter o operador densidade para este estado de saida como,

pss = Ds(t' @)Dy (r' o) (ral + tah)]0)5]0)4(0]5(04(r*as + t*a4) Di(r &) Di(t'a).  (4.19)

Novamente, a matriz densidade reduzida, considerando somente o modo de saida 4 é dado
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tomando o traco parcial em relacao ao modo de saida 3, ou seja,

/

pi = Da(r'a)Trs(Ds(t a)(ral + ta})[0)3]0)4(0[3(0]4(r*az + t*a4) Di(t @) Di(r' @)
= Dy(r'e)Trs(D(t' @) Ds(t a)(ral + tah)[0)3]0)4(0|3(0]s(r*as + t*a4)) D (r' )

al I

= Dy(r oz)Trg((r&; + t&l)|0>3|0>4<0|3<0]4(7‘*d3 + t*@))ﬁi(rla) (4.20)

onde, como antes, usamos a propriedade ciclica do traco e a unicidade do operador deslo-

camento. Apods algumas manipulacoes algébricas obtemos,
6g = [r2[r' a)a(r' als + [t)2Da(r' @) |14 (1] Di(r ). (4.21)

O resultado anterior é um estado misturado que representa uma combinacao de dois esta-
dos deslocado identicamente puro: Um estado coerente (vacuo deslocado) e um estado de
Fock deslocado. A expressao também mostra que o deslocamento e o peso (probabilidade
cléssica) de cada estado puro dependem dos coeficientes de reflexao e transmissao do BS.

Para a outra porta de saida, obtemos um resultado analogo,

ps = |t @)s(t als + |r|* Ds(t a)|1)s(1]3 Di(t ). (4.22)

Para calcular a média do niimero de fétons na porta de saida 4 iremos usar inicialmente

o termo deslocado indicado pelo primeiro termo da expressao p4, ou seja,

o0

Tra(afaalr o)a(r'als) =Y (nldfaslr a)s(r alan)s = |r'af” (4.23)
n=0

Agora tomaremos o segundo termo correspondente ao estado de Fock deslocado

> (nlakasDy(r' )| 4(1s DY @) |n)a = (s Di(r' @)ahasDa(r' a)|1)s = 1+ |r'af* (4.24)
n=0

onde usamos nas tltimas duas equacoes a propriedade aD(r'a) = D(r'e)(a — r'a) que
provém do lema de cambell- Backer - Hausdorff, eq. [3.50]. Além disso, também usamos o
fato de que bT(r'a)ﬁ(r/a) = 1. E assim, juntando os termos, e levando em consideracao

que |r|*+ |t|* = 1 obtemos a média do ntimero de fétons para a modo de saida 4, ou seja,
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(m)a = [rl’[r'af® +[t2(1 + [ af?) (4.25)

(n), = \t|2+|r/a\2. (4.26)

De forma semelhante, obtemos a média do niimero de fétons para o modo de saida

3 como sendo
(n)s = |r|2 + |t/a|2. (4.27)

Se, como antes, considerarmos o caso particular do BS 50:50, as expressoes para as densi-

dades parciais em relacao a cada porta de saida e o nimero de fé6tons assumem a seguinte

forma:
. 1| i« Q0 1. At
P4 = 5 E E + §D4(7“ Oé)|1>4<1|4D4(’l“ a) (428)
4 4
R 1 « e} 1 A ’ At
pP3 = 5 E E + §D3(7’ Oé)|1>3<1|3D3(7° Oé) (429)
3 4
e, também
1 2
(n)s = (n)s = 5(1 + |al?). (4.30)

No primeiro caso colocamos um estado coerente em um dos modos de entradas e
o vacuo em outra. Ja no segundo caso colocamos também um estado coerente em uma
das entradas, mas, na outra entrada, colocamos um tunico féton. Podemos notar que a
diferenca entre os operadores densidades dos dois casos é que no segundo aparece um
termo correspondente ao estado de Fock deslocado, segundo termo das equagoes [4.24] e
[4.25]. Se substituirmos 1 por 0, no segundo termo da equagao [4.21] obtemos o seguinte

resultado:
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[r?r’ a)a(r’ala + [t Da(r' ) [0)a (0l4 Di(r'a)
—~—
1—01—0

= |rfPlr'a)a(r'als + [t a)a(r als

= |ra)i(rala(tf* +|rl*)

= ]r,a)4<r/a|4

onde o indice 1 — 0 abaixo da equacao acima significa que estamos trocando o estado

de um tnico féton pelo o estado de vacuo.

Semelhantemente, para a densidade p3 obtemos seguindo o mesmo raciocinio que,

ps = [t a)s(t als

que é a mesma equagao obtida no caso 1, eq. [4.10]. Os resultados acima mostram entao
que, se retirarmos o féton que adicionamos no termo correspondente ao deslocamento de

Fock das equagdes [4.21] e [4.22], os resultados obtidos sao reduzidos ao caso 1.

Resultados obtidos: Caso 2
MODO 3 MODO 4

(ODP) ps = [t a)s(t a5+ pa = |rPPlr'a)a(r' als+

+r[2Ds(t' @) [1)s(1]sDi(t' @) | +[t[2Da(r'a)[1)4(1]4D}(r a)
(ODP) 50:50 || ps =1 %>3<&% + pi=1 %>4<% +

+3D3(r' )| Vs (1sDi(r'a) || +5Da(r'a)[1)a(1]sD}(r @)
(MNF) (n)s = Ir[> + [t af? (n)a = [t + |r'af?
(MNF) 50:50 (n)s = 1(1 + |aP) (n)a = 1(1+ |aP)

Tabela 4.2: Resultados obtidos: Caso 2

Obviamente, a média do nimero de fétons do caso 2, -Eqgs. [4.26] e [4.27] - ao
fazermos as mesmas consideragoes, também sao reduzidos ao caso 1, egs. [4.11] e [4.12].
Os resultados obtidos sao importantes, pois mostram claramente o efeito da presenca de

um estado de um tnico foton ao passar pelo BS, em comparacao ao estado do vacuo,
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juntamente com um estado coerente na outra entrada. Observamos entao, a partir da
comparacao dos dois ultimos casos que a adi¢ao de um tnico féton em um dos modos de
entrada do BS, incidido juntamente com um estado coerente no outro modo de entrada,
gera estados de saida misturados e, por sua vez, emaranhados eq. [4.18]. Estes estados
sao reduzidos a apenas estados deslocados se substituirmos o estado correspondente a um
unico féton, mantendo o estado coerente, pelo estado de vacuo no BS representado pela
fig. [4.3].

Novamente, construimos uma tabela, tabela [4.2], para mostrar os principais resul-
tados obtidos no caso 2.

iii) Caso 3: [¢{7) = [0)o]1)1

Agora usaremos um exemplo que nao envolve estados coerentes. Aqui, iremos
manter um féton no modo 1 e substituir o estado coerente pelo estado de vacuo no modo

0. Assim, o estado total de entrada fica dado por,

[¥51) = [0)o| 1)1 (4.31)

que, ao passar pelo BS, assume a seguinte forma:

10)0[1)1 = af[0)o|1)y = (ral + ta})|0)s]0)u. (4.32)

Da equagao acima obtemos o estado de saida que ¢é dado por,

W'y = (ral + ta})|0)s]0)s. (4.33)

Como no caso anterior, a expressao [4.32] mostra que o estado de entrada, ao passar
pelo BS, é transformado em um estado emaranhado, ou seja, num estado que nao pode ser
escrito como um produto simples de estados de modos 3 e 4 individualmente. Além disso,
este resultado mostra que ao colocar um 1unico féton em uma das entradas do BS, a outra
entrada contendo somente o vacuo, seria refletida ou transmitida com igual probabilidade
[7].

A matriz densidade para o estado de saida é dada por,

pas = (rak + al)]0)5]0)4(0]3(0]4(r* g + ). (4.34)
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Como nos casos anteriores, a matriz parcial reduzida ps pode ser obtida como,

pa = Try((ral+ tak)[0)s]0)4(0]3(0]) (r*as + )

[ee]

= D (nls(rad +a})]0)3]0)4(0l5 (0l (r" s + t"ay)

n=0

[7[#10)4 (0l + [¢1%|1)a(Ls. (4.35)

Utilizando manipulagoes algébricas semelhantes obtemos para a porta de saida do modo

3,

p3 = [t1*10)3{0ls + [r[*]1)3(1]s. (4.36)

A média do numero de fétons para o modo 4, por sua vez, pode ser calculado como,

(n)a = |r? 2”14 404|0)(0ln)s + [t Zn|4&4b4|1><1’n>
n=0

= 0+ yt| (0lahagl0Ys = [t (4.37)
De forma analoga obtemos para o modo 3,
(n)s = [rf? (4.38)

e, novamente, considerando o BS 50:50 obtemos que

b = 51000l + 5 1)1l (4.39)
po = 3I0)s(0k + 511l (4.40)
(n)a = <n>3=%. (4.41)

Para que possamos sentir seguranca em nossos resultados analiticos, podemos novamente

comparar o caso 3 com o caso 2. A densidade p; do caso 2, pode ser escrita como,

pr = |rlPlr' a)a(r’als + [t Da(r'@) |0)4 (04 Di(r'a)
—~—

1—01—0

— |T|2€(T’Q&Z—T’*a*&4)|0>4<0|46_(T’adl—r’*a*&4)+|t|2e(r’ad};—7a’*a*a4)|1> < | raajl—r e a4)‘

38



Se fizermos a = o = 0 obtemos que,
pa = [r[?]0)4(0]s + [¢[*|0)(0]4 (4.42)

que é exatamente o resultado obtido no caso 3. Ja a média (n), para o caso 2, considerando

ainda o = a* = 0 e, portanto, |a|? = 0 fica:
()a = [t + [ = [t (4.43)

que também é igual a média do nimero de fétons do caso 3.

Observe que, ao fazermos a = o* = 0, estamos transformando o estado |a)o|1); no
estado |0)g|1); e, por isso, os resultados obtidos a partir das comparagdes acima ja eram
esperados. Cabe, neste ponto, mencionar que o estado coerente com o = o = 0 é o estado
trivial, ou seja, o vacuo é um caso particular do estado coerente. Novamente, como no caso
2, a presenca do estado de Fock de um tinico féton em uma das entradas do BS juntamente
com outro estado na outra entrada gera um estado inicial de sobreposicao. O estado
de sobreposicao inicial ao passar pelo BS é transformado em um estado emaranhado.
Observamos entao que ao adicionarmos estado de Fock de um tnico fé6ton juntamente com
estados de vacuo ou com estados coerentes, os estados de sobreposicao inicial gerado serao
transformados, ao passar pelo BS, em estados emaranhados. Se fizermos comparagoes
semelhantes para o modo 3 obtemos resultados analogos aos obtidos acima tanto para a
densidade p3 quanto para a média do nimero de fétons (n)s.

Fazer comparagoes entre cada caso é importante, uma vez que passam a funcionar
como uma maneira de mostrar que os resultados analiticos obtidos em cada caso estao

consistentes. Abaixo, na tabela, mostramos os principais resultados obtidos para o caso

3.

Resultados obtidos: Caso 3
MODO 3 MODO 4
(ODP) ps = [t12[0)3(0]s + [7[*[1)s(15 || pa = |r[?|0)4{0 + [¢[*|1)a(L]4
(ODP) 50:50 | p3 = 5[0)5(0[5 + 3/1)s(L5 p1=310)4(0ls + 3[1)a(1ls
(MNF) (n)s = |rf? (n)s = |t]?
(MNF) 50:50 (n)y =1 (n)a =3

Tabela 4.3: Resultados obtidos: Caso 3
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iv) Caso 4: |¢i) = Al0)o|1)1 + iB|0)o|0);

Para este caso iremos considerar um feixe de luz formado pela superposicao de
dois estados, estado de Fock de um tinico féton e estado de vacuo, incidente na porta de
entrada para o modo 1. Na porta de entrada para o modo 0 mantivermos o estado de

vacuo. O estado total na entrada, nesse caso, pode ser escrito como,

[¥o1) = Al0)ol1)1 +iB]0)o[0):1. (4.44)
Ao passar pelo BS iremos encontrar o seguinte resultado,

Al0)o|1)1 +iB|0)o|0); = A&§|0)0\0)1+iB|0>0\0)1

25 A(ral + tah)]0)s]0)4 4+ iB|0)5]0)s. (4.45)

Logo, o estado de saida pode ser escrito como,

sty = [A(ra] + ta}) +iB]|0)3]0)

= [r[1)s]0)a + t[0)3]1)4] +iB0)3]0)a. (4.46)

Podemos verificar novamente que o estado de sobreposi¢ao na entrada do BS, eq. [4.44],
foi transformado, ao passar pelo BS, em um estado parcialmente emaranhado, eq. [4.46].

A matriz densidade para este estado tem a seguinte forma:
paa = [A(ral + tal) +iB]10)3]0Y4(0[3(0[4[A*(r*as + t*4s) — iB*]. (4.47)

Utilizando manipulagoes matematicas semelhantes aos casos anteriores, obtemos os se-
guintes resultados para as densidades parciais reduzidas e média do nimero de fétons

relativos aos modos 3 e 4:

pa = AP (Ir[*0)a(Ola + [t[*[1)a(1]a) — iAB"H1)4(0ls + iBA"t*|0)a(1]s + [ BI*|0)4(0]a-

(4.48)

Para p3 temos de modo anélogo que:

ps = | AP ([t1*10)3(0l5 + [7[*[1)3(1]s) — iAB"r[1)3(0]5 + iBA"r"[0)5(1]s + [ BI*|0)3 (05

(4.49)
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(o = SliP (4.50)
)y = 5l (451)

Para o BS 50:50, tomando A = B = \%, temos que

pa = 210)a(0la — i 10a{00a + i [0)a1]s + 3 Lha{1ls (452)

330l +iz 10

5 — Sl oo L 1 f
o = 310000 + 10l = 5 =IOl + 1l (4.5
mh:4m4:i. (4.54)

E interessante observar que se fizermos A = 1 e B = 0 nas equagoes [4.48] e [4.49] re-
tornamos ao caso anterior, como ja era de se esperar, pois ao fazermos essas alteragoes
estamos reduzindo o caso 4, eq. [4.44], ao caso 3, eq. [4.31]. Como nos casos anteriores

apresentamos abaixo uma tabela com os principais resultados obtidos para o caso 4.

Resultados obtidos: Caso 4
MODO 3 MODO 4
(ODP) s = 21005 (0ls + 32515 (03— | 71 = 210)4(0la — i i 10401+
—5v510)a(Lls + [1)a(L]s +i5500)a(Ls + §[1)a(1]a
(ODP) 50:50 | p3 = 3[0)3(0fs + 55/1)a(0s+ || pa = 310)4(0la — igo5[1)a(0a+
—%I )s(1]s 4+ §11)s(1]s +igs|00a(e + g11)a(1]s
(MNF) (n)s = 3lr[? (n)s = 3t?
(MNF) 50:50 (n)g =1 (n)a =3

Tabela 4.4: Resultados obtidos: Caso 4
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V) Caso 5: [i1) = Ala)o|1)1 +iB| — a)o|0);

Para este caso, iremos escolher como o estado de entrada

i . aal —a*ag) A . —(aél—a*a
[667) = Ala)ol 1)1 +iB| — a)o|0) = (e®%0~*"%)a] +iBe~(*%"4))[0)]0);  (4.55)

que representa um estado hibrido emaranhado contendo estado de um 1nico féton, estado
de vacuo e estados coerentes. A geracao destes estados “estd na moda”, e diversos traba-
lhos de relativo impacto cientifico e tecnoldgico (como descrito na introdugao) tém sido
publicados muito recentemente (2014 até hoje). Devido & importancia de suas aplicagoes
em areas como informacao e computacao quanticas é que decidimos fazer um estudo re-
lativamente detalhado desses estados sob a perspectiva do MZI. Consideramos que este
estado foi o resultado de uma transformacao de estados de sobreposicao, envolvendo esta-
dos coerentes e estados de Fock, ao passar por um BS com caracteristicas diferentes dos
BSs comuns que estudamos até agora [17]. Neste BS, os estados coerentes e os estados
de Fock sao transformados de forma a adquirir o formato da equagao [4.55] que é nosso
estado de sobreposicao de entrada. Iremos agora verificar como este estado de entrada é
transformado sobre a acao de um BS comum, semelhante aos que usamos até agora, no
estado de saida. Ao passar pelo BS o estado de entrada é transformado no estado de saida

|¥g4*) como mostra a equagao abaixo,

iy 255 Aexpla(t'al +r'al) +iB) — o (t*as + v ay)] (' al + ¢'al)]0)5]0)
+iBexpla(tal +r'al) — a*(t*as +r*as)][0)5]0)s  (4.56)

que pode ser escrito como,

[055") = (ADs(at ) Da(ar')(ra} + tal) +iBDi(at ) Di(ar))[0)3]0).s. (4.57)

Obviamente a primeira parcela do estado acima é idéntica ao estado obtido no caso 2

como esperavamos. Como nos casos anteriores, a matriz densidade pode ser obtida como,

paa = S (|

= [ADs(at)Dy(ar')(raf + tak) +iBD}(at ) Di(ar')| paa [A* (r*as + t*as) Di(at ) D (ar') +

- iB*ﬁg(at/)ﬁ4(ar/)}
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onde definimos

P31 = 10)3]0)4(0[3(0]4. (4.59)
A matriz densidade também pode ser escrita como segue:

pss = |A[*Ds(at ) Dy(ar’)(rak + tal) psa(r*as + t*as) Di(at ) Di(ar’) +
— iAB*Ds(at')Dy(ar ) (ral + tal)psaDs(at’ ) Dy(or
iBA*Di(at') Dl (or)pss(r*as + t*as) D (at

|B|*Di(at")Di(ar")pasDs(at ) Dy(ar’). (4.60)

Para simplificar os calculos, iremos calcular a matriz densidade reduzida inicialmente em
relacao ao modo 4, resolvendo termo a termo da expressao acima. Para isso definiremos
ainda p34 como a soma de quatro termos onde cada um denotara cada parcela da expressao

acima, ou seja,

A(1)

2
P34 = P34 +P( )

+ %y 4 Py (4.61)

e, como queremos obter a densidade parcial reduzida p4 , iremos dividir a soma do traco,

no modo 3, em quatro parcelas, ou seja,

pa= M + 00 4 Y+ o = Tra(35)) + Trs(pS)) + Tra(p) + Trs(pSy).  (4.62)

Agora estamos prontos para dar prosseguimento aos calculos, calculando termo a termo.

4.2.1 Calculo da Densidade Parcial para o caso 5 no BS

i) Primeiro Termo DY

A densidade parcial pfll) é idéntica aquela que obtemos no caso 2, eq. [4.21], exceto

pelo coeficiente | A|?.

A = Trypll) = AP (P )t ala + DL ) a1 D} ). (4.63)
ii) Segundo Termo ﬁf)

Para o segundo termo obtemos,
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P = Tra(p)) = —iAB* Dy(r' @) Trs [ Ds(t o) (ral + ta}) paaDs(t a)] Da(r )
= —iAB*TD4(T/01)TT3 (Dg(t/a)d§ﬁ34b3(zﬁ,a))154(7“/0& +

- ZAB*tD4 (T’/Oé) (D?, (t,a>d1534ﬁ3 (t/OJ)) D4 (’I“IOé). (464)

O termo acima possui duas parcelas, para simplificar os calculos iremos resolver inicial-

mente a primeira parcela:

— ’iAB*Tﬁ4(T/Oé>TT3 (ﬁg (tla)dgﬁ:mbg(t/a))D4(T’la) =
= iAB*rD4(7’/a) Z<”|3D3(t,a)&gﬁ34ﬁ3(t,a) ’”)3154(7’/@)
n=0

_ _iAB*rm(r/a)Z<n|3b3(t’a)a§|o>3|o>4<0|3<0|4153(t’a)|n>3f74(r’a)
n=0

= —ZAB*T<0|3ZA)3 (thé)D:g(t

!

@)[1)3Da(r'@)[0)4(0]4 Da(r' )
= —iAB* (=2t a|1)s|r a)(—r o

— 20" AB*rt e 2ot X' a)(—r al. (4.65)

Tomando agora a segunda parcela encontramos o seguinte resultado:

!’

— GAB*tDy(r a)( D3 (t o)l pag D (t a))D4(r a) =

= —iAB*tD4(r'a) > (n|Ds(t @)ak]0)s]0)4(0]3(0]sDs(t o) |n)sDa(r cr)
n=0

’

= —iAB*t(0]3Ds(t @) Ds(f' @)|0)s Da(r' )[04 (0]1 Da(r )
= —iAB” t<0|2t a)sD (7“ a)|l)y (r/oz|4

= _iABte 2o Dy(r' )| 1)4(r a4 (4.66)

E assim, substituindo [4.65] e [4.66] em [4.64] obtemos,

=1AB" (2a*rt*\7“la><—r,a] — tlA)4(r/a)|1><7"/a|4) et ol (4.67)
iii) Terceiro Termo Y

Agora vamos calcular o terceiro termo.
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;04(13) = T"’3(P§31)) = iBA*lA)Z(r'a)Tr;s (Dg(t/a)ﬁa(r*d:& + t*&4)b§(tl0‘))bj1<7’la)
= iBA*D}(r'a)r*Try(DY(t o) paaas D (¢ @) Di(r' @) +
+ iBADY(r' ) Try(Di(t @) paaaa D (¢ @) Di(r'a). (4.68)

Como antes, iremos inicialmente trabalhar com a primeira parcela da expressao acima

. . 3. .
que iremos definir como pfl ) , isto é,

pi" = iBAD}(r' a)r*Trs(DY(t a)pasas Di(t 0)) Di(r'a) (4.69)

e, nesse caso,

P = iBA*DY(r @) Trs (DY (t @)|0)5]0)4(0]3(0]aas D} ( @)) Di(r o)
= BA*DI(r'a)r* ) (n|Di(t @)]0)5]0)4(0|3(0]sasDi(t o) |n) Di(r @)
4 3 3|V 4(Y|3 {VUjsa3 V3 4
n=0

— iBA*r*(0]sasDi(t a) Di(t'a)|0)3Di(r a)|0)4(0[, D} (r @)

= GBA (1] — 2t a)s| — r ) (r als

= BA(—2t a)e 2P| _ o), als. (4.70)
A segunda parcela da expressao [4.68] iremos definir como pf’)Q, ou seja,

p§3)2 — iBA*t* D} (r a)T'rs (ﬁg(t/a)ﬁg4&4ﬁ§(t/a))Di(r/a) (4.71)

e, assim, a segunda parcela pode ser ser simplificada como segue:

(nls (Dt )[0)3]0)a{013{0laas D(¥' ) [n)s D}(r" )

Mg

pAfls)Q = BA*t*Di(r'a)

— iBA*t*(0|3Di(t «

/

Di(t'a)|0)sD(r' a)|0)a{0las D}(r' )

|
— o

= iBA*t e 2P| — ') (1|4 DI(r ). (4.72)

Substituindo [4.70] e [4.72] em [4.68] obtemos para este termo a equagao,

A(3) = iBA*(— 2r*tal — ar Y alar |, +t*| — ar/>4<1|4l§l(r/a))6_2ltla‘2. (4.73)
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iv) Quarto Termo ,0( )

Finalmente, iremos agora calcular o quarto termo. Seguindo uma algebra seme-

lhante as anteriores obtemos que

!/

P =Trs(pss) = |BIPDL(r a)Trs (D a)psy DSt ) Di(r )

!/

= ’B|2DT("’ a)Trs (Ds(t Q)DT(t 04)/)34) ﬁl('r’la)
)

= [BI*)_(n]0)s(0ln)s Di(r'a)|0)3(0]s Di(r )

= |B|2| — 047’/)4<—ow“/|4 (4.74)

’

= |BP*Di(r'a)Trs(pss) Di(r

e, assim, somando todos os termos; eq. [4.63], eq. [4.67], eq. [4.73] e eq. [4.74] obtemos,

finalmente, a matriz densidade reduzida em relacao ao modo 4:

pr = |AP(IrPlr a)alr aly + [t Da(r' @) [1)a(11 DY @) + | BI*| = ar’)a(—ar'|)
+ 1ADB" (2a*rt*\7"l04><—r,a| — tD4(7"/04)]1><r/al4)e’2|tla‘2
+ iBA"(—2r'tal - ar Vglar |y + ] — ar,)4(1|4f)l(r/a))e_2|t o, (4.75)
O resultado acima é novamente um estado misturado envolvendo estados coerentes (vacuo

deslocado), estado de Fock deslocado e semi-deslocado. Se considerarmos novamente um

BS 50:50 e A= B = % equagao acima adquire a seguinte forma:

1
,0425

2ok rt*
+2(

+ Z'BA*( 2*t o

+ D4(7’/a)|1>4<1|4D1(T,a>> +% _Ti;é>4<_7i§ 4

)e|a|2
4

*__’20‘>4<1y4ﬁ1(r’a))e'“2. (4.76)

Bl
45

Rearranjamos a expressao acima em uma soma de quatro parcelas. E importante

4

notar que a terceira parcela é o hermitiano conjugado da quarta. A esses dois 1ltimos
dois termos (terceiro e quarto), daremos especial atencao e os batizaremos de "termos de
interferéncia”; esse contexto ficara mais claro em se¢oes posteriores.

Utilizando os mesmos passos e calculos andlogos obtemos também para o modo 3:
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ps = JAP(ItPIE a)s(t als + [r[ Da(t' @)[1)s(1]sDi(t @) + | BI*| — at')s{—at |3
+ iAB” (Qa*r’*t|t/a)3<—t/a|3 - rlA)g(t/oz)|1)3<t/a|3)6_2|r/0“2

— iBA” (2r,t*o¢| — at)glat |3 — | — ozt/>3(1|31A?§(t,a))6_2|7","‘|2. (4.77)

De forma igual, para o caso do BS 50:50, temos que,

1
0325

+ ﬁ3<t’a>rl>3<1\3ég<t’a>) i §%> <%

1~ 1
— §D3(t Oé)’1>3<—

8} )€|a2
V2

3

4.2.2 Calculo da Média do Numero de Fétons no BS

Agora que ja temos as quatro partes da matriz densidade reduzida parcial estamos
preparados para calcular a média do nimero de fétons para a saida do modo 4 (n)4 que,

como vimos, pode ser calculado como:

o0

(n)a = Tra(afaaps) =Y _(n|alaspaln)s. (4.79)

n=0
Para simplificar os calculos iremos, como fizemos anteriormente para o calculo da densi-
dade parcial reduzida, definir a média do nimero de fétons em quatro parcelas. Como

queremos de inicio somente a média em relacao ao modo 4 denotaremos que,

)y = W) + P + )P+ )Y

= Tra(alap) + Tra(alap?) + Tra(alap?) + Tra(ahapl).  (4.80)

i) Primeiro Termo <n>§11)

Assim podemos obter o primeiro termo como,

(e 9]

(m)§? = Try(abaspl”) = (nlalasplinya. (4.81)

n=0
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No entanto, a expressao acima ¢é idéntica a que resolvemos no caso 2, eqs. [4.23] e [4.24].
Portanto, desenvolvendo cdlculo semelhante ao que fizemos na se¢ao (4.2) para a média

do ntmero de fétons obtemos o seguinte resultado,

() = [AP(|t]? + |r'af?). (4.82)

(2

ii) Segundo Termo (n), ) Para o segundo termo, temos que

()P = Try(alasp?). (4.83)

Como podemos ver a equacao do segundo termo da densidade [}f)

¢é constituida por uma
soma de duas parcelas, sendo a primeira representada por um estado coerente (vicuo
deslocado) e a segunda por um estado de Fock semi - deslocado. Para simplificar ainda
mais nossos calculos iremos considerar, para o calculo da média dos fotons, inicialmente,

somente os operadores da primeira parcela e em seguida o da segunda. Assim para a

primeira parcela, ou seja, para o estado deslocado temos que,

o0

Z s(n)adaglar’)(ar |n)y

n=0

= 4<0|b4(ozr/)d1&4l§4(arl)|0>4

= 4(0|(a} — a*r™)Dy(ar)Dy(ar ) (as + ar’)|0)y

= —la’l'[*(0|Ds(ar) Da(ar)|0)4

= |af?|rPe e P (4.84)

onde foi usado, no desenvolvimento das equagoes acima, o lema de Baker Hausdorff, [3.50]

para obter as relacdes Dy(ar')al = (al —a*r™*)Dy(or’) e Dy(arVay = Dy(ar’)(ag+arr")).
Também utilizamos a equagao [3.48] que corresponde ao efeito de um estado deslocado
atuando em outro. Agora iremos calcular a segunda parcela correspondente ao estado de

Fock semi - deslocado, ou seja,
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> " a(nlafasDa(ar’)[1)(ar'|n)

n=0

= (0| Dy(ar)alasDy(ar)|1),
= ,0|(al — a*r™)Dy(ar ) Dy(ar’)(as + ar')[1)4

= —a ' (02ar") + |al?|r |*(—2ar'|0). (4.85)

Novamente, o desenvolvimento da equagao acima exige o uso das eqs. [3.46] e [3.48].
Lembrando que, nos célculos acima, utilizamos somente os operadores contidos na

densidade do modo 4 obtido no caso 2. Agora juntando todos os outros termos e somando

as duas parcelas obtemos a média do ntmero de fétons do modo 4 para este termo como

sendo

() = iAB* (= 22t [a*|r [ + ta*r™ — 2a7tr |2 |?) et * g =2lor |?
= iAB*( - 20 [P |2 (rt™* + tr'™) + toz*r/*)e_2|a‘2(|r 41t ?)

— iAB*a*trte 2ol (4.86)

onde usamos as propriedades das relacdes de reciprocidade rt * +tr'* = 0 e |r|2+ |t |2. iii)
Terceiro Termo <n>i3)

Vamos agora calcular a média do niimero de f6tons para o terceiro termo.

() = Try(alap?). (4.87)

Novamente, como a densidade ﬁé?’)

é constituida por duas parcelas, para simplificar os
calculos iremos desenvolver a média apenas, de inicio, para os operadores da primeira
parcela, que é representada por um estado coerente. Em seguida continuaremos os célculos
tomando os operadores da segunda parcela, que representa um estado de Fock semi -

deslocado. Nesse caso, temos que,

o0
> " alnlakas] — ar)or'iny, =
n=0

= (0| Dy(—arYatasDy(—ar')|0)y
= 4(0|(€L:rl + oz*r/*)f)4(—ozrl)f)4(—ozr,)(a4 — ozr/)|0>4

= —|Oé|2|7“/|2e_2‘ml|2- (4.88)
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Tomando agora a segunda parcela obtemos o seguinte resultado:
a(nlafas| — ar’)a (1| Da(—ar')|0)s =
n=0

= ,(1|Dy(—ar)atasDy(—ar')|0)

= 4|l + o) Dy(—ar ) Dy(—ar' ) (aq — ar')|0)4
= —ar 200|0) — |a?F P(1] = 2007

— e P + 2ar,|a|2|7“/|26_2‘a7"/|2. (4.89)

Como fizemos anteriormente, iremos acrescentar todos os outros termos obtidos na equa-

~ . ~(3 1L . .
¢ao da densidade ,04(1 ) na somar das duas tdltimas parcelas que obtemos acima e rearranjar

para obter a média do nimero de fétons para o terceiro termo:

(n)i?») = iBA*(QT*t/a|a|2|r/|2 Y (—ar +2047’/|oz|2|r'|2))e_2|°”’l|26_2|at/|2
= {BA* (204|oz|2|r/|2(r*t/ + t*r/) — at*r')e—2la\2(\/\2+|t'l2)
- et (1.90)
iv) Quarto Termo (n)ff)

A média do nimero de fétons para o quarto termo é mais simples pois s6 possui

uma parcela e, portanto, iremos calcular diretamente, ou seja,

(i = 1BIFY_(nlala| - ar)a—ar'[n),
n=0
= |BI*(~ar'|aka| — ar')s
= [Bf|ar'”. (4.91)
Finalmente, podemos obter a média do ntimero de fétons para o caso 5 simplesmente

somando os resultados obtidos a partir dos quatros termos, ou seja, somando as eqs.

[4.82], [4.86], [4.90] e [4.91], obtemos,

(n)s = [AP([t? +|r'a?) +iAB*a*tr e — iBA*at*r e 2" 1 |B|?|ar’?
= (AP +|B)|er | + |AP[t]* + i (AB*a tr'™" — BA*at*r,)e_Q‘O"Q. (4.92)
Se fizermos A = B = \% na equagao acima obtemos,
1t]?

t /
<n>4 = 7+|7’ Oé|2+

?

5 (a*trl* - at*rl)e"""Q, (4.93)
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e, ainda, para o caso particular do BS 50:50, a média representada pela equacao acima

adquire a seguinte forma:

» 1
*_a)e2lel® 4 =
(o —a)e + 1

laf®

(e = S+ (4.94)

1
4
Usando o mesmo raciocinio podemos obter com calculos semelhantes a média do niimero

de fétons em relagao ao modo 3.

(n)s = (AP +|BP)|at' > + |AP|r|? +i(AB*a*rt™ — BA*ar*t )e 2o (4.95)

Para A= B = \/LE temos que

2 .
(n)s = |TT + |t'al? + %(a*rt/* — ar*t,)e*‘aﬁ. (4.96)

E também se considerarmos novamente o caso do BS 50:50 obtemos o resultado abaixo:

21 1
(n)s = lo + (o + a)e Aol 4 2

>3 i (4.97)

Além disso, é interessante observar que a soma entre os modo 3 e o modo 4 nos leva ao

seguinte resultado

(n)s +(n)a = (JAP+[BP) (lat'|* + ar'?) + [AP (I[P + ¢ )

+ iAB*a*(tr™ +rt*) —iBA*a(t'r +1*t) (4.98)

mas, sabemos que

't =t 4t =0 e Jar' P+ |af 2= alP(IF P+ [E]?) = |af?

Portanto, a soma dos nimeros médio assume a seguinte forma:

(n)s + (n)a = (|A]* +[BI*)la]* + |A], (4.99)
se o estado estiver normalizado, entao |A|?> + |B|? = 1 e, portanto
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(n)s + (n)y = |a|® + |A]% (4.100)

Como os resultados obtidos para este caso geraram expressoes muito grande construimos
uma tabela, tab.4.5 somente contendo os principais resultados do caso 5 em relagao ao

modo 4.

Resultados obtidos: Caso 5
MODO 4
(ODP) p = [AP(IrPr a)a(r aly + [t2Da(r' @) [1)a (11D} (r o)+

+iAB* (2 rt*|r ) (—r'a| — tD4(?"/a)]1}(7"@]4)3—2“/&'24—
HBA (= 2rtta] — ar')afar' s+ ] = ar )a{1[ D)) e 2+

+|B)?*| — ar’>4<—ozrl|4)
+ >€_|O‘2
4

), (), -

5 +

(ODP) 50:50 || py = l(

—i—% (2a*rt*

4 4 4
(MNF) (n)a = (JAP + |BP)ar'[? + |AP|t]? + i(AB*a*tr'™ — BA*at*r)e 2"
042 * —92la|?
(MNF) 50:50 (n)s = 2L 4 L(a® — )2l 4+ 1

Tabela 4.5: Resultados obtidos: Caso 5

Para verificar se os nossos resultados estao consistentes iremos mostrar que a partir
de modificagoes necesséarias a média do nimero de fétons para o caso 5, eq. [4.92], pode
ser reduzida a média de ntimero de fotons de todos os casos anteriores.

Se por exemplo fizermos a = o = 0 em [4.92] obtemos o seguinte resultado,

(n)a = (JAP +BP) [0 P +{ AP +i( AB 0.t — BA* 0477 Je 2o = | AP
~" Vv

a—s0 a*—0 a—0

onde o indice a — 0 significa que estamos substituindo a por 0 na equagao, 0 mesmo
é valido para as expressoes posteriores que iremos obter. Se considerarmos A = 1/ V2

VEremos que
1
() = 51t
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que é o mesmo resultado que obtivemos no caso 4, eq. [4.50]. Observem que esse resultado
ja era esperado pois ao fazer a = a* = 0 estamos reduzindo o estado de entrada do caso
5, [eq.4.55] no estado de entrada do caso 3 eq. [4.44]. Podemos observar que com esta
modificacao o estado de entrada do caso 5 perde algumas caracteristicas. Este estado
que antes era emaranhado e hibrido torna-se nao emaranhado e perde sua caracteristica
hibrida.

Semelhantemente se quisermos obter a média do nimero do modo 4 obtido no caso

3 a partir do caso 5 basta fazer « =0, B=0e¢ A =1 naeq. [4.92]

(n)y = (1 + ()) |O.7°l]2 +|AP2|t)? + i(AB*.O.trl*J— J’_S’A*.().t*ri)e’2|a‘2 = [t]?,
B—s0e A—s1 a—0 ar—0 a—0

fazendo agora A = 1 e B = 0 o resultado da média do niimero de fétons do modo 4 obtido

no caso 5 é reduzido ao caso 2:

(n)ya= (1+0) |ar' P+API? +i( AB*.0.4r" — BA* 0.7 )e 2o = |/ a)? + |t

B—0e A—1 m Q*LO O‘LO
De maneira semelhante se tomarmos A = 1, B = 0 e substituirmos o estado de um 1nico
foton pelo estado de vacuo a média do nimero de fétons do caso 5 é reduzido a do caso 1.

Portanto, podemos olhar para o estado hibrido emaranhado como um estado mais
geral com mais caracteristicas em relacao aos casos anteriores. A partir de modificacoes
pertinentes tais caracteristicas vao se perdendo e os resultados obtidos vao sendo reduzidos

aos resultados dos casos anteriores descrito neste trabalho. Em outras palavras, podemos

obter todos os resultados dos casos anteriores a partir dos resultados obtidos no caso 5.

4.2.3 Interferéncia no MZI

No interferometro de MZI os operadores de aniquilagao de bdsons sao transforma-

dos de forma andloga ao caso do BS, idem eq. [4.2],
a a
| =Bua | (4.101)
(e a

onde o termo Bjszr é conhecido como sendo a matriz de dispersao. A necessaria e tnica

condicao para a matriz de dispersao ¢ que ela seja unitaria. Todos os calculos desenvolvidos
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para o BS sao inteiramente véalidos também para o interferometro de MZI, pois a matriz

obtida anteriormente, cap.3, pode ser vista como uma matriz de dispersao generalizada

ling >
BS1,

“] a
— 1= > 0 R
ling >o 3 N
\ 4
Bs. | 5
R >
6 .

Figura 4.4: Interferometro de Mach - Zehnder (MZI) com uma fase fixa no caminho 4 e com estados

de entrada genéricos |ing)o e |in1)1 e no BS1.

Para um interferometro de MZI, a matriz de dispersao Bjsz; seria representada
por uma composicao de varias matrizes unitaria. Para o interferometro mostrado na fig.
[4.4], teremos 3 matrizes, duas correspondentes aos dois BS e a outra matriz que esta
associada com a fase fixa. Para o nosso caso particular, a matriz associada a fase fixa sera

definida como

Up = . (4.102)

Nesse caso, juntando as trés matrizes correspondentes ao MZI na equagao de transforma-

¢ao dos operadores de aniquilacao dos estados de campo teremos que,

d5 tz 7“/2 1 0 tll 1 do
d(; T2 t/2 0 610 L8] tl dl
t,]W (B do
_ / . (4.103)
TM tM dl

Na equacao acima usamos as seguintes variaveis:
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. !

v = Tltg + ngtlT‘Q
ty = Wit
M =T1T2 + e Tty
! I 7,0 !
ry = tira + ety

thy = tits + €0rry,. (4.104)

As relacoes de reciprocidade que vimos para o BS sao igualmente validas para as variaveis

acima, ou seja,

rael = rael, Nt = tmly Jracl® = [tael> = 1, wiytas + ragthr = 0 e Pigtar + ragtr = 0.

(4.105)

Agora que ja sabemos como os operadores de aniquilacao dos estados de campo sao
transformados na saida do MZI iremos analisar como os estados de entradas transformam -
se nos estados de saida correspondentes sobre a acao do MZI para os 5 casos que analisamos

anteriormente na saida do BS.

4.2.4 Analisando Alguns casos de Interferéncia no MZI

i) Caso 1: |¢) = |a)o|0)1

Os estados de saida nos modos 5 e 6 do MZI podem agora ser calculados de forma
analoga aos estados de saida do BS como fizemos na segao anterior, basta para isso
substituir a matriz de dispersao B, equacao [4.2], do BS pela matriz de dispersao Bysz;.

Consideramos entdo um feixe luminoso correspondente a um estado coerente |«).
incidente no modo de entrada 3 do BS1 e outro feixe luminoso no modo de entrada 4 do
BS1, referente a um estado de vécuo, como mostrado na fig. [4.4]

Portanto, o estado de entrada obtido para este caso é transformado como segue

a&Tfa*d N [N %/, % A T% A~
)ol0)1 = e“%07"%|0Y0]0); 2} expla(ty,al + ryal) — o (tyas + 1yrae)]|0)5]0)6

= exp[at/M&; — a*t}(}dﬁ] exp[ar}wég — a*r;\}&GHO>5\O)6

= Ds(t) Dg(ry;)[0)5]0)e. (4.106)

Sendo assim o estado de saida fica dado por,

ety = Ds(ty,00) Do(r,)|0)5]0)s. (4.107)
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Figura 4.5: Interferometro de Mach - Zehnder (MZI) com uma fase fixa no modo 4. Os estados de

entrada no BS1 sdo um estado de vdcuo |0); e estado coerente |a)g .

Utilizando uma algebra semelhante a que desenvolvemos na secao anterior obtemos as

densidades parciais reduzida para os dois modos 5 e 6 como sendo,

Pe = ]r}wa)ﬁ@"}wal(; e p5 = |t/Ma>5(t/M(x]5. (4.108)

Como antes os estados obtidos sao estados coerentes (vacuo deslocado). Semelhantemente,

a média do numero de fétons assume a seguinte forma:

(e = lryal? e (n)s = [tyal’, (4.109)

usando as relagoes da equagao [4.105], podemos verificar que,

\7“2\4]2 = cos?(0/2) e \ISIM|2 = sin?(0/2) (4.110)

Portanto, as médias acima podem ser escritas como,

(n)g = |a|? cos?(6/2) e (n)s = |a|?sin?(6/2). (4.111)

E interessante notar que, somando as duas médias, obtemos o seguinte resultado:
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(n)s + (n)g = |al*cos*(0/2) + |a|?sin?(6/2)
= |al*(cos?(0/2) + sin?(0/2)) = |a)?. (4.112)

Este resultado é, como discutido antes, esperado, pois a transformacao total do MZI é
unitaria, preservando o nimero médio (total) de fétons na saida do MZI.

ii) Caso 2: |¢) = |a)o|1)1

Para o caso 2, manteremos o estado coerente |a)g na porta de entrada 3 do BS1
e substituiremos, seguindo o mesmo raciocinio de antes, o estado de vacuo |0); por um
estado de Fock de um tunico féton [1);. O estado total na entrada |¢)) = |a)g|l); é

transformado sob a agao do MZI no seguinte estado de saida,

adT—a*& ~ NN N * /* ~ /* ~ A ~
a)ol1)1 = €207 "80GT10)o|0); “ZF expla(ty al + ryal) — o (tas + ripae)] (rarad + tarad)[0)5]0)6

= exp[at,M&; — a*t/j}dg,] exp[on“zwdg = a*r}\}&g,](erg + tdg)|0)5\0>6
= Ds(ty,;0)Dg(rya) (ragal + tyad)[0)5]0)e.

Rearranjando os termos acima obtemos o estado de saida para esse caso como sendo,

[085") = Ds () Do(rya) (ragh + taraf)|0)510)6. (4.114)

Portanto, fazendo a comparacao direta com o caso 2 do BS, obtemos as matrizes densi-

dades parciais reduzidas para modos 5 e 6 como escrito abaixo,

ps = |rarl*[rge)s (rarals + [tar|* Do(rya) L6 (Ls Di(ry ). (4.115)

ps = ltu Pltyr@)s(tyrals + |ral® Ds(the) 1) (15 Di(£ ). (4.116)

Novamente, os resultados obtidos acima é um estado misturado entre um estado
coerente (vacuo deslocado) e um estado deslocado de Fock. De forma analoga, por com-
paracao com o caso 2 do BS, encontramos a média do numero de fétons para os dois

modos como sendo,

o7

(4.113)



(n)e = ltur* + [ryal* e (n)s = lrul* + [yl (4.117)

que também podem ser escritas como:

(n)e = sin?(0/2) + |af* cos?(0/2) e (n)s = cos*(0/2) + |a*sin?(0/2).  (4.118)

A soma das médias acima conduz ao seguinte resultado:

(n)s + (n)s = 1+ |af”. (4.119)

iii) Caso 3: [¢)) = |0)o|1)1
Consideramos agora um estado de vacuo no 3 e um estado de um tnico féton
incidente no modo 4 do BS1. O estado de sobreposicao na entrada matematicamente é

dado por [1p) = |0)o|1);. Para este caso, este estado sofrerd a seguinte transformacao sob

a acao do MZI,

0)0[1)1 = a}[0)o[ 1)1 =5 (rasal + taraf)|0)5[0)g (4.120)

Substituindo os valores de 7, e t3; dado pelas equagoes [4.104], em [4.120] e rearranjando

obtemos o seguinte resultado para o estado de saida,

U) = 21— D[1)5l0)s + (e + D]0)5 |1} (1121)

Podemos ver que a equacao acima é um estado emaranhado, como no caso anterior
do BS. As densidades parciais podem ser facilmente calculadas por comparacao ao caso

3. Tal comparacao conduz aos seguintes resultados,

po = |rar[*10)6(0l6 + [tar[*11)6(1]s (4.122)

ps = [tar]?|0)s(0]5 + |rar|*[1)5(1]s (4.123)
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que também podem ser escritos como,

(n) =sin*(0/2) e (n)s = cos*(0/2). (4.124)

A soma entre as médias leva ao seguinte resultado,

(n)¢ + (n)s = sin*(0/2) + cos?(6/2) = 1. (4.125)

iv) Caso 4: |¢1%) = A|0)o|1)1 + iB|0)]0);

Neste caso, manteremos como estado de entrada no modo 3 o vacuo e substituimos
o estado de um unico féton pelo estado A|0)o|1); + iB|0)|0); no BS1.

O estado total na entrada pode ser escrito como [it) = A|0)o|1)1 + iB[0)]0); .
Ao passar pelo MZI, o estado de entrada é transformado no estado de saida da seguinte

forma,

MZI

A|0)o|1)1 +iB|0)o|0); Z2 (A(TM&:% + tydl) + iB)[0)5|0)6, (4.126)

e, assim, o estado de saida pode ser escrito como,

[0g8") = (A(raal + taraf) +iB)[0)5]0)s. (4.127)

O estado acima é também, como no caso do BS, um estado emaranhado. Para as matrizes

densidade parciais temos,

ps = AP (Iral?]0)6{0]s + [tar|*|1)6(1]6) — tAB* tar]1)6(0]6 + iBA*t3;]0)6 (1] + | B|*|0)6(0]4

(4.128)

ps = | AP ([ta]10)5(0[5 + |rar|*|1)5(1]5) — tAB*rar[1)5(0[5 + i BA*r},|0)5(1]5 + [ B|*[0)5(0]5.

(4.129)

E as médias dos niimeros de fétons sao dadas por,
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1 1
(n)s = §!rM\2 e (n)g = =|tm|? (4.130)

que também podem ser escritas como,

(n)s = %COSQ(Q/Z) e (n)s = %sin2(0/2). (4.131)

A soma das médias acima leva ao seguinte resultado,

1

(n)s + (n)s = = (sin*(0/2) + cos®(0/2)) = 5 (4.132)

N | —

v) Caso v: [¢i1) = Ala)o|1)1 + iB| — a)o|0)y
Finalmente, nosso caso de maior interesse sera investigar o estado de entrada do
MZI como sendo dado por |it) = A|a)e|1); +iB| — a)g|0);. Neste caso a transformagao

sob a acao do MZI deste estado leva ao seguinte resultado:

Wity 25 Aexpla(tyal + ryal) +iB) — o (tyas + ryae)] (ryal + ' aad)|0)s|0)6
+iBexpla(tyal +ryal) — o (tas + ry5a6)][0)50)e.

(4.133)

4.2.5 Calculo da Densidade Parcial para o Caso 5 no MZI

Na secao anterior dividimos a densidade parcial reduzida em quatro partes para
facilitar os cédlculos e obtivemos os resultados de cada parte individualmente. Para este
caso 5, utilizando a algebra que estamos desenvolvendo e o mesmo raciocinio que utiliza-

mos nas secoes anteriores, fazendo a comparacao imediata obtemos resultados idénticos,

dados por,
ps = AP (IraPlrare)s (ragals + 83 Ds(riya) D6 (s DE(rare) + [B| = ary)e(—aryls)
+ 1AB* (2a*th*M|r;\4a><—r;wa\ — th)ﬁ(r;wa)|1><7~;\4a|6)e*2|t/1ua|2

+ Z'BA*( — 27’}"\475,04\ — ar;\4>6(ar;\/[\6 + | — a?";\/[)f;(l\Gbg(r;\/[a))e_Z‘tMaP (4.134)
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e, para o modo 5 temos que,

ps = |AP(|tmlP[tha)s(tyals + rar|? Ds (th,0)[1)5(1]s DL (th,0) + | BP| — aty)s(—atyls
+ AB" (20" ity )s(—thals — rarDs(tya)[1)s (tyals)e e

+ iBA* (27“;\/125}‘\404] —aty)slatyls — il — at/M>5(1hlﬁ;(tha))e’erMa'Q. (4.135)

4.2.6 Calculo da Média do Niumero de Fétons para o Caso 5 no

MZ1

A média do nimero de fétons também é calculada seguindo o mesmo raciocinio.

Desta forma, temos para a média do ntimero de fétons dos dois modos 5 e 6,

(n)o = (JAP +1BI)aryl* + |AP[HR, +i(AB"atry; — BA"ad3ry,)e 0

(4.136)
e, para A = B = 1//2 temos,
|t1\/f|2 ! 2 i * ! x ! —2|a?
<n>6 = T + ]rMoz\ + 5(05 Ty — atMrM)e (4.137)
que também podem ser escrita como,
1 .
(n)e = > sin?(0/2) + |a|* cos?(6/2) + i(a* — ) sin(9)e‘2|0‘|2. (4.138)
E, para o modo 5 temos
()5 = (JAP+1BI)|aty * + [AP|r[3, +i(AB* @ rartyy — BA aryty,)e 2"
(4.139)
Semelhantemente, para A = B = 1/4/2 temos,
|TM|2 ! 2 i * "% o —2|a?
(n)s = 5 + |tyal” + 5(04 ratar — aryty)e (4.140)

que também pode ser escrita levando em consideracao as relacoes de reciprocidade com
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(n)s — %c082(9/2) +Jof? sin?(0/2) + (o — o) sin(@)e P (4.141)

e também, se somarmos a média do nimero de fétons, equagoes [4.137] e [4.140], consi-
derando |A|? 4+ |B|> = 1 e a relacdo de reciprocidade r%,t,, + ry,t5, = 0 , obtemos um

resultado idéntico ao que encontramos no caso 5 do BS,

(n)e + (n)s = |a|® + |A]% (4.142)

Notem que, neste caso, se A=0, a soma do nimero médio de fétons se reduz ao caso

simples, dado por |al?.
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Capitulo 5

Analise Grafica dos Resultados

Na secao anterior, caso 5 do MZI, obtivemos um estado misturado na saida do
interferometro, que nos levou a calcular a densidade envolvendo estados coerentes, estados
de Fock deslocado e semi - deslocados. Além disso, calculamos também a média do
numero de fotons de cada saida do MZI. Nesta secao, iremos discutir os resultados graficos

correspondentes as médias do nimero de fétons nas saidas 5 e 6 do MZI.

5.1 Comparacao entre os casos 2 e 5 para o MZI:
Analise do nimero médio de fétons

Para iniciarmos, vamos discutir o caso 2 [8], onde, na ocasido, investigaram a
interferéncia entre o estado de Fock [1) e um estado coerente |«).

Logo abaixo, estao ilustrados os resultados graficos da média do niimero de fétons,
em relagao aos modos de saida 6 e 5, para o caso 2, figuras [5.1] e [5.2], respectivamente).
Resolvemos reproduzi-lo aqui para facilitar a comparagao.

A [fig.5.1] mostra o resultado do nimero médio de fétons (n)g (caso 2, equagao
[4.118]) em fungao do deslocamento de fase § para trés valores distintos do estado |a) .
Nela, podemos observar que, para |a]?> = 1, a média do nimero de fétons é independente
de 6 e igual a 1.

O niimero médio de f6tons no modo 5 mostrado na figura fig. [5.2] é andlogo, como
era de se esperar. Novamente, para o caso |a|? , a média ¢ independente do deslocamento
de fase 6 . Estes resultados sao, em esséncia, andlogos ao caso de termos um tunico féton

em cada entrada na porta do MZI, resultando numa média igual a 1 para ambas as portas
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Figura 5.1: Média do nimero de fétons em relacio & saida 6 do MZI para o Caso 2 para valores de

o> =0, o> =1e |a* = 4.
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Figura 5.2: Média do ntimero de fétons em relacio & safda 5 do MZI para o Caso 2 para valores de

la)2=0,|a?=1e |a]® = 4.
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de saida, também independente de # . No entanto, vale ressaltar que, embora os estados de
saida para cada caso sejam emaranhados e completamente diferentes (veja as eqs. 35 e 23
da ref.: Quantum Interference Between a Single — Photon Fock), quando executamos
o trago parcial, o emaranhamento é eliminado, resultando em médias idénticas (no nimero
de fétons) para cada porta de saida. Além disto, os méximos e os minimos indicam o caso
em que os estados quanticos nos modos de saida distintos sao ou estados puros coerentes,
ou estados puros de Fock.

De posse desta pequena revisao do trabalho citado acima, vamos discutir nossos
primeiros resultados logo abaixo.

A fig. [5.3] mostra o resultado do nimero médio de fétons (caso 5, equagao [4.138])
em fungao do deslocamento de fase # para trés valores distintos do estado |a) . Para
todos os valores estudados, a contribuigao do tltimo termo nas equagoes [4.138] e [4.141]
é relativamente pequena (para o = 0 , o tltimo termo é identicamente nulo e, portanto,
nao contribui), no entanto, sua contribuigao ¢ evidente na curva para |a|?* = 1 . E

. . _ 2
importante mencionar que o termo e 2o

, provem de uma contribuicdo corresponde a
parcela | — «)|0) do estado hibrido, mostrando seu cardter nao trivial, em relagao a média

de fétons, neste caso.

“n»g

0 05 1 15

Figura 5.3: Nosso resultado: Média do nimero de fétons em relagdo a saida 6 do MZI para o Caso 5

para valores de |a|?> =0, [a]? =1 ¢ |a]? = 4.
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Figura 5.4: Nosso resultado: Média do nimero de fétons em relagio & saida 5 do MZI para o Caso 5

para valores de |a]?> =0, [a]? =1 e |a]? = 4.

Embora os resultados acima facam parte de estudos atuais e estao em fase de
entendimento, é interessante notar dois limites correspondentes ao intervalo de valores de
a. Para « razoavelmente grande, o "termo de interferéncia’se torna desprezivel e a média
de fétons se aproxima fortemente do resultado jé conhecido. Por outro lado, se |a] =0, o
termo de interferéncia se anula e, além disto, temos um estado quase-separavel. Portanto,
a média do ntimero de fotos em cada modo escala com seno e/ou cosseno.

Uma vez que acreditamos que o "termo de interferéncia’poderia revelar novos as-
pectos na média do nimero de fétons para cada modo, iremos investigar situagoes em que

tal termo esteja presente mais fortemente. Os resultados serao discutidos logo a seguir.

5.1.1 Discussao da Média do Numero de Fdotons: Caso 5

Nesta secao, discutiremos os principais aspectos relacionados as médias do ntimero
de fétons correspondentes aos calculos para o estado emaranhado hibrido (caso 5), nas
saidas do MZI. Para fins de simplificacao e comparagao com a literatura escolheremos,
como antes, o caso especifico e particular de um BS 50:50. Além disto, vamos simplificar
as equagoes [4.138] e [4.141], e reproduzi-las logo abaixo (utilizamos a notac¢ao complexa

a=a +ia’ ,ondea éa parte real, Re(a) , e a a parte imaginaria, Im(a) , de a ). O
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resultado é

1

(n)s = %m?(@/z) +lof? cos?(6/2) + - sin(B)e (5.1)

"

(n)s = %(2082(9/2) +lafsin?(6/2) — % sin(@)e 7" (5.2)

Agora, para facilitar a comparacao e discussao, vamos mostrar, na sequéncia, seis
figuras, que correspondem a trés valores distintos de |af?* : 0,1; 0,5 e 1. Para cada valor
de a explicitaremos, mais uma vez, a média em cada um dos modos de saida do MZI.
Comecaremos com o menor valor de alpha, variando, dentro de cada figura, apenas a
contribuicao relacionada com a parte real e imaginaria dele. Logo abaixo encontramos os
resultados que mostram o comportamento da média para o modo 6 e 5 (respectivamente)

e com |af? = 1.

07 e=l{o1) ———
« = ¥ {0,031{0,07)

06 a =V[0.05)+ iV{0.05) .
o =W0.07+1V(003) ————
a« =V{0.09}+iV{0.01) ————

<n»B

Figura 5.5: Gréfico da média de nimero de féton na saida 6 do MZI para o estado [¢§F = Ala)o|1)1 +

iB| — a)o|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 0,1.

Como podemos observar nas figs. [5.5] e [5.6] a curva azul, corresponde ao caso
particular no qual o termo de interferéncia se anula completamente. Para esse caso, as

equagoes [5.1] e [5.2] se reduzem a

67



0_7 T T T

a=¥{01) ————
o = ¥ {0,031(0,07)
06 - a ={0.05)}+ iV(0.05)
o =W0.07+1V(003) ————
a =Y{0.09 N0.01) ————

an»5

Figura 5.6: Grafico da média de nimero de féton na saida 5 do MZI para o estado |i} = Ala)o|1)1 +

iB| — a)o|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 0,1.

1"

(n)g = %sin2(9/2) +lof? cos?(6/2) + 5 sin(B)e (5.3)

"
(n)s = %COSQ(G/Q) + |af*sin?(0/2) — az sin(f)e 2. (5.4)
Observe que esses resultados sao muito semelhantes aqueles obtidos na secao an-
terior no caso 2, onde calculamos a média do numero de fotons do estado separdavel
|y = |a)oll);. Esse comportamento se torna mais claro quando se analisa a equagao
do operador densidade (veja a equacao [4.76]) e todos os detalhes algébricos que utiliza-
mos até chegar as equagoes [5.3] e [5.4], de modo que esses resultados correspondem aos
estados coerentes (vacuo deslocado) e de Fock deslocado, como no caso 2, dai sua seme-
lhanca. No entanto, se o estado correspondente ao caso 5 for preparado com a componente
imagindria, o , razoavelmente maior que a real, claramente observamos uma assimetria
no comportamento do numero médio de fétons (em ambos os modos); esse aspecto esté
contido na curva verde.
O comportamento assimétrico é substancialmente evidenciado se o "termos de

interferéncia” tiver uma contribuicao mais forte. Para isto, vemos que ha uma espé-
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—2laf?

cie de "competicao” entre o fator e e a parte imaginaria do . Uma condicao que

evidencia esse aspecto é mostrada logo a seguir (|o]? = 0.5 , fig. 5.7).

0_54 T T T =
=@ ———
o = 1242
053 - a ={0.381{0.12))
a =0 48V[0.02)) ———
052 a =V{0.4999§*V[0.0001)) ——
051
o>
i 05
k'3
049 -
048 -
047 -
0_46 1 1 1
0 05 1 15

Figura 5.7: Gréafico da média de nimero de féton na saida 6 do MZI para o estado [¢§7 = Ala)o|1)1 +

iB| — a)o|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 1/2.

Com discussao anéloga, os resultados contidos nos graficos das figuras [5.7] e [5.8]
mostram um aspecto que, em nossa visao, é razoavelmente interessante. A média para
|a)? ¢ independente do deslocamento de fase 6 (curva azul, o puramente real). De certa
forma, embora seja um resultado semelhante ao que tivemos no caso 2, a fisica contida no
presente caso é totalmente diferente, uma vez que estamos com estados nao-separaveis.
Vale chamar a atencao que o comportamento da média de fétons no restante das curvas
(exceto a azul), é relativamente acentuado, além de observarmos uma média nula para
0 = 7 . Finalmente, o resultados para |a|> =1 .

Nos graficos das figuras [5.9] e [5.10], observamos o caso relativamente trivial,
onde as curvas praticamente coincidem com a curva azul. Isso significa que o termo de
interferéncia torna-se desprezivel para valores acima de |a|? > 1.

Portanto, o caso 5 como um estado de entrada no MZI, apresenta um comporta-
mento relativamente interessante sob dois pontos de vistas principais. O primeiro esta
relacionado com fato de que, se trocarmos a por —« , a média em ambos os modos ape-

nas inverteriam seus papeis, como era de se esperar. O segundo é a nao dependéncia com
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0_54 T T
a=1i{{@P) ——
=12+
053 - & =¥{0.38)+1*¥{0.12))
a W0 481[002)) ———
052 & =¥(0.49991(~{0.0001)) ———
051
uy
& 05
k'3
049 -
048 -
047 -
0_46 1 1 1
0 05 1 15

Figura 5.8: Gréfico da média de nimero de féton na saida 5 do MZI para o estado [¢§7 = Ala)o|1)1 +

iB| — a)o|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 1/2.

11 : I I a=1
a=V{03il0.7)
1 a« :d(ﬂo 5h N\}? 5)
0.71iV(0.3)
1: =09+ nl(o
09
08 -
2
Y 07
06
05
0_4 1 1 1
0 05 1 15

o

Figura 5.9: Gréfico da média de nimero de féton na safda 6 do MZI para o estado 1§} = Alao|1)1 +

iB| — a)|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 1.
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1_1 T T T

a=1
a=¥{031iN0.7)
a =051 1V(0.5)

a =0 7)+ iV(0.3)
a=V{09Hi01) ———
09
038
u
A
| -
L'
07
0.6
05
0_4 1 1 1
0 05 1 15 2

Figura 5.10: Gréfico da média de nimero de féton na saida 5 do MZI para o estado |47 = Ala)o|1)1 +

iB| — a)o|0); para diferentes valores de o mantendo o valor de |a|? fixo e igual a 1.

la> = 1/2 , que estd ligado diretamente ao cardter emaranhado do estado, sendo este
importante e de grande interesse tedérico e experimental, como foi discutido brevemente

na introducao.
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Capitulo 6

Conclusao e perspectiva

Utilizando o formalismo usado no artigo escrito pelos autores A.Windhager, M.
Suda, C.Pacher, M.Peev, A. Poppe, calculamos, de maneira relativamente simples, a ma-
trizes densidades total e parcial na saida do MZI para diversos estados de entrada. Dos
cinco estados de entrada (casos), obtidos no MZI, o que demos mais énfase foram os casos
2 e caso 5, sendo que o caso 2 foi estudado na referéncia [8]. Logo em seguida, cons-
truimos um estado emaranhado hibrido, caso 5, que pode representar um estado de luz
que atualmente tem sido intensamente explorado, principalmente nas areas de informacao
quantica. Aplicamos o mesmo desenvolvimento algébrico utilizado por este artigo neste
estado e obtemos a matriz densidade parcial reduzida e a média do niimero de fo6tons em
relacao aos dois modos de saidas, e construimos os graficos dos dois casos, caso 2 e caso
5. Observamos que a média do nimero de fétons do caso 5 é composta por uma equagao
bem parecida com a obtida no caso 2, com a diferenca que, no caso 5, existe um termo que
denominamos de ”interferéncia”. Observamos que, para valores pequenos do modulo de
a, a diminui¢ao da parte complexa juntamente com o aumento da parte real, mantendo
fixo o valor de |a|? , leva o termo de interferéncia a zero. Semelhantemente, para valores
de |a|?* aproximadamente igual a um e, obviamente maiores que um, o termo de interfe-
réncia também vai a zero devido & presenca do exponencial elevado a —2|a|? que se torna
muito pequeno. A partir dessas analises e considerando um caso particular para valores
de |a)* = 0; |a|* = 1 e |a|* = 4, construimos os gréaficos da média do nimero de f6tons
para o caso 5 e obtivemos resultados bem parecidos em relacao aos graficos do caso 2.
Observamos também que a fase fixa do caso 2 ocorre para |a|? = 1. No caso 5, no entanto,

a fase fixa ocorre para |a|?> = 1/2 sendo que esta fase ocorre para valores pequenos da
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parte complexa de « em comparagao a valores grandes da parte real, mantendo |a|> = 1/2.
Com isso, conseguimos apresentar uma alternativa de um formalismo algébrico que pode
facilitar bastante os calculos envolvendo o estudo dos comportamentos de estados hibridos
no MZI. Por fim, no apéndice, utilizamos o estado dado por |)%} = |a)|0)1, caso 1, e apli-
camos a dinamica de campos térmicos desenvolvida por UmezawaTakahashi. Na ocasiao,
duplicamos o estado no espaco de Hilbert, termalizamos e verificamos a sua transformacgao
na saida do MZI. Como perspectiva deste trabalho, como todo tratamento foi desenvol-
vido de forma tedrica, deixaremos a analise avancada dos resultados obtidos a partir da
verificagao e associagao de experimentos opticos. Também, deixaremos como perspectiva,

o calculo da fidelidade, e das funcoes de Wigner para o estado que termalizamos.

73



Capitulo 7

Apeéendice A

7.1 Termalizagao do estado |1} = |a)|0);

Neste apéndice iremos termalizar o estado |51 = |a)o|a);

7.1.1 Duplicacao

H x H 3 [1) x 00) = [a)o[0)1 x 0)0]0)1 = [0)1[0)1 x [a}o|0)o (7.1)

7.1.2 Termalizacao

W5t = Uo(B)U1(B)]r)0]0)0]0)1]0)y
= o, 0; 8)9]0,0; B)1
= Do(; 8)]0,0; 8]0, 0; 8)1
= Do(; 8)[0(8))ol0(8))s (7.2)

7.1.3 Estados de Saida no MZI

MZI

iy 25 eapla(tyal(B) + ryalb(8)) — o (thas(8) + riras(8))]10)3]0)3]0)410(8))o[0(8))1
= Ds(ty,0)Ds(ry0)[0(8))50(8))s. (7.3)
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Portanto, o estado de saida é dado por,

[WEit) = Ds(ty,00) Ds(r,0)|0(8))50(8))s. (7.4)

O operador densidade para o estado de saida é dado por,

ps6 = Ds(tyy0) D5 (ryc) pss DY (ty,0) DE (1 c0) (7.5)

onde,

pss = 10(8))510(8))s(0(8)|5(0(5)]s- (7.6)

sendo que,

P56 = 1 N n(B) \"( m(p) mn N el
P56_(1+n(5))(1+m(6))n%;0<1+n(5)) (1+m(5)) In)sImye(n|s(mls. (7.7)

A densidade parcial reduzida em relacao ao modo 6 é dada por,

pe = Trs(pss) = DG(T;wOé)TTs(ﬁs(tha)/%ebg(t}wa))bg("’MOé)
= ﬁﬁ(r;\Ja)Trg,(l%(tlj\/[a)bg(tha)ﬁ%)f)g(rMa)

= Do(ry0)Trs(ps6) Dy (rye0). (7.8)

Substituindo o valor de 556 na equacao acima obtemos o seguinte resultado,

o= PA0) 52 S (Y (20) Glomyslmis ol it )

n,m=0 j=0
(7.9)
Com algumas manipulacoes obtemos da equagao acima,
Di(rh o 6 > n .
=1 T niane Z ( ) [m)s(mlsD§(rysa; 5) (7.10)
+n(f -
Para m = 0 obtemos,
Dg(rMa 6) o

0)6(0|6Dg(rprc; 711
6 — (1+())|><|66(M 5) ( )



7.1.4 Meédia do numero de fotons

[e.9]

(n)o = “lem;m&éawﬁ(rm;ﬂ>|o>6<0|aﬁé<m;ﬁ>|n>6
= T oDl Al Da(riyas A1)
= mwla(dé + 73707 u(B8) D§(ryga; B) Do(ryas 8) (s + rygau(3))|0)s
= T e (7.12)
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