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temática da UFCG, pelo apoio e, principalmente, por terem permitido que eu
tivesse minha carga horária em sala de aula reduzida. Agradeço, em especial,
ao professor Dr. Claudianor Oliveira Alves, por todo o incentivo.

Agradeço a todos os professores das universidades UFCG, UFPB, UFC
e UFPE, com os quais estudei ou apenas discuti algumas ideias sobre ma-
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RESUMO

Nesta tese, inicialmente estabelecemos um teorema de caracterização sobre
as hipersuperf́ıcies tipo-espaço Weingarten lineares completas imersas em
um espaço de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obe-
dece a certas condições apropriadas. Sob uma condição adequada na norma
da segunda forma fundamental, provamos que tal hipersuperf́ıcie deve ser
totalmente umb́ılica ou, caso contrário, deve ser uma hipersuperf́ıcie isopara-
métrica com duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.
Depois, obtemos o mesmo resultado, quando o espaço de Lorentz localmente
simétrico é Einstein, usando como principal ferramenta anaĺıtica um prinćıpio
do máximo generalizado para variedades Riemaniannas completas não-com-
pactas. Em seguida, estudamos a unicidade de hipersuperf́ıcies imersas num
produto warped semi-Riemanniano no qual a função warping possui loga-
ritmo convexo e suas fibras possuem curvatura seccional constante. Usando
como principal ferramenta anaĺıtica um prinćıpio do máximo generalizado
para variedades Riemannianas completas não-compactas e supondo uma de-
sigualdade natural entre as r-ésimas curvaturas médias da hipersuperf́ıcie e
dos slices da região onde a hipersuperf́ıcie está contida, somos capazes de
provar que tal hipersuperf́ıcie deve ser, de fato, um slice. Finalmente, es-
tudamos a geometria de gráficos Killing conformes inteiros, isto é, gráficos
constrúıdos através do fluxo gerado por um campo de vetores de Killing con-
forme completo V e que são definidos sobre uma folha integral da folheação
V ⊥ ortogonal a V . Sob uma restrição apropriada na norma do gradiente da
função z que determina tal gráfico Σ(z), estabelecemos condições suficientes
para garantir que Σ(z) é totalmente umb́ılica e, em particular, uma folha
integral de V ⊥. Estabelecemos também condições suficientes para garantir
que Σ(z) é totalmente geodésica. Em seguida, quando o espaço ambiente
M tem curvatura seccional constante, obtemos estimativas por baixo para o
ı́ndice de nulidade relativa mı́nima de Σ(z).
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ABSTRACT

In this thesis, we initially established a characterization theorem concerning
to complete linear Weingarten spacelike hypersurfaces immersed in a locally
symmetric Lorentz space, whose sectional curvature is supposed to obey cer-
tain appropriated conditions. Under a suitable restriction on the length of the
second fundamental form, we prove that a such spacelike hypersurface must
be either totally umbilical or an isoparametric hypersurface with two dis-
tinct principal curvatures one of which is simple. Afterwards, we obtain the
same result, when the locally symmetric Lorentz space is Einstein, by using
as main analytical tool a generalized maximum principle for complete non-
compact Riemannian manifolds. Following, we study the uniqueness of com-
plete hypersurfaces immersed in a semi-Riemannian warped product whose
warping function has convex logarithm and such that its fiber has constant
sectional curvature. By using as main analytical tool a suitable maximum
principle for complete noncompact Riemannian manifolds and supposing a
natural comparison inequality between the r-th mean curvatures of the hy-
persurface and that ones of the slices of the region where the hypersurface is
contained, we are able to prove that a such hypersurface must be, in fact, a
slice. Finally, we study the geometry of entire conformal Killing graphs, that
is, graphs constructed through the flow generated by a complete conformal
Killing vector field V and which are defined over an integral leaf of the folia-
tion V ⊥ orthogonal to V . In this setting, under a suitable restriction on the
norm of the gradient of the function z which determines such a graph Σ(z),
we establish sufficient conditions to ensure that Σ(z) is totally umbilical and,
in particular, an integral leaf of V ⊥. We too establish sufficient conditions
to ensure that Σ(z) is totally geodesic. Afterwards, when the ambient space
M has constant sectional curvature, we obtain lower estimates for the index
of minimum relative nullity of Σ(z).
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nesta tese nos propomos a abordar as seguintes temáticas dentro da teo-
ria das imersões isométricas: caracterizações de hipersuperf́ıcies Weingartens
lineares em variedades de Lorentz localmente simétricas, rigidez de hipersu-
perf́ıcies em produtos warpeds semi-Riemannianos e umbilicidade e nulidade
de gráficos Killing conformes em espaços Riemannianos. Nesse sentido, o
Caṕıtulo 2 é devotado aos preliminares gerais referentes a essas temáticas.

No Caṕıtulo 3, apresentamos os resultados referentes aos artigos [55] e
[56], onde estabelecemos um teorema de caracterização sobre as hipersu-
perf́ıcies tipo-espaço Weingarten lineares completas imersas em um espaço
de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obedece a certas
condições apropriadas. Sob uma condição adequada na norma da segunda
forma fundamental, provamos que tal hipersuperf́ıcie deve ser totalmente
umb́ılica ou, caso contrário, deve ser uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples. Em seguida,
estudamos a geometria de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear
imersa em um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico, cuja curvatura
seccional obedece a certas restrições canônicas. Nesta configuração, usando,
como principal ferramenta anaĺıtica, um prinćıpio do máximo generaliza-
do para variedades Riemannianas completas, não-compactas, estabelecemos
condições suficientes para garantir que tal hipersuperf́ıcie deve ser totalmente
umb́ılica ou, caso contrário, deve ser uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.

O interesse no estudo de hipersuperf́ıcies tipo espaço imersas em um
espaço de Lorentz é motivado por suas propriedades do tipo Bernstein. Para
o caso do espaço de de Sitter, Goddard [68] conjecturou que toda hipersuper-
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1 Introdução

f́ıcie tipo-espaço completa com curvatura média constante H em Sn+1
1 deve

ser totalmente umb́ılica. Embora a conjectura resultou-se ser falsa em sua
afirmação original, motivou uma grande quantidade de trabalhos de diversos
autores tentando encontrar uma resposta afirmativa para a conjectura sob
hipóteses adicionais apropriadas. Por exemplo, em [2] Akutagawa mostrou
que a conjectura de Goddard é verdadeira quando 0 ≤ H2 ≤ 1 no caso n = 2,
e quando 0 ≤ H2 < 4(n−1)/n2 no caso n ≥ 3. Depois, Montiel [77] resolveu
o problema de Goddard no caso compacto, provando que as únicas hipersu-
perf́ıcies tipo-espaço fechadas em S

n+1
1 , com curvatura média constante, são

as hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas.
Outro problema do tipo Goddard é estudar hipersuperf́ıcies imersas em

um espaço de Lorentz com curvatura escalar constante. Um resultado inte-
ressante de Cheng e Ishikawa [47] afirma que as esferas redondas totalmente
umb́ılicas são as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas em S

n+1
1 com

curvatura escalar normalizada constante R < 1. Vários outros autores, tais
como Brasil, Colares e Palmas [29], Camargo, Chaves e Sousa Jr. [36], Ca-
minha [39], Hu, Scherfner e Zhai [69] e Li [72] também têm trabalhado em
problemas relacionados a este.

Prosseguindo, é natural estudar a geometria de hipersuperf́ıcies tipo-
espaço imersas em espaços de Lorentz mais gerais, pois estes possuem rele-
vante importância na teoria da relatividade e são bem interessantes do ponto
de vista da geometria e da cosmologia matemática. Nesta configuração, para
constantes c1 e c2, Choi et al. [48, 92] introduziram a classe dos espaços de
Lorentz L

n+1
1 de dimensão n+1 que satisfazem as seguintes condições (onde

K denota a curvatura seccional de L
n+1
1 ):

K(u, v) = −c1
n

(1.1)

para quaisquer vetores tipo-espaço u e tipo-tempo v; e

K(u, v) ≥ c2 (1.2)

para quaisquer vetores tipo-espaço u e v.
Observamos que os espaços formas de Lorentz L

n+1
1 (c) satisfazem as

condições (1.1) e (1.2) para − c1
n

= c2 = c. Além disso, existem vários
exemplos de espaços de Lorentz que não são espaços formas e que satis-
fazem (1.1) e (1.2). Por exemplo, variedades produtos semi-Riemannianas
H

k
1(−c1/n)×Nn+1−k(c2), onde c1 > 0, e Rk

1×S
n+1−k. Em particular, R1

1×S
n,

2



1 Introdução

o chamado Universo Estático de Einstein. Também, o chamado espaço-tempo
de Robertson-Walker, N(c, f) = I ×f N

3(c) é outro exemplo de um espaço
de Lorentz, onde I denota um intervalo aberto de R

1
1, f é uma função suave

positiva definida no intervalo I e N3(c) é uma variedade Riemanniana 3-
dimensional de curvatura constante c. N(c, f) também satisfaz as condições
(1.1) e (1.2) para uma escolha apropriada da função f (para mais detalhes,
veja [48] e [92]).

Nosso propósito é estudar a rigidez de hipersuperf́ıcies tipo-espaço Wein-
garten lineares completas, isto é, hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas cuja
a curvatura média H e a curvatura escalar normalizada R satisfazem:

R = aH + b,

para constantes a, b ∈ R. Nestas condições, como uma aplicação do prinćıpio
do máximo forte de Hopf e sob restrições apropriadas no quadrado da norma
S da segunda forma fundamental, conseguimos estabelecer um teorema de
caracterização em relação a tal hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um
espaço de Lorentz localmente simétrico L

n+1
1 , o qual supomos satisfazer as

condições (1.1) e (1.2).
Para enunciar um de nossos resultados, precisamos de alguns fatos bási-

cos. Denote por R̄CD as componentes do tensor de Ricci de Ln+1
1 satisfazendo

as condições (1.1) e (1.2). Então a curvatura escalar R̄ de L
n+1
1 é dada por

R̄ =
n+1
∑

A=1

εAR̄AA =
n
∑

i,j=1

R̄ijji − 2
n
∑

i=1

R̄(n+1)ii(n+1) =
n
∑

i,j=1

R̄ijji + 2c1.

Além disso, é bem conhecido que a curvatura escalar de um espaço de Lorentz
localmente simétrico é constante. Consequentemente,

∑n
i,j=1 R̄ijji é uma

constante naturalmente associada ao espaço de Lorentz localmente simétrico
satisfazendo as condições (1.1) e (1.2).

Agora, estamos em condições de apresentar um de nossos resultados.

Teorema 1.1. Seja L
n+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico satis-

fazendo as condições (1.1) e (1.2), com c = c1
n
+ 2c2 > 0. Seja Mn uma

hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em L
n+1
1 , tal

que R = aH + b com b < 1
n(n−1)

∑

i,j R̄ijji. Se H atinge o máximo em Mn e

S ≤ 2
√
n− 1 c, então Mn é totalmente umb́ılica ou, caso contrário, é uma

hipersuperf́ıcie isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas, uma
das quais é simples.
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1 Introdução

No Caṕıtulo 4, apresentamos os resultados referentes ao artigo [54], no
qual estudamos a unicidade de hipersuperf́ıcies completas imersas em um
produto warped do tipo ǫI ×f M

n, onde Mn é uma variedade Riemanniana
n-dimensional conexa e orientada, I ⊆ R é um intervalo aberto, f : I → R

uma função suave positiva e ǫ = ±1. Nos últimos anos, muitos autores têm
estudado problemas deste tipo, por exemplo, podemos citar os trabalhos
de Aĺıas et al [7, 17, 13, 14], Montiel [79, 80] e Romero et al [32, 33, 88,
89]. Antes de apresentar nossos teoremas, faremos uma breve explanação de
alguns artigos recentes contendo resultados diretamente relacionados com os
nossos resultados.

Usando o chamado prinćıpio do máximo generalizado de Omori-Yau [84,
96], de Lima juntamente com Albujer e Camargo [12] obtiveram alguns re-
sultados de unicidade com relação a uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta com curvatura média constante imersa em um produto warped Lo-
rentziano cuja fibra possui curvatura seccional constante. Em [20], usando
outro prinćıpio do máximo adequado devido a Akutagawa [2], de Lima jun-
tamente com Aquino estudaram gráficos verticais completos de curvatura
média constante em um produto warped Riemanniano. Sob restrições ade-
quadas nos valores da curvatura média e da norma do gradiente da função
altura eles obtiveram teoremas de rigidez relativos a tais gráficos. Em [34],
de Lima juntamente com Camargo e Caminha obtiveram resultados do tipo
Bernstein em dois produtos warped semi-Riemannianos espećıficos: o tipo
hiperbólico R×et M

n e o tipo steady state space −R×et M
n. Mais recente-

mente, de Lima juntamente com Colares [49] também estudaram o problema
de unicidade de hipersuperf́ıcies completas imersas em um produto warped
semi-Riemanniano. Além disso, em seus resultados relativos à r-ésima cur-
vatura média, eles trataram apenas o caso em que o espaço ambiente possui
curvatura seccional constante.

Aqui, sob uma desigualdade natural envolvendo as r-ésimas curvatu-
ras médias da hipersuperf́ıcie e as dos slices, estendemos os resultados de
unicidade de [12], [20], [34] e [49] para o contexto de hipersuperf́ıcies com-
pletas imersas em produtos warped semi-Riemannianos satisfazendo certas
condições de convergência adequadas que estão estabelecidas na literatura
corrente (veja, por exemplo, [13], [14], [79] e [80]). Neste sentido, juntamente
com uma extensão de um prinćıpio do máximo no infinito de [97] devido a
Caminha em [43] (cf. Lema 2.21), exploramos a geometria da função altura
h de imersões Riemannianas ψ : Σn → ǫI ×f M

n (isto é, a função altura
com respeito ao campo de vetores unitário ∂t) para provar nosso resultado

4



1 Introdução

de unicidade.
O próximo teorema, que é no ambiente Lorentziano, estende o Teorema

3.3 de [12], o Teorema 3.6 de [34] e o Teorema 5.4 de [49]. No que segue,
de acordo com a terminologia estabelecida em [11], assumiremos que as hi-
persuperf́ıcies são limitadas no infinito do espaço ambiente; isto é, elas estão
contidas em um vão limitado por slices {t1} ×Mn e {t2} ×Mn, para alguns
t1, t2 ∈ I. Além disso, L1(Σ) denotará o espaço de funções integráveis a
Lebesgue na hipersuperf́ıcie Σn.

Teorema 1.2. Seja M
n+1

= −I ×f M
n um produto warped Lorentziano tal

que log f é uma função convexa e cuja a fibra Mn possui curvatura seccional
constante κ satisfazendo

κ ≤ inf
I
(ff ′′ − f ′2). (1.3)

Seja ψ : Σn →M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço conexa, completa, não-

compacta e limitada no infinito de M
n+1

. Suponha que a curvatura média
H é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n − 1, Hr e Hr+1 são positivas e
satisfazem

Hr+1

Hr

≥ f ′

f
(h) > 0. (1.4)

Se f(h) possui um mı́nimo local e |∇h| ∈ L1(Σ) em Σn, então Σn é um slice.

No mesmo caminho, no ambiente Riemanniano obtemos uma extensão do
Teorema 3.4 de [20], do Teorema 3.7 de [34] e do Teorema 5.8 de [49] (ver
Teorema 4.8).

No Caṕıtulo 5, apresentamos os resultados referentes aos artigos [57] e
[58], onde estudamos a geometria de gráficos Killing conformes inteiros, isto
é, gráficos constrúıdos através do fluxo gerado pelos campos de Killing confor-
mes completos V e que estão definidos sobre uma folha integral da folheação
V ⊥ ortogonal a V .

Nesse sentido, vamos considerar uma variedade Riemanniana (n + 1)-
dimensional M dotada de um campo de Killing conforme completo V cuja
distribuição ortogonal D é integrável. Dessa forma, denotamos por Φ :
R × M → M o fluxo gerado por V , onde M é uma folha integral fixada
arbitrariamente de D considerada como t = 0 e que suporemos ser conexa e
completa. Ao longo deste trabalho, nos restringimos ao caso em que a função
λ depende apenas da variável t, isto é, λ ∈ C∞(R). Geometricamente, como

5



1 Introdução

já foi observado em [62], esta hipótese nos permite relacionar as métricas
induzidas nas folhas distintas da folheação ortogonal a V , que vamos denotar
por V ⊥.

Seja Mt = Φt(M) uma folha de V ⊥ munida com a métrica induzida. De
acordo com [62], dado um domı́nio Ω emM =M0, o gráfico Killing conforme
Σ(z) de uma função suave z em Ω é a hipersuperf́ıcie dada por

Σ(z) = {Φ(z(u), u) : u ∈ Ω}.

Quando Ω =M , Σ(z) é dito ser inteiro.
Campos de Killing conformes são importantes objetos que têm sido am-

plamente utilizados para se compreender a geometria de subvariedades e,
mais particularmente, de hipersuperf́ıcies imersas em espaços Riemannia-
nos. S. Montiel [79] estudou a singularidade de hipersuperf́ıcies compactas
com curvatura média constante em uma variedade completa Riemanniana
dotada de um campo de vetores de Killing conforme fechado, obtendo re-
sultados análogos para os teoremas clássicos de Alexandrov [5, 6] e Jellett-
Liebmann [70, 75] sobre hipersuperf́ıcies no espaço Euclidiano.

Mais tarde, Aĺıas, Dajczer e Ripoll [8] estenderam o também clássico te-
orema de Bernstein [27] para o contexto de superf́ıcies mı́nimas completas
em espaços Riemannianos de curvatura de Ricci não negativa munida de um
campo de Killing. Isto foi feito sob a hipótese de que o sinal da função ângulo
entre uma aplicação de Gauss global e o campo de vectores de Killing perma-
nece inalterado ao longo da superf́ıcie. De fato, o seu principal resultado só
requer a presença de um campo de vetores de Killing conforme homotético.

Em [61], Dajczer, Hinojosa e de Lira definiram uma noção de gráfico
Killing em uma classe de variedades Riemannianas dotadas de um campo de
vetores de Killing e resolveram o problema de Dirichlet correspondente para
curvatura média prescrita sob hipóteses envolvendo dados do domı́nio e a
curvatura de Ricci do espaço ambiente.

Em [43], Caminha estabeleceu condições para a existência de campos
de Killing conformes fechados e não paralelos em variedades Riemannianas
completas com curvatura de Ricci não positiva, generalizando um teorema
devido a Pan [86]. Além disso, ele obteve teoremas do tipo Bernstein gerais
para certas hipersuperf́ıcies completas em variedades Riemannianas fechadas
equipadas com campos de Killing conformes.

Mais recentemente, Dajczer e de Lira [62] estenderam os resultados de
[61], considerando gráficos que são constrúıdos através do fluxo gerado por
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1 Introdução

um campo de Killing conforme globalmente definido em uma variedade Rie-
manniana. De acordo com a terminologia estabelecida em [62], tais gráficos
são chamados de gráficos Killing conformes.

Aqui, motivado pelos trabalhos descritos acima, obtivemos alguns resul-
tados sobre a geometria de gráficos Killing conformes inteiros. Sob uma res-
trição adequada na norma do gradiente da função z que determina o gráfico
Σ(z), estabelecemos condições suficientes para assegurar que Σ(z) é total-
mente umb́ılica e, em particular, uma folha integral V ⊥. Um dos resultados
obtidos nessa configuração é o seguinte (ver Teorema 5.2):

Teorema 1.3. Seja M uma variedade de Einstein munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado V . Seja Σ(z) um gráfico Killing
conforme inteiro emM , que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha
que H é constante e que H2 é limitada por baixo em Σ(z). Se Dz tem norma
integrável, então Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Em seguida, estabelecemos condições suficientes para assegurar que Σ(z)
é totalmente geodésica, como no Teorema 5.12 que enunciamos aqui.

Teorema 1.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico
Killing conforme inteiro em M , que está entre duas folhas da folheação V ⊥.
Suponha que a curvatura média H de Σ(z) e o fator conforme ψ de V satis-
fazem uma das seguintes condições:

(a) H ≥ 0 e ψ ≤ 0 em Σ(z);

(b) H ≤ 0 e ψ ≥ 0 em Σ(z).

Se Dz tem norma integrável na folha M , então Σ(z) é uma hipersuperf́ıcie
mı́nima. Além disso, se M é uma variedade de Einstein e H2 é limitada por
baixo em Σ(z), então Σ(z) é totalmente geodésica.

Além disso, quando o espaço ambienteM possui curvatura seccional cons-
tante, obtemos estimativas por baixo para o ı́ndice de nulidade relativa de
Σ(z), como, por exemplo, no Teorema 5.17, enunciado a seguir.

Teorema 1.5. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal constante c e munida com um campo de vetores paralelo V . Seja Σ(z)
um gráfico Killing conforme inteiro em M c, que está entre duas folhas da
folheação V ⊥, com segunda forma fundamental limitada A e tal que Hr+1

7



1 Introdução

não muda de sinal, para algum 0 ≤ r ≤ n− 1. Se Dz tem norma integrável
na folha M , então Σ(z) é r-mı́nima. Além disso, se Hr+2 também não muda
de sinal, 0 ≤ r ≤ n − 2, então o ı́ndice de nulidade relativa mı́nimo η0 de
Σ(z) é ao menos n − r. Em particular, quando M c é o espaço Euclidiano
R

n+1 e se Hr não se anula em Σ(z), então através de cada ponto de Σ(z)
passa um (n− r)-hiperplano de R

n+1 totalmente contido em Σ(z).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo temos como objetivo estabelecer as notações que
serão utilizadas nos demais caṕıtulos deste trabalho, bem como os fatos
básicos da teoria de imersões isométricas dos quais faremos uso posterior-
mente. Para maiores detalhes, indicamos como referências [38], [51], [52]
e [85].

2.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Uma forma bilinear
simétrica b = 〈 , 〉 : V × V → R é dita

(a) positiva definida, se 〈v, v〉 > 0 para todo v ∈ V \ {0}.

(b) negativa definida, se 〈v, v〉 < 0 para todo v ∈ V \ {0}.

(c) não-degenerada, se 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , um subespaçoW ⊂ V é dito
não-degenerado se b|W×W : W ×W → R for não-degenerada.

O ı́ndice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensão de
um subespaço W ⊂ V tal que b|W×W : W ×W → R seja definida negativa.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaço W de V ,
definimos o complemento ortogonal W⊥ de W em V por

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0; ∀w ∈ W}.
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre formas

bilineares simétricas (cf. [85], Lema 2.19, Lema 2.22 e Lema 2.23).
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaço vetorial de
dimensão finita V , e W um subespaço de V . Então:

(a) b é não-degenerada se e só se sua matriz com respeito a uma (e então
a toda) base de V for invert́ıvel.

(b) Se W é não-degenerado então dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V ) e
(W⊥)⊥ = W .

(c) W é não-degenerado se e só se V = W ⊕W⊥. Em particular, W é
não-degenerado se e só se W⊥ for não-degenerado.

No que segue, supomos que b = 〈 , 〉 é uma forma bilinear simétrica e
não-degenerada sobre o espaço vetorial real V . Em relação a b, dizemos que
v ∈ V \ {0} é:

(i) tipo-tempo, quando 〈v, v〉 < 0;

(ii) tipo-luz, quando 〈v, v〉 = 0;

(iii) tipo-espaço, quando 〈v, v〉 > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespaço não-degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaço. Se v ∈ V \ {0} não for
tipo-luz, define-se o sinal ǫv ∈ {−1, 1} de v por

ǫv =
〈v, v〉
|〈v, v〉| .

A norma de v ∈ V é |v| =
√

ǫv〈v, v〉, e v é unitário se |v| = 1. Temos
que V admite uma base {ei} ortonormal com respeito a b, isto é, tal que
〈ei, ej〉 = ǫiδij, onde ǫi denota o sinal de ei (cf. [85], Lema 2.24). Desse modo,
a expansão ortonormal de v ∈ V com respeito a {ei} é dada por

v =
n
∑

i=1

ǫi〈v, ei〉ei.

Seja V um espaço vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e não-
degenerada b = 〈·, ·〉 de ı́ndice 1 está definida, e T = {u ∈ V ; 〈u, u〉 < 0}.
Para cada u ∈ T , definimos o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V
contendo u por C(u) = {v ∈ T ; 〈u, v〉 < 0}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo
(cf. Lema 1.2.1 de [51], ou ainda Lema 5.26 e Proposição 5.30 de [85]).
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.2. Nas notações acima, se v, w ∈ T , então:

(a) O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e V = span{v} ⊕ span{v}⊥. Assim,
T é a união disjunta de C(v) e C(−v).

(b) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |〈v, w〉| ≥ |v||w|, com igualdade se
e só se v e w forem colineares.

(c) Se v e w pertencem ao mesmo cone tipo-tempo de V então existe um
único número θ ≥ 0, chamado ângulo hiperbólico entre v e w, tal que

〈v, w〉 = −|v||w| cosh θ.

(d) Se v ∈ C(u) para algum u ∈ T , então w ∈ C(u) ⇔ 〈v, w〉 < 0.
Portanto, w ∈ C(v) ⇔ v ∈ C(w) ⇔ C(v) = C(w).

Voltando nossa atenção a partir de agora a variedades diferenciáveis, te-
mos o seguinte

Definição 2.3. Um tensor métrico sobre uma variedade diferenciável M é
um 2−tensor covariante e simétrico g sobre M , tal que gp é não-degenerada

para todo p ∈ M . Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g),
onde M é uma variedade diferenciável e g = 〈·, ·〉 é um tensor métrico de
ı́ndice constante sobre M .

Como o ı́ndice de g é uma função semi-cont́ınua inferiormente de M em
N, temos que ele é constante em toda componente conexa de M . No que
segue, por simplificação de notação, escreveremos M para o par (M, g), 〈·, ·〉
para o tensor métrico g de M e ν para o seu ı́ndice. Quando o ı́ndice ν de M
é zero, M é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando ν = 1, M é
denominada uma variedade de Lorentz.

Denotemos, a partir de agora, por X(M) como sendo o conjunto dos
campos de vetores de classe C∞ emM e por C∞(M) o anel das funções reais
de classe C∞ definidas em M .

Da mesma forma, assim como ocorre em geometria Riemanniana, o teore-
ma fundamental de Levi-Civita é válido para variedades semi-Riemannianas
(cf. Teorema 3.11 de [85]), garantindo a existência, em uma variedade
semi-Riemanniana M , de uma única conexão ∇ (a conexão de Levi-Civita)
simétrica e compat́ıvel com o tensor métrico deM . Temos também o seguinte
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.4 ([85], Lema 3.35). Se M é uma variedade semi-Riemanniana com
conexão de Levi-Civita ∇, então a aplicação R : X(M)3 → X(M), dada para
X, Y, Z ∈ X(M) por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

é C∞(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M .

Sempre que p ∈ M e v, w ∈ TpM gerarem um subespaço de dimensão 2
não-degenerado de TpM , segue do item (a) do Lema 2.1 que 〈v, v〉〈w,w〉 −
〈v, w〉2 6= 0. Faz sentido, portanto, a seguinte

Definição 2.5. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ M e σ ⊂
TpM um subespaço de dimensão 2 não-degenerado de TpM . O número

K(σ) =
〈R(v, w)v, w〉

〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2

independe da base escolhida {v, w} de σ, e é denominado curvatura seccional
de M em p, segundo σ.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante
em p ∈ M se os números K(σ) da definição acima independerem do su-
bespaço de dimensão 2 não-degenerado σ de TpM . Se dim(M) ≥ 3 e M tem
curvatura seccional constante, o análogo do teorema de Schur para varieda-
des semi-Riemannianas (cf. [85], exerćıcio 21 do Caṕıtulo 3) garante que o
valor de K(σ) também independe do ponto p ∈M escolhido.

Aproximando subespaços de dimensão 2 degenerados σ de TpM através de
subespaços não-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura
seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente
(cf. [85], Corolário 3.43), se M tiver curvatura seccional constante c, então

R(X, Y )Z = c {〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X} , (2.1)

para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 2.6. Se M é uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci
de M é definido por

Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(X,Z)Y ), X, Y ∈ X(M).

Se p ∈M e X ∈ TpM, |X| = 1, o número Ric(X,X) chama-se curvatura de
Ricci em p na direção de X.
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Assim, se {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local em X(M), temos

Ric(X, Y ) =
n
∑

i=1

ǫi〈R(X,Ei)Y,Ei〉,

para X, Y ∈ X(M), onde ǫi = 〈Ei, Ei〉.

Definição 2.7. A curvatura escalar de M é a função S : M → R definida
por

S =
1

n(n− 1)

n
∑

j=1

Ric(Ej, Ej) =
2

n(n− 1)

∑

i<j

K(Ei, Ej).

Para o que segue precisaremos também da seguinte

Definição 2.8. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientável
se existir uma aplicação τ que associa a cada p ∈ M um cone tipo-tempo τp
em TpM , a qual é suave no seguinte sentido: para cada p ∈M existem uma
vizinhança aberta U de p e um campo V ∈ X(U) tais que V (q) ∈ τq para todo
q ∈ U .

O resultado a seguir torna operacional a definição anterior.

Lema 2.9 ([85], Lema 5.32). Uma variedade de Lorentz M é temporalmente
orientável se, e somente se, existir um campo de vetores tipo-tempo V ∈
X(M).

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientável,
a escolha de uma aplicação τ como na Definição 2.8, ou de um campo de
vetores tipo-tempo V ∈ X(M) a ela correspondente, será denominada uma
orientação temporal para M .

Seja τ uma orientação temporal para M e Y ∈ X(M). Se Y (q) ∈ τq
(respectivamente, −Y (q) ∈ τq) para todo q ∈M , dizemos que Y aponta para
o futuro (respectivamente, aponta para o passado). Sendo V ∈ X(M) uma
orientação temporal para M , segue do item (c) do Lema 2.2 que um campo
de vetores tipo-tempo Y sobre M aponta para o futuro (respectivamente,
para o passado) se, e somente se, 〈Y, V 〉 < 0 (respectivamente, 〈Y, V 〉 > 0).
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2.2 Hipersuperf́ıcies

2.2 Hipersuperf́ıcies

Sejam (Mn, g) e (M
n+1

, g) variedades semi-Riemannianas de dimensões n e

n + 1, respectivamente. Uma imersão isométrica x : Mn → M
n+1

é uma
imersão tal que x∗g = g. Neste caso, é costume denotar (e assim o faremos)
os tensores métricos de M e M pelo mesmo śımbolo 〈·, ·〉.

Dada x :Mn →M
n+1

imersão isométrica, dizemos queM é uma hipersu-

perf́ıcie de M . Se M é de Lorentz, uma imersão isométrica x :Mn →M
n+1

é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de M
n+1

se a métrica g de Mn for

Riemanniana. O resultado a seguir garante que se M
n+1

for temporalmente
orientada, então suas hipersuperf́ıcies tipo-espaço são necessariamente ori-
entáveis.

Proposição 2.10 ([38], Proposição 2.9). Se Mn é uma hipersuperf́ıcie tipo-

espaço de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M
n+1

, então
Mn admite um campo de vetores normal unitário N ∈ X(M)⊥, apontando
para o futuro. Em particular, Mn é orientável

Daqui por diante, x : Mn → M
n+1

sempre denotará uma imersão iso-
métrica de uma variedade Riemanniana n−dimensional em uma variedade
Riemanniana orientada ou de Lorentz temporalmente orientada, (n+1)−di-
mensional, estando o caso considerado em cada situação sempre claro no con-

texto. Quando M
n+1

for Riemanniana, M será sempre assumida orientável.
A proposição acima torna essa hipótese desnecessária no caso de ambiente

Lorentziano temporalmente orientado. Se M
n+1

for uma variedade de Lo-

rentz temporalmente orientada e x : Mn → M
n+1

for uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço, a escolha de um campo normal unitário N como na proposição
anterior é dita uma orientação temporal para M . Diremos ainda que N é
a aplicação normal de Gauss de M apontando para o futuro. Em qualquer
caso M é orientada pela escolha de um campo de vetores normal unitário N
sobre a mesma.

Ainda em relação à situação do parágrafo anterior, exceto pela métrica,
objetos sem barra se referirão a Mn, ao passo que objetos com barra se

referirão a M
n+1

. Em particular, ∇ e ∇ denotarão as conexões de Levi-

Civita, e R e R os tensores de curvatura de Mn e M
n+1

, respectivamente.
Não é dif́ıcil verificar que

∇XY = (∇XY )⊤
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2.2 Hipersuperf́ıcies

para todos X, Y ∈ X(M) (cf. [85], Lema 4.3), onde (·)⊤ denota a componente
tangente a M . Assim, podemos escrever

∇XY = ∇XY + α(X, Y ),

onde α(X, Y ) = (∇XY )⊥ é a componente normal a M em M . Não é dif́ıcil
provar que α : X(M) × X(M) → X

⊥(M) é uma aplicação C∞(M)-bilinear e
simétrica (cf. [85], Lema 4.4), denominada a segunda forma fundamental da
imersão x. Portanto, definindo A : X(M) → X(M) pela igualdade

〈AX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), N〉,

para todos X, Y ∈ X(M), obtemos um campo de operadores lineares auto-
adjuntos Ap : TpM → TpM , p ∈ M , denominado o operador de forma da

imersão x. É imediato verificar que

AX = −∇XN e α(X, Y ) = ǫN〈AX, Y 〉N,

para todos X, Y ∈ X(M) (cf. [85], Lema 4.19).
Para referência futura, dado p ∈M , dizemos que os autovalores de Ap são

as curvaturas principais de x em p (em relação à orientação escolhida para
M). Ademais, um ponto p ∈M é umb́ılico se todas as curvaturas principais
de x em p forem iguais.

A proposição a seguir estabelece as equações fundamentais que relacionam

as geometrias de Mn e M
n+1

por intermédio da segunda forma fundamental
da imersão. Para uma demonstração da mesma, veja o Lema 1.3.1 de [51],
ou ainda o Teorema 5 e a Proposição 33 de [85].

Proposição 2.11. SejamM
n+1

uma variedade semi-Riemanniana orientada

de dimensão n + 1, x : Mn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie (tipo-espaço, no
caso Lorentziano) orientada pela escolha de um campo normal unitário N ,
e A : X(M) → X(M) o operador de forma correspondente. Para X, Y, Z ∈
X(M), temos:

(a) (Equação de Gauss)

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ + ǫN (〈AX,Z〉AY − 〈AY,Z〉AX) .

(b) (Equação de Codazzi)

(R(X, Y )N)⊤ = (∇XA)Y − (∇YA)X.
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2.3 Curvaturas de ordem superior

Como uma consequência imediata deste último resultado temos, para
ambientes de curvatura seccional constante, o seguinte

Corolário 2.12. Nas hipóteses da proposição anterior, se M
n+1

tiver cur-
vatura seccional constante c e X, Y, Z,W ∈ X(M), então:

(a) (Equação de Gauss)

〈R(X, Y )Z,W 〉 = c {〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉〈Y, Z〉}
+ ǫN (〈AX,Z〉〈AY,W 〉 − 〈AX,W 〉〈AY,Z〉) . (2.2)

(b) (Equação de Codazzi)

(∇XA)Y = (∇YA)X. (2.3)

2.3 Curvaturas de ordem superior

Em tudo o que segue,M
n+1

denota uma variedade Riemanniana orientada ou
uma variedade de Lorentz temporalmente orientada de dimensão n+ 1 e x :

Mn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie orientada conexa no caso Riemanniano e,
no caso Lorentziano, uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço conexa e orientada pela
escolha de uma orientação temporal N . Denotamos ainda por A : X(M) →
X(M) o operador de forma correspondente.

Dados p ∈ M e 1 ≤ r ≤ n, denote por Sr(p) a r-ésima função simétrica
elementar dos autovalores de Ap, i.e.,

Sr = σr (λ1, . . . , λn) , (2.4)

onde λ1, . . . , λn são os autovalores de Ap e σr ∈ R[X1, . . . , Xn] é o r-ésimo
polinômio simétrico elementar nas indeterminadas X1, . . . , Xn.

Pondo S0 = 1, não é dif́ıcil verificar que

det(tI − A) =
n
∑

k=0

(−1)kSkt
n−k (2.5)

em todo ponto de M , de sorte que obtemos n funções suaves Sr :M
n → R.

Para 1 ≤ r ≤ n, definimos a r-ésima curvatura Hr de x por
(

n

r

)

Hr = ǫrNSr = σr(ǫNλ1, . . . , ǫNλn), (2.6)
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2.3 Curvaturas de ordem superior

onde ǫN = 〈N,N〉 = ±1. Em particular, para r = 1 obtemos

H1 = ǫN
1

n

n
∑

i=1

λi = ǫN
1

n
tr (A) = H,

a curvatura média de Mn, a qual é a principal curvatura extŕınseca da hi-
persuperf́ıcie.

A importância do termo (ǫN)
r em (2.6) é devida ao fato de que, definindo

o vetor curvatura média por
−→
H = HN , temos H(p) > 0 em um ponto p ∈M

se, e somente se,
−→
H (p) está na mesma orientação temporal de N(p), i.e.,

〈−→H,N〉p < 0.
Vale observar que H2 define uma quantidade geométrica intimamente re-

lacionada com a curvatura escalar R deM , a qual é um invariante geométrico

intŕınseco. Por exemplo, seM
n+1

tiver curvatura seccional constante c, segue
facilmente da equação de Gauss (2.2) que

R = n(n− 1)(c−H2). (2.7)

Em particular, se n = 2 e denotarmos por KM a curvatura Gaussiana da

superf́ıcie tipo-espaço x : M2 → M
3
, temos a partir da última igualdade

acima que
KM = c−H2. (2.8)

Observamos também que a norma de Hilbert-Schmidt do operador forma
A de Mn é dada por

|A|2 = n2H2 − n(n− 1)H2. (2.9)

Definição 2.13. Em relação à hipersuperf́ıcie x :Mn →M
n+1

, dizemos que
um ponto p0 ∈ M é eĺıptico se as curvaturas principais de x em p0 tiverem
todas o mesmo sinal (forem todas negativas com respeito a uma escolha apro-
priada da orientação temporal de Mn, no caso Lorentziano, ou forem todas
positivas, no caso Riemanniano).

É um fato clássico que as r-ésimas curvaturas médias satisfazem um con-
junto muito útil de desigualdades, as quais apresentamos na seguinte pro-
posição (cf. [38], Proposição 3.2 e [40], Proposição 1):

Proposição 2.14. Sejam λ1, ..., λn números reais. Defina, para 0 ≤ r ≤ n,

Sr = Sr(λi) como acima, e Hr =
(

n
r

)−1
ǫrNSr.

17



2.4 As transformações de Newton e o operador Lr

1. Para 1 ≤ r < n, tem-se

H2
r ≥ Hr−1Hr+1.

Além disso, se a igualdade ocorrer para r = 1 ou para algum 1 < r < n,
com Hr+1 6= 0, neste último caso, então λ1 = ... = λn.

2. Se a hipersuperf́ıcie admite um ponto eĺıptico e Hr é positivo para algum
1 < r ≤ n, então H1, H2, ..., Hr > 0 e

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ · · · ≥ H

1/(r−1)
r−1 ≥ H1/r

r . (2.10)

Além disso, se a igualdade ocorrer para algum r ≤ j < r, então λ1 =
... = λn.

3. Se, para algum 1 ≤ r < n, tivermos Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0
para todo r ≤ j ≤ n. Em particular, no máximo r − 1 dos λi serão
não-nulos neste caso.

2.4 As transformações de Newton e o opera-

dor Lr

Continuando nossa discussão, para 0 ≤ r ≤ n definimos a r-ésima trans-
formação de Newton

Pr : X (M) → X (M)

de x pondo P0 = I, o operador identidade de X (M), e

Pr = ǫrN(SrI − Sr−1A+ Sr−2A
2 − . . .+ (−1)rAr), (2.11)

para 1 ≤ r ≤ n. Uma fácil indução permite verificar que

Pr = ǫrNSrI − ǫNAPr−1, (2.12)

para 1 ≤ r ≤ n. Também, segue prontamente de (2.5), (2.11) e do Teorema
de Cayley-Hamilton que Pn = 0.

Desde que Pr é um polinômio em A, se {e1, · · · , en} é um referencial or-
tonormal local em M , o qual diagonaliza A em p ∈M , com Aei = λiei para
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2.4 As transformações de Newton e o operador Lr

1 ≤ i ≤ n, então {e1, · · · , en} também diagonaliza Pr em p. Ademais, escre-
vendo Prei = λi,rei para 1 ≤ i ≤ n, não é dif́ıcil verificar (veja a Proposição
2.2.1 de [51] ou a Seção 3 de [7]) que

λi,r = (ǫN)
r

∑

i1<···<ir, ij 6=i

λi1 · · ·λir =
∑

i1<···<ir, ij 6=i

(ǫNλi1) · · · (ǫNλir),

e dáı que
λi,r = (ǫN)

rSr + λiλi,r−1

para 1 ≤ r ≤ n (com λi,0 = λi).
Além disso, denotando por Ai a restrição de A para 〈ei〉⊥ ⊂ TpM , temos

det(tI − Ai) =
n−1
∑

k=0

(−1)kSk(Ai)t
n−1−k,

onde
Sk(Ai) =

∑

1≤j1<...<jk≤n

j1,...,jk 6=i

λj1 · · ·λjk .

Com estas notações obtemos a expressão

Prei = (ǫN)
rSr(Ai)ei. (2.13)

Sendo assim, com um cálculo simples (cf. Lemma 2.1 of [23]) obtemos

Lema 2.15. Com as notações acima, valem as seguintes fórmulas:

(a) Sr(Ai) = Sr − λiSr−1(Ai);

(b) tr(Pr) = ǫrN
∑n

i=1 Sr(Ai) = ǫrN(n− r)Sr = brHr;

(c) tr(APr) = ǫrN
∑n

i=1 λiSr(Ai) = ǫrN(r + 1)Sr+1 = ǫNbrHr+1,

onde br = (n− r)
(

n
r

)

.

Do Lema 3.1 de [7], fazendo uma adaptação do sinal para o caso Rieman-
niano (levando em conta ǫN na equação (2.12)), temos:
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2.4 As transformações de Newton e o operador Lr

Lema 2.16. Os divergentes das transformações de Newton são dados pelas
seguintes fórmulas indutivas:

divP0 = 0

divPr = −ǫNA(divPr−1)− ǫN
∑n

i=1

(

R(N,Pr−1ei)ei
)⊤ (2.14)

Equivalentemente, para todo campo x ∈ X(M), seque-se que:

〈divPr, X〉 =
r
∑

j=1

(−ǫN)j
n
∑

i=1

〈

R(N,Pr−jei)ei, A
j−1X

〉

(2.15)

onde o divergente de Pr em Mn é dado por

divPr = tr(∇Pr) =
n
∑

i=1

(∇eiPr)(ei).

De acordo com o Corolário 3.2 de [7], quando o ambiente tem curvatura
seccional constante, as transformações de Newton Pr são livres de divergência,
i.e.,

div (Pr) := tr (V → (∇V Pr)V ) = 0. (2.16)

Associado a cada transformação de Newton Pr, temos o operador dife-
rencial linear de segunda ordem Lr : C∞(M) → C∞(M), dado por

Lr(f) = tr(Pr Hess f). (2.17)

Assim, se r = 0, Lr é simplesmente o operador Laplaciano, o qual é intŕınseco,
mas para 1 ≤ r ≤ n−1 o operador Lr é extŕınseco. A partir das propriedades
do Hessiano de funções, segue que

Lr(fg) = fLr(g) + gLr(f) + 2〈Pr∇f,∇g〉,

para quaisquer f, g ∈ C∞(M). Para uma função suave ϕ : R → R e h ∈
D(M), temos também que

Lr(ϕ ◦ h) = ϕ′(h)Lr(h) + ϕ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉. (2.18)
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2.4 As transformações de Newton e o operador Lr

Observe ainda que, sendo {e1, · · · , en} um referencial ortonormal local
em Mn, temos

Lr(f) = tr(Pr Hess f) =
n
∑

i=1

〈Pr(∇ei∇f), ei〉

=
n
∑

i=1

〈∇ei∇f, Pr(ei)〉 =
n
∑

i=1

〈∇Pr(ei)∇f, ei〉

= tr(Hess f ◦ Pr).

Além disso, de acordo com [90] temos que

div(Pr∇f) =
n
∑

i=1

〈(∇eiPr)(∇f), ei〉+
n
∑

i=1

〈Pr(∇ei∇f), ei〉 (2.19)

= 〈divPr,∇f〉+ Lr(f). (2.20)

Consequentemente, concluimos que o operador Lr é eĺıptico se, e somente
se, Pr for positivo definido (para uma escolha apropriada da orientação tem-
poral N de Mn, se r for ı́mpar). Notemos que L0 = △ é sempre eĺıptico.

Os lemas a seguir (cf. Lema 3.2 e Lema 3.3 de [17], respectivamente)
fornecem condições geométricas suficientes para a elipticidade dos operado-
res Lr. Ambos são adaptações, para ambientes Lorentzianos, de resultados
análogos de Elbert (cf. [63]) e Cafarelli, Nirenberg e Spruck (cf. [35]), e forne-
cem condições suficientes para a elipticidade do operador Lr quando r ≥ 2.
Para uma demonstração acesśıvel do segundo lema veja a Proposição 3.2
de [23]. (Aqui, enunciamos os lemas de forma mais geral para considerar os
casos Riemanniano e Lorentziano.)

Lema 2.17. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie orientada imersa numa variedade
semi-Riemanniana. Se H2 > 0 emMn, então P1 é definido positivo para uma
escolha apropriada da orientação N de Mn. Em particular, L1 é eĺıptico.

Lema 2.18. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie orientada imersa numa variedade
semi-Riemanniana e suponhamos que, com respeito a uma escolha apropriada
de sua orientação, Mn possua um ponto eĺıptico. Se Hr+1 > 0 em M para
algum 2 ≤ r ≤ n − 1, então Pk é positivo definido para 1 ≤ k ≤ r. Em
particular, Lk é eĺıptico para 1 ≤ k ≤ r.
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2.5 Um prinćıpio do máximo para variedades completas.

2.5 Um prinćıpio do máximo para variedades

completas.

Nesta tese, precisaremos também de um resultado obtido por Caminha (Pro-
posição 2.1 de [43], veja o Lema 2.21 a seguir), que estende um resultado de
Yau [97](veja o Lema 2.20 a seguir) sobre uma versão do Teorema de Stokes
para uma variedade Riemanniana completa, não-compacta, n-dimensional.
Por questão de completude, daremos uma demonstração aqui. Para tal, va-
mos enunciar o seguinte resultado de Yau [97]:

Lema 2.19. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada, completa,
não-compacta, n-dimensional, e ω uma (n − 1)-forma diferencial definida
em M tal que

∫

M
|ω| <∞. Então existem uma sequencia de domı́nios B1 ⊂

... ⊂ Bi ⊂ ... tais que M =
⋃

iBi e

lim
i→∞

∫

Bi

dω = 0.

Demonstração. Considere um ponto fixo p ∈ M e seja r a função Lipzchiti-
ziana definida em M que associa a cada ponto q ∈ M a distância de p a q.
Para cada R > 0, seja B(R) a bola de raio R e centro p. Dessa forma, de
acordo com Gaffney [66],em B(R), podemos aproximar a função r por uma
função suave e não-negativa gR tal que:

(1) para quase todo t < R, a menos de um número finito, g−1
R (t) é uma

hipersuperf́ıcie compacta regular,
(2) |dgR| ≤ 3

2
em g−1

R ([0, R]),
(3) g−1

R (t) ⊂ B(t+ 1)− B(t− 1) para t ≤ R.
Por outro lado, usando um teorema de mudança de variáveis, temos que

∫

g−1

R
([0,R])

|dgR| |ω| =
∫ R

0

(

∫

g−1

R
(t)

|ω|
)

dt.

Juntamente com (2), temos

∫ R

0

(

∫

g−1

R
(t)

|ω|
)

dt ≤ 3

2

∫

M

|ω| .

Ou ainda,
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2.5 Um prinćıpio do máximo para variedades completas.

∫ R

R/2

(

∫

g−1

R
(t)

|ω|
)

dt ≤ 3

2

∫

M

|ω| .

Usando (1) e o Teorema do Valor Médio para integrais, temos para algum
R/2 ≤ tR ≤ R, onde g−1(tR) é uma hipersuperf́ıcie compacta regular,

∫

g−1

R
(tR)

|ω| ≤ 3

R

∫

M

|ω| . (2.21)

Do Teorema de Stokes e de 2.21, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∫

g−1

R
([0,tR])

dω

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

g−1

R
(tR)

|ω| ≤ 3

R

∫

M

|ω| . (2.22)

Da propriedade (3), temos que

M =
⋃

i

g−1
i ([0, ti]).

E de 2.22,

lim
i→∞

∫

g−1

R
([0,tR])

dω = 0.

Concluindo a demonstração do lema.

Usando o Lema acima, Yau provou o seguinte

Lema 2.20. Se u é uma função subharmônica definida em uma variedade
Riemanniana orientada, completa e não-compacta M tal que

∫

M
|∇u| < ∞,

então u é harmônica.

Caminha observou em [43] que é posśıvel generalizar esse resultado tro-
cando ∇u por um campo diferenciável X tal que

∫

M
|X| < ∞. Ou seja,

temos

Lema 2.21. Seja X um campo de vetores suave sobre uma variedade Rie-
manniana (sem bordo) orientada, completa, n-dimensionalM , tal que divMX
não muda de sinal em M . Se |X| ∈ L1(M), então divMX = 0.
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2.5 Um prinćıpio do máximo para variedades completas.

Demonstração. Se M é compacta, como o bordo de M é vazio, o resultado
segue direto do Teorema da Divergência. Portanto, vamos considerar que M
não é compacta. Considere a n− 1-forma ω = iXdM , ou, ω é a contração de
dM na direção de X. Se {e1, ..., en} é um referencial ortonormal, temos

iXdM =
∑

j

(−1)j−1ωj(X)ω1 ∧ ... ∧ ω̂j ∧ ... ∧ ωn.

Mas

ωj(X) = ωj

(

∑

i

xiei

)

=
∑

i

xiωj(ei) =
∑

i

xi 〈ej, ei〉 = 〈X, ej〉 .

Assim, temos

iXdM =
n
∑

j=1

(−1)j−1 〈X, ej〉ω1 ∧ ... ∧ ω̂j ∧ ... ∧ ωn

e

|ω|2 = |iXdM |2 =
∑

j

〈X, ej〉2 = |X|2.

Além disso,

dω = d(iXdM) =
n
∑

j=1

(−1)j−1d 〈X, ej〉 ∧ ω1 ∧ ... ∧ ω̂j ∧ ... ∧ ωn.

Porém,

d 〈X, ej〉 =
n
∑

i=1

(〈∇eiX, ej〉+ 〈X,∇eiej〉)ωi,

observe que se i = j, temos ∇eiej = 0 e se i 6= j, temos ωi ∧ ω1 ∧ ... ∧ ω̂j ∧
... ∧ ωn = 0. Portanto,

dω =
n
∑

j=1

(−1)j−1 〈∇eiX, ej〉ωj ∧ ω1 ∧ ... ∧ ω̂j ∧ ... ∧ ωn = (divMX) dM.
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2.5 Um prinćıpio do máximo para variedades completas.

Agora, pelo Lema 2.19, temos

lim
i→∞

∫

Bi

(divMX) dM = 0

e, como divMX não muda de sinal em M , temos divMX = 0.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies tipo-espaço
Weingarten lineares

Nesse caṕıtulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [55] e [56].
Iniciamos estabelecendo um teorema de caracterização sobre as hipersu-
perf́ıcies tipo-espaço Weingarten lineares completas imersas em um espaço
de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obedece a certas
condições apropriadas. Sob uma condição adequada na norma da segunda
forma fundamental, provamos que tal hipersuperf́ıcie deve ser totalmente
umb́ılica ou, caso contrário, deve ser uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples. Em seguida,
estudamos a geometria de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear
imersa em um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico, cuja curvatura
seccional obedece a certas restrições canônicas. Nesta configuração, usando,
como principal ferramenta anaĺıtica, um prinćıpio do máximo generaliza-
do para variedades Riemannianas completas, não-compactas, estabelecemos
condições suficientes para garantir que tal hipersuperf́ıcie deve ser totalmente
umb́ılica ou, caso contrário, deve ser uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.

3.1 Enunciados dos resultados principais

Para constantes c1 e c2, Choi et al. [48, 92] introduziram a classe dos espaços
de Lorentz Ln+1

1 de dimensão n+1 que satisfazem as seguintes duas condições
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3.1 Enunciados dos resultados principais

(onde K denota a curvatura seccional de L
n+1
1 ):

K(u, v) = −c1
n

(3.1)

para quaisquer vetores tipo-espaço u e tipo-tempo v; e

K(u, v) ≥ c2 (3.2)

para quaisquer vetores tipo-espaço u e v.
Nosso propósito é estudar a rigidez de hipersuperf́ıcies tipo-espaço Wein-

garten lineares completas, isto é, hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas cuja
curvatura média H e a curvatura escalar normalizada R satisfazem:

R = aH + b,

para constantes a, b ∈ R. Nestas condições, como uma aplicação adequada
do prinćıpio do máximo forte de Hopf e sob restrições apropriadas no qua-
drado da norma S da segunda forma fundamental, conseguimos estabelecer
um teorema de caracterização em relação a tal hipersuperf́ıcie tipo-espaço
imersa em um espaço de Lorentz localmente simétrico L

n+1
1 , o qual supomos

satisfazer as condições (3.1) e (3.2). Lembramos que um espaço de Lorentz
L

n+1
1 é localmente simétrico se todas as componentes das derivadas covarian-

tes R̄ABCD;E do tensor curvatura de L
n+1
1 são identicamente nulas.

Para enunciar nossos resultados, precisamos de alguns fatos básicos. De-
note por R̄CD as componentes do tensor de Ricci de L

n+1
1 satisfazendo as

condições (3.1) e (3.2), então a curvatura escalar R̄ de L
n+1
1 é dada por

R̄ =
n+1
∑

A=1

εAR̄AA =
n
∑

i,j=1

R̄ijji − 2
n
∑

i=1

R̄(n+1)ii(n+1) =
n
∑

i,j=1

R̄ijji + 2c1.

Além disso, é bem conhecido que a curvatura escalar de um espaço de Lorentz
localmente simétrico é constante. Consequentemente,

∑n
i,j=1 R̄ijji é uma

constante naturalmente associada ao espaço de Lorentz localmente simétrico
satisfazendo as condições (3.1) e (3.2).

Agora, estamos em condição de apresentar nossos resultados.

Teorema 3.1. Seja L
n+1
1 um espaço de Lorentz localmente simétrico satis-

fazendo as condições (3.1) e (3.2), com c = c1
n
+ 2c2 > 0. Seja Mn uma

hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear completa imersa em L
n+1
1 , tal
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3.2 Uma fórmula tipo Simons.

que R = aH + b com b < 1
n(n−1)

∑

i,j R̄ijji. Se H atinge o máximo em Mn e

S ≤ 2
√
n− 1 c, então Mn é totalmente umb́ılica ou, caso contrário, é uma

hipersuperf́ıcie isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas, uma
das quais é simples.

No caso de um espaço de Einstein localmente simétrico temos o seguinte

Teorema 3.2. Seja En+1
1 um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

satisfazendo as condições (3.1) e (3.2), com c = c1
n
+ 2c2 > 0. Seja Mn

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear completa, não-compacta,
imersa em En+1

1 , tal que R = aH+b com (n−1)2a2+4
∑

i,j R̄ijji−4n(n−1)b >

0. Se |∇H| é integrável a Lebesgue em Mn e S ≤ 2
√
n− 1 c, então Mn é

totalmente umb́ılica ou, caso contrário, é uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica
com duas curvaturas principais distintas, uma das quais é simples.

Relacionado ao caso compacto, temos o seguinte

Teorema 3.3. Seja En+1
1 um espaço-tempo de Einstein localmente simétrico

satisfazendo as condições (3.1) e (3.2), com c = c1
n
+ 2c2 > 0. Seja Mn

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear compacta imersa em En+1
1 ,

tal que R = aH + b com (n − 1)2a2 + 4
∑

i,j R̄ijji − 4n(n − 1)b ≥ 0. Se

S < 2
√
n− 1 c, então Mn é totalmente umb́ılica.

Observamos que os teoremas anteriores podem ser vistos como extensões
dos resultados de rigidez da literatura atual sobre hipersuperf́ıcies tipo-espaço
com curvatura média constante ou curvatura escalar constante num espaço
de Lorentz localmente simétrico. Neste sentido, sugerimos aos leitores as
obras de Ok Baek et al. [82], Liu e Sun [76], e Zhang e Wu [98]. Além
disso, destacamos que Li et al. [73] obteveram teoremas de rigidez sobre
hipersuperf́ıcies Weingarten lineares imersas na esfera unitária Euclidiana.

3.2 Uma fórmula tipo Simons.

De agora em diante, consideraremos hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas
Mn imersas no espaço de Lorentz L

n+1
1 . Escolhemos um referencial ortonor-

mal semi-Riemanniano de campos locais {eA}1≤A≤n+1 em L
n+1
1 , com corre-

ferencial dual {ωA}1≤A≤n+1, tal que, em cada ponto de Mn, e1, . . . , en são
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3.2 Uma fórmula tipo Simons.

tangentes a Mn e en+1 é normal a Mn. Usaremos a seguinte convenção para
os ı́ndices:

1 ≤ A,B,C, . . . ≤ n+ 1, 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n.

Sob estas condições, denotando por {ωAB} as formas de conexão de Ln+1
1 ,

temos que as equações de estrutura de Ln+1
1 são dadas por:

dωA = −
∑

B

εBωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0, εi = 1, εn+1 = −1, (3.3)

dωAB = −
∑

C

εCωAC ∧ ωCB − 1

2

∑

C,D

εCεDR̄ABCDωC ∧ ωD. (3.4)

Aqui, R̄ABCD, R̄CD e R̄ denotam, respectivamente, o tensor curvatura Rie-
manniano, o tensor de Ricci e a curvatura escalar do espaço de Lorentz Ln+1

1 .
Nesta configuração, temos que

R̄CD =
∑

B

εBR̄BCDB, R̄ =
∑

A

εAR̄AA.

Além disso, as componentes R̄ABCD,E da derivada covariante do tensor cur-
vatura Riemanniana de L

n+1
1 são definidas por

∑

E

εER̄ABCD,EωE = dR̄ABCD −
∑

E

εE(R̄EBCDωEA

+R̄AECDωEB + R̄ABEDωEC + R̄ABCEωED).

Em seguida, restringimos todos os tensores para a hipersuperf́ıcie tipo-
espaço Mn em L

n+1
1 . Antes de tudo, ωn+1 = 0 em Mn, assim,

∑

i ω(n+1)i ∧
ωi = dωn+1 = 0. Consequentemente, pelo Lema de Cartan [44], existem hij
tais que

ω(n+1)i =
∑

j

hijωj e hij = hji. (3.5)

Isto dá a segunda forma fundamental de Mn, h =
∑

i,j hijωiωjen+1, e o

quadrado de sua norma S =
∑

i,j h
2
ij = |A|2. Além disso, a curvatura média

H de Mn é definida por H = 1
n

∑

i hii.
As formas de conexões {ωij} de Mn são caracterizadas pelas equações de

estrutura de Mn:

dωi = −
∑

j

ωij ∧ ωj, ωij + ωji = 0, (3.6)
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dωij = −
∑

k

ωik ∧ ωkj −
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl, (3.7)

onde Rijkl são as componentes do tensor curvatura de Mn.
Usando as equações de estrutura, obtemos a equação de Gauss:

Rijkl = R̄ijkl − (hikhjl − hilhjk). (3.8)

As componentes Rij do tensor de Ricci e a curvatura escalar R de Mn

são dadas, respectivamente, por

Rij =
∑

k

R̄kijk − nHhij +
∑

k

hikhkj (3.9)

e
n(n− 1)R =

∑

j,k

R̄kjjk − n2H2 + S. (3.10)

As primeiras derivadas covariantes hijk de hij satisfazem

∑

k

hijkωk = dhij −
∑

k

hikωkj −
∑

k

hjkωki. (3.11)

Então, pela diferenciação exterior de (3.5), obtemos a equação de Codazzi

hijk − hikj = R̄(n+1)ijk. (3.12)

Analogamente, as segundas derivadas covariantes hijkl de hij são dadas
por

∑

l

hijklωl = dhijk −
∑

l

hljkωli −
∑

l

hilkωlj −
∑

l

hijlωlk. (3.13)

Pela diferenciação exterior de (3.11), podemos obter a seguinte fórmula
de Ricci

hijkl − hijlk = −
∑

m

himRmjkl −
∑

m

hjmRmikl. (3.14)

Restringindo a derivada covariante R̄ABCD;E de R̄ABCD em Mn, temos que
R̄(n+1)ijk;l é dado por

R̄(n+1)ijk;l = R̄(n+1)ijkl + R̄(n+1)i(n+1)khjl (3.15)

+R̄(n+1)ij(n+1)hkl +
∑

m

R̄mijkhml,
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onde R̄(n+1)ijkl denota a derivada covariante de R̄(n+1)ijk como um tensor em
Mn, de modo que

∑

l

R̄(n+1)ijklωl = dR̄(n+1)ijk −
∑

l

R̄(n+1)ljkωli

−
∑

l

R̄(n+1)ilkωlj −
∑

l

R̄(n+1)ijlωlk.

O Laplaciano ∆hij of hij é definido por ∆hij =
∑

k

hijkk. De (3.12), (3.14)

e (3.15), após um cálculo simples, obtemos

∆hij = (nH)ij − nH
∑

l

hilhlj + Shij (3.16)

+
∑

k

(R̄(n+1)ijk;k + R̄(n+1)kik;j)

−
∑

k

(hkkR̄(n+1)ij(n+1) + hijR̄(n+1)k(n+1)k)

−
∑

k,l

(2hklR̄lijk + hjlR̄lkik + hilR̄lkjk).

Como ∆S = 2
(

∑

i,j,k h
2
ijk +

∑

i,j hij∆hij

)

, de (3.16) temos

1

2
∆S = S2 +

∑

i,j,k

h2ijk +
∑

i,j

(nH)ijhij (3.17)

+
∑

i,j,k

(R̄(n+1)ijk;k + R̄(n+1)kik;j)hij

−(
∑

i,j

nHhijR̄(n+1)ij(n+1) + S
∑

k

R̄(n+1)k(n+1)k)

−2
∑

i,j,k,l

(hklhijR̄lijk + hilhijR̄lkjk)− nH
∑

i,j,l

hilhljhij.

Agora, seja φ =
∑

i,j φijωiωj um tensor simétrico em Mn definido por

φij = nHδij − hij.
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3.3 Alguns resultados auxiliares

De acordo com Cheng-Yau [45], denotamos por � o operador associado a φ
agindo em qualquer função suave f por

�f =
∑

i,j

φijfij =
∑

i,j

(nHδij − hij)fij. (3.18)

Observe que �f = −tr(P1 Hess f) = −L1(f).
Fazendo f = nH em (3.18) e tomando um referencial ortonormal (local)

{e1, . . . , en} em Mn tal que hij = λδij, da equação (3.10) obtemos que

�(nH) =
1

2
∆(nH)2 −

∑

i

(nH)2i −
∑

i

λi(nH)ii (3.19)

=
1

2
∆S − n2|∇H|2 −

∑

i

λi(nH)ii

+
1

2
∆

(

∑

i,j

R̄ijji − n(n− 1)R

)

.

3.3 Alguns resultados auxiliares

Para provar nossos teoremas precisaremos de alguns lemas. O primeiro é um
lema algébrico clássico obtido por Okumura em [83], completado com o caso
da igualdade provado em [4] por Alencar e do Carmo.

Lema 3.4. Sejam µ1, ..., µn números reais tais que
∑

i

µi = 0 e
∑

i

µ2
i = β2,

onde β ≥ 0. Então

− (n− 2)
√

n(n− 1)
β3 ≤

∑

i

µ3
i ≤

(n− 2)
√

n(n− 1)
β3, (3.20)

e a igualdade vale se, e somente se, ao menos (n − 1) dos números µi são
iguais.

Agora, apresentamos nosso segundo lema auxiliar. Seguindo os passos da
prova do Lema 2.1 de [73], obtemos
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3.3 Alguns resultados auxiliares

Lema 3.5. SejaMn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear imer-
sa em um espaço de Lorentz localmente simétrico L

n+1
1 , tal que R = aH + b.

Suponha que

(n− 1)2a2 + 4
∑

i,j

R̄ijji − 4n(n− 1)b ≥ 0. (3.21)

Então,

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2|∇H|2. (3.22)

Além disso, se a desigualdade (3.21) é estrita e a igualdade vale na equação
(3.22) em Mn, então H é constante em Mn.

Demonstração. Como supomos que R = aH + b, da equação (3.10) temos

2hijhijk =
(

2n2H + n(n− 1)a
)

(H)k.

Assim,

4
∑

k

(

∑

i,j

hijhijk

)2

=
(

2n2H + n(n− 1)a
)2 |∇H|2.

Consequentemente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

4S
∑

i,j,k

h2ijk = 4

(

∑

i,j

h2ij

)(

∑

i,j,k

h2ijk

)

(3.23)

≥ 4
∑

k

(

∑

i,j

hijhijk

)2

=
(

2n2H + n(n− 1)a
)2 |∇H|2.

Por outro lado, como R = aH + b, usando novamente a equação (3.10)
verificamos facilmente que

(

2n2H + n(n− 1)a
)2

= 4n2
∑

i,j

R̄ijji − 4n3(n− 1)b (3.24)

+n2(n− 1)2a2 + 4n2S.

Dessa forma, de (3.21), (3.23) e (3.24), temos

S
∑

i,j,k

h2ijk ≥ n2S|∇H|2.
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3.3 Alguns resultados auxiliares

Portanto, obtemos que S = 0, donde
∑

i,j,k h
2
ijk = n2|∇H|2, ou ∑i,j,k h

2
ijk ≥

n2|∇H|2. Além disso, se a desigualdade (3.21) é estrita, de (3.24) temos que

(

2n2H + n(n− 1)a
)2
> 4n2S.

Sendo assim, se
∑

i,j,k h
2
ijk = n2|∇H|2 vale em Mn, de (3.23) concluimos que

∇H = 0 em Mn e, assim, H é constante em Mn.

Agora, consideramos o operador modificado de Cheng-Yau

L = �+
n− 1

2
a∆. (3.25)

Associado a tal operador, temos o seguinte critério suficiente de eliptici-
dade.

Lema 3.6. SejaMn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear imer-
sa em um espaço de Lorentz localmente simétrico L

n+1
1 , tal que R = aH + b

com b < 1
n(n−1)

∑

i,j R̄ijji. Então, L é eĺıptico.

Demonstração. Da equação (3.10), como sabemos que R = aH + b com
b < 1

n(n−1)

∑

i,j R̄ijji, vemos facilmente que H não pode se anular em Mn e,
escolhendo a aplicação de Gauss apropriada, podemos assumir que H > 0
em Mn.

Considere o caso que a = 0. Como R = b < 1
n(n−1)

∑

i,j R̄ijji, da equação

(3.10), se escolhermos um referencial ortonormal (local) {e1, . . . , en} em Mn

tal que hij = λiδij, temos que
∑

i<j λiλj > 0. Consequentemente,

n2H2 =
∑

i

λ2i + 2
∑

i<j

λiλj > λ2i

para todo i = 1, . . . , n e, assim, temos que nH−λi > 0 para todo i. Portanto,
neste caso, concluimos que L é eĺıptico.

Agora, suponha que a 6= 0. Da equação (3.10) temos que

a =
1

n(n− 1)H

(

S − n2H2 +
∑

i,j

R̄ijji − n(n− 1)b

)

.
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3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Consequentemente, para todo i = 1, . . . , n, com um cálculo algébrico simples
verificamos que

nH − λi +
n− 1

2
a = nH − λi

+
1

2nH

(

S − n2H2 +
∑

i,j

R̄ijji − n(n− 1)b

)

=
1

2nH

(

∑

j 6=i

λ2j + (
∑

j 6=i

λj)
2 +

∑

i,j

R̄ijji − n(n− 1)b

)

.

Sendo assim, como b < 1
n(n−1)

∑

i,j R̄ijji, também concluimos, neste caso, que
L é eĺıptico.

3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e

3.3

Demonstração do Teorema 3.1:

Inicialmente, observamos que a simetria local de L
n+1
1 implica que

∑

i,j,k

(R̄(n+1)ijk;k + R̄(n+1)kik;j)hij = 0.

Dessa forma, se escolhermos um referencial ortonormal (local) {e1, . . . , en}
emMn tal que hij = λiδij, usando as equações (3.17) e (3.19) temos de (3.25)
que

L(nH) =
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 + S2 − nH
∑

i

λ3i (3.26)

−2
∑

i,j,k,l

(λiλkR̄kiik + λ2i R̄ikik)

−(
∑

i,j

nHλiR̄(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R̄(n+1)k(n+1)k).

Assim, do Lema 3.5, temos

L(nH) ≥ S2 − nH
∑

i

λ3i − 2
∑

i,j,k,l

(λiλkR̄kiik + λ2i R̄ikik) (3.27)

−(
∑

i,j

nHλiR̄(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R̄(n+1)k(n+1)k).
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3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Agora, defina Φij = hij − Hδij. Consideraremos o seguinte tensor simé-
trico

Φ =
∑

i,j

Φijωiωj.

Seja |Φ|2 =
∑

i,j

Φ2
ij o quadrado da norma de Φ. É fácil verificar que Φ é livre

de traço (isto é, trΦ = 0) e

|Φ|2 = S − nH2.

Se tomarmos um referencial (local) {e1, . . . , en} em p ∈Mn, tal que

hij = λiδij e Φij = µiδij,

é simples verificar que

∑

i

µi = 0,
∑

i

µ2
i = |Φ|2 e

∑

i

µ3
i =

∑

i

λ3i − 3H|Φ|2 − nH3.

Consequentemente, aplicando o Lema 3.4 aos números reais µ1, . . . , µn, temos

S2 − nH
∑

i

λ3i = (|Φ|2 + nH2)2 − n2H4 (3.28)

−3nH2|Φ|2 − nH
∑

i

λ3i

≥ |Φ|4 − nH2|Φ|2 − n(n− 2)
√

n(n− 1)
H|Φ|3.

Usando as condições (3.1) e (3.2), obtemos

−(
∑

i,j

nHλiR̄(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R̄(n+1)k(n+1)k) = c1(S − nH2) (3.29)

e

−2
∑

i,j,k,l

(λiλkR̄kiik + λ2i R̄ikik) ≥ c2
∑

i,k

(λi − λk)
2 (3.30)

= 2nc2(S − nH2).

36



3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Assim, tomando c = c1
n
+ 2c2, de (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) obtemos

que

L(nH) ≥ |Φ|2
(

nc+ S − 2nH2 − n(n− 2)
√

n(n− 1)
H|Φ|

)

. (3.31)

Por outro lado, com um simples cálculo verificamos que

S − 2nH2 =
1

2
√
n− 1

(

(
√
n− 1 + 1)|Φ| − (

√
n− 1− 1)

√
nH
)2

+
n(n− 2)
√

n(n− 1)
H|Φ| − n

2
√
n− 1

S.

Assim, como supomos que S ≤ 2
√
n− 1 c, de (3.31) obtemos

L(nH) ≥ |Φ|2
(

nc− n

2
√
n− 1

S

)

≥ 0. (3.32)

Como o Lema 3.6 garante que L é eĺıptico e como estamos supondo que
H atinge seu máximo em Mn, de (3.32) concluimos que H é constante em
Mn. Donde, considerando a equação (3.26), obtemos |∇A|2 =

∑

i,j,k h
2
ijk =

n2|∇H|2 = 0, e segue-se que λi é constante para todo i = 1, . . . , n. Além
disso, de (3.32) temos

|Φ|2
(

nc− n

2
√
n− 1

S

)

= 0. (3.33)

Se S < 2
√
n− 1 c, então |Φ|2 = 0 e Mn é totalmente umb́ılica. Se

S = 2
√
n− 1 c, como todas as desigualdade que obtivemos são, na verdade,

igualdades, verificamos facilmente que

|Φ| = (
√
n− 1− 1)

√
n√

n− 1 + 1
H. (3.34)

Logo, no caso que n = 2, de (3.34) obtemos que |Φ|2 = 0. Sendo assim,
M2 é totalmente umb́ılica. Finalmente, quando n ≥ 3, como a igualdade
vale em (3.20) do Lema 3.4, concluimos que Mn é totalmente umb́ılica ou,
caso contrário, é uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica com duas curvaturas
principais distintas, uma das quais é simples.
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3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Demonstração do Teorema 3.2:

De (3.18) temos que

�f = −tr(P1 ◦ ∇2f),

onde, denotando por I a identidade na álgebra dos campos vetoriais suaves
em Mn, P1 = nHI − h e ∇2f representa o operador linear auto-adjunto
metricamente equivalente à hessiana de f . Assim, usando a notação 〈 , 〉
para a métrica (induzida) em Mn, temos

�f = −
∑

i

〈P1(∇ei∇f), ei〉,

onde {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal local em Mn. Consequente-
mente, temos que

div(P1(∇f)) =
∑

i

〈(∇eiP1)(∇f), ei〉+
∑

i

〈P1(∇ei∇f), ei〉 (3.35)

= 〈divP1,∇f〉 −�f.

Por outro lado, como En+1
1 é um espaço-tempo de Einstein, existe um pa-

râmetro λ tal que Ric = λ〈 , 〉, onde Ric denota o tensor de Ricci de En+1
1 .

Assim, denotando por R o tensor curvatura de En+1
1 , do Lema 2.16 temos

〈divP1,∇f〉 =
∑

i

〈R(N, ei)ei,∇f〉 = −Ric(N,∇f) = −λ〈N,∇f〉 = 0,

onde N representa a aplicação de Gauss deMn. Assim, de (3.35), concluimos
que

�f = −div(P1(∇f)). (3.36)

Agora, consideramos novamente o operador modificado de Cheng-Yau

L = �+
n− 1

2
a∆. (3.37)

De (3.36), temos que
L(nH) = div(P (∇H)), (3.38)

onde P = −nP1 +
n(n−1)

2
aI. Além disso, como S é suposta ser limitada,

verificamos facilmente que o operador P é limitado. Dessa forma, como
também assumimos que |∇H| ∈ L1(M), obtemos que

|P (∇H)| ≤ |P ||∇H| ∈ L1(M). (3.39)
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3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Agora observamos que, da simetria local de En+1
1 , podemos seguir os

passos da Demonstração do Teorema 3.1 para obter

L(nH) =
∑

i,j,k

h2ijk − n2|∇H|2 + S2 − nH
∑

i

λ3i (3.40)

−2
∑

i,k

(λiλkR̄kiik + λ2i R̄ikik)

−(
∑

i

nHλiR̄(n+1)ii(n+1) + S
∑

k

R̄(n+1)k(n+1)k).

e

L(nH) ≥ |Φ|2
(

nc− n

2
√
n− 1

S

)

≥ 0. (3.41)

onde
φ =

∑

i,j

φijωiωj,

com φij = hij −Hδij.
Portando, tendo em conta as equações (3.38), (3.39) e (3.41), podemos

aplicar o Lema 2.21 para cocluir que L(nH) = 0 e, da equação (3.40), temos

|∇A|2 =
∑

i,j,k

h2ijk = n2|∇H|2.

Consequentemente, como assumimos que (n − 1)2a2 + 4
∑

i,j R̄ijji − 4n(n −
1)b > 0, do Lema 3.5 segue que H é constante e, assim, λi é constante para
todo i = 1, . . . , n. Além disso, de (3.41) temos

|Φ|2
(

nc− n

2
√
n− 1

S

)

= 0. (3.42)

Se S < 2
√
n− 1 c, então |Φ|2 = 0 e Mn é totalmente umb́ılica. Se

S = 2
√
n− 1 c, como todas as desigualdades que obtivemos são, de fato,

igualdades, verificamos facilmente que

|Φ| = (
√
n− 1− 1)

√
n√

n− 1 + 1
H. (3.43)

Assim, no caso que n = 2, de (3.43), obtemos que |Φ|2 = 0. Portanto, M2 é
totalmente umb́ılica.
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3.5 Aplicações no espaço de De Sitter S
n+1
1

Finalmente, quando n ≥ 3, como a igualdade vale em (3.20) do Lema 3.4,
concluimos que Mn é totalmente umb́ılica ou uma hipersuperf́ıcie isopa-
ramétrica com duas curvaturas principais distintas e que uma delas é sim-
ples.

Demonstração do Teorema 3.3:

De (3.38) e (3.41), aplicando o Teorema da Divergência, temos

0 =

∫

M

L(nH) ≥
∫

M

{

|Φ|2
(

nc− n

2
√
n− 1

S

)}

dM ≥ 0. (3.44)

Consequentemente, como estamos supondo que S < 2
√
n− 1 c, de (3.44)

obtemos que |Φ| = 0 em Mn e, assim, Mn é totalmente umb́ılica.

3.5 Aplicações no espaço de De Sitter S
n+1
1

Denotemos por L
n+2 o espaço de Lorentz-Minkowiski (n + 2)-dimensional

(n ≥ 2), ou seja, o espaço vetorial real Rn+2 munido da métrica

〈v, w〉 =
n+1
∑

i=1

viwi − vn+2wn+2,

para quaisquer v, w ∈ R
n+2. Dessa forma, definimos o espaço de De Sitter

S
n+1
1 (n+ 1)-dimensional como sendo a seguinte hiperquádrica de L

n+2:

S
n+1
1 = {p ∈ L

n+2; 〈p, p〉 = 1}.

A métrica induzida pela inclusão i : Sn+1
1 →֒ L

n+2 torna S
n+1
1 uma vari-

edade de Lorentz com curvatura seccional constante igual a 1. Além disso,
para cada p ∈ S

n+1
1 , temos que o espaço tangente a S

n+1
1 em p é dado por

Tp(S
n+1
1 ) = {v ∈ L

n+2; 〈v, p〉 = 0}.

Observemos que en+2 = (0, ..., 0, 1) é um campo de vetores tipo-tempo
unitário e globalmente definido em L

n+2, determinando, assim, uma ori-
entação temporal em L

n+2. Portanto, dada uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
no espaço de De Sitter ψ :Mn → S

n+1
1 →֒ L

n+2, podemos escolher um único
campo normal unitário de vetores tipo-tempo N ao longo de Mn apontando
para o passado em L

n+2 (i.e., 〈N, en+2〉 > 0); desta forma, podemos assumir
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3.5 Aplicações no espaço de De Sitter S
n+1
1

que Mn é orientada por N . Neste contexto, denotaremos por ∇◦, ∇̄ e ∇ as
conexões de Levi-Civita de L

n+2, Sn+1
1 , e Mn, respectivamente. Então, as

fórmulas de Gauss e Weingarten relativas a imersão ψ :Mn → S
n+1
1 →֒ L

n+2

são dadas respectivamente por

∇◦
VW = ∇̄vW − 〈V,W 〉ψ (3.45)

= ∇VW − 〈AV,W 〉N − 〈V,W 〉ψ

e
A(V ) = −∇◦

VN = −∇̄VN, (3.46)

para quaisquer campos de vetores tangentes V,W ∈ X (M), onde A denota
o operador de forma de Mn em S

n+1
1 associado a N .

Os exemplos a seguir nos dão uma descrição geométrica das hipersu-
perf́ıcies do espaço de De Sitter que aparecerão nos resultados dados logo a
seguir (veja, por exemplo, [30], [72] e [77]).

Exemplo 3.7. Os exemplos canônicos de hipersuperf́ıcies tipo-espaço total-
mente umb́ılica do espaço de De Sitter são dados por

Mτ = {x ∈ S
n+1
1 : 〈x, a〉 = τ},

onde a ∈ L
n+2, 〈a, a〉 = 1, 0,−1 e τ 2 > 〈a, a〉. Então, para x ∈Mτ , o campo

de vetores normais tipo-tempo unitários deMτ , único a menos de orientação,
é dado por

Nτ (x) =
1

√

τ 2 − 〈a, a〉
(a− τx).

Consequentemente, a segunda forma fundamental de Mτ é dada por

BτX =
τ

√

τ 2 − 〈a, a〉
X,

Para todo campo de vetores X tangente a Mτ . Assim, pode ser verificado
que:

i. se a é um vetor unitário tipo-espaço, entãoMτ é isométrico a um espaço
hiperbólico n-dimensional de curvatura seccional constante − 1

τ2−1
e H2

assume todos os valores posśıveis em (1,∞);

ii. se a é um vetor tipo-luz não nulo, então Mτ é isométrico ao espaço
Euclidiano R

n e H2 = 1;
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3.5 Aplicações no espaço de De Sitter S
n+1
1

iii. se a é um vetor unitário tipo-tempo, entãoMτ é isométrico a uma esfera
n-dimensional de curvatura seccional constante 1

τ2+1
e H2 assume todos

os valores posśıveis em [0, 1).

Exemplo 3.8. Considere a hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em S
n+1
1 (1)

definida por

Tk,r = {x ∈ S
n+1
1 (1)| − x20 + x21 + . . .+ x2k = − sinh2 r},

onde r é um número real positivo e 1 ≤ k ≤ n−1. Tk,r é completa e isométrica
ao produto Riemanniano H

k(1 − coth2 r) × S
n−k(1 − tanh2 r) de um espaço

hiperbólico k-dimensional e uma esfera (n − k)-dimensional de curvaturas
seccionais constantes 1−coth2 r e 1−tanh2 r, respectivamente. Para x ∈ Tk,r,
o campo de vetores normais tipo-tempo unitários de Tk,r →֒ S

n+1
1 (1), único a

menos de orientação, é dado por

N(x) = tanh rx+ (sinh r cosh r)−1(x0, x1, . . . , xk, 0, . . . , 0).

Em particular, H1(1 − coth2 r) × S
n−1(1 − tanh2 r) é chamado cilindro hi-

perbólico e H
n−1(1 − coth2 r) × S

1(1 − tanh2 r) é conhecido como cilindro
esférico. É posśıvel verificar que Tk,r →֒ S

n+1
1 (1) possui duas curvaturas prin-

cipais, que são iguais a coth r e tanh r com multiplicidades k e n−k, respec-
tivamente. Além disso, é posśıvel verificar também que Tk,r possui curvatura
média constante H = 1

n
(k coth r + (n− k) tanh r) e curvatura escalar nor-

malizada

R =
1

n(n− 1)

(

k(k − 1)(1− coth2 r) + (n− k)(n− k − 1)(1− tanh2 r)
)

.

Mais ainda, se k = 1, então R satisfaz 0 < R = n−2
n
(1 − tanh2 r) < n−2

n
;

analogamente, se k = n−1 ≥ 2, vemos que R = n−2
n
(1−coth2 r) < 0. Assim,

para qualquer R satisfazendo 0 < R < n−2
n

e para qualquer R < 0, podemos
escolher r tal que as hipersuperf́ıcies T1,r e Tn−1,r, respectivamente, são com-
pletas, não totalmente umb́ılicas e possuem curvatura escalar normalizada
constante R.

Do Teorema 3.1 e de acordo com o teorema clássico de congruência obtido
por Abe, Koike e Yamaguchi (cf. Teorema 5.1 de [1]), obtemos o seguinte
resultado no espaço de De Sitter Sn+1

1 .
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3.5 Aplicações no espaço de De Sitter S
n+1
1

Corolário 3.9. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear
completa imersa em S

n+1
1 , tal que R = aH + b com b < 1. Se H atinge o

máximo em Mn e S ≤ 2
√
n− 1, então Mn é totalmente umb́ılica ou, caso

contrário, é isométrica ao cilindro hiperbólico H
1(c1)×S

n−1(c2), para R > 0,
ou ao cilindro esférico H

n−1(c1)× S
1(c2), para R < 0, onde c1 < 0, c2 > 0 e

1

c1
+

1

c2
= 1.

Analogamente, do Teorema 3.2, obtemos o seguinte resultado, o qual
corresponde ao Teorema 3.5 de [59].

Corolário 3.10. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten com-
pleta, não-compacta, imersa em S

n+1
1 , tal que R = aH + b com (n − 1)a2 +

4n(1 − b) > 0. Se |∇H| ∈ L1(M) e S ≤ 2
√
n− 1, então Mn é to-

talmente umb́ılica ou, caso contrário, é isométrica ao cilindro hiperbólico
H

1(c1)×S
n−1(c2), para R > 0, ou ao cilindro esférico H

n−1(c1)×S
1(c2), para

R < 0, onde c1 < 0, c2 > 0 e
1

c1
+

1

c2
= 1.

Observação 3.11. Em [78], Montiel caracterizou os cilindros hiperbólicos
como as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas, não-compactas, em
S
n+1
1 com curvatura média constante H = 2

√
n−1
n

e possuindo ao menos dois
fins. Mais tarde, Brasil, Colares e Palmas [30] obtiveram uma espécie de
extensão do resultado de Montiel, mostrando que os cilindros hiperbólicos
são as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas em S

n+1
1 com curvatura

média constante, curvatura de Ricci não-negativa e tendo ao menos dois fins.
Eles também caracterizaram todas as hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas
de curvatura média constante com duas curvaturas principais distintas como
hipersuperf́ıcies de rotação ou cilindros hiperbólicos generalizados H

k(c1) ×
S
n−k(c2), onde 1 < k < (n− 1), c1 < 0, c2 > 0 e 1

c1
+ 1

c2
= 1.

Finalmente, de acordo com a descrição de hipersuperf́ıcies tipo-espaço
totalmente umb́ılicas de S

n+1
1 dada por Montiel no Exemplo 1 de [77], do

Teorema 3.3, temos o seguinte resultado, o qual corresponde ao Teorema 3.6
de [59].

Corolário 3.12. SejaMn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Weingarten linear
compacta imersa em S

n+1
1 , tal que R = aH+ b com (n−1)a2+4n(1− b) ≥ 0.

Se S < 2
√
n− 1, então Mn é isométrica a S

n.
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies completas em
produtos warped

Nesse caṕıtulo, apresentamos os resultados referentes ao artigo [54]. Nosso
objetivo é estudar a unicidade de hipersuperf́ıcies completas imersas em um
produto warped semi-Riemanniano cuja função warping possui logaritmo
convexo e tal que sua fibra possui curvatura seccional constante. Usando
como principal ferramenta anaĺıtica um prinćıpio do máximo adequado para
variedades Riemannianas completas, não-compactas e supondo uma desigual-
dade natural entre as r-ésimas curvaturas médias da hipersuperf́ıcie e a dos
slices da região onde a hipersuperf́ıcie está contida, somos capazes de provar
que tal hipersuperf́ıcie deve ser, de fato, um slice.

4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

SejamMn uma variedade Riemanniana conexa orientada n-dimensional, I ⊆
R um intervalo e f : I → R uma função suave positiva. Na variedade

produto M
n+1

= I ×Mn, πI e πM denotam as projeções nos fatores I e M ,
respectivamente. Uma classe particular de variedades semi-Riemannianas
tendo campos conformes é a obtida tomando M com a métrica

〈v, w〉p = ǫ〈(πI)∗v, (πI)∗w〉+ f(p)2〈(πM)∗v, (πM)∗w〉,

para todo p ∈M e todo v, w ∈ TpM , onde ǫ = ǫ∂t e ∂t é o campo de vetores
unitário canônico tangente a I. Além disso, de (cf. [79] e [80]), o campo de
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

vetores
V = (f ◦ πI)∂t

é conforme e fechado (no sentido que sua 1−forma dual é fechada), com fator
conforme φ = f ′ ◦πI , onde a linha denota diferenciação com respeito a t ∈ I.
Tal espaço é um exemplo particular de um produto warped semi-Riemanniano,

e, de agora em diante, escrevemos M
n+1

= ǫI ×f M
n para denotá-lo.

Se ψ : Σn → ǫI ×f M
n é uma imersão Riemanniana, com Σn orientada

pelo campo de vetores unitário N , tem-se obviamente ǫ = ǫ∂t = ǫN .

Observação 4.1. Para t0 ∈ R, orientamos o slice Σn
t0
= {t0} ×Mn usando

o campo de vetores unitário normal ∂t. De acordo com [13], Σn
t0

tem r-

ésima curvatura média Hr = −ǫ
(

f ′(t0)

f(t0)

)r

constante com respeito a ∂t (veja

também [79] e [80]).

Agora, h denota a função altura (vertical) naturalmente associada a Σn,
ou seja, h = (πI)|Σ. ∇ e∇ denotam os gradientes com respeito às métricas de
ǫI ×f M

n e Σn, respectivamente. Um cálculo simples mostra que o gradiente
de πI em ǫI ×f M

n é dado por

∇πI = ǫ〈∇πI , ∂t〉 = ǫ∂t, (4.1)

temos que o gradiente de h em Σn é

∇h = (∇πI)⊤ = ǫ∂⊤t = ǫ∂t − 〈N, ∂t〉N, (4.2)

pois ∂⊤t = ∂t − ǫ〈N, ∂t〉N .
Em particular, temos

|∇h|2 = ǫ
(

1− 〈N, ∂t〉2
)

, (4.3)

onde | | denota a norma de um campo de vetores em Σn.
O seguinte lema é uma extensão do resultado obtido (no ambiente Lorent-

ziano) por Aĺıas e Colares no Lema 4.1 de [17]. Por questão de completeza,
daremos uma demonstração que contempla ambos os ambientes (Riemanni-
ano e Lorentziano)

Lema 4.2. Seja ψ : Σn → ǫI ×f M
n uma imersão Riemanniana. Se h =

(πI)|Σ : Σn → I é a função altura de Σn, então

Lr(h) = (log f)′(ǫtrPr − 〈Pr∇h,∇h〉) + tr(APr)〈N, ∂t〉.
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Demonstração. O campo de vetores

K(t, x) = f(t)(∂/∂t)(t,x), (t, x) ∈ ǫI×fM
n

determina um campo de vetores conforme fechado não nulo (apontando para
o futuro no caso Lorentziano) em ǫI×fM

n. De fato,

∇ZK = f ′(h)Z (4.4)

para todo vetor Z tangente a ǫI×fM
n em um ponto (t, x).

Agora seja g : I → R uma primitiva qualquer de f . Como g′ = f > 0,
então g(h) pode ser vista como uma reparametrização da função altura. Em
particular, o gradiente da função g(h) em Σ é

∇g(h) = f(h)∇h = ǫf(h)∂⊤t = ǫK⊤ (4.5)

onde K⊤ denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperf́ıcie,
ou seja

K⊤ = K − ǫ 〈K,N〉N.
Da equação (4.4), temos

∇XK = f ′(h)X (4.6)

para todo X ∈ X(Σ). Como,

∇XK
⊤ =

(

∇XK
⊤)⊤

e
∇XK

⊤ = ∇X (K − ǫ 〈∂t, N〉N)
= ∇XK − ǫX 〈K,N〉N − ǫ 〈K,N〉∇XN
= f ′(h)X − ǫX 〈K,N〉N + ǫ 〈K,N〉AX,

temos

∇XK
⊤ = f ′(h)X + ǫ 〈K,N〉AX = (f ′(h) + ǫf(h) 〈∂t, N〉A)X. (4.7)

Portanto, da equação (4.5), obtemos

∇X (∇g(h)) = ǫ∇XK
⊤ = (ǫf ′(h) + f(h) 〈∂t, N〉A)X. (4.8)

Por outro lado, ainda da equação (4.5), temos

∇h =
1

f(h)
∇g(h),
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

que, juntamente com as equações (4.5), (4.8) e (4.2), nos dá

∇X (∇h) = 1
f(h)

∇X∇g(h) +X
(

1
f(h)

)

∇g(h)
= 1

f(h)
(ǫf ′(h)X + f(h) 〈∂t, N〉AX)− X(f(h))

f2(h)
ǫf(h)∂⊤t

= ǫf
′(h)
f(h)

X + 〈∂t, N〉AX − X(f(h))
f(h)

ǫ∂⊤t

= ǫf
′(h)
f(h)

X + 〈∂t, N〉AX − X(f(h))
f(h)

ǫ∂⊤t

= ǫf
′(h)
f(h)

X + 〈∂t, N〉AX − f ′(h)
f(h)

〈∇h,X〉∇h
= (log f)′ (h) (ǫX − 〈∇h,X〉∇h) + 〈∂t, N〉AX

Consequentemente,

Lr(h) = tr (Pr ◦ ∇2h)
= tr (∇2h ◦ Pr)
= (log f)′ (h) (ǫtrPr −

∑n
i=1 〈〈∇h, PrEi〉∇h,Ei〉) + 〈∂t, N〉 tr (APr)

= (log f)′ (h) (ǫtrPr − 〈Pr∇h,∇h〉) + tr (APr) 〈N, ∂t〉

Como queŕıamos demonstrar.

Observação 4.3. Em [34], H.F. de Lima juntamente com F. Camargo e A.
Caminha apresentaram uma demonstração alternativa do lema anterior.

Das equações (6.2) e (6.16) de [17], temos o seguinte

Lema 4.4. Seja ψ : Σn → ǫI ×f M
n uma imersão Riemanniana no produto

warped semi-Riemanniano ǫI ×f M
n. Se h = (πI)|Σ : Σn → I é a função

altura de Σn, então

〈divΣP1,∇h〉 = −ǫ
(

RicM(N∗, N∗) + ǫ(n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2
)

〈N, ∂t〉,

onde RicM denota a curvatura de Ricci da fibra Mn e N∗ = N − ǫ〈N, ∂t〉∂t
é a projeção do campo de vetores unitário normal N de Σn sobre Mn. Além
disso, se a fibra Mn possui curvatura seccional κ constante, então

〈divΣPr,∇h〉 = −ǫ(n− r)

(

κ

f 2(h)
+ ǫ(log f)′′(h)

)

〈Pr−1∇h,∇h〉〈N, ∂t〉.
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Demonstração. Da equação (2.15) do Lema 2.16 temos:

〈divΣP1,∇h〉 = −ǫ
n
∑

i=1

〈

R(N, ei)ei,∇h
〉

= ǫRic(N,∇h)

onde Ric denota o tensor de Ricci de ǫI ×f M
n. Um cálculo direto usando a

terceira relação dada entre as curvatuvas de Ricci no Colorário 43 do Caṕıtulo
7 do livro do O’Neill [85], nos dá:

Ric(U, V ) = RicM(U∗, V ∗)+
−ǫ [n((log f)′)2 + (log f)′′] 〈U, V 〉+
+ǫ(n− 1)(log f)′′ 〈U, ∂t〉 〈V, ∂t〉 ,

(4.9)

para campos vetoriais arbitrários U e V em ǫI×fM
n, onde, por simplicidade,

escrevemos log f = log f(πI), (log f)
′ = (log f)′(πI) e (log f)

′′ = (log f)′′(πI).
Observe que da equação (4.2), temos ∇h = ǫ∂t − 〈N, ∂t〉N , donde (∇h)∗ =
−〈N, ∂t〉N∗. Em particular segue de (4.9) que

〈divΣP1,∇H〉 = ǫRic(N,∇h)
= −ǫ (RicM(N∗, N∗) + ǫ(n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2) 〈N, ∂t〉,

pois 〈∇h,N〉 = 0 e 〈∇h, ∂t〉 = 〈ǫ∂t − 〈N, ∂t〉N, ∂t〉 = 1 − 〈N, ∂t〉2 = ǫ|∇h|2
(veja a equação (4.3))

Agora vamos demonstrar a segunda equação do Lema. Ainda da equação
(2.15) do Lema 2.16 temos:

〈divΣPr,∇h〉 =
r
∑

j=1

(−ǫ)j
n
∑

i=1

〈

R(N,Pr−jei)ei, A
j−1∇h

〉

. (4.10)

Um cálculo direto usando a relação (5) da Proposição 42 do Caṕıtulo 7 do
livro do O’Neill [85], nos dá:

Ric(U, V ),W = RicM(U∗, V ∗)W ∗+
−ǫ [((log f)′)2(〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U)] +
−ǫ(log f)′′ 〈W,∂t〉 (〈V, ∂t〉U − 〈U, ∂t〉V )+
+ǫ(log f)′′ (〈V, ∂t〉 〈U,W 〉 − 〈U, ∂t〉 〈V,W 〉) ∂t,

(4.11)

para campos vetoriais arbitrários U , V e W em ǫI×fM
n. Em prinćıpio,

não assumimos que a curvatura seccional de Mn é constante. Em particular,
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

(4.11) implica em

Ric(ei, X), N = RicM(e∗i , X
∗)N∗+

−ǫ(log f)′′ 〈N, ∂t〉 (〈X, ∂t〉 ei − 〈ei, ∂t〉X)
= RicM(e∗i , X

∗)N∗+
−ǫ(log f)′′ 〈N, ∂t〉 (ǫ 〈X,∇h〉 ei − ǫ 〈ei,∇h〉X)
= RicM(e∗i , X

∗)N∗+
−(log f)′′ 〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉 ei − 〈ei,∇h〉X)

(4.12)

para cada campo de vetores X ∈ X(Σ).
Das decomposições N = N∗ + ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t, ei = e∗i + ǫ 〈ei, ∂t〉 ∂t e X =

X∗ + ǫ 〈X, ∂t〉 ∂t, temos que

(N∗)⊤ = N∗ − 〈N∗,N〉
〈N,N〉 N

= N∗ − ǫ 〈N − ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t, N〉N
= N∗ −N + 〈N, ∂t〉2N
= −ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t + 〈N, ∂t〉2N
= −〈N, ∂t〉 (ǫ∂t − 〈N, ∂t〉N)
= −〈N, ∂t〉∇h,

(4.13)

(e∗i )
⊤ = e∗i − ǫ 〈e∗i , N〉N

= e∗i − ǫ 〈ei − ǫ 〈ei, ∂t〉 ∂t, N〉N
= e∗i + 〈ei, ∂t〉 〈∂t, N〉N
= e∗i + ǫ 〈ei,∇h〉 〈∂t, N〉N
= ei − ǫ 〈ei, ∂t〉 ∂t + ǫ 〈ei,∇h〉 〈∂t, N〉N
= ei − 〈ei,∇h〉 ∂t + ǫ 〈ei,∇h〉 〈∂t, N〉N
= ei − ǫ 〈ei,∇h〉 [ǫ∂t − 〈∂t, N〉N ]
= ei − ǫ 〈ei,∇h〉∇h,

(4.14)

(X∗)⊤ = X∗ − ǫ 〈X∗, N〉N
= X − ǫ 〈X, ∂t〉 ∂t − ǫ 〈X − ǫ 〈X, ∂t〉 ∂t, N〉N
= X − ǫ 〈X, ∂t〉 ∂t + 〈X, ∂t〉 〈∂t, N〉N
= X − 〈X,∇h〉 ∂t + ǫ 〈X,∇h〉 〈∂t, N〉N
= X − ǫ 〈X,∇h〉 [ǫ∂t − 〈∂t, N〉N ]
= X − ǫ 〈X,∇h〉∇h,

(4.15)

e
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

〈N∗, N∗〉M = 1
f2(h)

(〈N,N〉 − ǫ 〈(πI)∗(N), (πI)∗(N)〉I)
= 1

f2(h)
(ǫ− ǫ 〈ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t, ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t〉I)

= 1
f2(h)

(

ǫ− ǫ 〈N, ∂t〉2 〈∂t, ∂t〉I
)

= 1
f2(h)

(

ǫ− ǫ 〈N, ∂t〉2
)

= 1
f2(h)

ǫ
(

1− 〈N, ∂t〉2
)

= 1
f2(h)

|∇h|2 ,

(4.16)

〈N∗, e∗i 〉M = 1
f2(h)

(〈N, ei〉 − ǫ 〈(πI)∗(N), (πI)∗(ei)〉I)
= 1

f2(h)
(−ǫ 〈ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t, ǫ 〈ei, ∂t〉 ∂t〉I)

= 1
f2(h)

(−ǫ 〈N, ∂t〉 〈ei, ∂t〉 〈∂t, ∂t〉I)
= 1

f2(h)
(−〈N, ∂t〉 〈ei,∇h〉)

= − 1
f2(h)

〈N, ∂t〉 〈ei,∇h〉 ,

(4.17)

〈N∗, X∗〉M = 1
f2(h)

(〈N,X〉 − ǫ 〈(πI)∗(N), (πI)∗(X)〉I)
= 1

f2(h)
(−ǫ 〈ǫ 〈N, ∂t〉 ∂t, ǫ 〈X, ∂t〉 ∂t〉I)

= 1
f2(h)

(−ǫ 〈N, ∂t〉 〈X, ∂t〉 〈∂t, ∂t〉I)
= 1

f2(h)
(−〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉)

= − 1
f2(h)

〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉 .

(4.18)

Observamos que as equações ((4.13)-(4.18)) valem mesmo quando Mn

não possui curvatura seccional constante.
Se Mn possui curvatura seccional constante κ, então também temos que

(RicM(e∗i , X
∗)N∗)⊤ = κ(〈e∗i , N∗〉M (X∗)⊤ − 〈X∗, N∗〉M (e∗i )

⊤)

Então, usando as equações (4.14), (4.15), (4.17) e (4.18) obtemos

(RicM(e∗i , X
∗)N∗)⊤ = κ

[

− 1
f2(h)

〈N, ∂t〉 〈ei,∇h〉 (X − ǫ 〈X,∇h〉∇h)+
+ 1

f2(h)
〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉 (ei − ǫ 〈ei,∇h〉∇h)

]

= κ
f2(h)

〈N, ∂t〉 [〈X,∇h〉 ei − 〈ei,∇h〉X] ,

que, juntamente com a equação (4.12), nos dá

Ric(ei, X), N = (RicM(e∗i , X
∗)N∗)⊤+

−(log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉 ei − 〈ei,∇h〉X)

=
(

κ
f2(h))

− (log f)′′(h)
)

〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉 ei − 〈ei,∇h〉X)

50



4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Assim, para cada j = 1, ..., k fixo, encontramos

∑n
i=1

〈

R(N,Pr−jei)ei, X
〉

=
∑n

i=1

〈

R(ei, X)N,Pr−jei
〉

=
=
∑n

i=1

〈

(R(ei, X)N)⊤, Pr−jei
〉

=

=
(

κ
f2(h))

− (log f)′′(h)
)

〈N, ∂t〉
∑n

i=1(〈X,∇h〉 〈ei, Pr−jei〉+
−〈ei,∇h〉 〈X,Pr−jei〉) =
=
(

κ
f2(h))

− (log f)′′(h)
)

〈N, ∂t〉 (tr(Pr−j) 〈X,∇h〉+
−∑n

i=1 〈〈Pr−jX, ei〉 ei,∇h〉)
=
(

κ
f2(h))

− (log f)′′(h)
)

〈N, ∂t〉 (tr(Pr−j) 〈X,∇h〉 − 〈Pr−jX,∇h〉)

para cada campo de vetores X ∈ X(Σ). Usando essa expressão na equação
(4.10) temos

〈divΣPr,∇h〉 =
(

κ
f2(h))

− (log f)′′(h)
)

〈N, ∂t〉×
×∑r

j=1(−ǫ)j (tr(Pr−j) 〈Aj−1∇h,∇h〉 +
−〈Pr−jA

j−1∇h,∇h〉) .
(4.19)

Observe que

∑r
j=1(−ǫ)j (tr(Pr−j)A

j−1 − Pr−jA
j−1) =

=
∑r

j=1(−ǫ)r−j+1 (tr(Pj−1)A
r−j − Pj−1A

r−j) ,
(4.20)

para cada 1 ≤ r ≤ n. Agora afirmamos que

r
∑

j=1

(−ǫ)r−j+1
(

tr(Pj−1)A
r−j − Pj−1A

r−j
)

= −ǫ(n− r)Pr−1, (4.21)

para cada 2 ≤ r ≤ n.
Provemos (4.21) por indução em r. Quando r = 2, pelo Lema 2.15, temos

que trPr = brHr, e (4.21) se reduz a

tr(P0)A− P0A− ǫtr(P1)A
0 + ǫP1A

0 = nA− A− ǫb1H1I + ǫP1

= (n− 1)A− ǫn(n− 1)H1I + ǫP1

= −ǫ(n− 1)(nH1 − ǫA)I + ǫP1

= −ǫ(n− 1)P1 + ǫP1

= −ǫ(n− 2)P1.
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Supondo, agora, que (4.21) vale para r−1 ≥ 1, vamos mostrar que vale para
r. De fato, usando que trPr = brHr = ǫr(n− r)Sr, temos

∑r
j=1(−ǫ)r−j+1 (tr(Pj−1)A

r−j − Pj−1A
r−j) =

= −ǫ∑r−1
j=1(−ǫ)r−j (tr(Pj−1)A

r−1−j − Pj−1A
r−1−j)A+

−ǫtr(Pr−1)A
0 + ǫPr−1A

0 =
= (−ǫ)2(n− r + 1)Pr−2A− ǫtr(Pr−1)A

0 + ǫPr−1A
0 =

= (n− r + 1)Pr−2A− ǫtr(Pr−1) + ǫPr−1 =
= (n− r + 1)Pr−2A− ǫbr−1Hr−1 + ǫPr−1 =
= −ǫ [−ǫ(n− r + 1)Pr−2A+ ǫr−1(n− r + 1)Sr−1] + ǫPr−1 =
= −ǫ(n− r + 1) [ǫr−1Sr−1 − ǫAPr−2] + ǫPr−1 =
= −ǫ(n− r + 1)Pr−1 + ǫPr−1 =
= −ǫ(n− r)Pr−1

como afirmado.
Finalmente, usando (4.21) em (4.19)(levando em consideração a igualdade

(4.20)), concluimos que

〈divΣPr,∇h〉 = −ǫ(n− r)

(

κ

f 2(h)
+ ǫ(log f)′′(h)

)

〈Pr−1∇h,∇h〉〈N, ∂t〉,

como queŕıamos demonstrar.

Precisaremos também de uma condição suficiente para garantir a existên-
cia de um ponto eĺıptico na imersão Riemanniana. No que segue, citamos a
versão semi-Riemanniana do Lema 5.4 de [7] devido a L.J. Aĺıas, A. Brasil
Jr e A.G. Colares.

Lema 4.5. Sejam M
n+1

= ǫI ×f M
n um produto warped semi-Riemanniano

e ψ : Σn →M
n+1

uma imersão Riemanniana. Se −ǫf(h) atinge um mı́nimo
local em algum p ∈ Σn, tal que f ′(h(p)) 6= 0, então p é um ponto eĺıptico de
Σn.

Demonstração. Seja p ∈ Σ o ponto no qual −ǫf(h) atinge um mı́nimo local
e f ′(h(p)) 6= 0.

Seja
K(t, x) = f(t)(∂/∂t)(t,x), (t, x) ∈ ǫI×fM

n
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

o campo de vetores dado na demonstração do Lema 4.2. Assim, a função
u = −〈K,K〉 |Σ = −f 2(h) 〈∂t, ∂t〉 |Σ = −ǫf 2(h) atinge um mı́nimo em p
(visto que, f é positiva e −ǫf(h) atinge um mı́nimo em p). Portanto,

∇u(p) = 0 e ∇2up(v, v) ≥ 0

para todo v ∈ TpΣ. Da equação (4.6), para todo X ∈ X(Σ), temos

〈∇u,X〉 = ∇Xu = ∇X [−〈K,K〉 |Σ] = −2f ′(h)
〈

X,K⊤〉

donde,
∇u = −2f ′(h)K⊤ (4.22)

e, como f ′(h(p)) 6= 0, temos
K⊤(p) = 0 (4.23)

Além disso,

∇2u(X,X) = 〈∇X(∇u), X〉 =
〈

∇X(−2f ′(h)K⊤), X
〉

= −2X(f ′(h))
〈

K⊤, X
〉

− 2f ′(h)
〈

∇XK
⊤, X

〉 (4.24)

Agora , da equação (4.7), temos

〈

∇XK
⊤, X

〉

= f ′(h) 〈X,X〉+ ǫ 〈K,N〉 〈AX,X〉 (4.25)

Por outro lado,
K⊤ = K − ǫ 〈K,N〉N

donde,
〈

K⊤, K⊤〉 = 〈K,K〉 − 2ǫ 〈K,N〉2 + 〈K,N〉2 〈N,N〉
= 〈K,K〉 − 2ǫ 〈K,N〉2 + ǫ 〈K,N〉2
= 〈K,K〉 − ǫ 〈K,N〉2

e, sendo K⊤(p) = 0, temos

〈K,N〉2 (p) = ǫ 〈K,K〉 (p)

Ou seja,
〈K,N〉 (p) = ǫ

√

−ǫu(p)
a qual, juntamente com a equação (4.25), nos dá

〈

∇XK
⊤, X

〉

(p) = f ′(h(p)) 〈X,X〉 (p) +
√

−ǫu(p) 〈AX,X〉 (p)
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

Usando isto, juntamente com K⊤(p) = 0, da equação (4.24), obtemos

1

2
∇2up(v, v) = − [f ′(h(p))]

2 |v|2 − f ′(h(p))
√

−ǫu(p) 〈Apv, v〉 ≥ 0 (4.26)

para todo v ∈ TpΣ.
Dessa forma, escolhendo uma base {e1, ..., en} de direções principais em p,
temos dois casos:
Se f ′(h(p)) > 0, da equação (4.26), temos

κi(p) =
〈Apei, ei〉
〈ei, ei〉

≤ −f ′(h(p))
√

−ǫu(p)
< 0 i = 1, ..., n.

E se f ′(h(p)) < 0, da equação (4.26), temos

κi(p) =
〈Apei, ei〉
〈ei, ei〉

≥ −f ′(h(p))
√

−ǫu(p)
> 0 i = 1, ..., n.

Em ambos os casos, temos que p é um ponto eĺıptico de Σ.

4.2 Resultados de rigidez em produtos war-

ped

De acordo com a terminologia estabelecida em [11], dizemos que uma hiper-
superf́ıcie ψ : Σn → ǫI ×f M

n é limitada no infinito futuro de ǫI ×f M
n se

existe t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ ǫI ×f M
n; t ≤ t}.

Analogamente, dizemos que Σn é limitada no infinito passado de ǫI ×f M
n

se existe t ∈ I tal que

ψ(Σ) ⊂ {(t, x) ∈ ǫI ×f M
n; t ≥ t}.

Finalmente, Σn é dita ser limitada no infinito de ǫI ×f M
n se ela é limitada

no infinito futuro e no infinito passado de ǫI×f M
n. Em outras palavras, Σn

é limitada no infinito se existem t < t tais que ψ(Σ) está contida na região
determinada pelos slices {t} ×Mn e {t} ×Mn.
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

No que segue, assumiremos que as hipersuperf́ıcies são limitadas no infi-
nito do espaço ambiente. L1(Σ) denotará o espaço de funções integráveis a
Lebesgue na hipersuperf́ıcie Σn.

Além disso, motivado pela Observação 4.1, quando ǫ = −1, assumiremos
que a orientação N da hipersuperf́ıcie tipo-espaço ψ : Σn → −I ×f M

n é a
que sua função ângulo satisfaz

〈N, ∂t〉 ≤ −1.

Teorema 4.6. Seja M
n+1

= −I ×f M
n um produto warped Lorentziano tal

que log f é uma função convexa e cuja fibra Mn possui curvatura seccional
constante κ satisfazendo

κ ≤ inf
I
(ff ′′ − f ′2). (4.27)

Seja ψ : Σn →M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço conexa, completa, não-

compacta e limitada no infinito de M
n+1

. Suponha que a curvatura média
H é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n − 1, Hr e Hr+1 são positivas e
satisfazem

Hr+1

Hr

≥ f ′

f
(h) > 0. (4.28)

Se f(h) possui um mı́nimo local e |∇h| ∈ L1(Σ) em Σn, então Σn é um slice.

Demonstração. Inicialmente, observamos da equação (2.18) que

Lrf(h) = f ′′(h)〈Pr∇h,∇h〉+ f ′(h)Lrh.

Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos

Lrf(h) =

(

f ′′f − f ′2

f
(h)

)

〈Pr∇h,∇h〉 (4.29)

−brf ′(h)Hr

(

f ′

f
(h) +

Hr+1

Hr

〈N, ∂t〉
)

,

onde br = (n− r)
(

n
r

)

. Além disso, do Lema 4.4, temos que

〈divΣPr,∇f(h)〉 = f ′(h)〈divΣPr,∇h〉 (4.30)

= f ′(h)(n− r)

(

κ− (ff ′′ − f ′2)(h)

f 2(h)

)

×

×〈N, ∂t〉〈Pr−1∇h,∇h〉.
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

Por outro lado, como f ′(h) não se anula e Hr+1 é positiva em Σn, usando
os Lemas 2.18 e 4.5, garantimos que Pr e Pr−1 são definidos positivos. Sendo
assim, como supomos que log f é convexa, de (4.28) e (4.29), temos

Lrf(h) ≥ 0

e, de (4.27), (4.28) e (4.30),

〈divΣPr,∇f(h)〉 ≥ 0.

Consequentemente, da equação (2.19), temos que

divΣ(Pr(∇f(h))) ≥ 0. (4.31)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de Σn, então seus auto-
valores são funções cont́ınuas em Σn. Como H é limitada e H2 é positiva em
Σn, de (2.9) temos que |A| é limitada em Σn. Portanto, segue-se da equação
(2.12) que |Pr| é limitado em Σn. Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C > 0 tal que |Pr| ≤ C em Σn. Consequentemente,

|Pr(∇f(h))| ≤ |Pr||f ′(h)||∇h| ≤ C|f ′(h)||∇h| ∈ L1(Σ), (4.32)

pois Σ é limitada no infinito, donde,

|f ′(h)| = max
p∈Σ

|f ′(h(p))| = max
[t1,t2]

f ′(t) < +∞.

Logo, de acordo com (4.31) e (4.32), estamos em posição de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = Pr(∇f(h)) para concluir que

divΣ(Pr(∇f(h))) = 0

em Σn. Ou seja, Lrf(h) = 0 e 〈divΣPr,∇f(h)〉 = 0.
Agora, suponha, por contradição, que existe p ∈ Σn tal que |∇h|(p) > 0.

Como Pr é definida positiva, voltando a equação (4.29), temos

f ′′f − f ′2 = 0

em um subconjunto aberto de I, i. e., (log f)′′ = 0, donde, f(t) = αeβt para
algumas constantes não nulas α e β. Sendo assim, voltando novamente a
(4.29) juntamente com a hipótese (4.28), temos

−β =
Hr+1

Hr

〈N, ∂t〉 ≤ −Hr+1

Hr

≤ −β,
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

donde, 〈N, ∂t〉 ≡ −1 e Hr+1

Hr
≡ β. Então, segue-se de (4.3) e de Σn ser conexa

que ela é um slice de −I×αeβtM
n, e chegamos a uma contradição. Portanto,

|∇h| ≡ 0, i.e., Σn é um slice de −I ×f M
n.

Da demonstração do Teorema 4.6 obtemos o seguinte resultado

Corolário 4.7. Seja M
n+1

= −I ×f M
n um produto warped Lorentziano tal

que log f é convexa e cuja fibra Mn tem curvatura de Ricci satisfazendo

RicM ≤ (n− 1) inf
I
(ff ′′ − f ′2)〈, 〉M . (4.33)

Seja ψ : Σn →M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço conexa, completa, não-

compacta e limitada no infinito de M
n+1

. Suponha que a curvatura média H
é limitada e que H2 é positiva e satisfaz

H2

H
≥ f ′

f
(h) > 0. (4.34)

Se |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice.

Demonstração. Sendo H2 positiva, do Lema 2.17, temos que P1 é definido
positivo. Por outro lado, da equação (2.18) temos que

L1f(h) = f ′′(h)〈P1∇h,∇h〉+ f ′(h)L1h.

Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos

L1f(h) =

(

f ′′f − f ′2

f
(h)

)

〈P1∇h,∇h〉 (4.35)

−n(n− 1)f ′(h)H

(

f ′

f
(h) +

H2

H
〈N, ∂t〉

)

.

Além disso, do Lema 4.4, temos que

〈divΣP1,∇f(h)〉 = f ′(h)〈divΣP1,∇h〉
= f ′(h) [RicM(N∗, N∗)
−(n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2] 〈N, ∂t〉.

Usando (4.16), temos

RicM(N∗, N∗) =
1

f 2(h)
RicM(∇h,∇h),
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donde,

〈divΣP1,∇f(h)〉 =
f ′

f 2
(h) (RicM(∇h,∇h) (4.36)

−(n− 1)(ff ′′ − f ′2)(h)|∇h|2
)

〈N, ∂t〉.

Por outro lado, como P1 é definido positivo e log f é convexa, de (4.34) e
(4.35), temos

L1f(h) ≥ 0

e, de (4.33), (4.34) e (4.36),

〈divΣP1,∇f(h)〉 ≥ 0.

Consequentemente, da equação (2.19), temos que

divΣ(P1(∇f(h))) ≥ 0. (4.37)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de Σn, então seus auto-
valores são funções cont́ınuas em Σn. Como H é limitada e H2 é positiva em
Σn, de (2.9) temos que |A| é limitada em Σn. Portanto, segue-se da equação
(2.12) que |P1| é limitado em Σn. Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C > 0 tal que |P1| ≤ C em Σn. Consequentemente,

|P1(∇f(h))| ≤ |P1||f ′(h)||∇h| ≤ C|f ′(h)||∇h| ∈ L1(Σ), (4.38)

pois Σ é limitada no infinito, donde,

|f ′(h)| = max
p∈Σ

|f ′(h(p))| = max
[t1,t2]

f ′(t) < +∞

Logo, de acordo com (4.37) e (4.38), estamos em posição de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = P1(∇f(h)) para concluir que

divΣ(P1(∇f(h))) = 0

em Σn. Ou seja, L1f(h) = 0 e 〈divΣP1,∇f(h)〉 = 0.
Sendo assim, aplicando um argumento análogo a última parte da demons-

tração do Teorema 4.6, concluimos que Σn é um slice de I ×f M
n.
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No que segue, considerando a observação 4.1 mais uma vez, quando ǫ = 1,
assumiremos que a orientação N da hipersuperf́ıcie ψ : Σn → I ×f M

n é a
que sua função ângulo satisfaz

−1 ≤ 〈N, ∂t〉 ≤ 0.

Teorema 4.8. Seja M
n+1

= I ×f M
n um produto warped Riemanniano tal

que log f é uma função convexa e cuja fibra Mn possui curvatura seccional
constante κ satisfazendo

κ ≥ sup
I
(f ′2 − ff ′′). (4.39)

Seja ψ : Σn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie conexa, completa, não-compacta e

limitada no infinito de M
n+1

. Suponha que a curvatura média H é limitada
e que, para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e Hr+1 são positivas e satisfazem

Hr+1

Hr

≤ f ′

f
(h). (4.40)

se a função ângulo 〈N, ∂t〉 não muda de sinal, f(h) possui um máximo local
e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é um slice.

Demonstração. Da hipótese (4.40), temos que

f ′

f
(h) +

Hr+1

Hr

〈N, ∂t〉 ≥ 0.

Por outro lado, usando os Lemas 4.5 e 2.18, garantimos que Pr e Pr−1 são
definidos positivos. Consequentemente, como log f é convexa, do Lema 4.2
e da equação (2.18) obtemos que

Lrf(h) =

(

f ′′f − f ′2

f
(h)

)

〈Pr∇h,∇h〉+

+brf
′(h)Hr

(

f ′

f
(h) +

Hr+1

Hr

〈N, ∂t〉
)

≥ 0,

onde br = (n− r)
(

n
r

)

.
Além disso, de acordo com a condição de convergência (4.39), do Lema 4.4

temos que

〈divΣPr,∇f(h)〉 = f ′(h)〈divΣPr,∇h〉
= −(n− r)f ′(h)

(

κ−(f ′2−ff ′′)(h)
f2(h)

)

〈N, ∂t〉〈Pr−1∇h,∇h〉 ≥ 0.
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Consequentemente, da equação (2.19), temos

divΣ(Pr(∇f(h))) ≥ 0.

Sendo assim, aplicando um argumento análogo a última parte da demons-
tração do Teorema 4.6, concluimos que Σn é um slice de I ×f M

n.

Finalmente, da demonstração do Teorema 4.8 obtemos o seguinte

Corolário 4.9. Seja M
n+1

= I×f M
n um produto warped Riemanniano que

log f é convexo e cuja fibra Mn tem curvatura de Ricci satisfazendo

RicM ≥ (n− 1) sup
I
(f ′2 − ff ′′)〈, 〉M . (4.41)

Seja ψ : Σn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie conexa, completa, não-compacta,

limitada no infinito de M
n+1

. Suponha que a curvatura média H é limitada
e que H2 é positiva e satisfaz

H2

H
≤ f ′

f
(h). (4.42)

Se a função ângulo 〈N, ∂t〉 não muda de sinal e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é
um slice.

Demonstração. Sendo H2 positiva, do Lema 2.17, temos que P1 é definido
positivo. Da hipótese (4.42), temos que

f ′

f
(h) +

H2

H
〈N, ∂t〉 ≥ 0.

Por outro lado, da equação (2.18) temos que

L1f(h) = f ′′(h)〈P1∇h,∇h〉+ f ′(h)L1h.

Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos

L1f(h) =

(

f ′′f − f ′2

f
(h)

)

〈P1∇h,∇h〉 (4.43)

+n(n− 1)f ′(h)H

(

f ′

f
(h) +

H2

H
〈N, ∂t〉

)

.
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Além disso, do Lema 4.4, temos que

〈divΣP1,∇f(h)〉 = f ′(h)〈divΣP1,∇h〉
= −f ′(h) (RicM(N∗, N∗)
+(n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2) 〈N, ∂t〉.

Usando (4.16), temos

RicM(N∗, N∗) =
1

f 2(h)
RicM(∇h,∇h),

donde,

〈divΣP1,∇f(h)〉 = − f ′

f 2
(h) (RicM(∇h,∇h) (4.44)

−(n− 1)(ff ′′ − f ′2)(h)|∇h|2
)

〈N, ∂t〉.

Por outro lado, como P1 é definido positivo e log f é convexa, de (4.42) e
(4.43), temos

L1f(h) ≥ 0

e, de (4.41), (4.42) e (4.44),

〈divΣP1,∇f(h)〉 ≥ 0.

Consequentemente, da equação (2.19), temos que

divΣ(P1(∇f(h))) ≥ 0. (4.45)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de Σn, então seus auto-
valores são funções cont́ınuas em Σn. Como H é limitada e H2 é positiva em
Σn, de (2.9) temos que |A| é limitada em Σn. Portanto, segue-se da equação
(2.12) que |P1| é limitado em Σn. Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C > 0 tal que |P1| ≤ C em Σn. Consequentemente,

|P1(∇f(h))| ≤ |P1||f ′(h)||∇h| ≤ C|f ′(h)||∇h| ∈ L1(Σ), (4.46)

pois Σ é limitada no infinito, donde,

|f ′(h)| = max
p∈Σ

|f ′(h(p))| = max
[t1,t2]

f ′(t) < +∞
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4.3 Aplicações no Steady State Space e no Espaço Hiperbólico.

Logo, de acordo com (4.45) e (4.46), estamos em posição de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = P1(∇f(h)) para concluir que

divΣ(P1(∇f(h))) = 0

em Σn. Ou seja, L1f(h) = 0 e 〈divΣP1,∇f(h)〉 = 0.
Sendo assim, aplicando um argumento análogo a última parte da demons-

tração do Teorema 4.6, concluimos que Σn é um slice de I ×f M
n.

4.3 Aplicações no Steady State Space e no

Espaço Hiperbólico.

Nesta seção apresentaremos algumas formas espaciais com seus modelos da-
dos por produto warped e aplicaremos nossos resultados a esses casos (veja
[79] e [80]).

Considere o espaço de De Sitter S
n+1
1 apresentado na Seção 3.5 do Ca-

ṕıtulo 3. Se escolhermos um vetor tipo-luz a ∈ L
n+2, podemos considerar o

campo de vetores conforme dado por

Y (p) = a− 〈p, a〉p

com p ∈ S
n+1
1 . Este campo é tipo-tempo apenas no subconjunto aberto

O = {p ∈ S
n+1
1 : 〈p, a〉 6= 0}.

Considere a componente conexa Hn+1 dada por {p ∈ S
n+1
1 : 〈p, a〉 > 0},

a qual é chamada de steady state space e corresponde ao produto warped
−R×etR

n (veja [80], exemplo 2 e [11]). Da demonstração do Teorema 4.6,
temos

Corolário 4.10. Seja ψ : Σn → Hn+1 = −R×etR
n uma hipersuperf́ıcie

tipo-espaço conexa, completa, não-compacta e limitada no infinito de Hn+1.
Suponha que a curvatura média H é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n−1,
Hr e Hr+1 são positivas e satisfazem

Hr+1

Hr

≥ 1. (4.47)

Se |∇h| ∈ L1(Σ) em Σn, então Σn é isométrica ao R
n.
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4.3 Aplicações no Steady State Space e no Espaço Hiperbólico.

Observação 4.11. Observe que no corolário anterior não precisamos da
hipótese de f(h) possuir um mı́nimo local, pois temos κ = 0 e f ′′f − f ′2 = 0.
Sendo assim, na demonstração do Teorema 4.6, teremos

Lrf(h) ≥ 0

e
〈divΣPr,∇f(h)〉 = 0.

Consequentemente, da equação (2.19), temos que

divΣ(Pr(∇f(h))) ≥ 0.

Os espaços hiperbólicos H
n+1 podem ser vistos como hiper-esferas no

espaço de Minkowski. De fato, temos que cada componente conexa da hi-
perquádrica

{p ∈ R
n+2
1 : 〈p, p〉 = −1},

munida da métrica induzida é uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa, com curvatura seccional constante igual a -1. Com este
modelo para H

n+1, não é dif́ıcil ver que

Xa(p) = a+ 〈a, p〉p, p ∈ H
n+1,

para a ∈ R
n+2
1 fixado, é um campo conforme exato que é qualitativamente

diferente de acordo com a caracteŕıstica casual do vetor a. Assim, cada Xa

dará uma folheação de H
n+1 por esferas, quando a é um vetor tipo-tempo;

por horo-esferas, quando a é um vetor tipo-luz e por hiperplanos hiperbólicos
totalmente geodésicos, quando a é um vetor tipo-espaço. No primeiro caso,
temos Hn+1 − {a} = R

+×sinh tS
n. No segundo caso, temos Hn+1 = R×etR

n.
E no terceiro caso, temos Hn+1 = R×cosh tH

n (veja [79], exemplo 3 e [16]).
Para o segundo e o terceiro casos daremos uma aplicação (da demonstração)
do Teorema 4.8. Para o segundo caso, temos

Corolário 4.12. Seja ψ : Σn → H
n+1 = R×etR

n uma hipersuperf́ıcie co-
nexa, completa, não-compacta e limitada no infinito de H

n+1. Suponha que
a curvatura média H é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e Hr+1

são positivas e satisfazem
Hr+1

Hr

≤ 1. (4.48)

se a função ângulo 〈N, ∂t〉 não muda de sinal e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é
isométrica ao R

n.
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4.3 Aplicações no Steady State Space e no Espaço Hiperbólico.

Aqui, usamos o mesmo argumento da Observação 4.11 para retirar a
hipótese de f(h) possuir um máximo local. Também é importante observar
que o cilindro hiperbólico S

k(ρ)×H
n−k(

√

1 + ρ2) não cumpre |∇h| ∈ L1(Σ).

E para o terceiro caso, temos

Corolário 4.13. Seja ψ : Σn → H
n+1 = R×cosh tH

n uma hipersuperf́ıcie
conexa, completa, não-compacta e limitada no infinito de H

n+1. Suponha
que a curvatura média H é limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr e
Hr+1 são positivas e satisfazem

Hr+1

Hr

≤ tanh(h). (4.49)

se a função ângulo 〈N, ∂t〉 não muda de sinal, f(h) possui um máximo local
e |∇h| ∈ L1(Σ), então Σn é homotética ao H

n.
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Caṕıtulo 5

Gráficos Killing conformes
inteiros

Nesse caṕıtulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [57] e [58],
onde estudamos a geometria de gráficos Killing conformes inteiros, isto é,
gráficos constrúıdos através do fluxo gerado pelos campos de Killing confor-
mes completos V e que estão definidos sobre uma folha integral da folheação
V ⊥ ortogonal a V . Dessa forma, sob uma restrição adequada na norma do
gradiente da função z que determina o gráfico Σ(z), estabelecemos condições
suficientes para assegurar que Σ(z) é totalmente umb́ılica e, em particular,
uma folha integral da folheação V ⊥. Em seguida, estabelecemos condições su-
ficientes para assegurar que Σ(z) é totalmente geodésica. Além disso, quando
o espaço ambiente M possui curvatura seccional constante, obtemos estima-
tivas por baixo para o ı́ndice de nulidade relativa de Σ(z).

5.1 Gráficos Killing conformes

Nesta seção, o nosso objetivo é dar uma descrição de nossos objetos de estudo:
gráficos Killing conformes. Neste sentido, vamos considerar uma variedade
Riemanniana (n+1)-dimensionalM dotada de um campo de Killing conforme
completo V cuja distribuição ortogonal D é integrável. Assim, existe uma
função suave ψ ∈ C∞(M) tal que

LV g = 2ψg, (5.1)
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5.1 Gráficos Killing conformes

onde L denota a derivada de Lie da métrica g de M ; a função ψ é chamada
o fator conforme de V .

Dessa forma, denotamos por Φ : R × M → M o fluxo gerado por V ,
onde M é uma folha integral fixada arbitrariamente de D considerada como
t = 0 e que suporemos ser conexa e completa. Como Φt = Φ(t, .) é uma
aplicação conforme para qualquer t ∈ R fixado, existe uma função positiva
λ ∈ C∞(R ×M) tal que λ(0, u) = 1 e Φ∗

t g(u) = λ2(t, u)g(u), para qualquer
u ∈M .

Ao longo deste trabalho, nos restringimos ao caso em que a função λ
depende apenas da variável t, isto é, λ ∈ C∞(R). Geometricamente, como
já foi observado em [62], esta hipótese nos permite relacionar as métricas
induzidas nas folhas distintas da folheação ortogonal a V , que vamos denotar
por V ⊥.

∇ denota a conexão Riemanniana em M e 〈X, Y 〉 = g(X, Y ). De (5.1)
deduzimos facilmente que

〈∇XV, Y 〉+ 〈X,∇Y V 〉 = 2ψ〈X, Y 〉, (5.2)

onde X, Y ∈ X(M).
Neste ponto, supomos que o campo de vetores conforme V é fechado, isto

é,
∇XV = ψX (5.3)

para todo X ∈ X(M). Além disso, dizemos que V é homotético se seu fator
conforme ψ é constante e dizemos que V é paralelo se ψ se anula identicamente
em M . Mais ainda, observamos que da equação (5.2) o fator conforme ψ de
um campo de vetores de Killing conforme fechado V pode ser caracterizado
por

ψ =
1

n+ 1
DivV, (5.4)

onde Div denota o divergente no espaço ambiente M .
Seja Mt = Φt(M) uma folha de V ⊥ munida com a métrica induzida. De

(5.3) temos
∇〈V, V 〉 = 2ψV. (5.5)

Consequentemente, |V |2 é constante nas folhas de V ⊥. Além disso, aplicando
a derivada covariante em (5.5), temos

(HessM〈V, V 〉)(X, Y ) = 2X(ψ)〈V, Y 〉+ 2ψ2〈X, Y 〉.

66



5.1 Gráficos Killing conformes

Portanto, como HessM e a métrica são ambos tensores simétricos, temos

X(ψ)〈V, Y 〉 = Y (ψ)〈V,X〉,

para todos X, Y ∈ X(M). Agora, fazendo Y = V obtemos

∇ψ =
V (ψ)

|V |2 V = ν(ψ)ν,

onde ν = − V

|V | e, assim, ψ é também constante nas folhas de V ⊥.

Além disso, com um cálculo simples, verifica-se que o operador de forma
At de uma folha Mt ∈ V ⊥ com respeito a ν é dado por

At(X) = ∇Xν =
ψ

|V |X,

para qualquer X ∈ X(Mt) e, assim, as folhas Mt são hipersuperf́ıcies total-
mente umb́ılicas com curvatura média constante H = H(t) com respeito a ν
dada por

H =
ψ

|V | . (5.6)

De acordo com [62], dado um domı́nio Ω em M = M0, o gráfico Killing
conforme Σ(z) de uma função suave z em Ω é a hipersuperf́ıcie dada por

Σ(z) = {Φ(z(u), u) : u ∈ Ω}.

Quando Ω =M , Σ(z) é dito ser inteiro.
Se atribuirmos coordenadas x0 = t, x1, . . . , xn aos pontos em M da forma

u = Φ(t, u), onde x1, . . . , xn são coordenadas locais em M , então os campos
coordenados correspondentes são

∂0|u = V (t) e ∂i|u = Φt∗∂i|u, for 1 ≤ i ≤ n.

Portanto, o gráfico Killing conforme Σ(z) é parametrizado em termos das
coordenadas locais por z(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn e o espaço tangente a Σ(z) é
gerado pelos vetores

∂z

∂xi
∂0|Φ(z(u),u) + ∂i|Φ(z(u),u). (5.7)
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5.2 Umbilicidade de gráficos Killing conformes inteiros

Assim, de (5.7) vemos que a métrica induzida em Σ(z) é dada por

λ2(z(u))

(

1

γ
dz2 + dσ2

)

, (5.8)

onde γ =
1

|V (0)|2 e dσ2 é a métrica da folha M . De fato, se denotarmos por

〈 , 〉M a métrica induzida em M , temos de (5.7) que

〈 ∂z
∂xi

∂0|Φ(z(u),u) + ∂i|Φ(z(u),u),
∂z

∂xi
∂0|Φ(z(u),u) + ∂i|Φ(z(u),u)〉 =

∂z

∂xi

2

〈∂0|Φ(z(u),u), ∂0|Φ(z(u),u)〉+ 〈∂i|Φ(z(u),u), ∂i|Φ(z(u),u)〉 =

λ2(z(u))

(

∂z

∂xi

2

〈V (0), V (0)〉+ 〈∂i|Φ(z(u),u), ∂i|Φ(z(u),u)〉M
)

.

Além disso, denotando por Dz o gradiente da função z com respeito a
métrica dσ2, com um cálculo simples, verificamos que

N =
1

λ(z(u))
√

γ + |Dz(u)|2
(

Φz(u)∗Dz(u)− γ∂0|Φ(z(u),u)

)

(5.9)

nos dá uma orientação em Σ(z) tal que 〈N, V 〉 < 0. De fato, considerando a
aplicação F : R×M → R dada por F (t, u) = z(u)− t, temos que a aplicação
G :M → R tal que G = F ◦Φ−1 satisfaz G ≡ 0 em Σ(z). Dessa forma, se α
é uma curva suave em Σ(z) com α′(0) = w ∈ TpΣ(z), temos

d

ds
G ◦ α(s) = 0,

ou seja,
w(G) = α′(G) = 0.

Por outro lado, como w(G) = 〈∇G,w〉, segue que ∇G⊥w, para todo w ∈
TpΣ(z). Sendo assim, basta observar que ∇G = Φz(u)∗Dz(u)− γ∂0|Φ(z(u),u).

Ao longo deste trabalho, vamos supor que a orientação N de um gráfico
Killing conforme Σ(z) é a que foi dada em (5.9).

5.2 Umbilicidade de gráficos Killing confor-

mes inteiros

Iniciamos esta seção apresentando o seguinte lema auxiliar:
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5.2 Umbilicidade de gráficos Killing conformes inteiros

Lema 5.1. Seja M uma variedade Riemanniana munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico
Killing conforme inteiro em M , que está entre duas folhas da folheação V ⊥.
Então, Σ(z) é completo. Além disso, se Dz tem norma integrável na folha
M , então a projeção V ⊤ de V sobre Σ(z) tem norma integrável em Σ(z).

Demonstração. Observe primeiro que, sob as hipóteses do lema, Σ(z) é uma
hipersuperf́ıcie completa. De fato, como Σ(z) está entre duas folhas da fo-
lheação V ⊥ e tendo em conta que γ é uma constante positiva, de (5.8) vemos
que existe uma constante positiva C0 tal que

|X|2 ≥ C0|X∗|2M

para todo campo de vetores tangente X em Σ(z), onde X∗ = X − 〈X, ν〉ν
denota a projeção de X sobre a folhaM e | . |M denota a norma com respeito
a métrica dσ2. Isto implica que

L(α) ≥
√

C0LM(α∗), (5.10)

onde L(α) denota o comprimento da curva α em Σ(z) com respeito à métrica
induzida (5.8) e LM(α∗) denota o comprimento da projeção α∗ de α sobre
a folha M com respeito à métrica dσ2. Consequentemente, como a métrica
dσ2 é completa, usando o Teorema de Hopf e Rinow, temos que M é geo-
desicamente completa. Da desigualdade (5.10), concluimos que Σ(z) é geo-
desicamente completa, usando o Teorema de Hopf e Rinow, mais uma vez,
temos que Σ(z) com a métrica induzida (5.8) é também completa.

Por outro lado, de (5.9) e usando novamente a hipótese de que Σ(z) está
entre duas folhas da folheação V ⊥, temos que existe uma constante positiva
C1 tal que

|N∗|M ≤ C1|Dz|M , (5.11)

onde, como antes, N∗ = N − 〈N, ν〉ν denota a projeção de N sobre a folha
M .

Agora, considerando a projeção V ⊤ de V sobre Σ(z), que é dada por

V ⊤ = V − 〈V,N〉N.

Como (V ⊤)∗ = −〈N, V 〉N∗, temos que

|(V ⊤)∗|M =
1

λ2
|V ||N∗|M . (5.12)
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5.2 Umbilicidade de gráficos Killing conformes inteiros

Portanto, estando Σ(z) entre duas folhas da folheação V ⊥, de (5.11) e (5.12)
vemos que existe uma constante positiva C2 tal que

|(V ⊤)∗|M ≤ C2|Dz|M . (5.13)

Assim, de (5.8) e (5.13) concluimos que a hipótese que Dz tem norma in-
tegrável em M garante que V ⊤ tem norma integrável em Σ(z).

Teorema 5.2. Seja M uma variedade de Einstein munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado V . Seja Σ(z) um gráfico Killing
conforme inteiro emM , que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha
que H é constante e que H2 é limitada por baixo em Σ(z). Se Dz tem norma
integrável, então Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Observe primeiro que, sob as hipóteses do teorema, usando
o Lema 5.1, temos que Σ(z) é uma hipersuperf́ıcie completa e V ⊤ tem norma
integrável em Σ(z).

Definimos em Σ(z) o campo de vetores tangentes

X = −P1V
⊤ + (n− 1)HV ⊤.

Como H é constante e H2 é limitada por baixo, da equação (2.9) obtemos que
|A| é limitada em Σ(z). Portanto, de (2.12) concluimos que |P1| é também
limitado em Σ(z). Consequentemente,

|X| ≤ (|P1|+ (n− 1)|H|) |V ⊤|

e, assim, X também tem norma integrável em Σ(z).
Por outro lado, da equação (8.4) de [10] temos que

divV ⊤ = n(ψ + 〈V,N〉H) (5.14)

e
divP1V

⊤ = 〈divP1, V
⊤〉+ n(n− 1)(ψH + 〈V,N〉H2). (5.15)

Mas, como M
n+1

é uma variedade de Einstein, de (2.15) temos

〈divP1, V
⊤〉 = −

n
∑

i=1

〈R(N,Ei)Ei, V
⊤〉 = Ric(N, V ⊤) = λ〈N, V ⊤〉 = 0,
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5.2 Umbilicidade de gráficos Killing conformes inteiros

onde Ric denota o tensor de Ricci de M . Consequentemente, de (5.14) e
(5.15) obtemos que

divX = n(n− 1)(H2 −H2)〈V,N〉 ≤ 0,

onde a última desigualdade segue-se tomando r = 1 no item (1) da Pro-
posição 2.14.

Portanto, podemos aplicar o Lema 2.21 para garantir que divX se anula
identicamente em Σ(z) e, assim, o mesmo vale para H2 −H2. Dessa forma,
Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Teorema 5.3. Seja M variedade Riemanniana munida com um campo de
vetores de Killing conforme fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing
conforme inteiro emM , que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha
que a curvatura média H de Σ(z) satisfaz

0 < H ≤ H. (5.16)

Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) é uma folha da folheação V ⊥ e
H = H.

Demonstração. Da equação (8.4) de [10] juntamente com (5.6), temos que

divV ⊤ = n|V |(H−H cos θ), (5.17)

onde θ é o ângulo entre ν e N . Assim, de (5.16) e (5.17) temos

divV ⊤ ≥ nH|V |(1− cos θ) ≥ 0.

Por outro lado, do Lema 5.1, temos que Σ(z) é completa e V ⊤ tem norma
integrável em Σ(z). Portanto, podemos aplicar o Lema 2.21 para garantir
que divV ⊤ se anula identicamente em Σ(z). Assim, cos θ ≡ 1, isto é, N = ν
em Σ(z). Dessa forma, Σ(z) é uma folha da folheação V ⊥ e H = H.

Lembramos que uma hipersuperf́ıcie é dita ser mı́nima se sua curvatura
média é identicamente zero. Da prova do Teorema 5.3, também obtemos o
seguinte:

Corolário 5.4. Seja M variedade Riemanniana munida com um campo de
vetores de Killing conforme fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing
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5.2 Umbilicidade de gráficos Killing conformes inteiros

conforme inteiro emM , que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha
que a curvatura média H de Σ(z) é constante e satisfaz

0 ≤ H ≤ H.

Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) ou é mı́nima ou uma folha da
folheação V ⊥.

Teorema 5.5. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci
não negativa e munida com um campo de vetores de Killing conforme ho-
motético completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M ,
que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha que a curvatura média
H de Σ(z) é limitada e satisfaz

0 ≤ H cos θ ≤ H, (5.18)

onde θ denota o ângulo entre N e ν, e que H2 é limitada por baixo em Σ(z).
Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) é totalmente umb́ılica e a curvatura
de Ricci de M se anula identicamente na direção de N .

Demonstração. Definimos em Σ(z) a função suave dada por

fV = 〈V,N〉.

Temos que fV é negativa em Σ(z) e, para todo campo de vetores Y tangente
a Σ(z),

〈∇fV , Y 〉 = Y (fV ) = Y 〈V,N〉
= 〈∇Y V,N〉+ 〈V,∇YN〉
= ψ〈Y,N〉 − 〈V ⊤, A(Y )〉 = 〈−A(V ⊤), Y 〉.

Portanto,
∇fV = −A(V ⊤). (5.19)

Por outro lado, da Proposição 2.1 de [41],

∆fV = −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV − nHψ − nN(ψ), (5.20)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M . Assim, como V é homotético,
de (5.20) temos que

∆fV = −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV − nHψ. (5.21)
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Agora, consideremos em Σ(z) o campo de vetores tangente

X = ∇fV + nHV ⊤.

Como H é limitada e H2 é limitada por baixo em Σ(z), de (2.9) obtemos que
a norma da forma fundamental A é limitada. Portanto, da equação (5.19)
temos

|X| ≤ (|A|+ nH) |V ⊤|
e, assim, usando o Lema 5.1, concluimos que X tem norma integrável em
Σ(z).

Além disso, da equação (8.4) de [10] juntamente com (2.9) e (5.21) temos

divX = ∆fV + n〈∇H, V 〉+ nHdivV ⊤

= −
(

Ric(N,N) + n2H2 − n(n− 1)H2

)

fV

− nHψ + n2ψH + n2H2fV

= −
(

Ric(N,N)− n(n− 1)H2

)

fV + n(n− 1)Hψ.

(5.22)

Dessa forma, de (5.6) e (5.22) obtemos

divX = −
(

Ric(N,N)− n(n− 1)H2

)

fV + n(n− 1)HH|V |. (5.23)

Assim, de (5.18), (5.23) e tendo em vista que fV = −|V | cos θ, obtemos que

divX ≥ −
(

Ric(N,N) + n(n− 1)(H2 −H2)
)

fV . (5.24)

Consequentemente, como fV < 0, Ric ≥ 0, e H2−H2 ≥ 0, com igualdade
apenas em pontos umb́ılicos de Σ(z) (cf. Proposição 2.14), temos de (5.24)
que divX ≥ 0 em Σ(z). Portanto, o Lema 2.21 nos diz que divX se anula
identicamente em Σ(z). Sendo assim, Ric(N,N) ≡ 0 e Σ(z) é totalmente
umb́ılica.

5.3 Extensões para as r-ésimas curvaturas

médias

Nesta seção, nosso objetivo é estender os resultados da seção anterior para
o contexto das r-ésimas curvaturas médias. Então, iniciamos estendendo o
Teorema 5.2.
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Teorema 5.6. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M ,
que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha que Σ(z) possui segunda
forma fundamental A limitada e que, para algum 1 ≤ r ≤ n, Hr−1 e Hr são
constantes. Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Primeiro notamos que, como M c possui curvatura seccional
constante c, de (2.15) temos

〈divPr, V
⊤〉 = c

r
∑

j=1

(−1)j
n
∑

i=1

(

〈N,Ei〉〈Pr−jEi, A
j−1V ⊤〉

−〈Pr−jEi, Ei〉〈N,Aj−1V ⊤〉
)

= 0.

Consequentemente, da equação (8.4) de [10], temos

divPrV
⊤ = br (ψHr + 〈V,N〉Hr+1) , (5.25)

onde br = (n− r)
(

n
r

)

= (r + 1)
(

n
r+1

)

.
Agora, consideremos o seguinte campo de vetores tangentes em Σ(z)

X = brHrPr−1V
⊤ − br−1Hr−1PrV

⊤.

Assim,
|X| ≤ (br|Hr||Pr−1|+ br−1|Hr−1||Pr|) |V ⊤|.

Consequentemente, como estamos supondo que |A| é limitada e que Hr−1 e
Hr são constantes, temos que |Pr| e |Pr−1| são limitadas e, usando o Lema 5.1,
podemos ver que X tem norma integrável em Σ(z).

Além disso, da equação (5.25) e do item (1) da Proposição 2.14, temos

divX = brHrdivMPr−1V
⊤ − br−1Hr−1divMPrV

⊤

= brHr (br−1ψHr−1 + 〈V,N〉br−1Hr)

− br−1Hr−1 (brψHr + 〈V,N〉brHr+1)

= brbr−1〈V,N〉
(

H2
r −Hr−1Hr+1

)

≤ 0.

Consequentemente, o Lema 2.21 nos dá divX ≡ 0. Portanto,

H2
r −Hr−1Hr+1 ≡ 0

e, assim, Σ(z) é totalmente umb́ılica.
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A fim de estabelecer os nossos próximos resultados, precisamos de uma
condição suficiente para garantir a existência de um ponto eĺıptico em nossos
gráficos Killing conformes. Neste sentido, citamos uma versão Riemanniana
do Lema 5.4 de [7] devido a Aĺıas, Brasil Jr. e Colares.

Lema 5.7. Seja M uma variedade Riemanniana munida com um campo de
vetores conforme fechado completo V . Seja Σ uma hipersuperf́ıcie completa
em M . Suponha que DivV não se anula em um ponto de Σ onde a restrição
|V |Σ(z) de |V | a Σ atinge um máximo local. Então existe um ponto eĺıptico
em Σ.

Demonstração. Assuma que existe um ponto pmax ∈ M onde a função posi-
tiva |V |M , ou equivalentemente a função u = 〈V, V 〉|M , atinge um máximo
local, com divMV (pmax) 6= 0 (ou equivalentemente, ψ(pmax) 6= 0). Assim,

∇u(pmax) = 0 e ∇2upmax
(v, v) ≤ 0

para todo v ∈ Tpmax
M . Usando que ∇XV = ψX para todo campo de vetores

X, um cálculo simples mostra que o gradiente de u é dado por

∇u = 2ψV T .

Além disso, para todo campo de vetores tangentes X ∈ X (M), temos que

∇2u(X,X) = 〈∇X(∇u), X〉 = 2X(ψ)〈X, V T 〉+ 2ψ〈∇XV
T , X〉

= 2X(ψ)〈X, V T 〉+ 2ψ2|X|2 − 2ψ〈V,N〉〈AX,X〉,

pois 〈∇T
V , X〉 = ψ〈X,X〉 − 〈V,N〉〈AX,X〉. Portanto, no ponto pmax temos

V T (pmax) = 0, 〈V,N〉(pmax) = −
√

u(pmax),

e

1

2
∇2upmax

(v, v) = ψ2(pmax)|v|2 + ψ(pmax)
√

u(pmax)〈Apmax
v, v〉 ≤ 0 (5.26)

para todo v ∈ Tpmax
M . Assumamos que divMV (pmax) (ou equivalentemente,

que ψ(pmax)) é negativa (a prova para o caso onde divMV (pmax) é positiva é
análoga). Escolhendo agora uma base de direções principais {e1, ..., en} em
pmax, concluimos de (5.26) que

κi(pmax) ≥
−ψ(pmax)
√

u(pmax)
> 0, i = 1, ..., n.
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Teorema 5.8. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M c,
que está entre duas folha da folheação V ⊥. Suponha que a curvatura média
H é limitada, Hr é constante, para algum 2 ≤ r ≤ n e que DivV não se
anula em um ponto de Σ(z) onde |V |Σ(z) atinge um máximo local. Se Dz
tem norma integrável, então Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Consideremos o seguinte campo de vetores tangentes em Σ(z)

X = brHrV
⊤ − nPrV

⊤,

onde br = (n− r)
(

n
r

)

= (r + 1)
(

n
r+1

)

. Da equação (5.25) temos

divX = brHrdivMV
⊤ − ndivMPrV

⊤

= nψbrHr + nbrHHr〈N, V 〉 − nbr (ψHr + 〈N, V 〉Hr+1)

= nbr〈V,N〉 (HHr −Hr+1) .

(5.27)

Neste ponto, notemos que

HHr −Hr+1 ≥ 0, (5.28)

com igualdade apenas em pontos umb́ılicos. De fato, como DivV não se
anula em um ponto de Σ(z) onde a restrição de |V |Σ(z) atinge um máximo
local, o Lema 5.7 garante que existe um ponto eĺıptico em Σ(z). Assim, como
Hr é constante, temos que Hr > 0. Então, do item (2) da Proposição 2.14
obtemos que Hk > 0, para k ∈ {1, . . . , r − 1}, e

Hr−1 ≥ H(r−1)/r
r , H ≥ H

1/(r−1)
r−1 ,

com igualdade apenas em pontos umb́ılicos. Além disso, o item (1) da Pro-
posição 2.14 assegura-nos que

H2
r ≥ Hr−1Hr+1 > 0.

Assim,

Hr+1 ≤
H2

r

Hr−1

.
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Então, das desigualdades anteriores, obtemos

HHr −Hr+1 ≥ HHr −
H2

r

Hr−1

=
Hr

Hr−1

(HHr−1 −Hr)

≥ Hr

Hr−1

(

HHr−1 −H
r/(r−1)
r−1

)

= Hr

(

H −H
1/(r−1)
r−1

)

≥ 0,

com igualdade apenas em pontos umb́ılicos.
Por outro lado, como H é limitada e H2 > 0 em Σ(z), da equação (2.9)

temos que |A| é limitada em Σ(z), assim, |Pr| é limitada em Σ(z). Mais
ainda, como

|X| ≤ (brHr + n|Pr|) |V ⊤|,
podemos usar o Lema 5.1 para concluir que X tem norma integrável em Σ(z).

Portanto, como de (5.27) e (5.28) temos que divX não muda de sinal em
Σ(z), o Lema 2.21 garante que divX = 0 em Σ(z). Dessa forma, HHr −
Hr−1 = 0 em Σ(z) e, assim, Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Teorema 5.9. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal constante c, munida de um campo de vetores de Killing conforme fechado
completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M c, que está
entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha que H é limitada, que para
0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤ n

Hs = arHr + . . .+ as−1Hs−1, (5.29)

para alguns números não negativos ar, . . . , as−1, e que DivV não se anula em
um ponto de Σ(z) onde |V |Σ(z) atinge um máximo local. Se Dz tem norma
integrável, entãoΣ(z) é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Faremos a análise em dois casos distintos.

Caso 1: Primeiro, assumiremos que s < n.
Usando a relação linear (5.29) e a equação (5.25), obtemos

divPsV
⊤ = bsψHs + bs〈V,N〉Hs+1

= bsψ
s−1
∑

j=r

ajHj + bs〈V,N〉Hs+1

= bs

s−1
∑

j=r

aj

(

1

bj
divMPjV

⊤ − 〈V,N〉Hj+1

)

+ bs〈V,N〉Hs+1.
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Assim,

divPsV
⊤ = bs

s−1
∑

j=r

aj
bj
divPjV

⊤ + bs〈V,N〉
(

Hs+1 −
s−1
∑

j=r

ajHj+1

)

. (5.30)

Por outro lado, como DivV não se anula em um ponto de Σ(z) onde a
restrição |V |Σ(z) atinge um máximo local, o Lema 5.7 garante que existe um
ponto eĺıptico em Σ(z). Consequentemente, se 0 ≤ r < s < n, como na prova
do Teorema 6.1 de [7], afirmamos que

Hs+1 ≤
s−1
∑

j=r

ajHj+1, (5.31)

ocorrendo igualdade apenas em pontos umb́ılicos. Para provar nossa afirma-
ção, assumimos, sem perda de generalidade, que DivV é negativo. Então,
sabemos do Lema 5.7 que existe um ponto p0 ∈ Σ(z) onde todas as curvaturas
principais são positivas. Denote por Σs a componente conexa de {p ∈ Σ(z) :
Hs(p) > 0} contendo o ponto eĺıptico p0. É claro que Σs é um subconjunto
aberto não-vazio de Σ(z). Mostraremos que ele também é fechado. De fato,
como Hs(p0) > 0, existe ao menos um coeficiente positivo aj, digamos al > 0.
Pelo item (2) da Proposição 2.14 sabemos que em cada ponto p ∈ Σs

H
s/j
j (p) ≥ Hs(p) > 0, 1 ≤ j ≤ s− 1. (5.32)

Em particular, como aj ≥ 0, em cada ponto p ∈ Σs, temos

Hs(p) ≥ alHl(p).

Se l = 0, então Hs ≥ a0 > 0 on Σs, mostrando que Σs é fechado. Se l ≥ 1,
então temos em Σs

H
s/l
l ≥ Hs ≥ alHl > 0.

Assim H
(s−l)/l
l ≥ al em Σs, que nos dá

Hs ≥ ala
l/(s−l)
l = a

s/(s−l)
l > 0,

mostrando que, também neste caso, Σs é fechado.
Dessa forma, Σs = Σ(z) e (5.32) valem em todo ponto p ∈ Σ(z). Em

particular, Hj > 0 para todo j, 1 ≤ j ≤ s. Além disso, também sabemos do
item (1) da Proposição 2.14 que

H2
j −Hj−1Hj+1 ≥ 0,
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com igualdade em pontos umb́ılicos. Como cada Hj > 0, para 1 ≤ j ≤ s,
isto é equivalente a

Hs+1

Hs

≤ Hs

Hs−1

≤ . . . ≤ Hj+1

Hj

≤ . . . ≤ H2

H1

≤ H1 (5.33)

com igualdade em qualquer passo apenas em pontos umb́ılicos. Observe que
a primeira desigualdade em (5.33) vale independentemente do sinal de Hs+1.
De (5.33), e usando (5.29), obtemos que

Hs+1

Hs

≤ Hs

Hs−1

=
s−1
∑

j=r

aj
Hj

Hs−1

≤
s−1
∑

j=r

aj
Hj+1

Hs

,

que significa que a afirmação em (5.31) é verdade.
Agora, consideremos em Σ o campo de vetores tangentes

X = PsV
⊤ − bs

s−1
∑

j=r

aj
bj
PjV

⊤.

Do item (2) da Proposição 2.14, temos que H2 é positiva em Σ(z). Por-
tanto, como estamos supondo que H é limitada, da equação (2.9) temos que
|A| é limitada em Σ(z). Então, de (2.12) concluimos que |Pr| é também
limitado, para qualquer 1 ≤ r ≤ n. Consequentemente, como

|X| ≤
(

|Ps|+ bs

s−1
∑

j=r

aj
bj
|Pj|
)

|V ⊤|,

podemos ver, usando o Lema 5.1, que X tem norma integrável em Σ(z).
Então, usando que 〈V,N〉 < 0, obtemos de (5.30) e da afirmação (5.31)

que

divX = bs〈V,N〉
(

Hs+1 −
s−1
∑

j=r

ajHj+1

)

≥ 0.

Portanto, o Lema 2.21 assegura que divX = 0 em Σ(z). Dessa forma,
Hs+1 =

∑s−1
j=r ajHj+1 e, assim, Σ(z) é totalmente umb́ılica.
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Caso 2: Agora, assumamos que s = n e r > 0.
Neste caso, usando a relação linear (5.29) e a equação (5.25), obtemos

divPn−1V
⊤ = bn−1ψHn−1 + bn−1〈V,N〉Hn

= bn−1ψHn−1 + bn−1〈V,N〉
n−1
∑

j=r

ajHj

= bn−1ψHn−1 + bn−1

n−1
∑

j=r

aj

(

1

bj−1

divPj−1V
⊤ − ψHj−1

)

.

Portanto,

divPn−1V
⊤ = bn−1

n−1
∑

j=r

aj
bj−1

divPj−1V
⊤ (5.34)

+bn−1ψ

(

Hn−1 −
n−1
∑

j=r

ajHj−1

)

.

Como antes, existe também um ponto eĺıptico em Σ(z) e, se 0 < r < s ≤
n, afirmamos agora que

Hn−1 ≥
n−1
∑

j=r

ajHj−1, (5.35)

ocorrendo igualdade apenas em pontos umb́ılicos. Para provar a afirmação
(5.35), podemos assumir outra vez, sem perda de generalidade, que DivV
é negativo. Então, sabemos do Lema 5.7 que existe um ponto p0 ∈ Σ(z)
onde todas as curvaturas principais são positivas. O mesmo racioćınio do
Caso 1 agora mostra que Σs = {p ∈ Σ(z) : Hs(p) > 0} = Σ(z) e H

n/j
j (p) ≥

Hn(p) > 0 em cada ponto p ∈ Σ(z), para 1 ≤ j ≤ n − 1. Pelo item (1) da
Proposição 2.14 temos então que

Hn

Hn−1

≤ Hn−1

Hn−2

≤ . . . ≤ Hj

Hj−1

≤ . . . ≤ H2

H1

≤ H1,

com igualdade, em qualquer passo, apenas em pontos umb́ılicos. Daqui, e
usando (5.29), obtemos que

Hn−1

Hn−2

≥ Hn

Hn−1

=
n−1
∑

j=r

aj
Hj

Hn−1

≥
n−1
∑

j=r

aj
Hj−1

Hn−2

,
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que significa que a afirmação (5.35) é verdade.
Agora, consideremos em Σ(z) o campo de vetores tangente

Y = Pn−1V
⊤ − bn−1

n−1
∑

j=r

aj
bj−1

Pj−1V
⊤.

Seguindo o mesmo caminho no qual provamos para o campo X no caso
anterior, obtemos que Y tem norma integrável em Σ(z). Portanto, como
estamos supondo que DivV é negativo em Σ(z), usando a equação (5.4)
temos de (5.34) que

divY = bn−1ψ

(

Hn−1 −
n−1
∑

j=r

ajHj−1

)

é também negativo. Assim, observando que, como antes, |A| é limitada em
Σ(z), o Lema 2.21 garante que divY = 0 em Σ(z). Dessa forma, Hn−1 =
∑n−1

j=r ajHj−1 e, assim, Σ(z) é totalmente umb́ılica.

Teorema 5.10. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M ,
que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha que a segunda forma
fundamental A é limitada e, para algum 1 ≤ r ≤ n,

0 < Hr+1 ≤ HrH. (5.36)

Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) é uma folha da folheação V ⊥.

Demonstração. Como |A| é limitada e tendo em conta a hipótese que Dz tem
norma integrável implica que V ⊤ também tem norma integrável, concluimos
que PrV

⊤ tem norma integrável em Σ(z). Além disso, da equação (5.25) e
da desigualdade (5.36), obtemos

divPrV
⊤ = br (ψHr −Hr+1|V | cos θ) ≥ br(1− cos θ)Hr+1|V | ≥ 0,

onde br = (r+1)
(

n
r+1

)

e θ denota o ângulo entre ν e N . Consequentemente, o

Lema 2.21 garante que divPrV
⊤ se anula identicamente em Σ(z). Portanto,

cos θ = 1 em Σ(z) e, assim, Σ(z) é uma folha da folheação V ⊥.
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5.4 Gráficos Killing conformes totalmente geodésicos

Uma hipersuperf́ıcie Σ é dita ser r-mı́nima se Hr+1 se anula identicamente
em Σ. Assim, da prova do Teorema 5.10 também temos o seguinte:

Corolário 5.11. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M ,
que está entre duas folhas da folheação V ⊥. Suponha que a segunda forma
fundamental A é limitada e, para algum 1 ≤ r ≤ n, Hr+1 é uma constante
satisfazendo

0 ≤ Hr+1 ≤ HrH.
Se Dz tem norma integrável, então Σ(z) é r-minimal ou é uma folha da
folheação V ⊥.

5.4 Gráficos Killing conformes totalmente

geodésicos

Teorema 5.12. SejaM uma variedade Riemanniana munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado completo V . Seja Σ(z) um gráfico
Killing conforme inteiro em M , que está entre duas folhas da folheação V ⊥.
Suponha que a curvatura média H de Σ(z) e o fator conforme ψ de V satis-
fazem uma das seguintes condições:

(a) H ≥ 0 e ψ ≤ 0 em Σ(z);

(b) H ≤ 0 e ψ ≥ 0 em Σ(z).

Se Dz tem norma integrável na folha M , então Σ(z) é uma hipersuperf́ıcie
mı́nima. Além disso, se M é uma variedade de Einstein e H2 é limitada por
baixo em Σ(z), então Σ(z) é totalmente geodésica.

Demonstração. Da equação (8.4) de [10] temos que

divV ⊤ = n(ψ + 〈V,N〉H). (5.37)

Consequentemente, como 〈N, V 〉 < 0 em Σ(z), considerando o item (a) ou
o item (b) concluimos da equação (5.37) que divV ⊤ não muda de sinal em
Σ(z).
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Por outro lado, do Lema 5.1 temos que Σ(z) é completa e V ⊤ tem norma
integrável em Σ(z). Assim, o Lema 2.21 nos dá divV ⊤ = 0 em Σ(z). Por-
tanto, retornando à equação (5.37), temos que ψ eH se anulam identicamente
em Σ(z).

Agora, da equação (2.9), temos |A|2 = −n(n − 1)H2, que implica em
H2 ≤ 0. Assim, assumindo que H2 é limitado por baixo em Σ(z), temos
que |A| é limitada em Mn. Consequentemente, de (2.12) temos que |P1| é
também limitado e, como V ⊤ tem norma integrável em Σ(z), o mesmo ocorre
com P1V

⊤.
Além disso, da equação (8.4) de [10] temos também que

divP1V
⊤ = 〈divP1, V

⊤〉+ n(n− 1)(ψH + 〈V,N〉H2). (5.38)

Mas, se M é uma variedade de Einstein, de (2.15) temos

〈divP1, V
⊤〉 = −

n
∑

i=1

〈R(N,Ei)Ei, V
⊤〉 = Ric(N, V ⊤) = λ〈N, V ⊤〉 = 0,

onde Ric denota o tensor de Ricci de M . Consequentemente, de (5.38) obte-
mos

divP1V
⊤ = n(n− 1)〈V,N〉H2. (5.39)

Portanto, de (5.39) obtemos que divP1V
⊤ não muda de sinal em Σ(z) e,

aplicando mais uma vez o Lema 2.21, concluimos que divP1V
⊤ = 0 em Σ(z).

Dessa forma, H2 = 0 em Σ(z) e, assim, Σ(z) é totalmente geodésica.

A fim de estabelecer o nosso próximo teorema, precisamos do seguinte
resultado auxiliar:

Proposição 5.13. Seja M uma variedade Riemanniana munida com dois
campos vetoriais de Killing conformes fechados V e W , com fatores confor-
mes ψ e µ, respectivamente. Se f : Σ → R é uma função definida em uma
hipersuperf́ıcie Σ de M por f = 〈V,W 〉|Σ, então

∇f = ψW⊤ + µV ⊤

e
∆f = W⊤(ψ) + V ⊤(µ) + 2nψµ+ nH{ψ〈W,N〉+ µ〈V,N〉}.
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Demonstração. Se Y ∈ X(M) então de (5.3) temos

〈∇f, Y 〉 = Y (f) = 〈∇Y V,W 〉+ 〈V,∇YW 〉
= ψ〈Y,W⊤〉+ µ〈V ⊤, Y 〉 = 〈ψW⊤ + µV ⊤, Y 〉.

Assim, de (5.37) e (5.13) obtemos

∆f = div∇f = div(ψW⊤ + µV ⊤)

= ψ divW⊤ + 〈∇ψ,W⊤〉+ µ divV ⊤ + 〈∇µ, V ⊤〉
= ψ {nµ+ nH〈N,W 〉}+W⊤(ψ) + µ {nψ + nH〈N, V 〉}+ V ⊤(µ)

= W⊤(ψ) + V ⊤(µ) + 2nψµ+ nH{ψ〈N,W 〉+ µ〈N, V 〉}.

Teorema 5.14. SejaM uma variedade Riemanniana munida com um campo
de vetores paralelo V e um campo de vetores homotético e não paralelo W .
Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M , que está entre duas
folhas da folheação V ⊥ e cuja curvatura média H não muda de sinal. Se Dz
tem norma integrável na folha M , então Σ(z) é uma hipersuperf́ıcie mı́nima.
Além disso, se M é Einstein e H2 é limitada por baixo, então Σ(z) é total-
mente geodésica.

Demonstração. Como V é paralelo eW é homotético e não paralelo, conside-
rando em Σ(z) a função suave f = 〈V,W 〉|Σ(z), segue-se da Proposição 5.13
que ∇f = µV ⊤ e ∆f = nHµ〈V,N〉, onde o fator conforme µ de W é uma
constante não nula.

Portanto, do Lema 5.1, juntamente com nossa hipótese de que Dz tem
norma integrável na folhaM garante que ∇f tem norma integrável em Σ(z),
e nossa hipótese sobre H, juntamente com o fato de que 〈V,N〉 < 0 em Σ(z),
assegura que ∆f não muda de sinal em Σ(z). Sendo assim, o Lema 2.21
implica que ∆f = 0 em Σ(z) e, assim, H se anula identicamente em Σ(z).

Para provar a segunda parte do Teorema 5.14, basta seguir os mesmos
passos do final da prova do Teorema 5.12.

A fim de provar o nosso próximo resultado, precisaremos do seguinte
resultado clássico devido a Yau [97].

Lema 5.15. Toda variedade Riemanniana completa e não compacta com
curvatura de Ricci não negativa possui volume infinito.
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Teorema 5.16. SejaM uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci
não negativa e munida com um campo de vetores de Killing conforme fechado
completo V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M , que está
entre duas folhas da folheação V ⊥, com curvatura média H limitada e H2

limitada por baixo. Suponha que H tem o mesmo sinal do fator conforme ψ
de V , e que

1

|V |2
∂ψ

∂t
≤ nH2, (5.40)

onde t denota o parâmetro real do fluxo de V . Se Dz tem norma integrável na
folha M , então Σ(z) é totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na
direção de N se anula identicamente. Além disso, se Σ(z) é não compacta,
〈V, V 〉 é constante em Σ(z) e a curvatura de Ricci de Σ(z) é também não
negativa, então Σ(z) é uma folha da folheação V ⊥.

Demonstração. Considere fV : Σ(z) → R dada por fV = 〈V,N〉. Então, fV
é negativa em Σ(z) e

〈∇fV , Y 〉 = Y (fV ) = Y 〈V,N〉
= 〈∇Y V,N〉+ 〈V,∇YN〉
= ψ〈Y,N〉 − 〈V ⊤, A(Y )〉 = 〈−A(V ⊤), Y 〉,

para todo Y ∈ X(M). Consequentemente,

∇fV = −A(V ⊤). (5.41)

Por outro lado, da Proposition 2.1 de [41], temos que

∆fV = −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV − nHψ − nN(ψ), (5.42)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M .
De (5.1) também observamos que

N(ψ) = 〈N,∇ψ〉 = V (ψ)

|V |2 〈N, V 〉 = 1

|V |2
∂ψ

∂t
fV , (5.43)

onde t é o parâmetro do fluxo de V . Assim, retornando à equação (5.42)
temos

∆fV = −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV − nHψ − n

|V |2
∂ψ

∂t
fV . (5.44)

85
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Portanto, de (5.40) e (5.44), temos que

∆fV ≥ −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV − nHψ − n2H2fV . (5.45)

Agora, consideremos em Σ(z) o campo de vetores tangente

X = ∇fV + nHV ⊤.

Como H é limitado e H2 é limitado por baixo, de (2.9) obtemos que a norma
de A é também limitada. Portanto, de (5.41), temos

|X| ≤ (|A|+ n|H|)|V ⊤|.

Consequentemente, usando mais uma vez o Lema 5.1, garantimos que X tem
norma integrável em Σ(z).

Além disso, da equação (5.37) e da desigualdade (5.45) obtemos

divX = ∆fV + n〈∇H, V 〉+ nHdivV ⊤

≥ −n〈∇H, V 〉 −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV

− nHψ − n2H2fV + n〈∇H, V 〉+ n2ψH + n2H2fV

= −
(

Ric(N,N) + |A|2
)

fV + n(n− 1)Hψ ≥ 0.

(5.46)

Assim, o Lema 2.21 nos dá divX = 0 em Σ(z). Portanto, Ric(N,N) = 0 e
Σ(z) é totalmente geodésica.

Agora, suponha que Σ(z) é não compacto, 〈V, V 〉 é constante em Σ(z) e
a curvatura de Ricci de Σ(z) é também não negativa. Como A ≡ 0, de (5.41)
concluimos que fV é constante e não nula em Σ(z). Consequentemente, como

|V ⊤|2 = 〈V, V 〉 − 〈V,N〉2, (5.47)

temos que |V ⊤| é também constante em Σ(z). Assim,

+∞ >

∫

Σ(z)

|V ⊤|dΣ(z) = |V ⊤|Vol(Σ(z)).

Portanto, o Lema 5.15 nos dá Vol(Σ(z)) = +∞ e, consequentemente, deve-
mos ter |V ⊤| ≡ 0. Então, de (5.47) temos

|〈V,N〉| = |V |.

Dessa forma, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que V é paralelo a
N e, assim, Σ(z) é uma folha de V ⊥.
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5.5 Estimando o ı́ndice de nulidade relativa

mı́nimo

De acordo com [60] e considerando o mesmo contexto da seção anterior, para
p ∈ Σ(z), definimos o espaço de nulidade relativa ∆(p) de Σ(z) em p por

∆(p) = {v ∈ TpΣ(z) ; v ∈ ker(Ap)},

onde ker(Ap) denota o núcleo de Ap. O ı́ndice de nulidade relativa η(p) de
Σ(z) em p é a dimensão de ∆(p), isto é,

η(p) = dim (∆(p)) ,

e o ı́ndice de nulidade relativa mı́nimo η0 de Σ(z) é definido por

η0 = min
p∈Σ(z)

η(p).

Agora, apresentamos nossa primeira estimativa do ı́ndice de nulidade rela-
tiva mı́nimo de Σ(z). Neste sentido, lembramos que Σ(z) é dita ser r-mı́nima
se Hr+1 se anula identicamente em Σ(z).

Teorema 5.17. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura secci-
onal constante c e munida com um campo de vetores paralelo V . Seja Σ(z)
um gráfico Killing conforme inteiro em M c, que está entre duas folhas da
folheação V ⊥, com segunda forma fundamental limitada A e tal que Hr+1

não muda de sinal, para algum 0 ≤ r ≤ n− 1. Se Dz tem norma integrável
na folha M , então Σ(z) é r-mı́nima. Além disso, se Hr+2 também não muda
de sinal, 0 ≤ r ≤ n − 2, então o ı́ndice de nulidade relativa mı́nimo η0 de
Σ(z) é ao menos n − r. Em particular, quando M c é o espaço Euclidiano
R

n+1 e se Hr não se anula em Σ(z), então através de cada ponto de Σ(z)
passa um (n− r)-hiperplano de R

n+1 totalmente contido em Σ(z).

Demonstração. Primeiro notamos que, como M c tem curvatura seccional
constante c, de (2.15) temos

〈divPr, V
⊤〉 = c

r
∑

j=1

(−1)j
n
∑

i=1

(

〈N,Ei〉〈Pr−jEi, A
j−1V ⊤〉

−〈Pr−jEi, Ei〉〈N,Aj−1V ⊤〉
)

= 0.
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Consequentemente, da equação (8.4) de [10], temos

divPrV
⊤ = br (ψHr + 〈V,N〉Hr+1) , (5.48)

onde br = (n− r)
(

n
r

)

= (r + 1)
(

n
r+1

)

. Assim, como V é suposto ser paralelo,
da equação (5.48) obtemos

divPrV
⊤ = br〈V,N〉Hr+1. (5.49)

Consequentemente, como 〈N, V 〉 < 0 e Hr+1 não muda de sinal em Σ(z), da
equação (5.49) obtemos que divPrV

⊤ não muda de sinal em Σ(z).
Por outro lado, como |A| é suposta ser limitada, de (2.12) temos que |Pr|

é também limitado, para qualquer 1 ≤ r ≤ n. Portanto, usando o Lema 5.1,
juntamente com a hipótese de que Dz tem norma integrável na folha M
temos que PrV

⊤ tem norma integrável em Σ(z). Dessa forma, o Lema 2.21
garante que divPrV

⊤ se anula identicamente emΣ(z) e, retornando à equação
(5.49), concluimos que Hr+1 = 0 em Σ(z).

Além disso, se 0 ≤ r ≤ n − 2 e a (r + 2)-ésima curvatura média Hr+2

também não muda de sinal, podemos trocar r por r + 1 na equação (5.49) e
seguir os mesmos passos anteriores para obter que Hr+2 = 0 em Σ(z). Sendo
assim, como Hr+1 = Hr+2 = 0 em Σ(z), a Proposição 1 de [40] assegura que
Hj = 0 para todo j ≥ r + 1 e, assim, η0 ≥ n− r.

Agora, suponha que M c é o espaço Euclidiano R
n+1. Como estamos su-

pondo que Hr não se anula em Σ(z), do Teorema 5.3 de [60] (veja também
[64]) temos que a distribuição p 7→ ∆(p) de nulidade relativa mı́nima de Σ(z)
é suave e integrável com folhas completas, totalmente geodésicas em Σ(z)
e em R

n+1. Portanto, o resultado segue-se da caracterização de subvarieda-
des completas totalmente geodésicas de Rn+1 como hiperplanos de dimensão
adequada.

Teorema 5.18. Seja M c uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante c e munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado V . Seja Σ(z) um gráfico Killing conforme inteiro em M c, que está
entre duas folhas da folheação V ⊥, com segunda forma fundamental limitada
A e, para algum 0 ≤ r ≤ n− 1, Hr não muda de sinal e Hr+1 é limitada. Se
Dz tem norma integrável na folha M e o fator conforme ψ de V satisfaz

1

|V |2
∂ψ

∂t
6= −c, (5.50)
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onde t denota o parâmetro real do fluxo de V , então Σ(z) é (r− 1)-mı́nima.
Além disso, se Hr+1 também não muda de sinal, então o ı́ndice de nulidade
relativa mı́nimo η0 de Σ(z) é ao menos n− (r − 1).

Demonstração. Consideremos a função fV : Σ(z) → R, dada por fV =
〈V,N〉. Temos que fV é negativa em Σ(z) ae, de (5.41), ∇fV = −A(V ⊤).
Além disso, tendo em conta a equação (5.43), usando o Teorema 2 de [26]
temos

divPr∇fV =

(

n

(

n

r + 1

)

HHr+1 − (n− r − 1)

(

n

r + 1

)

Hr+2

−c(r + 1)

(

n

r + 1

)

Hr

)

fV − (r + 1)

(

n

r + 1

)

Hr

|V |2
∂ψ

∂t
fV

+ (r + 1)

(

n

r + 1

)

Hr+1ψ +

(

n

r + 1

)

〈V,∇Hr+1〉.

(5.51)

Por outro lado, da equação (5.37) temos

divHr+1V
⊤ = 〈∇Hr+1, V 〉+Hr+1divV

⊤

= 〈∇Hr+1, V 〉+ nψHr+1 + nHHr+1fV .
(5.52)

Assim, considerando em Σ(z) o campo de vetores tangentes Y = Pr∇fV −
(

n
r+1

)

Hr+1V
⊤, de (5.51) e (5.52) temos

divY =

(

−(n− r − 1)

(

n

r + 1

)

Hr+2 − c(r + 1)

(

n

r + 1

)

Hr

)

fV

− (r + 1)

(

n

r + 1

)

Hr

|V |2
∂ψ

∂t
fV − (n− r − 1)

(

n

r + 1

)

Hr+1ψ.

(5.53)

Por outro lado, da equação (5.48), temos

divPr+1V
⊤ = (n−r−1)

(

n

r + 1

)

ψHr+1+(n−r−1)

(

n

r + 1

)

Hr+2fV . (5.54)

Agora, consideremos em Σ(z) o campo de vetores tangentes

X = Y + Pr+1V
⊤.

Como |A| é limitada, de (2.12) temos que |Pr| é também limitada, para
qualquer 1 ≤ r ≤ n. Portanto, de (5.41),

|X| ≤
(

|Y |+ |Pr+1V
⊤|
)

≤
(

|Pr||A|+
(

n

r + 1

)

|Hr+1|+ |Pr+1|
)

|V ⊤|.
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Consequentemente, como estamos assumindo que Hr+1 é limitada, podemos
usar mais uma vez o Lema 5.1 para garantir que X tem norma integrável em
Σ(z). Além disso, de (5.53) e (5.54),

divX = −(r + 1)

(

n

r + 1

)(

1

|V |2
∂ψ

∂t
+ c

)

HrfV . (5.55)

Portanto, como Hr não muda de sinal em Σ(z) e tendo em conta a hipótese
(5.50), temos que divX não muda de sinal em Σ(z). Assim, o Lema 2.21 nos
dá divX = 0 em Σ(z). Em particular, retornando à equação (5.55), temos
que Hr = 0 em Σ(z).

Além disso, supondo que Hr+1 não muda de sinal em Σ(z), de (5.54)
obtemos que

divPrV
⊤ = (n− r)

(

n

r

)

Hr+1fV (5.56)

também não muda de sinal em Σ(z). Aqui, observamos que |PrV
⊤| ≤

|Pr||V ⊤|. Portanto, o Lema 2.21 também nos dá divPrV
⊤ = 0 em Σ(z)

e, retornando à equação (5.56), vemos que Hr+1 = 0 em Σ(z).
Dessa forma, como Hr = Hr+1 = 0 em Σ(z), podemos aplicar mais uma

vez a Proposição 1 de [40] a fim de concluir que Hj = 0 para todo j ≥ r e,
assim, temos que η0 ≥ n− (r − 1).
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