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RESUMO

Nesta tese, inicialmente estabelecemos um teorema de caracterizagao sobre
as hipersuperficies tipo-espaco Weingarten lineares completas imersas em
um espaco de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obe-
dece a certas condigoes apropriadas. Sob uma condi¢ao adequada na norma
da segunda forma fundamental, provamos que tal hipersuperficie deve ser
totalmente umbilica ou, caso contréario, deve ser uma hipersuperficie isopara-
métrica com duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.
Depois, obtemos o mesmo resultado, quando o espaco de Lorentz localmente
simétrico é Einstein, usando como principal ferramenta analitica um principio
do méaximo generalizado para variedades Riemaniannas completas nao-com-
pactas. Em seguida, estudamos a unicidade de hipersuperficies imersas num
produto warped semi-Riemanniano no qual a funcao warping possui loga-
ritmo convexo e suas fibras possuem curvatura seccional constante. Usando
como principal ferramenta analitica um principio do maximo generalizado
para variedades Riemannianas completas nao-compactas e supondo uma de-
sigualdade natural entre as r-ésimas curvaturas médias da hipersuperficie e
dos slices da regiao onde a hipersuperficie estd contida, somos capazes de
provar que tal hipersuperficie deve ser, de fato, um slice. Finalmente, es-
tudamos a geometria de grdficos Killing conformes inteiros, isto é, graficos
construidos através do fluxo gerado por um campo de vetores de Killing con-
forme completo V' e que sao definidos sobre uma folha integral da folheagao
V+ ortogonal a V. Sob uma restricio apropriada na norma do gradiente da
fungao z que determina tal grafico ¥(z), estabelecemos condigoes suficientes
para garantir que Y(z) é totalmente umbilica e, em particular, uma folha
integral de V+. Estabelecemos também condicoes suficientes para garantir
que X(z) é totalmente geodésica. Em seguida, quando o espago ambiente
M tem curvatura seccional constante, obtemos estimativas por baixo para o
indice de nulidade relativa minima de 3(z).
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ABSTRACT

In this thesis, we initially established a characterization theorem concerning
to complete linear Weingarten spacelike hypersurfaces immersed in a locally
symmetric Lorentz space, whose sectional curvature is supposed to obey cer-
tain appropriated conditions. Under a suitable restriction on the length of the
second fundamental form, we prove that a such spacelike hypersurface must
be either totally umbilical or an isoparametric hypersurface with two dis-
tinct principal curvatures one of which is simple. Afterwards, we obtain the
same result, when the locally symmetric Lorentz space is Einstein, by using
as main analytical tool a generalized maximum principle for complete non-
compact Riemannian manifolds. Following, we study the uniqueness of com-
plete hypersurfaces immersed in a semi-Riemannian warped product whose
warping function has convex logarithm and such that its fiber has constant
sectional curvature. By using as main analytical tool a suitable maximum
principle for complete noncompact Riemannian manifolds and supposing a
natural comparison inequality between the r-th mean curvatures of the hy-
persurface and that ones of the slices of the region where the hypersurface is
contained, we are able to prove that a such hypersurface must be, in fact, a
slice. Finally, we study the geometry of entire conformal Killing graphs, that
is, graphs constructed through the flow generated by a complete conformal
Killing vector field V' and which are defined over an integral leaf of the folia-
tion V+ orthogonal to V. In this setting, under a suitable restriction on the
norm of the gradient of the function z which determines such a graph X(z),
we establish sufficient conditions to ensure that 3(z) is totally umbilical and,
in particular, an integral leaf of V. We too establish sufficient conditions
to ensure that X(z) is totally geodesic. Afterwards, when the ambient space
M has constant sectional curvature, we obtain lower estimates for the index
of minimum relative nullity of X(z).



Sumario

Resumo

Abstract

1

2

Introducao

Preliminares

2.1 Variedades semi-Riemannianas . . . . . . . . .. ... .. ...
2.2 Hipersuperficies . . . . . . . . . ...
2.3 Curvaturas de ordem superior . . . . . .. ... ... .....
2.4 As transformacoes de Newton e o operador L, . . . . . .. ..
2.5 Um principio do maximo para variedades completas. . . . . .

Hipersuperficies tipo-espago Weingarten lineares

3.1 Enunciados dos resultados principais . . . . . . ... ... ..
3.2 Uma férmula tipo Simons. . . . . . .. ... ... ... ...
3.3 Alguns resultados auxiliares . . . . . . .. ... .. ... ..
3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1, 3.2e 3.3 .. .. ... ...
3.5 Aplicacdes no espaco de De Sitter SP™ . . ... ...

Hipersuperficies completas em produtos warped

4.1 Produtos warped semi-Riemannianos . . . . . . . . ... ...
4.2 Resultados de rigidez em produtos warped . . . . . . ... ..
4.3 Aplicacoes no Steady State Space e no Espaco Hiperbdlico. . .

Graficos Killing conformes inteiros

5.1 Gréficos Killing conformes . . . . . .. .. ... .. ... ...
5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros . . . . . . .
5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias. . . . . . . .

vi

iv

26
26
28
32
35
40

44
44
54
62



5.4 Gréficos Killing conformes totalmente geodésicos . . . . . .

5.5 Estimando o indice de nulidade relativa minimo

Bibliografia

Vil



Capitulo 1

Introducao

Nesta tese nos propomos a abordar as seguintes tematicas dentro da teo-
ria das imersoes isométricas: caracterizacoes de hipersuperficies Weingartens
lineares em variedades de Lorentz localmente simétricas, rigidez de hipersu-
perficies em produtos warpeds semi-Riemannianos e umbilicidade e nulidade
de gréficos Killing conformes em espagos Riemannianos. Nesse sentido, o
Capitulo 2 é devotado aos preliminares gerais referentes a essas tematicas.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados referentes aos artigos [55] e
[56], onde estabelecemos um teorema de caracterizacdo sobre as hipersu-
perficies tipo-espaco Weingarten lineares completas imersas em um espaco
de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obedece a certas
condigoes apropriadas. Sob uma condi¢ao adequada na norma da segunda
forma fundamental, provamos que tal hipersuperficie deve ser totalmente
umbilica ou, caso contrario, deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples. Em seguida,
estudamos a geometria de uma hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear
imersa em um espago-tempo de Einstein localmente simétrico, cuja curvatura
seccional obedece a certas restricoes canonicas. Nesta configuragao, usando,
como principal ferramenta analitica, um principio do maximo generaliza-
do para variedades Riemannianas completas, nao-compactas, estabelecemos
condigoes suficientes para garantir que tal hipersuperficie deve ser totalmente
umbilica ou, caso contrario, deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.

O interesse no estudo de hipersuperficies tipo espago imersas em um
espaco de Lorentz é motivado por suas propriedades do tipo Bernstein. Para
o caso do espaco de de Sitter, Goddard [68] conjecturou que toda hipersuper-
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ficie tipo-espaco completa com curvatura média constante H em S7+! deve
ser totalmente umbilica. Embora a conjectura resultou-se ser falsa em sua
afirmacao original, motivou uma grande quantidade de trabalhos de diversos
autores tentando encontrar uma resposta afirmativa para a conjectura sob
hipéteses adicionais apropriadas. Por exemplo, em [2] Akutagawa mostrou
que a conjectura de Goddard é verdadeira quando 0 < H? < 1 no cason = 2,
e quando 0 < H? < 4(n—1)/n? no caso n > 3. Depois, Montiel [77] resolveu
o problema de Goddard no caso compacto, provando que as Unicas hipersu-
perficies tipo-espaco fechadas em S+, com curvatura média constante, sdo
as hipersuperficies totalmente umbilicas.

Outro problema do tipo Goddard é estudar hipersuperficies imersas em
um espaco de Lorentz com curvatura escalar constante. Um resultado inte-
ressante de Cheng e Ishikawa [47] afirma que as esferas redondas totalmente
umbilicas sdo as tinicas hipersuperficies tipo-espaco compactas em S} com
curvatura escalar normalizada constante R < 1. Véarios outros autores, tais
como Brasil, Colares e Palmas [29], Camargo, Chaves e Sousa Jr. [36], Ca-
minha [39], Hu, Scherfner e Zhai [69] e Li [72] também tém trabalhado em
problemas relacionados a este.

Prosseguindo, é natural estudar a geometria de hipersuperficies tipo-
espago imersas em espagos de Lorentz mais gerais, pois estes possuem rele-
vante importancia na teoria da relatividade e sao bem interessantes do ponto
de vista da geometria e da cosmologia matematica. Nesta configuracao, para
constantes ¢; e ¢z, Choi et al. [48, 92] introduziram a classe dos espagos de
Lorentz "™ de dimensdo n+1 que satisfazem as seguintes condicoes (onde
K denota a curvatura seccional de L"):

K(u,v) = —— (1.1)
para quaisquer vetores tipo-espaco u e tipo-tempo v; e
K(u,v) > co (1.2)

para quaisquer vetores tipo-espaco u € v.

Observamos que os espacos formas de Lorentz L7 (c) satisfazem as
condigoes (1.1) e (1.2) para —% = c; = c¢. Além disso, existem vérios
exemplos de espacos de Lorentz que nao sao espacos formas e que satis-
fazem (1.1) e (1.2). Por exemplo, variedades produtos semi-Riemannianas

HY(—c1/n) x N"17F(cy), onde ¢; > 0, e RY x S"™™1=% Em particular, Rl xS",
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o chamado Unwverso Estatico de Einstein. Também, o chamado espaco-tempo
de Robertson-Walker, N(c, f) = I x; N3(c) é outro exemplo de um espago
de Lorentz, onde I denota um intervalo aberto de R}, f ¢ uma fungao suave
positiva definida no intervalo I e N3(c) é uma variedade Riemanniana 3-
dimensional de curvatura constante c¢. N(c, f) também satisfaz as condigoes
(1.1) e (1.2) para uma escolha apropriada da funcdo f (para mais detalhes,
veja [48] e [92]).

Nosso proposito ¢é estudar a rigidez de hipersuperficies tipo-espaco Wein-
garten lineares completas, isto é, hipersuperficies tipo-espaco completas cuja
a curvatura média H e a curvatura escalar normalizada R satisfazem:

R=aH +b,

para constantes a,b € R. Nestas condi¢oes, como uma aplicacao do principio
do maximo forte de Hopf e sob restrigoes apropriadas no quadrado da norma
S da segunda forma fundamental, conseguimos estabelecer um teorema de
caracterizagao em relacao a tal hipersuperficie tipo-espaco imersa em um
espaco de Lorentz localmente simétrico "™ o qual supomos satisfazer as
condigoes (1.1) e (1.2).

Para enunciar um de nossos resultados, precisamos de alguns fatos bési-
cos. Denote por Rop as componentes do tensor de Ricci de LY satisfazendo
as condicdes (1.1) e (1.2). Entdo a curvatura escalar R de L' é dada por

n+1 n n n
R= ZsARAA = Z Ryjji — 2 Z Rins1yiins1) = Z Rijji + 2cy.
A=1 t,j=1 i=1 ij=1

Além disso, é bem conhecido que a curvatura escalar de um espaco de Lorentz
localmente simétrico é constante. Consequentemente, Z? i1 Rijﬂ é uma
constante naturalmente associada ao espago de Lorentz localmente simétrico
satisfazendo as condigoes (1.1) e (1.2).

Agora, estamos em condi¢oes de apresentar um de nossos resultados.

Teorema 1.1. Seja LI um espaco de Lorentz localmente simétrico satis-
fazendo as condigoes (1.1) e (1.2), com ¢ = < + 2¢, > 0. Seja M™ uma
hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em LI+, tal
que R =aH +b com b < ﬁ E” Rijji. Se H atinge o mdximo em M" e
S < 2v/n—1c¢, entao M™ € totalmente umbilica ou, caso contrdrio, ¢ uma
hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas, uma
das quais € simples.
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No Capitulo 4, apresentamos os resultados referentes ao artigo [54], no
qual estudamos a unicidade de hipersuperficies completas imersas em um
produto warped do tipo e/ x; M"™, onde M™ ¢é uma variedade Riemanniana
n-dimensional conexa e orientada, I C R é um intervalo aberto, f : I — R
uma funcao suave positiva e ¢ = £1. Nos tltimos anos, muitos autores tém
estudado problemas deste tipo, por exemplo, podemos citar os trabalhos
de Alfas et al [7, 17, 13, 14], Montiel [79, 80] e Romero et al [32, 33, 88,
89]. Antes de apresentar nossos teoremas, faremos uma breve explanacao de
alguns artigos recentes contendo resultados diretamente relacionados com os
nossos resultados.

Usando o chamado principio do maximo generalizado de Omori-Yau [84,
96], de Lima juntamente com Albujer e Camargo [12] obtiveram alguns re-
sultados de unicidade com relacao a uma hipersuperficie tipo-espago com-
pleta com curvatura média constante imersa em um produto warped Lo-
rentziano cuja fibra possui curvatura seccional constante. Em [20], usando
outro principio do maximo adequado devido a Akutagawa [2], de Lima jun-
tamente com Aquino estudaram gréaficos verticais completos de curvatura
média constante em um produto warped Riemanniano. Sob restrigoes ade-
quadas nos valores da curvatura média e da norma do gradiente da funcao
altura eles obtiveram teoremas de rigidez relativos a tais graficos. Em [34],
de Lima juntamente com Camargo e Caminha obtiveram resultados do tipo
Bernstein em dois produtos warped semi-Riemannianos especificos: o tipo
hiperbdlico R x.« M™ e o tipo steady state space —R x. M"™. Mais recente-
mente, de Lima juntamente com Colares [49] também estudaram o problema
de unicidade de hipersuperficies completas imersas em um produto warped
semi-Riemanniano. Além disso, em seus resultados relativos a r-ésima cur-
vatura média, eles trataram apenas o caso em que o espaco ambiente possui
curvatura seccional constante.

Aqui, sob uma desigualdade natural envolvendo as r-ésimas curvatu-
ras médias da hipersuperficie e as dos slices, estendemos os resultados de
unicidade de [12], [20], [34] e [49] para o contexto de hipersuperficies com-
pletas imersas em produtos warped semi-Riemannianos satisfazendo certas
condicoes de convergéncia adequadas que estao estabelecidas na literatura
corrente (veja, por exemplo, [13], [14], [79] e [80]). Neste sentido, juntamente
com uma extensao de um principio do méximo no infinito de [97] devido a
Caminha em [43] (cf. Lema 2.21), exploramos a geometria da fungao altura
h de imersdes Riemannianas ¢ : ¥" — el x; M™ (isto é, a fungdo altura
com respeito ao campo de vetores unitario d;) para provar nosso resultado
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de unicidade.

O proximo teorema, que é no ambiente Lorentziano, estende o Teorema
3.3 de [12], o Teorema 3.6 de [34] e o Teorema 5.4 de [49]. No que segue,
de acordo com a terminologia estabelecida em [11], assumiremos que as hi-
persuperficies sao limitadas no infinito do espaco ambiente; isto é, elas estao
contidas em um vao limitado por slices {t1} x M™ e {ta} x M", para alguns
ty,ty € I. Além disso, £}(X) denotard o espaco de fungoes integraveis a
Lebesgue na hipersuperficie »".

Teorema 1.2. Seja M= X ¢ M™ um produto warped Lorentziano tal
que log f € uma funcao convexa e cuja a fibra M™ possui curvatura seccional
constante k satisfazendo

R < inf(ff" = f?) (1.3)

Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie tipo-espaco conexa, completa, nao-
compacta e limitada no infinito de M Suponha que a curvatura média
H ¢ limitada e que, para algum 1 < r < n—1, H, e H.,1 sao positivas e
satisfazem

Hr+1>£
H. = f

Se f(h) possui um minimo local e [Vh| € L1 (X) em X", entdo X" € um slice.

(h) > 0. (1.4)

No mesmo caminho, no ambiente Riemanniano obtemos uma extensao do
Teorema 3.4 de [20], do Teorema 3.7 de [34] e do Teorema 5.8 de [49] (ver
Teorema 4.8).

No Capitulo 5, apresentamos os resultados referentes aos artigos [57] e
[58], onde estudamos a geometria de grdficos Killing conformes inteiros, isto
é, graficos construidos através do fluxo gerado pelos campos de Killing confor-
mes completos V' e que estao definidos sobre uma folha integral da folheagao
V+ ortogonal a V.

Nesse sentido, vamos considerar uma variedade Riemanniana (n + 1)-
dimensional M dotada de um campo de Killing conforme completo V cuja
distribuicao ortogonal D é integravel. Dessa forma, denotamos por ¢ :
R x M — M o fluxo gerado por V, onde M é uma folha integral fixada
arbitrariamente de D considerada como t = 0 e que suporemos ser conexa e
completa. Ao longo deste trabalho, nos restringimos ao caso em que a funcao
A depende apenas da varidvel ¢, isto é, A € C*°(R). Geometricamente, como

5
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ja foi observado em [62], esta hipGtese nos permite relacionar as métricas
induzidas nas folhas distintas da folheagao ortogonal a V', que vamos denotar
por V=,

Seja M; = ®;(M) uma folha de V+ munida com a métrica induzida. De
acordo com [62], dado um dominio Q em M = My, o grdfico Killing conforme
Y(2) de uma funcao suave z em € é a hipersuperficie dada por

Y(2) = {P(2(u),u) : u € Q}.

Quando 2 = M, ¥(z) é dito ser inteiro.

Campos de Killing conformes sao importantes objetos que tém sido am-
plamente utilizados para se compreender a geometria de subvariedades e,
mais particularmente, de hipersuperficies imersas em espacos Riemannia-
nos. S. Montiel [79] estudou a singularidade de hipersuperficies compactas
com curvatura média constante em uma variedade completa Riemanniana
dotada de um campo de vetores de Killing conforme fechado, obtendo re-
sultados andlogos para os teoremas cldssicos de Alexandrov [5, 6] e Jellett-
Liebmann [70, 75] sobre hipersuperficies no espago Euclidiano.

Mais tarde, Alias, Dajczer e Ripoll [8] estenderam o também classico te-
orema de Bernstein [27] para o contexto de superficies minimas completas
em espacos Riemannianos de curvatura de Ricci nao negativa munida de um
campo de Killing. Isto foi feito sob a hipdtese de que o sinal da funcao angulo
entre uma aplicacao de Gauss global e o campo de vectores de Killing perma-
nece inalterado ao longo da superficie. De fato, o seu principal resultado sé
requer a presenca de um campo de vetores de Killing conforme homotético.

Em [61], Dajczer, Hinojosa e de Lira definiram uma nogao de gréfico
Killing em uma classe de variedades Riemannianas dotadas de um campo de
vetores de Killing e resolveram o problema de Dirichlet correspondente para
curvatura média prescrita sob hipdteses envolvendo dados do dominio e a
curvatura de Ricci do espago ambiente.

Em [43], Caminha estabeleceu condi¢oes para a existéncia de campos
de Killing conformes fechados e nao paralelos em variedades Riemannianas
completas com curvatura de Ricci nao positiva, generalizando um teorema
devido a Pan [86]. Além disso, ele obteve teoremas do tipo Bernstein gerais
para certas hipersuperficies completas em variedades Riemannianas fechadas
equipadas com campos de Killing conformes.

Mais recentemente, Dajczer e de Lira [62] estenderam os resultados de
[61], considerando gréficos que sao construidos através do fluxo gerado por
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um campo de Killing conforme globalmente definido em uma variedade Rie-
manniana. De acordo com a terminologia estabelecida em [62], tais gréficos
sao chamados de graficos Killing conformes.

Aqui, motivado pelos trabalhos descritos acima, obtivemos alguns resul-
tados sobre a geometria de graficos Killing conformes inteiros. Sob uma res-
tricao adequada na norma do gradiente da fungao z que determina o gréfico
¥.(2), estabelecemos condigoes suficientes para assegurar que Y(z) é total-
mente umbilica e, em particular, uma folha integral V+. Um dos resultados
obtidos nessa configuragao é o seguinte (ver Teorema 5.2):

Teorema 1.3. Seja M uma variedade de Einstein munida com um campo
de vetores de Killing conforme fechado V. Seja ¥(z) um grdfico Killing
conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheacio V. Suponha
que H € constante e que Hy € limitada por baizo em 3(z). Se Dz tem norma
integravel, entao ¥(z) € totalmente umbilica.

Em seguida, estabelecemos condigoes suficientes para assegurar que »(z)
¢é totalmente geodésica, como no Teorema 5.12 que enunciamos aqui.

Teorema 1.4. Seja M uma variedade Riemanniana munida com wm campo
de wvetores de Killing conforme fechado completo V. Seja 3(z) um grdfico
Killing conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheagio V.
Suponha que a curvatura média H de 3(z) e o fator conforme ¢ de V' satis-
fazem uma das sequintes condigoes:

(a) H>0 ey <0 em X(2);
(b) H<0 e >0 emX(z).

Se Dz tem norma integrdvel na folha M, entao Y(2) € uma hipersuperficie
minima. Além disso, se M € uma variedade de Finstein e Hy € limitada por
baizo em 3(z), entao X(z) € totalmente geodésica.

Além disso, quando o espago ambiente M possui curvatura seccional cons-
tante, obtemos estimativas por baixo para o indice de nulidade relativa de
¥.(2), como, por exemplo, no Teorema 5.17, enunciado a seguir.

Teorema 1.5. Seja M, uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal constante ¢ e munida com um campo de vetores paralelo V. Seja ¥(z)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da
folheagdo V*, com sequnda forma fundamental limitada A e tal que H,,

7
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nao muda de sinal, para algum 0 <r <n —1. Se Dz tem norma integrdvel
na folha M, entao 3(z) € r-minima. Além disso, se H, o também nao muda
de sinal, 0 < r < n — 2, entao o indice de nulidade relativa minimo ng de
Y(2) € ao menos n —r. Em particular, quando M. é o espaco Fuclidiano
R"™! ¢ se H, nao se anula em X(z), entio através de cada ponto de 3(z)
passa um (n — r)-hiperplano de R"** totalmente contido em %(z).



Capitulo 2

Preliminares

Neste primeiro capitulo temos como objetivo estabelecer as notagoes que
serao utilizadas nos demais capitulos deste trabalho, bem como os fatos
béasicos da teoria de imersoes isométricas dos quais faremos uso posterior-
mente. Para maiores detalhes, indicamos como referéncias [38], [51], [52]

e [85].

2.1 Variedades semi-Riemannianas
Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
simétrica b= (, ) : V x V — R é dita

(a) positiva definida, se (v,v) > 0 para todo v € V' \ {0}.

(b) negativa definida, se (v,v) < 0 para todo v € V '\ {0}.

(¢) ndo-degenerada, se (v,w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespaco W C V' é dito
nao-degenerado se by xw : W x W — R for nao-degenerada.

O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de
um subespaco W C V' tal que byyxw : W x W — R seja definida negativa.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespago W de V,
definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por

WH={veV; (v,w)=0;Ywec W}
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre formas

bilineares simétricas (cf. [85], Lema 2.19, Lema 2.22 e Lema 2.23).
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espago vetorial de
dimensao finita V, e W um subespaco de V. Entao:

(a) b € ndao-degenerada se e sé se sua matriz com respeito a uma (e entdo
a toda) base de V' for invertivel.

(b) Se W € nao-degenerado entio dim(W) + dim(W+) = dim(V) e
WhHt =w.

(¢) W € nao-degenerado se e s6 se V.=W & WL. Em particular, W é
nao-degenerado se e s6 se W+ for nao-degenerado.

No que segue, supomos que b = (, ) é uma forma bilinear simétrica e
nao-degenerada sobre o espago vetorial real V. Em relacao a b, dizemos que
veV\{0} é&

(1) tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
(1) tipo-luz, quando (v,v) = 0;
(7i1) tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespago nao-degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco. Se v € V' \ {0} nao for
tipo-luz, define-se o sinal €, € {—1,1} de v por

(v, v)
{0, )|

A norma de v € V é || = y/e,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. Temos
que V' admite uma base {e;} ortonormal com respeito a b, isto é, tal que
(€i,e;) = €:0;5, onde ¢; denota o sinal de e; (cf. [85], Lema 2.24). Desse modo,
a expansao ortonormal de v € V' com respeito a {e;} é dada por

n
v = Z (v, e;)e;.
i=1

Seja V' um espacgo vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada b = (-,-) de indice 1 estd definida, e T = {u € V; (u,u) < 0}.
Para cada u € T, definimos o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V
contendo u por C(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo
(cf. Lema 1.2.1 de [51], ou ainda Lema 5.26 e Proposicao 5.30 de [85]).

€y =
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.2. Nas notagoes acima, se v,w € T, entao:

(a) O subespago {v}+ € tipo-espago e V = span{v} @ span{v}*. Assim,
T € a uniao disjunta de C(v) e C(—v).

(b) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(v,w)| > |v||w]|, com igualdade se
e s0 sev e w forem colineares.

(c) Se v e w pertencem ao mesmo cone tipo-tempo de V' entdo existe um
unico numero 0 > 0, chamado angulo hiperbolico entre v e w, tal que

(v,w) = —|v||w| cosh 6.

(d) Se v € C(u) para algum u € T, entio w € C(u) < (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) < v € C(w) & C(v) = C(w).

Voltando nossa atengao a partir de agora a variedades diferencidveis, te-
mos o seguinte

Definicdo 2.3. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € nao-degenerada
para todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M ¢é um par (M,q),
onde M ¢é uma variedade diferencidvel e g = (-,-) é um tensor métrico de
indice constante sobre M.

Como o indice de § é uma funcdo semi-continua inferiormente de M em
N, temos que ele é constante em toda componente conexa de M. No que
segue, por simplificacio de notacdo, escreveremos M para o par (M,g), (-,-)
para o tensor métrico g de M e v para o seu indice. Quando o indice v de M
é zero, M é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando v = 1, M é
denominada uma variedade de Lorentz.

Denotemos, a partir de agora, por X(M) como sendo o conjunto dos
campos de vetores de classe C™ em M e por C*(M) o anel das funcdes reais
de classe C* definidas em M.

Da mesma forma, assim como ocorre em geometria Riemanniana, o teore-
ma fundamental de Levi-Civita é valido para variedades semi-Riemannianas
(cf. Teorema 3.11 de [85]), garantindo a existéncia, em uma variedade
semi-Riemanniana M, de uma tinica conexao V (a conezdo de Levi-Civita)
simétrica e compativel com o tensor métrico de M. Temos também o seguinte
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2.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 2.4 ([85], Lema 3.35). Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana com
conexdo de Levi-Civita V, entdo a aplicacio R : X(M)? — X(M), dada para
X,Y,Z € X(M) por

R(X, Y)Z = vyvxz - vxvyz + v[X,Y]Za
¢ C(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M.

Sempre que p € M [ev,we TPM gerarem um subespaco de dimensao 2
nao-degenerado de T,M, segue do item (a) do Lema 2.1 que (v,v)(w,w) —
(v,w)? # 0. Faz sentido, portanto, a seguinte

Definicdo 2.5. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o C
T,M um subespaco de dimensao 2 nao-degenerado de T,M. O nimero

(R(v, w)v,w)

Klo) = (v, v){(w,w) — (v, w)?

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional
de M em p, sequndo o.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante
em p € M se os nimeros K (o) da definicio acima independerem do su-
bespaco de dimensdo 2 nao-degenerado o de T,M. Se dim(M) > 3 e M tem
curvatura seccional constante, o analogo do teorema de Schur para varieda-
des semi-Riemannianas (cf. [85], exercicio 21 do Capitulo 3) garante que o
valor de K (o) também independe do ponto p € M escolhido.

Aproximando subespagos de dimensio 2 degenerados o de T, M através de
subespacos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura
seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente
(cf. [85], Coroldrio 3.43), se M tiver curvatura seccional constante ¢, entdo

R(X,Y)Z =c{(X,2)Y — (Y, Z)X}, (2.1)

para todos X,Y, Z € X(M).

Definicao 2.6. Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci
de M ¢ definido por

Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, Z2)Y), X,Y € X(M).

Sepe M eX €T,M, |X|=1, onimero Ric(X, X) chama-se curvatura de
Ricci em p na direcao de X.

12



2.1 Variedades semi-Riemannianas

Assim, se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal local em X (M), temos

Ric(X,Y) = Z e(R(X, E)Y, E;),
i1

para X,Y € X(M), onde ¢; = (E;, E;).

Definicdo 2.7. A curvatura escalar de M € a fun¢io S : M — R definida
por

= 1 - 2
S= YRS ;Rlc(Ej,Ej) = mZK(Ei,Ej).

i<j
Para o que segue precisaremos também da seguinte

Definicao 2.8. Uma variedade de Lorentz M € temporalmente orientével
se existir uma aplicacdo T que associa a cada p € M wm cone tipo-tempo Tp
em TPM, a qual € suave no sequinte sentido: para cada p € M existem uma
vizinhanga aberta U dep e um campo V € X(U) tais que V(q) € 7, para todo
qeU.

O resultado a seguir torna operacional a definicao anterior.

Lema 2.9 ([85], Lema 5.32). Uma variedade de Lorentz M ¢é temporalmente
orientdvel se, e somente se, existir um campo de vetores tipo-tempo V €&

x(M).

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientével,
a escolha de uma aplicacao 7 como na Definicao 2.8, ou de um campo de
vetores tipo-tempo V' € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma
orientagao temporal para M.

Seja 7 uma orientagao temporal para M e Y € X(M). Se Y(q) € 7,
(respectivamente, —Y (q) € 7,) para todo ¢ € M, dizemos que Y aponta para
o futuro (respectivamente, aponta para o passado). Sendo V € X(M) uma
orientacéo temporal para M, segue do item (c¢) do Lema 2.2 que um campo
de vetores tipo-tempo Y sobre M aponta para o futuro (respectivamente,

para o passado) se, e somente se, (Y, V) < 0 (respectivamente, (Y, V) > 0).
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2.2 Hipersuperficies

2.2 Hipersuperficies

Sejam (M", g) e (MHH,E) variedades semi-Riemannianas de dimensoes n e
n + 1, respectivamente. Uma imersao isométrica x : M" — M ¢ uma
imersao tal que *g = g. Neste caso, é costume denotar (e assim o faremos)
os tensores métricos de M e M pelo mesmo sfmbolo (-, -).

Dada z : M" — M+ imersio isométrica, dizemos que M é uma hipersu-
perficie de M. Se M é de Lorentz, uma imersao isométrica x : M"™ — !
¢ dita uma hipersuperficie tipo-espaco de M se a métrica g de M™ for
Riemanniana. O resultado a seguir garante que se M for temporalmente
orientada, entao suas hipersuperficies tipo-espaco sao necessariamente ori-
entaveis.

Proposicao 2.10 ([38], Proposicao 2.9). Se M™ € uma hipersuperficie tipo-
espaco de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada WH, entao
M™ admite um campo de vetores normal unitdrio N € X(M)*, apontando
para o futuro. Em particular, M™ € orientdvel

Daqui por diante, z : M"™ — M sempre denotard uma imersao iso-
métrica de uma variedade Riemanniana n—dimensional em uma variedade
Riemanniana orientada ou de Lorentz temporalmente orientada, (n+1)—di-
mensional, estando o caso considerado em cada situagao sempre claro no con-
texto. Quando M for Riemanniana, M serd sempre assumida orientavel.
A proposicao acima torna essa hipdtese desnecessaria no caso de ambiente
Lorentziano temporalmente orientado. Se M for uma variedade de Lo-
rentz temporalmente orientada e x : M" — M for uma hipersuperficie
tipo-espaco, a escolha de um campo normal unitario N como na proposi¢ao
anterior é dita uma orientacao temporal para M. Diremos ainda que N é
a aplicagao normal de Gauss de M apontando para o futuro. Em qualquer
caso M é orientada pela escolha de um campo de vetores normal unitdario N
sobre a mesma.

Ainda em relagao a situagao do paragrafo anterior, exceto pela métrica,
objetos sem barra se referirao a M™, ao passo que objetos com barra se
referirdo a M. Em particular, V e V denotardo as conexoes de Levi-
Civita, e R e R os tensores de curvatura de M™ e WH, respectivamente.

Nao ¢ dificil verificar que

VxY = (VxY)'"
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2.2 Hipersuperficies

para todos X,Y € X(M) (cf. [85], Lema 4.3), onde (-)" denota a componente
tangente a M. Assim, podemos escrever

VXY = V)(Y + Oé(X,Y),

onde a(X,Y) = (VxY)* é a componente normal a M em M. Nao é dificil
provar que a : X(M) x X(M) — X*+(M) é uma aplicagao C>(M)-bilinear e
simétrica (cf. [85], Lema 4.4), denominada a sequnda forma fundamental da
imersao x. Portanto, definindo A : X(M) — X(M) pela igualdade

(AX)Y) = (a(X,Y), N),

para todos X,Y € X(M), obtemos um campo de operadores lineares auto-
adjuntos A, : T,M — T,M, p € M, denominado o operador de forma da
imersao z. E imediato verificar que

AX = -VxN e a(X,Y) =eny(AX,Y)N,

para todos X,Y € X(M) (cf. [85], Lema 4.19).

Para referéncia futura, dado p € M, dizemos que os autovalores de A, sao
as curvaturas principais de x em p (em relacdo a orientagao escolhida para
M). Ademais, um ponto p € M é umbilico se todas as curvaturas principais
de x em p forem iguais.

A proposicao a seguir estabelece as equacoes fundamentais que relacionam
as geometrias de M" e M por intermédio da segunda forma fundamental
da imersdo. Para uma demonstragao da mesma, veja o Lema 1.3.1 de [51],
ou ainda o Teorema 5 e a Proposicao 33 de [85].

Proposicao 2.11. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana orientada
de dimensaon +1, x : M" — M uma hipersuperficie (tipo-espago, no
caso Lorentziano) orientada pela escolha de um campo normal unitdrio N,
e A:X(M) — X(M) o operador de forma correspondente. Para X,Y,Z €
X(M), temos:

(a) (Equagdo de Gauss)
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" +enx ((AX, Z)AY — (AY, Z)AX).

(b) (Equacao de Codazzi)
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X.
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2.3 Curvaturas de ordem superior

Como uma consequéncia imediata deste ultimo resultado temos, para
ambientes de curvatura seccional constante, o seguinte

Corolario 2.12. Nas hipdteses da proposicao anterior, se M tiver cur-
vatura seccional constante ¢ e X, Y, Z, W € X(M), entdo:

(a) (Equagao de Gauss)

(R(X,Y)Z, W) = c{(X, Z){Y, W) = (X, W){Y, Z)} (2.2)
+en ((AX, Z)(AY, W) — (AX, W){(AY, Z)). *

(b) (Equacao de Codazzi)
(VxA)Y = (VyA)X. (2.3)

2.3 Curvaturas de ordem superior

Em tudo o que segue, M denota uma variedade Riemanniana orientada ou
uma variedade de Lorentz temporalmente orientada de dimensaon+1 e x :
M? — M uma hipersuperficie orientada conexa no caso Riemanniano e,
no caso Lorentziano, uma hipersuperficie tipo-espaco conexa e orientada pela
escolha de uma orientac¢do temporal N. Denotamos ainda por A : X(M) —
X(M) o operador de forma correspondente.

Dados p € M e 1 < r < n, denote por S,(p) a r-ésima funcao simétrica
elementar dos autovalores de A, i.e.,

Sr=0r(Ay-y ), (2.4)
onde Ay, ..., \, sdo os autovalores de A4, e 0, € R[X},...,X,] é o r-ésimo
polinomio simétrico elementar nas indeterminadas Xy, ..., X,,.

Pondo Sy = 1, nao é dificil verificar que

det(t] — A) = i(—l)kSkt”’“ (2.5)

k=0

em todo ponto de M, de sorte que obtemos n funcoes suaves S, : M" — R.
Para 1 < r < n, definimos a r-ésima curvatura H, de x por

(7:) H,=€e\yS, =0.(enA, ..., enAn), (2.6)
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2.3 Curvaturas de ordem superior

onde ey = (N, N) = £1. Em particular, para r = 1 obtemos

RN 1
H1 = ENEZ)\Z' = ENE tr (A) = H,

i=1
a curvatura média de M"™, a qual é a principal curvatura extrinseca da hi-
persuperficie.

A importancia do termo (ey)" em (2.6) é devida ao fato de que, definindo
o vetor curvatura média por H = HN, temos H(p) > 0 em um ponto p € M
se, e somente se, ﬁ(p) estd na mesma orientacao temporal de N(p), i.e.,
(H,N), < 0.

Vale observar que H, define uma quantidade geométrica intimamente re-
lacionada com a curvatura escalar R de M, a qual é um invariante geométrico
intrinseco. Por exemplo, se Mnﬂ tiver curvatura seccional constante c, segue
facilmente da equacao de Gauss (2.2) que

R=n(n—1)(c— Hs). (2.7)

Em particular, se n = 2 e denotarmos por Kj; a curvatura Gaussiana da
superficie tipo-espaco x : M? — M, temos a partir da tltima igualdade
acima que

Ky =c— H. (2.8)

Observamos também que a norma de Hilbert-Schmidt do operador forma
A de M™ é dada por

|A]? = n?H? — n(n — 1)H,. (2.9)

Definicao 2.13. Em relagao a hipersuperficie x : M™ — Mnﬂ, dizemos que
um ponto pg € M ¢ eliptico se as curvaturas principais de x em po tiverem
todas o mesmo sinal (forem todas negativas com respeito a uma escolha apro-
priada da orientacdo temporal de M™, no caso Lorentziano, ou forem todas
positivas, no caso Riemanniano).

E um fato cldssico que as r-ésimas curvaturas médias satisfazem um con-
junto muito 1til de desigualdades, as quais apresentamos na seguinte pro-
posicao (cf. [38], Proposi¢ao 3.2 e [40], Proposi¢ao 1):

Proposicao 2.14. Sejam Ay, ..., A\, numeros reais. Defina, para 0 < r < n,
S, = S.(\;) como acima, e H, = (Z)_IGTNST.
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2.4 As transformacoes de Newton e o operador L.

1. Para 1l <r <n, tem-se
H? > H, 1H, ;.

Além disso, se a igualdade ocorrer para r =1 ou para algum 1 <r < n,
com H, 1 # 0, neste ultimo caso, entdo \y = ... = \,.

2. Se a hipersuperficie admite um ponto eliptico e H, € positivo para algum
1 <r<n, entao Hi,H>,....H, >0 ¢

H > H)?>...>H/"D > gl (2.10)

Além disso, se a igualdade ocorrer para algum r < j < r, entdo Ay =
= A

3. Se, para algum 1 < r < n, tivermos H, = H,;; = 0, entio H; = 0
para todo v < 5 < n. Em particular, no mdximo r — 1 dos \; serao
nao-nulos neste caso.

2.4 As transformacoes de Newton e o opera-
dor L,

Continuando nossa discussao, para 0 < r < n definimos a r-ésima trans-
formacdao de Newton
P :X(M)—X(M)

de x pondo Py = I, o operador identidade de X (M), e
P =€y(Sd — S, 1A+ S, 9 A% — ..+ (=1)"A"), (2.11)
para 1 <r <n. Uma facil inducao permite verificar que
P.=€eyS. I —enyAP._y, (2.12)

para 1 < r < n. Também, segue prontamente de (2.5), (2.11) e do Teorema
de Cayley-Hamilton que P, = 0.

Desde que P, é um polindmio em A, se {e, - ,e,} é um referencial or-
tonormal local em M, o qual diagonaliza A em p € M, com Ae; = \;e; para
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2.4 As transformacoes de Newton e o operador L.

1 <i < n,entdo {e,- - ,e,} também diagonaliza P. em p. Ademais, escre-
vendo P.e; = \;.e; para 1 < i < n, nao ¢ dificil verificar (veja a Proposicao
2.2.1 de [51] ou a Segao 3 de [7]) que

)\Z',T — (6]\/)7" Z )\il PN )\Z'r — Z (EN)\i1> e (6]\[)\7;7,),
<oy 1y <o iy 1y
e dai que
Nip = (en)"Sr + Nidip—1
para 1 <7 <n (com Ao = \;).
Além disso, denotando por A; a restrigao de A para (e;)* C T,M, temos

—1
det(tI — A;) Itk
k:O

3

onde

Sk(A) = D N A

l<gl< <]k<n
J1seJr#1

Com estas notacoes obtemos a expressao
Pre; = (en)"Sr(A))e;. (2.13)
Sendo assim, com um calculo simples (cf. Lemma 2.1 of [23]) obtemos

Lema 2.15. Com as notagoes acima, valem as sequintes formulas:

(a) Sy(A;) =S, — NiSr—1(A;);

(b) tr(P.) = ey >, Sr(A;) = ey(n—1)S, = b.H,;

(c) tr(AP,) = €y > i  NiSr(A;) = en(r +1)Sr1 = enby Hyya,
onde b, = (n — 1) (Z)

Do Lema 3.1 de [7], fazendo uma adaptagao do sinal para o caso Rieman-
niano (levando em conta €y na equagao (2.12)), temos:
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2.4 As transformacoes de Newton e o operador L.

Lema 2.16. Os divergentes das transformagoes de Newton sao dados pelas
sequintes formulas indutivas:
divFPy =0

- 2.14
diVPr = —ENA(diVPrfl) — €N Z?:l (R(N, PT,1€,L'>€Z‘)T ( )

Equivalentemente, para todo campo x € X(M), seque-se que:

r

(divP,, X) =Y (—en)’ > (R(N, P_je;)e;, AT X) (2.15)

j=1 i=1
onde o divergente de P. em M" é dado por

n

divP, = tr(VP,) = Y (Ve P)(e:).

=1

De acordo com o Corolério 3.2 de [7], quando o ambiente tem curvatura
seccional constante, as transformacoes de Newton P, sao livres de divergéncia,
ie.,

div (P,) == tr (V — (VyP,) V) = 0. (2.16)

Associado a cada transformacao de Newton P,, temos o operador dife-
rencial linear de segunda ordem L, : C*(M) — C*>(M), dado por

L.(f) = tr(P, Hess f). (2.17)

Assim, se r = 0, L, é simplesmente o operador Laplaciano, o qual é intrinseco,
mas para 1 < r <n—1 o operador L, é extrinseco. A partir das propriedades
do Hessiano de fungoes, segue que

L. (fg) = fL:(9) + gL (f) + 2(P.V £, Vg),

para quaisquer f,g € C*®(M). Para uma fungao suave ¢ : R — R e h €
D(M), temos também que

Li(poh) = G (h)L.(h) + " (h)(B,Vh, V). (2.18)
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2.4 As transformacoes de Newton e o operador L.

Observe ainda que, sendo {ej, - ,e,} um referencial ortonormal local
em M"™, temos

n

L(f) = te(PHess f) =Y (P (Ve Vf) e

= Y (V. VLP(e)) =Y (Vo) Viie)

i=1 =1

= tr(Hess fo P,).

Além disso, de acordo com [90] temos que

le(Per) = Z((vezpr)(vf)> 62’) + Z(Pr(vezvf)a ei> (219)
AP VP L), (2.20)

Consequentemente, concluimos que o operador L, é eliptico se, e somente
se, P, for positivo definido (para uma escolha apropriada da orientagao tem-
poral N de M™, se r for impar). Notemos que Ly = A é sempre eliptico.

Os lemas a seguir (cf. Lema 3.2 e Lema 3.3 de [17], respectivamente)
fornecem condi¢oes geométricas suficientes para a elipticidade dos operado-
res L,. Ambos sao adaptacgoes, para ambientes Lorentzianos, de resultados
andlogos de Elbert (cf. [63]) e Cafarelli, Nirenberg e Spruck (cf. [35]), e forne-
cem condicoes suficientes para a elipticidade do operador L, quando r > 2.
Para uma demonstragao acessivel do segundo lema veja a Proposicao 3.2
de [23]. (Aqui, enunciamos os lemas de forma mais geral para considerar os
casos Riemanniano e Lorentziano.)

Lema 2.17. Seja M"™ uma hipersuperficie orientada imersa numa variedade
semi-Riemanniana. Se Hy > 0 em M™, entdo Py € definido positivo para uma
escolha apropriada da orientacao N de M™. Em particular, Ly € eliptico.

Lema 2.18. Seja M™ uma hipersuperficie orientada imersa numa variedade
semi- Riemanniana e suponhamos que, com respeito a uma escolha apropriada
de sua orienta¢ao, M™ possua um ponto eliptico. Se H..1 > 0 em M para
algum 2 < r < n — 1, entao P, € positivo definido para 1 < k < r. Em
particular, Ly € eliptico para 1 < k < r.
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2.5 Um principio do maximo para variedades completas.

2.5 Um principio do maximo para variedades
completas.

Nesta tese, precisaremos também de um resultado obtido por Caminha (Pro-
posicao 2.1 de [43], veja o Lema 2.21 a seguir), que estende um resultado de
Yau [97](veja o Lema 2.20 a seguir) sobre uma versao do Teorema de Stokes
para uma variedade Riemanniana completa, nao-compacta, n-dimensional.
Por questao de completude, daremos uma demonstragao aqui. Para tal, va-
mos enunciar o seguinte resultado de Yau [97]:

Lema 2.19. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada, completa,
nao-compacta, n-dimensional, e w uma (n — 1)-forma diferencial definida
em M tal que [,,|w| < oco. Entdo existem uma sequencia de dominios By C
.. C B; C ... tais que M =, B; e

lim dw = 0.
11— 00 B7,
Demonstracao. Considere um ponto fixo p € M e seja r a fungao Lipzchiti-
ziana definida em M que associa a cada ponto ¢ € M a distancia de p a q.
Para cada R > 0, seja B(R) a bola de raio R e centro p. Dessa forma, de
acordo com Gaffney [66],em B(R), podemos aproximar a fun¢ao r por uma
funcao suave e nao-negativa gr tal que:
(1) para quase todo t < R, a menos de um ntimero finito, gz'(t) é uma
hipersuperficie compacta regular,
(2) |dgr| < 3§ em g'([0, R)),
(3) gp'(t) C B(t+1) — B(t — 1) parat < R.
Por outro lado, usando um teorema de mudanca de variaveis, temos que

R
[0 danllel= [ ([ el
gr (0:R]) 0 9r (®)

R

Juntamente com (2), temos

R 3
/ / |wl| dtg—/ |w] .
0o \Jop'e 2 Jm

R

Ou ainda,

22



2.5 Um principio do maximo para variedades completas.

R 3
/‘ / 1w ﬁg-/k¢
r2 \ ozt 2J/m

Usando (1) e o Teorema do Valor Médio para integrais, temos para algum
R/2 <tr < R, onde g~'(tz) é uma hipersuperficie compacta regular,

3
/ lw] < —/ |w] - (2.21)
9p' (tr) R Ju

Do Teorema de Stokes e de 2.21, temos

3
/ cmg/ Mg—/wy (2.22)
97" (0.tR)) 97" (tr) R Ju

Da propriedade (3), temos que

M ={Jg (0, 1:).

E de 2.22,

lim dw = 0.
11— 00 91;1([0,15}2])

Concluindo a demonstracao do lema.

Usando o Lema acima, Yau provou o seguinte

Lema 2.20. Se u é uma fun¢ao subharmonica definida em uma variedade
Riemanniana orientada, completa e nao-compacta M tal que fM |Vu| < oo,
entao u € harmonica.

Caminha observou em [43] que é possivel generalizar esse resultado tro-
cando Vu por um campo diferenciavel X tal que fM |X| < o0. Ou seja,
temos

Lema 2.21. Seja X um campo de vetores suave sobre uma variedade Rie-
manniana (sem bordo) orientada, completa, n-dimensional M, tal que divy X
nao muda de sinal em M. Se |X| € LY(M), entdo divy, X = 0.
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2.5 Um principio do maximo para variedades completas.

Demonstracao. Se M é compacta, como o bordo de M é vazio, o resultado
segue direto do Teorema da Divergéncia. Portanto, vamos considerar que M
nao ¢ compacta. Considere a n — 1-forma w = 1 xdM, ou, w é a contragao de
dM na diregao de X. Se {ey, ..., e,} é um referencial ortonormal, temos

ixdM =" (=1) " w(X)wi A Ay A Ay
j

Mas

(Uj(X) = Wj (Z JZZ‘GZ') = mej(ei) = ZIZ <6j, €i> = <X, €j> .

Assim, temos

ixdM =" (1N (X ey wr A A A L Aw,

J=1

Wl = lixdM[* = (X, e)* = | X"
j

Além disso,

dw = d(ixdM) =Y (=17 7'd(X, ey Awi A A A . Awy.

Jj=1
Porém,

n

d{X,e;) =Y (Ve X, e5) + (X, Veiey) w,

i=1
observe que se ¢ = j, temos V e; = 0 e se ¢ # j, temos w; Awy A ... Awj A
... N\w, = 0. Portanto,

dw = Z (=1 (Ve X, e5)wj Ay A ADj A oo Awy = (divy X) dM.

j=1
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2.5 Um principio do maximo para variedades completas.

Agora, pelo Lema 2.19, temos
lim (divy X)dM =0
71— 00 Bl

e, como divy; X nao muda de sinal em M, temos divy, X = 0.
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Capitulo 3

Hipersuperficies tipo-espaco
Weingarten lineares

Nesse capitulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [55] e [56].
Iniciamos estabelecendo um teorema de caracterizacao sobre as hipersu-
perficies tipo-espaco Weingarten lineares completas imersas em um espaco
de Lorentz localmente simétrico, cuja curvatura seccional obedece a certas
condicoes apropriadas. Sob uma condigao adequada na norma da segunda
forma fundamental, provamos que tal hipersuperficie deve ser totalmente
umbilica ou, caso contrario, deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples. Em seguida,
estudamos a geometria de uma hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear
imersa em um espago-tempo de Einstein localmente simétrico, cuja curvatura
seccional obedece a certas restricoes canonicas. Nesta configuragao, usando,
como principal ferramenta analitica, um principio do méaximo generaliza-
do para variedades Riemannianas completas, nao-compactas, estabelecemos
condicoes suficientes para garantir que tal hipersuperficie deve ser totalmente
umbilica ou, caso contréario, deve ser uma hipersuperficie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas e que uma delas é simples.

3.1 Enunciados dos resultados principais

Para constantes ¢; e ¢y, Choi et al. [48, 92] introduziram a classe dos espagos
de Lorentz "™ de dimensdo n+1 que satisfazem as seguintes duas condicoes
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3.1 Enunciados dos resultados principais

(onde K denota a curvatura seccional de L}):
K(u,v) = —— (3.1)
para quaisquer vetores tipo-espaco u e tipo-tempo v; e
K(u,v) > co (3.2)

para quaisquer vetores tipo-espaco u e v.

Nosso proposito é estudar a rigidez de hipersuperficies tipo-espaco Wein-
garten lineares completas, isto é, hipersuperficies tipo-espaco completas cuja
curvatura média H e a curvatura escalar normalizada R satisfazem:

R=aH +b,

para constantes a,b € R. Nestas condicoes, como uma aplicacao adequada
do principio do méaximo forte de Hopf e sob restrigoes apropriadas no qua-
drado da norma S da segunda forma fundamental, conseguimos estabelecer
um teorema de caracterizagao em relagao a tal hipersuperficie tipo-espaco
imersa em um espaco de Lorentz localmente simétrico L **, o qual supomos
satisfazer as condigoes (3.1) e (3.2). Lembramos que um espago de Lorentz
L & localmente simétrico se todas as componentes das derivadas covarian-
tes Rapo p:r do tensor curvatura de ]L.’l“rl sao identicamente nulas.

Para enunciar nossos resultados, precisamos de alguns fatos bésicos. De-
note por Rep as componentes do tensor de Ricci de ]L’fJr1 satisfazendo as
condicoes (3.1) e (3.2), entdo a curvatura escalar R de L7 é dada por

n+1 n n n
R=> eaRaa= Y Riji—2)  Raivpisn) = > Rijji+2c1.
A=1 5,j=1 =1 ij=1

Além disso, é bem conhecido que a curvatura escalar de um espaco de Lorentz
localmente simétrico é constante. Consequentemente, > 7 _, Rij;; ¢ uma
constante naturalmente associada ao espago de Lorentz localmente simétrico
satisfazendo as condigoes (3.1) e (3.2).

Agora, estamos em condicao de apresentar nossos resultados.

Teorema 3.1. Seja L' um espaco de Lorentz localmente simétrico satis-
fazendo as condigoes (3.1) e (3.2), com ¢ = < +2c; > 0. Seja M™ uma
hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa imersa em L} tal

27



3.2 Uma férmula tipo Simons.

que R =aH +b com b < ﬁ Z” Rmi. Se H atinge o mdximo em M" e
S < 2v/n—1c¢, entao M™ € totalmente umbilica ou, caso contrdrio, ¢ uma

hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas, uma
das quais € simples.

No caso de um espago de Einstein localmente simétrico temos o seguinte

Teorema 3.2. Seja £ um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico
satisfazendo as condigoes (3.1) e (3.2), com ¢ = < + 2¢; > 0. Seja M"
uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear completa, nao-compacta,
imersa em £, tal que R = aH+b com (n—1)%a®+4 > i Rijji—4n(n—1)b >
0. Se [VH]| é integrdvel a Lebesqgue em M™ e S < 2y/n — lc¢, entao M™ é
totalmente umbilica ou, caso contrdrio, € uma hipersuperficie isoparamétrica
com duas curvaturas principais distintas, uma das quais € simples.

Relacionado ao caso compacto, temos o seguinte

Teorema 3.3. Seja £ um espaco-tempo de Einstein localmente simétrico
satisfazendo as condigdes (3.1) e (3.2), com ¢ = % + 2¢5 > 0. Seja M"
uma hipersuperficie tipo-espago Weingarten linear compacta imersa em Eptt
tal que R = aH +b com (n — 1)?a®> + 437, Rijj — 4n(n — 1)b > 0. Se
S < 2v/n—1c¢, entdo M™ € totalmente umbilica.

Observamos que os teoremas anteriores podem ser vistos como extensoes
dos resultados de rigidez da literatura atual sobre hipersuperficies tipo-espaco
com curvatura média constante ou curvatura escalar constante num espago
de Lorentz localmente simétrico. Neste sentido, sugerimos aos leitores as
obras de Ok Baek et al. [82], Liu e Sun [76], e Zhang e Wu [98]. Além
disso, destacamos que Li et al. [73] obteveram teoremas de rigidez sobre
hipersuperficies Weingarten lineares imersas na esfera unitaria Euclidiana.

3.2 Uma férmula tipo Simons.

De agora em diante, consideraremos hipersuperficies tipo-espaco completas
M™ imersas no espaco de Lorentz 7!, Escolhemos um referencial ortonor-
mal semi-Riemanniano de campos locais {e4}1<a<pi1 em ]L?H, com corre-
ferencial dual {wa}i<a<ni1, tal que, em cada ponto de M", eq,...,e, sdo
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3.2 Uma férmula tipo Simons.

tangentes a M™ e e,,1 ¢ normal a M". Usaremos a seguinte convencao para
os indices:
1<ABC,...<n+1, 1<4,j,k,...<n.

Sob estas condicdes, denotando por {w,p} as formas de conexao de L}t
temos que as equacoes de estrutura de L™ sio dadas por:

dog=—) cpwapAwp, wap+wpa=0, &=1c=-1 (33)
B

1 _
dWAB = — ZgCWAC’ A\ WeB — 5 chfDRABC’DWC /\WD. (34)
C C,D

Aqui, Ragcp, Rep e R denotam, respectivamente, o tensor curvatura Rie-
manniano, o tensor de Ricci e a curvatura escalar do espaco de Lorentz L7
Nesta configuracao, temos que

RCD = Z€BRBCDB7 R= ZgARAA-
B A

Além disso, as componentes Rapcp g da derivada covariante do tensor cur-
vatura Riemanniana de L} sdo definidas por

E eeRaBcp,EWE = dRABCD_E ep(Repepwea
B E

+Rapcpwes + Rapepwec + Rapcewep).

Em seguida, restringimos todos os tensores para a hipersuperficie tipo-
espaco M™ em "™ Antes de tudo, w,1 = 0 em M", assim, Y i Wint1)i A
w; = dwy41 = 0. Consequentemente, pelo Lema de Cartan [44], existem h;;
tais que

W(n—‘rl)i = Z hl‘jw]‘ € hij = hﬂ (35)
J

Isto da a segunda forma fundamental de M"™, h = Z” hijwiwjenyr, € o
quadrado de sua norma S = 3, - h = [A]>. Além disso, a curvatura média
H de M™ é definida por H = %ZZ P

As formas de conexoes {w;;} de M™ sao caracterizadas pelas equacoes de
estrutura de M™:

dwi = — Zwij AN O.)j, wi]’ =+ Ct.)ji = 0, (36)
J
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3.2 Uma férmula tipo Simons.

1
dwij = - Z Wik N Wk — 5 Z Rijklwk N\ wy, (37)
k el

onde ;i sao as componentes do tensor curvatura de M™".
Usando as equacoes de estrutura, obtemos a equacao de Gauss:

Rijri = Rijrr — (hikhj — hihj). (3.8)

As componentes R;; do tensor de Ricci e a curvatura escalar R de M™"
sao dadas, respectivamente, por

Rij = Z Ryiji — nHhij + Z hikhi; (3.9)
k k
e —
n(n—1)R=> Ry —n’H*+ S, (3.10)
gk

As primeiras derivadas covariantes h;j; de h;; satisfazem
Z hijkwk = dh” — Z hikwkj — Z h]’kwki. (311)
k k k
Entao, pela diferenciacao exterior de (3.5), obtemos a equagao de Codazzi

hijk — hz’kj = R(n—i—l)ijk- (312)

Analogamente, as segundas derivadas covariantes h;ji; de h;; sao dadas
por

Z hijriwr = dhij, — Z hijrwi — Z higwi; — Z hijion.- (3.13)
] I I I

Pela diferenciagao exterior de (3.11), podemos obter a seguinte formula

de Ricci
hijet = hijie = = himRonit = > jon Rt (3.14)

P}estringindo a derivada covariante Rapcp.p de Rapcp em M™, temos que
Rnt1)ijku € dado por

R(n+1)ijk;l = R(n+1)ijkl + R(nJrl)i(nJrl)khjl (3.15)
+R(n+1)ij(n+1)hkl + Z Roijichm,
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3.2 Uma férmula tipo Simons.

onde R, 1) denota a derivada covariante de R(,41)ij, como um tensor em
M", de modo que

Z Rinsryijiwr = dRyvyijr — Z Rint 16w
!

l
- Z R(n+1)ukwl]’ - Z R(nJrl)z'jlWlk-
! !

O Laplaciano Ah;; of h;; é definido por Ah;; = Z hijki- De (3.12), (3.14)
k

e (3.15), apds um célculo simples, obtemos

Ahij = (nH)ij —nH Z hihy; + Shij (3.16)
!
+ Z(R(n—l-l)ijk;k + R(n—i—l)kik;j)
k

- Z(hkkR(n+1)ij(n+l) + hij Rins Dk(nr1)k)
k

- Z(2hk1Rlijk + hj R, + ha R
Kl

Como AS =2 (Z”k heiw + 24 hijAhij>, de (3.16) temos

1
0,5,k Y]
+ Z(R(n+1)ijk;k + R(nﬂ)kik;j)hij
ijk
—(Z thin(nJrl)ij(nJrl) + 5 Z R(n+1)k(n+1)k)
i k
~2 > " (hwthijRiije + hahig Ruge) — nH Y hahyjhi;.
ijk,l i)l

o o " .
Agora, seja ¢ = >, - ¢jjw;w; um tensor simétrico em M™ definido por

¢ij = ’I’LH(;Z] — hZJ
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De acordo com Cheng-Yau [45], denotamos por O o operador associado a ¢
agindo em qualquer fungao suave f por

af = Z Gijfij = Z(”H5ij — hij) fij- (3.18)
.3 1,
Observe que Of = —tr(P, Hess f) = —Ly(f).
Fazendo f = nH em (3.18) e tomando um referencial ortonormal (local)
{e1,...,e,} em M™ tal que h;; = A\J;;, da equacao (3.10) obtemos que

1

O(nH) = EA(nH)Q — (nH); - Z Xi(nH);; (3.19)

%

1 2 2

1 _

3.3 Alguns resultados auxiliares

Para provar nossos teoremas precisaremos de alguns lemas. O primeiro é um
lema algébrico classico obtido por Okumura em [83], completado com o caso
da igualdade provado em [4] por Alencar e do Carmo.

Lema 3.4. Sejam p, ..., i1, numeros reais tais que Z,ui =0ce Z,uf = 32,
onde 5> 0. Entao
(n—2) (n—2)

__ " 7 B3« 3 N 2
\/n(n—l)ﬁ _zi:/iz_ n(n —1)

e a igualdade vale se, e somente se, ao menos (n — 1) dos nimeros p; sao
1gUaLs.

32, (3.20)

Agora, apresentamos nosso segundo lema auxiliar. Seguindo os passos da
prova do Lema 2.1 de [73], obtemos
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Lema 3.5. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espagco Weingarten linear imer-
sa em um espaco de Lorentz localmente simétrico L tal que R = aH +b.
Suponha que

(n—1)%*+4) Ryjji — 4n(n — 1)b > 0. (3.21)
2%
Entao,
VAP => " h2y > n?|VH]. (3.22)
3,9,k

Além disso, se a desigualdade (3.21) € estrita e a igualdade vale na equagdo
(3.22) em M™, entao H € constante em M™.

Demonstragao. Como supomos que R = aH + b, da equagcao (3.10) temos
th’jhijk = (2n2H + n(n - 1)(1) (H)k

Assim,
2
k 1,J

Consequentemente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

43 "hi, = 4 (Z h%) <Z hfjk) (3.23)

Z'7]’7I€

2
> 42 (Z hijhijk>
k i,
= (2n°H +n(n — 1)a)’ |[VH|?,

Por outro lado, como R = aH + b, usando novamente a equacao (3.10)
verificamos facilmente que

(2n*H + n(n — 1)a)2 = 4n? Z Rijji — 4n®(n — 1)b (3.24)
1,J

+n?(n — 1)%a® + 4n*S.
Dessa forma, de (3.21), (3.23) e (3.24), temos

S iy = n’S|VH[.

ijk =
i7j7k
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Portanto, obtemos que S = 0, donde 37, ., h”k =n?|VH|? ou 3, by >
n?|VH|?. Além disso, se a desigualdade (3.21) ¢ estrita, de (3.24) temos que

(2n*H +n(n — 1)a)2 > 4n?*S.

Sendo assim, se Y, ., hiy = n*|VH[? vale em M", de (3.23) concluimos que
VH =0em M" e, assim, H é constante em M". O

Agora, consideramos o operador modificado de Cheng-Yau

(3.25)

Associado a tal operador, temos o seguinte critério suficiente de eliptici-

dade.

Lema 3.6. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear imer-
sa em um espaQO de Lorentz localmente simétrico LT*, tal que R = aH + b
com b < n(n 0 > i Rijji. Entdo, L é eliptico.

Demonstmgao Da equagao (3.10), como sabemos que R = aH + b com
b < n(n ) > y Rijji, vemos facilmente que H nio pode se anular em M"
escolhendo a aplicacao de Gauss apropriada, podemos assumir que H > O
em M"™.

Considere o caso que a = 0. Como R =b < —— 2” Rmza da equacao
(3.10), se escolhermos um referencial ortonormal (local) {e1,...,e,} em M"

tal que h;; = A\;d;;, temos que Y . ; Aidj > 0. Consequentemente

Z)\2+22/\)\ > \?
1<j

paratodot =1,...,n e, assim, temos que nH — \; > 0 para todo 7. Portanto,
neste caso, concluimos que L é eliptico.
Agora, suponha que a # 0. Da equagao (3.10) temos que

I S R R — n(n—
a_n(n—l)H<S n"H +ZRUﬂ n(n 1)b>.

7:7‘7‘

34



3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Consequentemente, para todo 7 = 1,...,n, com um calculo algébrico simples
verificamos que

n—1

1 _

J#i J#i ]

Sendo assim, como b < (n ) D R;jj:, também concluimos, neste caso, que
L ¢é eliptico. O

3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1, 3.2 e
3.3

Demonstracao do Teorema 3.1:
Inicialmente, observamos que a simetria local de L}*" implica que
> (Rewstyigisk + Riasnyiing g = 0.
ijk
Dessa forma, se escolhermos um referencial ortonormal (local) {ej,...,e,}
em M™ tal que h;; = \;d;;, usando as equacoes (3.17) e (3.19) temos de (3.25)
que
= Y by —n’|VHP + 8% —nH Y N} (3.26)
1,5,k i
—2 Z (XiXkRriir + A7 Rikir)
ikl

—(Z nH}‘iR(n+1)ii(n+l) + 5 Z R )k(nt 1))
ij k
Assim, do Lema 3.5, temos

L(nH) > §%— nHZ X =2 (MR + X Riga) — (3.27)

,7,k,l

Z nH)\R (ntDyii(nt1) TS Z R (4D k(n+1)k)-

2%
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Agora, defina ®;; = h;; — H¢;;. Consideraremos o seguinte tensor simé-
trico
o = E @ijwiwj.
1,J

Seja |®|? = Z@?j o quadrado da norma de ®. E fécil verificar que ® é livre
de trago (ist(;vjé, tré =0) e
B> =S — nH?
Se tomarmos um referencial (local) {ey,...,e,} em p € M", tal que
hij = Xidij e D = 1105,

é simples verificar que
=0 S o o Y= A - 3o

Consequentemente, aplicando o Lema 3.4 aos nimeros reais fi, . . . , f,, temos
S*—nHY X = (|9 +nH?)?—n’H* (3.28)
—3nH?|®[> — nH Y N

n(n —2)

> @ — nH?|P] - 5
n_

H|®>.

Usando as condigoes (3.1) e (3.2), obtemos

~(Q_ nHARGiviten + 8 ) Rsnrrnn) = a(S —nH?) - (3.29)

(2] k

-2 Z (NAkRiiir + N Ripie) > 2 Z()\z — )’ (3.30)
Ty ik

= 2ncy(S —nH?).
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Assim, tomando ¢ = 2 + 2¢,, de (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) obtemos
que

L(nH) > |®|? (nc + S —2nH? — %H\cﬂ) (3.31)

Por outro lado, com um simples célculo verificamos que

S —2nH? = 2\/HT((\/n— +1)|®] = (Vn—1—1)y/nH)

N n(n —2) n_ o
vn(n—1) 2v/n —1

Assim, como supomos que S < 2y/n — 1 ¢, de (3.31) obtemos

H[®[ -

L(nH) > |®|? (nc - (3.32)

n
——=95 ) >0.
2¢/n —1 ) -
Como o Lema 3.6 garante que L ¢ eliptico e como estamos supondo que

H atinge seu méaximo em M™, de (3.32) concluimos que H é constante em
M™. Donde, considerando a equacio (3.26), obtemos |[VA|> = > . h?

1,7,k ijk
n?|VH|? = 0, e segue-se que )\; é constante para todo i = 1,...,n. Além
disso, de (3.32) temos

102 (ne— ———8) =0 (3.33)
2n—1 ) '

Se S < 2y/n—1¢, entao [®|> = 0 e M™ é totalmente umbilica. Se
S = 2v/n — 1¢, como todas as desigualdade que obtivemos sao, na verdade,
igualdades, verificamos facilmente que

(Wi 1-1y
Vn—1+1

Logo, no caso que n = 2, de (3.34) obtemos que |®|* = 0. Sendo assim,
M? é totalmente umbilica. Finalmente, quando n > 3, como a igualdade
vale em (3.20) do Lema 3.4, concluimos que M" é totalmente umbilica ou,
caso contrario, é uma hipersuperficie isoparamétrica com duas curvaturas
principais distintas, uma das quais é simples. O

@] =

(3.34)
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3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Demonstracao do Teorema 3.2:
De (3.18) temos que

Of = —tr(P, o V2f),

onde, denotando por [ a identidade na algebra dos campos vetoriais suaves
em M" P, = nHI — h e V?f representa o operador linear auto-adjunto
metricamente equivalente a hessiana de f. Assim, usando a notacdo ()
para a métrica (induzida) em M", temos

Of ==Y (P(Ve, Vi) e,
onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal local em M". Consequente-
mente, temos que

div(P(Vf)) = Z((velpl)(w e +Z P(V.Vf),e) (3.35)
= <d1VP1,Vf> af.

Por outro lado, como &' é um espaco-tempo de Einstein, existe um pa-
rametro A tal que Ric = A(,), onde Ric denota o tensor de Ricci de &',
Assim, denotando por R o tensor curvatura de £, do Lema 2.16 temos

(divP, Vf) = (R(N,e;)e;, Vf) = —Ric(N,Vf) = =\(N,Vf) =0,
onde N representa a aplicagao de Gauss de M™. Assim, de (3.35), concluimos

que
Of = —div(P(Vf)). (3.36)

Agora, consideramos novamente o operador modificado de Cheng-Yau

(3.37)

De (3.36), temos que
L(nH) =div(P(VH)), (3.38)
onde P = —nP; + ”( nn=l . Além disso, como S é suposta ser limitada,

verificamos facﬂmente que o operador P é limitado. Dessa forma, como
também assumimos que |VH| € L£(M), obtemos que

|P(VH)| < |P||VH| € £'(M). (3.39)
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3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3

Agora observamos que, da simetria local de "', podemos seguir os
passos da Demonstragao do Teorema 3.1 para obter

LinH) = > hiy,—n’|VH?+S*—nH> X (3.40)
1,5,k i
—2 Z()\z)\kékiik + N Riir)
ik
—(Z nH}‘iR(n+1)ii(n+l) + 8 Z R(n—l—l)k(n—&-l)k)‘
i k
[
n
L(nH) > |®|? - ——5 | >0. 3.41
(ntt) 2 [0 (e ;s ) > (3.1
onde

¢ = Z Pijwiw;,
i7j

com ¢ij = hij — H(SU
Portando, tendo em conta as equagoes (3.38), (3.39) e (3.41), podemos
aplicar o Lema 2.21 para cocluir que L(nH) = 0 e, da equagao (3.40), temos

VAP => hl, =n?|VHP.
gk
Consequentemente, como assumimos que (n — 1)%a® +437, Rijji — 4n(n —

1)b > 0, do Lema 3.5 segue que H é constante e, assim, \; é constante para
todo i =1,...,n. Além disso, de (3.41) temos

|2 (nc - 2\/%5) = 0. (3.42)

Se S < 2y/n—1¢, entao |[®|> = 0 e M™ é totalmente umbilica. Se
S = 2y/n —1c¢, como todas as desigualdades que obtivemos sao, de fato,
igualdades, verificamos facilmente que

(WVa—1-1vi,
vn—14+1

Assim, no caso que n = 2, de (3.43), obtemos que |®|*> = 0. Portanto, M? é
totalmente umbilica.

B = (3.43)
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3.5 Aplicacées no espaco de De Sitter S7!

Finalmente, quando n > 3, como a igualdade vale em (3.20) do Lema 3.4,
concluimos que M™ é totalmente umbilica ou uma hipersuperficie isopa-
ramétrica com duas curvaturas principais distintas e que uma delas é sim-
ples. O

Demonstracao do Teorema 3.3:

De (3.38) e (3.41), aplicando o Teorema da Divergéncia, temos

0= /ML(nH) > /M {|<1>y2 <nc— N%S)}dzw > 0. (3.44)

Consequentemente, como estamos supondo que S < 2v/n — l¢, de (3.44)
obtemos que |®| =0 em M™ e, assim, M" é totalmente umbilica. ]

3.5 Aplicacgoes no espaco de De Sitter S|t

Denotemos por L™ o espago de Lorentz-Minkowiski (n + 2)-dimensional
(n > 2), ou seja, o espago vetorial real R"™? munido da métrica

n+1

<U7w> = E ViWi — Un+2Wn+2,
=1

para quaisquer v, w € R""2. Dessa forma, definimos o espaco de De Sitter
S"* (n 4 1)-dimensional como sendo a seguinte hiperquadrica de L™+

St = {p e L™ (p,p) = 1}.

A métrica induzida pela inclusdo i : S < L"*2 torna Si"' uma vari-
edade de Lorentz com curvatura seccional constante igual a 1. Além disso,
para cada p € S"™, temos que o espaco tangente a ST em p é dado por

T,(StHY) = {v € L"**; (v, p) = 0}.

Observemos que e, = (0,...,0,1) é um campo de vetores tipo-tempo
unitério e globalmente definido em L"2, determinando, assim, uma ori-
entacao temporal em L"*2. Portanto, dada uma hipersuperficie tipo-espaco
no espaco de De Sitter o : M™ — ST < "2 podemos escolher um tinico
campo normal unitario de vetores tipo-tempo N ao longo de M™ apontando
para o passado em L""2 (i.e., (N, e,2) > 0); desta forma, podemos assumir
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3.5 Aplicacées no espaco de De Sitter S7!

que M™ é orientada por N. Neste contexto, denotaremos por V°, V e V as
conexodes de Levi-Civita de L"2, S'™ e M™ respectivamente. Entdo, as
formulas de Gauss e Weingarten relativas a imersdo ¢ : M™ — SPH < L2
sao dadas respectivamente por

VoW = VW —(V,W) (3.45)
= VyW — (AV.W)N —(V, W)y

A(V) = —VyN = —VyN, (3.46)

para quaisquer campos de vetores tangentes V. W € X (M), onde A denota
o operador de forma de M™ em S}*! associado a .

Os exemplos a seguir nos dao uma descricao geométrica das hipersu-
perficies do espago de De Sitter que aparecerao nos resultados dados logo a
seguir (veja, por exemplo, [30], [72] e [77]).

Exemplo 3.7. Os exemplos canonicos de hipersuperficies tipo-espaco total-
mente umbilica do espago de De Sitter sao dados por

M, ={zx € S (x,a) = 7},

onde a € L"2, (a,a) =1,0,—1 e 72 > {(a,a). Entao, para x € M,, o campo
de vetores normais tipo-tempo unitarios de M., inico a menos de orientacao,

¢ dado por
1
N;(z) = ———=(a — 12).
T — <a7 a>
Consequentemente, a seqgunda forma fundamental de M, € dada por

B X = ——r X,

72 — (a,a)

Para todo campo de vetores X tangente a M,. Assim, pode ser verificado
que:

1. sea € um vetor unitdrio tipo-espaco, entao M, € isométrico a um espaco
hiperbolico n-dimensional de curvatura seccional constante _721—1 e H?
assume todos os valores possiveis em (1,00);

1. se a € um vetor tipo-luz nao nulo, entao M, é isomélrico ao espaco
Euclidiano R™ e H? = 1;
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3.5 Aplicacées no espaco de De Sitter S7!

i1, se a € um vetor unitdrio tipo-tempo, entao M, é isométrico a uma esfera
n-dimensional de curvatura seccional constante 721“ e H? assume todos
0s valores possiveis em [0, 1).

Exemplo 3.8. Considere a hipersuperficie tipo-espaco imersa em S' (1)
definida por

Tip = {z € ST (1) — 2§ +af + ... +af = —sinh’r},

onde r é um numero real positivo e 1 < k <n—1. T}, € completa e isométrica
ao produto Riemanniano H*(1 — coth?r) x S**(1 — tanh®r) de um espaco
hiperbolico k-dimensional e uma esfera (n — k)-dimensional de curvaturas
seccionais constantes 1—coth?r e 1—tanh? r, respectivamente. Parax € Ty,
o campo de vetores normais tipo-tempo unitarios de Ty, , — S"t(1), dnico a
menos de orientacao, € dado por

N(z) = tanhrz + (sinhr coshr) ! (xg, 21,...,24,0,...,0).

Em particular, H'(1 — coth®r) x S*"!(1 — tanh®r) ¢ chamado cilindro hi-
perbélico e H* (1 — coth?r) x S'(1 — tanh®r) ¢ conhecido como cilindro
esférico. E possivel verificar que Ty, , — S"(1) possui duas curvaturas prin-
cipais, que sao iquais a cothr e tanhr com multiplicidades k e n — k, respec-
tivamente. Além disso, € possivel verificar também que Ty, possui curvatura
média constante H = X (kcothr + (n — k)tanhr) e curvatura escalar nor-
malizada
1

R = Py p—} (k(k —1)(1 — coth®r) 4+ (n — k)(n — k — 1)(1 — tanh®r)) .

Mais ainda, se k = 1, entdo R satisfaz 0 < R = ”7_2(1 — tanh®r) < ”T_Q;
analogamente, se k =n—1 > 2, vemos que R = "7_2(1—coth2 r) < 0. Assim,
para qualquer R satisfazendo 0 < R < %2 e para qualquer R < 0, podemos
escolher r tal que as hipersuperficies 11, e T,,_1 ,, respectivamente, sao com-
pletas, nao totalmente umbilicas e possuem curvatura escalar normalizada

constante R.

Do Teorema 3.1 e de acordo com o teorema classico de congruéncia obtido
por Abe, Koike e Yamaguchi (cf. Teorema 5.1 de [1]), obtemos o seguinte
resultado no espaco de De Sitter ST,
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3.5 Aplicacées no espaco de De Sitter S7!

Corolario 3.9. Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear
completa imersa em Si™, tal que R = aH +b com b < 1. Se H atinge o
mazrimo em M™ e S < 2v/n — 1, entao M™ € totalmente umbilica ou, caso
contrdrio, é isométrica ao cilindro hiperbdlico H'(c;) x S"!(¢3), para R > 0,

ou ao cilindro esférico H"*(c;) x S'(ca), para R < 0, onde ¢; <0, c3 >0 ¢
1 1
—4+—=1.
C1 Co

Analogamente, do Teorema 3.2, obtemos o seguinte resultado, o qual
corresponde ao Teorema 3.5 de [59].

Corolario 3.10. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espagco Weingarten com-
pleta, ndo-compacta, imersa em St tal que R = aH +b com (n — 1)a® +
dn(l —b) > 0. Se |VH| € LY(M) e S < 2¢/n—1, entao M™ ¢ to-
talmente umbilica ou, caso contrdrio, € isométrica ao cilindro hiperbolico

H'(c;) x S"(ca), para R > 0, ou ao cilindro esférico H" ! (c;) x S*(¢3), para
R <0, ondecy <0, co >0 e—+i:1.
1 C2

Observacao 3.11. Em [78], Montiel caracterizou os cilindros hiperbolicos
como as unicas hipersuperficies tipo-espaco completas, nao-compactas, em
S"t com curvatura média constante H = @ e possuindo ao menos dois
fins. Mais tarde, Brasil, Colares e Palmas [30] obtiveram uma espécie de
extensao do resultado de Montiel, mostrando que os cilindros hiperbélicos
sdo as unicas hipersuperficies tipo-espaco completas em ST com curvatura
média constante, curvatura de Ricci ndo-negativa e tendo ao menos dois fins.
Eles também caracterizaram todas as hipersuperficies tipo-espaco completas
de curvatura média constante com duas curvaturas principais distintas como
hipersuperficies de rotagdo ou cilindros hiperbdlicos generalizados H*(cy) x
S"*(ey), onde 1 <k < (n—1),¢, <0, co >0 eé—l—ézl.

Finalmente, de acordo com a descricao de hipersuperficies tipo-espaco
totalmente umbilicas de S7™' dada por Montiel no Exemplo 1 de [77], do
Teorema 3.3, temos o seguinte resultado, o qual corresponde ao Teorema 3.6
de [59].

Corolario 3.12. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco Weingarten linear
compacta imersa em Si™ | tal que R = aH +b com (n—1)a?+4n(1—b) > 0.
Se S < 2v/n —1, entdo M™ € isométrica a S™.
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Capitulo 4

Hipersuperficies completas em
produtos warped

Nesse capitulo, apresentamos os resultados referentes ao artigo [54]. Nosso
objetivo é estudar a unicidade de hipersuperficies completas imersas em um
produto warped semi-Riemanniano cuja funcao warping possui logaritmo
convexo e tal que sua fibra possui curvatura seccional constante. Usando
como principal ferramenta analitica um principio do maximo adequado para
variedades Riemannianas completas, nao-compactas e supondo uma desigual-
dade natural entre as r-ésimas curvaturas médias da hipersuperficie e a dos
slices da regiao onde a hipersuperficie esta contida, somos capazes de provar
que tal hipersuperficie deve ser, de fato, um slice.

4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Sejam M™ uma variedade Riemanniana conexa orientada n-dimensional, I C
R um intervalo e f : I — R uma funcao suave positiva. Na variedade
produto M =1 x M™, 7w e mp denotam as projecoes nos fatores I e M,
respectivamente. Uma classe particular de variedades semi-Riemannianas
tendo campos conformes é a obtida tomando M com a métrica

(v, ) = e((m1)sv, (m1)xw) + f(p)*((Tar) v, (Tar)sw),

para todo p € M e todo v,w € TpM, onde € = €y, e 0y é o campo de vetores
unitario canonico tangente a I. Além disso, de (cf. [79] e [80]), o campo de
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

vetores

V= (f o) W])at

¢ conforme e fechado (no sentido que sua 1—forma dual é fechada), com fator
conforme ¢ = f’om;, onde a linha denota diferenciacao com respeito a t € I.
Tal espago é um exemplo particular de um produto warped semi-Riemanniano,
e, de agora em diante, escrevemos M =l X ¢ M™ para denota-lo.

Se ¢ : X" — el xy M™ ¢é uma imersao Riemanniana, com X" orientada
pelo campo de vetores unitario /V, tem-se obviamente € = €y, = €.

Observagao 4.1. Para ty € R, orientamos o slice ¥f = {to} x M™ usando
o campo de vetores unitdrio normal 9,. De acordo com [13], ¥} tem r-

f'(to)
f(to)

ésima curvatura média H, = —e ( ) constante com respeito a 0, (veja
também [79] e [80]).

Agora, h denota a funcdo altura (vertical) naturalmente associada a >",

ouseja, h = (m7)|s. V e V denotam os gradientes com respeito as métricas de
el xy M™ e X", respectivamente. Um célculo simples mostra que o gradiente
de m; em el xy M™ é dado por

Vr; = e(Vny,0,) = €d;, (4.1)
temos que o gradiente de h em X" é
Vh= (V)" =€) =ed, — (N,0,)N, (4.2)
pois 9, = 0; — €(N,d;)N.

Em particular, temos
[Vh|]* =€ (1—(N,9,)?), (4.3)

onde | | denota a norma de um campo de vetores em ".

O seguinte lema é uma extensao do resultado obtido (no ambiente Lorent-
ziano) por Alias e Colares no Lema 4.1 de [17]. Por questao de completeza,
daremos uma demonstragdo que contempla ambos os ambientes (Riemanni-
ano e Lorentziano)

Lema 4.2. Seja ¢ : ¥" — el xy M™ uma imersao Riemanniana. Se h =
(m7)|s : X" — I € a funcao altura de X", entdo

L,(h) = (log f) (etr P, — (P,Vh,Vh)) + tr(AP,)(N, 9;).

45



4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Demonstracao. O campo de vetores
K(t,z) = f(t)((?/at)(t,x), (t,x) € eI x g M"

determina um campo de vetores conforme fechado nao nulo (apontando para
o futuro no caso Lorentziano) em el x fM™. De fato,

VK = f'(h)Z (4.4)

para todo vetor Z tangente a el x ;M™ em um ponto (¢, ).

Agora seja g : I — R uma primitiva qualquer de f. Como ¢ = f > 0,
entdo g(h) pode ser vista como uma reparametrizacao da funcao altura. Em
particular, o gradiente da fungao g(h) em X é

Vg(h) = f(h)Vh =ef(h)d, =eK" (4.5)

onde K denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperficie,
ou seja
K" =K —¢(K,N)N.

Da equagao (4.4), temos o
VxK = f'(h)X (4.6)

para todo X € X(X). Como,

ViK' = (VxK")'

e —
VxK' =Vx (K —¢€(0;,N)N)
=VxK —eX (K,N)N —¢(K,N)VxN
= f'(h)X —eX (K,N)N +¢(K,N) AX,
temos

VxK" = (W)X 4+ e(K,NYAX = (f'(h) +ef(h) (8, NYA) X.  (4.7)
Portanto, da equagao (4.5), obtemos
Vx (Vg(h)) = eVx K" = (ef'(h) + f(h) (0;, N) A) X. (4.8)

Por outro lado, ainda da equagao (4.5), temos

1
Vh = ng(h),
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

que, juntamente com as equagoes (4.5), (4.8) e (4.2), nos d&

X (745) Voh)

Q) +
= g7 (e ()X + f(R) (00, N) AX) — Sl e f ()]
B G%X + (0, N) AX — X}JE}(L’;))EaJ
= ZX + (9, N) AX — Xl eoT
- E%X + (0, N) AX — % (Vh, X) Vh
— (log ) (h) (eX — (Vh, X)Vh) + (9, N) AX

Consequentemente,

L.(h) =tr(P.oV?h)
= tr (V?hoP,)
= (log f)" (h) (etrP, = 37 ((Vh, P.E;) VR, E;)) + (0;, N) tr (AP,)
= (log f)' (h) (etxP, — (P,.Vh,Vh)) + tr (AP,) (N, 0;)

Como queriamos demonstrar.

]

Observagao 4.3. Em [34], H.F. de Lima juntamente com F. Camargo e A.
Caminha apresentaram uma demonstracdo alternativa do lema anterior.

Das equagoes (6.2) e (6.16) de [17], temos o seguinte

Lema 4.4. Seja v : X" — el xy M™ uma tmersao Riemanniana no produto
warped semi-Riemanniano €l x¢ M™. Se h = (n7)|s : ¥* — I € a funcdo
altura de X", entao

(dive Py, V) = —¢ (Ricyr (N*, N*) + e(n — 1)(log £)"'(h)|Vh[?) (N, d,),

onde Ricyy denota a curvatura de Ricci da fibra M™ e N* = N — €(N, 0;)0;
¢ a projecao do campo de vetores unitdario normal N de X" sobre M™. Além
disso, se a fibra M™ possui curvatura seccional k constante, entao

(divsP,, Vh) = —e(n — ) (% + e(log f)”(h)) (P,_1Vh, Vh)(N,,).
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Demonstragao. Da equagao (2.15) do Lema 2.16 temos:
(divs P, Vh) = —EZ (R(N,e;)e;, Vh) = eRic(N, Vh)
i=1

onde Ric denota o tensor de Ricci de e x ¢ M™. Um célculo direto usando a
terceira relacao dada entre as curvatuvas de Ricci no Colorario 43 do Capitulo

7 do livro do O’Neill [85], nos dé:

Ric(U,V) = Ricy (U*, V*)+
—e[n((log f))? + (log f)"]{U. V) + (4.9)
+e(n — 1)(log £)" (U, 0) (V, 0) ,

para campos vetoriais arbitrarios U e V' em el x ;M", onde, por simplicidade,
escrevemos log f = log (), (log f)' = (log f)'(r/) e (log f)" = (1og )" ().
Observe que da equagao (4.2), temos Vh = €9, — (N,9,) N, donde (Vh)* =
—(N, 0;) N*. Em particular segue de (4.9) que

(dive Py, VH) = eRic(N, Vh)
= —¢ (Rica (N*, N*) + e(n — 1)(log £)"(h)|Vh|?) (N, 8,),

pois (Vh,N) = 0 e (Vh,0;,) = (ed; — (N,0;)N,0;) = 1 — (N, 0;)* = ¢|Vh|?
(veja a equagao (4.3))

Agora vamos demonstrar a segunda equacao do Lema. Ainda da equacao
(2.15) do Lema 2.16 temos:

T n

(divs P, Vh) = (=€)’ > (R(N,P,_je;)e;, A'Vh) . (4.10)

j=1 i=1

Um céalculo direto usando a relagao (5) da Proposigdo 42 do Capitulo 7 do
livro do O’Neill [85], nos da:

Ric(U,V),W = Ricy (U*, V*)W*+
—€e[((log )2 (U, W)V — (V. W) U)] +
—e(log )" (W, 0) ({V,0,) U — (U, 0,) V)+
+e(log f)" ((V, 0) (U, W) = (U, 9y (V,W)) 0y,

(4.11)

para campos vetoriais arbitrarios U, V e W em el x;M". Em principio,
nao assumimos que a curvatura seccional de M"™ é constante. Em particular,
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

(4.11) implica em

Ric(e;, X), N = Ricy (e, X*)N*+
—e(log f)" (N, 0;) (X, Or) e — (e, 0r) X)
= Ricy(ef, X*)N*+
—e(log )" (N, 0) (e (X,Vh)e; —e(e;, Vh) X)
= Ricy(ef, X*)N*+
—(log )" (N, 0,) ({(X,Vh)e; — (e;, Vh) X)

(4.12)

para cada campo de vetores X € X(X).
Das decomposi¢oes N = N* + € (N,0,) 0y, ; = ef +€(e;,0) 0y e X =
X* + e (X, 0;) 0, temos que

* * N* N
(N )T — N* _ <(N,N>>N
:N*—E<N—€<N,6t>at,N>N

= N*— N+ (N,9,)> N

= —€ <N, 8t> 8t + <N, 8t>2 N <413>
:—<N,8t)(6(9t—<N,8t>N)
= —(N,0,) Vh,
(e))T =ef—elef, )N
=e; —e(e; —e{e;,0) O, N) N
= 6: -+ <6i7 815) <at, N> N
=ef +€(e;, Vh) (0, N) N (4.14)
=e; —€(e;,0) Oy +€(e;, Vh) (O, N) N '
=e; — (€;, Vh) Oy + €(e;, Vh) (Or, N) N
:ei—e(ei,Vh) [eﬁt—(ﬁt,NﬂV]
=e; —€(e;, Vh) Vh,
(X9)T = X*—e(X*,N)N
=X —€e(X,0,) 0 —e(X —e(X,0) 0, Ny N
=X —€e(X,0,) 0+ (X,0) (O, N) N (4.15)

= X — (X,Vh) 9, + € (X,Vh) (9, N} N
= X — (X, Vh) [ed, — (0, N) N]
= X — (X, Vh) Vh,

49



4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

(N*N") = 7 (N, N) = € () (), (). ()
— le(h) ((e € (e (N, ;) Oy, € <J\;,8>6t> )
= oy (e = €(N,0)° (01, 01),
= 72 (€ — €(N,&)°) (4.16)
= o€ (1= (N, 8,)?)
= 7o (VAL
(N, ey = s (N es) — e () (N), (m1).(en)))
= le(h)( € (€ (N, 0r) Oy, € (€, 00) D))
- f;(h) (—€e (N, 0) (e;,0r) (Or, Or) ;) (4.17)
A (= (N, ) (es, VIY)
= f21(h) (N, 0) (e;, Vh),
(N XV = oy (N, X) = e{(m)(N), (71)(X)) )
= f21(h) (—€(€(N, ) Or, e (X, 0h) Or) )
= 72 (€ (N, 8t> (X, 00) (O, 00) 1) (4.18)
f21(h)< <N at) <X7 Vh>)

= — 7o (N, 8) (X, Vh).

Observamos que as equagoes ((4.13)-(4.18)) valem mesmo quando M"

nao possui curvatura seccional constante.
Se M™ possui curvatura seccional constante x, entao também temos que

(Ricar(ef, XN = r({ef, N7y (X7) 1 = (X7 N (€)))

()

Entao, usando as equagoes (4.14), (4.15), (4.17) e (4.18) obtemos
(Rica (¢, XIN)T = k| = g2k (N, ) (e3, VA) (X — € (X, VR) VR)+
o (N 90} (X, V) (e = € (e:, V) V)|
= w2y (N, 0) (X, Vh) e; — (s, V) X],
que, juntamente com a equacgao (4.12), nos da

Ric(e;, X), N = (Ricp(ef, X*)N*) T+
(o8 1Y () (N,2) (X, T = {ei, Th) X)
oty — (og f)" () ) (N, ) (X, Vh) e: = (e:, Vh) X)

90



4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Assim, para cada j = 1, ..., k fixo, encontramos

Zz 1 <R(N PT’ Jez)ew X> = ?:1 <§(€ia X)N, Pr—jei> =

= 1< (e, X)N)T, P._ Jel>:

= (725 - (logf)”( )) (N, 8) S (X, V) (ei, Poje) +
—(e;, Vh) (X, P._je;)) =

= (i — (g /)"()) (N, ) (6x(P—) (X, V) +

=i ((Pr—j X €) e, V)

= (7t — Qom £)"(1)) (N, 00} ((Po-5) (X, Vh) = (P ;X, V)

para cada campo de vetores X € X(X). Usando essa expressao na equagao
(4.10) temos

<diV2Pr, Vh = log f)”( )) <N, at> %
Z —e) (tr(Pr_;) (A1IVh, Vh) + (4.19)
<P I=1Vh, Vh)).

Observe que

S y(—eP (t(P ) A7 — P A ) =

Jj=1 ] : )
=S (e (P AT — Py A7), (4.20)
para cada 1 < r < n. Agora afirmamos que
D (&) (tr(P_y) AT = Py AT) = —e(n— 1) Py, (4.21)

Jj=1

para cada 2 < r < n.
Provemos (4.21) por indugéo em r. Quando r = 2, pelo Lema 2.15, temos
que trP, = b.H,, e (4.21) se reduz a

tr(Po)A — P()A — EtI‘(Pl)AO + EPlAO =nA—A— EblHll + €P1
=n—1)A—-en(n—1)HI +€eP,
= —¢e(n—1)(nH, — €A)] + €P,
=—e(n—1)P,+eP;
—e(n —2)P.
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Supondo, agora, que (4.21) vale para r — 1 > 1, vamos mostrar que vale para
r. De fato, usando que trP, = b, H, = €"(n — r)S,, temos
D i (o) I (b (P ) AT = P AT) =
= —e > (=€) (tr(Pyy) AT — Py AT ) At
—etr(P,_1) A +eP,_1 A =
=(—=€)*(n—r+1)P oA —etr(P_1)A° + eP,_1 A =
=n—r+1)P._sA—etr(P_)+eP_1 =
=n—r+1)P._sA—eb,_1H,_1+€P,_41 =
=—€l—en—r+1)P, A+ n—r+1)S, 4] +ebP_; =
=—en—r+1)[€1S,_1 —€AP, 3] +€P_; =
=—en—r+1)P,_1+eP_ =
=—e(n—r)P,_4

como afirmado.
Finalmente, usando (4.21) em (4.19)(levando em consideragao a igualdade
(4.20)), concluimos que

(divg P, Vh) = —¢(n —r) (% + e(log f)"(h)) (P._1Vh,Vh)(N,0,),

como queriamos demonstrar.

O

Precisaremos também de uma condigao suficiente para garantir a existén-
cia de um ponto eliptico na imersao Riemanniana. No que segue, citamos a
versao semi-Riemanniana do Lema 5.4 de [7] devido a L.J. Alias, A. Brasil

Jr e A.G. Colares.

Lema 4.5. Sejam M=l X ¢ M™ um produto warped semi-Riemanniano
e 3" — M wma imersio Riemanniana. Se —ef(h) atinge um minimo
local em algum p € X", tal que f'(h(p)) # 0, entdo p é um ponto eliptico de
xn.

Demonstracao. Seja p € ¥ o ponto no qual —ef(h) atinge um minimo local

o F(hip) #0
eja
K(t,x) = f(1)(0/01) 4 1: (t, ) € eI Xy M"
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4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

o campo de vetores dado na demonstracao do Lema 4.2. Assim, a funcao
u=—(K,K)ls = —f*h)(0,0) |s = —ef*(h) atinge um minimo em p
(visto que, f é positiva e —ef(h) atinge um minimo em p). Portanto,

Vulp) =0 e Viu,(v,0) >0
para todo v € T,X. Da equacao (4.6), para todo X € X(X), temos
(Vu,X) =Vxu=Vx |- (K K)|s] = =2f(h) (X,K")

donde,
Vu=—2f(h)K" (4.22)

e, como f'(h(p)) # 0, temos
K'(p)=0 (4.23)

Além disso,

V2u(X,X) = (Vx(Vu).X) = (Vx(-2f (WKT). X)

= X (P (KT, X) —2p(h) (Vi Xy 42
Agora , da equagao (4.7), temos
(VxK",X) = f(h)(X,X) +€e(K,N) (AX, X) (4.25)

Por outro lado,
K'=K—¢(K,N)N

donde,
<KT,KT> = (K,K) — 2¢ (K,
(K

!
=
=
v

e, sendo K ' (p) = 0, temos
<K7N>2 (p) = €<K7 K> (p)

Ou seja,
(K,N) (p) = ey/—eu(p)

a qual, juntamente com a equacao (4.25), nos d4
(VxK', X) (p) = f'(h(p) (X, X) (p) + v/ —eu(p) (AX, X) (p)
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

Usando isto, juntamente com K ' (p) = 0, da equacgio (4.24), obtemos

%Vzup(%"U) = = [f' ()] [o]* = f'(h(p)) v/ =eulp) (Apv,0) 20 (4.26)

para todo v € T,,X.
Dessa forma, escolhendo uma base {ey, ...,e,} de diregdes principais em p,
temos dois casos:

Se f'(h(p)) > 0, da equagao (4.26), temos

(Apei, i) < —f'(h(p))
(eie) = \/—eu(p)

ki(p) = <0 i1=1,..,n.

E se f'(h(p)) < 0, da equagao (4.26), temos

_ (Apes, ei) > —['(h(p))
eisei)  \/—eu(p)

>0 1=1,...,n.

Em ambos os casos, temos que p é um ponto eliptico de X.
m

4.2 Resultados de rigidez em produtos war-
ped

De acordo com a terminologia estabelecida em [11], dizemos que uma hiper-
superficie ¢ : X" — €l xy M™ ¢é limitada no infinito futuro de el x; M™ se
existe t € I tal que

(X)) C{(t,z) € el x; M"™;t <t}

Analogamente, dizemos que X" é limitada no infinito passado de el xy M"
se existe t € [ tal que

(X)) C{(t,z) € el x; M"™;t > t}.

Finalmente, X" ¢ dita ser limitada no infinito de el x; M™ se ela ¢ limitada
no infinito futuro e no infinito passado de e/ x ; M™. Em outras palavras, X"
¢ limitada no infinito se existem ¢ < ¢ tais que ¥(X) estd contida na regiao
determinada pelos slices {t} x M™ e {t} x M™.
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

No que segue, assumiremos que as hipersuperficies sao limitadas no infi-
nito do espago ambiente. £'(X) denotard o espaco de funcoes integraveis a
Lebesgue na hipersuperficie »".

Além disso, motivado pela Observacao 4.1, quando € = —1, assumiremos
que a orientagao N da hipersuperficie tipo-espaco ¢ : ¥" — —I xy M™ é a
que sua funcao angulo satisfaz

(N,8,) < —1.

Teorema 4.6. Seja M= X ¢ M™ um produto warped Lorentziano tal
que log f € uma funcdo convezra e cuja fibra M"™ possui curvatura seccional
constante k satisfazendo

k< inf(ff" = f7). (4.27)

Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie tipo-espaco conexa, completa, nao-
compacta e limitada no infinito de M Suponha que a curvatura média
H ¢ limitada e que, para algum 1 < r < n—1, H, e H.,1 sao positivas e
satisfazem

Hr+1 f/

oz >0 (4.28)

Se f(h) possui um minimo local e |Vh| € LY(X) em X", entdo X" é um slice.

Demonstragao. Inicialmente, observamos da equacao (2.18) que
L, f(h) = f"(W){P.Vh,Vh) + f'(h)Lh.

Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos

L.f(h) = (fﬁfT_f’Q(h)) (P,Vh,Vh) (4.29)
“np (o + ) )
onde b, = (n —r) (Z) Além disso, do Lema 4.4, temos que
(dive P,V f(h)) = f'(h){divsP,, Vh) (4.30)
i (U= 1)
= fmn—n (U0

% (N, 0,)(P,_1Vh, V1.
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

Por outro lado, como f’(h) nao se anula e H,,; é positiva em ¥", usando
os Lemas 2.18 e 4.5, garantimos que P, e P,_; sao definidos positivos. Sendo
assim, como supomos que log f é convexa, de (4.28) e (4.29), temos

L f(h) 20
e, de (4.27), (4.28) e (4.30),
(divs P, Vf(h)) > 0.
Consequentemente, da equagao (2.19), temos que
divy,(P.(Vf(h))) > 0. (4.31)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de ¥", entao seus auto-
valores sao fungoes continuas em . Como H ¢é limitada e Hy é positiva em
¥, de (2.9) temos que |A| ¢é limitada em ¥". Portanto, segue-se da equagao
(2.12) que |P,| é limitado em ". Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C' > 0 tal que |P.| < C' em X". Consequentemente,

[PV < |BLf (WI[VR] < CIf (W) VA € L1(Z), (4.32)
pois ¥ é limitada no infinito, donde,

|f ()] = max | F'(A(p))| = max f(t) < +oo.

[tlvtﬂ

Logo, de acordo com (4.31) e (4.32), estamos em posicao de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = P.(V f(h)) para concluir que

divs (P (Vf(h))) =0

em X". Ou seja, L, f(h) =0 e (divgP,, Vf(h)) = 0.
Agora, suponha, por contradigao, que existe p € X" tal que |Vh|(p) > 0.
Como P, é definida positiva, voltando a equacao (4.29), temos

f//f_f/2 =0

em um subconjunto aberto de I, i. e., (log f)” = 0, donde, f(t) = ae’® para
algumas constantes nao nulas a e f. Sendo assim, voltando novamente a
(4.29) juntamente com a hipétese (4.28), temos

Hr—i-l Hr—i—l

_ﬁ: <N7at>§_

T s

S_/87
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

donde, (N,0;) = —1e ng—jl = /. Entao, segue-se de (4.3) e de X" ser conexa
que ela é um slice de —1 x,.s: M", e chegamos a uma contradi¢ao. Portanto,
|\Vh| =0, ie., X" é um slice de —1 x s M™. O

Da demonstragao do Teorema 4.6 obtemos o seguinte resultado

Corolario 4.7. Seja Mt = X ¢ M™ um produto warped Lorentziano tal
que log f € convexa e cuja fibra M™ tem curvatura de Ricci satisfazendo

Ricy < (n—1) ir}f(ff” — ) (4.33)

Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie tipo-espaco conexa, completa, nao-
compacta e limitada no infinito de M Suponha que a curvatura média H
¢ limitada e que Hy € positiva e satisfaz

Hy _ f
— > =(h . 4.34
e Lo (434
Se [Vh| € L1(X), entdo X" é um slice.

Demonstracao. Sendo Hs positiva, do Lema 2.17, temos que P; é definido
positivo. Por outro lado, da equagao (2.18) temos que

Lif(h) = f"(R)(PiVh,Vh) + f'(h)Lih.
Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos

Lif(h) = (fﬂf—_f/z(h)) (P,Vh,Vh) (4.35)

f
Cn(n— D () H (f7/(h) + %(N, at>) |

Além disso, do Lema 4.4, temos que

(dive Py, VF(h)) = f'(h)(diveP1, Vh)
= f'(h) [Ricyr (N*, N*)
—(n = 1)(log )" (R)|VAI*] (N, ;).

Usando (4.16), temos

1
RICM(N*, N*) = WR]CM(V]}, Vh>,
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

donde,

. I .
(dive P,V f(h)) = ﬁ(h) (Ricpr(Vh, Vh) (4.36)
—(n =" = A M)IVL) (N, ).
Por outro lado, como P; é definido positivo e log f é convexa, de (4.34) e
(4.35), temos
Lif(h) =0

e, de (4.33), (4.34) e (4.36),
(divg P, Vf(h)) > 0.
Consequentemente, da equacao (2.19), temos que
divs(P1(V f(h))) = 0. (4.37)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de X", entao seus auto-
valores sao fungoes continuas em »". Como H ¢é limitada e Hy é positiva em
¥ de (2.9) temos que |A| é limitada em ¥". Portanto, segue-se da equagao
(2.12) que |P;| é limitado em ™. Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C' > 0 tal que |P;| < C' em X". Consequentemente,

[PV () < R (WIIVR] < CLF (W)IVR] € £1(2), (4.38)
pois ¥ é limitada no infinito, donde,

|f/(h)] = max |/ (h(p))| = max f'(t) < 400

[t1,t2]

Logo, de acordo com (4.37) e (4.38), estamos em posi¢ao de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = P;(V f(h)) para concluir que

dive (P (Vf(R))) =0

em X". Ou seja, L1 f(h) =0 e (divy P, Vf(h)) = 0.
Sendo assim, aplicando um argumento analogo a iltima parte da demons-
tragao do Teorema 4.6, concluimos que X" ¢ um slice de I xy M".
m
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

No que segue, considerando a observacgao 4.1 mais uma vez, quando € = 1,
assumiremos que a orientacao N da hipersuperficie ¢ : X" — I x; M™ é a
que sua funcao angulo satisfaz

—1<(N,0) <0

Teorema 4.8. Seja Mt =1 X ¢ M™ um produto warped Riemanniano tal
que log f € uma funcdo convexa e cuja fibra M™ possui curvatura seccional
constante k satisfazendo

k> sup(f2 — ff"). (4.39)
I

Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie conexa, completa, nao-compacta e
limitada no infinito de M Suponha que a curvatura média H € limitada
e que, para algum 1 <r <n—1, H, e H,1 sdo positivas e satisfazem

7“+1 f,
H = f

—(h). (4.40)

se a fung¢do angulo (N, 0;) ndo muda de sinal, f(h) possui um mdzimo local
e |Vh| € L1(X), entdo X" é um slice.

Demonstragao. Da hipétese (4.40), temos que

f, r+1
N, O
S+ S .0) 2
Por outro lado, usando os Lemas 4.5 e 2.18, garantimos que P, e P,_; sao
definidos positivos. Consequentemente, como log f é convexa, do Lema 4.2
e da equagao (2.18) obtemos que

Lf(h) = (f S L ) >) (PR, VR +

/ /!
+mf@ﬂh(f

00+ THN0)) 20,

onde b, = (n— 1) (7).
Além disso, de acordo com a condigao de convergéncia (4.39), do Lema 4.4
temos que
(dive P,V f(h)) = f'(h)(divgP,, Vh)

—(n =) J'(h) (L) (N9 (P VR, V) =
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4.2 Resultados de rigidez em produtos warped

Consequentemente, da equagao (2.19), temos

dive(P.(V f(h))) > 0.

Sendo assim, aplicando um argumento analogo a ultima parte da demons-
tragao do Teorema 4.6, concluimos que X" ¢ um slice de I x ¢ M". O

Finalmente, da demonstragao do Teorema 4.8 obtemos o seguinte

Corolario 4.9. Seja M =T X ¢ M™ um produto warped Riemanniano que
log f € convezo e cuja fibra M™ tem curvatura de Ricci satisfazendo

Ricy > (n—1) St}p(f’2 — ) (4.41)

Seja 1 : X" — M uma hipersuperficie conexa, completa, nao-compacta,
limitada no infinito de M Suponha que a curvatura média H € limitada
e que Hy € positiva e satisfaz

/
H _ [

7 < F). (4.42)

Se a funcao angulo (N, ;) nao muda de sinal e |Vh| € LY(X), entio X" é
um slice.

Demonstracao. Sendo Hs positiva, do Lema 2.17, temos que P; é definido
positivo. Da hipétese (4.42), temos que

f/
f

Por outro lado, da equagao (2.18) temos que

Lif(h) = f"(R){P,Vh,Vh) + f'(R)L:h

—(h )+F<Nat>_

Assim, juntamente com os Lemas 2.15 e 4.2, obtemos
"ne o p12
Lif(h) = (#

bl =70 () + 2 v.0)).

(h)) (P,Vh,Vh) (4.43)
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Além disso, do Lema 4.4, temos que

(dive Py, VF(R)) = f(h){divs P, Vh)
= —f'(h) (Ricar(N*, N*)
+(n —1)(log f)"(R)|Vh[?) (N, 0;).

Usando (4.16), temos

1
RICM(N*, N*) = WRICM(V}L’ Vh),

donde,

ivs PLVF(R)) = —L(h) (Rica (Vh, V) (4.44)
—(n=1)(ff" = [2)R)|Vh[?) (N, ).

Por outro lado, como P; é definido positivo e log f é convexa, de (4.42) e
(4.43), temos

Lyf(h) =0
e, de (4.41), (4.42) e (4.44),
(dive Py, Vf(h)) > 0.
Consequentemente, da equagao (2.19), temos que
divs (P (V f(h))) > 0. (4.45)

Além disso, se A é a segunda forma fundamental de X", entao seus auto-
valores sao fungoes continuas em ". Como H ¢ limitada e Hy é positiva em
¥, de (2.9) temos que |A| ¢é limitada em ¥". Portanto, segue-se da equagao
(2.12) que |P;| é limitado em ™. Dessa forma, concluimos que existe uma
constante C' > 0 tal que |P;| < C' em X". Consequentemente,

[PV () < R (WIIVR] < COLF (W)IVR] € £1(3), (4.46)
pois ¥ é limitada no infinito, donde,

|f/(h)] = max | £'(h(p))| = max f'(t) < +oo

[t1,t2]
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4.3 Aplicagoes no Steady State Space e no Espago Hiperbdlico.

Logo, de acordo com (4.45) e (4.46), estamos em posi¢ao de aplicar o
Lema 2.21 ao campo de vetores X = P;(V f(h)) para concluir que

divs (P (Vf(h))) =0
em X" Ou seja, Ly f(h) =0 e (divg P, Vf(h)) =0.

Sendo assim, aplicando um argumento analogo a ltima parte da demons-
tragao do Teorema 4.6, concluimos que X" é um slice de I x ¢ M".

[]

4.3 Aplicacoes no Steady State Space e no
Espaco Hiperbdlico.

Nesta secao apresentaremos algumas formas espaciais com seus modelos da-
dos por produto warped e aplicaremos nossos resultados a esses casos (veja
[79] e [80]).

Considere o espaco de De Sitter S7™! apresentado na Secdo 3.5 do Ca-
pitulo 3. Se escolhermos um vetor tipo-luz a € "™, podemos considerar o
campo de vetores conforme dado por

Y(p)=a—(p,a)p

com p € ST Este campo é tipo-tempo apenas no subconjunto aberto

O={peSi™: (pa)#0}.

Considere a componente conexa H"' dada por {p € S!™ : (p,a) > 0},
a qual é chamada de steady state space e corresponde ao produto warped
—RxR" (veja [80], exemplo 2 e [11]). Da demonstracao do Teorema 4.6,
temos

Corolédrio 4.10. Seja ¢ : X" — H"M = —Rx,R™ uma hipersuperficie
tipo-espaco conexa, completa, nao-compacta e limitada no infinito de H™*!.
Suponha que a curvatura média H € limitada e que, para algum 1 < r < n—1,
H, e H,,1 sao positivas e satisfazem

Hr+1

> 1. (4.47)

T

Se [Vh| € LY(X) em X", entao X" € isométrica ao R™.
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4.3 Aplicagoes no Steady State Space e no Espago Hiperbdlico.

Observacao 4.11. Observe que mo coroldrio anterior ndao precisamos da
hipétese de f(h) possuir um minimo local, pois temos k =0 e f"f — f? = 0.
Sendo assim, na demonstracao do Teorema 4.6, teremos

L.f(h) >0

(divs P, Vf(h)) = 0.

Consequentemente, da equagao (2.19), temos que
dive (P (Vf(h))) = 0.

Os espacos hiperbdlicos H"*! podem ser vistos como hiper-esferas no
espago de Minkowski. De fato, temos que cada componente conexa da hi-
perquadrica

{pe Ry (p,p) = —1},
munida da métrica induzida é uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa, com curvatura seccional constante igual a -1. Com este
modelo para H"*!, nao ¢ dificil ver que

Xu(p) = a+ (a,p)p,p € H"*,

para a € R}*? fixado, é um campo conforme exato que é qualitativamente
diferente de acordo com a caracteristica casual do vetor a. Assim, cada X,
dard uma folheacao de H"! por esferas, quando a é um vetor tipo-tempo;
por horo-esferas, quando a é um vetor tipo-luz e por hiperplanos hiperbélicos
totalmente geodésicos, quando a é um vetor tipo-espago. No primeiro caso,
temos H"™! — {a} = R" x4u:S™. No segundo caso, temos H"™ = Rx R".
E no terceiro caso, temos H"™ = Rx g, (H" (veja [79], exemplo 3 e [16]).
Para o segundo e o terceiro casos daremos uma aplicagao (da demonstragao)
do Teorema 4.8. Para o segundo caso, temos

Corolario 4.12. Seja ¢ : X" — H"™ = Rx.R" uma hipersuperficie co-
nexa, completa, nao-compacta e limitada no infinito de H"*. Suponha que
a curvatura média H é limitada e que, para algum 1 <r <n—1, H,. e H, 4

sdo positivas e satisfazem
Hr+1

<1 (4.48)

se a fungdo dngulo (N,0;) nao muda de sinal e [Vh| € LX), entdo X" é
isométrica ao R™.
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4.3 Aplicagoes no Steady State Space e no Espago Hiperbdlico.

Aqui, usamos o mesmo argumento da Observacao 4.11 para retirar a
hipétese de f(h) possuir um méximo local. Também é importante observar

que o cilindro hiperbélico S*(p) x H**(1/1 + p?) nao cumpre |Vh| € L1(Z).
E para o terceiro caso, temos

Corolario 4.13. Seja ¢ : X" — H""! = R oenH" uma hipersuperficie
conexa, completa, nao-compacta e limitada no infinito de H"". Suponha
que a curvatura média H é limitada e que, para algum 1 <r <n—1, H, e
H. .1 sao positivas e satisfazem

Hr+1

< tanh(h). (4.49)

r

se a fung¢do angulo (N, 0;) ndo muda de sinal, f(h) possui um mdzimo local
e |Vh| € L1(X), entdo X" é homotética ao H™.
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Capitulo 5

Graficos Killing conformes
inteiros

Nesse capitulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [57] e [58],
onde estudamos a geometria de grdficos Killing conformes inteiros, isto ¢,
graficos construidos através do fluxo gerado pelos campos de Killing confor-
mes completos V' e que estao definidos sobre uma folha integral da folheagao
VL ortogonal a V. Dessa forma, sob uma restricio adequada na norma do
gradiente da funcao z que determina o grafico ¥(z), estabelecemos condigoes
suficientes para assegurar que Y (z) é totalmente umbilica e, em particular,
uma folha integral da folheacao V+. Em seguida, estabelecemos condicoes su-
ficientes para assegurar que Y(z) é totalmente geodésica. Além disso, quando
o espaco ambiente M possui curvatura seccional constante, obtemos estima-
tivas por baixo para o indice de nulidade relativa de ¥(z).

5.1 Graficos Killing conformes

Nesta se¢ao, o nosso objetivo é dar uma descrigao de nossos objetos de estudo:
graficos Killing conformes. Neste sentido, vamos considerar uma variedade
Riemanniana (n+1)-dimensional M dotada de um campo de Killing conforme
completo V' cuja distribuicao ortogonal D ¢é integravel. Assim, existe uma
funcio suave ¢ € C>(M) tal que

Lvg = 247, (5.1)
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5.1 Graficos Killing conformes

onde £ denota a derivada de Lie da métrica g de M; a funcdo 1 é chamada
o fator conforme de V.

Dessa forma, denotamos por ® : R x M — M o fluxo gerado por V,
onde M é uma folha integral fixada arbitrariamente de D considerada como
t = 0 e que suporemos ser conexa e completa. Como ¢, = ®(¢,.) é uma
aplicacao conforme para qualquer ¢ € R fixado, existe uma funcao positiva
A€ C®(R x M) tal que A\(0,u) =1 e ®;g(u) = N\*(¢,u)g(u), para qualquer
u e M.

Ao longo deste trabalho, nos restringimos ao caso em que a funcao A
depende apenas da variavel ¢, isto é, A € C*(R). Geometricamente, como
ja foi observado em [62], esta hipGtese nos permite relacionar as métricas
induzidas nas folhas distintas da folheacao ortogonal a V', que vamos denotar
por V=,

V denota a conexao Riemanniana em M e (X,Y) = g(X,Y). De (5.1)
deduzimos facilmente que

onde X,Y € X(M).
Neste ponto, supomos que o campo de vetores conforme V' é fechado, isto
€,

ViV =9¢X (5.3)
para todo X € X(M). Além disso, dizemos que V' é homotético se seu fator
conforme ¢ ¢ constante e dizemos que V' € paralelo se ¢ se anula identicamente
em M. Mais ainda, observamos que da equagao (5.2) o fator conforme 1) de
um campo de vetores de Killing conforme fechado V' pode ser caracterizado

por
1

n+1

W = DivV, (5.4)
onde Div denota o divergente no espaco ambiente M.
Seja M; = ®;(M) uma folha de V4 munida com a métrica induzida. De
(5.3) temos B
V(V,V) =2¢V. (5.5)
Consequentemente, |V'|? é constante nas folhas de V+. Além disso, aplicando
a derivada covariante em (5.5), temos

(Hesszz (V. V))(X,Y) = 2X (¢ (V,Y) + 2¢2 (X,Y).
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5.1 Graficos Killing conformes

Portanto, como Hessy; e a métrica sao ambos tensores simétricos, temos
XV, Y) =Y @)V, X),

para todos X,Y € X(M). Agora, fazendo Y = V obtemos

=, _ V()
V . , , L
onde ¥ = ——— e, assim, 1 é também constante nas folhas de V.

V]
Além disso, com um calculo simples, verifica-se que o operador de forma
A, de uma folha M, € V* com respeito a v é dado por

= VP
t( ) XV |V| Y

para qualquer X € X(M,;) e, assim, as folhas M; sdo hipersuperficies total-
mente umbilicas com curvatura média constante H = H(t) com respeito a v

dada por
¥

De acordo com [62], dado um dominio 9 em M = M, o grdfico Killing
conforme ¥(z) de uma funcao suave z em (2 é a hipersuperficie dada por

H (5.6)

Y(2) = {P(2(u),u) : u € Q}.

Quando 2 = M, ¥(z) é dito ser inteiro.

Se atribuirmos coordenadas zy = t, 1, . . ., z, aos pontos em M da forma
u = ®(t,u), onde x1, ..., x, sdo coordenadas locais em M, entdo os campos
coordenados correspondentes sao

8()|ﬂ = V(t) € 8Z|ﬂ = q)t*ai|u, for 1 S 1 S n.

Portanto, o grafico Killing conforme ¥(z) é parametrizado em termos das
coordenadas locais por z(z1,...,2,), 21, ..., T, € 0 espaco tangente a %(z) é
gerado pelos vetores

0z
8£Ci

ol a(z(u)u) + Ol d(2(u)u)- (5.7)
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5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros

Assim, de (5.7) vemos que a métrica induzida em ¥(z) é dada por
1
M (z(u)) (;sz + da2) ) (5.8)

e do? é a métrica da folha M. De fato, se denotarmos por

1
T = o

(, )y amétrica induzida em M, temos de (5.7) que

0z 0z
<8x80’<1>(z(u),u) + az‘@(z(u),u)v a_x80’<1>(z(u),u) + az‘@(z(u),u)> =

Dz 2
5. (Dola . Dole.n) + (Gilew.a, dilecww) =

Az(z(u)) (5;1 <V(0>v V(O)> + <8i|©(z(u),u)v ai|<I>(z(U),u)>M) :

Além disso, denotando por Dz o gradiente da funcao z com respeito a
métrica do?, com um célculo simples, verificamos que

1
N = (CI)Z(U)*DZ(U) — '760|<I>(z(u),u)) (59)
A(z(uw) /7 + [Dz(u)]?
nos da uma orientagao em ¥(z) tal que (N, V) < 0. De fato, considerando a
aplicagao F': R x M — R dada por F(t,u) = z(u) —t, temos que a aplicagao
G : M — R tal que G = F o ® ! satisfaz G = 0 em X(z). Dessa forma, se a
¢ uma curva suave em X(z) com o (0) = w € T,%(2), temos

£ Goato =0

ou seja,
w(G) =d(G) =0.
Por outro lado, como w(G) = (VG,w), segue que VG Lw, para todo w €
T,%(z). Sendo assim, basta observar que VG = ®,(,).Dz (1) — 90| a(2(u)u)-
Ao longo deste trabalho, vamos supor que a orientacao N de um grafico
Killing conforme ¥(z) é a que foi dada em (5.9).

5.2 Umbilicidade de graficos Killing confor-
mes inteiros

Iniciamos esta secao apresentando o seguinte lema auxiliar:

68



5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros

Lema 5.1. Seja M uma variedade Riemanniana munida com um campo
de wvetores de Killing conforme fechado completo V. Seja 3(z) um grdfico
Killing conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheagio V.
Entao, X(z) é completo. Além disso, se Dz tem norma integrdvel na folha
M, entdo a projecao V' de V sobre Y(z) tem mnorma integrdvel em Y(z).

Demonstragao. Observe primeiro que, sob as hipdteses do lema, ¥(z) é uma
hipersuperficie completa. De fato, como ¥(z) estd entre duas folhas da fo-
lheacdo V+ e tendo em conta que v é uma constante positiva, de (5.8) vemos
que existe uma constante positiva Cy tal que

| XT* > Col X[y

para todo campo de vetores tangente X em X(z), onde X* = X — (X, v)v
denota a projegao de X sobre a folha M e | .|y denota a norma com respeito
a métrica do?. Isto implica que

L(a) > /CoLy(a®), (5.10)

onde L(«) denota o comprimento da curva o em ¥(z) com respeito a métrica
induzida (5.8) e Ly/(a*) denota o comprimento da projegao a* de « sobre
a folha M com respeito & métrica do?. Consequentemente, como a métrica
do? é completa, usando o Teorema de Hopf e Rinow, temos que M ¢é geo-
desicamente completa. Da desigualdade (5.10), concluimos que ¥(z) é geo-
desicamente completa, usando o Teorema de Hopf e Rinow, mais uma vez,
temos que X(z) com a métrica induzida (5.8) é também completa.

Por outro lado, de (5.9) e usando novamente a hipdtese de que ¥(z) estd
entre duas folhas da folheacao V-, temos que existe uma constante positiva
C1 tal que

IN*|y < Cy| Dz, (5.11)

onde, como antes, N* = N — (N, v)v denota a projegao de N sobre a folha
M.

Agora, considerando a projecao V' de V sobre ¥(z), que é dada por
VT =V —(V,N)N.

Como (V1)* = —(N,V)N*, temos que
* 1 *
(V)| = 5 VIIN (5.12)
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5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros

Portanto, estando (z) entre duas folhas da folheagio V*, de (5.11) e (5.12)
vemos que existe uma constante positiva Cy tal que

|(VT)* s < Co| Dzl (5.13)

Assim, de (5.8) e (5.13) concluimos que a hipétese que Dz tem norma in-
tegravel em M garante que V' tem norma integrdvel em ¥(z).
0

Teorema 5.2. Seja M uma variedade de Einstein munida com wm campo
de wvetores de Killing conforme fechado V. Seja 3(z) um grdfico Killing
conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheacdo V*. Suponha
que H é constante e que Hy € limitada por baizo em X(z). Se Dz tem norma
integravel, entao X(z) € totalmente umbilica.

Demonstracao. Observe primeiro que, sob as hipdteses do teorema, usando
o Lema 5.1, temos que Y(z) é uma hipersuperficie completa e V' tem norma
integrdavel em %(z).

Definimos em 3(z) o campo de vetores tangentes

X=-PV'+(n-1)HV".

Como H é constante e Hy é limitada por baixo, da equagao (2.9) obtemos que
|A| é limitada em ¥(z). Portanto, de (2.12) concluimos que |P;| é também
limitado em 3(z). Consequentemente,

X] < (1P + (n = DIH]) VT

e, assim, X também tem norma integravel em X(z).
Por outro lado, da equacao (8.4) de [10] temos que

divV" = n(y + (V, NYH) (5.14)

divP V' = (divP, V") +n(n — 1) (v H + (V, N)H,). (5.15)
Mas, como M é uma variedade de Einstein, de (2.15) temos

(divP, V') = — ZU_%(N, E)E;,V') =Ric(N, V') = XN, V") =0,

i=1
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5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros

onde Ric denota o tensor de Ricci de M. Consequentemente, de (5.14) e
(5.15) obtemos que

divX =n(n —1)(H? — Hy)(V,N) <0,

onde a ultima desigualdade segue-se tomando r = 1 no item (1) da Pro-
posicao 2.14.

Portanto, podemos aplicar o Lema 2.21 para garantir que divX se anula
identicamente em Y(z) e, assim, o mesmo vale para H> — Hy. Dessa forma,
¥.(2) é totalmente umbilica. O

Teorema 5.3. Seja M wvariedade Riemanniana munida com um campo de
vetores de Killing conforme fechado completo V. Seja 3(z) um grdfico Killing
conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheacio V*. Suponha
que a curvatura média H de Y(z) satisfaz

0<H<™H. (5.16)

Se Dz tem norma integrdvel, entio X(z) é uma folha da folheagcdo V* e

H=™H.
Demonstragao. Da equagao (8.4) de [10] juntamente com (5.6), temos que
divV" = n|V|(H — H cos¥), (5.17)
onde € é o angulo entre v e N. Assim, de (5.16) e (5.17) temos
divV'" > nH|V|(1 — cos ) > 0.

Por outro lado, do Lema 5.1, temos que Y(z) é completa e V' tem norma
integravel em Y(z). Portanto, podemos aplicar o Lema 2.21 para garantir
que divV' T se anula identicamente em Y(z). Assim, cosf = 1, isto é, N = v
em Y(z). Dessa forma, ¥(z) é uma folha da folheagao V+ e H = H. O

Lembramos que uma hipersuperficie é dita ser minima se sua curvatura
média é identicamente zero. Da prova do Teorema 5.3, também obtemos o
seguinte:

Corolario 5.4. Seja M variedade Riemanniana munida com wm campo de
vetores de Killing conforme fechado completo V. Seja ¥(z) um grdfico Killing
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5.2 Umbilicidade de graficos Killing conformes inteiros

conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheacio V*. Suponha
que a curvatura média H de ¥(z) € constante e satisfaz

0<H<H.

Se Dz tem norma integrdvel, entio Y(z) ou € minima ou uma folha da
folheagdo V*.

Teorema 5.5. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci
nao negativa e munida com um campo de vetores de Killing conforme ho-
motético completo V. Seja X(2) um grdfico Killing conforme inteiro em M,
que estd entre duas folhas da folheacdo V. Suponha que a curvatura média
H de ¥(z) € limitada e satisfaz

0< Hcost <H, (5.18)

onde 0 denota o angulo entre N e v, e que Hy € limitada por baizo em X(z).
Se Dz tem norma integrdvel, entdo 3(z) € totalmente umbilica e a curvatura
de Ricci de M se anula identicamente na dire¢ao de N.

Demonstragao. Definimos em Y(z) a fungao suave dada por
fV = <V7 N>

Temos que fy é negativa em X(z) e, para todo campo de vetores Y tangente
a X(2),

(Viv,Y) = Y(fv) = Y(V,N)
= (ﬁyv,]\m + (V,ﬁyN)
= Y(YV,N) = (VT A(Y)) = (-A(VT),Y).

Portanto,
Vi =—-AWV"). (5.19)

Por outro lado, da Proposicao 2.1 de [41],
Afy = —n(VH,V) — (Ric(N, N) + |A]%) fv —nH —nN(w),  (5.20)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M. Assim, como V é homotético,
de (5.20) temos que

Afy = —n(VH,V) — (Ric(N,N) + |A]*) fy — nH. (5.21)
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5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias

Agora, consideremos em Y(z) o campo de vetores tangente
X =Vfy+nHV'.

Como H ¢ limitada e Hs é limitada por baixo em ¥(z), de (2.9) obtemos que
a norma da forma fundamental A é limitada. Portanto, da equagao (5.19)
temos

X| < (JAl +nH) [V
e, assim, usando o Lema 5.1, concluimos que X tem norma integravel em
¥ (2).
Além disso, da equagao (8.4) de [10] juntamente com (2.9) e (5.21) temos
divX = Afy +n(VH, V) +nHdivV"
= — (Ric(N,N) + n’H* — n(n — 1)H>) fv

—nHi +n*YH +n*H?fy (5:22)
= — (Ric(N,N) — n(n — 1)Hs) fv + n(n — 1)H1p.
Dessa forma, de (5.6) e (5.22) obtemos
divX = — (Ric(N,N) — n(n — 1)Hs) fv +n(n — 1)) HH|V|. (5.23)
Assim, de (5.18), (5.23) e tendo em vista que fiy = —|V|cos 6, obtemos que
divX > — (Ric(N, N) + n(n — 1)(H* — H,)) fv. (5.24)

Consequentemente, como fir < 0, Ric > 0, e H?> — Hy > 0, com igualdade
apenas em pontos umbilicos de ¥(z) (cf. Proposi¢ao 2.14), temos de (5.24)
que divX > 0 em X(z). Portanto, o Lema 2.21 nos diz que divX se anula
identicamente em Y(z). Sendo assim, Ric(N,N) = 0 e X(z) é totalmente
umbilica. O

5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas
médias

Nesta secao, nosso objetivo é estender os resultados da secao anterior para
o contexto das r-ésimas curvaturas médias. Entao, iniciamos estendendo o
Teorema 5.2.
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5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias

Teorema 5.6. Seja M. uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante ¢, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V. Seja X(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M,
que estd entre duas folhas da folheacio V*. Suponha que X(2) possui sequnda
forma fundamental A limitada e que, para algum 1 <r <n, H,_1 e H, sdo
constantes. Se Dz tem norma integrdvel, entao ¥(z) € totalmente umbilica.

Demonstracao. Primeiro notamos que, como M . possui curvatura seccional
constante ¢, de (2.15) temos

n

(divP,, V) = ci (—1) Z (N, E)(Pr_j B, ATV

i=1
—(Prj By, E)(N, A7V T)) = 0.

Consequentemente, da equagao (8.4) de [10], temos
divP,V' =b, (vH, + (V,N)H, ), (5.25)

onde b, = (n—7)(") = (r+1)(,",).

r+1
Agora, consideremos o seguinte campo de vetores tangentes em Y(z)

X=0bHP V' —b. 1H, PV".

Assim,
|1 X| < (O Ho||Pra| + bra | Hea [ [P VT

Consequentemente, como estamos supondo que |A| é limitada e que H,_; e
H, sao constantes, temos que | P,| e |P._1| s@o limitadas e, usando o Lema 5.1,
podemos ver que X tem norma integravel em (z).

Além disso, da equagao (5.25) e do item (1) da Proposigao 2.14, temos

divX = b, H.divy P,V —b,_1H,_1divy, P,V "
= b H, (by_1¢¥H,_1 + (V,N)b,_1H,)
— b H,_y (b H, +(V,N)b.H, 1)
= byb,—(V,N) (H} — H,_1H,,) <0.

Consequentemente, o Lema 2.21 nos da divX = 0. Portanto,
HE —H, 1H 1 =0

e, assim, 3(z) é totalmente umbilica. O
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5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias

A fim de estabelecer os nossos proximos resultados, precisamos de uma
condicao suficiente para garantir a existéncia de um ponto eliptico em nossos
graficos Killing conformes. Neste sentido, citamos uma versao Riemanniana
do Lema 5.4 de [7] devido a Alias, Brasil Jr. e Colares.

Lema 5.7. Seja M uma variedade Riemanniana munida com um campo de
vetores conforme fechado completo V. Seja ¥ uma hipersuperficie completa
em M. Suponha que DivV ndo se anula em um ponto de ¥ onde a restricdo
Vs de |V| a ¥ atinge wm mdzimo local. Entdo existe um ponto eliptico
em 2.

Demonstracdo. Assuma que existe um ponto p,,.. € M onde a funcao posi-
tiva |V]ps, ou equivalentemente a funcao u = (V, V)|, atinge um méximo
local, com divy;V (Pmaz) # 0 (ou equivalentemente, ¥ (pmaz) # 0). Assim,

para todov € T, . M. Usando que VxV = ¢ X para todo campo de vetores

X, um calculo simples mostra que o gradiente de u é dado por
Vu=2V7T.
Além disso, para todo campo de vetores tangentes X € X'(M), temos que

Vu(X,X) =(Vx(Vu),X)=2X)(X,VT) +2¢0(VxVT, X)
= 2X ()(X, VT) + 22| X[? — 20(V, N){AX, X),

pois (VL, X) = (X, X) — (V, N)(AX, X). Portanto, no ponto pq, temos
VT(pmam> =0, <‘/7 N> (pmaac) =V u(pmaa:);

e

1

5V e (0:0) = 02 (D) [0 + (D) 1(Prnas) Ay 0,0) SO (5.26)
para todo v € T}, . M. Assumamos que divy;V (pmaes) (0u equivalentemente,

que ¥(Pmaz)) € negativa (a prova para o caso onde divyzV (pmas) é positiva é
andloga). Escolhendo agora uma base de dire¢oes principais {eq, ..., e, } em
Prmaz, concluimos de (5.26) que

_1/}<pmax>

>0, +=1,..,n.
u<pmax)

Ry (pmax) 2
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Teorema 5.8. Seja M. uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante ¢, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V. Seja ¥(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M,
que estd entre duas folha da folheagdo V*. Suponha que a curvatura média
H ¢ limitada, H, € constante, para algum 2 < r < n e que DivV ndo se
anula em um ponto de X(z) onde |V|s(.) atinge um mdzimo local. Se Dz
tem norma integravel, entao X(z) € totalmente umbilica.

Demonstracao. Consideremos o seguinte campo de vetores tangentes em (z)
X =0bHV" —nPVT,
onde b, = (n—7)(") = (r+1) (TL). Da equagao (5.25) temos

divX = b.H,divy, V' — ndivy,P.V"
= nb,H, + nb, HH,(N,V) —nb, (YH, + (N, V)H,,,) (5.27)
= nb,(V,N) (HH, — H,,,).

Neste ponto, notemos que
HH, — H.41 >0, (5.28)

com igualdade apenas em pontos umbilicos. De fato, como DivV nao se
anula em um ponto de X(z) onde a restricao de |V|x(.) atinge um maximo
local, o Lema 5.7 garante que existe um ponto eliptico em 3(z). Assim, como
H, é constante, temos que H, > 0. Entao, do item (2) da Proposi¢ao 2.14
obtemos que Hy > 0, para k € {1,...,r— 1}, e

Hy_y > HEO H > HYTY,
com igualdade apenas em pontos umbilicos. Além disso, o item (1) da Pro-
posicao 2.14 assegura-nos que

H? > H, H,;y > 0.

Assim,
H2
Hr—l—l S - .

r—1

76



5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias

Entao, das desigualdades anteriores, obtemos

H? H
HH,—-H,.y > HH, — —— = ~ (HH,_, — H,
= Hrfl Hrfl ( ' )
H _
> (- m)
Hr—l

=, (H-1"") 20,

com igualdade apenas em pontos umbilicos.

Por outro lado, como H é limitada e Hy > 0 em 3(z), da equacao (2.9)
temos que |A| é limitada em X(z), assim, |P,| é limitada em X(z). Mais
ainda, como

| X| < (bH, +nlR]) VT,
podemos usar o Lema 5.1 para concluir que X tem norma integravel em Y(z).

Portanto, como de (5.27) e (5.28) temos que divX ndo muda de sinal em
¥(z), o Lema 2.21 garante que divX = 0 em X(z). Dessa forma, HH, —
H,_1 =0em X(2) e, assim, ¥(z) é totalmente umbilica. O

Teorema 5.9. Seja M, uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal constante ¢, munida de um campo de vetores de Killing conforme fechado
completo V. Seja X(2) um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd
entre duas folhas da folheacao V. Suponha que H ¢é limitada, que para
O0<r<s<noulO<r<s<n

Hs = CLTHT + ...+ Cls_le_l, (529)

para alguns numeros nao neqativos a,, . ..,as_1, € que DivV nao se anula em
um ponto de 3(z) onde |V|s.) atinge um mdzimo local. Se Dz tem norma
integravel, entaoX(z) € totalmente umbilica.

Demonstracao. Faremos a analise em dois casos distintos.
Caso 1: Primeiro, assumiremos que s < n.
Usando a relagao linear (5.29) e a equagao (5.25), obtemos

divP, V" = bapH, + by(V, N)Hiy
s—1

= by a;H; + by(V. N) Hys

j=r

s—1
1
=0, a (FdiVMPjVT —{V, N>Hj+1) +b,(V,NYH, ;.
j=r !
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5.3 Extensoes para as r-ésimas curvaturas médias

Assim,
s—1 a: s—1
divP,V" = b, JZ b—;diijVT +b,(V,N) (HS+1 — ]Z ajHjH) . (5.30)

Por outro lado, como DivV nao se anula em um ponto de ¥(z) onde a
restricao |V|s(;) atinge um méximo local, o Lema 5.7 garante que existe um
ponto eliptico em 3(z). Consequentemente, se 0 < r < s < n, como na prova
do Teorema 6.1 de [7], afirmamos que

s—1
Hy < a;Hjp, (5.31)
j=r

ocorrendo igualdade apenas em pontos umbilicos. Para provar nossa afirma-
¢ao, assumimos, sem perda de generalidade, que DivV é negativo. Entao,
sabemos do Lema 5.7 que existe um ponto py € 3(z) onde todas as curvaturas
principais sdo positivas. Denote por 3 a componente conexa de {p € ¥(z) :
H(p) > 0} contendo o ponto eliptico py. E claro que X, é um subconjunto
aberto nao-vazio de ¥(z). Mostraremos que ele também é fechado. De fato,
como H,(py) > 0, existe ao menos um coeficiente positivo a;, digamos a; > 0.
Pelo item (2) da Proposi¢ao 2.14 sabemos que em cada ponto p € 3

s/ .
H;"(p) > Hs(p) >0, 1<j<s—1 (5.32)

Em particular, como a; > 0, em cada ponto p € Y, temos
Hy(p) = aiH(p).

Se I =0, entao Hy; > ag > 0 on Y, mostrando que X, é fechado. Se [ > 1,
entao temos em X,
H''> H, > aH, > 0.

Assim Hl(sfl)/l > q; em X, que nos dé
Hs Z alai/(S—l) — als/(S—l) > 07

mostrando que, também neste caso, >, é fechado.

Dessa forma, 35 = X(2) e (5.32) valem em todo ponto p € ¥(z). Em
particular, H; > 0 para todo j, 1 < j <s. Além disso, também sabemos do
item (1) da Proposicao 2.14 que

H? — H; 1 Hjiy >0,

78
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com igualdade em pontos umbilicos. Como cada H; > 0, para 1 < j < s,
isto é equivalente a
Hs+1 Hs < Hj+1

<
Hs o s—l_ Hj

IN

Hy
<2 <H 5.33
S = (5.33)

com igualdade em qualquer passo apenas em pontos umbilicos. Observe que
a primeira desigualdade em (5.33) vale independentemente do sinal de Hy, ;.
De (5.33), e usando (5.29), obtemos que

H, H.
Hj Za’H <Zajfjl—j’

que significa que a afirmacao em (5.31) é verdade.
Agora, consideremos em ¥ o campo de vetores tangentes

s—1
X=PV' -0,} %PjvT

j=r 7

Do item (2) da Proposicao 2.14, temos que Hy é positiva em ¥(z). Por-
tanto, como estamos supondo que H é limitada, da equagao (2.9) temos que
|A] é limitada em Y(z). Entdo, de (2.12) concluimos que |P,| é também
limitado, para qualquer 1 < r < n. Consequentemente, como

s—1
CL.
| X| < (\Ps! + by » #\J%]) v,
J

j=r

podemos ver, usando o Lema 5.1, que X tem norma integrével em %(z).
Entao, usando que (V, N) < 0, obtemos de (5.30) e da afirmagao (5.31)
que

s—1
divX = b,(V, N) (Hs+1 = ajHjH) > 0.
j=r

Portanto o Lema 2.21 assegura que divX = 0 em 3(z). Dessa forma,
Hey = E] _.a;H; iy e, assim, 3(z) é totalmente umbilica.
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Caso 2: Agora, assumamos que s =n e r > 0.
Neste caso, usando a relagao linear (5.29) e a equagao (5.25), obtemos

diVPn—IVT = bn—len—l + bn—1<‘/7 N>Hn

3
—_

=by1H,1 +b,_1(V,N) Y a;H,

T

<
Il

n—

= bn—ﬂ/JHn—l + bn—l a;

N

—diij_ﬂ/T - 77/)Hj_1> .

= \bim
Portanto,
n—1 p
divP, V' = bn_lzﬁdivﬂ_lvT (5.34)
j=r 7

n—1
+bp—1% (Hnl - Z ajHj1> .
Jj=r

Como antes, existe também um ponto eliptico em 3(z) e, se 0 < r < s <
n, afirmamos agora que

n—1
H,_y > a;Hj i, (5.35)
j=r

ocorrendo igualdade apenas em pontos umbilicos. Para provar a afirmacao
(5.35), podemos assumir outra vez, sem perda de generalidade, que DivV
é negativo. Entao, sabemos do Lema 5.7 que existe um ponto py € X(2)
onde todas as curvaturas principais sao positivas. O mesmo raciocinio do
Caso 1 agora mostra que X, = {p € 3(2) : Hy(p) > 0} = X(2) e H;/J (p) >
H,(p) > 0 em cada ponto p € ¥(z), para 1 < j < n — 1. Pelo item (1) da
Proposicao 2.14 temos entao que

H, H, H;

H
< <. < <. <2< H,
Hn—l Hn—2 7j—1 Hl

com igualdade, em qualquer passo, apenas em pontos umbilicos. Daqui, e
usando (5.29), obtemos que

n—1 n—1
H,_ H H. H. 4
n > n _ ] J > Ay
H,» = H,, 2 H, = &“H,_,
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que significa que a afirmacao (5.35) é verdade.
Agora, consideremos em Y(z) o campo de vetores tangente

n—1
V=PV bt Y VT
j=r 71
Seguindo o mesmo caminho no qual provamos para o campo X no caso
anterior, obtemos que Y tem norma integravel em 3(z). Portanto, como
estamos supondo que DivV é negativo em ¥(z), usando a equacao (5.4)
temos de (5.34) que

n—1
divy = bn—1¢ (Hn—l — Z (lej_1>

j=r

é também negativo. Assim, observando que, como antes, |A| é limitada em
¥(z), o Lema 2.21 garante que divY = 0 em X(z). Dessa forma, H,_; =
Z;:Tl a;jH;_; e, assim, X(z) é totalmente umbilica. O
Teorema 5.10. Seja M. uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante ¢, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V. Seja ¥(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M,
que estd entre duas folhas da folheacio V*. Suponha que a sequnda forma
fundamental A € limitada e, para algum 1 <r <n,

0< H,.y < HH. (5.36)

Se Dz tem norma integrdvel, entao ¥(z) é uma folha da folheagio V*.

Demonstragao. Como |A| é limitada e tendo em conta a hip6tese que Dz tem
norma integravel implica que V' também tem norma integravel, concluimos
que P,V tem norma integravel em ¥(z). Além disso, da equacao (5.25) e
da desigualdade (5.36), obtemos

divP, V"' = b, (YH, — Hy1|V|cos8) > b,(1 — cos0)H,.1|V| >0,

onde b, = (r+1) (ril) e 0 denota o angulo entre v e N. Consequentemente, o

Lema 2.21 garante que divP, V" se anula identicamente em Y(z). Portanto,
cosf =1 em X(2) e, assim, ¥(z) é uma folha da folheagao V+. O
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Uma hipersuperficie X é dita ser r-minima se H,, 1 se anula identicamente
em Y. Assim, da prova do Teorema 5.10 também temos o seguinte:

Corolario 5.11. Seja M. uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional constante ¢, munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado completo V. Seja X(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M,
que estd entre duas folhas da folheacio V*. Suponha que a sequnda forma
fundamental A € limitada e, para algum 1 < r < n, H..1 é uma constante
satisfazendo

0<H,.1 <HMH.

Se Dz tem norma integrdvel, entao ¥(z) € r-minimal ou é uma folha da

folheagdo V*.

5.4 Graficos Killing conformes totalmente
geodésicos

Teorema 5.12. Seja M wma variedade Riemanniana munida com um campo
de wvetores de Killing conforme fechado completo V. Seja (z) um grdfico
Killing conforme inteiro em M, que estd entre duas folhas da folheacdo V=.
Suponha que a curvatura média H de 3(z) e o fator conforme ¢ de V' satis-
fazem uma das sequintes condigoes:

(a) H>0 ey <0 em X(2);
(b) H<0 ey >0 emX(z).

Se Dz tem norma integrdvel na folha M, entao 3(z) € uma hipersuperficie
minima. Além disso, se M € uma variedade de Einstein e Hoy € limitada por
baizo em 3(z), entao X(z) € totalmente geodésica.

Demonstracao. Da equagao (8.4) de [10] temos que
divV" =n(y + (V, NYH). (5.37)

Consequentemente, como (N, V) < 0 em X(z), considerando o item (a) ou

o item (b) concluimos da equagao (5.37) que divV " nido muda de sinal em
().
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Por outro lado, do Lema 5.1 temos que (z) é completa e V' tem norma
integravel em Y(z). Assim, o Lema 2.21 nos d& divV’" = 0 em %(z). Por-
tanto, retornando & equagao (5.37), temos que ¥ e H se anulam identicamente
em X(z).

Agora, da equagao (2.9), temos |A|*> = —n(n — 1)H,, que implica em
Hy; < 0. Assim, assumindo que Hs é limitado por baixo em X(z), temos
que |A| é limitada em M". Consequentemente, de (2.12) temos que |Py| é
também limitado e, como V' tem norma integravel em ¥(z), o mesmo ocorre
com PV,

Além disso, da equagao (8.4) de [10] temos também que

divP VT = (divP, V") +n(n — 1) (Y H + (V, N)H,). (5.38)

Mas, se M é uma variedade de Einstein, de (2.15) temos

(divP, V) = => (R(N,E)E;, V") =Ric(N,VT) = \(N,VT) =0,

i=1

onde Ric denota o tensor de Ricci de M. Consequentemente, de (5.38) obte-
mos

divP, V' =n(n — 1)(V,N)H,. (5.39)

Portanto, de (5.39) obtemos que divP;V " nao muda de sinal em ¥(z) e,
aplicando mais uma vez o Lema 2.21, concluimos que divP, V" = 0 em %(2).
Dessa forma, Hy = 0 em X(z) e, assim, 3(z) é totalmente geodésica. O

A fim de estabelecer o nosso proximo teorema, precisamos do seguinte
resultado auxiliar:

Proposicao 5.13. Seja M uma variedade Riemanniana munida com dois
campos vetoriais de Killing conformes fechados Ve W, com fatores confor-
mes Y e u, respectivamente. Se f : 3% — R € uma funcao definida em uma
hipersuperficie ¥ de M por f = (V,W)l|s, entdo

Vf=yW" +uv?’

Af=WT @)+ VT (1) + 2np + nH{p(W, N) + u(V, N)}.
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Demonstragao. Se'Y € X(M) entao de (5.3) temos

(VEY) = Y(f) = (VyV,IW) +(V,VyW)
= YW +u(VY) = QW' +uV7Y).

Assim, de (5.37) e (5.13) obtemos

Af = divVf =div(eW ' +puV")

YAvW T + (Vo, W) + pdivV " + (Vi V')

= Y {np+nH(N, W)} + W () + p{n + nH(N,V)} + V(1)
W () + V(1) + 20pp+ nH{p(N, W) + (N, V)}.

O

Teorema 5.14. Seja M wma variedade Riemanniana munida com wm campo
de vetores paralelo V e um campo de vetores homotético e nao paralelo W'.
Seja X(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M, que estd entre duas
folhas da folheacdo V* e cuja curvatura média H nao muda de sinal. Se Dz
tem norma integravel na folha M, entdo 3(z) € uma hipersuperficie minima.
Além disso, se M ¢ Einstein e Hy € limitada por baizo, entdo Y(z) € total-
mente geodésica.

Demonstracao. Como V é paralelo e W é homotético e nao paralelo, conside-
rando em Y(z) a fungao suave f = (V,W)|s(.), segue-se da Proposicao 5.13
que Vf = uV' e Af = nHpu(V,N), onde o fator conforme p de W é uma
constante nao nula.

Portanto, do Lema 5.1, juntamente com nossa hipétese de que Dz tem
norma integrével na folha M garante que V f tem norma integravel em ¥(z),
e nossa hipétese sobre H, juntamente com o fato de que (V, N) < 0 em ¥(z),
assegura que Af nao muda de sinal em Y(z). Sendo assim, o Lema 2.21
implica que Af =0 em ¥(z) e, assim, H se anula identicamente em Y(z).

Para provar a segunda parte do Teorema 5.14, basta seguir os mesmos
passos do final da prova do Teorema 5.12. O

A fim de provar o nosso proximo resultado, precisaremos do seguinte
resultado cldssico devido a Yau [97].

Lema 5.15. Toda variedade Riemanniana completa e nao compacta com
curvatura de Ricci nao negativa possui volume infinito.
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Teorema 5.16. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci
nao negativa e munida com um campo de vetores de Killing conforme fechado
completo V. Seja Y(z) um grdfico Killing conforme inteiro em M, que estd
entre duas folhas da folheacdo V*, com curvatura média H limitada e Ho
limitada por baixo. Suponha que H tem o mesmo sinal do fator conforme 1)
de V', e que

1 oy

V|2 ot —
onde t denota o parametro real do fluxo de V. Se Dz tem norma integravel na
folha M, entio X(z) € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na
dire¢io de N se anula identicamente. Além disso, se 3(z) é ndo compacta,
(V,V) € constante em ¥X(z) e a curvatura de Ricci de ¥(z) é também ndo
negativa, entao ¥(z) é uma folha da folheagdo V=.

nH?, (5.40)

Demonstragao. Considere fy : 3(z) — R dada por fy = (V, N). Entao, fv
é negativa em X(z) e

(VIv,Y) = Y(fv) = Y(V,N)

(VyV.N) +(V,VyN)
(Y, N) = (VILAQY)) = (-A(VT).Y),

para todo Y € X(M). Consequentemente,
Viy=—-AWV"). (5.41)
Por outro lado, da Proposition 2.1 de [41], temos que
Afy = —n(VH,V) — (Ric(N,N) + |A]*) fy —nHvY —nN(y), (5.42)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de M.
De (5.1) também observamos que

N<w>=<N,w>=%<N,v>— L 9

- Waf\/a (543>

onde t ¢ o parametro do fluxo de V. Assim, retornando a equagao (5.42)
temos

Afy = —n(VH,V) — (Ric(N, N) + |AP?) fu — nHip — %%—ffv. (5.44)
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Portanto, de (5.40) e (5.44), temos que
Afy > —n(VH,V) — (Ric(N,N) + |A]?) fv —nHY — n®H*fy.  (5.45)
Agora, consideremos em >(z) o campo de vetores tangente
X =Vfy+nHV".

Como H é limitado e Hy é limitado por baixo, de (2.9) obtemos que a norma
de A é também limitada. Portanto, de (5.41), temos

XT < (IA[+nlHDVT].

Consequentemente, usando mais uma vez o Lema 5.1, garantimos que X tem
norma integravel em X(z).
Além disso, da equagao (5.37) e da desigualdade (5.45) obtemos
divX = Afy +n(VH,V) +nHdivV"
—nHy —n*H*fy +n(VH, V) +n*vH +n*H>f
= — (Ric(N, N) +|A]*) fv + n(n — 1)Hy > 0.

(5.46)

Assim, o Lema 2.21 nos d4 divX = 0 em %(z). Portanto, Ric(N,N) =0 e
¥.(2) é totalmente geodésica.

Agora, suponha que ¥(z) é ndo compacto, (V, V) é constante em ¥(z) e
a curvatura de Ricci de ¥(z) é também nao negativa. Como A = 0, de (5.41)
concluimos que fy é constante e nao nula em ¥(z). Consequentemente, como

VT2 =(V,V) = (V,N)?, (5.47)

temos que |V | é também constante em ¥(z). Assim,
+00 > / VTdE(2) = [V Vol(3(2)).
3(z)

Portanto, o Lema 5.15 nos da Vol(X(z)) = +oo e, consequentemente, deve-
mos ter |V''| = 0. Entao, de (5.47) temos

VW)l =71
Dessa forma, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que V' é paralelo a

N e, assim, (z) é uma folha de V+. O
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5.5 Estimando o indice de nulidade relativa
minimo

De acordo com [60] e considerando o mesmo contexto da se¢ao anterior, para
p € X(2), definimos o espago de nulidade relativa A(p) de ¥(z) em p por

Alp) ={veT,X(z); v e ker(A)},

onde ker(A,) denota o nicleo de A,. O indice de nulidade relativa n(p) de
¥(z) em p é a dimensao de A(p), isto é,

n(p) = dim (A(p)),

e o indice de nulidade relativa minimo ny de 3(z) é definido por

= min .
o = min 1(p)
Agora, apresentamos nossa primeira estimativa do indice de nulidade rela-
tiva minimo de 3(z). Neste sentido, lembramos que ¥(z) é dita ser r-minima
se H, 1 se anula identicamente em X(z).

Teorema 5.17. Seja M. uma variedade Riemanniana com curvatura secci-
onal constante ¢ e munida com um campo de vetores paralelo V. Seja 3(z)
um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd entre duas folhas da
folheagdo V*, com sequnda forma fundamental limitada A e tal que H,,
nao muda de sinal, para algum 0 < r <n —1. Se Dz tem norma integrdvel
na folha M, entao 3(z) € r-minima. Além disso, se H, o também nao muda
de sinal, 0 < r < n — 2, entao o indice de nulidade relativa minimo ny de
Y(2) € ao menos n —r. Em particular, quando M, € o espaco Euclidiano
R"™! ¢ se H, nado se anula em X(2), entio através de cada ponto de X(z)
passa um (n — r)-hiperplano de R"** totalmente contido em ¥(z).

Demonstracao. Primeiro notamos que, como M, tem curvatura seccional
constante ¢, de (2.15) temos

n

@iV, V) = 30 (-1) S (N E)(Pry B, A7V

j=1 i=1

—(Prj By, E)(N, A7V T)) = 0.
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Consequentemente, da equagao (8.4) de [10], temos
divP,V' =b, (YH, +(V,N)H,,1), (5.48)

onde b, = (n—r)(") = (r+1) (Tf_l). Assim, como V' é suposto ser paralelo,
da equacao (5.48) obtemos

divP,V" =b,(V,N)H, ;. (5.49)

Consequentemente, como (N, V) < 0 e H,;1 ndo muda de sinal em ¥(z), da
equagao (5.49) obtemos que divP, V" nao muda de sinal em %(z).

Por outro lado, como |A| é suposta ser limitada, de (2.12) temos que | P, |
¢ também limitado, para qualquer 1 < r < n. Portanto, usando o Lema 5.1,
juntamente com a hipétese de que Dz tem norma integravel na folha M
temos que PV tem norma integravel em Y(z). Dessa forma, o Lema 2.21
garante que divP, VT se anula identicamente emY(2) e, retornando & equagao
(5.49), concluimos que H,;1 = 0 em X(2).

Além disso, se 0 < 7 < n —2 e a (r+ 2)-ésima curvatura média H, o
também nao muda de sinal, podemos trocar r por r + 1 na equacgao (5.49) e
seguir os mesmos passos anteriores para obter que H, ;5 = 0 em 3(z). Sendo
assim, como H,; = H, ;o =0 em X(z), a Proposigao 1 de [40] assegura que
H; =0 para todo j > r+1 e, assim, g > n —r.

Agora, suponha que M, é o espaco Euclidiano R"*!. Como estamos su-
pondo que H, nao se anula em %(z), do Teorema 5.3 de [60] (veja também
[64]) temos que a distribui¢ao p — A(p) de nulidade relativa minima de ¥(z)
é suave e integravel com folhas completas, totalmente geodésicas em ¥(z)
e em R"". Portanto, o resultado segue-se da caracterizacao de subvarieda-
des completas totalmente geodésicas de R"*! como hiperplanos de dimensao
adequada. O

Teorema 5.18. Seja M, uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
ctonal constante ¢ e munida com um campo de vetores de Killing conforme
fechado V. Seja X(2) um grdfico Killing conforme inteiro em M., que estd
entre duas folhas da folheacdo V*, com sequnda forma fundamental limitada
A e, para algum 0 < r <n—1, H, nao muda de sinal e H, 1 € limitada. Se
Dz tem norma integravel na folha M e o fator conforme ¢ de V' satisfaz

1y
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5.5 Estimando o indice de nulidade relativa minimo

onde t denota o parametro real do fluro de V', entdao 3(z) é (r — 1)-minima.
Além disso, se H, 1 também nao muda de sinal, entao o indice de nulidade
relativa minimo 1y de %(z) € ao menos n — (r — 1).

Demonstragao. Consideremos a funcao fy : X(z) — R, dada por fy =
(V,N). Temos que fy é negativa em Y(z) ae, de (5.41), Vfy = —A(VT).
Além disso, tendo em conta a equacao (5.43), usando o Teorema 2 de [26]
temos

) n n
divE.Vfy = (n (r N 1) HH..1—(n—1r—1) (7" N 1) H, 5

n n H,. oy
- 1 H, - 1 —_— 5.51
dr+)(r+£> )ﬁ” (r+ w;+1)WParn< )
+r+0( " ) Haw+ (" )V VH)
r ral r+1 r1 ) r+1/-
Por outro lado, da equagao (5.37) temos
divH, VT = (VH, 1, V) + H.divV' " (5.52)

= (VH,11,V) +npH, 1 + nHH, 1 fv.

Assim, considerando em Y(z) o campo de vetores tangentes Y = P,V fy —
(ril)HrHVT, de (5.51) e (5.52) temos

divy = (—(n —r— 1)(r Z 1) H.yo—c(r+1) (T Z 1) Hr) fv

n Hr 81/} n
N (T+1)(r+1) vEacly ~ T ”(rﬂ)Hr“w'

(5.53)

Por outro lado, da equagao (5.48), temos

Yottt n=r-n(

n
r+1

n

divP, V' = (n—r—l)( —

)Hr+2 fv. (5.54)

Agora, consideremos em Z(z) o campo de vetores tangentes
X=Y+P,V'.

Como |A| é limitada, de (2.12) temos que |P.| é também limitada, para
qualquer 1 < r < n. Portanto, de (5.41),

n
X0 < (V14 1RV T) < (11 ()l + 1Pl ) 7
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5.5 Estimando o indice de nulidade relativa minimo

Consequentemente, como estamos assumindo que H,.,; é limitada, podemos
usar mais uma vez o Lema 5.1 para garantir que X tem norma integravel em

¥(z). Além disso, de (5.53) e (5.54),

divX = —(r +1) (r Z 1) <ﬁ%—f + c> H, fy. (5.55)

Portanto, como H, ndo muda de sinal em ¥(z) e tendo em conta a hipitese
(5.50), temos que divX nao muda de sinal em ¥(z). Assim, o Lema 2.21 nos
dd divX = 0 em X(z). Em particular, retornando a equagao (5.55), temos
que H, =0 em X(2).

Além disso, supondo que H,;; ndo muda de sinal em X(z), de (5.54)
obtemos que

divPVT = (n—1) (7:) Hoorfy (5.56)

também ndo muda de sinal em Y(z). Aqui, observamos que |P,VT| <
|P.||[VT|. Portanto, o Lema 2.21 também nos d& divP,V' = 0 em X(z)
e, retornando a equacao (5.56), vemos que H, 1 = 0 em X(z2).

Dessa forma, como H, = H,;; = 0 em X(z), podemos aplicar mais uma
vez a Proposicao 1 de [40] a fim de concluir que H; = 0 para todo j > r e,
assim, temos que 179 > n — (r — 1). O
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