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RESUMO

Em nosso trabalho, estudamos sistemas de campos escalares reais ordinarios. Analisamos
as configuragoes estdticas, o que nos levam a equagoes diferenciais de segunda ordem nao linea-
res. As solucoes dessas equagoes, chamadas de defeitos, podem possuir um carater topolégico,
nos levando a dois tipo de defeito: topoldgicos e nao topolégicos. Em seguida, falamos sobre
o método de Bogomol'nyi, que, para potenciais nao-negativos, nos possibilita solucionar as
equagoes de movimento por meio de uma equagao diferencial de primeira ordem.

Estudamos a estabilidade da solugao através de perturbacgoes a ordem linear em torno dela,
oque possibilita separar a equacao de movimento do campo perturbacao, em parte temporal
e parte espacial. Dessa segunda parte chegamos ao que chamamos operador flutuagao, que
governa as oscilagoes quanticas em torno da solugao classica.

Esse procedimento pode ser invertido, isto é, é possivel construir modelos classicos de
campos, partindo da equacao de estabilidade, o que é de suma importancia para o objetivo da
nossa pesquisa. No nosso trabalho fizemos a reconstrugao dos modelos classicos para varios
sistemas quanticos, identificando suas hamiltonianas como operadores flutuacao.

Um outro ponto abordado, foi o método de deformacao. Através dele é possivel realizar

o mapeamento entre potenciais de campos escalares, via uma funcao deformagcao. Esse novo



potencial, o potencial deformado, é descrito em termos do potencial inicial e de suas solucoes.
O método permite gerar uma infinidade de modelos novos com caracteristicas distintas dos
originais, mas permite, até certo ponto, controlar caracteristicas como a energia e a largura
dos defeitos.

Em seguida, revisamos a mecanica quantica super-simétrica e os seus potenciais parceiros
supersimétricos. Esses potenciais sao obtidos por meio da fatorizagao das hamiltonianas,
sendo possivel criar toda uma hierarquia de hamiltonianas, que apresenta uma degenerescéncia
do espectro de energia. Certos potenciais parceiros apresentam uma caracteristica especial,
chamada de invariancia de forma.

A invariancia de forma é obtida fazendo uma mudanga nos parametros do potencial, o que
leva a um potencial de mesmo formato mas com um acréscimo de energia.

Essa propriedade é uma condicao de integrabilidade, o que garante que sistemas quanticos
baseados em potenciais invariantes de forma sao solucionaveis.

No presente trabalho buscamos estabelecer um novo tipo de mapeamento, entre potenciais
quanticos com invariancia de forma, utilizando a deformacao de campos classicos.

Uma outra caracteristica muito interessante dos potenciais invariantes de forma, e que foi
ponto de partida para o presente trabalho, é que todos os potenciais invariantes de forma conhe-
cidos, podem ser mapeados entre eles por meio de transformagcoes canonicas, dos parametros
e coordenadas pontuais

Para isso, fizemos o mapeamento entre os potenciais supersimétricos, reconstruimos um
modelo de campo para cada potencial e fizemos o mapeamento do modelos de campos, por
meio do método de deformacao. Desta maneira, conseguimos uma relacao fechada envolvendo

uma parte classica e uma quantica.
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Capitulo 1

Introducao

No final do século XIX e inicio do século XX, a fisica passou por mudancas devido ao sur-
gimento de ideias que levaram a mecéanica quantica e a relatividade especial e, mais tarde,
a mecanica quantica relativistica e teoria quantica de campos, Devido a esses novos modelos
tedricos, hoje fazemos uma distin¢ao entre uma parte da fisica chamada de cléssica e outra de
moderna. A proposta do nosso trabalho envolve uma relagao entre ambas as descrigoes.

A motivagao para o nosso trabalho surge da necessidade de se compreender melhor siste-
mas quanticos exatamente soluveis. No contexto da mecanica quantica supersimétrica, essa
carateristica encontra-se atrelada a uma propriedade dos potenciais chamada de “invariancia
de forma”, apresentada por praticamente todos os sistemas exatamente soliveis conhecidos !.

Correspondéncias importantes sao conhecidas entre a Mecanica Quantica Supersimétrica
e a dinamica de fluidos [3]. Também é conhecida de longa data uma profunda relacao entre a
SUSYQM e a equagao KdV [4,5], equagao diferencial nao linear que descreve ondas solitonicas
em dguas rasas. Foram encontradas [6] relagoes diretas (tranformagoes de Crum) entre a
invariancia de forma e o problema de Sturm-Liouville (aplicando transformagoes de Darboux
iteradamente).

Estudos recentes [7] mostraram que nos sistemas com invariancia de forma a energia apre-

senta uma estrutura que se encaixa na proposta de Bogomoln’yi [7]. Isto leva a equagoes

ISistemas mecanico-quanticos unidimensionais ou com simetria esférica.



de primeira ordem ou tipo "BPS”. Equacoes BPS sao bem conhecidas no contexto de teo-
rias classicas de campos, onde as suas solugoes sao bastante estudadas por sua aplicabilidade
em vérias dreas da fisica. E esse ponto de vista o que iremos assumir no presente trabalho.
Isto é, buscaremos estabelecer uma analise da propriedade de invariancia de forma de siste-
mas soluiveis de mecanica quantica supersimétrica, através de um estudo envolvendo campos
classicos e solugoes BPS desses modelos de campos.

Assim, o nosso estudo é centrado em um tipo de objeto chamado de defeito topoldgico.
Mas é adequado falar primeiramente em ondas solitarias.

As ondas solitarias possuem uma concentracao localizada de energia finita, além de manter
sua forma e velocidade durante a propagacao. O primeiro registro desse fenomeno, foi feito
por Scott Russell, um engenheiro escocés que observou um montante de agua formado na proa
de um barco, com formato arrendondado, suave e bem definido. Tal quantidade propagou-se
por mais de duas milhas, mantendo-se praticamente sem nenhuma mudanca na sua largura
e altura, por todo o percurso. Apenas cerca de 60 anos depois tal fenomeno foi descrito
matematicamente no trabalho de Korteweg e des-Vries [8]. Na atualidade, esse tipo de onda
é observado em varias areas da ciéncia, como Optica, matéria condensada, hidrodinamica e
também em biologia, durante a transmissao de energia no DNA. Matematicamente, as ondas
solitarias correspondem a solugoes de equacoes em derivadas parciais nao lineares.

Quando for possivel a condigao de integrabilidade nas equagoes, as solu¢oes levam o nome
de solitons. Por serem pacotes de energia localizados, nao-dispersivos, movendo-se uniforme-
mente, os solitons se assemelham a particulas, apesar de serem solugoes estendidas de equacoes
de onda nao lineares.

Atualmente existem aplicacoes de sélitons de luz em transmissao de dados, propagando-se
nas fibras 6ticas sem distorcao, possibilitando a transmissao na ordem de tera-bits.

Semelhantes aos solitons, na fisica de particulas temos os chamados defeitos, possuindo
caracteristicas similares, que permitem trata-los como particulas elementares devido as suas
propriedades quanticas.

Os defeitos sao solugoes classicas de campos. Possuem densidade de energia localizada e
energia total finita. Além disso, sao caracterizados por um indice topoldgico, ligado ao seu

comportamento assintético, que os distingue em defeitos topoldgico e nao-topologico.
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Os tipos mais simples de defeitos sao os kinks, aparecendo como solugoes em certos modelos
de campos escalares em dimensao (14 1), possuindo um caréter topoldgico e podendo ter sua
energia dissipada ao colidir com outro kink (por esse motivo nao sdo estritamente sélitons).

As solugoes tipo defeito, manifestam-se também em dimensoes mais altas, como os vértices
em duas dimensoes, os mono-polos em trés dimensoes, os p-branas em dimensoes superiores
na fisica tem um papel importante, devido a sua aplicabilidade. Podemos citar trabalhos em
teoria de cordas [9], cosmologia [10] e matéria condensada, entre outras areas [11-14], o que
nos mostra a utilidade e importancia deste tipo de objetos.

Por se tratar de equacoes nao lineares de segunda ordem, em geral nao é facil encontrar suas
solugoes. Mas, por meio de um método conhecido como método de Bogomoln'nyi, proposto nos
anos 70 [15], podemos realizar uma primeira integragdo que nos leva a equagoes de primeira
ordem. Como sera mostrado no capitulo 2, ao reescrevermos adequadamente o funcional
energia, obtemos um termo dependente do potencial, mais um termo positivo definido. O
primeiro termo, resulta em duas equacoes de primeira ordem, sendo as solugoes das equacoes
de primeira ordem, também solucoes da equacao de segunda ordem. Ja o segundo termo é
conhecido como energia de Bogomol'nyi. Quando a energia alcanca o minimo, essa ¢ a solugao
das equacgoes de primeira ordem.

As solugoes das equagoes de primeira ordem de Bogomol'nyi nao nulas, sao chamados de
estados BPS.

No caso onde temos potenciais nao negativos?, estes podem ser reescritos em termos uma
una funcao chamada super-potencial devido a sua relacao com as teorias de campo super-
simétricas. No caso de defeitos topoldgicos é possivel determinar a sua energia em termos
desse super-potencial. Isto permite caracterizar solugoes das equagoes, sem conhece-las de
maneira explicita.

Um outro ponto importante, é acerca da estabilidade das solucoes. O estudo de estabili-
dade linear é o mais comumente utilizado e consistente. Fazendo uma pequena perturbacao
(dependente da posigao e tempo), em torno da solugao, seguida de uma expansdo. Ao cal-

cularmos a equacao de movimento, a ordem linear na pertubacgao, chegamos a uma equacao

2No caso de 1 campo escalar isso é sempre valido para potenciais limitados inferiormente
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com parte temporal e espacial separaveis. A parte temporal corresponde a uma equagao com
solugoes exponenciais. Na andlise da parte espacial, nos deparamos com uma equagao tipo
Schrodinger, constituida pela acao do chamado operador flutuagao. Solugoes estaveis devem
ter um limite inferior com auto-valores positivos perante este operador.

No operador flutuacao, o termo correspondente ao potencial é uma derivada de segunda
ordem do potencial da teoria de campo (cldssico).

Para os estados BPS, o operador flutuacgao pode ser reescrito em termos do super-potencial,
resultando em uma estrutura tipica das hamiltonianas da mecanica quantica supersimétrica,
as quais sao fatorizaveis em termos de operadores mutuamente adjuntos, garantindo assim a
positividade dos seus auto-valores correspondentes.

Por outro lado, é possivel a reconstrugao dos modelos de campos em dimensao (141)
a partir do auto-estado fundamental de um operador flutuacao. Em [16,17] se apresentou
exemplos da construcao dos modelos de campo para uma certa classe de potenciais da mecanica
quantica supersimétrica, bastante conhecidos na literatura. Mas, utilizando-se de métodos
semelhantes & mecanica quantica super-simétrica (SUSY QM), da qual falaremos mais adiante,
Kumar [18] usou a equagao de estabilidade referente ao kink ¢* e construiu modelos cldssicos de
campo. Boya e Casahorran [19] também construiram modelos, para potenciais com interagoes
polinomiais. O método se mostrou capaz de gerar modelos de campo, tanto estaveis quanto
instaveis, sendo necessario para sua realizacao, o conhecimento dos superpotenciais referentes
a cada potencial SUSY considerado. Formalmente isto é sempre possivel, porém muitas vezes
torna-se imviavel a obtencao dos modelos, devido a complicagoes que surgem na integracao.

A construcao de modelos classicos de teoria de campos desempenha um papel importante
nesta dissertacao e dedicaremos o capitulo 3 a tratar detalhadamente do assunto.

Um outro método importante acerca dos defeitos, foi apresentado por Bazeia, Losano e
Malbouisson em 2002 [20]. Nesse trabalho se mostrofu que é possivel, a partir de um modelo
com solucao conhecida, se obter novos modelos com suas solucoes, denominado pelos autores
de defeitos deformados. O mapeamento entre o modelo de campo original e o deformado é feito
através da funcao deformacao, com a possibilidade de ser aplicado repetidamente. Além da
aplicacao para modelos de apenas um campo escalar real, é possivel a extensao para cenarios

com dois campos reais [21], campos complexos e, mais recentemente, modelos quaternionicos,

Pés-Graduacao em Fisica - UFCG



envolvendo quatro componentes reais. A validade, forca e aplicabilidade deste método, podem
ser avaliados com base na diversidade de publicagoes envolvendo a sua aplicagdo [22-25].
O mapeamento entre defeitos é outra das ferramentas de que faremos uso extensivo nesta
dissertacao.

Nos anos 80’s, Witten [26] e Cooper e Freedman [27] propuseram um modelo de campo
simplificado para estudar a supersimetria (SUSY). Essa teoria de campos de dimensao 0 (es-
pacial), foi chamada de Mecanica Quantica Supersimétrica (SUSY QM).

A SUSY traz uma relacao entre setores bosonicos e fermionicos, estando embasada sobre
uma algebra de Lie graduada e é um elemento fundamental para a unificacao das interacoes
basicas da natureza, ganhando conhecimento no meio cientifico através dos trabalhos de Wess
e Zumino [28]. A teoria propoe o surgimento de particulas parceiras supersimétricas. Essas
estariam em correspondéncia com particulas ja conhecidas (fétons, elétrons, etc), tendo ambas
a mesma massa, mas diferindo o spin em 1/2. Por exemplo, para o f6ton, o qual tem massa
nula de repouso e spin 1, o parceiro supersimétrico é o fotino, também de massa nula e spin
1/2. Porém, tais particulas ainda nao foram detectadas e, por isso, especula-se com uma
quebra na SUSY nos primérdios do universo.

A SUSY QM surgiu inicialmente como modelo de brinquedo, com intuito de testar certos
modelos supersimétricos. A medida que mais pesquisadores se interessavam pelo assunto,
notou-se a aplicagao da SUSY QM na resolucao de problemas, evidenciou-se, por exemplo, ter
sido encontrada uma dinamica SUSY relacionando nticleos par-par e par-impar.

Uma caracteristica importante presente nas hamiltonianas da SUSY QM ¢ a fatorizacao.
Assim como visto na mecanica quantica usual, com o caso do oscilador harmonico, as hamil-
tonianas supersimétricas sempre podem ser fatorizadas e seu espectro determinado algebrica-
mente. Porém, a SUSY QM apresenta uma caracteristica extra: a permuta dos operadores nés
da a possibilidade de reestruturar a hamiltoniana, havendo uma mudanga em certos termos
do potencial. Ambas as hamiltonianas tem suas auto-fungoes, auto-valores e niveis de energia
relacionadas. Assim, potenciais dessas hamiltonianas sao chamados de potenciais parceiros.

A producao de potenciais parceiros pode ser repetida de maneira a criar uma infinidade
de novos potenciais e, consequentemente, novas hamiltonianas. Basta termos conhecimento

de um potencial, encontrarmos o super-potencial ligado a ele por meio da equagao de Riccati
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e, em seguida, realizar permutagoes entre os operadores. Entao, partindo de um potencial
conseguimos toda uma hierarquia de hamiltonianas.

Em meados dos anos 90, Cooper, Khare e Sukhatme [2], mostraram que realizando trans-
formacoes canonicas nos parametros de um potencial SUSY QM, é possivel mapea-lo em
outro potencial SUSY QM. Esse mapeamento entre potenciais supersimétricos, é de grande
importancia para o trabalho desenvolvido aqui, pois nos da uma relagao importante em nivel
quantico, e sera discutido no capitulo 5.

Além das caracteristicas ja citadas, os potenciais parceiros supersimétricos podem ser in-
variantes de forma. A invariancia de forma consiste na possibilidade de aplicarmos certas
transformacoes nos parametros dos potenciais, obtendo um novo potencial com perfil idéntico,
porém deslocado em uma constante. A invariancia de forma é categorizada dependendo do
tipo de transformagao aplicada nos parametros, sendo a invariancia por translacao a de maior
atencao para nés. Através de um deslocamento em um dos parametros do potencial, chegamos
a outro de mesmo formato, sendo que, o potencial original tem um nivel de energia a mais.
Assim, podemos realizar, também nesse caso, uma hierarquia de hamiltonianas, partindo de
um potencial limitado inferiormente.

Dos estudos da SUSY QM feitos no desenvolvimento deste trabalho, o mapeamento entre
potenciais desempenha um papel importante, pois é parte de uma relacao envolvendo o método
de deformacao, a construcao de modelos de campos e mapeamento entre potenciais parceiros,
que buscamos entender.

Como dito, ha na literatura uma classe de potenciais SUSY, os quais se relacionam pelas
chamadas transformagoes canonicas. Assim, temos um mapeamento no nivel quantico. Em
seguida, podemos construir modelos de campo partindo dos potenciais SUSY mapeados. Apds
a obtencao dos modelos de campos, é possivel mapear os potenciais, agora no nivel classico,
através do método de deformagao. Encontra-se assim, uma relagao entre os mapas nos niveis

quantico e classico, que exploramos no presente trabalho. Para um melhor entendimento da
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nossa proposta, a esquema abaixo relaciona os mapeamentos entre os potenciais e modelos:

U(o) — Método de Deformacao — (9)
T

V(¢)  — Transformacdo Candnica Pontual — V(o)

A divisao do trabalho é feita da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos uma revisao
acerca dos modelos de campos escalares, discutindo os tipos de defeitos, sua energia e estabili-
dade; no capitulo 3 mostramos como construir modelos de campos escalares partindo do ope-
rador flutuacgao; o capitulo 4 é dedicado ao método de deformagao, onde mapeamos potenciais
através da funcao deformacgao, e apresentamos um exemplo, ilustrando a utilizacao do método;
no capitulo 5 fazemos uma revisao sobre pontos da mecanica quantica supersimétrica, impor-
tante no desenvolvimento da nossa pesquisa, tais como potenciais parceiros, hierarquizacao de
hamiltonianas, mapeamento via transformagoes canonicas e invariancia de forma. O capitulo
6 é reservado para a discussao dos resultados e perspectivas sobre a continuidade da pesquisa;
por ultimo, no capitulo 7, revisamos uma maneira de realizar a invariancia de forma por meio

de um operador, introduzido em [7], e aplicamos a alguns potenciais especificos.
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Capitulo 2

Sistemas de um Campo Escalar Real

O estudo da dinamica de sistemas classicos (discretos) ¢ feito através da formulacao lagran-
geana e hamiltoniana. Quando tais formulacoes sao estabelecidas em termos de um principio
variacional, podemos estender a descricao para sistemas mecanicos continuos como cordas vi-
brantes, fluidos, etc [29-31]. A descricao fisica de sistemas, nao é restrita apenas a sistemas
mecanicos e vai além de campos escalares, como campos vetoriais, tensoriais e espinoriais.
Mas nos atemos aqui, apenas a campos escalares reais, que sao, do ponto de vista da lei de
transformacao os mais simples, por serem invariantes. Porém, apesar da sua simplicidade,
eles podem ter uma vasta aplicabilidade, como, por exemplo, sistemas fisicos estudados em
dindmica nao linear [29] e, tem ainda um cardter fundamental, como no modelo padrao de

particulas elementares.

2.1 Modelos de um campo

A dindmica de um sistema de um campo escalar real em um espago-tempo de (1,1) dimensoes,

{p(2"):RM — R} com pu = 0,1, é descrita por uma densidade lagrangeana, dada por [31]

£(6,00) = 50,606~ V(). 2.1)

sendo que o potencial V(¢) especifica 0 modelo. Ao realizarmos a variagdo da agao

oL oL

000 06 .



2.2 Solugoes Tipo Defeito 9

obtemos a equacao de movimento

Py o dV(9)
o " 02 T do

= 0. (2.3)

Podemos notar que (2.3) é uma equacao de ondas unidimensionais com um termo nao-
linear dado pela derivada do potencial. No caso de campos estaticos ela se reduz a equacao

diferencial ordinaria

d> d
) o
dzx? do
e por integracao da equagao (2.4) obtemos a equacao diferencial de 1* ordem,
L(92) ) (25)
2 \dx) ‘ '

2.1.1 Energia

Em termos de campos, as propriedades energéticas e inerciais, sao descritas pelo tensor energia
momento dado por T),,. A energia do sistema, corresponde a integral da componente 00 do
tensor energia-momento

Elg] = /+°° i Too = /%o do E (%)2 + V(qb(x))] | (2.6)

[e.e] o0

Usando (2.5), observamos uma contribuicao igual entre os termos gradiente e potencial da
integral no caso estético, logo
o0
Bl =2 Vi@)ds 2.7)
O espago de configuragao (solugoes fisicas) do modelo associado ao potencial V' (¢) consiste
no conjunto de solugoes de (2.4) tais que a energia (2.6) resulta finita, o que formalmente

escrevemos como C = {¢ € Maps(R,R)/E < oo}.

2.2 Solucoes Tipo Defeito

Dentre as solucoes para as equacoes nao lineares, vamos considerar as solucoes chamadas

de solitons [31]. Os solitons possuem energia finita e densidade de energia localizada, além
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2.2 Solugoes Tipo Defeito 10

de manterem sua forma apds “colidirem”com outra solucao do mesmo tipo. De forma mais
particular, estudaremos sistemas cujos potenciais apresentam quebra espontanea de simetria
(minimos degenerados). FEsses potenciais suportam a existéncia de’ solugoes estaticas que
chamaremos de defeito (para os quais a condigdo de colisao eldstica ndo é necessariamente
satisfeita). Isso determina as condigbes assintéticas que deveremos impor as solugoes ¢(x)

para serem do nosso interesse:

¢» € C se e somente se lim @@ _ 0 e lim V(g(x))=0 (2.8)

r—+o0o d.lf - r—+o00

A segunda das condi¢oes dadas em (2.8) diz que os valores assintéticos devem ir para o
zero do potencial, ou seja, no limite em que x — 400 temos que ¢(z) — ¢+ , com V(¢y) = 0.
Visto em (2.5) que esses pontos sdo minimos do potencial V', entao as solugoes estaticas ligam

de forma assintotica os minimos de V.

2.2.1 Defeitos Topolégicos e Nao-Topoldgicos

A classificagao de um defeito como topoldgico ou nao topoldgico pode ser realizado introdu-

zindo uma carga topoldgica, definida para um campo escalar, da seguinte forma
g =€"0,¢. (2.9)

Esta é uma corrente conservada (0,j7 = 0) devido a anti-simetria do simbolo de Levi-
Civita, mas nao é uma corrente de Noether, por nao advir de uma simetria continua do sistema.
A densidade de carga correspondente é p = j, = d¢/dx e a carga conservada associada é dada
por

+oo +o00o d¢
Q= / p(z)dx = / —dr = ¢(x — 00) — ¢(r — —00). (2.10)
oo oo dx

No caso onde ¢(x — +00) = ¢(z — —o0), temos uma solu¢ao chamada nao-topoldgica, a
qual liga um minimo a ele mesmo. Mas para o caso em que Q = ¢, — ¢_ # 0 a solucao é
dita topoldgica, ligando minimos distintos do potencial e tendo a estabilidade assegurada pela
conservacao dessa carga. A existéncia de solugoes topoldgicas é consequéncia da presenca de

minimos degenerados no potencial, o que induz uma quebra espontanea de simetria, o que
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2.2 Solugoes Tipo Defeito 11

indica a existéncia de solugdes topoldgicas () # 0), neste contexto, chamadas de defeitos
topologicos.

De forma resumida podemos dizer que existem dois tipos de defeitos, os topoldgicos e os
nao-topoldgicos. Solugoes tipicas com essas caracteristicas sao os chamados “kinks’e “lumps”,

respectivamente.

2.2.2 Defeito Topolégico tipo “kink”do Modelo ¢*

O modelo ¢* é descrito na forma

1 2 >\ 2 2\2
L= 5(3;425) - Z(a —¢7)7, (2.11)

onde a e A\ sao parametros reais.

Ao calcularmos a equacao de movimento de ¢*, para um caso estético, obtemos

&9 _ zo(d? - o). (2.12)

dx?

A equacao de primeira ordem toma a forma
dp\* A 2 212
) = Z(g? = 2.13
(%) =5 (2.13)
Podemos facilmente ver que os minimos do potencial sao dados por ¢ = 4+a. Sendo assim,

os vacuos da teoria sdo degenerados pois, V(a) = V(—a) = 0. O interessante é que solucoes

nao triviais (2.13)podem ser encontradas, em particular,

¢+ (z) = tatanh(y/\/2ax + b), (2.14)

onde b é uma constante arbitraria que pode ser considerada zero, devido a invariancia da
energia na translagao espacial da solugao. Sabemos que a tangente hiperbdlica varia assinto-
ticamente de -1 a 1, logo, a solucdo varia de ¢(—oc0) = —a a ¢(0) = a.

A figura 2.1 mostra o comportamento da solucao. Basicamente, o kink corresponde a uma
interface situada numa certa regiao (no caso da figura 2.1, essa regiao seria entre 2 e —2, por
exemplo). Fora dessa regido, a solugao vai tender aos valores de vécuo +a.

Isto é, a energia estd principalmente concentrada nessa regiao (—2 < z < 2) préoxima da

origem.
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2.2 Solugoes Tipo Defeito 12

T 1
1 2

Figura 2.1: A esquerda temos o gréfico do potencial ¢* e & direita o grafico da solucao ¢(x)

(b=0), ambos coma=1e A =2

2.2.3 Defeito Nao Topolégico tipo “lump”do Modelo ¢* invertido

Esse modelo também possui o potencial ¢*, mas como podemos ver na figura 2.2, com uma
diferenca no comportamento do potencial. O modelo ¢* invertido é dado por

V(6) = (@5 ~ o) (2.15)

sendo ¢ uma constante real. Esse potencial possui zeros em ¢ = +c e em ¢ = 0, porém nao ¢
limitado inferiormente, o qual inviabiliza a existéncia de solugoes estaveis com energia finita.

A equagao de movimento nesse caso é

& = ¢ — 2¢°. (2.16)

dx?

Podemos ver que V(¢) possui um minimo em ¢ = 0. A equacao (2.16) tem solugdes:
¢+(x) = Lasech(z). (2.17)

Como ja foi dito anteriormente, esse tipo de defeito conecta o minimo a ele proprio. Em
consequéncia, sendo nulo o valor da carga (Q = 0) nao o protegem contra a dissipacao da

energia, tornando-o assim instdvel.
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2.3 Método de Bogomol’'nyi s Solu¢oes BPS 13

<=

V(o) -0.5-

1

Figura 2.2: A esqillé)fda temos o grafico do potencial ¢* invertido, com ¢ = 1 e A = 2. A direita

o grafico da solugao ¢(x), com a =1
2.3 Método de Bogomol’nyi s Solucoes BPS

Este método foi criado pelo Russo E. Bogomol’'nyi nos anos 70 [15], para facilitar a solugao de
equagoes de segunda ordem nao lineares, como a equagao de movimento (2.3). O método se
baseia em obter uma equagao de primeira ordem como resultado de completar quadrados no

funcional energia. Ou seja,
1 1
Blol = [ ar| 5007 + j0.07 4 V(6)

$(+o0

= Bjg) = [ o B(w)? i (00 %W)z] " /¢ (m))dwm- (2.18)

Para o caso estatico é claro ver que a primeira integral é nula, se

% = +/2V(9). (2.19)

O termo restante na segunda integral é conhecido como energia de Bogomol'nyi
¢(+00)
Ep = :I:/ dop/2V (). (2.20)
p(—00)
Assim, a energia serd minimizada quando a equacao (2.19) tiver as condigoes de contorno

(2.8), logo o sinal de (2.20) deve ser escolhido de tal forma que Ep > 0.

Pés-Graduacao em Fisica - UFCG



2.4 Estabilidade linear 14

Resulta das equacgoes acima que ao encontrarmos a solucao, fica resolvida a outra equacao.
Isto é, sob as condicoes de contorno necessarias, a solucao da equacao de 1* ordem resolve a

equacao de 2* ordem.

2.3.1 Super-potencial

No caso de potenciais nao-negativos, a energia (2.20) pode ser encontrada de forma simplifi-
cada. Sendo V' (¢) > 0 é possivel reescrevé-lo em termo de uma fungao suave W(¢), a qual

chamamos de super-potencial e esta relacionada com o potencial da seguinte forma
|
V(p) = §W¢. (2.21)

Substituindo (2.21) na equacao (2.4), obtemos

d2¢
@ - W¢W¢¢. (222)

Assim como ao substituirmos em (2.5), ficamos com

do
e ¢ 2.93
T 8 (2.23)

E muito importante notar que, com a utilizacao do super-potencial a energia de Bogo-
mol’nyi, como citamos antes, pode ser encontrada de forma direta bastando apenas expressa-la
em termos de W (¢),

¢(+00) do
Boy =% [ o () Wo=£[W(o(roc)) - W(o(-o0)]. (221)
6(~00) dx

O motivo de se utilizar o super-potencial, é que basta calcula-lo nos limites para determi-

narmos o valor da energia, sem necessidade de conhecer a solucao. Isto é uma propriedade

que evidencia o carater topoldgico das solugoes.

2.4 Estabilidade linear

Uma questao extremamente importante acerca das solucgoes estaticas da equacao de movi-

mento (2.3) é a sua estabilidade. Para estudarmos essa questao consideramos uma pequena

Pés-Graduacao em Fisica - UFCG



2.4 Estabilidade linear 15

perturbagao em torno de uma solugao estatica ¢q, ou seja,

¢(I,t> - ¢O(x) + n(x7t)' (225)

e substituimos (2.25) em (2.3). Apds isso, fazemos uma expansao do potencial V' (¢y + n) em

série de Taylor em torno de ¢q e, desprezando termos de ordem > 2 (estabilidade linear),

obtemos
—05n +U(x) = =, (2.26)
onde
>V
Uz) = @ |4o(a) - (2.27)

A equagao diferencial (2.26) é linear em 7, logo podemos soluciond-la por separagao de
varidveis. Fazendo n(x,t) = ¢ (z)T(t). Obtemos duas equagoes, sendo a primeira

d*T(t)
dt?

— —w,T(t), (2.28)

sendo w uma constante. Essa primeira equacao tem solucoes harmonicas T, (t) = TpeFivomegant,

A segunda equacao tem a forma de um operador Hamiltoniano

d2
Hon(a) = |+ U] v1a) = (o). (2.20)
Este pode ter auto-valores negativos (w, < 0), mas isso implicaria numa situagao de insta-
bilidade para a solugao temporal, pois, para tempos grandes 7T;, sera divergente. Logo, isso

implica em uma condicao extra w > 0, a ser imposta para obtermos solugoes estaveis. Isto

reduz o problema a andlise de H.

2.4.1 Estabilidade das solucoes BPS

Nesta ultima secao vamos tratar da estabilidade das solugoes que minimizam a energia do
sistema [32], ou seja, que saturam o limite de Bogomol'nyi.
Em modelos com potenciais limitados inferiormente, os quais admitem a forma V(¢) =

5W3, o operador hamiltoniano (2.29) toma a seguinte forma

2

d
H= gz T W2y + WsWass) oo (2.30)
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2.4 Estabilidade linear 16

Este operador apresenta a estrutura dos hamiltonianos fatorizéveis da MQ SUSY (que serao
abordadas no capitulo 5) [2,33], os quais podem ser escritos como produto de operadores, na

forma H = a'a, definidos por
d d
_ v [
a=—F Woollow @ == F Woo)log
sendo a' o adjunto de a e os sinais + e - se correspondem com os sinais opostos (- e + respec-

tivamente) na equagao de primeira ordem (2.23).

O fato de H ser fatorizavel em operadores mutuamente adjuntos assegura, automatica-
mente, sua positividade. Isto é, seus autovalores resultam todos nao negativos pois, para

qualquer autoestado |n) do operador H, o auto-valor correspondente cumpre
wn = (n|H|n) = (n|a'a|n) = ||a|n)||* > 0. (2.31)

Logo, sistemas de um campo escalar real descritos por potenciais limitados inferiormente,
admitem solugoes estdticas que minimizam a energia e sao linearmente estaveis (estados BPS).
Além disso, o autoestado correspondente ao auto-valor wg = 0 (designado como zero), vem

dado por ¢y o do/dz.
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Capitulo 3

Reconstrucao de Modelos de Campos

Escalares a Partir da Equacao de

Estabilidade

Aqui, fazemos o estudo acerca da estabilidade de solugoes, vindas do estudo de sistemas de
campos escalares, buscando descobrir sobre o seu comportamento apds efetuarmos pequenas
pertubacgoes em torno das solucoes. Além de descobrirmos se sao estdaveis ou instaveis, che-
gamos a um ponto importante para o desenvolvimento do nosso trabalho, que é o operador

flutuagao. a partir dele, podemos realizar a reconstrucao de modelos de campos.

3.1 Modo Zero do Operador Flutuacao

O estudo de estabilidade linear no capitulo 2 foi feito considerando perturbagdes em torno
da solugao cléssica (2.25), e expandindo o potencial V(¢) (descartando os termos de ordem
> 2) em torno da solugdo estética ¢,. Propondo um ansatz tipo produto, separando a parte

temporal e espacial, chegamos em que a parte espacial responde ao operador flutuacao

Hoe) = | +U(0)] 60 = o). 1)
) = v = ()| 32

17



3.2 Reconstruindo os Modelos de Campos 18

Seja entao 1, um conjunto completo de auto-fun¢oes de H com auto-valores w,. A condigao
wp > 0 (H é um operador positivo definido), garante a estabilidade da solugao ¢.

Devemos lembrar aqui que o problema mecanico-quantico associado a perturbacoes das
solugdes estaticas, possui um modo zero (auto-valor nulo). Derivamos a equagao (2.4) com

relacao a x, reescrevendo-a como

& PV (Ao
£ B0 (8 o -

Ou seja, esta expressao calculada na solugao cldssica nos da (3.1) com o auto-valor nulo para
Yo(r) < dpy/dx. Assim, a derivada da solugao cldssica corresponde sempre ao modo zero do
problema mecanico-quantico associado, o qual é de extrema importancia no procedimento na

secao seguinte.

3.2 Reconstruindo os Modelos de Campos

A construgao dos modelos de campos é explorada em [16,17]. Dada uma hamiltoniana 1d fato-
rizével 1, e o auto-estado (), com auto-valor nulo wy = 0, é possivel (a0 menos formalmente)
construir modelos de campo escalar em (1 4 1) dimensoes.

Da relacao

d

Adn(o) = |+ W) | wole) =0, (3.4

podemos obter a relacao

vo(x) = N exp {— / ' W(x)dx] | (3.5)

Em seguida utilizamos a expressao ¢y(z) o< d¢y/dz, da qual obtemos o campo por integragao

balz) = a / doly)dy + B. (3.6)

LA fatorizacdo é permitida quando ajustamos o estado fundamental, de tal forma que, para a funcio de

onda do estado fundamental tenhamos: Hipy = 0.
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3.2 Reconstruindo os Modelos de Campos 19

Agora, com o campo determinado, fazemos a inversao = = x(¢), onde assumimos que ¢(x) é

um estado BPS (solucao da equagao de primeira ordem) e determinamos, assim, o potencial

doa\* 1 ,
dm’) -~ L) (3.7)

V(pa) = Viga(z) =V (z) = % (

Nos trabalhos [16,17], o procedimento é aplicado aos potenciais de Morse, Scarff 1T e
Rosen-Morse II. A modo de ilustracao revisaremos esse tltimo caso.

O potencial de Rosen-Morse 11 é caracterizado pelo superpotencial
B
W(x) = Atanh(z) + 1 A>0,B>0. (3.8)

Considere o caso B =0, N =2 e A = 1 na expressao acima. Substituimos o super-potencial
em (3.5) para obtermos:

g = 2sech(x). (3.9)

Agora que temos a funcao de onda do estado fundamental, temos como determinar o campo,

via a integracao (3.6). Obtemos:

¢o = 2arcsin(tanh(x)) . (3.10)
Podemos inverter a expressao acima, resultando em

x = arctanh(sin(%)). (3.11)
Logo, chegamos ao potencial escrito em termos da coordenada espacial:

V(z) = 2sech?(z) = 2 (1 — tanh(z)?) . (3.12)

Substituindo (3.11) obtemos finalmente

V(¢) = 2(1 — cos(9)). (3.13)

que é o potencial para um modelo 1d de campo cujo operador hamiltoniano de estabilidade é

associado ao super-potencial (3.8).

E possivel encontrar em [16, 17|, a construgao de alguns outros modelos, os quais estao

resumidos na Tabela (3.1).
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3.3 Reconstrucao de Novos Modelos 20

3.3 Reconstrucao de Novos Modelos

Apés apresentarmos o procedimento para a construcao de modelos de campos escalares e
expormos alguns resultados encontrados na literatura, mostraremos agora os modelos obtidos
neste trabalho, associados aos potenciais do oscilador 3d, Rosen-Morse I, Scarf I e Poschl-

Teller.

3.3.1 Oscilador 3D

Comecaremos a construcao dos campos a partir deste potencial, cujo super-potencial é descrito

por

: - (3.14)

Os parametros serao ajustados aqui de duas maneiras, sendo a primeira: w = 2 e [ = 0.

Calculamos a fungdo de onda do estado fundamental através de (3.5), gerando

M)
M)

T T

wozre 7:>¢:_e 2

ao invertermos, temos

Vogc(T‘) = %7’267" = Vosc((b) = —— 1n(¢2). (315)

Um segundo ajuste é w =2 e [ = 2. Dessa forma

r r

Yo =137 = ¢p=—2+1e 2.
Os resultados encontrados acima, nos levam ao modelo de campo
V(r)=—e". (3.16)

Neste caso nao foi possivel fazer a inversao da qual obteriamos o potencial em funcao de ¢.
Como pode ser visto pelo gréfico acima, o potencial (3.15) mostra-se instdvel, apresentando

o mesmo formato do lump ¢* invertido.
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3.3 Reconstrucao de Novos Modelos 21

E=2

Vosc(®)

,1 .
Figura 3.1: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao oscilador e a direita o grafico

da solucao nao trivial para esse potencial.

3.3.2 Rosen-Morse 1

O campo para o potencial de Rosen-Morse I (trigonométrico) foi obtido de duas formas:
partindo do super-potencial dado na tabela [?] e com o super-potencial dado em [1]. Traba-

lharemos primeiramente com o que foi dado na tabela. Entao,

W(z) = —Acot(z) — g , 0<z<m (3.17)

onde ajustamos os parametros em A =1 e B = (0. Dessa forma, temos:
o = sin(z)
¢ =—cos(r) = x=arccos(—g).

Apos realizarmos os calculos chegamos a

Viarr, () = %sinQ(:v) S Vi () = %(1 _ ). (3.18)

Esse modelo também é instavel, o que nao é interessante para nossa proposta de estudar
solugoes BPS, mas, da um melhor entendimento do propoésito desse capitulo.

Agora usaremos o potencial dado em [1]

W(z) = —Atan(z) — g (3.19)
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SN A

r
-2 -1 0 1 2

Vw1 (9)

,2_
Figura 3.2: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao Rosen-Morse I e & direita o

grafico da solucao nao trivial para esse potencial.

Neste caso usamos A =2 e B = 0, obtendo:

Yy = sec?(x)

¢ =tan(r) = = arctan(®).

Para tais valores:

VRMI2(x):%seC4(x) S Viwn(d) = (1+ 622 (3.20)

3.3.3 Scarf I (Trigonométrico)
O super-potencial de Scarf I é dado por:
W(z) = Atan(z) — Bsec(z). (3.21)

Para esse super-potencial ajustamos os parametros de duas maneiras. Na primeira usaremos

A=1e B =0, que nos da

1y = cos(z)

¢ = sin(z) = x = arcsin(x)
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10 2

Vrmi2(0) 5+

r T T )
-2 -1 0 1 2
0 -2~

Figura 3.3: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao Rosen-Morse I, dado em [1],

e a direita o grafico da solucao nao trivial para esse potencial.

Obtemos com esses valor os seguinte potencial

Viz) = %COSQ(ZE) = Vsor(o) = %(1 — ¢?). (3.22)

Aqui, nos deparamos com o caso visto em (3.18), que é um modelo instavel.

3.3.4 Poschl-Teller
Por fim, trataremos do potencial de Poschl-Teller. O super-potencial referente a ele é
W (x) = Acoth(z) — Besch(z). A< B (3.23)

Utilizamos aqui A =1 e B = 2. Entao:

_ (cosh(z) — 1)z L 1
Yole) = (cosh(x) + 1)% ‘ ?= cosh(z) + 1 (3:24)
Assim, chegamos ao potencial
1 (cosh(z) — 1) B 2
Viz) = 2 (cosh(x) + 1) = Ve(9) ="+ 2 (3.25)

O modelo para o potencial Poschl-Teller, também mostra-se ser instavel e, com sua solugao
tendo o mesmo comportamento de (2.17). Mas esse potencial tem uma possibilidade de

aplicacao interessante no contexto de Braneworlds em cosmologia.
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Vsci(¢) ¢

b=
=

-1 -1-
Figura 3.4: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao Scarf I e a direita o gréafico

da solucao nao trivial para esse potencial.

0,5

-0,5-
Figura 3.5: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao Poschl-Teller e a direita o

grafico da solugao nao trivial para esse potencial.
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3.3.5 Morse

O super-potencial Morse é dado por:
W(x)=A— Be “. (3.26)

Usaremos os parametros A =1 e B = 1. Com isso obtemos:

Yo(z) = e e * e p=e° (3.27)
Nos dando os campos
1 —2x —2e” % 4 ¢2 2042
V(z) = ¢ (x) e Vi (9) = gln (0%). (3.28)
0,5 1,00
0,75
m(9) o 0,50
0,24
7'2 *Il 0 i 2I 7'6 7'4 7I2 0 2I 4;

Figura 3.6: A esquerda temos o grafico do potencial referente ao Morse e a direita o grafico

da solugao nao trivial para esse potencial.

Dentre todos o modelos apresentados por nds, esse o tnico caso estavel, com minimos
os minimos do potencial em ¢ = —1,0,1. A sua solugdo nao-trivial apresenta um cardter
assintético. Assim, para o estudo de solucoes BPS, apenas este serd 1til por ser um defeito

topoldgico.

Abaixo mostramos duas tabelas que resumem os potenciais analisados. A tabela 3.1 contém

os modelos encontrados na literatura e na 3.2 os modelos construidos no presente trabalho.
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Tabela 3.1: Modelos de potenciais encontrados em [16,17].

Super-Potencial

Rosen-Morse 11

Campo ¢

Potencial V (¢)

W(z) = Atanh(z) + &

¢ = 2arcsin(tanh(z))

Vryrr (¢) = 14 cos(¢)

¢ = arctanh(z) Veumin (@) = (92 — 1)2

Morse W(zr)=A— Be™® ¢=e B Vi, (¢) = 3¢ In*(Bg)
¢=e P Vary (¢) = ¢° In®(6?)

Scarf I1 W (z) = Atanh(x) + Bsech(x) ¢ = tanh(z) Vscrr(¢) = 3(1 — ¢?)?

Em um capitulo posterior serao usados alguns dos modelos mostrados nas tabelas acima,

na aplicacao do método de deformacao. Mais adiante falaremos detalhadamente no contexto
da mecanica quantica super-simétrica.

Note que dos potenciais encontrados, nem todos suportam solugoes BPS. Logo, nao é

possivel chegarmos a um operador flutuacao partindo de tais potenciais.

Mas, eles foram

incluidos neste trabalho, a titulo de apresentar os resultados obtidos por nds no processo de
construcao dos modelos de campos.

Tabela 3.2: Novos modelos de potenciais obtidos.

Potencial Super-Potencial Campo ¢ Potencial V(¢)
Oscilador W(r) = tor — &1 b=—e"T | Voso(d) = —% In (¢2)
Rosen-Morse 1 W(x) = —Acot(z) — % ¢ =—cos(z) | Vaun(9)=21(1—¢?)
¢ =tan(z) | Veun(¢) = (1+¢%)?
Scarf 1 W(z) = Atan(z)(x) — Bsec(x) | ¢ = sin(z) Vscr(¢) = 2(1— ¢?)
Poschl-Teller W(z) = —Atan(z) — B ¢=tan(z) | Verr(e) =46+ %
Morse W(z)=A— Be™® p=e°" Var(9) = £ 1n%(¢?)
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Capitulo 4

Método de Deformacao

No capitulo 2 consideramos solugoes tipo defeito partindo de uma densidade lagrangena para
campos escalares reais bidimensionais (1 4+ 1). Analisamos a energia e a estabilidade das
solugoes BPS relacionadas a esse tipo de modelos.

Nesta segao trataremos do método de deformagao, apresentado primeiramente em [20], e
que tem se mostrado uma ferramenta bastante 1util, visto que pode ser aplicada em varias
areas da fisica tedrica (ver alguns exemplos [23,34,35]). O método permite obter potenciais
que suportam solugoes tipo defeito, partindo de solugoes ja conhecidas. As novas solugoes
serao semelhantes as solucoes conhecidas, tendo modificagoes nos seus parametros, como, por
exemplo, largura e amplitude.

A ideia da deformagao dos potenciais é uma ferramenta poderosa, ajuda na resolugao de
alguns problemas e, apesar de utilizarmos o procedimento apenas para o caso de modelos com
um tnico campo escalar real, é possivel também a aplicacao em modelos de dois campos, como
pode ser visto em [21].

Extensoes [36] do modelo possibilitam gerar modelos que suportam solugoes tipo “kink”
a partir de modelos com solucao tipo “lump”, além da criacao de modelos de semi-vacuo e
paredes de dominios, os quais sao de fundamental importancia em certos modelos cosmolégicos

com dimensoes extras.
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4.1 O Procedimento

Na descricao do procedimento partimos de uma densidade lagrangeana onde o campo ¢ ¢é
definido sobre um espago de Minkowski (1 4 1) dimensional, sendo esse o modelo “original”,
e consideraremos apenas as solugoes tipo defeitos.

A equagao de movimento, para o caso estético, tem a forma (2.4)

d?¢ _ dV(¢)

T do (4.1)

Considere uma transformacao do campo que chamaremos de deformacao, denotado aqui

por gz;(x“), implementado por uma funcao f, a qual é chamada de funcao deformacao, tal que

¢(x") = flo(z")]. (4.2)

Assumindo que a funcao f possui inversa, a solu¢ao deformada ¢ em termos da solugao original

pode ser obtida invertendo a funcao f

o(xt) = [ [o(a")]. (4.3)

Reescrevendo as equagoes (2.5) e (2.23) em termos do campo deformado, obtemos

WL _ \fovis). . (4.4
o _ W'(f(9))
) (4.5)

As solugdes da equagao (4.5) acima serdao os “defeitos deformados”.

4.2 O que é o Modelo Deformado?

Partimos de um campo ¢, o qual chamamos de campo original, e substituimos ele por uma
funcao deformacao dependente de outro campo, o campo deformado. Ao substituirmos em

(2.1) obtemos

L= 50,000 — V(0) = 57/ (3)P0,00"3 — VIF(Ba)]. (4.6)
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a qual pode ser reescrita da seguinte forma

L= SO nld00°6 — VIF(d(a)] (@7

Aparentemente temos apenas uma mudancga nas variaveis, mas ao reescrevermos a lagran-

geana obtemos

L=[fPL, (4.8)
onde, £ é a lagrangeana do modelo deformado. Sendo
E= 10,00 - V() (49)
O potencial para esse modelo é dado por
V() = LU©) (4.10)
Lf'()]?

Analogamente ao modelo original, podemos ter aqui também um super-potencial definido

da seguinte maneira

d_gg _ W/(f(gg)) _ ’M‘///(q;) (4'11)

dz /'(9)

desde que seja solucao da equagao ordinaria.
Assim, a equagao (4.11) é correspondente a equagao de primeira ordem do modelo defor-
mado. Formalmente, a solugao de (4.11) pode ser escrita como

-~ ~ 1 dW
W) = / e ) (4.12)

Como foi citado nessa secao, f deve possuir inversa e ser diferencidavel. Desse modo é

possivel determinar o super-potencial. O potencial resulta entao dado por

7 1 707 1 Wl(f(qg))
V(o) = =W 2 2| AP 4.13
(6) = 37" (9) 2[ 0 ] (413)
e a equacao de movimento do campo deformado é
¢ dV -
prch d_é[gb(x)]‘ (4.14)

Energia

Para o funcional energia do novo modelo, temos

E’:/d& %(%) + V(o) (4.15)
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4.3 Exemplo de Aplicacao

Apresentamos aqui um exemplo simples desenvolvido em [36] que mostra como deformar o
modelo ¢°.

Tal modelo é dado por V(¢) = ¢?(1—¢*)?/2, possuindo trés minimos degenerados e solugoes do

tipo ¢(x) = ++/[1 £ tanh(z)]/2, conectando o vdcuo central com os vécuos laterais. Tomando

a fungao deformacao f(¢) = sinh(¢) e substituindo-a na equagao (4.10), obtemos

V(9) = %tanhQ(@ [1 - smh2(05)r, (4.16)
com as solugoes
o(x) = tarc (sinh V/[1 + tanh(z)] /2) . (4.17)

Vale notar o seguinte: uma vez que f'(¢) > 1, a energia da solu¢ao deformada diminui com
respeito ao kink nao deformado. Para sermos mais claros, devemos lembrar a forma como é
descrito o potencial deformado

5oy Vf(9)
Vo) = o (4.18)

Entao, para f'(¢) > 1 temos uma reducao no valor do potencial e, consequentemente uma

reducao no valor da energia, vista em (4.15).
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Abaixo, temos os graficos para o modelo ¢° original, o modelo ¢° e a solucao (5(:6)

2

~T T

-1 0 1

Figura 4.1: A esquerda temods o grafico de ¢°, onde a linha continua é referente ao modelo

original e linha tracejada ao modelo deformado. A direita o grafico da solugao ¢(x).

Vimos nesse capitulo o método de deformacao que consiste em partir de um modelo original
obtermos uma infinidade de modelos deformados devido a escolha da funcao deformacao e
mostramos um exemplo da sua utilidade aplicando-o ao modelo de campo escalar real, ¢°.
Mostraremos posteriormente a utilizacao desse método para alguns modelos de interesse e

construiremos uma nova extensao do método no contexto da mecanica quantica supersimétrica.
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Capitulo 5
Mecanica Quantica Supersimétrica

Incorporada a mecanica quantica, a supersimetria é sem duvida uma ferramenta bastante ttil
e possibilita o desenvolvimento de novas ideias. Particulas parceiras, potenciais parceiros sao
consequencias da utilizacao da supersimetria.

A SUSY QM foi originalmente formulada por Witten [26] para estudar a quebra da su-
persimetria em teoria de campos. Apesar de corresponder ao limite em (1+0) dimensoes da
SUSY, a SUSYQM nao relaciona férmions e bdsons, ja que é aplicada a mecanica quantica de
uma particula. Na verdade, a SUSY QM mapeia auto-estados ortogonais correspondentes a
um mesmo autovalor de energia, diferenciando-se no seu autovalor (positivo ou negativo) com

relacao ao chamado operador de paridade de Witten Ap.

SUSY QFT SUSYQM
Super-multipleto Auto-estados degenerados
! } \J )
Q LN
Boson Fermion Autov. (-) Autov. (+)
QT at

Nesse capitulo, revisamos as propriedades, basicas da SUSY QM e definiremos as proprie-
dades da invariancia de forma.
Através dos métodos de fatorizacao mostrados na secao anterior e uma condicao de inte-

grabilidade, chamada de condigao de invariancia de forma [37], mostraremos que o método do
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operador do oscilador harmonico pode ser generalizado para uma classe inteira de potenciais
invariantes de forma (SIP). De fato, nés mostramos que para tais potenciais, o método do
operador generalizado, rapidamente produz todos os auto-valores dos estado de energia, auto-
funcoes e matriz de espalhamento. Uma vez que essa aproximacao é essencialmente equivalente

ao método de fatorizagao [38,39] parece ser uma linguagem mais atraente.

5.1 Fatorizacao de Hamiltonianas e degenerescéncia es-
pectral

Para encontrarmos a solucao do espectro de potenciais unidimensionais, relacionamos a funcao
de onda do estado fundamental com o potencial. Uma vez que conhecemos a funcao de onda
do estado fundamental, conhecemos o potencial. Consideremos entao o estado de energia

fundamental, tal que, para o estado fundamental ¢y (z) a equagado de Schrodinger (ES) seja

2 g2
Hyy(z) = —;—m‘;io + v1(2)g(x) = 0 (5.1)
tal que
_ P ()

Dessa maneira, é possivel obter o v; a partir da funcao de onda do seu estado fundamental.

Sabendo disso, é possivel fatorizar H; com o seguinte ansatz
H1 = CLTCL, (53)

onde

a—ii—i—w(l‘) ,al = ———— tw(x), (5.4)

- \V2mdx

sendo entao o potencial v, dado por

v = w? — ——w'(1). (5.5)
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Esta é a conhecida equagao de Riccati. O termo w(x) se refere ao super-potencial desse modelo

na mecanica quantica super-simétrica (SUSY QM). A soluc@o para w(x) é

w(z) = —L%. (5.6)

V2m o

A solugao é obtida ao reconhecermos que a condigdo ayy = 0 é satisfeita, onde H; =

atayy = 0.

Agora, vamos construir uma teoria SUSY relacionada a H;. Assim como foi feita para
esse Hamiltoniano, definimos um novo hamiltoniano apenas invertendo os operadores a e a' e

teremos também um novo potencial v,. Logo, Hy = aal, onde

R , Eo
Hy = 50 +vo(z) , wve(x) =w(x)+ ﬁw (). (5.7)

Como temos uma relacao entre os hamiltonianos, os potenciais v; e vy também estao
relacionados e sao conhecidos como potenciais parceiros supersimétricos.

Veremos que os auto-valores de energia, as funcoes de onda e a matriz S de H; e Hs

estao relacionados. Os autovalores de energia de H; e Ho, Eﬁl) e E,(f) respectivamente, sao

nao-negativos (E,(LI’Q) > 0). Paran > 0, a ES para H, é

ley(ll) = aTaz/J,(Ll) = Er(zl),l?ble) (5.8)
= Hy(apV) = aa’ap) = EW (arpV) . (5.9)

Portanto, ai)} é auto-estado de energia E! da hamiltoniana Hy.

Analogamente

Hy? = ad'yP = By (5.10)

= Hi(a"y?) = d'aa’? = B (aT¢?) (5.11)

Assim, awff é auto-estado de E,(f) da hamiltoniana H;.
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Das equagoes (5.8), (5.11) e pelo fato de que E(gl) = 0, fica claro que os auto-valores e as

auto-funcoes dos dois Hamiltonianos, estao relacionados por

B =B, B =0 (5.12)
%(12) = [Eﬂl]_iw&)p (5.13)
Uiy = [EP] 2aty?), (5.14)

Para w}}ﬁl de H; normalizado, temos que a funcao de onda w,(f), em (5.13) e (5.14), também
é normalizada. Portanto, o operador a converte uma auto-funcao de H; numa auto-funcao
de Hj, e destréi um nodo da auto-funcao. De maneira analoga, para wﬁf) normalizado de
H,, a' atua de forma semelhante em H;, mas criando um nodo extra. Uma vez que o estado
fundamental de H; é aniquilado pelo operador a, entao ele nao possui um parceiro super-
simétrico. Desta forma, conhecendo as auto-fungoes de H; podemos construir as auto-fungoes
de H,, usando os operadores a e igualmente para o operador al em Hs, exceto para o estado

fundamental de H;.

5.2 Formulacao supersimétrica da mecanica quantica

A razao por baixo da degenerescéncia do espectro de H; o pode ser compreendida pelas propri-

edades da algebra super-simétrica (SUSY). Para isto vamos considerar a matriz Hamiltoniana

H, 0
H= (5.15)
0 Hs

Esta matriz é parte da algebra fechada que contém operadores tipo bosonico e tipo fermionico

com relagoes de comutacao e anti-comutacao. Nos consideramos os operadores

0 0 0 af
Q= . Qf = (5.16)
a 0 0 0
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em conjunc¢ao com H. As seguintes relagoes de comutagao e anti-comutacao descrevem entao

a super dlgebra fechada si(1/1):

[H.Q]=[H,Q=0
{Q.Q"Y=H, {Q.Q}={Q"Q"}=0 (5.17)
O fato de que as supercargas @ e Q' comutam com H é o responsavel pela degenerescéncia
do espectro. Podemos interpretar Q e Q como os operadores que mudam os graus de liberdade
do setor bosonico para o fermionico e sendo valido também o contrario.
A modo de ilustragao, veremos agora o caso bem conhecido do potencial pog¢o quadrado

infinito e determinaremos seu potencial parceiro SUSY. Considere uma particula de massa m

em um potencial com comprimento L e paredes infinitas

viz) = 0, 0<z<L

= o0, —-oco<x<0,>L. (5.18)

A funcao de onda do estado fundamental e energia deste problema ja sao bem conhecidos;

Y = (2/L)?sin(rz/L),0 <z < L (5.19)
h2m?

O super-potencial correspondente é dado pela equacao (5.6),
W(z) = ————" cot(nz/L) (5.21)

e, portanto, o potencial parceiro SUSY vy é

vy = w? — %w’ = ;:T; [2csc?(ra/L) — 1]. (5.22)
m

As funcgoes de onda de H, sao encontradas aplicando o operador A em H;. Em particular

encontramos
@D(()Q) o sin?(rz /L), @DEQ) x sin(mz /L) sin(2rx/L). (5.23)

Deste modo nés mostramos que com o uso da SUSY dois potenciais distintos correspon-
dentes a H; e H, tem exatamente o mesmo espectro, exceto pelo fato de Hy tem um estado

ligado a menos.
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5.3 Hierarquia de Hamiltonianos

Vimos nas secoes precedentes que, se conhecemos a fungao de onda do estado fundamental
de H;, podemos determinar o super-potencial w;(x) dessa Hamiltoniana e, com os operadores
a; e ai, podemos fatorizar H;. Vimos também como encontrar H, através da fatorizacao
semelhante a feita em H;. Para obtermos a funcao de onda do estado fundamental de Hs
basta apenas aplicarmos a; sobre wf’. De forma analoga, podemos ligar Hy a Hs, esse
possuindo um estado ligado a menos que Hy. De forma direta, podemos dizer que podemos
criar uma familia de Hamiltonianos, partindo de um Hamiltoniano onde se tenha a funcao de
onda do estado fundamental. Ou seja, sabendo a solucao para o problema descrito por Hi,
podemos solucionar os auto-valores de energia e as auto-fun¢oes de onda para uma hierarquia
de Hamiltonianos criadas através de refatorizagoes. Vamos exemplificar o que foi dito acima.

Na ultima se¢ao vimos que se o estado fundamental de energia de H; é zero, este pode ser
escrito de forma fatorizavel como um produto de dois operadores diferenciais lineares. Sendo
E(lo) a energia do estado fundamental de H; com auto-funcao w(lo), entao usando (5.3), temos

a seguinte forma para H;

d2
Hy =ala, + BV = —5 (o), (5.24)
onde
d t d d In Q/J(()l)
a = . +wi(z) , a]= - +wi(x) com wi(x)= T dr (5.25)

e, por simplicidade, fizemos h = 2m = 1.

O potencial parceiro SUSY ¢é

d
H2 = ala-{ —|— Eél) — —@ + ’U2(Z‘), (526)
de onde
) / (1 r d? (1)
vo(z) = wi +wy + By’ = vy () + 2w] = v1(z) — 2@ In v, (5.27)

Através de (5.12), (5.13) e (5.14), podemos, analogamente, relacionar Hy a um terceiro

Hamiltoniano reescrevendo H, na forma

Hy = aydl + B = ala, + EWY, (5.28)
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onde
d d din(y$?)
az = — + wy(x) , ab = -0 +wq(z) com wo(z) = —TO. (5.29)
Seguindo o que foi feito para H,, obtemos para Hs
d2
Hg = CLQCL; + E{l) = —@ + Ug(x). (530)
Podemos ligar o potencial v3(z) ao potencial vy(x), por
d?
v3(z) = w2+ wh+ EP = vo(x) — 2@ In @/)(()2)
d? 9
= uie) = 2 (@) - (5:31)
Portanto
2 1
By - B8 - £
o = (B2 - B e,
= By~ BB, - B Rasanys. (532)

Dessa maneira, é claro que se a Hamiltoninana original H; tem (p > 1) estados ligados
com auto-valroes de energia ET(LU, e auto-fungoes @Z)g) com 0 < n < (p—1), entdo, podemos
gerar uma hierarquia de (p — 1) hamiltonianas (Hs, ..., H,), tal que o m-ésimo termo tenha o
mesmo auto-valor do espectro que Hi, exceto que os primeiros (m — 1) auto-valores de H; nao

estao presentes no espectro de H,,. Entao, para o caso geral, podemos escrever

d2
H, =alan,+EY, = — 5+ Un(®), (5.33)
onde
d dinah™
U = -+ W () , wp(x)= 71;20 (5.34)
Temos também
m m—1 1
B = B = m Bl
Wi = (B, = BN BN, — BV Apandl,,
d2 1 m—1
Vala) = —2- [ln( Wi (5.35)

Desta maneira, conhecendo os auto-valores e auto-funcoes de H; sabemos todas as auto-

fungoes e auto-valores de energia da hierarquia de (p — 1) Hamiltonianos.
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5.4 Invariancia de Forma e Potenciais Solucionaveis

Existe uma condigao extra na relacao entre hamiltonianas parceiras que, quando satisfeita,
permite solucionar completamente a hierarquia de hamiltonianos, incluso a solucao da Hy,
“semente” da familia de hamiltonianas. Essa propriedade é chamada de invariancia de forma
e ¢ explicada a seguir.

Considere dois potenciais parceiros. Se eles sao similares em suas formas, mas diferem
apenas por uma constante, dependendo somente dos parametros do potencial, eles sao dito
invariantes de forma. De maneira mais clara, eles sao invariantes de forma se obedecem a

condigao
vo(x;a1) = vi(x;as) + R(ay), (5.36)

onde a; é um conjunto de parametros, as ¢ uma fungao de a; e o termo restante R(a;) é
independente da coordenada x. A condigao (5.36) é uma condi¢ao de integrabilidade, no
sentido que, usando a condigao de hierarquia dos Hamiltonianos, podemos facilmente obter
os auto-valores de energia e as auto-funcoes de um SIP, resolvendo o problema em forma

completa.

5.4.1 Categorizacao de SIP’s

Discutiremos agora uma questao importante sobre a classificagdo dos potenciais/familias de
hamiltonianas que cumprem com a condi¢ao de invariancia de forma (5.36).

O problema referente a classificagao de forma geral ainda esta por resolver, mas duas classes
foram encontradas e estudadas.

Todos os potenciais exatamente soluveis descobertos até o momento sao invariantes de
forma por translagao, e, como mostrado recentemente em [40], todos aqueles sistemas cujo
superpotencial nao depende de A explicitamente, podem ser obtidos como solucao de casos
particulares da equacao de Euler, que expressa a conservacao do impulso linear de um fluido
viscoso em uma dimensao espacial. Portanto, para o trabalho desenvolvido aqui, vamos nos
ater a classe onde os parametros se relacionam por translagdo (as=a; + «). Sobre a outra

classe, que relaciona os parametros por escalamento,(ay=qay), comentaremos de forma breve
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no final do capitulo.

Invariancia de Forma por Translagao

Vamos apontar um passo fundamental em classificar os SIP’s nos caso de ay = a; + o [41].
Primeiramente devemos notar o fato de que o espectro de auto-valores da ES é sempre de

modo que o n-ésimo auto-valor E,, para n grande, obedega a restri¢ao [42]:
1/n* < B, <n? (5.37)

onde o esstado mais ligado ¢é limitado pelo potencial de poco quadrado e o menos ligado é
saturado pelo potencial coulombiano. Deste modo, para um SIP, a estrutura de FE,, para n

muito grande é esperada que seja da forma

E,~) Con®, -2<a<2 (5.38)
sendo F, dado por
E,(ay) = R(a); FEo(a1) =0 (5.39)
k=1
entao
D~ K, —3<y <l (5.40)

Como implementar essa restrigao em R(ay)? Para isso ndo hd uma resposta completa, mas

de forma razodvel, uma forma geral de fatorizacao de W (x;a,), a qual produz um R(ay), é

dado por [2].
W(x;a) Zm: ki + ci)gi(x) + hi(x)/ (ki + ¢;) + fi(2) (5.41)
i=1
onde
a; = (ki,kso...), as = (k1 + o, ks + B) (5.42)

com ¢;, «, § sendo constantes. Podemos notar que o ansatz exclui todos os potenciais levando

a F, com potencias fraciondrias de n. Usando o ansatz acima em (5.36) podemos obter as
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condigbes para satisfazer as fungoes g;(x), h;(z), fi(z). Uma importante condigao é certamente
a que apenas os potenciais W sao admissiveis, os quais dao uma funcao de onda do estado
fundamental de quadrado integravel. Uma vez que estas nao sao solucoes no caso de m > 3

na equagao (5.41), enquanto hé apenas duas solugdes no caso de m = 2, ou seja,

W(z;a1) = (k1 + c1)g1(@) + (k2 + c2)g2(x) + fi(z) (5.43)
o qual é dado por
W(r; A, B) = Atanhar — Bcothar, A> B >0, (5.44)
e
W(r;A,B) = Atanaxr — Beotax, A,B >0, (5.45)

onde 0 < z < 7/2a e Y(x = 0) = ¢Y(x = 7/2a) = 0. Para a simples possibilidade de
m = 1, temos um numero de solugoes para (5.36). Em [43], temos as expressdes para varios
SIPs Vi (x), super-potenciais W (x), parametros a; e ag, e os correspondentes auto-valores de

energia E.” [43,44].

Exemplo de invariancia por Translagao

Para ilustrar o que foi dito até aqui, vamos considerar o super-potencial dado em (5.45).
Os potenciais parceiros correspondentes sao

vi(r;A+a,B+a)=—(A+ B)*+ A(A - a)sec’ ax + B(B — a)csc® x

vo(z; A, B) = —(A + B)? + A(A — a)sec? ax + B(B + a) csc? ax (5.46)

os quais sao chamados de potencias de Poschl-Teller. Eles sao potenciais parceiros invariantes

de forma, desde que
vo(2; A, B) = —vy (73 A+ a, B+a)+ (A+ B +2a)* - (A+ B)? (5.47)
e neste caso

{a} =(A,B); {a}=(A+a,B+a) e R(a)=(A+B+2)"—(A+B)" (5.48)
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Figura 5.1: A figura acima mostra as relacoes entre os potenciais supersimétricos. As relacoes

dadas pelas linhas pontilhadas sao as transformacoes canonicas pontuais. Figura extractada

de [2]
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Vimos em (5.39), que os auto-valores de energia do potencial v;(z; A, B) sao dados por
= R(w) = (A+B+2na)’— (A+ B). (5.49)

A fungao de onda do estado fundamental de v;(z; A, B) é calculada do super-potencial w

mostrado em (5.45). Encontramos
wél)(a:; A, B)  (cos ax)®(sin ar)* (5.50)

onde s = A/ae A= B/a.
O fato de que A, B > 0, assumido em (5.45), é uma condigao necessaria para garantir que

wél)(x; A, B). Seja bem comportado e, portanto, aceitavel para x — 0, 7/2a.

Invariancia de Forma por Escalamento
Outra classe SIP’s é obtido por escalamento dos potenciais onde a relagao dos parametros se
déd por (az = qa;,0 < ¢ < 1), uma escolha motivada pelo recente interesse na algebra de Lie
g-deformada [45]. Muitos desses potenciais tem um nimero infinito de estados, mas nenhum
é obtido de forma fechada, sendo obtidos apenas na forma de série. E feita uma expansao do

super-potencial na forma

(r;a1) Z gj(z (5.51)
O super-potencial com dependéncia em ay, obedece a seguinte igualdade

w(w; az) = v/gu(/gTa,). (5.52)

correspondendo ao super-potencial auto-similar W de Shabat and Spiridnov [46,47].

Invariancia de Forma Multi-Passo
Além das formas de classificagdo mostradas até aqui, como translacdo e escalamento, existem
outras. Como exemplo, podemos citar: ay = qa} com p = 2.3... e as = qay /(1 + pay).

Além do mais, as solugoes invariantes de forma podem ser realizadas em varios passos.

Para isso, usamos o ansatz as, = ga; e expandimos os super-potenciais w e w:

w(x;a) Zgj (z)d);  @(x;ay) Zgj (5.53)
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Abordamos nesse capitulo a mecanica quantica super-simétrica, e as caracteristicas pre-
sentes nos potenciais super-simétricos. Dentre elas, a possibilidade de mapeamento entre
potenciais, tera relevancia maior de nossa parte, ja que faz parte de um ciclo envolvendo,

potenciais a nivel classico e quantico.
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Capitulo 6

Mapeamento de Potenciais SUSY via

Deformacao de Campos

Como vimos no capitulo 3, o método de deformacao permite mapear modelos de campos es-
calares com solucoes tipo defeito. Vimos também, no capitulo 4, como construir modelos de
campos escalares a partir de um operador hamiltoniano, interpretado como o operador que
conserva a dinamica da perturbagao em torno da solugao cldssica. E por fim, no capitulo
anterior, estudamos os potenciais parceiros invariantes de forma da mecanica quantica super-
simétrica

No presente capitulo, construiremos um caminho alternativo para mapear os potenciais
invariantes de forma, fazendo uso do método de deformacao aplicado aos modelos de campos

classicos, reconstruidos a partir das hamiltonianas invariantes de forma.

6.1 Mapeamento de Potenciais Parceiros via Transformacoes
Canonicas Pontuais

Existem na literatura varios trabalhos discutindo a conexao entre potenciais soliveis em
mecanica quantica. Veja por exemplo [1,6,48]. Os potenciais invariantes de forma apresenta-
dos em [2] podem ser mapeados entre eles através de transformagoes em seus parametros . A

modo de ilustracao vamos nos concentrar nas chamadas transformacoes canonicas pontuais,
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exploradas em [1] e revisadas em [2].
Apresentaremos abaixo um exemplo de como é feito o mapeamento entre os SIP’s. Consi-

dere o potencial de Rosen-Morse 1 (trigonométrico) dado por:

BQ
V(z)=—A*+ T + 2B tan(ax) + A(A — ) sec(azx). (6.1)
Fazemos entao as seguintes mudancas nos parametros A e B, e na variavel z:

e’
A—all+1), B—>T; T —=r—7/2a

Dessa maneira, o potencial (6.1) toma a forma,

4 s

2 272 2 il
5 +ae tan(ar—§>+a(l + 1) sec (ar——).

V(T) = —aQ(l + 1)2 + m 5

Agora tomamos o limite quando a — 0o, 0 que nos leva a

e et I(1+1)
vy = - .
==ty T e

(6.2)

O resultado obtido acima é o potencial de Coulomb associado a uma particula de carga e.
A tabela 6.1 resume todos os mapeamentos deste tipo conhecidos, mostrando o potencial
invariante de forma, a mudanca nos seus parametros e, por fim, o potencial no qual se chega

com as substituicoes.

6.2 Deformacao de Potenciais Parceiros

Até aqui, falamos, entre outros assuntos, na construcao de modelos de campos escalares e o
método de deformacao. Tais tdpicos terao um papel importante para o nosso trabalho, ja
que aplicaremos o procedimento para deformar os modelos de potenciais mostrados anterior-
mente. Ao fazermos isso, encontramos uma forma de mapea-los através da funcao deformacao.
Aplicaremos o método aos modelos de Scarf, Morse e Poschl-Teller, utilizando os modelos cons-
truidos por nés e os que se encontram em [16,17]. Devemos lembrar que os potenciais citados
acima, podem ser mapeados através de mudangas em seus parametros (como pode ser visto
no exemplo do capitulo 5). Entao, é conhecido como eles estao relacionados no nivel quantico.
Ao determinarmos a funcao deformacao que nos leva de um modelo a outro, podemos dizer

que temos uma nova relacao, no nivel classico. Vamos ao procedimento.
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Potencial Parametros Potencial Mapeado
Rosen-Morse (trigonométrico) A—=a(ll+1),B— 0‘762 Coulomb
V(z)=-A%+ %; + 2B tan(azx) + ig’;‘(;?) x—=7r—m/20, a — 00 Vir) = —% + 4(li41)2 + l(l%l)
Poschl-Teller A— T — @, o — 00 Oscilador
B — & 4 ot V(iR = M0 L @ g 3]y
a2 (B24+A2+Aa)  B(24+4a) cosh(ar) B B
V(.%') =A"+ sinh?(ar) sinh?(ar) B = 2 € Morse
B — Vi(z) = A% + 4232 — 2B(24+q)
e ax eax
Scarf (hiperbdlico) B — Bef Morse
A2 (B24-A%4 Aa) B(2A+a) sinh(az+p) A2 4B2 2B(2A+a)
V(J}) = A"+ cosh?(az+8) cosh?(az+2) p— o0 V(.%’) = A"+ e2aw ea
Eckart A—=a(l+1),a =0 Coulomb
2 A(A— 2 2 4 1(1+1
V(r)= A%+ % + Sin(h2(;2) + 2Bcoth(ar) B — 2= V(r)=-<+ 4(li1)2 + (T+2 )
Scarf (trigonométrico) A,B—¢F @ Oscilador
B24A2-A B(2A 2,2 (141
V(r)=—A2+ ! C;;(w)ga) — B :gg()at;)n(ax) T =714 g0,0—0 ViR = -2 L WD (4 3y

Tabela 6.1: Resumo do mapeamento entre os SIP’s mostrados em [2]

via transformacoes candnicas pontuais.

6.2.1 Scarf IT (hiperbédlico )— Morse

Iniciaremos considerando o modelo construido a partir do potencial de Scarff, presente na

tabela (3.1)

Este modelo possui solucoes BPS é caracterizado por

1

Vsir(¢) = 5

(1-¢%)?

, ¢ = tanh(x)

(6.3)

No campo deformado (¢), utilizamos o do modelo de Morse, o qual possui solugoes tipo defeito,

sendo dado por

~ (;52

Var(9) = - In*(¢°)

8

, 9=e "

(6.4)

Substituimos os potenciais apresentados acima, em (4.10), a qual sera rearranjada, e lem-

brando que, seguindo a prescrigao de deformacao dada em (?7?), o campo original ¢ serd

substituido por f(¢). Dessa forma, chegamos a:

f'(0) =

V(f(9))

V(¢)
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o = PP o) _ _do
s 132 n?(4?) T @) dmd

Ao integrarmos ambos os lados,
1 ~ 1 -
 arctanh [ f(gb)} =S [ln(qb )] . (6.5)

Finalmente, isolamos a funcao f para determinarmos a funcao deformagao

f(¢) = tanh {ln [ln (gg?)} } : (6.6)

0,59

(o)

5 °i 0 é LR i 0 ; ER 5 0 ; 4
Figura 6.1: A esquerda temos o grafico do potencial de Scarf II, ao centro o do potencial de

Morse e na direita, o da funcao deformagao que os conecta.

Aqui, foi obtido um resultado favoravel, ja que foi possivel a realizacao do mapeamento
entre potenciais apresentando solugoes BPS. Assim, o resultado mostrado em (6.6) tem im-

portancia fundamental para a motivagao da nossa pesquisa.

6.2.2 Poschl-Teller — Morse

Em uma segunda aplicagao, adotaremos como original (¢), o modelo de campos correspondente

ao potencial Poschl-Teller (ver tabela (3.2)).
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Apesar de nao apresentar um carater topologico, usaremos esse modelo para realizar o
mapeamento, a fim de apresentar uma relacao fechada envolvendo as transformagoes canonicas,
a construcao dos modelos e o método de deformacao, que é motivacao para nosso trabalho.

Como vimos, o método de deformagao parte de um modelo de “campo original”(¢) e um

campo deformado (gzg) Para o campo original usamos o modelo Poschl-Teller dado por

¢2 1

Vp(g) = ¢° + ; P(x) = ~cosh(z) + 1 (6.7)

Para o modelo deformado, iremos reutilizar o modelo de Morse (6.4) da subsegao anterior.
Dessa forma, temos:

Substituimos os potenciais apresentados acima, em (4.10), a qual sera rearranjada, e lem-
brando que, seguindo a prescrigao de deformacao dada em (?7?), o campo original ¢ serd

substituido por f(¢). Dessa forma, chegamos a:

V(f(9) \/ (6) + 1(9)/2
V) 102 In*(?)

L W A
FONF@) +1/2 \/36|m(@)

Realizamos uma integracao em ambos os lados da igualdade, resultando em:

—9v/2arctanh (W) = v21n (In(¢?))
26 4+ 1 = —tanh {% In [In (¢2)]}

= 2f(q~5) + 1 = tanh® {%ln [ln ((;52)} } ,

(6.8)

Do resultado acima, obtemos:

1

f(9) =  tanh’ {% In [In (¢2)}} — (6.9)

N —

O médulo na equagao (6.8) indica e restringe a positividade fungdo. Em seguida, o médulo
foi retirado nas realizagoes dos célculos. A funcao (6.9) apresenta uma descontinuidade devido

a presenca do In no argumento.
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p(9)

-1 o o

Figura 6.2: A esquerda temos o grafico do potencial Poschl-Teller, ao centro o Morse e a

direita o grafico da funcao deformacao que os relacionam.

Apesar do modelo relacionado ao potencial Poschl-Teller nao ser uma solucao tipo defeito,
no intervalo [—1/2, 0] ela possui validade. Temos entao que a regiao [0, 1/2] nao seria parte do
mapeamento. Logo, esse intervalo assemelha-se a uma extensao analitica, de forma seria uma

forma de mapear a parte nao negativa no modelo do potencial de Morse.

6.2.3 Scarf IT (hiperbdlico )— Morse Modificado

Faremos ainda, uma outra aplicacao usando os modelos dos potenciais de Scarf I, da equacao

(6.3), e o Morse, porém consideramos um modelo de Morse modificado, na forma
1. - -
Vin(9) = §¢2 *(Bg) , =P, (6.10)

Continuaremos usando o Scarf II como campo original (¢) e o Morse como campo deformado

(¢). Entao,

~ - %1_ 2)2
(3) = V(@) _ (1= f(9)?)

V(9) \/16?In B

df(¢) _ _do
(1= f(9)  ¢n(BJ)

Realizamos uma integracao em ambos os lados da igualdade mostrada acima, resultando em

(6.11)

arctanh(f(¢)) = In(In(B3)). (6.12)

Pés-Graduacao em Fisica - UFCG



6.2 Deformacao de Potenciais Parceiros 51

Finalmente, chegamos a

£(4) = tanh {m [m(B(;B)} } . (6.13)

0,04

V(¢) 0,02

(o)

-1 0 1

Figura 6.3: A esquerda temos o qé;rétﬁco do potencial de Morse e na direita, o da funcao

deformacao

Apesar de termos encontrado a funcao deformacgao que mapeia os modelos, este resultado
foi introduzido aqui, apenas por apresentar uma relagao completa entre todos os procedimentos
utilizados. Mas por usarmos dois modelos que nao apresentam solucoes BPS, o método de

deformagcao nao é valido.

Com a determinacao da funcao deformacao, podemos notar que conseguimos determinar
um ciclo fechado entre os potenciais utilizados em cada caso. Por exemplo, o potencial de
Scarf pode ser mapeado no potencial de Morse através de transformagoes de suas variaveis e
parametros, propostas em [2|. Nos dando uma relagdo no nivel quantico. Ao construirmos
modelos tedricos de campos e relaciona-los, como foi mostrado mais acima, pela funcao de-
formacao, isso nos da um entendimento no nivel dos campos cldssicos. Assim, o mapeamento

nesses dois ambitos, nos da4 uma visao geral entre os potenciais que foram tratados.
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Capitulo 7

Interpretacao BPS da Invariancia de

Forma

Um primeiro passo na compreensao do fenomeno de invariancia de forma do ponto de vista
algébrico foi dado no trabalho [49]. Mais recentemente, em [7], foi desvendada uma relagao
existente entre equacoes-energia BPS e a invariancia de forma. Isto foi conseguido consi-
derando um operador extra, acrescentado a algebras supersimétricas estendidas com cargas
centrais. Por outro lado, essa mesma descoberta, levou a implementacao na SUSYQM, de
uma dualidade do espaco target, semelhante as observadas em teoria de cordas e “modelos-
Sigma” [50].

Nesse contexto, resulta logica a pergunta da existéncia de uma a relagao entre os sistemas
de SUSYQM invariantes de forma e os modelos de teoria classica de campos, que suportam
estruturas BPS. O primeiro passo nessa direcao consiste em construir as versoes estendidas
com carga central das algebras de SUSYQM para os sistemas conhecidos com invariancia de
forma. Isto foi realizado no trabalho [7].

Neste capitulo revisaremos essa proposta. Entao, em seguida construiremos as algebras
estendidas para os modelos estudados nos capitulos precedentes. Numa segunda etapa deverao
ser construidas as teorias classicas de campos correspondentes para, entao, analisar a possivel

relacao entre as dualidades no espaco target e os mapas entre modelos de campos.
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7.1 Supersimetria com Cargas Centrais
Considere os operadores Q e QT, agora com a seguinte forma

—n 0 —n al
Q= , Qf = : (7.1)
a 0 7
sendo 1 um c-ntimero real.

Tal mudanga, afeta diretamente a super-algebra (5.17), transformando-a para

{Q.Q'}=H (7.2)
A,Q] = [H,Q'] =0 (73)
{Q.Q}={Q"Q"} =7, (7.4)
visto que agora aparece a carga central Z. A 4lgebra acima implica em [Q, Z] = [QT, Z] = 0,
bem como H >| Z |, sendo
i ata + 2n? 0 - 2n 0 | 7.5)
0 aa’ + 2n? 0 27

Note que, quando Z = 0, voltamos ao caso onde os operadores nao possuem cargas centrais,

os quais designamos agora por

~ 0 af
Q= ’ QT - (7.6)
a 0 0 O

Podemos notar que () = @ —nl' (I' = o3), 0o que nos déa a possibilidade de escrever a

hamiltoniana como

H={Q.q'}+17], (7.7)

desde que Z = {nl',nI'}. Devemos notar também que H >| 7 |.
E importante citar que, para o caso de cargas centrais nao-nulas, temos {Q,I'} # 0. Dessa
forma, na presenca de cargas centrais, nao ha mapeamento de um setor I' em outro setor I'.
Até aqui, aplicamos a algebra (7.4) em um sistema quantico de dois setores'. Podemos

estender esse método para um caso com 2N setores. Para isso, colocamos blocos 2 x 2 ao

1Sistema de dois setores refente ao descrito no capitulo 5.
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longo da diagonal principal de uma matriz 2N X 2N. Vejamos entao, um exemplo para o caso

de um modelo com quatro setores. As supercargas sao dadas por:

—n3 0 —n3 as

as 13 0 3

A hamiltoniana e a carga central sao diagonais, sendo os espectros divididos em quatro
setores nomeados diagonalmente. O setores 1 e 2 possuem degenerescéncia, sendo a energia
limitada inferiormente por 2n?, assim como os setores 3 e 4 possuem degenerescéncia, tendo
a energia limitada inferiormente por 2n3. Os setores 1 e 3, possuem estados que saturam seus
respectivos limites de energia. Para cada par de setor degenerado nds temos uma parceria.
Generalizando do caso anterior, vemos que os operadores que comutam com estados degene-
rados em parceiras sao jungoes dos operadores correspondentes do caso de dois setores. No

modelo de quatro setores esses operadores sao

0 0 0 al
a; 0 . 0 0

0 0 0 al
ag 0 0 0

O espectro dividido em parcerias, consiste de um setor {mpar seguido por um par (1-2, 3-4,
etc.). Sendo j um setor impar, entao j e j + 1 estao ligados por uma constante 77]2-. Apénas os
setores impares tem estados com energia 77]2, de outra forma haveria degenerescéncia entre os

setores fnlpares € pares.

7.1.1 A Origem Algébrica da Invariancia de Forma

O espectro dos niveis de energia na SUSY com uma carga central, tem, de certo modo, uma se-

melhancga com os espectros dos niveis de energia que surgem na SI. No entanto, a SI possui duas
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caracteristicas adicionais. A primeira, se refere ao fato da degenerescéncia ocorrer também
entre setores adjacentes pares e impares de parcerias distintas. A segunda caracteristica é que
o estado de energia mais baixo em cada setor (incluindo os setores pares) satisfaz um equacao
de primeira ordem tipo Bogomol'nyi.

Para incorporar a primeira caracteristica na descricao algébrica é necessario introduzir um
operador que nao apenas mapeia os niveis degenerados nas parcerias, mas também mapeia
niveis de setores adjacentes, os quais se encontram em parcerias distintas. Logo, para en-
contrar este operador iniciamos com uma hamiltoniana de quatro setores, construida com os

operadores dados em (7.8):

alay + 2n? 0 0 0
0 aral + 2n? 0 0
" 191 7T 1 (7.10)
0 0 alas + 2n3 0
0 0 0 aga; + 2n3

O operador @ de (7.9) esclarece a degenerescéncia entre as parcerias que surgem da super-

algebra; vamos entao modifica-lo, incluindo uma entrada onde haja um mapeamento do setor

2 no setor 3 requerendo que este novo operador seja conservando . Portanto, definimos o

operador deslocamento S por

0 0 0 O
ag 0 0 O
S = (7.11)
0 C 0 0
0 0 a3 O

e buscamos determinar se podemos escolher C' tal que [H, S| = 0. Como veremos em seguida, o
modelo SI corresponde ao caso onde isso é possivel. Para ver isso, primeiro impomos a condi¢ao

que [H, S] = 0, e encontramos que isso é vélido quando a]i ¢é SI, com duas condigoes auxiliares:

LA ideia é que S é um operador de simetria, que introduzird uma degenerescéncia extra
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as e a; estao relacionados por uma transformagao unitaria [7]; 73 e 11 sdo relacionados de tal
forma que as linhas dos niveis de energia estejam ajustadas (degeneradas).

Usando a matriz S (7.11), a condi¢do que H e S comutam, nos leva a
akasC — ayal + 2(n2 — n?)C = 0. (7.12)
A equacao acima sugere uma relacao entre a; e az. Supomos entao uma transformacao unitaria:
as = Qa0 . (7.13)

A condicao que a; e az sejam unitariamente relacionadas pode ser imposta sobre a condigao
de comutatividade (7.12). Usando o operador unitdrio U, onde U? = €, a equacao resultante

pode ser escrita na forma

Cay — alaal = 2(75 — i) C (7.14)

onde, d; = a;U, C =UC e n; = Un;U. Devemos encontrar um operador C o qual nos leve a

solucdo de (7.14). Para isso usamos o ansatz C' = d, que nos leva a
{an, [aral] } =20 - avar (7.15)

Deste modo, a conservagao de S sé ocorre se o lado esquerdo de (7.15) for proporcional a ;.

Essa condicao é satisfeita se existir um c-ntimero 2 &, tal que
[@@ﬂ:m. (7.16)
Assim
{K, a1} = 2(7 — 7)a - (7.17)
Se reescrevermos a expressao acima em termos das quantidades originais, obtemos
K+ URU = 2(n2 —n) (7.18)

Quando as condigoes (7.16) e (7.18) sao cumpridas, a condi¢ao que [H, S| = 0 é satisfeita.

2Um c-ntimero depende apenas dos parametros da fungdo, como R(a1) visto em csip
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Vamos refazer o resultado acima na ordem inversa. Supomos que aial é SI. Entao,
aal — Ulala,Uy = 1
101 141U = K. (7 9)

onde x é um c-numero e U implementando um deslocamento nos parametros da teoria. Com
esta condicao satisfeita podemos construir multiplos setores da tendo H = a{al + 2n? como a

hamiltoniana do primeiro setor. Para esta teoria de multi setores, definimos

as = (UN2ay (U)? (7.20)

2ns =207 + Kk + UTkU (7.21)

O operador deslocamento toma a forma

0 0 0 0
ap 0 0 0

S = (7.22)
0 Ula,U 0 0

0 0 UPqU? 0

enquanto a hamiltoniana para o segundo setor pode ser escrita como Hy = (UTA,U)T(UTA,U)+
m + K.
Desta maneira, vemos que a descri¢ao algébrica da invariancia de forma corresponde a teoria
SUSY estendida centralmente e acrescida de um operador deslocamento S. A generalizacao do

operador deslocamento na teoria de 2N setores é dada por
S =UU'aU, (7.23)

onde U = d’LCLg(]., U, ceey U2N71) €a;; = a15i7j+1.

7.2 Carater BPS da Invariancia de Forma

Agora, vamos mostrar em que forma a &algebra da super-simetria estendida centralmente,
adicionada com o operador deslocamento S, apresenta um carater BPS.

Por simplicidade consideremos o caso de 4 setores.
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Devido a (7.10), (7.19) e (7.20), a hamiltoniana se relaciona com S, de maneira simples:
H=5'S+ B, (7.24)

onde B ¢é a matriz diagonal que, exceto pelo iltimo termo da diagonal, consiste inteiramente

de c-nimeros. Dessa forma, temos

2n? 0 0 0
0 2 +k 0 0
B= g . (7.25)
0 0 2+ rk+URU 0
0 0 0 H,

Observando a expressao (7.14), notamos que, escrita dessa maneira, a hamiltoniana (que
descreve a energia do sistema quantico) tem estrutura idéntica a concebida no método de
Bogomol'nyi. (veja equagao (2.20))

De fato, os trés primeiros termos da diagonal, tem a energia limitada por Byx, que joga
o papel da energia de Bogomol'nyi (H,, > (B)x). Este limite é saturado apenas por estados
anulados pelo operador diferencial de primeira ordem S (estados fundamentais dos trés pri-
meiros setores), sendo essa condigao de anulagao, equivalente a equagao de Bogomol'nyi para
estados BPS.

Se considerarmos a teoria completa dos quatro setores, a identidade S* = 0 implica que um
multipleto de estados degenerados consiste de quatro estados. Os multipletos nos quais os trés
primeiros setores satisfaz em S = 0 sao encurtados, contudo, com um, dois e trés estados,
respectivamente. Certamente, nada é especial sobre o modelo de quatro setores, é possivel
estender facilmente esses resultados para uma teoria com um nimero arbitrario de setores [7].

No modelo com 2N, a estrutura BPS ainda é mantida, com S como em (7.23) e

H= S'S+B
B = diag(blaan"'7b2N—17H2N)
by = 277%

bj+1 = bj + (UT>j_1I€Uj_1

Nos primeiros 2N —1 setores, o estado fundamental satura o limite de Bogomol'nyi H = B,

e esse estado é anulado pelo operador diferencial de primeira ordem. Por conta das degene-
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rescéncias produzidas pela conservagao de S, estes valores limites de Bogomol'nyi sao também
as energias dos primeiros 2N — 1 estados de H;. Estes 2N — 1 valores de energia mais baixos
de H, sdo parte de um multipleto reduzido (desde que S?V = 0, multipletos de comprimento
2N sdo a norma); o j-ésimo nivel de energia de H; pode ser obtido aplicando ST repetidamente
ao estado fundamental saturado de Bogomol’'nyi do j-ésimo setor. Enquanto para um valor
finito de 2N, a estrutura BPS aplica-se apenas para os primeiros 2N — 1 setores e niveis de
energia, isto nao é uma limitacao fundamental; como o processo inteiro pode ser iterado para
um numero arbitrario de valores de 2N, de fato, todos os niveis de energia de H; (e, de fato,
das hamiltonianas com as quais estao associada via invariancia de forma)se ajustam dentro

dessa ferramenta algébrica.

Exemplos

A fim de comparar a invariancia de forma pela mudanca de parametro e por meio da
atuacao do operador U — veja Apéndice 8- apresentaremos alguns casos aplicando os dois

métodos.

e Morse

Iniciamos com o potencial de Morse, que é caraterizado por:

Vi(z; A, B) = A2 — B2~ _ 913 (A + %) , (7.26)

cujo potencial parceiro é:
Vi(z; A, B) = A2 — B%~2¢ _ 9 (A — %) . (7.27)

Ao realizarmos uma mudanga no parametro do tipo A — A — a em (?7?), obtemos:
Vi(z; A —a,B) = A2 — B2~ _ 91 <A - %) — 240 + o, (7.28)
Comparando (7.27) e (7.28), chegamos a seguinte igualdade,

Va(z; A, B) = Vi(2; A — a, B) + 2Aa — o?, (7.29)
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onde {a,} = (A, B), {as} = (A -, B) e R(a) = —2Aa + .

Faremos agora a aplicacao do operador U, dado por

0 o 9?

sobre o potencial (7.26). Assim, temos

0A 2 0A2
= A2 B% %" —2B(A+2) —2Aa +2Be " + o, (7.31)
= A2 - B?¢ % _9p (A — %) — 2Aa + o?.

UVi(e) = {1-a+ 5%} {42 - B 2B (4+5)}

E possivel ver que, usando o operador, chegamos ao mesmo resultado da variagao no

parametro.
e Scarf I1
O potencial e Scarf II e o seu potencial parceiro, sao caracterizados por
B? — A? — Aa) sinh?(ax)
Vi(z; A, B :A2+( + B(2A + o) ———~ 7.32
i ) cosh?(ax) ( a) cosh? (o) (7.32)
B?— A2+ A inh”
Va(: A, B) = A2 + i ) 4 B2a - a)w (7.33)
cosh”(ax) cosh”(ax)

Uma mudanga de parametro do tipo A — A — «, no potencial (7.32), nos leva a

B?— A+ A inh?
Vi@ A—a, B) = A2 4 & DA | ot o) @0 o0 a2 (.30)
cosh”(ax) cosh”(ax)
Comparando (7.34) com (7.33), é facil ver que:
Va(x; A, B) = Vi(2; A — a, B) + 2Aa — o’ (7.35)
Aplicando o operador U ao potencial (7.32), temos
B?— A+ A inh”
V(oA —a, B) = A2 4 ¢ T Y | A+ ) IO s a2 (7.36)
cosh”(ax) cosh”(ax)
O resultado acima é o mesmo obtido em (7.34).
e Poschl-Teller
Para esse caso, o potencial e o potencial parceiro sao:
A% + B? + Aa) cosh(ar)
Vi(r; A, B) = A? ( — B(2A — 7.37
ilr ) * sinh?(ar) 24+ a)sinhQ(ar) (7.37)
A2+ B2—- A h
Valri 4, B) = A2 U2 A0 pioy gy cohlar) (7.38)
sinh® (o) sinh?(ar)
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Assim como nos casos anteriores, realizamos a mudanca A — A — a em (7.37). Com

isso,
A2+ B?— A h
Vi(z;A—a,B) = A* + ( + 5 a) —B(2A—a)c_os—(ar)—2Aoz+oz2 (7.39)
sinh”(ax) sinh*(ar)
nos levando novamente a igualdade
Va(x; A, B) = Vi(2; A — a, B) + 2Aa — o’ (7.40)
Usando agora o operador U, temos
A2+ B2 - A h
Vi(z;A—a,B) = A* + ( + 5 a) —B(2A—a)w—2fla+a2 (7.41)
sinh® (o) sinh”(ar)
e Scarf I
Neste ultimo caso temos,
B? — A% — Aa) sinh?(ax)
Vi(z; A, B) = A? ( — B(2A —a)—— 7.42
(74, B) i cos?(ax) ( o) cos?(ax) (7.42)
B? — A? + A«) sinh?(ax)
Va(a: A, B) — A2 4. B(2A — 7.43
2254, B) + cos?(aur) +B(24+a) cos?(ar) (743)

A mudanca de parametro neste caso é do tipo A -+ A + a. Fazendo essa mudanga no

potencial (7.42), nos leva a

B? — A% + Aq) sin? (o)
A-a,B)= A1 BR2A+ a)——= —2Aa —o® (7.44
Vil @ B) * cos?(ax) +B24+a) cos?(ax) a—o” (T4
Comparando (7.44) com (7.43), é facil ver que:
Va(z; A, B) = Vi(z; A — o, B) + 2Aa + o (7.45)
Aqui o operador U, é dado por
o a* &
Assim, aplicando o operador em (7.42), obtemos
B2 _ AZ A 12
Vilz; A+a,B) = A* + ( + Aa) +B(2A+Q)M—2Aa—a2. (7.47)
cos?(ax) cos?(ax)

Mostrando mais uma vez que o operador e a mudancga de nos parametros nos levam ao

mesmo resultado.

Pés-Graduacao em Fisica - UFCG



Capitulo 8

Comentarios e Perspectivas

No trabalho aqui apresentado fizemos uma abordagem alternativa, via teoria cléssica de cam-
pos, da inter-relacao existente entre sistemas quanticos unidimensionais que apresentam a
propriedade de invariancia de forma.

O interesse principal nessa propriedade reside em que todos os sistemas quanticos unidi-
mensionais completamente soluveis conhecidos caem dentro dessa classe.

A inter-relagao entre os potenciais invariantes de forma se manifesta através de mapeamen-
tos nas coordenadas e parametros chamados transformagoes canonicas pontuais. Nosso estudo
foi construido por um caminho completamente diferente, aproveitando o conhecimento de dois
fatos: a andlise da estabilidade das solugoes classicas leva a operadores tipo Schrodinger fa-
torizaveis, o que naturalmente se encaixa no contexto da mecanica quantica supersimétrica
e a invariancia de forma; a possibilidade de se estabelecer mapas entre modelos de campos
escalares e suas solugoes tipo defeito (método de deformagao).

Portanto, em cada contexto (cldssico ou quantico) observamos uma maneira de mapear
os potenciais: se tratando de potenciais quanticos com invariancia de forma, o mapeamento
conhecido ¢ feito através de transformacoes canonicas pontuais nos parametros dos potenci-
ais. Ja, para os potenciais escalares associados via operador flutuagao, usamos o método de
deformacao.

De maneira concreta, analisamos os modelos de potenciais encontrados na literatura, onde
é mostrado quais se relacionam e as mudancas necessarias para realizar o mapeamento. Para

varios desses potenciais, fizemos a reconstrucao de modelos classicos de campos escalares. Os
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resultados foram resumidos na Tabela 3.2.

Do ponto de vista conceitual, a ideia é simples e poderia ser aplicada de uma maneira
formal, mas, durante o processo de reconstrugao, vimos que isso nao era possivel para todos
0s potenciais.

Isto foi devido a duas complicagoes que surgem no procedimento: (i) Nem sempre é possivel
realizar a integracao requerida em 3.6, para valores arbitrarios dos parametros dos potenciais;
(77) a inviabilidade de realizar a inversdao da solugado para se obter a varidvel (coordenada)
como func@o do campo e construir o potencial (3.7).

Por outro lado, verificamos que, dentre os modelos de campos reconstruidos, alguns nao
suportam solugoes BPS. Visto que a ideia da reconstrucao é baseada na identificacao das ha-
miltonianas supersimétricas com o operador flutuacao obtido ao estudarmos a estabilidade de
solucoes BPS, os modelos cujas solugoes nao saturam o limite de Bogomol’'nyi, nao possuem
um operador flutuacao a elas relacionado. Contudo, incluimos tais modelos no intuito de ava-
liarmos a aplicabilidade do método de reconstrucao. Assim, esses resultados nos possibilitam
classificar as hamiltonianas que podemos relacionar com o comportamento de perturbacoes
quanticas em torno de solugoes tipo defeito.

Apés as reconstrugoes dos modelos de campos, efetuamos um novo mapeamento, utilizando
o método de deformacao. Novamente, encontramos dificuldades durante o mapeamento dos
modelos de campos suportando solugoes tipo defeito, ja que estamos lidando com equacoes
nao lineares.

Os casos mais bem sucedidos na hora de aplicar a deformagao foram obtidos ao se relacionar
os modelos associados aos potenciais Poschl-Teller—Morse e Scarf II — Morse.

Dentre os modelos mapeados no capitulo 6, o resultado do caso Scarf II—Morse (ver
Tabelas 3.1 e 3.2) foi o mais satisfatério, desde que ambos os modelos mapeados apresentam
solugoes BPS. Dos outros dois casos, um apresenta solucoes BPS somente “de um lado do
mapa’ e o outro nao apresentam tais solucoes e foi apresentado apenas para reforcar a ideia
inicial do trabalho, e evidenciar as dificuldades encontradas no processo.

Como conclusao do trabalho, obtivemos um resultado satisfatério ao conseguirmos obter
uma relacao fechada entre os potenciais, mostrando a viabilidade de uma maneira alternativa

de estudarmos as relagoes entre potenciais invariantes de forma explorando a sua relagao com
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estruturas BPS.

Como perspectivas futuras do presente trabalho podemos identificar varios assuntos que
ficaram em aberto. A continuacao natural do estudo aqui apresentado, seria o de se inves-
tigar, no caso dos potenciais envolvidos na relagao “Transformacoes Canonica Pontual —
Reconstrucao de modelos classicos — Método de deformacao”, qual seria a relacao entre as
caracteristicas BPS presentes nos dois niveis. Em particular, se ha alguma manifestacao iden-
tificavel da carga topoldgica carregada pelo defeito e a auto-funcao do estado fundamental.

O caminho para se entender essa relagao, o primeiro passo seria realizar uma discussao mais
profunda da estrutura algébrica dos sistemas invariantes de forma, no sentido de se explorar
se a relacao entre diferentes modelos invariantes de forma tem uma correlacao com algum
operador semelhante ao operador deslocamento S, descrito no Capitulo 7. Para isso deveria-se
investigar primeiramente os mapas entre potenciais “parceiros” para, na sequéncia, considerar
potenciais invariantes de forma relacionados pelas transformagoes canonicas pontuais.

Uma outra investigagao interessante de ser feita é analisar se existe uma base algébrica por
tras dos mapeamentos entre modelos de campos construidos com o método de deformacao,
semelhante a encontrada entre potenciais invariantes de forma.

Por ultimo, uma outra questao em aberto é a de se identificar em que forma deve ser
estendida a algebra supersimétrica (qual seria o equivalente ao operador S) para dar conta
dos casos de invariancia de forma por escalamento dos parametros, descritos no final da Secao

5.4.
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Apendice

A.1. O operador momento como gerador de translacoes

Na mecanica quantica, o operador posi¢ao X e o operador momento P = —ihd/dz satisfagem
a relacao de comutagao [X, P] = —ih.

Considere uma transformacao implementada pelo operador
Up(a) = e~#oP (: ea%) (1)
sobre o espaco de Hilbert. O seu efeito sera

Sobre um Estado | ¢): | ) — | @) = e 7P| )
Sobre um Observdvel O: O — O = 0'(a) = e POenoP

Realizamos uma expansao de Taylor (deslocamento infinitesimal) obtemos

0'(a) = 0~ 4alp, O] + (22 [P [P.O] + ..

Assim, se O = v temos: [P, X|=—3 = [P, [P, X]] =[P, —ih] = 0. Logo

= X(o)=X+a

Portanto, Up(«) definido em (1), implementa a translagdo da coordenada X em «.

Se 0 observavel é uma funcao (analitica) arbitraria dos operadores de posi¢ao e momento,
O = f(X,P), a agdo do operador unitario U é, simplesmente, O’ = f(X’, P"). Assim, uma
funcao que depende somente da coordenada, cumpre O = f(X) — O'(a) = f(X') = f(X +a).
Esta relagao pode ser diretamente generalizada ao caso de 3 dimensdes espaciais.

Seguindo esta ideia, podemos propor um operador unitario que gere uma translacao, agindo

sobre o espago dos parametros do nosso operador hamiltoniano.
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A

A.2. Operador translagao de parametro U(a)

A invariancia de forma existente entre potenciais parceiros, permite obter o potencial V5 a
partir de V; ao fazermos uma translacao em um dos seus parametros. Diferentemente do
que ocorre com a simples permutacdo de a e af, a translacdo do pardmetro gera um termo
adicional referente a energia do estado ligado. Este mesmo processo pode ser realizado através
do operador U aplicado ao potencial. Ele tem a propriedade de efetuar uma translacao no

parametro e possui a seguinte forma

~ 0 0 a? 02
U—eXp(OJa—A)—l—f—Oéa—A—i‘?@—i— (2)

Usaremos o potencial de Morse para fazer a comparacao entre os dois casos.

e Mudanca de Parametro.

O potencial de Morse é dado por:

V =A%+ B2 %" _ 2B <A + %) . (3)

Fazendo a mudanca de parametro A — A — «, chegamos a

V = A*+ B%** - 2B (A - %) — 2Aa + o (4)

e Aplicando o operador U

Agora aplicamos U sobre o potencial (para os calculos usamos uma funcio teste f(A)),

obtendo

UV = A? 4+ B% 2 _ 2P <A — %) —2Aa + o (5)

Vemos o mesmo resultado nos dois casos, mostrando que é possivel gerar toda uma hi-
erarquia de potenciais com o uso do operador e conseguir o mesmo resultado obtido com a

mudanca no parametro.
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