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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo introdutoério sobre Topologia Geral. Base-
amos em uma pesquisa bibliografica, onde utilizamos como livro texto [2]. A escolha
para desenvolver esta pesquisa se deu através do interesse em compreender conceitos
matematicos envolvidos neste area. Estudamos varios conceitos importantes, tais como
os Espacos Métricos, Funcoes Continuas, Conjuntos Compactos e Conjuntos Conexos.
Por fim estudamos os espacos topologicos que é objeto principal deste trabalho.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Fungoes Continuas, Conjuntos Compactos,

Conjunto Conexo, Espago Topologico.
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ABSTRACT

In this work we carry out an introductory study on General Topology. We based on a
bibliographical research, where we used [2| as a textbook. The choice to develop this
research was based on the interest in understanding mathematical concepts involved
in this area. We study several important concepts, such as Metric Spaces, Continuous
Functions, Compact Sets and Connected Sets. Finally, we study the topological spaces
that are the main object of this work.

Keywords: Metric Spaces, Continuous Functions, Compact Sets, Connected

Set, Topological Space.
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Introducao

A Matematica, bem como seus ramos, encontra-se bastante ampla e desenvolvida.
Mas, ainda assim, existem lacunas a serem preenchidas, uma vez que cada resultado
gera novos questionamentos. Durante o século XX, muitos dos conceitos basicos da
Matematica passaram por evolugoes e generalizagoes notaveis, e areas de importancia
fundamental como a Teoria dos Conjuntos, Algebra Abstrata e Topologia que, conforme
[6], tem uma vasta quantidade de aplicagoes.

Diante deste fato, fica 6bvia a importancia de ter uma base relevante de "ferra-
mentas'que, neste caso, podem ser: definicoes, proposicoes, exemplos, dentre outros.
O estudo dos espagos métricos busca obter uma generalizacado do Calculo, da Analise
ou da Geometria, visando resolver problemas mais amplos. Desta maneira, esses es-
pacos podem ser utilizados com frequéncia para resolver problemas que estao sendo
estudados, como também para abrir novas possibilidades, o que coloca em exposicao
a sua importancia. Assim, podemos observar o quao extenso pode ser o potencial dos
espacos métricos.

Por outro lado, um dos grandes resultados sobre os espacos métricos ¢ a Topologia.
Que segundo [2] é composta por dois ramos principais: topologia geral ou conjuntista e
a topologia algébrica ou combinatoéria. A topologia geral tem como ferramenta a teoria
dos conjuntos, por outro lado, a topologia combinatéria usa a algebra, em particular
com a teoria dos grupos. De maneira especifica, focaremos na topologia geral ou
conjuntista. A importancia de se estudar esse tema ¢é que ele tem grande relevancia em
nossa atualidade pelo fato de mostrar a generalizacao de alguns conceitos importantes
introduzidos nos espacos métricos, tais como os de conjunto aberto, conjunto fechado,

funcoes continuas conjuntos compactos e conjuntos conexos, entre outros.



O objetivo deste estudo é realizar uma revisao de bibliografica sobre o tema de
Introdugao a Topologia, do autor [2]. Nesse contexto, o desenvolvimento de uma revisao
da literatura sobre o tema proposto, poderia contribuir com a solucao destes problemas,
uma vez que as revisoes tém a funcao de possibilitar uma anélise sobre um determinado
assunto a partir de diferentes perspectivas, auxiliando em sua compreensio [7].

Para essa finalidade, substituiremos a nocao de métrica, sobre o qual se apoia
toda a construcao da teoria dos espagos métricos pelo conceito de topologia que em
muitas perspectivas é mais amplo. Para podermos realizar nossos objetivos, serao
precisos ferramentas e resultados preliminares, que estao presentes em 4 capitulos.

No Capitulo 1 serd composto da definicao e exemplos de espacos métricos, bem
como os conceitos de bolas e esferas, métricas equivalentes, conjuntos limitados, e
sequéncias em espagos métricos e e topologia em espago métricos, onde serao expostos os
conceitos de limite de sequéncias, sequéncias em espacos vetoriais normados, conjuntos
abertos e conjuntos fechados. Esses resultados foram baseados em [2], [5] e [6].

No Capitulo 2, tendo como referéncia [2| e [5] sera apresentada as fungées con-
tinuas, mais especificamente, definicao e exemplos, isometria e fun¢oes uniformemente
continuas.

No Capitulo 3, serao exibidos, os conjuntos compactos e conexos, ou seja, defini-
¢ao e exemplos, baseando-se em [2], [5] e [4].

No Capitulo 4 sera apresentado uma introducao aos estudos dos espagos topo-
logicos, o qual é objetivo principal do nosso trabalho. As referéncias utilizadas neste
capitulo foram [2] e [3].

Finalmente, encerramos este trabalho fazendo as consideracoes finais e apresen-

tando as referéncias.



Capitulo 1

Espacos Métricos

Neste capitulo apresentaremos as nocoes basicas sobre Espacos Métricos bem
como alguns dos principais exemplos de espaco métrico. Os conceitos e resultados
apresentados neste capitulo sao fundamentais para o desenvolvimento e compreensao

deste trabalho. Para um estudo mais aprofundado ver [5].

1.1 Nocgoes de Métrica

Definicao 1.1.1 Uma métrica em um conjunto nao vazio M € uma funcdo d : M X
M — R que associa a cada par de elementos z,y,z € M um nimero real d(x,y), que

satisfaz as propriedades:
(My) d(x,y) >0,Vx,ye M,
(M) d(z,y) =0z =y;
(M3) d(z,y) = d(y,z),Vr,y € M;
(My) d(z,z) < d(x,y)+d(y, 2),Yx,y,z € M.
Chamaremos o par (M, d) de Espaco Métrico.
O ntumero real d(x,y) descrito é chamado de distancia de x a y. Chamaremos

os elementos do conjunto M de pontos. Assim, poderemos definir o que é um espaco

métrico.

Defini¢ao 1.1.2 Um espago méltrico é um par (M,d), onde M ¢é um conjunto nao

vazio e d € uma métrica em M.



Vejamos agora alguns dos principais exemplos de espacos métricos.

Exemplo 1.1.3 (A Reta real) Considere M =R o conjunto dos nimeros reais e a

funcao

d: MxM-—R
definida por

d(z,y) = lx =yl

Vamos verificar se d € uma métrica.

Na prdtica,
(My) d(z,y) = |z —y| 2 0,Vz,y € R;

(Ms) segue que, |x —y| =0, entdo v —y = 0. Logo, x =y. Se x =y entido x —y = 0.
Ou seja, |xr —y| =0

(Ms) seque que

lz—yl = |[(=1)(y—=)|
= Ly — |
= |y_$|7vxay€R

(My) temos que
[z —yl=le—z+z—yl<|r—z[+|z—y|,Va,y €R,
logo,
|2 =yl =y — =],
ou seja,
|z —y| = |z — 2|+ |y — 2|,Vz,y € R.

Pelas propriedades de valor absoluto as condi¢oes de (M 1) a (M4) sao satisfeitas.

Portanto,(R, d) é um espago métrico.

Exemplo 1.1.4 (O Espago Euclidiano) Sejam x = (21,22, ..., 2,) ey = (Y1, Y2, -, Yn)

definimos a métrica euclidiana como sendo,
dz,y) =R*"xR" — R

4



definida por

d(z,y) =/ (z1 =) + o+ (20— v0)* = VL1 (@ — )™

Note que d acima define uma métrica em R™. Para termos a certeza mostraremos que
vale as quatro propriedades que definem uma métrica. Para este caso as propriedades
de (My) a (Ms) sao satisfeitas. Verificaremos apenas para a propriedade (My), para
mostrar utilizaremos a desigualdade de Cauchy — Schwarz no R™ cujo o enunciado é

o sequinte: Se T1,...,T, € Y1, ..., Y SG0 numeros reais arbitrdrios, entdo

1 1
n n 2 n 2
> lant < (X) - (n)
i=1 i=1 i=1
Veja que para quaisquer a,b € R vale a relagao

2ab < a? + b2,

dai, se a = \/(x1)2+ ... + (xn)? eb=+/(y1)® + ... + (yn)?, temos que

23| |yl Ty Y
LU AL Gt A
a b T a? + b2

para qualquer i, com 1 < i < n. Se somarmos em relacao ao indice i, obtemos

2 n
— Z [ziyi| <141,
a.b —

portanto,

n

S lwiwil < ab =202+ + (@2 W) + o+ ()2,

i=1

que € a desigualdade de Cauchy — Schawarz.

Desta maneira, tome © = (1, ..., 2,), Yy = (Y1, -, Yn), € 2 = (21, ..., 2n) pontos de R".

Assim,
(=, )] = ﬁ;(ﬂf —y:)?
= zj;(xi —2zi+ 2 —y)?
= i(l‘z‘ - z)" + Qi(xi — zi) (2 — i) + i(zz vi)®
< i(w L2 i(mz - zz)] N [i(zz P i(zi )




ou seja, d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y).

Logo, podemos concluir que a métrica euclidiana define uma métrica em R™.

Definigao 1.1.5 Sejam (M, d) um espaco métrico e S C M um subconjunto de M
ndo vazio. Se considerarmos a func¢do d = d |sxs temos que d é uma métrica sobre
S e portanto (S,d) € um espago métrico. Nestas condicdes, dizemos que (S,d) é um

subespago métrico de (M,d) e que d |sxs € chamada de métrica induzida por d.

Exemplo 1.1.6 (Métrica "zero-um") Qualquer conjunto nao vazio M é um espa¢o

métrico, basta considerar a métrica:

0,sex=y
d(z,y) =
1, sex #y

Note que tem dois casos para mostrar a métrica se v =y =0 e sex #y = 1.
(M) d(x,y) =0, se x =y oud(z,y) = 1, se & %y, Yo,y € M, logo,
d(z,y) > 0,Vz,y € M;

(Ms) d(x,y) =0, se x =y,Ve,y € M. F se x =y,d(z,y) =0,Va,y € M.

(Ms) Para x =y, temos que
d(z,y) =0 =d(z,y);

se x # vy seque que
d(xz,y) =1=d(y,x).
(My) Se x =y, entdo
d(y,z) +d(xz,y) > 0=d(x, 2);
Se x # z entdo y # x ou y # z e assim, a desigualdade continua € vdlida, pois

d(z,y) +d(y,z) > 1 =d(z, z).

1.2 Meétricas Equivalentes

Definicao 1.2.1 Diremos que d € equivalente a d’, indicamos por d ~ d', se para todo
p € M e todo e > 0, existir um § > 0 tal que By(p,0) C Ba(p,e). Isto é, d ~ d’ se,
e somente se, toda bola aberta sequndo d' contém uma bola aberta de mesmo centro

sequndo d.



Proposicao 1.2.2 Sejam d e d' métricas sobre o conjunto M. Se existirem nimeros

reais r,s > 0 tais que
rd(z,y) < d'(z,y) < sd(z,y)
para quaisquer x,y € M, entdao d ~ d'.

Demonstragao: Seja p um ponto de M e consideremos a bola By(p, €). Mostra-

remos que
Bd'(p7 7”5) C Bd(p7 8)'

Dado x € By(p,re), entdo d'(z,p) < re. Como rd(xz,p) < d'(z,p), obtemos que
rd(xz,p) < re. Dai segue que d(z,p) < &, assim x € By(p, ¢).

Analisemos a bola By (p,e) e provemos que
By (p,5) C Ba(p,e).
De fato, dado x € By (p, i) entdo d(z,p) < £, e dai, sd(z,p) < €. Mas,
d'(z,p) < sd(z,p),

portanto, d'(z,p) < e implica x € By (p,¢).

Exemplo 1.2.3 Vejamos agora as sequintes relacoes em R"™.
A (,y) < d(z,y) < do(2,y) < ndm(2,y).
Inicialmente, verifica-se a desigualdade d,,(z,y) < d(x,y), para algum w com 1 < w <
n,
(2, Y) = [T = Yol
Mas,

’$w - yw| = \/(ajw - yw)2 < \/(551 - 91)2 T+t (wn - yn)2 = d(w,y).

Agora vamos verificar que d(x,y) < ds(z,y).
De fato,

dz,y) = V(@1 —yp)?+ .+ (@ — yn)?
< \/|x1 — P4 (@ — Yl 2|l — vl — w2l + o+ 2|2 — Y| T — yn]?

= |z1— |+ .+ 20 — Ul
- ds(wvy)

Por fim, para provar a desigualdade ds(x,y) < nd,,(z,y) vamos supor que

7



|Tw — Y| = maz|x; — y;|,1 <i <n,
dat,
21— 1] < 2w = Yol s [0 = Y| < 2w — Yol
Consequentemente,
ds = |21 — 1| < 2w = Yol + - + |20 = Yal < 0|20 — Yol = ndm (2, y).

Exemplo 1.2.4 (Espagos vetoriais normados) Sejam E um espago vetorial sobre

R. Uma norma em E € uma aplicacao
Il : E— R

que associa cada vetor w € E a um nimero nao real negativo |w|| que satisfaz:
(M) [[w] =0 < w=0;
(N2) |oaw| = |a|.||w]], Va € R;
(N3) [lu+ wl] < [lu]l + [[w]l, Vu, w € E.
Observacao: Seja um espaco métrico vetorial £. Entao
Hulll = Mllwll} <l — wll, Yu, w € E.
Vamos mostrar que
—llu = wll < flull = [Jwl] < flu—wl, Yu,w € E.

Note que,

lw +w — ul| + [Ju]| < flw—ul] + 2[jul].
Somando-se (—2u) em ambos os lados da inequagao, obtemos

lwll = flull < flw = ull
= [(=D(u—-w)]
= (=D = w)ll
= [[(u—=w)

Isto &, [lwl] = [lul < flu—w]|

Multiplicando ambos os termos por (—1) tem-se

8



—llu = w|l < [luf] = [Jw].

o que satisfaz a desigualdade.

Por outro lado,
[ = w —wl| + [Jwl] < flu—w]| + 2[v]]
Somando (—2|jw||) em ambos os lados, temos que
[l = flwll < fJu = wl],

o que satisfaz a desigualdade.
Um espago vetorial normado é um espaco vetorial £ munido de uma norma ||. ||,
onde a fungao

d:Ex E—R
('LL,’UJ) — d<u7w) = HU—’IUH

é uma métrica em F.

De fato,
(M) d(u,w) = |Ju —wl| > 0,YVu,w € E.
(M) d(u,w) =|lu—w|=0u—w=0%<u=w.

(Ms) d(u,w) = [lu—w| = [=1][lu—w] = [[(=D)(w—w)|| = [w—ul| = d(w,u),Vu,w €
E.

(My) d(u, w) = |lu—w| = llu —v+v—w| <flu—-v]+v—-w|=duw)+dvw).
Portanto,

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
Dessa forma, d é uma métrica em FE.

Exemplo 1.2.5 (Espaco das Fungoes Limitadas) Seja B(W; R) o conjunto das

funcgoes limitadas de W em R, isto €
BW;R) :={f:W = R; f € limitada}.

Tem-se que B(W; R) € uma espago vetorial munido das operagoes de soma e produto

por escalar, isto €,



(f+9) = f(x)+9(x),Vf g € BW;R);
(af) =af(z),YVa e RVf € B(W;R).
Neste espago vetorial a funcao dada por

Il : BW;R) — R

=l

onde || f| = sup{|f(z)|;x € W} € uma norma.

Com isso, percebemos que ||f]| € R estd bem definida, pois pelo fato de f ser limitada,
existe sup{|f(z)|;x € W}. E ainda, || f| € R, para qualquer f € B(W; R).

E também,

N)Ifl=0<|f(z)|=0,Vx e W & f(x) =0,V € W.

No)

lafll = sup{|a.f(z)|;z € W,a € R}
= sup{lal.|f(2)];x € W,a € R}
= |a|sup{|f(2)[;z € W,a € R}
= alllf].

N3) Dadas f,g € B(W; R), entio para qualquer x € W,

[f (@) + g(2)] < [f(2)] + [g(z)| < sup{|f(z)];x € W} + sup{lg(x)[; 2 € W}

Como esta soma € constante, ela é um limite superior do conjunto

{If(x) +g(x)[;z € W}
e entao,
sup{| f(z) + g(x);x € W} < sup{|f(2)|;x € W} + sup{lg(z)|;2 € W},
ou seja,

1f =+ gl < {If11 =+ [lgll-

Portanto, B(W; R) é uma espag¢o métrico. A métrica induzida pela norma em questdo

€ dada por

d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)[;x € W}

para quaisquer f,g € B(W;R).
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Exemplo 1.2.6 (Espaco das fungoes continuas em um intervalo fechado) Representemos
por T'([a,b]) o conjunto das fun¢oes continuas f : [a,b] — R com as operacdes de soma
e produto usuais. Temos que T([a,b]) € um espago vetorial.

Neste espaco vetorial a funcao ||.|| : T([a,b]) — R definida por

b
= / f(@)|dz

¢ uma norma em L.
Assim,
Ny) Como a fungao |f(x)| € continua no intervalo [a,b], além disso, |f(z)| > 0,Vx €
[a,b], se fab |f(z)|dx = 0, entao | f| é identicamente nula, e consequentemente, f(x) = 0.

Como mostraremos posteriormente
Il =0« [f(z)] =0,Vz € [a,0] & f(z) =0,Vz € [a,b] & f = 0.

Ng)

ol = [ lan@ldz = lal [ 1f(@dz =lall 1|
Ng)

b b b b
1fgll = / (f+9)(@)|de = / (F(@)+g(x))de < / (@)l / lg(@)ldz = | f1+ ]9l
Portanto,

If+gll < WA+ Nlgll, vV fig € T(la, b]).

Logo, T([a,b]) € um espago métrico vetorial normado, e portanto é um espago métrico

com a métrica induzida da norma dada por

b
d(f.g) = |If +9ll = / (@) — g(a)|dz, ¥, g € T([a, ).

Exemplo 1.2.7 (Um subespago das fungoes reais limitadas) Note que T'([a,b])
pode ser considerado um subespago vetorial de B([a,b];R), pois toda funcao continua
definida em um conjunto compacto € limitada.

Assim, T'([a,b]) € um espago métrico com métrica induzida de B([a,b];R), isto é,

d(f,9) = sup |f(x) — g(z)[; € [a,b],Vf, g € T([a, b]).

11



1.3 Bolas e esferas

Seja M um espago métrico e p um ponto pertencente a M. Dado um ntmero real

g > 0, definimos:

I) A bola aberta de centro p e raio ¢, denotada por B(p,e), como o conjunto de

pontos de M cuja distancia ao ponto p ¢ a menor que €, ou seja,
B(p,e) = {z € M;d(z,p) < e}

IT) A bola aberta de centro p e raio ¢, denotada por B[p,¢], como o conjunto de

pontos de M cuja distancia ao ponto p é menor do que ou igual que ¢, ou seja,
Blp,e] = {z € M;d(z,p) < ¢}.

IIT A esfera de centro p e raio ¢, denotada por S(p, ), como o conjunto dos pontos

de M cuja distancia ao ponto p é igual a r, ou seja,
S(p,e) = {x € M;d(z,p) = €}.

Observacao: Blp,c| = B(p,e) U S(p,¢), sendo a reuniao disjunta. Visto que, quando

a métrica d origina-se da norma do espago vetorial E, podemos descrever:

o B(p,e) ={x € E;|jxz —p| <e};

e Blp,e] ={z e E;|lvr —p| <e};

o S(p,e) ={z € E;||z —pl| = ¢}

Seja W um subespaco do espaco métrico M. Para cada p € W e cada € > 0, seja
Bw (p,¢) a bola aberta de centro p e raio ¢, relativamente & métrica induzida em W.
Tem-se que

BW(p7 8) - B(pv 5) nw
onde B(p,e) é a bola aberta de centro p e raio € no espago M. Analogamente, valem
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BW[pv 5] = B[p7 5] nw

Sw(p,e) = S(p,e) NW.

Exemplo 1.3.1 (Bolas num espago M cuja métrica é zero-um) Temos que com

relacao a bola aberta, hd 2 casos a considerarmos:
e Se0<e<1,
B(p,e) ={z € M;d(z,p) <e)} = {p},
pois o unico ponto cuja distdncia a p € menor que 1 € o proprio p.
o Sel<e,
B(p,e) = {zr € M;d(z,p) < e} = M,

porque todos os pontos de M estao a uma distdncia e p igual a 0 ou igual a 1, e
portanto, menor que €.

Com relacao a bola fechada tem-se que
Blp.e] = {x € M;d(x,p) < e} = M.

Por dltimo,com relacao a esfera temos dois casos:

o See#£1,5(p,e)=0.
o See=1,5(p,e) =M —{p}.

Exemplo 1.3.2 (Bolas na reta usual) Na reta temos que:
e B(pe)={zeRlzr—p/<ec}={reRp—c<zx<p+e}=p—c,p+el
e Bpel={zeR;jlz—p|<e}={reRjp—c<z<p+te}=[p—cp+e
o S(pe) ={z eRifr —p[ = ¢}

Proposicao 1.3.3 Dados os pontos p # r num espaco métrico M, sejam q > 0 e
k> 0 tais que ¢+ k < d(p,r). Entao as bolas abertas B(p,q) e B(r, k) sao disjuntas.
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Demonstragao: Sejam p e r pontos distintos. Deste modo, d(p,r) > 0.

dp.r) . _ dp.7)

4 )
queremos mostrar que B(p,q) N B(r, k) = (. Vamos supor por absurdo que B(p,q) N
B(r, k) # 0.

Seja © € B(p,q) N B(r,k). Entdo x € B(p,q) e x € B(r,k), assim, d(p,r) < q e

d(p,r) < k.

Sejam ¢ > 0 e k > 0 tais que ¢ + k < d(p,r). Tomando ¢ =

Logo,

d(p,r) < d(z,p)+d(z,r) <q+k< d(i’ ) + dp.r) = dp.r) <d(p,r).

Absurdo, portanto, B(p,q) N B(r, k) = 0.

Corolario 1.3.4 q+k < d(p,r) entao as bolas fechadas B|p, q] e Blr, k] sao disjuntas.

Demonstracao: Se as bolas fechadas B(p, q] e Blr, k] sdo disjuntas entdo Blp,q] N
Blr, k] = 0.

Suponha por absurdo que Blp,q] N Blr, k| # 0. Seja € Blp,q| N B[r,k|. Entao x €
Blp,q| e x € Br, k], e assim, d(z,p) < q e d(z,r) < k.

Logo,
d(p,r) < d(z,p)+d(z,r) < qg+k <d(p,q).
O que é um absurdo. Portanto, B(p,q) N B(r, k) = 0.
|

Defini¢ao 1.3.5 (Ponto Isolado de M) Dado um espago métrico (M,d). Um ponto
p € M se diz ponto isolado de M se existe € > 0 tal que B(p,e) = {p}.

Dizer que um ponto p € M nao é isolado significa afirmar que para todo ¢ > 0
pode-se encontrar um ponto z € A de maneira que 0 < d(p, x) < ¢.

Exemplo 1.3.6 Seja (M,d) um espago cuja métrica é a "zero-um". Entao todo ponto
p € M ¢ isolado porque, tomando € € R tal que 0 < € < 1, entao B(p,e) = {p} como

jd foi visto antes.

Defini¢ao 1.3.7 (Espago métrico Discreto) Um espaco métrico M se diz discreto
quando todo ponto de M ¢ isolado.
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Um subconjunto W C M chama-se discreto quando o subespaco W {(métrica
induzida) é discreto. Isto é, para todo z € W existe uma bola aberta B(z,¢) tal que

W N B(z,e) = {z}.

1.4 Conjuntos Limitados

Definicao 1.4.1 Seja W um subconjunto nao vazio de espagco métrico M se diz limi-
tado quando existe uma constante a > 0 tal que d(x,y) < a para quaisquer x,y € W.

Nestas condigcoes, o menor desses numeros a serd chamado o didgmetro de W. Se
r,ye W=d(x,y) <a,

entao a € uma cota superior para o conjunto das distancias d(x,y) entre pontos de W. A
menor das cotas superiores de um conjunto de numeros reais chama-se o supremo desse
conjunto. Deste modo, podemos definir o didmetro de um conjunto limitado W C M

como o numero real diam(W) = supd(z,y)

Observacao: Se o conjunto W néo ¢ limitado, por defini¢ao temos que diam(W) = cc.

Ou seja, para todo a € R, existem z,y € W tais que d(z,y) > a.

Proposicao 1.4.2 Se W ¢é limitado e X C W tal que X() entdo X também é limitado,
valendo diam(X) < diam(W).

Demonstragao: Como W é limitado, entao existe a > 0 de maneira que
d(z,y) < a,¥Yr,y € W.

Dados z,y € X. Como X C W entao x,y € W. Assim, d(x,y) < a. Portanto X é

limitado. E pelo fato de X C W, seque que
{d(z,y);z,y € X} C {d(z,y);z,y € W}
Logo, diam(X) < diam(W).
[

Exemplo 1.4.3 Num espago vetorial normado E # {0}, toda bola aberta B = B(p,¢)
tem diametro 2¢.

De fato, sabemos que diam(B) = 2¢. Basta apontarmos que nenhum positivo s, menor
que 2¢,pode ser didmetro de B. Tomemos y # 0 em E e um niumero real v de maneira

que s < 2v < 2e. Tomando x = vi seque que

Iyl
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Lyl

]l = v
lyll™ Tyl
Logo, p+x e p— x pertencem a B. Além disto,

dip+z,p—z)=|[p+z)—@-2)=2=2>s,

portanto s nao € didmetro de B, como queriamos provar.

Uma aplicacao f : W — M, definida num conjunto arbitrario W e tomando va-
lores num espago métrico M, se diz limitada quando sua imagem f(z) é um subconjunto

limitado de M.

Exemplo 1.4.4 Toda bola B(p,c) é um conjunto limitado e seu didmetro ndo excede
2¢.
De fato, dados dois pontos z,y € B(p,e) temos que d(z,p) < € e d(e,y) < . Pela

desigualdade triangular
d(z,y) < d(z,e) +d(e,y) <e+e=2e.
Analogamente, para Blp,e]. Como
Blp,e] = B(p,e) U S(p,¢)

entao S(p,e) também € limitada.

1.5 Sequéncias em Espacos Métricos

Definigao 1.5.1 Seja (M, d) um espago métrico métrico. Toda aplicacio n — x,, de
N em M ¢ chamada sequéncia de elementos de M e a notagao para se indicar uma tal
sequéncia € (T1,Ta, ..., Ty, ...) 0u (Ty,).

Devemos distinguir o conjunto dos termos de uma sequéncia da sequéncia propria-
mente dita. Dada a sequéncia (z,,),en, cada imagem z,, é chamada de termo da sequén-
cia. Dessa forma, o conjunto dos termos dessa sequéncia é {z,;n € N} = {z1, 29, ...}.

Seja uma sequéncia (z,),eny em M. Se {ny,ng,---} C Neny; <ny <---, entdo
a aplicacdo dada por n, — x,, ¢ indicada por (x,,,Z,,, --) e recebe o nome de
subsequéncia de {x,;n € N}.

Exemplo 1.5.2 Considerando a sequéncia (1,2,3,1,2,3,---) de elementos de R, en-
tao

(171717...) = ($1,174,$7,-~-)
desde que facamos

(1,2,3,-).
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1.6 Limite de sequéncias

Definigao 1.6.1 Seja (M,d) um espa¢o métrico. Dizemos que um ponto p € M é
limite de uma sequéncia (x,)nen de pontos de M se, para toda bola B(p,e) existe um

indice ng € N tal que
n = mng= (xn)neN S B(p, 5)'
Para indicar que p é limite da sequéncia (z,),en usa-se a notagdo limz, = p,

ou ainda x, — p. Dizemos assim, que (x,),en é uma sequéncia convergente ou que

(2 )nen cOnvVerge para p.

Proposicao 1.6.2 Uma sequéncia (z,)nen) de elementos de M converge para p € M

se, e somente se, para qualquer € > 0, existe um indice ng € N tal que

n>ng = d(x,,p) <e.
Demonstragao: Vejamos que
z, € B(p,e) & d(z,,p) <&,
ou seja, vale a proposicao.
[ |

Observagao: Pela defini¢ao, se (z,)n,en converge para p, entdo para qualquer indice

no, a subsequéncia (x,, )peny também converge para p.

Exemplo 1.6.3 Consideramos R dotado da métrica usual. A sequéncia (z1,xq,- "),

onde

n
n+1

Tn =

converge para o ponto 1.

Com efeito, dado € > 0 tomemos ng €r tal que < €. Entao para todo n < ny,

TL()+
temos
n —1 1 1
d(x,,1) = — 1] = = < <e.
(2, 1) n+1 ‘ n+1' n+17"ny+1 g

Exemplo 1.6.4 Seja num espag¢o métrico M uma sequéncia estaciondria,isto €, uma
sequéncia (T,)nen de pontos de M tal que z, = p, a partir de um certo indice ng.
Assim,
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(xn)nEN = (l‘la 3 Tng, PP Dy )

Tais sequéncias sao convergentes para o termo que se repete, ou seja, (X1, -+, Tng, Dy Py Py -+ ) —

D; POIS Tpgt1 = Tpgt2 = -+ = p. Entao para todo € > 0,
n>nyg+1=dz,,p) =dpp =0<e.

Em particular as sequéncias constantes (p.p,---) convergem para a constante p.

Exemplo 1.6.5 Seja (M,d) um espagco métrico cuja métrico zero-um. Uma sequéncia
(Tp)nen em M converge se, e somente se, € estaciondria.
De fato, se (x,)nen € estaciondria, entdo converge. Suponhamos que limzx, = p € M.

Tomando 0 < € < 1, entao existe um indice ng € N de maneira que

Tngs Tng+1s " ° € B(p7€) = {p}

Por esse motivo T,y = Tpyy1 = -+ = P.

Proposicao 1.6.6 Sejam ded’ métricas equivalentes sobre um conjunto M. Entao
uma sequéncia (Tn)nen de pontos de M converge no espag¢o métrico (M,d) para um

ponto p € M se, somente se, essa sequéncia em (M,d') converge para o mesmo p.

Demonstragao: Por hipotese, z,, — p no espago métrico (M,d). Dada uma bola

By (p,e), como d ~ d', existe > 0
Ba(p, B) C Ba(p.¢)

Como (z,,)nen converge para p € (M, d), existe nyg €y de maneira que

n > ny = x, € By(p, 5).
E portanto,

n>ng= x, € By(p,e).
A reciproca é analoga.

|

Proposicao 1.6.7 Se uma sequéncia (z,)nen de pontos de M converge para p € M,

entao toda subsequéncia de (,)nen também converge para p.

Demonstracao: Seja (z,,,Tn,, -+ ) uma subsequéncia da sequéncia dada e conside-

remos € > (0. Por hipo6tese, lim x,, = p, e assim, existe ng € N tal que
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n>ng = d(x,,p),e.

Mas, como cada n; € Nen; < ny < --- , entao existe n, > ng, e com isso, n; > n,, vale

a relacao
d(zn,,p) <e.

Definigao 1.6.8 Uma sequéncia (z,)nen de pontos de um espaco métrico M se diz
limitada se o conjunto {z,|n =1,2,3,---} dos termos dessa sequéncia € limitado, isto

é, existe k > 0 tal que d(z,,x,,) < k, para quaisquer termos x, e x,, da sequéncia dada.

1.7 Sequéncias em espacos vetoriais normados

No espago R tem muito interesse as chamadas sequéncias mondtonas que com-

preendem os seguintes tipos:

e Crescentes sao as sequéncias (, )nen tais que x,, < z,41, para qualquer indice n.

Se T, < Tpt1, para todo n > 1, entdo (r,)nen se diz estritamente crescente.

e Decrescentes sao as sequéncias (x,)n,en para quais se tem x,,1 < x,, para todo
indice n. Quando z,.; < z,, para qualquer n > ¢, entao a sequéncia se diz

estritamente decrescente.

Exemplo 1.7.1 A sequéncia (1,%,%,~--) € estritamente decrescente ao passo que
(1,1,2,2,3,3,--+) € crescente. Por outro lado, (1,2,1,2,---) nao é mondtona.

Proposicao 1.7.2 Seja (x,)nen uma sequéncia de pontos de um espago vetorial nor-
mado E que converge para p € E. Entao existe uma bola de centro na origem que

contém todos os termos da sequéncia.

Demonstragao: Tomando € = 1, existe um indice ng € N tal que
n>mno = d(y,p) = ||lz, —pll <1
De modo que,
[zl = llzn = p+ pll < [lzn — pll + Pl
entao para todo n > ng tem-se
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Jzull < 1+ Ilpl.
Seja > max{|z|,---,1+ ||p||}. Entdo, para todo indice n
d(n,0) = [lzn = O = [[zn] < 5.
|

Definigao 1.7.3 Seja [ = (Xn)nen € § = (Yn)nen Sequéncias de um espago vetorial
normado E. Chama-se soma de f com g a sequéncia f+ g = (x1 + y1, T2 + Y2, -+ ).
Se k = (A)nen € uma sequéncia de elementos de R, entdo o produto kf € definido

naturalmente do sequinte modo: kf = (Ax1, Agg, -+ +).

Proposicao 1.7.4 Sejam (z,)nen € (Yn)nen sequéncias de espago vetorial normado E.

Se limx,, = p e limy, = q, entao im(x,, +y,) =p+q.
Demonstracao: Seja ¢ > 0. Entao, por hipotese, existem indices r e m tais que

n>r=|z,—p| <

N|™

n>m= |y, —ql <

N[

Considerando t = maz{r,m} temos entao:
n2t= (@ —yo = P+ N <llzn =pl +llyn —all <5+5=¢

E portanto, (z, + y,) = p+q.

1.8 Conjuntos Abertos

Definigao 1.8.1 Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto de A C M se diz

aberto se, para todo p € A, existe um nimero real € > 0 tal que B(p,e) C A.

Observagao: A partir da defini¢do, se A # () ¢ um conjunto aberto, entdo A é a uniao
de bolas abertas. Respectivamente, se A é uma uniao de bolas abertas, A é aberto.
Consideremos que A = UB;, onde cada B; é uma bola aberta. Assim, dado p € A,
existe um indice s tal que p € B;.
Entretanto, por propriedade de bolas abertas, existe 6 > 0 tal que B(p,d) C Bs.
Dali,
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B(p,9) C A,
e isto prova nossa afirmacao.

Exemplo 1.8.2 Toda bola aberta B(p,e) num espaco M é um conjunto aberto, pois
por propriedade, para todo q € B(p,¢), existe § > 0 tal que B(q,d) C B(p,¢).

Exemplo 1.8.3 Se d ¢ a métrica "zero-um"sobre o conjunto M, entdo todo A C M
¢ aberto. Pois, se A =0 é imediato, ji se A # 0, entao A = U,ca{p}. Assim, como

cada {p} é uma bola aberta (centro p e raio € < 1), entdo A é aberto.

Exemplo 1.8.4 Seja M um espaco métrico e seja N um subespaco de M. Um sub-
conjunto A C N € aberto (em relacao a N) se, e somente se, A= LNN, onde L é um
subconjunto aberto de M.
De fato, se A € aberto em (N), entdo A =U(B;NN), onde cada B; é uma bola aberta
em M. Assim,

A=(UB)NN=LNN,

sendo L = UB; um subconjunto aberto do espag¢o M.
Reciprocamente, dado p € L N N, entao p € L, desse modo, exste ¢ > 0 tal que
B(p,e) C L. Com isso,

B(p,e)N N C LN N.

Mas, B(p,e) NN ¢é uma bola aberta em N, e portanto, LN N ¢é um subconjunto aberto
do subespaco N.

1. Notemos que podemos dizer que T é uma topologia sobre M e que (M,T) é um

espaco topologico.
2. Dados Ay, ..., A, C71(n>1), entdo Ay N...NA, CT.

3. A intersecgao de uma familia de conjuntos abertos pode nao ser um conjunto

aberto. )

De fato, na familia (A;), onde A; = } ——, = {,i =1,2,--- cada A; € aberto em
i1

R (métrica usual). Porém,

nao € aberto pois, nao existe nenhum intervalo em R formado apenas pelo ponto
0.

Proposicao 1.8.5 Seja D a cole¢ao dos abertos de um espago métrico (M, d). Entao:
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) ),M €D
II) ABEA= ANBED

III) Se (A;) € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € D, entao
UAZ‘ eD

Demonstragao:

I) O & aberto, pelo fato de ndo conter pontos e, portanto, de ndo pode contrariar a
definicao dada. Quanto a M, toda bola de centro num ponto p € M é um subconjunto
de M, por definicao.

IT) Seja p € AN B. Entao existem € > 0ef8 > 0 tais que C A e B(p, ) C B. Supondo

e < B a propriedade de bolas abertas nos garante que

B(p,e) C B(p, B)

Por isso B(p,e) C AN B.
III) Seja p € UA;. Entao existe um indice ¢ tal que p € A; e, como A; é aberto, para

um certo € > 0 vale a relagdo B(p,e) C A;. Entdo B(p,e) C A;.
|

Proposicao 1.8.6 Sejam d e d méiricas equivalentes sobre M. Se T € a colecdo dos

conjuntos abertos de M, d e ' € a cole¢ao dos conjuntos abertos de (M, d), entao T = 7'.

Demonstracao: Seja A € 7 e tomemos p € A. Como A € 7, existe ¢ > 0 tal que
By(p,e) C A. Pelo fato de d ~ d' existe § > 0 de maneira que By (p,5) C A, logo

A € 7. Com isso, temos que 7 C 7'. Analogamente, 7 = 7.
|

Defini¢ao 1.8.7 Seja (M,d) um espago métrico. Se A C M, um ponto p € M, se diz
ponto de interior ao conjunto A se existe € > 0 tal que B(p,e) C A. O conjunto dos
pontos interiores a A € chamado interior de A e € indicado por intA. C A. Além disso,
intA, entao intA C A.

Nota: Se todos os pontos de A sao interiores, ou seja, se A = intA, entao A é aberto.

Isto é equivalente a: A é aberto se, e somente se, A = intA.

22



Exemplo 1.8.8 Seja d a métrica "zero-um"sobre um conjunto M. Como todos o0s

subconjuntos de M sdo abertos, intA = A, para todo A C M.

Exemplo 1.8.9 Na reta real A = [a,b] e B = [a,+00[. Em ambos 0s casos sé o ponto
a ndo € interior: um intervalo la —e,a + €[ = B(a,¢) nao estd contido nem em A e

nem em B. Assim, intA = la,b] e intB = |a, 00| .

Definigao 1.8.10 A fronteira de W em M é o conjunto OW, formados pelos pontos
p € M tais que toda bola aberta de centro p contém pelo menos um ponto de W e um

ponto do complementar M — W.

1.9 Conjuntos fechados

Defini¢ao 1.9.1 Seja (M,d) um espaco métrico. Um subconjunto F C M se diz

fechado se, e somente se, ' (complementar) é aberto.

Exemplo 1.9.2 Considerando sobre um conjunto M # 0 a métrica "zero-um", en-
tao todo ' C M ¢€ fechado. Isto ocorre pelo fato de F° ser aberto devido todos os

subconjuntos de M serem abertos neste caso.

Proposicao 1.9.3 Seja T a colecao dos conjuntos fechados de um espago métrico M.

Entao:
I) O,M C T;
) GGFCT=GUFCT;

III) Se (F;) é uma familia de conjuntos fechados de M, entao NF; C T.

Demonstracgao:

I) 0 e M estao contidos em T porque ()¢ = M e M = ()° estao contidos em 7(cole¢ao
de abertos de M);

II) Se G e T sao fechados, entdao G¢ e T° sdo abertos. E assim, (G°UT*) é aberto. Ou
seja, G UT é fechado;

ITIT) Como cada F; é fechado, entdo cada Ff é aberto e, portanto, UFF = (NF;)¢ é

aberto. Consequentemente, NF; é fechado.
[ |

Definicao 1.9.4 Seja A um subconjunto de um espago métrico. Um ponto p € M se

diz aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relagao
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B(p,e) N A # 0.

O conjunto dos pontos aderentes de ao conjunto A cham-se fecho de A e é indicado

A. Além disso, A C A.

Exemplo 1.9.5 Na reta real se A = [a,b] ¢ A = |a,b[, entdo A = [a,b]. Isto se dd
ao fato de a e b serem pontos aderentes a esse intervalo, pois qualquer bola(ou seja,

intervalo aberto) de centro num deles, intercepta o conjunto A. No entanto, se p < a

- - .. . . a
oup>b, entao p & A, ji que no primeiro caso, por exemplo, tomando € = 5 < a

bola B(p,e) = |p — &,p + €[ intercepta A.

Exemplo 1.9.6 Ainda na reta real temos: Q = R.
Com efeito, dado p € R, todo intervalo |p —e,p+ €[ contém nimeros racionais, e

assim,

Ip—e,p+e[NQ#D0.

Portanto, p € Q.

Proposicao 1.9.7 Seja (M,d) um espago métrico. Entdo para todo A C M, o com-

plementar do fecho de A € igual ao interior do complementar de A.

Demonstracao: Temos que p pertence a complementar do fecho de A se, e s6 se,
p & A Mas, p ¢ A se, e somente se, existe ¢ > 0 de maneira que B(p,e) N A = (.
Contudo, isto ocorre se, e somente se, existe € > 0; B(p,e) C A°, o que acontece se, e

sO se, p pertencer ao interior de A.

Corolario 1.9.8 F C M ¢ fechado se, e somente se, F = F.

Demonstracao: Temos que A C M é aberto se, e somente se, intA = A. Desta
forma F é fechado se, e somente se, F'° é aberto, o que ocorre se, e s6 se, o interior
do complementar de F' for igual ao complementar de F. Mas, isso s6 é valido se, e

somente se, (F)° = F°.
|

Proposicao 1.9.9 Seja (M,d) um espago métrico. Se p € M e A C M entao
d(p, A) =0 se, e somente se, p € A.
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Demonstragao: (=) Dado ¢ > 0, como
d(p7 A) - infoA d(p7 I) =0

existe a € A de maneira que 0 < d(p, a), €.

Dai, a € B(p,¢), e por consequéncia
B(p,e)NA#0.

Ou seja, a € A.

(<) Vamos supor que d(p, A) = ¢ > 0. Mas, por hipotese,
B(p,e) N A # 0.
Isto é, a € A de maneia que
d(a,p) < e.
Segue entao que
e=d(p,A) <d(a,p) <e
o que ¢ um absurdo.
[

Proposicao 1.9.10 Para todo subconjunto nao vazio A de um espag¢o métrico M wvale
a igualdade d(A) = d(A)

Demonstragio: Temos que A C A, e assim, d(A) < d(A). Por outro lado, dado £ > 0,

para quaisquer z,y € A, existem a,b € A tais que

€
d(z,a) < )
e
€
d(y,b) < 5
Logo,
d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < e+ d(A).
Portanto,
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Isto é,

para todo €. Deste modo, d(A) — d(A) =0 ou d(A) = d(A).
|

Proposicao 1.9.11 Se A é um subconjunto de um espaco métrico M e se p € um

ponto de A, entdo existe uma sequéncia (T1,T,---) de pontos de A tal que lim z,, = p.

1
Demonstragao: Pelo fato de p € A, cada bola B (p, —> ,onde (n =1,2,---) contém
n

1
pontos de A. A sequéncia (z1,23,---), onde z, € AN B (p, — |, para todo n > 1,
n
converge para p.
1 1
Ora, toda bola B(p, €) contém B (p, —), desde que — < ¢, e assim, contém (x4, Tgi1,- - - ).
q q

Como (z,)nen é uma sequéncia de pontos de A, a proposicao é valida.
|

Defini¢ao 1.9.12 Dado um espag¢o métrico (M,d), um subconjunto A C M se diz
denso em M se A= M.

Proposicao 1.9.13 Seja M um espaco métrico. Se A C M € denso em M, entdo
GNA#0D, para todo G # ) desse espaco.

Defini¢ao 1.9.14 Sejam (M,d) um espaco métrico e A um subconjunto de M. Um
ponto p € M se diz ponto de acumulagdo de A se, e somente se, pata todo € > 0, a

ntersecao

(B(p,e) —{p})NA

¢ um conjunto infinito. Quer dizer, toda bola de centro P deve conter infinitos pontos

de A, distintos do ponto p.

O conjunto dos pontos de acumulacao de A é chamado de conjunto derivado de

1
’3)

A e se indica por A’

Exemplo 1.9.15 No espaco R usual o inico ponto de acumulacao de A =< 1,

N | —

¢ o ponto 0. De fato, uma bola B(0,¢) = |—¢,e[ contém todos os elementos
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<<(=2<9)
—<ele-<q).
q €

Por outro lado, para qualquer outro ponto p € R, existem bolas |p —e,p+ €| cuja

intersecio com A nao € infinita. Assim, A = {0}.

Proposicao 1.9.16 Seja M um espaco métrico. Entio f C M ¢ fechado se, e somente
se, I C F.

Demonstracao: Primeiramente, suponhamos que exista p € F” tal que p ¢ F. Assim,

p € F¢ que ¢ aberto . Logo, existe £ > 0 tal que
B(p,e) C F,
ou seja,
B(p,e)NF = 1.

Porém p € F' entao (B(p,e) — {p}) N F' é infinito, e por consequéncia, B(p,e) N F é
infinito, ou seja, nao vazio. O que ¢ um absurdo.
Reciprocamente, seja p € F€, pelo fato de F/ C F, F° C (F')¢, entao p € (F')".

Portanto, existe € > 0 tal que
(B(p.e) —{pH) N F =0.
porém, p ¢ F, segue entdo que
B(p,e)NF =1

que equivale a B(p,e) C F*°, o que nos garante que todos os pontos de F*° sdo interiores,

isto é, F¢ é aberto. Deste modo, F' é fechado.
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Capitulo 2

Funcoes Continuas

As funcoes continuas desempenham papel fundamental no nosso trabalho, por
este razao dedicaremos este presente capitulo as ideias bésicas dessa teoria. Esse estudo,

também, pode ser encontrando em [5]

Definigao 2.0.1 Sejam M e N espagos métricos (cujas métricas, por comodidade,
indicaremos pelo mesmo simbolo d). Uma funcdo f : M — N € continua no p € M

se, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 de maneira que

d(x,p) <0 = d(f(z), f(p)) <e.

Dizer que f é continua significa que f € continua em todos os pontos de M.

Exemplo 2.0.2 Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0
(chamada de constante de Lipschitz) tal que d(f(x), f(c)) < cd(z,y) quaisquer que
sejam x,y € M. Dizemos entao que f é uma aplicacao lipschitziana. Neste caso, [ €
continua (em cada ponto p € M).

€
De fato, dado € > 0, tomamos § = —. Entao
c

d(z,p) <0 = d(f(x), f(p)) < cd(z,p) <cd=¢

Se f,g: M — R sao lipschitzianas, o mesmo ocorre com f+ g e kf, onde k € R. Dai,

toda combinagao linear ki fi + - + k,f. de fungoes reais lipschitzianas € lipschitziana.

Para uma funcao real de variavel real f, a condi¢ao Lipschitz significa que

|f(x) = f(y)l

<c
|z =yl



e isto equivale a afirmar que a inclinacao de qualquer secante ao grafico de f é, em
valor absoluto, menor do que ou igual a c.

Se uma funcao real f: I — R, definida num intervalo I, é derivavel e |f'(z)| < ¢
para todo = € I, entao pelo Teorema do Valor Médio, dados x,y € I quaisquer, existe

um ponto z entre x e y, tal que f(x) — f(y) = f'(2)(z — y) e dai

[f (@) = f(y)| < cle =yl

Assim, toda funcao com derivada limitada num intervalo (o qual pode ser definido) é
lipschitziana.

Uma aplicagao f : M — N chama-se localmente lipschitziana quando cada ponto
p € M & centro de uma bola B(p,e) tal que a restrigdo f|p é lipschitziana. Uma

aplicagao lipschitziana é continua.

2.1 Isometria

Definicao 2.1.1 Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicacao f : M — N chama-
se uma imersao isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(z,y) para quaisquer z,y € M.

Neste caso, diz-se também que f preserva a distdncias.

Definigao 2.1.2 Uma imersao isométrica f : M — N é sempre injetora, pois f(zx) =
fly) =d(z,y) =d(f(z), f(y)) = 0= 2z =y. Una isometria é uma imersao isométrica
sobrejetiva. Toda imersao isométrica f : M — N define uma isometria de M sobre o
subespago f(M) C N.

Exemplo 2.1.3 (Contragoes Fracas) Se f: M — N tal que d(f(x), f(y)) < d(x,y)
para qualquer x,y € M, entao f é contragao fraca. Neste caso, [ € lipschitziana(com

¢ =1) e portanto é continua.

Exemplo 2.1.4 (Inclusées) Seja j : M — N, definidas por j(x) = z,Vo € W, sendo
W um subespaco de M, pois para quaisquer x,y € W

d(j(x),j(y)) = d(z,y).

Em particular a aplicacao idéntica idy - M — N € continua por ser uma imersao
1Sométrica

Exemplo 2.1.5 (Translacoes) Num espaco vetorial normado E, definidas para cada
a € E do sequinte modo: T,(x) =z +a,Vr € E.
De fato, para quaisquer x,y € E
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d(Ta(), Ta(y)) = [[Ta(x) = Ta)|| = Iz + a = (y + o) || = lz — y[| = d(z,y).

Observemos que uma translacao é sempre sobrejetora pois dado z € E, considerando

r = (z —a) temos
Tox)=x4+a=z—a+a=z
Logo as translagoes sao isometrias.

Proposicao 2.1.6 A composta de duas aplicagoes continuas € continua. Ou seja, se
f: M — N é continua no ponto a e g : N — P € continua no ponto f(a), entdo

gof: M — P € conlinua no ponlo a.

Demonstragao: Seja dado € > 0. A continuidade de g no ponto f(a) nos permite

obter @ > 0 tal que y € N,

d(y, f(a)) < a = d(g(y),9(f(a))) <e.

Por outro lado, dado o > 0, a continuidade de f no ponto a nos fornece § > 0 tal que

ze M,

d(z,a) <6 = d(f(z), f(a)) < o= d(g(f(x)),9(f(a))) <e.

Corolario 2.1.7 Toda restricao de uma aplicacao continua € continua.

Demonstracao: Com efeito, fly = foi, onde i: W — M é a aplicagao de inclusdo,
i(x) =x,x € M.

Proposicao 2.1.8 Uma funcao f : M — N € continua num ponto p € M se, e
somente se, o fato de uma sequéncia (x,) de pontos de M convergir para acarretar que

(f(xn)) converge para (f(p)). Ou seja se, e somente se x, — p acarreta em f(p).

Demonstragao:
Primeiramente, seja B = B(f(p),¢) onde € > 0 é arbitrario da continuidade de f vem

que existe 0 > 0 de maneira que

f(B(p,d)) C B.

30



Mas como z,, — p, existe um indice r tal que, para todo indice n > r, se tem X,, €
B(p,d). Dai, segue que f(x,) € f(B(p,d)), e portanto que f(z,) € B para qualquer
indice n > r o que prova entao f(z,) = f(p).

Reciprocamente, se f nao for continua em p, existiria € > 0 tal que

f(B(p,0)) & B(f(p),¢),¥0 > 0.

Assim,

f(B(p,1)) & B(f(p)¢)

e para,

F(B(p, ) & B p).2)
F(B.3) & BU®),9)

e f(ra) ¢ BUG).<).
Donde a sequéncia (x1,22,--+) — p ao passo que (f(z1), f(x2),--+) 4 f(p), 0 que

e portanto, para cada n > 1 existe x,, € M tal que z,, € B(p,

contradiz a hipotese.
[ |

Proposigdo 2.1.9 Para que f : M — My x---xX M, definida por f(x) = (fi(z), -, fu(z)),VX €
M, seja continua num ponto p € M € necessdrio e suficiente que cada umas das funcoes

fi,--+, fn seja continua no ponto p.

Demonstragao: (=) Como p; o f)(x) = p;(fi(x), -, fu(x)) = fi(x), para qualquer
x € M entdo p;o f = fi(i = 1,2,--- ,n) e como ainda f e cada projecdo p; sdo
continuas, entao f; também é continua.

(«<=) Dado € > 0 existe para cada indice i(i = 1,2,--- ,n) um namero J; tal que

d(a.p) < 6 = d(fi(x). :(p) < .

Sendo 6 = min{dy,---0,}, temos que

d(z,p) <0 = d(fi(z), fi(p)) <

Logo, f é continua no ponto p.
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[ |
Corolario 2.1.10 Se f; : My — Ny, -, f, : M,, — N,, sao funcées continuas entao
fix--xM,— Ny x---N,
definida por

f(xlv T >$n) = (fl(l'l), T vfn(xn»

também ¢ continua.

Demonstracao: Indicando por p; : My X, -+, M, — M; aprojecaode (i =1,2,--- ,n),

temos que

(fiopi)(x1,- -+ 2n) = fi(w)

e portanto fazendo (zq,--- ,x,) = = entdo

f(@) = ((frop)(x), -+ (faopa)(2))

o que mostrar que as funcoes f; o p; sdo continuas de f. Sendo estas coordenadas

continuas, ja que cada p; e cada f; sao continuas, entao f é também continua.
[ |

Definicao 2.1.11 Seja f : A — B. para qualquer E C B, a imagem inversa de E por
f, indicada f~1(E), é o subconjunto

fUE) ={z € A; f(x) € E}.

Exemplo 2.1.12 Seja f : R — R € a funcdo definida por f(z) = 2* e se E = {z €
R|1 <z <2} entao

fUE)={z e R|—v2<z < -1}U{z e R]1 <z <2}

Proposicao 2.1.13 Dada a funcao f : M — N as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
a) f € continua
b) Para todo k € N e todo A > 0, f~1(B(k,)\)) é um subconjunto aberto
¢) Para todo aberto L de espago N, f~Y(L) é um aberto de M

d) Para todo fechado F do espago N, f~1(F) é um subconjunto fechado de M
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Demonstragao:

a)= b) Dado p € f~'(B(k,\)), entdo f(p) € B(k,\) e portanto existe ¢ > 0
tal que B(f(p),e) C B(k,\). Mas sendo f continua existe 6 > 0 de maneira que
f(B(p,0)) € B(f(p),e) > Como porém B(p,d) C f~(f(B(p,0))), entao B(p,d) C
F~YB(f(p),e)) € f~YB(k,\)). Assim todo ponto p € f~}(B(k,\)) é ponto de inte-
rior e portanto f~*(B(k,\)) é aberto.

b)=> ¢) Se L ¢ aberto em N, entdo L = UB;, onde (B;) ¢ a familia das bolas abertas
contidas em L. Dai, f~'(L) = f~Y(UB;) = Uf~!(B;),e como cada f~(B;) é aberto, o
mesmo ocorre com f~1(L).

¢)=) d) Sendo F fechado em N, entdao L = F*° & aberto. Dai f~1(F¢) = (f~'(F))° é
aberto em M por hipotese. Onde seu complementar f~!(F') é um subconjunto fechado
em M.

d)=> a) Seja p um ponto arbitrario de M. Para € > 0 qualquer seja B = B(f(p),¢).
Entao B¢ é fechado em N que ndo contém f(p) e portanto f~1(B¢) = (f~1(B))® ¢
fechado de M que nao contém p. Logo, f~(B) é aberto e p € f~!(B). Tomando entao
§ > 0 tal que By = B(p,d) C f~!(B) teremos que:

f(B1) C f(f7Y(B)) C B

e portanto f é continua em todo ponto p € M.

2.2 Funcgoes Uniformemente Continuas

Seja f : M — N uma funcdo continua num ponto p € M. Entao dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que d(f(x), f(p)) < € para todo x € B(p,§). Este § depende, em geral,
nao s6 de € como também do ponto p. Mas ha casos em que pode-se usar o mesmo ¢
em todos os pontos de M, no seguinte sentido:

Definicao 2.2.1 Se M e N sdao espacos métricos, uma funcio f : M — N se diz

uniformemente continua se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) <e.

Observacao: Toda funcao uniformemente continua é também continua. Porém, sua

reciproca nao vale.
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Exemplo 2.2.2 As aplicacoes lipschitzianas sao uniformemente continuas.

Com efeito, se ¢ > 0 € a constante de Lipschitz de f, entao

d(f(x), f(y)) < cd(z,y),Va,y € M.

€
Logo, dado € > 0, tomando d = — a definicao € satisfeita.
c

Exemplo 2.2.3 As contragoes sao uniformemente continuas.
De fato, uma aplicacio f : M — n € chamada de contracdo se existe um niumero real

k, onde 0 < k <1, de maneira que

d(f(z), f(y)) < kd(z,y),Vz,y € M.

Se k = 0, f é constante e portanto é uma contracao fraca. Se k > 0, entao f €

lipschitziana. Entao as contracoes sao sempre uniformemente continuas.

Proposicao 2.2.4 Se f : M — N e g: N — P sao uniformemente continuas entao

go f: M — P também ¢ uniformemente continua.

Demonstracao: Seja ¢ > 0. Entao existe a > 0 de modo que

Yy, 42 € N,d(y1,12) < o= d(g(y1), 9(32)) <,

sendo f também uniformemente continua entao 36 > 0 tal que
Vay,xp € M, d(z1,22) <6 = d(f(21), [(22) < .
Dai entao,

d(g(f(x1), 9(f(22))) = d((g © f)(21), (g © f)(22)) <e.
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Capitulo 3

Conjuntos Compactos e Conexos

Neste capitulo estudaremos os conceitos de conjuntos compactos e conjuntos co-
nexos. Em seguida veremos exemplos e propriedades destes conjuntos. Os Conjuntos
Compactos e Conexos sao de grande importancia na Matematica, pois possibilitaram
que resultados classicos da Anéalise Matematica, ver [4], ganhassem versoes em contexto

mais gerais. Para um estudo mais detalhado ver [5].

Defini¢ao 3.0.1 Seja (M, d) um espago métrico. Diz-se que um subconjunto de K C
M € compacto se, para toda sequéncia de pontos de (x,) de pontos de K, existe uma
subsequéncia (x,,) que converge para um ponto p € K. Um espaco métrico (M,d) se

diz compacto se o conjunto M ¢é compacto.

Exemplo 3.0.2 Todo espaco métrico finito € compacto.
Dado K = {x1,--- ,z,} € (ym) C K. Como K € finito, existe uma subsequéncia (Ypm,)
de (Ym), que € constante. Logo, essa subsequéncia serd convergente para um elemento

de K.

Proposicao 3.0.3 Seja M um espaco métrico. Se F' e K sao subconjuntos de M tais
que F € fechado, K ¢ compacto e F C K, entao F' é compacto.

Demonstragao: Se (x1,z3,---) ¢ uma sequéncia de pontos de F, é também uma
sequéncia de pontos de K e, como K é compacto, existe uma subsequéncia (x;,, T, - )
de (z;) tal que limz; = p € K. Para esta subsequéncia sdo duas as possibilidades:

i) A= {z;,xi,, -} ¢ finito

Neste caso, existem subsequéncias de (z; ) que s@o constantes e, devendo cada uma



delas convergir para p, entao seus termos sao todos iguais a p e portanto p € F'.

ii) A é infinito

Como p = limz; , entdao para € > 0, a bola aberta B = B(p, ) contém infinitos termos
de x;, e portanto ¢ infinita a interse¢ao (B — {p})N A. Donde p € A’ e dai p € F’, uma
vez que A C F. Como porém F’ C F(pois F' é fechado) entdo p € F

Proposicao 3.0.4 Todo subconjunto fechado de um espago métrico compacto, é com-

pacto.

Demonstracao: Seja M um espaco métrico e F' um subconjunto fechado, entao F' C
M. Dada uma sequéncia (z,) em F. Como M é compacto, existe uma subsequéncia
(xn,) tal que z,, — x € M. Logo, x € F' e como F' ¢é fechado, x € F. Portanto, F ¢é

compacto.
[

Proposicao 3.0.5 Todo subconjunto Compacto K, de um espagco métrico M, é fe-
chado.

Demonstracdo: Sejam K C M um conjunto compacto e ¢ € K. Por definicao de

ponto aderente, para cada n € N, existe
1
rn€Blqg,— | NK.
n

Logo, (z,) C K e lim(x,) = q. Como (z,,) ¢ uma subsequéncia tal que limz,, =p €

K. Mas como a sequéncia toda converge para ¢, segue ¢ = p € K. Logo, K ¢ fechado.

Proposicao 3.0.6 Sejam M e N espacos métricos, M compacto e f : M — N conti-

nua. Entao f(M) é um subconjunto compacto de N.

Demonstracao: Dada uma sequéncia (y,) C f(M). Temos que existe (z,,) C M tal
que f(x,) = yn,Vn € N,

Como M é compacto, existe (x,,) e x pertencentes a M, tais quais

limz,, = =.
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Pela continuidade de f, temos que

limy,, = lim f(z,,) = f(z) € F(M).

Logo, f(M) é compacto em N.

Corolario 3.0.7 Todo subconjunto compacto de um espag¢o métrico M ¢é limitado.

Demonstracao: Seja M um espaco métrico e K C M compacto. Suponhamos por
absurdo que K seja ilimitado.

Dado zy € K fixo. Como K nao é limitado, existe x1 € K tal que
1 < d(xy,z0).
Existe ainda x5 € K tal que
min{d(xs, 1), d(zs, x0)} > 1.

De maneira geral, z1, 2o, - ,x,_1, existe x, € K tal que

min{d(z,,z;);i=0,1,--- ,n—1} > 1. (3.1)

Assim, construimos uma sequéncia (z,) C K, que ndo admite nenhuma subsequéncia
convergente, uma vez que, por (3.1), d(x,, x,,) > 1,Yn,m € N. Isso, porém, contradiz

a compacidade de K.

Observacgao: A reciproca, porém, é falsa, como mostraremos no example a seguir.

Exemplo 3.0.8 Seja M um conjunto infinito munido da métrica "zero-um”. Note
que M € fechado e limitado, pois d(z,y) < 1,Vx,y € M. Porém, M nao é compacto.
De fato, dada sequéncia (x,) C M com x, # Ty,n # m, temos que (x,) nao possui

subsequéncia convergente, ja que d(x,,x,) =1,¥Yn,m € N;n # m.
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3.1 Compacidade e Continuidade Uniforme

Proposicao 3.1.1 Se o espaco métrico M é compacto, entao toda aplicacao continua

f: M — N ¢ uniformemente continua.

Demonstracao: Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam € > 0 e, para cada
n € N, pontos de x,,y, € M tais que d(z,,y,) < % e d(f(zn, f(yn)) > e. Passando
a uma subsequéncia se necesséario, podemos supor, em virtude da compacidade de M,
que existe limz, = p € M. Entao limy, = p. A continuidade de f e da distancia nos

da
Hm d(f(zn, fy.) = d(f(p), f(p)) =0,

em contradi¢do com d(f(zn, f(y,)) > € para todo n.

3.2 Continuidade e Compacidade

Proposicao 3.2.1 Seja M um espago métrico, e A um subconjunto de M, entdo para

toda funcao continua f: M — R existem a,b € A de maneira que

f(a) = inf f(A)

f(b) = sup f(A).

Demonstragao: Dado que f é continua, e A um subconjunto compacto, entao f(A)
também é compacto. Dai, como f(A) é subconjunto de R, f(A) é fechado e limitado.

Deste modo ocorre que existem

w = inf f(A)

r = sup f(A).
Assim, dado € > 0, existem yy,y2 € f(A) de maneira que
w<y <w—He
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r—e<yy <r
o que procede que

Jw—e,w+e[N f(A) #0

Jr—e,r+e[nNf(A) #0

e portanto que w,r € f(A). Assim como, f(A) = f(A), pois f(A) ¢ fechado, entao

w,r € f(A) e dessa maneira existem a,b € A tais que:

f(a) = w = inf f(A)

f(b) =1 = sup f(A).

3.3 Conexos

Definicao 3.3.1 Uma cisao de um espago métrico M é uma decomposi¢cao M = AUB,
de M como reuniao de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B. As condigoes M =
AUB e ANB =0, equivalem a dizer que A= M —B e B = M — A. Por consequéncia,

numa cisio M = AU B, os conjuntos A, B sdo abertos e fechados em M.

Nota: A cisdo M = AU B diz -se trivial quando um dos abertos, A ou B é vazio(e

portanto o outro é igual a M). Assim, a cisdo trivial pode ser denotada como M =

MUO.

Definicao 3.3.2 Um espago métrico M chama-se conexo quando a unica cisao possivel
em M € a trivial. Um subconjunto W de um espago métrico M diz-se conexo quando
o subespaco W C M € conexo. Quando W admite cisao nao-trivial, dizemos que W €

desconezxo.

Exemplo 3.3.3 R—{0} = (—00,0)U (0, +00) € uma cisao do espaco métrico R—{0}.
Se M ¢ discreto todo subconjunto A C M determina uma cisao M = AU (M — A).
Como ambos os conjuntos sao abertos e a sua unido € disjunta. Logo R — {0} € uma

¢isao nao-trivial.
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Proposicao 3.3.4 As sequintes afirmacoes a respeito de um espaco métrico M sdao

equivalentes:
1) M é conexo;
2) M e () sao unicos subconjuntos de M ao mesmo tempo abertos e fechados;

3) Se W C M tem fronteira vazia, entao W = M ou W = 0.

Demonstracgao:

1)= 2) Suponhamos por contradicdo M conexo. Existe A C M, A+ M e A # 0
com A aberto é fechado, entdo M = AU (M — A) é uma cisdo nao-trivial de M o que
¢ um absurdo.

2) = 1) Se M nao fosse conexo, existiria uma cisdo nao-trivial M = AU B de M.
Assim, A e B seriam abertos e fechados, o que é uma contradicao,

2) = 3) Suponha que exista A C M, A # () e A# M tal que A = (). Entao,
e VAN A =10, o que implica A & aberto.
e 0OA C A, o que implica que A é fechado, o que é uma contradicao.

3) = 2) Seja A C M aberto e fechado em M. Como A é aberto, entdo 0AN A = 0.
Como A é fechado, entao 0A = () e, por hipotese A = M ou A = 0.

Exemplo 3.3.5 A reta R € um espaco conexo.

Suponhamos por absurdo que exita uma cisao nao-trivial R = AU B. Tomemos a € A
e b € B, onde vamos supor sem perda de generalidade que a < b. Determine W =
{z € A;x < b}. Como a € W, vemos que nao € vazio. E note que b é o limite superior
de W, entao existe c = sup W, tal que ¢ < b.

Pela defini¢ao de supremo para todo € > 0, existe x € W ( e portanto x € A) tal que
c—e<axz<c Logoc€ A, ecomo A € fechado, tem-sec € A. Sendo b € B seque que
c#b, logo, c <b.

Por outro lado, como A € aberto, existe € > 0 tal que c+e <bec—e,c+e] C A

Logo, os pontos do (¢,c+ €) pertencem a W o que contradiz o fato de ¢ = sup W.

3.4 Aplicacao

Teorema 3.4.1 Seja M um espaco conexo e seja [ : M — R uma fungao continua.
Se y1,y2 € f(M) e y1 <y < ya, entao existe x € M tal que f(z) =y.
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Demonstracao: Como [ continua, entdo f(M) C R é conexo. Dai f(M) é um

intervalo e portanto y € f(M). Por isso, existe x € M de maneira que y = f(x).
[

Observacao: O resultado acima garante que se a funcao real, definida e continua num
conexo, toma dois valores em R, entao essa funcao assume todos os valores compreen-

didos entre os dois.

3.5 Conexidade por Caminhos

Um caminho num espaco métrico M é uma aplicagao continua f : I — M,
onde I = [0,1]. Os pontos f(0) e f(1) sdo chamados de ponto inicial e ponto final,
respectivamente do caminho.

Num dado espago M a relagao x ~ y, sobre pontos de M, definida por x ~ y < 3
um caminho f : I — M tal que f(0) = z e f(1) = y é uma relagdo de equivaléncia.

De fato:

e © ~ x, para todo z € M, pois f : [ — M dada por f(t) = x,Vt € I, é continua.

e & ~ y, entao existe um caminho f de ponto inicial x e ponto final y. Considerando
g: I — I dada por g(t) =1—t, entdao fog: I — M & continua e (f o g)(0) =
f) =ye(fog)l)=f(0)=uz

e Sex ~yey~ zexistem entdo caminhos f e g em M de maneira que f(0) =
z, f(1) =y e g(0) =y e g(1) = z. Consideramos h : [0,1] — M definida por
h(t) = f(2t) para 0 <t < %

e h(t) = g(2t — 1) para % <t<1
Como f(2t) coincide com g(2t — 1) no ponto t = %, entdo h estd bem definida.
Além disso, h ¢ continua. Como h(0) = f(0) = x e h(1) = g(1) = z, entdo h ¢é
um caminho de ponto inicial z e ponto final z.

Definicao 3.5.1 Um espaco métrico M € dito conexo por caminhos se para qualquer

a,b € M, existir um caminho f em M de maneira que f(0) =a e f(1) = b. Em outras

palavras, para quaisquer a,b € M, vale a relacao a ~ b.
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Proposicao 3.5.2 Todo espaco conexo por caminhos é conexo.

Demonstragao: Dado M conexo por caminhos, e sendo que M é desconexo. Entao
existe g : M — {0, 1} continua e sobrejetora. Note que a,b € M sao pontos tais que
g(a) =0e g(b) = 1. Por hipotese existe um caminho f : I — M de modo que f(0) =a
e f(1) = 1. Dai, a aplicacdo go f : I — {0,1} é continua e sobrejetora uma vez que

(go f)(0)g(a) =0e (go f)(1) = g(b) =1, 0 que é um absurdo pois I é conexo.
|

Observacao: Nao é valido a reciproca da proposicao acima. Como mostraremos no

exemplo intuitivo.

Exemplo 3.5.3 No R? conjunto A formado pelo ponto p = (1,0)e por todos os pontos
da familia

n

A, = {(, 1);0§x§1},n:(2,3,---)

n J—
€ conero, mas nao € conexro por caminhos: nao existe nenhum caminho de ponto inicial
p e final g = (1,1).

Exemplo 3.5.4 Seja E um espaco vetorial normado:

Dados W, J € E, o segmento de reta de extremos W e J, € o conjunto [W,J| =
{1 =)W +tJ;0 < t < 1}, onde [W,J]| € subconjunto de E, onde I = [0,1]. Um
subconjunto L C E se denota convexo quando, para quaisquer W, J € L, vale a inclusao
(W, J] C L.

Todo convexo é conexo por caminhos (logo é conexo), porque dados quaisquer W, J € L,
a fungao f: I — L é dada por f(t) = {(1 —t)w +tJ} € uma funcdo continua tal que
fO)=Wef1)=J

Exemplo 3.5.5 Toda bola num espaco vetorial normado € convexa.

Seja B = B(a,r) a bola aberta de centro a e raio r no espago vetorial normado E. Dados
x,y € B, obtemos |x—a| < r e|y—a| <r. Logo, para todo t € [0,1],|(1—t)x+ty—a| =
(1—t)(z—a)+ty—a) <A —-t)|z—a+ty—a < (1 —1t)r+tr =r. Logo,
x,y € B=[x,y] C B, e portanto B é conveza.
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Capitulo 4

Topologia

4.1 Notas histéricas sobre a Topologia

A topologia comecou como um ramo da geometria, como um campo de estudos
autonomo, de certo nao é anterior a meados do século de XIX, mas podem-se encontrar
investigacoes de natureza topologica sobre questoes isoladas.

Em 1640, por René Descartes, foi feita uma das descobertas topoldgicas mais
antigas que é a propriedade de uma superficie poliédrica fechada simples traduzido
pela relagio (v—a+ f = 2), onde v, a, f denotam o nimero de vértices, arestas e faces,
respectivamente da figura. Porém, foi apena em 1752 que essa relacao foi provada pela
primeira vez por Leonard Euler. No entanto, Leonard Euler em 1736 ja havia entrado
no campo da topologia dos grafos lineares em sua abordagem do problema das pontes
de Konigsberg.

Gauss também deu diversas contribuicoes a topologia. Das varias demonstracoes
que deu do teorema fundamental da &lgebra, duas eram topologicas. Em 1799, Gauss
utilizou técnicas em sua tese de doutorado, onde posteriormente dirigiu sua atengao
para a teoria dos noés, onde hoje é um importante ramo da topologia.

O termo topologia foi introduzido por Johann Benedict Listing, em 1847 no artigo
"Vorstudien zur Topologie", o primeiro livro dedicado ao assunto. Entretanto Listing
j& vinha usando tal termo ha pelo menos 10 anos, em suas correspondéncias. Mas, em

1851, de todos os discipulos de Gauss, o que de longe mais contribuiu para a topologia



foi Bernhard Riemann que, em sua tese de doutorado, introduziu conceitos topolégicos
no estudo da teoria das funcoes de varidvel complexa.

E por volta de 1865, A. F. Mdbius (1790-1868) escreveu um artigo em que as
superficies poliédricas eram consideradas simplesmente como uma colecao de poligonos
ligados entre si. Isso introduziu o conceito de 2-complexo em topologia. FEm sua
abordagem sistematica dos 2 complexos, M&bius foi levado a superficie de uma sé face
e uma so aresta conhecida hoje como faixa de Mdbius.

Em 1873, James Clerk Maxwell (1831-1879) usou a teoria topologica da conectivi-
dade no estudo dos campos eletromagnéticos. Outros, como H. Helmholtz (1821-1894)
e Lord Kelvin (William Thomson, 1824-1907), se incluem entre os fisicos que aplicaram
ideias topologicas com éxito.

Henri Poincaré (1854-1912) tem um lugar de destaque entre os primeiros a contri-
buirem para a topologia. Em 1895 foi publicado o primeiro artigo significativo dedicado
inteiramente a topologia, com o titulo de Analysis situs, é de sua autoria. Foi nele que
se introduziu a importante teoria da homologia em dimensao n. Foi também Poincaré
quem introduziu os grupos de Betti em topologia. Através dos estudos de Poincaré,
a topologia cresceu bastante, como também aumentou a quantidade de matematicos
interessados por esse campo. Nomes importantes para o estudo da topologia foi de O.
Veblen (1880-1960), J. W. Alexander (1888-1971), S. Lefschetz (1884-1972), L. E. J.
Brouwer (1881-1966) e M. Fréchet (1878-1973).

A nocao de figura geométrica como formada de um conjunto finito de partes
fundamentais ligadas entre si, do modo enfatizado por Md&bius, Riemann e Poincaré,
gradualmente deu lugar ao conceito cantoriano de um conjunto arbitrario de pontos,
reconhecendo-se que qualquer conjunto de objetos, seja um conjunto de nimeros, de
entes algébricos, fungoes ou objetos matemaéticos, pode constituir, em algum sentido,
um espaco topoldgico. As pesquisas orientadas por essa iltima visao, muito geral, da
topologia tornaram-se conhecidas como topologia conjuntiva, ao passo que as investiga-
¢Oes mais intimamente ligadas a visao anterior tornaram-se conhecidas como topologia
combinatéria ou topologia algébrica.

O estudo dos espacos de funcoes, realizados por mateméticos notaveis como Georg
Cantor, Vito Volterra, Cesare Arzela, Jacques Hadamard, entre outros, culmina com

o trabalho de Maurice Fréchet, que introduziu a nocao de espaco métrico, muitas de
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suas caracteristicas lembrando o R". Atualmente os espacos métricos sao considerados
casos especificos, mas muito importantes, de uma classe mais geral conhecida como
espacos topologicos.

A formalizacao do conceito de espago topologico é devida a Felix Hausdorff que
definiu em 1914 o que hoje é conhecido como espaco de Hausdorff. Como se vé pela
propria definicao dada abaixo, a topologia moderna se baseia fortemente na teoria
dos conjuntos, assim como a maior parte da matematica. O conceito final de espaco
topologico é um pouco mais geral que o conceito de espago de Hausdorff e foi introduzido
posteriormente por Kazimierz Kuratowski em 1922.

Durante o século XX passou por generalizacoes tais e se envolveu com tantos
outros ramos da matematica que hoje talvez, numa visao mais adequada, possa ser
considerada, ao lado da geometria, da algebra e da analise, como uma das partes

fundamentais da matematica. Para mais detalhes veja, [1]

4.2 Introducao a Topologia

Neste capitulo iniciamos com a definicao de Topologia objeto de estudo deste
trabalho. Mostraremos algumas propriedades e resultados bésicos desta area da ma-
tematica. Veremos que os Espacos Topologicos sao espacos mais gerai que os Espagos

Métricos estudados no Capitulo 1. Para um estudo mais profundo veja [3].

Definigao 4.2.1 Seja E um conjunto nao vazio. Uma cole¢cao T de conjuntos de E é

chamada topologia sobre E se:
)0, E€T;
II) SeWy,--- W, €T comn>1, entao Wy N---NW, €T;
III) Se (W;) é uma familia qualquer de conjuntos de T, entao UW; € T.
Nessas condig¢oes dizemos que o par (E£,7) é um espaco topologico; os membros

de T sao chamados conjuntos abertos do espaco e cada elemento de F é designado por

ponto.

Exemplo 4.2.2 Seja (M, d) um espagco métrico. A cole¢ao dos conjuntos abertos desse

espaco satisfaz os axiomas da definicao de espaco topoldgico pois

e ) e M sao abertos;
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e Se W E H sao abertos, W N H ¢ aberto;

e Se (W;) é uma familia de conjuntos abertos de (M,d), entao UW; também é um

conjunto aberto desse espaco.

Exemplo 4.2.3 Dado E # (), a colegao P(E) = T € obviamente uma topologia so-
bre E. Essa topologia é chamada topologia discreta sobre E. Note-se que (E, P(E)) é
metrizdvel: a cole¢ao dos abertos de (E,d), onde d é a métrica zero-um, é exatamente

P(E).
I) 0,EeT;
II) Seja A={0,1} e B={0,{0},{1}, E}, entio ANB € T;
III) AUB €T portanto, a cole¢io dos abertos de (E,d) € exatamente P(E).

Observacao: De fato, () e FE sao abertos pois em qualquer espaco métrico, () e o espaco

todo sao abertos e, além disso,
e O conjunto {0} é igual a bola B(0,d(0,1));
e O conjunto {1} & igual a bola B(1,d(1,0)).

Exemplo 4.2.4 Para todo E # 0, a cole¢ao {0, E} = T ¢é uma topologia a que cha-

mamos de topologia cadtica.
1) 0,EeT;
IN)ONE=0eT,
1) DWWE=FE€eT.
Portanto, seque que a colecao {0, E} =T € uma topologia.

Exemplo 4.2.5 Se E = {a,b,c,d}, a colegao {0, E,{a},{a,b},{a,b,c,d}} =T satis-
faz os aziomas (I), (1I) e (III) de imediato.

Exemplo 4.2.6 Seja E um conjunto infinito. Verifique que {0} U{W C E;W*° ¢
finito} = T. Esta topologia é chamada de cofinita sobre E.

I) 0,EeT;

II) Dados Wy, Wy, ..., W,, € T, entio os conjuntos W, Ws ..., WE sio todos finitos.

Assim, pela sequnda lei De Morgan
(mem...mwn) — WEUWSU...UWE,
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C
e consequentemente <W1 NWy,N...N Wn> € um conjunto finito.

Deste modo, tem-se:
WinWwy,n..nwW,eT

III) Seja {W;}ien C T. Mostraremos que U;enW; € T. Note que
( Uien Wz) = NienW;.

Como

ﬂieNWic C VVZ»C,i eN
e todos W¢e,1 € N sao conjuntos finitos seque que
C
( Uien Wz)
¢ um conjunto finito e portanto

UsenW; € T

Exemplo 4.2.7 Seja E um conjunto infinito. A cole¢ao {Q}I{W C E;W* é enumerdvel} =
T € uma topologia em E (chamada de topologia coenumerdvel). A demonstragao deste

resultados seques os mesmos passos da demonstracao do exemplo anterior.

Exemplo 4.2.8 (Topologia das unides) Seja D uma classe de subconjuntos de um
conjunto E # () para qual se verifica o sequinte: (a) 0, E € D; (b) se By, By € D, entao
BiNnByeD.

Nessas condicoes a colecao de todas as reunioes possiveis de membros de D € uma
topologia sobre E.

De fato, se T € essa colecao temos:
e ),E €T pois O, E € D;

e Sejam G,H € T. Entio G = UB; e UB;, onde (B;) e (B}) sio familias da classe
D. Dar,

e, como cada B; N Bj € D, entdo GNH € T;

e Dados X,Y € T. Entio X = UB; eY = UB'j, onde (Bi) e (B}) sao familias da

classe D. Daf,
XUY = (UB;) U(UB'j) = U, ;(BiU By),

47



e, como cada B;U B} € D, entio XUY € T.

Exemplo 4.2.9 (Subespagos) Seja (E,T) um espago topoldgico. Dado W C E,W #
0, a cole¢ao Tyy = {GNW:;G € T} é uma topologia sobre W.
De fato,

L4 @, W e Tw.

o Sejam G1,Go, -, G, conjuntos abertos em W. Temos que G1NGyN---NG, C W.
Logo, GyNGyN---NG, C Ty

e Seja (G;)ien uma familia qualquer de conjuntos abertos em W. Entao, U;enG; C
W. Assim, Ujeng, € Tw.
A qual chamaremos de topologia induzida por T sobre W. Logo, o par (W, Ty) é um
subespago de (E,T).

Defini¢ao 4.2.10 (Ponto interior) Dado um espago topoldgico (E,T), o interior de
um subconjunto A C E, que se indica por intA, € a uniao de todos os abertos contidos
em A. Assim, podemos afirmar que, dado um ponto p do espaco, p € intA se, e somente
se, existe H € T de maneira que p € H C A. Mais ainda A = intA< AeT.

Defini¢ao 4.2.11 (Conjunto fechado) Seja (E,T) um espaco métrico. Dizemos
que F C E € um conjunto fechados se F¢ € aberto, isto €, F¢ € T. E claro por que o0s

fechados do espaco sao os complementares abertos.
Exemplo 4.2.12 Se em R a topologia considerada por {0, R} U{]a, +c[;a e R} =T,
entao a colegcao dos fechados desse espago é F = {0, R} U{] — 00,a];a € R}.

Defini¢ao 4.2.13 (Fecho) Dado um espaco topoldgico (E,T), o fecho de um subcon-
junto A C E que se indica por A, é a intersecdo de todos os fechados que contém A.

Logo, A € o "menor"conjunto fechado que contém A e ainda: A = A < A fechado.

Exemplo 4.2.14 Quando a topologia considerada sobre R € a usual, se A =]a,b].
Entio A = [a,b]. Agora, se a topologia tomada sobre R for {§,R} U {] — oo, z[;x €
R} = T. Entdo A = [a,+o00o| que é 0 "menorfechado que contém A.

Proposicao 4.2.15 Seja A um subconjunto de um espago topoldgico (E,T). Dado
p € E, entao p € A se, e somente se, GN A # () para todo aberto G que contém p.

Demonstragao: (=) Suponhamos por absurdo, que existe um aberto G tal que p € G
e GNA=0. Dai G¢ & fechado que contém A e niao contém p, o que é um absurdo.
(<) Se p ¢ A, entdo existe um fechado F' D A tal que p ¢ F. Dai, F° é um aberto que

contém p cuja intersecao com A é vazia o que contraria a hipotese.
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4.3 Topologia das Funcoes Continuas

Definicao 4.3.1 Sejam E; e E5 espagos topoldgicos arbitrdrios. Uma funcao de f :
E, — F5 se diz continua num ponto p € FE, se dado um aberto G qualquer de FEs,
f(P) € G existe um aberto H de modo que p € H e f(H) € G. Se f é continua em

todos os pontos de E1, entao [ se diz, simplesmente continua.

Exemplo 4.3.2 Se a topologia Ey € cadtica (1 = {0, Ex}, entao f : Ey — FEy €
continua, também nao importa qual a topologia considerada em Ey. De fato, se p € Ey,

o unico aberto em Ey quem contém f(p) é o proprio Ey e, tomando H = E), entdo
peH e f(H)C B,

4.4 Topologia dos Compactos

Em um espaco topoldgico nao se pode contar de um modo geral com as nocoes
métricas, as definices devem girar em torno de abertos. A definicao de compacidade

segundo Heine-Borel atende a esse requisito.

Definicao 4.4.1 Um subconjunto A de um espaco topoldgico E se diz compacto se,
para toda familia (G;) de abertos tal que UG; D A existe uma subfamilia finita (G;,,--- ,G;,)
de maneira que G;,U,--- | UG; D A. A familia (G;) é a subfamilia de (G, -+ ,G;,),
nessas condicoes, sao chamadas, respectivamente, recobrimento aberto e subrecobri-

mento aberto deA. O espaco se diz compacto se o conjunto E é compacto.

-

Exemplo 4.4.2 Seja T a topologia cofinita sobre um conjunto infinito E. Se (G; é
um recobrimento aberto de E, tomemos um membro de Go = E — {ay,--+ ,a,} dessa
familia. Como ay,--- ,a, € E, exstem Gy,---,G, nesse recobrimento, de modo que
a; € Gi(t=1,2,--- ,n). Logo, E C Gy UG U---UG, e portanto (E,T) é compacto.

Proposicao 4.4.3 Se E ¢ um espaco compacto e A C E € fechado, entao A é com-

pacto.

Demontracao: Seja (G;) um recobrimento aberto de A. Entao (G; U A°) é um
recobrimento aberto de E que é compacto. Assim, se (G; U A°)U--- U (G;, U A°) D
E=AC A° entao G;, U--- |G, D A.
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4.5 Topologia dos Conexos

Como a definicao de conexidade vista no Capitulo 3 se apdia em conjuntos abertos

unicamente pode ela se reproduzida para espacos topologicos sem mudancas.

Definicao 4.5.1 Uma cisao-nao trivial de espago topoldgico (E,T) € um par de abertos
G, H ambos nao vazios, tais que GNH =0 e gUH = E. Isto é, G ¢ H forman uma
particao nao-trivial de E. Quando existe uma cisao - nao trivial de um espaco E este

se diz desconexo. Um espaco que nao é desconexo recebe o nome de espago conexo.

Exemplo 4.5.2 O espaco R dotado da topologia cofinita é conexo por que conside-
rando os abertos G = R — {ay,--- ,a,} e H = R — {by,---,b,}, entdo GN H =
R_{ah"' 7a’p7b17"' 7bq} #Q)

Exemplo 4.5.3 Se E tem pelo menos dois elementos e consideremos a topologia dis-
creta sobre E entio o espago obtido é desconexo. De fato, para todo a € E, G = {a}

e H=E — {a} formam uma desconerdo de E.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

A Topologia é uma area da matemaética que abrange dois ramos principais, sao
eles a Topologia Geral e a Topologia Algébrica.

Nosso trabalho foi desenvolvido no ramo da Topologia Geral, analisamos a ge-
neralizacao dos conceitos de conjuntos abertos e fechados, fungoes continuas, dentre
outros contetdos, onde substituimos a nocao de métrica, na qual se apoia a teoria dos
espacos métricos, pelo conceito de topologia.

Desta forma, concluimos que os Espagos Métricos sao de suma importancia para
as pesquisas nos Espacos Topoldgicos nao s6 pela relacao com sua generalidade, mas
também pela ligacao com as suas caracteristicas.

Para futuras pesquisas pretende-se estudar os invariantes algébricos, cuja ideia é
associar objetos algébricos (ntimero, grupo, espaco vetorial, etc.) a qualquer espaco to-
polégico, de forma que dois espagos homeomérficos sejam associados a duas estruturas
isomorficas.

Por fim, esperamos que este trabalho possa auxiliar futuras pesquisas académicas
na area topologica, podendo assim ajudar quem desejar aprofundar seus conhecimentos

nesta area da matemaética.
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