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Resumo

Erros computacionais e apagamentos quânticos são tipos de alterações que podem ocor-

rer naturalmente devido a interação entre os sistemas quânticos e o ambiente. O objetivo desta

tese é propor um código capaz de realizar a proteção da informação contra a ocorrência desses

tipos de alterações. Para tanto, primeiramente resolveu-se o problema de encontrar uma cons-

trução explícita que realize, de maneira eficiente, o cálculo da síndrome de erro para os códigos

grafos quânticos (CGQ’s). Isso foi conseguido mediante adaptação da transformada de Fourier

quântica inversa. Com isso, apresentou-se uma descrição detalhada da operação de decodifi-

cação para os CGQ’s não-degenerados. Em seguida, realizou-se o aprimoramento do código

introduzido por Yang et al. [JETP Letters 79 (2004)] para caracterizar um esquema capaz de

proteger a informação contra a ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos utilizando-se

estados Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ), que são estados maximamente emaranhados. A

técnica desenvolvida neste esquema permite proteger k-qubit (do inglês, quantum bit) de infor-

mação, sendo k ≥ 3, contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋ apagamentos quânticos. O esquema

proposto faz uso de (t + 1) blocos redundantes e possui a restrição de que cada apagamento

deve ocorrer em blocos distintos. Visando cumprir o objetivo desta tese, propôs-se um esquema

de concatenação em que o código externo é um código corretor de erros computacionais e o

código interno é um código corretor de apagamentos quânticos que não realiza medição. Se

esta construção for respeitada, o código concatenado resultante protege a informação contra a

ocorrência de erros computacionais e de apagamentos quânticos. Por fim, os resultados obtidos

são ilustrados por meio de um exemplo em que um qubit de informação é protegido contra a

ocorrência de dois apagamentos e um erro computacional.

Palavras-chave: Códigos Corretores de Erros Quânticos, Códigos Grafos Quânticos, Deco-

dificação Quântica, Transformada de Fourier Quântica Inversa, Códigos Corretores de Apaga-

mentos Quânticos, Estados GHZ, Códigos Concatenados.



Abstract

Computational errors and quantum erasures are the types of changes that may occur

naturally due to the interaction between quantum systems and the environment. The aim of

this thesis is to propose a code capable of performing the information protection against the

occurrence of these types of changes. To do this, first we solve the problem of finding an explicit

construction that performs efficiently the calculation of the error syndrome for the quantum

graphs codes (QGC’s). This was achieved by means of an adjustment of the inverse quantum

Fourier transform. With this, we present a detailed description of the decoding operation for

non-degenerate QGC’s. After that, we introduce an improvement of the code given by Yang et

al. [JETP Letters 79 (2004)] to characterize a scheme able to protect the information against

the occurrence of multiple quantum erasures using Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) states.

The technique developed in this scheme allows to protect k-qubit (k ≥ 3) information against

the occurrence of t = ⌊k/2⌋ quantum erasures. The proposed scheme makes use of (t + 1)

redundant blocks and has the restriction that each erasure must occur in different blocks. Aiming

to fulfill the goals of this thesis, we propose a concatenation scheme in which the external code

is a quantum error-correcting code and the internal code is quantum erasure-correcting code that

does not perform measurements. If the requirements of this construction are met, the resulting

concatenated code protects the information against the occurrence of computational errors and

quantum erasures. Finally, we illustrate the results obtained in this work by means of an example

in which one qbit of information is protected against the occurrence of two erasures and one

computational error.

Keywords: Quantum Error-Correcting Codes, Quantum Graph Codes, Quantum Decoding,

Inverse Quantum Fourier Transform, Quantum Erasure-Correcting Codes, GHZ States, Conca-

tenated Codes.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Ao longo das últimas décadas, a Ciência da Informação Quântica tem emergido para

buscar respostas para a pergunta: pode-se ganhar alguma vantagem armazenando, transmitindo

e processando informação codificada em sistemas que exibem unicamente propriedades quân-

ticas? Hoje entende-se que a resposta é sim e muitos grupos de pesquisa ao redor do mundo

estão trabalhando em direção a uma meta altamente ambiciosa tecnologicamente - aquela de

construir um computador quântico, o qual poderá melhorar drasticamente o poder computacio-

nal para tarefas específicas. Além disso, muitas pesquisas também estão sendo desenvolvidas

em Comunicação Quântica, a qual possibilitará o compartilhamento de segredos com segurança

garantida pelas leis da física [3].

A informação em computadores tradicionais ou clássicos, é representada por uma sequên-

cia de 0’s e 1’s denominados bits. A informação quântica, por sua vez, usa bits quânticos ou

qubits. Um qubit (do inglês quantum bit) é um sistema quântico que tem duas configurações

distinguíveis correspondendo aos valores dos bits 0 e 1. Mas, sendo um sistema quântico, o

princípio da superposição se aplica: o estado do qubit pode ser qualquer combinação ou su-

perposição das duas configurações. Da mesma forma, uma sequência de qubits pode estar

em qualquer superposição de suas configurações de qubits. Isto permite que a interferência

quântica possa ser explorada, enriquecendo grandemente o tipo de informação que pode ser

representada [4].

Um dos mais importantes obstáculos em processamento da informação quântica é um

fenômeno conhecido como descoerência [5, 6]. A utilização de sistemas quânticos de modo

eficiente nas diversas aplicações da computação e do processamento da informação está con-

dicionada à mitigação dos efeitos da descoerência, que pode pode ser visto como uma con-

sequência do emaranhamento entre o sistema quântico e o ambiente. Uma das implicações da

descoerência é a ocorrência de perda de informação quântica [7, 8].

Para minimizar os efeitos da descoerência nas aplicações dos sistemas quânticos utilizam-

se códigos corretores de erros quânticos (CCEQ’s). Estes códigos têm sido integrados a vários
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esquemas de Computação e Comunicação Quânticas e, por esta razão, têm recebido muita aten-

ção no decorrer dos últimos anos.

Shor [9] propôs um algoritmo quântico para um problema extremamente importante

- o de encontrar os fatores primos de um inteiro - mostrando um ganho exponencial sobre

o melhor algoritmo clássico conhecido. Este resultado atraiu grande interesse não somente

devido a crença de que este problema não tem uma solução eficiente em computadores clássicos,

mas também porque forneceu fortes evidências de que os computadores quânticos são mais

poderosos que os computadores clássicos.

A construção de códigos quânticos é diferente da construção dos códigos clássicos, pois

leva em conta as restrições impostas pela Mecânica Quântica [8]. Essas restrições impedem que

os resultados obtidos para os códigos clássicos sejam diretamente estendidos para o domínio

quântico sem uma análise prévia, a fim de verificar se as restrições quânticas não estão sendo

violadas.

Nos sistemas clássicos, os códigos corretores de erros são projetados para proteger a

informação de determinados tipos de erros, os quais são representados por um modelo de canal.

Analogamente, nos sistemas quânticos, os erros também são modelados por um canal, que

pode representar tanto um canal de comunicação físico, a passagem do tempo para um conjunto

de qubits interagindo com o ambiente ou ainda o resultado de uma operação com uma porta

quântica ruidosa em um computador quântico [10].

Um tipo de efeito causado pela descoerência no estado quântico pode ser caracterizado

como sendo composto por alterações que são consistentes com as condições estabelecidas por

Knill-Laflamme [11]. Tais alterações são representadas pelas matrizes de Pauli σX , σY e σZ .

Estas atuam no que se denomina de espaço computacional [8] e por isso são chamadas de erros

computacionais [12]. Um dos modelos de canais que descreve este tipo de efeito é, por exemplo,

o de despolarização [8, 13].

Para a correção de erros quânticos, vários resultados merecem destaque, pois consti-

tuem a base do que hoje é conhecido como a teoria quântica para a correção de erros [14].

Um dos resultados teóricos importantes são as condições necessárias e suficientes para que um

CCEQ seja capaz de corrigir um determinado conjunto de erros. Tais condições foram provadas

independentemente por Bennett et al. [15] e por Knill-Laflamme [11].

O primeiro CCEQ, considerado como um análogo quântico do código de repetição clás-

sico, foi proposto por Shor em 1995 [5]. O primeiro código quântico MDS (do inglês Maximum-

Distance-Separable) que codifica um qubit de informação, o código de cinco qubits, foi desco-

berto por Laflamme et al. [16] e independentemente por Bennett et al. [15].

O desenvolvimento da teoria quântica para a correção de erros então tornou-se sistemá-

tico. Uma construção de Calderbank, Shor e Steane [17, 18] mostrou que era possível construir

códigos quânticos a partir de códigos clássicos lineares - os códigos CSS. Além disso, Got-

tesman [10, 19] desenvolveu o formalismo estabilizador, que foi utilizado por ele para definir
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uma ampla classe de códigos quânticos, os códigos estabilizadores. Nessa visão, CCEQ’s são

auto-espaços simultâneos de um grupo de operadores de comutação, o estabilizador.

Recentemente, vários tipos novos de códigos quânticos, tais como códigos Bose-Chaudhuri-

Hocquenghem (BCH) quânticos [20, 21], códigos Reed-Solomon quânticos [22], códigos con-

volucionais quânticos [23, 24], códigos Low-Density Parity-Check (LDPC) quânticos [25–27]

e códigos quânticos de subsistemas [28], têm sido estudados. Entretanto, essas construções

demandam um grande esforço para a verificação das condições de Knill-Laflamme [11].

Para minimizar esta dificuldade, Schlingemann e Werner [1] fizeram uso da teoria dos

grafos para apresentar uma nova maneira de construir códigos estabilizadores de tal forma que

as condições necessárias e suficientes para a correção de erros sejam diretamente “visíveis”

da estrutura de um grafo. Com isso, eles adaptaram as condições de Knill e Laflamme [11] e

estabeleceram as condições necessárias e suficientes para um grafo gerar um CCEQ. Os códigos

construídos dessa forma são denominados de códigos grafos quânticos (CGQ’s) [1,29]. Usando

esse método, novos códigos quânticos foram construídos [30–32].

Embora diversos autores proponham esquemas de codificação para códigos quânticos,

a caracterização de esquemas de decodificação não tem sido extensivamente explorada. Isso

possivelmente ocorre devido a dificuldade em se conseguir construir um procedimento para

calcular a síndrome de erro para os códigos quânticos.

Schlingemann [33] mostrou que a operação de decodificação para um CGQ pode ser

realizada em modelos de computador one-way e também provou que, para qualquer síndrome de

erro calculada para um CGQ, existe uma operação de correção local apropriada. Entretanto, até

o presente momento, não são encontrados na literatura trabalhos que apresentem como realizar

o cálculo da síndrome de erro para um CGQ.

Uma das contribuições desta tese é a construção explícita de um operador que possi-

bilita calcular a síndrome de erro para os CGQ’s. Com isso, apresenta-se aqui uma descrição

detalhada de como deve ser a operação de decodificação para os CGQ’s não-degenerados.1 Na

construção desse operador, considerou-se as condições que um grafo deve satisfazer para cor-

rigir um número de e erros [33], bem como a adaptação da transformada de Fourier quântica

inversa (TFQI) para os CGQ’s. A adoção da TFQI no cálculo da síndrome de erro favorece a

implementação eficiente da operação de decodificação proposta para os CGQ’s em computado-

res quânticos [8].

Além das alterações mencionadas (erros computacionais), existe uma outra fonte signi-

ficante de erro – a perda (ou apagamento) de qubits em Computação Quântica (CQ). O qubit

é o elemento básico de informação em CQ. A definição exata dos qubits pressupõe isolamento

perfeito. Nessas situações, o qubit poderia ser definido como sendo formado pelo espaço do

sistema quântico com exatamente dois estados ortonormais. Em situações menos idealizadas, o

qubit faria parte de um subespaço de um sistema com muitos níveis. A ausência de isolamento

do subespaço dos qubits é uma possível origem das fontes de erros ocasionadas pela transição

1Em um código não-degenerado os erros são vistos diferentemente quando agindo no subespaço de codificação.
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desses estados (do subespaço) para outros níveis a ele acessíveis, fazendo com que o qubit seja

perdido [34]. Este problema é comum em implementações com vários qubits candidatos, tais

como junções de Josephson [35], átomos neutros em reticulados ópticos [36] e, mais notoria-

mente, em fótons isolados que podem ser perdidos durante o processamento ou podem ter a

perda atribuída ao uso de fontes e/ou detectores ineficientes [37, 38].

Grassl et al. [39] ao considerarem a situação na qual a posição dos qubits errôneos (per-

didos) é conhecida, chamaram esse modelo de canal de apagamento quântico (quantum erasure

channel - QEC, em inglês). Assim, um código que trata esse tipo de alteração é denominado

de código corretor de apagamentos quânticos (CCAQ). Alguns cenários físicos nos quais a

posição de um qubit de erro é sinalizada, tal como emissão espontânea, foram apresentados

em [39].

Embora transições estimuladas sejam mais frequentes que transições espontâneas na

faixa de micro-ondas (frequência ∼ 2× 1010Hz), as transições espontâneas são mais frequentes

que transições estimuladas no domínio óptico (frequência ∼ 6 × 1014Hz) [40]. Deve-se frisar

que atualmente a óptica é o domínio amplamente adotado para a Comunicação Quântica, o

que faz com que a ocorrência de apagamentos seja relevante para este tipo de comunicação.

Além disso, é muito frequente a perda de fótons (apagamento) em uma linha de transmissão,

sendo esse considerado o principal obstáculo para a sobrevivência da coerência quântica em

comunicações [41]. Como consequência, a construção de um CCAQ é vista como uma nova

ferramenta para o estabelecimento da coerência da óptica quântica em longas distâncias.

Considerando as preocupações em relação ao cenário descrito para apagamento quân-

tico, Yang et al. [42] apresentaram um CCAQ que protege três qubits de informação contra a

ocorrência de um apagamento, usando estados GHZ [43]. Durante este trabalho de pesquisa foi

realizada uma extensão deste código a fim de proteger cinco qubits de informação (ver [44]),

e depois disso foi realizada uma generalização para proteger k ≥ 3 qubits de informação [45].

Embora a generalização proposta para este esquema seja para um número arbitrário de qubits,

verificou-se que só há proteção contra a ocorrência de um único apagamento.

Do ponto de vista de algumas aplicações, tais como as que lidam com vários qubits

[35, 36] ou para resolver os efeitos da atenuação em linha de transmissão em óptica quântica

[41], ou ainda para compartilhamento de segredo quântico [46], a ocorrência de apagamento

dificilmente está restrita a apenas um qubit.

Lassen et al. [41] apresentaram uma primeira realização experimental de um aparato

capaz de fazer a proteção contra a ocorrência de apagamentos quânticos. Entretanto, tal apa-

rato foi desenvolvido para sistemas quânticos com variáveis contínuas (do inglês continuous-

variable systems). Um modelo de sistema para o qual se aplica variáveis contínuas é o oscilador

harmônico quântico. Sistemas quânticos como este são de dimensão infinita e têm coordena-

das canônicas correspondentes à posição e momentum. Estes fatores observáveis não têm um

conjunto discreto de autovalores, mas um espectro contínuo deles. Daí, o termo “sistemas de

variáveis contínuas” ter sido cunhado para descrever este tipo de situação [47]. Uma limitação
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em se trabalhar com esses sistemas é que não se tem controle completo sobre falhas que venham

a ocorrer nas operações realizadas. Essa dificuldade decorre devido ao fato de que o espaço de

Hilbert subjacente a estes possui dimensão infinita.

Nesta tese caracteriza-se um esquema que tem um conjunto discreto de autovalores para

proteger a informação contra a ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos pelo aprimo-

ramento do código dado por Yang et al. [42]. A técnica desenvolvida neste esquema permite

proteger k-qubits (k ≥ 3) de informação contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋ apagamentos quân-

ticos. O esquema proposto faz uso de (t + 1) blocos redundantes e possui a restrição de que

cada apagamento deve ocorrer em blocos distintos. Com relação a restrição mencionada, uma

estratégia de implementação que pode ser utilizada é o envio dos blocos por meio de canais dife-

rentes, tendo em vista que trabalhos experimentais relatam o processo de detecção da ocorrência

de apagamentos quânticos através de canais distintos [41, 48].

Uma característica especial do esquema proposto é que nenhuma operação de medição

é requerida, pois a informação sobre a ocorrência de apagamento quântico é disponibilizada

naturalmente pelo sistema (por exemplo, via emissão espontânea). Por isso, a operação de

restauração usada no referido esquema consiste apenas de operadores unitários.

Erros computacionais e apagamentos quânticos são tipos de alterações que podem ocor-

rer naturalmente devido a interação entre os sistemas quânticos e o ambiente. Diante da impos-

sibilidade de ignorar a existência de tais alterações, existem relatos na literatura que destacam a

importância prática do desenvolvimento de códigos que sejam capazes de proteger a informação

contra esses dois tipos de alterações [13, 49].

Para reforçar o que foi mencionado anteriormente, tem-se que, enquanto a perda de

fótons (apagamento) irá certamente ser uma importante fonte de ruído em alguns modelos de

implementações práticas, outras fontes de ruído, tal como defasamento (erro computacional),

estarão também presentes. Além disso, resultados conhecidos na teoria de correção de er-

ros quânticos asseguram que possuindo a habilidade para proteger contra despolarização, será

também assegurada a habilidade para proteger contra outros tipos de ocorrências de ruído, in-

cluindo, defasamento, amortecimento de amplitude, etc. [49]. Devido a isso, o ruído de des-

polarização é usado como um representante geral para todos os tipos de ruídos locais que não

a perda de qubits. Dessa forma, é interessante se considerar um modelo de ruído que envolva

tanto a ocorrência de erros computacionais quanto a ocorrência de apagamentos quânticos.

Em geral, é possível manipular códigos existentes para construir um novo código ade-

quado para um modelo de erro mais geral. Um dos artifícios que pode ser usado para isso é

a concatenação, que possibilita a criação de um novo código por meio de códigos existentes.

Embora esta técnica já tenha sido aplicada a vários cenários no processamento da informação

quântica [13, 50–54], não foi encontrada nenhuma referência na literatura em que houvesse a

concatenação de um CCEQ com um CCAQ.

Objetivando fechar esta lacuna, como outra contribuição, esta tese mostra que se pode

concatenar um CCEQ com um CCAQ. Para isso, é exigido que o código externo da concate-
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nação seja um CCEQ, enquanto que o código interno seja um CCAQ em que não se realiza

medição. Se esta construção for respeitada, o código concatenado resultante protege a informa-

ção contra erros computacionais bem como apagamentos quânticos.

Este documento está organizado sob a forma de sete capítulos e três apêndices. O Capí-

tulo 2 introduz alguns conceitos e definições da Mecânica Quântica adequados ao entendimento

dos conteúdos tratados neste documento, bem como alguns princípios necessários para a cor-

reção de erros quânticos. O Capítulo 3 apresenta uma descrição geral dos CGQ’s, incluindo a

relação destes códigos com os códigos estabilizadores e as condições de correção de erro. O

Capítulo 4 apresenta o primeiro resultado: a construção de um operador para calcular a sín-

drome de erro para os CGQ’s. Neste Capítulo também são dadas descrições dos erros e de uma

proposta de operação de decodificação para os CGQ’s não-degenerados. O Capítulo 5 apresenta

o segundo resultado: a caracterização de um esquema para proteger a informação contra a ocor-

rência de múltiplos apagamentos quânticos. O Capítulo 6 apresenta o terceiro resultado: uma

proposta de concatenação capaz de proteger a informação contra a ocorrência de erros compu-

tacionais e apagamentos quânticos. O Capítulo 7 apresenta as conclusões deste trabalho. No

apêndice A é apresentada a lista de artigos produzidos. No apêndice B são abordados alguns

tópicos inerentes ao processamento da informação quântica. Por fim, no apêndice C é dado uma

breve introdução a Caracteres de Grupo.



CAPÍTULO 2

Preliminares

Neste capítulo introduz-se alguns conceitos e definições da Mecânica Quântica adequa-

dos ao entendimento dos conteúdos tratados neste documento bem como alguns princípios para

correção de erros quânticos. Alguns tópicos fundamentais para o processamento da informação

quântica também são apresentados no apêndice B. Especificamente, aborda-se neste capítulo

os seguintes tópicos: os postulados da mecânica quântica, uma visão geral sobre estados GHZ,

uma descrição do canal de apagamento quântico e fundamentos para a correção de erros quân-

ticos.

2.1 Postulados da Mecânica Quântica

A mecânica quântica é uma estrutura matemática para o desenvolvimento de teorias

físicas [8]. Matematicamente falando, a mecânica quântica é uma teoria, pois é regida por um

conjunto de postulados (axiomas). Esses postulados fornecem a conexão entre o mundo físico e

o formalismo matemático da mecânica quântica. Esses postulados são descritos e comentados

a seguir.

2.1.1 Primeiro Postulado – Espaço de Hilbert

Todos os eventos que ocorrem durante a evolução dos estados em um sistema quântico

são modelados matematicamente no espaço de Hilbert das funções de ondas (que é usado para

modelagens de sistemas infinitos). No entanto, para a compreensão da comunicação e compu-

tação quânticas, é necessário somente o conhecimento de sistemas quânticos finitos. Em outras

palavras, não é necessário modelar sistemas quânticos no espaço de Hilbert das funções de on-

das [55]. Considera-se somente os espaços vetoriais complexos de dimensão finita munidos de

produto interno.1 Espaços de Hilbert que sejam assim tem a vantagem de não precisar se preo-

cupar com funções de onda. Dessa forma, segue o primeiro postulado da mecânica quântica.

1Um espaço vetorial complexo é um espaço vetorial cujos vetores possuem coordenadas descritas por números
complexos.
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Postulado 2.1. [8] Associado a qualquer sistema físico isolado existe um espaço vetorial com-

plexo com produto interno (espaço de Hilbert) conhecido como espaço de estados do sistema.

O sistema é completamente descrito por seu vetor de estado, que é um vetor unitário no espaço

de estados do sistema.

O sistema quântico mais simples é o qubit (ou bit quântico), um sistema quântico com

um espaço de estados com duas dimensões. O estado |ψ〉 associado com um qubit pode ser

qualquer vetor unitário no espaço vetorial bidimensional gerado por |0〉 e |1〉 sobre os números

complexos [56]. Usando a notação de Dirac, um qubit pode ser representado como

|ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 , (2.1)

sendo que |0〉 e |1〉 formam uma base ortonormal para o espaço de estados do sistema conhecida

como a base computacional e a e b são números complexos arbitrários restringidos somente

pela necessidade que |ψ〉, como |0〉 e |1〉, seja um vetor unitário no espaço vetorial complexo,

isto é, que satisfaçam a relação de normalização |a|2 + |b|2 = 1. O estado |ψ〉 é dito ser uma

superposição dos estados |0〉 e |1〉 com amplitudes a e b. Assim, o qubit |ψ〉 pode colapsar para

o estado |0〉 com probabilidade |a|2, ou para o estado |1〉 com probabilidade |b|2.

Sistemas quânticos de dimensões maiores que dois são comumente chamados de qudits

(do inglês quantum digits).

Como um estado geral de um único qubit é qualquer superposição normalizada (2.1) de

dois estados possíveis, o estado geral |ψ〉 que a natureza permite que seja associada com dois

qubits é qualquer superposição normalizada de quatro estados ortogonais

|ψ〉 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 (2.2)

com amplitudes complexas restritas somente pela condição de normalização

|α00|2 + |α01|2 + |α10|2 + |α11|2 = 1. (2.3)

Isto generaliza de modo óbvio para n qubits, no qual o estado geral |ψ〉 pode ser qualquer

superposição de 2n estados diferentes, com amplitudes nas quais as somas das magnitudes ao

quadrado seja a unidade:

|ψ〉 =
∑

0≤x<2n

αx |x〉n , (2.4)

e

∑

0≤x<2n

|αx|2 = 1. (2.5)
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Na definição anterior de qubit, nada é dito sobre o meio físico em que as bases do qubit

são construídas. A base {|0〉 , |1〉} pode ser fisicamente codificada como spin-up e spin-down de

uma partícula, direção vertical e horizontal de polarização, etc . . . Felizmente, para que se possa

entender como ocorre o processamento da comunicação e computação quânticas, não se faz

necessária a abordagem dos aspectos físicos envolvidos na criação destes. Ou seja, a definição

de qubit dada em (2.1) é uma abstração da implementação física, mas nem por isso deixa de

ser menos significativa ou dificulta o entendimento dos conceitos envolvidos na comunicação e

computação quânticas.

Um qubit pode ser geometricamente visualizado em três dimensões, como na Figura

2.1. Essa representação geométrica é chamada de esfera de Bloch. Devido à restrição de nor-

malização (i.e, a norma do vetor no espaço de Hilbert deve ser igual a 1), pode-se expressar

genericamente o estado de um qubit como |ψ〉 = cos(θ/2) |0〉 + eiφsen(θ/2) |1〉, em que os

ângulos θ e φ definem um ponto na esfera. Todas as transformações que ocorrem num qubit

são, na verdade, rotações do vetor |ψ〉 na esfera de Bloch.

0

1

x







0

1

z

y

Figura 2.1 Esfera de Bloch: representação 3D do qubit.

Além da representação utilizando-se vetores de estado indicada no Postulado 2.1, existe

uma outra representação que as vezes é mais conveniente. Nessa representação, o sistema quân-

tico é descrito por um operador densidade denotado por ρ. O operador densidade permite des-

crever sistemas quânticos cujo estado não é completamente conhecido, devido principalmente

às incertezas na sua preparação. Para um sistema quântico que pode estar em um dentre muitos

estados |ψi〉 com probabilidade pi, o operador densidade é definido por:

ρ ≡
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| . (2.6)

Um sistema quântico cujo vetor de estado |ψ〉 é conhecido exatamente é dito estar em

um estado puro. Nesse caso, o operador densidade é dado por ρ = |ψ〉 〈ψ|. Quando o estado
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não é puro, ele se encontra em uma mistura de estados. O qubit representado em (2.1) é um

exemplo de estado puro com operador densidade dado por:

ρ = |a|2 |0〉 〈0|+ ab† |0〉 〈1|+ a†b |1〉 〈0|+ |b|2 |1〉 〈1| =
[

|a|2 ab†

a†b |b|2

]
. (2.7)

2.1.2 Segundo Postulado – Evolução Dinâmica

O princípio fundamental na mudança de estados em um sistema quântico são as trans-

formações unitárias. Uma transformação unitária é uma transformação linear que é inversível e

cuja inversa é igual a sua conjugada transposta. Ou seja, a matriz U é unitária se

UU † = U †U = I, (2.8)

onde U † é a conjugada transposta de U e I é a matriz identidade. As transformações unitárias

são inerentes a qualquer sistema quântico dinâmico, i.e., sistemas que sofrem mudanças em seus

estados. As transformações unitárias podem ser vistas como uma característica da mecânica

quântica, devido à sua grande importância em todas operações modificadoras de um sistema.

Assim sendo, o postulado a seguir dá uma prescrição de como o estado |ψ〉 de um sistema

quântico muda com o tempo.

Postulado 2.2. [8] A evolução de um sistema quântico fechado é descrita por uma transforma-

ção unitária. Ou seja, o estado |ψ〉 do sistema no tempo t1 está relacionado ao estado |ψ′〉 do

sistema no tempo t2 por um operador unitário U o qual depende somente dos tempos t1 e t2,

|ψ′〉 = U |ψ〉 . (2.9)

O Postulado 2.2 requer que o sistema descrito seja fechado. Ou seja, que ele de nenhuma

maneira interaja com outros sistemas.

Intuitivamente falando, a transformação unitária corresponde a uma rotação no espaço

vetorial que preserva o mesmo comprimento do vetor e a mesma quantidade de informação

do sistema. A preservação do comprimento do vetor garante que a probabilidade total de um

conjunto de estados sempre permaneça a mesma (igual a 1 se considerado o qubit normalizado)

e que a norma do vetor não extrapole os limites da esfera de Bloch. A preservação de infor-

mação reflete o princípio universal da conservação com relação a sistemas físicos quânticos,

que estabelece que todas as mudanças em nível microscópico preservam a informação. Em

outras palavras, o estado quântico (vetor de amplitudes) de um sistema isolado pode determinar

(probabilisticamente) a qualquer momento o estado quântico do sistema no passado e no futuro.

A relação temporal existente entre os estados |ψ〉 e |ψ′〉 no Postulado 2.2 é melhor ob-

servada através da equação de Schrödinger:
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d

dt
|ψ(t)〉 = −iĤ |ψ(t)〉 . (2.10)

Na equação (2.10), Ĥ é um operador auto-adjunto chamado de Hamiltoniano do sistema fe-

chado. A equação (2.9) representa o equivalente discreto da equação de Schrödinger, obtida

considerando-se quantidades infinitesimais dt, resultando em:

|ψ(t)〉 = e−itĤ |ψ(0)〉 = U(t) |ψ(0)〉 . (2.11)

2.1.3 Terceiro Postulado – Medida

Foi postulado que sistemas quânticos fechados se transformam de acordo com uma evo-

lução unitária. Entretanto, se um sistema físico externo observa o sistema quântico para tentar

saber o que está havendo dentro deste sistema, então haverá uma interação que fará com que o

sistema não seja totalmente fechado, e portanto não necessariamente sujeito à evolução unitária.

Para explicar o que ocorre quando isso é feito, introduz-se a seguir um postulado que fornece

um meio para descrever os efeitos das medidas em sistemas quânticos.

Postulado 2.3. [8] As medidas quânticas são descritas por uma coleção {Mm} de operadores

de medida. Esses operadores atuam no espaço de estados do sistema que está sendo medido.

O índice m se refere aos efeitos das medidas que podem ocorrer em um experimento. Se o

estado do sistema quântico for |ψ〉 imediatamente antes da medida, então a probabilidade de

um resultado m ocorrer é dada por

p(m) = 〈ψ|M †
mMm |ψ〉 , (2.12)

e o estado do sistema depois da medida será

Mm |ψ〉√
〈ψ|M †

mMm |ψ〉
. (2.13)

Os operadores de medida satisfazem a equação de completude,

∑

m

M †
mMm = I. (2.14)

Relacionado ao Postulado 2.3 está o conceito de observável. Um observável é definido

como uma propriedade de um sistema físico que, em princípio, pode ser medida, tal como a

posição ou a velocidade de uma partícula. Na mecânica quântica, um observável é represen-

tado por um operador autoadjunto, ou seja, um operador A tal que A = A†. Um operador

autoadjunto em um espaço de Hilbert H possui uma representação espectral, ou seja, os seus
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autoestados formam uma base ortonormal completa em H. Um operador autoadjunto A pode

ser então expresso como:

A =
∑

n

λnPn, (2.15)

em que λn é um autovalor de A e Pn é a projeção ortogonal correspondente no espaço dos

autovetores com autovalor λn. Se os autovalores λn são não degenerados (λn 6= λm, n 6= m)

então Pn = |n〉 · |n〉† = |n〉 〈n| é a projeção no autovetor indicado por |n〉. Os projetores Pn

verificam as relações:

PnPm = δn,mPn, (2.16)

P†
n = Pn. (2.17)

As medidas quânticas obtidas por meio de projetores Pn são conhecidas como medidas

projetivas, ortogonais ou de Von Neumann. Ao medir um sistema quântico, a saída numérica

do processo de medição de um observável A é um autovalor de A. O estado do sistema é

modificado de modo que, logo após a medição, o estado quântico passa a ser um autoestado do

observável A correspondente ao autovalor medido. De acordo com o Postulado 2.3, se o estado

quântico imediatamente antes da medida for |ψ〉, então a saída λn é obtida com probabilidade

P (λn) = 〈ψ|Pn |ψ〉 =‖ Pn |ψ〉 ‖2 . (2.18)

Se a saída λn é obtida, o estado normalizado pós-medição é

|ψ′〉 = Pn |ψ〉
‖ Pn |ψ〉 ‖

=
〈n|ψ〉 |n〉

‖ 〈n|ψ〉 |n〉 ‖ =
|n〉

‖ |n〉 ‖ . (2.19)

Uma medida projetiva realizada em um espaço de Hilbert de dimensão DS resulta no

máximo em DS resultados possíveis. Esse tipo de medida não é a medida quântica mais geral,

mas é a de mais fácil implementação prática e é suficiente no estudo dos códigos quânticos.

A medida quântica mais geral é a POVM (do inglês Positive Operator Valued Measure).

As medidas POVM são especialmente úteis nos casos em que o estado do sistema quântico, após

a realização da medida, é de pouco interesse sendo mais importante a obtenção de estatísticas

da medida. A forma tradicional de construção de um POVM com N ≥ DS elementos é por

meio do aumento da dimensão do espaço de Hilbert, mediante a inserção de qubits auxiliares,

para uma dimensão no mínimo igual a N para, em seguida, realizar uma medida projetiva no

sistema aumentado.



Preliminares 13

2.1.4 Quarto Postulado – Sistemas Compostos e Produto Tensorial

Suponha que se esteja interessado em sistemas quânticos compostos feitos com base

em dois ou mais sistemas físicos distintos. O postulado a seguir descreve como o espaço de

estados de um sistema composto é construído com base no espaço de estados dos sistemas que

o compõem.

Postulado 2.4. [8] O espaço de estados de um sistema físico composto é o produto tensorial

dos espaços de estados dos sistemas físicos que o compõem. Além disso, se houver sistemas

numerados de 1 até n, e o sistema número i for preparado no estado |ψi〉, então o estado do

sistema composto será |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉.

Apresenta-se uma heurística que algumas vezes é usada para explicar o que é declarado

no Postulado 2.4. O princípio da superposição da mecânica quântica, o qual declara que se

|x〉 e |y〉 são dois estados de um sistema quântico, então qualquer superposição a |x〉 + b |y〉
pode também ser um estado permitido de um sistema quântico, em que |a|2 + |b|2 = 1. Para

sistemas compostos, vê-se que se |A〉 é um estado do sistema A, e |B〉 é um estado do sistema

B, então pode haver algum estado correspondente, no qual se possa denotar |A〉 |B〉, do sistema

composto AB. Aplicando o princípio da superposição para o produto de estados desta forma,

chega-se ao postulado do produto tensorial dado acima. Isto não é uma derivação, já que o

princípio da superposição não é utilizado como parte fundamental dessa descrição da mecânica

quântica, mas ele dá o sentimento das várias maneiras de como essas ideias são algumas vezes

reformuladas [8].

Para explicitar melhor o que diz o Postulado 2.4, considereQ1 eQ2 como sendo sistemas

quânticos. Imagine que esses dois sistemas foram configurados separadamente nos estados |ψ1〉
e |ψ2〉, respectivamente, e depois foram unidos sem que houvesse interação entre eles. Devido

aos sistemas Q1 e Q2 terem sido separadamente configurados sem que houvesse interação, seus

estados |ψ1〉 e |ψ2〉 estão em espaços de Hilbert distintos H1 e H2, respectivamente. Portanto,

qualquer alteração em algum dos estados não irá afetar a configuração do outro estado.

O sistema quântico global Q, que consiste dos sistemas quânticos Q1 e Q2, como des-

critos acima, é então um sistema composto pela justaposição dos sistemas quânticos Q1 e Q2.

O estado |ψ〉 de Q pode ser representado como:

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ∈ H1 ⊗H2. (2.20)

Em geral, os estados quânticos são descritos através do produto tensorial, denotado pelo

símbolo ⊗, e estados não quânticos (i.e., da computação clássica) são descritos através do pro-

duto cartesiano. Compreender mais profundamente as diferenças entre os produtos cartesiano e

tensorial é fundamental para o entendimento dos conceitos envolvidos na computação quântica.
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Sejam V e W dois espaços vetoriais complexos de duas dimensões, com bases β1 =

{v1, . . . , vn} e β2 = {w1, . . . , wl}, respectivamente. Os elementos de V ⊗W são combinações

lineares finitas de elementos de V ⊗W , isto é,

n∑

i=1

vi ⊗ wi, (2.21)

em que vi ∈ V e wi ∈ W . O produto cartesiano desses dois espaços tem como base a união das

bases de V e W , {v1, . . . , vn, w1, . . . , wl}. Note que a ordem das bases foi escolhida arbitraria-

mente e que a dimensão do espaço cresce linearmente, pois dim(V ×W ) = dim(V )+dim(W ).

Por outro lado, o produto tensorial de V e W tem como base {v1 ⊗ w1, . . . , v1 ⊗ wl, . . . , vn ⊗
w1, . . . , vn ⊗ wl}. Novamente a escolha da ordem das bases pode ser feita arbitrariamente. No

entanto, a dimensão do novo espaço agora é dada por dim(V ⊗W ) = dim(V )×dim(W ) [55].

Caso se tenha três qubits, utilizando-se a base para o espaço de estados de um qubit {|0〉 , |1〉},

e se queira colocá-los juntos no mesmo espaço de Hilbert, então o novo espaço terá como base

{|0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 ; |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |1〉 ; |0〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉 ; |0〉 ⊗ |1〉 ⊗ |1〉 ; |1〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 ; |1〉 ⊗ |0〉 ⊗
|1〉 ; |1〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉 ; |1〉 ⊗ |1〉 ⊗ |1〉}, que pode ser escrito de uma forma mais compacta como

{|000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉}.

De uma forma mais genérica, escreve-se |x〉 como sendo |bnbn−1 · · · b0〉, em que bi são

os dígitos binários do número natural x.

Para exemplificar um sistema composto, seja H um espaço de Hilbert, e seja {|0〉 , |1〉}
uma base ortonormal selecionada arbitrariamente. Sejam Hn−1,Hn−2, · · · ,H0 espaços de Hil-

bert bidimensionais distintos, cada um com as seguintes bases ortonormais:

{|0n−1〉 , |1n−1〉}, {|0n−2〉 , |1n−2〉}, · · · , {|00〉 , |10〉}, (2.22)

respectivamente.

Considere n qubits Qn−1, Qn−2, ..., Q0 configurados separadamente nos estados

1√
2

(
|0n−1〉+ |1n−1〉

)
,
1√
2

(
|0n−2〉+ |1n−2〉

)
, · · · , 1√

2

(
|00〉+ |10〉

)
, (2.23)

respectivamente. Q denota o sistema quântico global que consiste dos qubitsQn−1, Qn−2, ..., Q0

configurados separadamente (sem interação entre eles). Então, o estado |ψ〉 de Q é o produto

tensorial:

|ψ〉 = 1√
2

(
|0n−1〉+ |1n−1〉

)
⊗ 1√

2

(
|0n−2〉+ |1n−2〉

)
⊗ · · · ⊗ 1√

2

(
|00〉+ |10〉

)
. (2.24)
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Utilizando as propriedades do produto tensorial, é equivalente a:

|ψ〉 =
( 1√

2

)n(
|0n−10n−2 · · · 0100〉+ |0n−10n−2 · · · 0110〉+ · · ·+ |1n−11n−2 · · · 1110〉

)
. (2.25)

que está no espaço de Hilbert H:

H = Hn−1 ⊗Hn−2 ⊗ · · · ⊗ H0. (2.26)

Então, o sistema global Q, que consiste da justaposição dos n qubits Qn−1, Qn−2, · · · , Q0, está

no estado

|ψ〉 =
( 1√

2

)n(
|00 · · · 00〉+ |00 · · · 01〉+ · · ·+ |11 · · · 11〉

)
. (2.27)

A interação de dois ou mais sistemas quânticos pode criar uma correlação não local entre

eles. Essas correlações não locais ocorrem somente quando o estado quântico do sistema não

pode ser representado como um produto tensorial dos estados quânticos dos subsistemas que o

formam. Essas correlações, que não existem nos sistemas clássicos, são chamadas de emara-

nhamento ou entrelaçamento. Um estado |ψ〉 definido em um espaço de Hilbert HE ⊗ HF é

considerado emaranhado se este não puder ser escrito como um produto de estados |φ〉 ∈ HE

e |χ〉 ∈ HF , ou seja, se |ψ〉 6= |φ〉 ⊗ |χ〉. Caso contrário, ele é considerado não emaranhado.

Assim como foi mencionado anteriormente, a interação de um sistema quântico com o ambi-

ente (sistema externo) pode resultar no emaranhamento indesejável entre eles. Por outro lado,

o emaranhamento é usado como recurso nos esquemas de codificação a fim de proporcionar

proteção contra erros.

2.2 Estados GHZ – Uma visão geral

No rápido desenvolvimento dos campos da comunicação quântica e do processamento

da informação quântica, o conceito de emaranhamento quântico é considerado como sendo

de grande importância prática [57]. Emaranhamento entre muitas partículas é o aspecto mais

importante para muitos protocolos de computação e comunicação quânticas [58, 59]. Muitas

aplicações importantes - tais como compartilhamento de segredo [60], teleportação de destina-

ção aberta [61], computação tolerante a falhas [62,63] e outros [8] - dependem grandemente da

habilidade em se poder gerar estados emaranhados multipartites. Este é especialmente o caso



Preliminares 16

dos estados Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ), também conhecidos como estados do “gato”

(veja, por exemplo, [64]), os quais - de acordo com muitas medidas de emaranhamento - são

maximamente emaranhados [8]. Eles foram introduzidos por Daniel M. Greenberger, Michael

A. Horne e Anton Zeilinger [43] como um novo modo de provar o teorema de Bell [65].

No espaço de Hilbert 2n-dimensional existem 2n estados GHZ independentes, tendo a

forma

|GHZ〉n =
1√
2

(∣∣∣b1b2 . . . bn
〉
±
∣∣∣b̂1b̂2 . . . b̂n

〉)
, (2.28)

em que |bm〉 e |b̂m〉 representam dois estados ortogonais do qubit m, sendo b̂m = 1 − bm e

bm ∈ {0, 1}.

Uma das mais notáveis propriedades dos estados GHZ está no fato de que, realizando

o traço somente em uma parte (operação traço parcial), destrói-se completamente o emaranha-

mento do estado e o transforma em um estado misturado, que é completamente separável:

Trk

(
|GHZ〉n 〈GHZ|n

)
= In\k (2.29)

em que In\k é uma matriz diagonalizável de dimensão 2n−k com traço unitário.

Para entender o que é a operação traço parcial, considere que se tenha um estado puro

sobre dois subsistemas A e B,

∣∣ψAB
〉
=
∑

i

αi
∣∣ψAi
〉 ∣∣ψBi

〉
, (2.30)

mas se gostaria de descrever o estado apenas do subsistema A. Matematicamente, este procedi-

mento é conhecido como obtendo o traço parcial sobre o subsistema B,

ρA = TrB
( ∣∣ψAB

〉 〈
ψAB

∣∣ ) =
∑

i

〈iB|ψAB〉〈ψAB|iB〉, (2.31)

em que
∣∣iB
〉

pode ser qualquer base completa sobre o subsistema B. A matriz densidade redu-

zida ρA é uma descrição útil capaz de determinar os resultados das ações aplicadas somente ao

subsistemaA. A operação traço parcial é considerada também o primeiro passo para quantificar

a quantidade de emaranhamento compartilhada entre dois subsistemas [66, p. 340].

Por exemplo, se um sistema está num estado GHZ puro de 3 qubits e qualquer um dos

três qubits é perdido ou medido na base computacional {|0〉 , |1〉}, então o subsistema consis-

tindo dos dois qubits restantes está definitivamente em um produto de estados. Um reflexo
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disso, é que quando se faz o traço sobre um dos três sistemas, por exemplo no terceiro sistema,

obtém-se

Tr3

[(
|000〉+ |111〉

)(
〈000|+ 〈111|

)]
= |00〉 〈00|+ |11〉 〈11| (2.32)

que é um estado misturado não emaranhado. Este estado obtido em (2.32) certamente tem

correlações de duas partículas (qubits), mas essas são de natureza clássica.

Por outro lado, se for medido um dos subsistemas, de tal modo que a medição distingue

entre os estado |0〉 e |1〉, será deixado para trás |00〉 ou |11〉 e o processo resultará num estado

não emaranhado [58].

Sabe-se que estados GHZ maximizam emaranhamentos monotônicos2 e, portanto, po-

dem ser chamados de maximamente emaranhados no sentido multipartite.

De acordo com a classificação de estado dada por meio de operações locais estocásticas

assistida por comunicação clássica (do inglês stochastic local operations assisted by classi-

cal communication - SLOCC), existem de fato somente duas classes de estados de três qubits

que são verdadeiramente emaranhamentos tripartite, que correspondem aos estados GHZ e aos

chamados estados W , respectivamente [67].

Além disso, definindo-se a decomposição de Schmidt generalizada como sendo [68, p.

890]

|ψ〉A1...An
:=

min{dim(A1),...,dim(An)}∑

i=1

ai
∣∣ui
〉
A1

⊗ . . .⊗
∣∣ui
〉
An

(2.33)

para um estado puro |ψ〉A1...An
de n-partículas representado no espaço de Hilbert H = H1 ⊗

. . . ⊗ Hn, em que {Aj} são subsistemas arbitrários, dim(Aj) é a dimensão do subsistema

Aj (j = 1, . . . , n), ai são os coeficientes de Schmidt e |ui〉A1
, . . . , |ui〉An

são as bases em

H1, . . . ,Hn, respectivamente. Entretanto, isto não pode ser realizado tão facilmente no caso

multipartite, pois muito raramente estados puros multipartites admitem a decomposição de Sch-

midt generalizada. Pode-se verificar que os estados GHZ admitem a decomposição de Schmidt

generalizada [67–69].

Em geral, um estado admite a decomposição de Schmidt se, realizando o traço em qual-

quer subsistema, o resto do sistema está em um estado completamente separado. Isto é real-

mente verdade para os estado GHZ, enquanto que não é assegurado para os estados W que, de

fato, não admitem a decomposição de Schmidt [68, 69].

2Uma quantidade M(|ψ〉 〈ψ|) é um emaranhamento monotônico se, e somente se, o seu valor esperado não
aumentar sob a ação de cada operação local ( [67] - Teorema 2, p. 3).
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2.3 Canal de Apagamento Quântico

O modelo de canal de apagamento quântico (do inglês quantum erasure channel - QEC),3

foi primeiro considerado por Grassl e outros em [39]. Neste modelo é considerada uma situação

na qual a posição dos qubits errôneos é conhecida.

Admite-se que toda informação é fisicamente representável e, portanto, todos os qubits

representando-a são codificados em estados de sistemas físicos [70]. Os qubits irão ter dois

estados distinguíveis que serão denominados “zero” e “um”. Eles estarão em contato com um

ambiente que pode ser modelado como um reservatório de calor a uma temperatura fixa T .

Haverá também um parâmetro externo que permite fazer uma operação sobre o qubit. Este

parâmetro externo será o meio com o qual se irá apagar o qubit. Em todos os casos admitir-

se-á ter um grande número de qubits, mas estes serão apagados individualmente, um por um.

Ver-se-á o grande número de qubits como um conjunto (an ensemble, em inglês). Para ter uma

visão mais clara de todo o processo se poderia pensar, por exemplo, no qubit como sendo uma

partícula de spin-1/2 e do parâmetro externo como sendo um campo magnético que se pode

alterar. Isto mostra que tudo que se precisa é de um reservatório de calor e um parâmetro externo

para apagamento. Não é necessário reservatórios de calor adicionais ou parâmetros externos

adicionais. Apagamento é uma operação de reset. Ela pode ser definida como “restaurar para

um” ou como “restaurar para zero”. De qualquer forma, segue-se de dois estados possíveis do

qubit para um estado possível.

Em seu artigo seminal de 1961 [71], Landauer argumenta que como o apagamento é

uma função lógica que não tem um inverso de valor único, ele deve ser associado com a irrever-

sibilidade física e, portanto, requer a dissipação de calor. Ele argumenta que um qubit tem um

grau de liberdade e a dissipação de calor deve ser da ordem de kBT , em que kB é a constante

de Boltzmann e T é a temperatura na qual o apagamento ocorre. Mais precisamente, desde que

antes do apagamento um qubit pode estar em qualquer um dos dois possíveis estados e depois

do apagamento ele pode estar somente em um estado, isso implica em uma mudança na entropia

da informação de −k ln(2). Uma vez que a entropia não pode diminuir (decrescer) este (apaga-

mento) deve aparecer, argumenta Landauer, em algum outro lugar como calor. Implícito neste

argumento é a suposição essencial que a entropia da informação se traduz em entropia física.

Em geral, a corrupção do dado não é, a priori, óbvia para o observador, que deve co-

dificar o dado de modo especial para detectar tal corrupção. Sobre alguns modelos físicos

entretanto, é imediatamente conhecido quando algum operador de erro tiver sido aplicado. Con-

siderando a situação em que erros são acompanhados pela emissão de quanta4 eles podem, em

princípio, serem detectados [39]. Por exemplo, se os qubits são representados por átomos, uma

importante fonte de erros é a emissão espontânea. Um elétron pode passar espontaneamente de

uma órbita para outra de energia menor e, com isso, o átomo correspondente emite um fóton

3Outros canais quânticos são apresentados no Apêndice B.2.
4plural de quantum.
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numa direção qualquer. O fóton emitido tem energia igual à energia do estado inicial menos a

energia do estado final. Esse processo é chamado de emissão espontânea ou decaimento espon-

tâneo. Fótons espontâneos podem ser observados pelas técnicas de fotodetecção. Para ilustrar,

considere as seguintes situações:

• seja um sistema físico consistindo de um átomo no qual a informação é apropriadamente

codificada em dois níveis de energia. Esses níveis constituem o espaço computacional

Hcomp. Uma transição que leva um estado do sistema para fora do espaço computacional

é chamada um transição não ressonante, sendo denotada por H⊥
comp. A manipulação do

sistema é realizada por meio de técnicas que permitem identificar a população desses

níveis de trabalho, usando um laser sintonizado na diferença de energia entre esses dois

estados (transição ressonante). Se uma transição é sinalizada pela emissão de um fóton,

por exemplo, e a medida da população do nível previsto não indica variação, pode-se

concluir que aquela foi uma transição não ressonante. O estado foi, portanto, levado para

fora do espaço computacional. Este fato caracteriza o canal de apagamento quântico [42];

• similarmente, se bits quânticos são armazenados em forma de cavidades quantizadas, um

fóton de cavidade detectado indica um erro [72]. Tome um átomo excitado passando com-

pletamente por dupla fenda, como representado pela Figura 2.2 [6]. Se nada está entre as

fendas e a tela coletora no final, bordas podem ser observadas no padrão de interferência.

Mas, se for colocada uma sonda, consistindo de duas cavidades ressonantes (identificadas

por 1 e 2 na Figura 2.2) que são compostas por detector e espelhos removíveis, então as

bordas de interferência desaparecem, desde que o átomo, enquanto relaxando para seu es-

tado fundamental, libere um fóton em uma das duas cavidades, dependendo da fenda em

que ele passou completamente. Este fato é usualmente interpretado como a sonda man-

tendo uma trilha de qual é a forma da informação sobre a trajetória do átomo, de tal modo

que uma informação pode ser, em princípio, extraída pelo experimentador. Experimental-

mente, isto pode ser realizado depois da passagem do átomo pelas cavidades, removendo

simultaneamente ambos os espelhos na Figura 2.2, de tal modo que o detector entre as

duas cavidades seja acoplado com o estado simétrico da radiação dentro delas. Então,

separando os dois sub-efeitos dos eventos correspondendo aos resultados das medidas, é

possível recuperar as bordas de interferência originais.

É usualmente admitido que o espaço do sistema Hsys seja um produto tensorial de espa-

ços bidimensionais H2 (qubits), i. e.,

Hsys = H2 ⊗ . . .⊗H2. (2.34)

Entretanto, isto é uma aproximação [39]. Por exemplo, átomos usualmente tem muitos

níveis que podem ser corrompidos; isso é atribuído a uma evolução dinâmica não desejada do
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Figura 2.2 A figura ilustra um esquema para detecção de apagamento quântico.

sistema. Portanto, o espaço de Hilbert do sistema Hsys, é um produto tensorial de espaços

multidimensionais em que subespaços bidimensionais são usados para computação:

Hsys = Hk ⊗ . . .⊗Hk, (2.35)

Hcomp = H2 ⊗ . . .⊗H2, (2.36)

em que Hcomp é o subespaço dos estados computacionais permitidos. Cada espaço bidimensio-

nal H2 é um subespaço de Hk, mas não necessariamente um fator tensorial de Hk (assume-se,

por simplificação, que as dimensões de todos os fatores tensoriais sejam iguais). Com isso, o

espaço do sistema Hsys pode somente ser decomposto como uma soma direta de subespaços

Hsys = Hcomp ⊕H⊥
comp (2.37)

e, geralmente, não como um produto tensorial. Durante as computações livres de apagamento

o sistema permanece em Hcomp. Qualquer população encontrada em H⊥
comp é uma sinalização

de apagamento.

O QEC, com probabilidade ǫ, substitui o estado do qubit que entra por um “estado

apagado” |2〉 ortogonal a |0〉 e |1〉, assim, tanto apaga o qubit quanto informa ao receptor que o

mesmo foi apagado.

2.4 Fundamentos para a Correção de Erros Quânticos

O processamento de informação quântica é frequentemente descrito como uma série de

operações unitárias e de medidas em algum sistema físico. Imperfeições nestas operações e inte-

rações com o meio ambiente circundante são inevitáveis tanto no processamento de informação
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clássica quanto quântica. O acúmulo de erros será prejudicial em qualquer processamento de

informação de larga escala.

Portanto, para que a computação quântica funcione na prática, tem-se um grande obs-

táculo a superar: proteger a informação quântica de erros. Sem esta proteção um computador

quântico, por exemplo, certamente irá falhar. Qualquer estratégia efetiva para impedir que erros

ocorram em um computador quântico deve proteger contra pequenos erros em portas unitárias

em um circuito quântico, bem como contra erros de descoerência.

Contra os erros de descoerência foi desenvolvida a teoria dos códigos corretores de erros

quânticos. Quanto aos erros operacionais, intrínsecos às portas lógicas, foi desenvolvida a teoria

quântica de tolerância a falhas (ver por exemplo [8]).

Assim, uma estratégia útil para defender a coerência do processamento quântico contra

ruídos do ambiente é o uso de CCEQ’s, em que, fazendo analogia com a teoria da informação

clássica, a informação quântica é estabilizada utilizando-se codificação redundante e medidas.

Mas, existem algumas diferenças importantes entre a informação clássica e a informa-

ção quântica que exigem a introdução de novas ideias para que a construção de CCEQ’s seja

possível. Relembra-se as quatro grandes dificuldades que devem ser superadas [8, 73]:

1. Os erros de fase não têm análogo clássico.

2. Os erros são contínuos: um continuum de diferentes erros pode ocorrer em um qubit.

Determinar qual erro ocorreu para que se possa fazer a correção parece requerer precisão

infinita.

3. Não é possível clonar a informação quântica: poder-se-ia tentar implementar o código de

repetição no contexto quântico por meio de duplicação do estado quântico três vezes ou

mais. Mas, isto é proibido pelo teorema da não clonagem. Mesmo se a clonagem fosse

possível, não seria possível medir e comparar os três estados quânticos na saída do canal.

4. A medida destrói a informação quântica: na correção de erros clássicos se observa a

saída do canal para decidir qual procedimento de decodificação se deve adotar. Sabe-

se da mecânica quântica que as observações em geral destroem o estado quântico sob

observação e tornam impossível a recuperação do estado original.

A informação quântica é convenientemente representada por vetores do espaço de Hil-

bert Cm (em que C é o corpo dos números complexos e m é um inteiro positivo representando a

dimensão do espaço) [74]. De acordo com a mecânica quântica, dois vetores do espaço C
m são

completamente distinguíveis por uma medida se e somente se eles forem ortogonais. Em C
2

existe uma base ortogonal, identificada aqui por v0 e v1, a qual se pode associar |0〉 lógico a v0
e |1〉 lógico a v1. Esta base é chamada de base computacional. O espaço C

2 permite codificar

um bit de informação e é chamado qubit (bit quântico). Desta forma, o estado de um qubit

arbitrário normalizado pode ser escrito como
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|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉, (2.38)

em que |a|2+|b|2 = 1, com a, b ∈ C . A base conjugada é definida como |±〉 = 1/
√
2(|0〉±|1〉).

Caso se deseje preparar n qubits de informação, necessita-se do espaço (C2)⊗n =

C
2 ⊗ C

2 ⊗ . . . ⊗ C
2, em que ⊗ é o produto tensorial. Em (C2)⊗n pode-se escolher 2n vetores

ortogonais do espaço que permitam preparar n qubits de informação. Pode-se escolher como

uma base ortonormal para este espaço os estados nos quais cada qubit tem um valor definido,

|0〉 ou |1〉. Desta forma, um vetor geral normalizado pode ser escrito nesta base como

|ψ〉 =
2n−1∑

x=0

ax|x〉, (2.39)

em que é associado a cada símbolo x o número natural que ela representa na notação binária,

um valor entre 0 e 2n − 1. Os coeficientes ax são números complexos satisfazendo a relação
∑

x |ax|2 = 1.

Um CCEQ pode ser visto como um mapeamento de k qubits em n qubits, em que n > k.

Os k qubits são os qubits lógicos que se deseja proteger de erros. Os n qubits são os qubits

físicos resultantes da codificação. Os n − k qubits adicionais permitem armazenar os k qubits

lógicos de uma forma redundante tal que os n qubits físicos não sejam facilmente alterados [73].

Assim, um código para codificar k qubits em n qubits irá ter 2k palavras-código corres-

pondendo à base composta dos estados originais. Qualquer combinação linear dessas palavras-

código é também uma palavra código. O espaço das palavras-código válidas (o espaço de codi-

ficação) é portanto um espaço de Hilbert, um subespaço do espaço de Hilbert 2n-dimensional.

A notação [[n, k]] refere-se a um conjunto de 2k palavras-código, cada uma de com-

primento n e tendo a propriedade de ser um código linear. Isso significa que, se a operação

ou-exclusivo é realizada bit a bit entre quaisquer duas palavras código, então a palavra resul-

tante é também um membro do código.

No processo de transmissão sobre um canal, a informação pode ser alterada por um

erro. Uma importante mudança é que o erro quântico pode ser contínuo. Por exemplo, uma

provável fonte de erro é a rotação: um estado a |0〉+ b |1〉 pode tornar-se a |0〉+ beiφ |1〉, mas ao

invés disso torna-se a |0〉 + bei(φ+δ) |1〉. Este último estado é muito próximo do estado correto,

mas ainda não é o estado desejado. Caso não se faça alguma coisa a respeito, pequenos erros

serão formados ao longo do percurso da computação e, eventualmente, tornar-se-ão um grande

erro [75].

Além do mais, estados quânticos são intrinsecamente delicados: uma interação indese-

jada (observação) pode fazer com que ele colapse, ou seja, a |0〉 + b |1〉 pode tornar-se |0〉 com

probabilidade |a|2 ou |1〉 com probabilidade |b|2. O ambiente está constantemente tentando
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“observar” o estado, um processo conhecido como descoerência. Um dos objetivos da correção

de erros quânticos será o de impedir o ambiente de realizar a observação dos dados.

Para a correção de erros quânticos, precisa-se sustentar a fase correta bem como corrigir

troca de bits. Mas, também existe outro problema. Considere o código clássico mais simples, o

código de repetição:

0 → 000 (2.40)

1 → 111 (2.41)

Ele corrigirá um estado tal como 010 pelo valor da maioria (tornando-se 000 neste caso).

Poder-se-ia pensar na construção de um código de repetição quântico:

|ψ〉 = |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ⊗ |ψ〉 . (2.42)

Entretanto, tal código não existe devido ao Teorema da Não-Clonagem [76]:

Teorema 2.1 (Não-Clonagem - [75]). Não existe uma operação quântica que mapeie um estado

|ψ〉 e leve para |ψ〉 ⊗ |ψ〉, para qualquer estado arbitrário |ψ〉.

Demonstração: Este fato é uma simples consequência da linearidade da mecânica quântica.

Será assumido que o Teorema seja falso e mostrado que isso leva a uma contradição. Suponha

que haja tal operação e que |ψ〉 e |φ〉 sejam estados distintos. Então, por definição da operação,

segue-se que

|ψ〉 → |ψ〉 ⊗ |ψ〉 (2.43)

|φ〉 → |φ〉 ⊗ |φ〉 (2.44)

|ψ〉+ |φ〉 → (|ψ〉+ |φ〉)⊗ (|ψ〉+ |φ〉). (2.45)

(Aqui, e frequentemente a seguir, fatores de normalização serão omitidos.)

Mas, por linearidade,

|ψ〉+ |φ〉 → |ψ〉 ⊗ |ψ〉+ |φ〉 ⊗ |φ〉 . (2.46)

Isto difere de (2.45) quando realizando o cruzamento dos termos, ou seja,

|ψ〉 ⊗ |φ〉+ |φ〉 ⊗ |ψ〉 (2.47)
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o que contradiz a suposição inicial. Portanto, conclui-se que tal operação não existe.

�

O Teorema 2.1 não impede a construção de uma operação que possa copiar um conjunto

particular de estados quânticos ortonormais. O que o Teorema 2.1 regula, entretanto, é a expec-

tativa de sempre construir uma operação que possa tomar um estado quântico arbitrário como

entrada e produzir uma cópia exata dele.

Pode-se considerar um erro quântico como um operador linear arbitrário E que transfere

um estado quântico para um estado corrompido. Os E são chamados de operadores de intera-

ção. Um superoperador é definido por qualquer família de operadores E que satisfaça

∑

j

E†
j Ej = I, (2.48)

em que I é a matriz identidade.

Se não existe conhecimento a priori dos operadores de interação que corrompem um es-

tado codificado, não é possível recuperar |ψ〉 consistentemente. Entretanto, em muitos sistemas

físicos os E são de uma forma restrita. Por exemplo, uma aproximação razoável para sistemas

de qubits é que a interação com o ambiente é independente para cada qubit. Neste caso, os

operadores de interação são produtos tensoriais de operadores de interação de um qubit. Para

taxas de erros pequenas, pode ser que um dos operadores de interação de um qubit, chamado

E0, seja próximo da identidade. Pode-se então definir o número de erros de uma interação pela

contagem do número de operadores no produto tensorial que sejam diferentes de E0.
Em geral não se conhece exatamente qual ruído está afligindo um sistema quântico.

Poderia ser útil se um código quântico específico CQ e uma operação de correção de erro R
pudessem ser usados para proteger contra uma classe completa de processos ruidosos. Este tipo

de proteção é garantida pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2. (Discretização dos erros - [8, p. 438]) Suponha que CQ seja um código quântico

e R seja uma operação de correção de erro para realizar a recuperação de um processo ruidoso

Ω com elementos de operação {Ei}. Suponha que F seja uma operação quântica com elementos

de operação {Fj} o qual é uma combinação linear de Ei, isto é, Fj =
∑

imjiEi para alguma

matriz mji de números complexos. Então a operação de correção de erro R também corrige

efeitos de processos ruidosos F no código CQ.

Este resultado habilita a introdução de uma linguagem mais poderosa para descrever

CCEQ’s. Ao invés de falar a respeito de uma classe de processos de erros Ω corrigível por

um código CQ e uma operação de correção de erro R, pode-se falar a respeito de um conjunto

de operadores de erros (ou simplesmente erros) {Ei} os quais são corrigíveis. Resumindo,

é possível discretizar erros quânticos de tal maneira que para combater o contínuo de erros

possíveis em um único qubit é meramente suficiente tratar um conjunto finito de erros.
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Existem muitos modelos de canais, como apresentado no Apêndice B.2. Aqui será con-

siderado o canal completamente despolarizado. Nesse modelo, um estado pode ser representado

por um vetor |v〉 ∈ C
2 e este pode ser alterado por um dos seguintes operadores de erros:

X = σX =

[
0 1

1 0

]
, Z = σZ =

[
1 0

0 −1

]
e Y = iXZ = σY =

[
0 −i
i 0

]
. (2.49)

O operador de erro E tem a seguinte forma:

E = σ1 ⊗ σ2 ⊗ . . .⊗ σn (2.50)

em que σi ∈ {I2, X, Z, Y }, i = 1, . . . , n.

A seguir será apresentada uma definição de peso para códigos quânticos.

Definição 2.1. [74] O número de matrizes diferentes da matriz identidade no produto tensorial

(2.50) é chamado o peso de E e é denotado por wq(E).

Como exemplo da definição acima considere E = X ⊗ I ⊗ I ⊗ Z ⊗X ⊗ I ⊗ I . Neste

caso o peso é igual a 3, isto é, wq(E) = 3.

Se um vetor |v〉 é afetado por um erro E , então o resultado é |w〉 = E|v〉.
Por exemplo, considere

E = X =

[
0 1

1 0

]
; e |v〉 = |0〉 =

[
1

0

]

então,

|w〉 = E|v〉 =
[

0 1

1 0

][
1

0

]
=

[
0

1

]
= |1〉.

Definição 2.2. [74] Um código quântico CQ de comprimento n e dimensão k, denotado por

[[n, k]], é um subespaço k-dimensional do espaço (C2)⊗n.

Diz-se que um erro E é detectável se quaisquer dois vetores ortogonais do código per-

manecerem ortogonais (isto é, distinguíveis) depois de um deles ter sido alterado por E . Em

outras palavras, tem-se a seguinte definição.

Definição 2.3. [74] E é detectável se, e somente se,

〈v|E|w〉 = 0 (2.51)

para todos os vetores ortogonais |v〉 e |w〉 do código CQ.

Definição 2.4. [74] A distância mínima de um código quântico CQ é o maior inteiro d tal que

qualquer erro E , wq(E) ≤ d− 1, seja detectável.
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Knill e Laflamme [11] e Bennett et al. [15] estabeleceram as condições necessárias e

suficientes para que um CCEQ seja capaz de corrigir um determinado conjunto de erros. Dado

um conjunto de erros Ω = {Ei}, as seguintes condições devem ser satisfeitas:

〈vk|E†
i Ej|vl〉 = 0, para (vk 6= vl) e 〈vk|vl〉 = 0 (2.52)

〈vk|E†
i Ej|vk〉 = 〈vl|E†

i Ej|vl〉. (2.53)

A primeira dessas condições estabelece que dois erros distintos Ei e Ej , atuando sobre duas

palavras-código distintas e ortogonais |vk〉 e |vl〉, respectivamente, devem ser sempre distin-

guíveis, ou seja, Ei|vk〉 e Ej|vl〉 são ortogonais. A segunda condição leva em conta o fato de

que ao se fazer uma medição para obter informação sobre o erro, não se deve obter informação

sobre as palavras do código, pois isso causaria perturbação no estado quântico codificado. Caso

não houvesse a igualdade na equação (2.53), para um mesmo tipo de erro, poder-se-ia obter

informação sobre as palavras-código fazendo-se uma medida projetiva na base do código.

Uma condição também relatada em [11], é que a equação (2.53) é zero se Ei e Ej forem

diferentes. Isso implica que cada erro mapeia o estado inicial para subespaços ortogonais.

Obviamente isto permite a recuperação do estado original pela projeção naqueles subespaços.

A equação (2.53) permite que dois erros diferentes sejam mapeados no mesmo subespaço. Esta

possibilidade é permitida pelo princípio da superposição da mecânica quântica, mas não pode

ocorrer na correção clássica de erro.

Estes argumentos mostram que se existe alguma base para o espaço de erros de tal forma

que as equações (2.52) e (2.53) são asseguradas, então os estados vk e vl geram um CCEQ. Tra-

tando aquelas duas equações juntas e generalizando para múltiplos qubits codificados, obtém-se

o seguinte teorema, sendo |ψ〉 um estado arbitrário:

Teorema 2.3. [11, 15, 75] Suponha que Ω seja um subgrupo do grupo de erros Gn agindo no

espaço de Hilbert H. Então, um subespaço C de H forma um CCEQ corrigindo os erros em Ω

se, e somente se,

〈ψ| E†E |ψ〉 = C(E) (2.54)

para todo E ∈ Ω. A função C(E) não depende do estado |ψ〉.

Demonstração: Suponha {Ea} seja uma base para Ω e {|ψj〉} uma base para C. Escolhendo E
e |ψ〉 igual aos elementos da base e a soma e diferença de dois elementos da base (com ou sem

um fator de fase i), pode-se ver que (2.54) é equivalente a

〈ψk| E†
aEb |ψl〉 = Cab(δkl), (2.55)

em que Cab é uma matriz hermitiana independente de k e l. Para ilustrar isso, considera-se
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{Ea = X, Eb = Z} como uma base para Ω e {|0〉 , |1〉} uma base para C. Seja |ψ0〉 = α0 |0〉 e

|ψ1〉 = α1 |1〉 (estados normalizados), como também Cab = 〈0|X†Z |0〉 ou Cab = 〈1|X†Z |1〉.
Avaliando-se inicialmente o produto interno em relação ao estado |ψ0〉 tem-se:

〈ψ0|X†Z |ψ0〉 = α∗
0 〈0|X†Zα0 |0〉

= α∗
0α0 〈0|X†Z |0〉

= |α0|2Cab
= Cab. (2.56)

Realizando-se agora a avaliação do produto interno em relação ao estado |ψ1〉 tem-se:

〈ψ1|X†Z |ψ1〉 = α∗
1 〈1|X†Zα1 |1〉

= α∗
1α1 〈1|X†Z |1〉

= |α1|2Cab
= Cab. (2.57)

Observando (2.56) e (2.57) nota-se claramente que Cab não depende de |ψ0〉 e de |ψ1〉.5
Suponha que a equação (2.55) seja assegurada. Pode-se diagonalizar Cab. Isto envolve

escolher uma nova base {Fa} para Ω, e o resultado são as equações (2.52) e (2.53). Os argu-

mentos anteriores ao teorema mostram que se pode medir o erro, determiná-lo unicamente (em

uma nova base) e invertê-lo (no espaço de codificação). Portanto, tem-se um CCEQ.

Agora suponha que se tenha um CCEQ, e tome |ψ〉 e |φ〉 como sendo duas palavras-

código distintas. Então, deve-se ter

〈ψ| E†E |ψ〉 = 〈φ| E†E |φ〉 (2.58)

para todo E . Isto é, (2.54) deve ser assegurada. Caso contrário, E muda o tamanho de |ψ〉 em

relação ao tamanho de |φ〉. Para deixar isso mais claro, considere E |ψ〉 = |µψ〉 e E |φ〉 = |µφ〉.
Sendo assim, Cψ(E) = 〈ψ| E†E |ψ〉 = 〈µψ|µψ〉 e Cφ(E) = 〈φ| E†E |φ〉 = 〈µφ|µφ〉. Dessa

maneira, caso Cψ(E) seja diferente de Cφ(E) implica que eles têm tamanhos diferentes. Sejam

|ψ〉+ |φ〉 e |ψ〉+ c |φ〉 palavras-código, e

E(|ψ〉+ |φ〉) = N(|ψ〉+ c |φ〉), (2.59)

5Chegar-se-ia a mesma conclusão caso fossem considerados |ψ0〉 e |ψ1〉 como sendo uma combinação linear
da base de C.
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em que N é um fator de normalização e

c = 〈ψ| E†E |ψ〉 / 〈φ| E†E |φ〉 . (2.60)

O erro E mudará o estado codificado, que é uma falha do código, a menos que c = 1.

�

Para um código de comprimento n que pode corrigir uma quantidade e de erros os

operadores de erros {Ei} são de uma forma especial. Eles são todos operadores e-erro, isto é,

operadores que diferem no máximo e dos fatores tensoriais de H = H⊗n
2 da identidade. Nas

equações (2.52) e (2.53) é suficiente considerar bases da álgebra para operadores e-erro. As

bases podem ser produtos tensoriais das bases locais, por exemplo, a identidade I2 e as matrizes

de Pauli {X,Z, Y }.

Para exemplificar, considere um código de cinco qubits que corrige um erro geral arbi-

trário, ou seja, e = 1. Colocando isso na forma de tabela, obtém-se:

Tabela 2.1 Operadores de um erro (X, Z ou Y) para um código de cinco qubits.
Posição do qubit Erro X Erro Z Erro Y

1 EX1 = X ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗ I EZ1 = Z ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗ I EY 1 = Y ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗ I

2 EX2 = I ⊗X ⊗ I ⊗ I ⊗ I EZ2 = I ⊗ Z ⊗ I ⊗ I ⊗ I EY 2 = I ⊗ Y ⊗ I ⊗ I ⊗ I

3 EX3 = I ⊗ I ⊗X ⊗ I ⊗ I EZ3 = I ⊗ I ⊗ Z ⊗ I ⊗ I EY 3 = I ⊗ I ⊗ Y ⊗ I ⊗ I

4 EX4 = I ⊗ I ⊗ I ⊗X ⊗ I EZ4 = I ⊗ I ⊗ I ⊗ Z ⊗ I EY 4 = I ⊗ I ⊗ I ⊗ Y ⊗ I

5 EX5 = I ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗X EZ5 = I ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗ Z EY 5 = I ⊗ I ⊗ I ⊗ I ⊗ Y

Observe que na Tabela 2.1 EXi, EZi, EY i, indicam a ocorrência de um único padrão de

erro X,Z ou Y , respectivamente, nas posições i, sendo i = 1, 2, 3, 4, 5.

Considerando os erros para o código ilustrado na Tabela 2.1 e também que E0 = I ⊗
I ⊗ I ⊗ I ⊗ I , colocando-os no formato das condições estabelecidas pelas equações (2.52) e

(2.53), tem-se que as verificações a serem realizadas para um código desse comprimento são as

seguintes:

〈vk|E†
1E2|vk〉 = 〈vl|E†

1E2|vl〉, 〈vk|E†
1E2|vl〉 = 0;

〈vk|E†
1E3|vk〉 = 〈vl|E†

1E3|vl〉, 〈vk|E†
1E3|vl〉 = 0;

〈vk|E†
1E4|vk〉 = 〈vl|E†

1E4|vl〉, 〈vk|E†
1E4|vl〉 = 0;

〈vk|E†
1E5|vk〉 = 〈vl|E†

1E5|vl〉, 〈vk|E†
1E5|vl〉 = 0;

〈vk|E†
2E1|vk〉 = 〈vl|E†

2E1|vl〉, 〈vk|E†
2E1|vl〉 = 0;

〈vk|E†
2E3|vk〉 = 〈vl|E†

2E3|vl〉, 〈vk|E†
2E3|vl〉 = 0;
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〈vk|E†
2E4|vk〉 = 〈vl|E†

2E4|vl〉, 〈vk|E†
2E4|vl〉 = 0;

〈vk|E†
2E5|vk〉 = 〈vl|E†

2E5|vl〉, 〈vk|E†
2E5|vl〉 = 0;

〈vk|E†
3E1|vk〉 = 〈vl|E†

3E1|vl〉, 〈vk|E†
3E1|vl〉 = 0;

〈vk|E†
3E2|vk〉 = 〈vl|E†

3E2|vl〉, 〈vk|E†
3E2|vl〉 = 0;

〈vk|E†
3E4|vk〉 = 〈vl|E†

3E4|vl〉, 〈vk|E†
3E4|vl〉 = 0;

〈vk|E†
3E5|vk〉 = 〈vl|E†

3E5|vl〉, 〈vk|E†
3E5|vl〉 = 0;

〈vk|E†
4E1|vk〉 = 〈vl|E†

4E1|vl〉, 〈vk|E†
4E1|vl〉 = 0;

〈vk|E†
4E2|vk〉 = 〈vl|E†

4E2|vl〉, 〈vk|E†
4E2|vl〉 = 0;

〈vk|E†
4E3|vk〉 = 〈vl|E†

4E3|vl〉, 〈vk|E†
4E3|vl〉 = 0;

〈vk|E†
4E5|vk〉 = 〈vl|E†

4E5|vl〉, 〈vk|E†
4E5|vl〉 = 0;

〈vk|E†
5E1|vk〉 = 〈vl|E†

5E1|vl〉, 〈vk|E†
5E1|vl〉 = 0;

〈vk|E†
5E2|vk〉 = 〈vl|E†

5E2|vl〉, 〈vk|E†
5E2|vl〉 = 0;

〈vk|E†
5E3|vk〉 = 〈vl|E†

5E3|vl〉, 〈vk|E†
5E3|vl〉 = 0;

〈vk|E†
5E4|vk〉 = 〈vl|E†

5E4|vl〉, 〈vk|E†
5E4|vl〉 = 0, (2.61)

em que Ei ≡ (EXi ou EZi ou EY i) e Ej ≡ (EXj ou EZj ou EY j), sendo i 6= j e i, j = 1, 2, 3, 4, 5.

Assim, para um código que corrige uma quantidade e de erros, em (2.55), pode-se con-

siderar somente Ea e Eb agindo em apenas e qubits. Isto leva a uma outra variação da condição:

〈ψ| E |ψ〉 = C ′(E), (2.62)

em que E é agora qualquer operador agindo em 2e qubits (isto é, ele substitui E†
aEb em (2.55)).

Isto pode ser facilmente interpretado como dizendo que nenhuma medida em 2e qubits pode

aprender informação sobre a palavra código. Alternativamente, significa que se pode detectar

até 2e erros no código sem necessariamente estar apto a dizer o que aqueles erros são. Isto é,

pode-se distinguir aqueles erros da identidade.

Se a matriz Cab em (2.55) tem posto máximo, o código é chamado não-degenerado.

Caso contrário, o código é dito degenerado [75]. Em um código degenerado, erros diferentes

podem ser vistos como o mesmo erro no subespaço de codificação.

Para um código não-degenerado, pode-se configurar um limitante nos parâmetros do

código simplesmente pela contagem de estados. Cada erro E agindo em cada palavra código da

base |ψi〉 produz um estado linearmente independente. Todos aqueles estados devem se ajustar

no espaço de Hilbert total de n qubits, o qual tem dimensão 2n. Se o código codifica k qubits,

e corrige erros em até e qubits, então

(
e∑

j=0

3j
(
n

j

))
2k ≤ 2n. (2.63)
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A quantidade entre parenteses é o número de erros de peso e ou menos, sendo o peso como dado

pela Definição 2.1. Esta desigualdade é chamada o limitante quântico de Hamming. Embora o

limitante quântico de Hamming somente seja aplicado a códigos não-degenerados, não se tem

conhecimento de código que não o obedeça [75].

Um limitante mais avançado, conhecido como o limitante de Knill-Laflamme [11] ou o

limitante quântico de Singleton, aplica-se igualmente a códigos quânticos degenerados. Assim,

este limitante estabelece que para um código quântico [[n, k, d]], é válido

n− k ≥ 2d− 2. (2.64)

No próximo capítulo apresenta-se uma visão geral sobre os CGQ’s, incluindo as condi-

ções necessárias e suficientes para detecção de erros nesses códigos.



CAPÍTULO 3

Códigos Corretores de Erros Quânticos

Baseados em Grafos

3.1 Introdução

Códigos estabilizadores [10], também conhecidos como códigos quânticos aditivos [17],

são uma importante classe de códigos quânticos para a qual a construção é análoga a de códigos

lineares clássicos. Para a definição dos códigos estabilizadores, Gottesmann [10] desenvolveu o

chamado formalismo estabilizador, um método poderoso para compreender uma ampla classe

de operações em Mecânica Quântica. O poder do formalismo estabilizador vem do uso hábil

da teoria de grupos, no qual vários conceitos foram devidamente adaptados para a teoria de

códigos quânticos. Utilizando-se o formalismo estabilizador torna-se mais simples determinar

quais erros de Pauli são detectáveis. Além disso, eles possibilitam fazer o uso das técnicas

bem estabelecidas da teoria de códigos corretores de erros clássicos para construir bons códigos

quânticos.

Um código estabilizador codificando k qubits em n qubits é representado usando a no-

tação [[n, k]]. Este código CQ está em um subespaço 2k-dimensional de um espaço de Hilbert

2n-dimensional que é caracterizado pelo conjunto S de produtos tensoriais de operadores de

Pauli que deixa invariante cada estado do código. Mais precisamente, o código CQ é um au-

toespaço do conjunto dos operadores em S. O grupo gerado pelo estabilizador S é um grupo

abeliano que é gerado por (n− k) elementos.

Alguns métodos eficientes para a construção de códigos estabilizadores têm sido desen-

volvidos [10,20,22]. Entretanto, um problema que tais métodos apresentam é que a verificação

da capacidade de correção de erros (verificação das condições de Knill-Laflamme para tipos

particulares de erros [11]) frequentemente requer uma quantidade muito grande de operações.

Devido a dificuldade mencionada acima, Schlingemann e Werner [1] apresentaram uma

nova maneira para construir códigos estabilizadores encontrando certos grafos (ou matrizes)

com propriedades específicas. Eles verificaram que esse método pode ser usado para obter
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muitos códigos quânticos saturando o limitante quântico de Singleton. Para essa construção

dois ingredientes básicos são necessários: o primeiro é um grupo abeliano finito de ordem igual

a dimensão do espaço de Hilbert do sistema quântico; o segundo ingrediente da construção é

um grafo com duas classes de vértices, rotulando os sistemas de entrada e saída do código,

respectivamente. Eles também estabeleceram as condições necessárias e suficientes para um

grafo gerar um CCEQ, adaptadas das condições de Knill-Laflamme [11]. Um outro resultado

interessante foi dado por Grassl et al. [77], os quais provaram que um CGQ sobre um corpo

finito é um código estabilizador.

Uma das motivações consideradas para a construção de CGQ’s é que as condições

necessárias e suficientes para a correção de erro são diretamente “visíveis” da estrutura do

grafo [1, 31]. Simetrias úteis para o código podem ser implementadas pela escolha de grafos

com grupos de simetrias compatíveis com as capacidades de correção de erro. Essas simetrias

não são necessariamente iguais às simetrias utilizadas para códigos estabilizadores [29].

Os códigos grafos quânticos possuem algumas características interessantes [1]:

• frequentemente as condições para a correção de erros podem ser provadas para muitos

grupos simultaneamente, já que se obtêm famílias de códigos para sistemas de tamanhos

variáveis;

• a intuição geométrica sobre grafos tem se apresentado como sendo bastante útil para se

encontrar novas construções de códigos;

• têm a propriedade que todos os elementos da matriz do operador de codificação possuem

módulo 1, como a matriz de Hadamard complexa que é uma matriz cujas entradas são

números complexos de módulo 1 [78–80]. Tal características possibilita a obtenção de

uma expressão compacta para o código;

• para alguns códigos é possível permutar alguns vértices de entrada com alguns vértices de

saída mantendo a propriedade de correção de erros. Esta classe de simetria é muito difícil

de se ver em construções de estabilizadores usuais, e podem ser úteis em problemas de

codificação com entradas e saídas adicionais.

De acordo com Schlingemann [81], a performance dos CGQ’s, ou seja, qual tipo e

quantos erros podem ser corrigidos, podem ser diretamente obtidos da estrutura do grafo.

Nas seções a seguir aborda-se, respectivamente, os seguintes tópicos: uma descrição

dos CGQ’s, a equivalência entre os CGQ’s e os códigos estabilizadores e, por fim, as condições

necessárias e suficientes para detecção de erros em CGQ’s.

3.2 Descrição Geral dos Códigos Grafos Quânticos

Um CCEQ geral, denotado por CQ = [[n,K, d]]q, é um subespaço K-dimensional do

espaço de Hilbert H⊗n
q = (Cq)⊗n de dimensão qn, que é o produto tensorial de n espaços
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de Hilbert complexos Hq = C
q de dimensão q [50]. Restringe-se aqui q = p, em que p é

um número primo. Um CCEQ com distância mínima d permite corrigir erros computacionais

arbitrários que afetam no máximo (d − 1)/2 dos n subsistemas. O código estabilizador (ou

aditivo) correspondente é denotado por CQ = [[n, k, d]]p e tem dimensão K = pk.

Usa-se Fp para denotar um corpo finito F de ordem p. Para um conjunto finito V , o

espaço vetorial F|V |
p consiste de tuplas dV , em que |V | denota a cardinalidade de V . Vetores em

F
|V |
p têm um índice superior que representa o grau de liberdade. Assim, usa-se dV ∈ F

|V |
p para re-

presentar um vetor dV = (dvj)vj∈V composto de |V | elementos em Fp, com j = 0, . . . , |V | − 1.

Por exemplo, se for considerado que dV ∈ F
3
p com V = {v0, v1, v2}, então dV = (dv0 , dv1 , dv2),

em que dv0 , dv1 , dv2 ∈ Fp.

Para um subconjunto L ⊂ V escreve-se dL = (dlj)lj∈L para a sub-tupla em F
|L|
p . Por

exemplo, seja dV ∈ F
3
p com V = {l0, l1, v2} e dL ∈ F

2
p com L = {l0, l1}, então L ⊂ V e

dL = (dl0 , dl1). Pode-se proceder a adição dos vetores dJ e dL com diferentes índices superiores.

Isto é muito conveniente para escrever muitos sistemas de equações de uma forma compacta. O

vetor dJ + dL está contido em F
|JL|
p , em que JL = J ∪L é uma notação abreviada para a união

dos conjuntos.

Denota-se por F|JL|
p o espaço vetorial de matrizes retangulares ΓJ,L = (Γj,l)

l∈L
j∈J . Para

subconjuntos B ⊂ J e F ⊂ L o correspondente sub-bloco em F
|BF |
p é denotado por ΓB,F =

(Γb,f )
f∈F
b∈B . Uma matriz ΓJ,L é um operador Fp-linear que mapeia F|L|

p em F
|J |
p . Por exemplo, um

vetor dL é mapeado para um vetor dJ da seguinte forma:

ΓJ,Ld
L :=

∑

l∈L
ΓJ,ld

l, (3.1)

em que o somatório à direita é uma soma de vetores em F
|J |
p .

Para descrever os elementos que determinam um CGQ, é dada a seguir a definição de

bicaracter simétrico.1

Definição 3.1. [77] Um bicaracter simétrico ℵ sobre o grupo abeliano G ≃ F
m
p pode ser escrito

como

ℵ(g, g′) = e

[
(2πi/p)·b(g,g′)

]
, (3.2)

em que g, g′ ∈ G, m é um inteiro, i =
√
−1 e b é uma forma bilinear simétrica sobre Fp, isto é,

b(g, g′) = gTMg′, (3.3)

sendo M uma matriz simétrica sobre Fp e gT indica o vetor transposto ao vetor g.

Um bicaracter é não-degenerado se, para qualquer g′ ∈ G, satisfaz:

1Uma introdução sobre Caracter de Grupos é dada no Apêndice C.
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∑

g∈G
ℵ(g, g′) = |G|δ(g′) ≡





|G| para g′ = 0

0 para g′ 6= 0.

(3.4)

Exemplo 3.1. Considere um grupo G cujos elementos pertencem a F
3
3. Seja a matriz geradora

de G:

G =

[
1 0 2

0 1 2

]
, (3.5)

ou seja, G é dado por

G = {000, 012, 021, 102, 111, 120, 201, 210, 222}. (3.6)

Sendo g ∈ G, considerando g′ como um dos elementos de G e levando em conta a matriz

simétrica

M =




1 2 0

2 1 1

0 1 1


 , (3.7)

então tem-se que ℵ(g, g′) é um bicaracter simétrico não-degenerado de acordo com (3.2) e (3.4).

Para ver isso, considera-se:

(i) g′ = [000], para o qual obtém-se

∑

g∈G
ℵ(g, [000]) = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 9 = |G|; (3.8)

(ii) g′ = [012], para o qual obtém-se

∑

g∈G
ℵ(g, [012]) = 1+e2πi/3+e4πi/3+e4πi/3+1+e2πi/3+e2πi/3+e4πi/3+1 = 0, (3.9)

em que este resultado é similarmente obtido para qualquer g′ ∈ G diferente de [000].

A descrição de um grafo (ou matriz) para CGQ é dada como segue:

Definição 3.2 (Grafo para CGQ [1]). Todo código baseado em grafo aqui construído é comple-

tamente determinado pelos seguintes elementos:
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• Um grafo não-dirigido G = (V (G), E(G)), em que V = V (G) = X ∪ Y é o conjunto

de vértices. Distingue-se o conjunto X de vértices de entrada (com k elementos) e o

conjunto Y de vértices de saída (com n elementos, n > k). O conjunto de arestas é dado

por E = E(G) ⊂ V × V ;

• As arestas do grafo são dadas pela matriz de adjacência do grafo, a qual será denotada

por Γ. Cada aresta zjzl ∈ E (com zj, zl ∈ X ∪ Y) é rotulada por Γj,l. O elemento Γj,l é

igual a 1 se, e somente se, os vértices zj, zl ∈ (X ∪ Y) estão conectados, considerando

j, l = 1, . . . , k + n com j < l, e 0 caso contrário. De maneira geral, tem-se grafos

ponderados, nos quais as matrizes de adjacência têm entradas inteiras arbitrárias, sujeitas

as restrições Γj,l = Γl,j e Γj,j = 0;

• Um grupo finito abeliano G com um bicaracter simétrico não-degenerado.

Tendo um grafo cuja descrição está de acordo com os elementos dados pela Definição

3.2 e que G ≃ F
m
p , o operador de codificação para CGQ é definido a seguir.

Definição 3.3 (Operador de Codificação para CGQ [31]). Seja G um grafo que satisfaz a Defi-

nição 3.2. A codificação para um CGQ de tal grafo é dada pelo operador

f(|v〉) = 1√
p|Y|

∑

dY∈F|Y|
p

λ(dY)
∣∣dY
〉

∈ (Cp)⊗n, (3.10)

em que

|v〉 =
∑

dX∈F|X|
p

c(dX )
∣∣dX
〉
∈ (Cp)⊗k (3.11)

é um vetor diferente de zero com c(dX ) ∈ C, e sendo

λ(dY) =
∑

dX∈F|X|
p

e
( 2πi

p
)

{
1
2

[
(dX )T ,(dY )T

]
Γ

[
dX

dY

]}

c(dX ) (3.12)

com i =
√
−1 e

∑
k[c(d

X )]2 = 1.

As provas de que o operador dado em (3.10) gera uma palavra código para um CGQ

encontram-se em [31, p. 2390].

Os expoentes Γj,l são dados pela matriz de adjacência Γ de um grafo não dirigido pon-

derado com pesos Γj,l ∈ Z. Note que Γ pode também ser visto como um “padrão de interação”

ou como um operador simétrico. Desde que (3.10) é independente dos elementos da diagonal

Γj,j , é possível assumir, sem perda de generalidade, que o grafo é simples.
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Neste grafo, os vértices representam os qubits e as arestas representam as interações en-

tre eles (ver Figura 3.1). Além disso, considera-se nessa construção que as interações (arestas)

entre os qubits (vértices) são realizadas como no modelo de Ising [1], isto é, somente são con-

sideradas interações entre os vizinhos (qubits) mais próximos. Um número associado a aresta

(peso) diferente de zero pode ser visto como a força ou intensidade da interação. Isso pode ser

pensado, por exemplo, como uma estrutura de um reticulado óptico bidimensional, em que cada

qubit ocupa um ponto dentro de um reticulado cúbico bidimensional com interações entre os

vizinhos mais próximos [1].

y 22

Vértices 

(posição dos qbits)

Arestas 

(interação entre os qbits) 

x 0

y 3

y 0

y 1

y 4 y 5

x 1

Figura 3.1 Representação de um grafo ilustrando o significado dos vértices e arestas para CGQ.

Após ser realizada a codificação fazendo uso da expressão (3.10), o estado |ψ〉 representa

a palavra código |ψ〉 = f(|v〉), isto é,

|ψ〉 =
1√
p|Y|

[(
e
( 2πi

p
)

{
1
2

[
(dX (0))T ,(dY(0))T

]
Γ

[
dX (0)

dY(0)

]}

∣∣dY(0)
〉
+ . . .+

+e
( 2πi

p
)

{
1
2

[
(dX (0))T ,(dY(p|Y|))T

]
Γ

[
dX (0)

dY(p|Y|)

]}

∣∣dY(p|Y|)
〉
)
c(dX (0)) + . . .

+

(
e
( 2πi

p
)

{
1
2

[
(dX (p|X|))T ,(dY(0))T

]
Γ

[
dX (p|X|)

dY(0)

]}

∣∣dY(0)
〉
+ . . .+

+e
( 2πi

p
)

{
1
2

[
(dX (p|X|))T ,(dY(p|Y|))T

]
Γ

[
dX (p|X|)

dY(p|Y|)

]}

∣∣dY(p|Y|)
〉
)
c(dX (p|X|))

]
. (3.13)

3.3 Códigos Grafos Quânticos e Códigos Estabilizadores

Um estado estabilizador de n qubits |ψ〉 é definido como um autovetor simultâneo com

autovalor 1 de n elementos do grupo de Pauli independentes e que comutamMj .2 As n equações

2Isto significa que nenhum produto da forma Mx1

1
. . .Mxn

n , em que xj ∈ {0, 1}, produz a identidade exceto
quando todos os xj são iguais a zero.
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de autovalores Mj |ψ〉 = |ψ〉 definem o estado |ψ〉 completamente (até uma fase arbitrária). O

conjunto S := {M ∈ Gn|M |ψ〉 = |ψ〉} é chamado o estabilizador do estado |ψ〉. Ele é um

grupo de 2n operadores de Pauli que comutam, todos os quais tem uma fase global real ±1 e

os n operadores Mj são chamados geradores de S, uma vez que cada M ∈ S pode ser escrito

como M =Mx1
1 . . .Mxn

n , para algum xj ∈ {0, 1} [82].

Schlingemann [29] estabeleceu a equivalência entre CGQ’s e códigos estabilizadores.

Grassl et al. [77] provaram que um CGQ sobre um corpo finito é um código estabilizador,

como é declarado no teorema a seguir.

Teorema 3.1. [77] Todo código estabilizador sobre o alfabeto A = F
m
p é equivalente a um

CGQ. Da mesma forma, todo CGQ sobre A é um código estabilizador.

Tem-se que um grafo convenientemente interpretado é uma outra maneira para repre-

sentar um espaço vetorial, sendo uma forma de representação que tem a vantagem de tornar

mais fácil a visualização do espaço vetorial. No escopo deste trabalho, grafos são utilizados

para visualizar estados quânticos.

Para mostrar que um código estabilizador é equivalente a um código grafo, primeiro

deve-se encontrar um conjunto de geradores no qual um estado quântico seja estabilizado.

Após encontrar todos os geradores do estabilizador para um determinado estado quân-

tico, deve-se então transformar esses geradores em uma matriz binária, a qual será chamada de

estabilizador binário, denotada por Sb, composta pelas submatrizes Zb e Xb, caracterizada da

seguinte forma [10]:

Sb =
[
Zb

∣∣∣ Xb

]
, (3.14)

em que a submatriz Zb indica onde estão localizados os operadores Z nos geradores do estabili-

zador. A submatrizXb é construída de maneira análoga, mas levando em conta a localização dos

operadores X . Considerando uma matriz geradora de um código estabilizador S, a construção

de Sb deve ser realizada da seguinte forma:

• Se for encontrado um operador Z na posição sij de S: a submatriz Zb recebe 1 na posição

zij , enquanto que a posição xij de Xb recebe 0;

• Se for encontrado um operadorX na posição sij de S: a submatrizXb recebe 1 na posição

xij , enquanto que a posição zij de Zb recebe 0;

• Se for encontrado um operador Y na posição sij de S: as submatrizes Zb e Xb recebem 1

nas posições zij e xij , respectivamente;

• Se for encontrado um operador I na posição sij de S: as submatrizes Zb e Xb recebem 0

nas posições zij e xij , respectivamente.
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Por exemplo, seja um código estabilizador gerado pela seguinte matriz:

S =




X I I Z Z Z

I X I Y Z X

I I X Y X Z

I Z I X Y Z

I Z Z I X X

Z Z I Z I X




,

então o correspondente estabilizador binário é

Sb =
[
Zb

∣∣∣ Xb

]
=




0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 0 0

1 1 0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1




.

Uma vez que todo código estabilizador é equivalente a um CGQ (vide Teorema 3.1),

Nest et al. [82] desenvolveram um esquema sistemático para se obter a representação de um

grafo a partir de um código estabilizador, bem como se obter um código estabilizador equiva-

lente a partir da matriz de adjacência de um grafo. Assim, descreve-se a seguir um algoritmo,

adaptado por [30], para transformar um código estabilizador em um grafo equivalente, o que

permite a obtenção do correspondente CGQ.

1. Obter T que é a matriz transposta do estabilizador binário, ou seja, T = STb =

[
ZT
b

XT
b

]
.

Tomando A = ZT
b e B = XT

b , obtém-se T =

[
A

B

]
que, para o exemplo em questão, é

dado como segue
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T =

[
A

B

]
=




0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1

1 1 0 1 0 0

1 0 1 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 1




.

2. Uma vez obtidosA eB, a meta agora é transformar T em T ′, que é o estabilizador binário

transposto de um grafo equivalente a este código estabilizador. Para isso, pode-se mul-

tiplicar à direita de T por uma matriz inversível, para desempenhar a mudança de base.

Caso a matriz utilizada não seja inversível a mudança de base não é garantida. Sendo B

inversível, tem-se:

T ′ = T
[
B−1

]
=

[
AB−1

BB−1

]
=

[
AB−1

I

]
.

Considerando que no exemplo utilizado a matriz B é inversível, então

T ′ = T
[
B−1

]
=

[
AB−1

I

]
=




0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




. (3.15)

3. Tendo que a matriz de adjacência Γ corresponde ao estabilizador binário Sb =
[
ΓT
∣∣IT

]
,

em que I é a matriz identidade, então AB−1 é matriz de adjacência Γ do grafo que repre-
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senta o referido código estabilizador. Tomando A′ = AB−1, segue que T ′ =
[
A′ T ∣∣IT

]
.

Caso A′ tenha elemento(s) na diagonal que seja(m) diferente(s) de zero, simplesmente

deve-se substituí-lo(s) por zero. Dessa forma, obtém-se a matriz de adjacência Γ alme-

jada. Para o exemplo em foco, a matriz de adjacência Γ é dada em (3.16), e o grafo não

dirigido equivalente é mostrado na Figura (3.2).

Γ =




0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 0

1 1 1 0 1 1

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 0 0




(3.16)

Figura 3.2 Grafo roda que é representado pela matriz de adjacência Γ.

De posse da matriz de adjacência do grafo, pode-se realizar a codificação e a decodifi-

cação para o respectivo CGQ.

Para identificar como os qubits estão posicionados no grafo da Figura 3.2, construído

com base na matriz de adjacência (3.16), pode-se fazer o seguinte:

1. Constrói-se a nova matriz geradora S ′ obtida a partir do estabilizador binário Sb =

(T ′)T =
[
Γ
∣∣I
]
, ou seja,

S ′ =




X I I Z Z Z

I X Z Z I Z

I Z X Z Z I

Z Z Z X Z Z

Z I Z Z X I

Z Z I Z I X




. (3.17)

2. Para os geradores de S ′ em (3.17), rotula-se a posição de cada elemento (qubit). Como

cada um dos geradores de S ′ possui seis elementos, estes serão rotulados da esquerda

para a direita como 0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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3. Toma-se X significando o qubit e Z indicando se o referido qubit está conectado ou não.

Assim, para a construção do grafo com os respectivos rótulos (posições do qubits) segue-

se pela realização dos geradores, observando da esquerda para a direita, as posições dos

operadores X e Z. É sugerido que se coloque o rótulo atribuído ao gerador que possui

maior número de ligações (i.e., gerador com maior número de operadores Z) no vértice

central do grafo da Figura 3.2.

Como resultado do procedimento mencionado acima, têm-se que os vértices do grafo

obtido com base nos geradores da matriz (3.17) são rotulados como representado na Figura 3.3.

0

5 4

1 2

3

Figura 3.3 Grafo rotulando as posições dos qubits, obtido com base na matriz geradora S′.

Note que se houver uma mudança na configuração do grafo, a matriz geradora corres-

pondente será outra. Essa percepção será fundamental para a compreensão das condições ne-

cessárias e suficientes dadas por Schlingemann e Werner [1] para que um grafo gere um CCEQ,

as quais serão abordadas na próxima seção.

Também foi provado por Nest et al. [82] que T pode ser transformado em um có-

digo equivalente (i.e., com mesmos valores de enumeradores de peso e distância mínima)

T ′ =
[
A′ T ∣∣B′ T ], desde que B′ seja inversível.

3.4 Condições para a Correção de Erros em Códigos Grafos

Quânticos

Como visto no Seção 2.4, uma caracterização geral de códigos de correção de erros

quânticos foi primeiramente trabalhada por Knill e Laflamme [11]. Com base nessa caracte-

rização, Schlingemann e Werner [1] estabeleceram as condições necessárias e suficientes para

detecção de erros em CGQ’s.

Na teoria estabelecida por Knill e Laflamme [11], um código quântico é uma isometria

f : HE → HS de um espaço de Hilbert de entrada HE para o espaço de Hilbert de saída HS .

Portanto, um operador densidade ρ é transformado por codificação em fρf ∗, o qual é um ope-

rador densidade em HS . A saída da codificação é então passada por meio de um canal ruidoso.
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O ruído é descrito por uma certa classe de erros, os quais são representados por um subespaço

linear E de operadores em HS . O canal é, portanto, representado por um mapeamento linear

completamente positivo da forma

ϑ = T(ρ) =
∑

α

EαρE∗
α, (3.18)

em que Eα ∈ E e são escolhidos de tal maneira que a saída seja sempre normalizada. A

isometria f é um código corretor de erro para E se existe um “operador de recuperação” R
completamente positivo tal que

R(ϑ) = ρ (3.19)

para todos os operadores densidade em HE . Pela teoria de Knill e Laflamme [11] isso é equi-

valente a condição de fatoração

〈fψ1|E∗
αEβfψ2〉 = ω(E∗

αEβ)〈ψ1|ψ2〉, (3.20)

em que ω(E∗
α, Eβ) é um fator independente dos vetores arbitrários |ψ1〉 , |ψ2〉 [1]. Será con-

siderado aqui um tipo específico de erros, os chamados erros de ocorrência para somente um

pequeno número de saídas do código. Portanto, a estrutura do produto tensorial H⊗Y = L2(GY)

do espaço de saída vem a ser importante.

Definição 3.4. [1] Seja A(E) denotando o conjunto de todos os operadores emL2(GY), os quais

são identificados por E ⊂ Y , i. e., que são o produto tensorial de um operador arbitrário em

H⊗E com a identidade em H⊗Y\E . Diz-se que um código corrige uma quantidade e de erros se

Eα, Eβ na equação (3.20) podem ser escolhidos arbitrariamente no conjunto linearmente gerado

(linear span) de ∪|E|≤eA(E).

Note que os operadores E∗
αEβ aparecendo no produto escalar em (3.20) podem então ser

localizados em conjuntos arbitrários de 2e elementos e qualquer operador com tal localização

pode ser escrito como uma combinação linear de E∗
αEβ . É por isso que torna-se conveniente

estabelecer a seguinte definição.

Definição 3.5. [1] Diz-se que o código f detecta o erro de configuração E ⊂ Y se, e somente

se,

〈fψ1|Efψ2〉 = ω(E)〈ψ1|ψ2〉, (3.21)



Códigos Corretores de Erros Quânticos Baseados em Grafos 43

para todo E ∈ A(E). Então um código corrige uma quantidade e de erros se, e somente se, ele

detecta todas as configurações de erros E ⊂ Y com |E| ≤ 2e.

Seguem então as condições necessárias e suficientes para detecção de erro quântico em

códigos grafos.

Teorema 3.2. [1] Dado um grupo abeliano finito G e um grafo ponderado Γ com construção

determinada pelos elementos estabelecidos na Definição 3.3. Então uma configuração de erro

E ⊂ Y é detectado por um código quântico fΓ se, e somente se, o sistema de equações

ΓI,X∪Ed
X∪E = 0, (3.22)

com I = Y \ E , implica que

dX = 0 e ΓX ,Ed
E = 0. (3.23)

Note que a condição para fΓ ser uma isometria é equivalente à detecção de zero erro,

o qual pode ser visto da equação (3.21) escolhendo-se E = I para o operador de erro. Isto

significa, expresso em termos do grafo, que ΓY,Xd
X = 0 implica dX = 0.

O código de cinco qubits foi o primeiro exemplo de código MDS quântico [16]. En-

tretanto, o código original não é fácil de verificar. Assim, ele será usado para ilustrar que a

construção de códigos grafos quânticos pode ser verificada com poucas linhas.

Considere o grafo da Figura 3.4, em que o vértice central (rotulado como “0”) é o vértice

de entrada e os cinco restantes são os vértices de saída. As Figuras 3.4b e 3.4c representam as

configurações relevantes de dois erros em relação aos vértices de saída, ou seja, nos vértices de

saída os erros ocorrem em vértices adjacentes - Figura 3.4b - ou em vértices não adjacentes -

Figura 3.4c.

(b) (c)

1

5 2

4 3

0

(a)

Figura 3.4 Grafo para um código de comprimento 5 e suas configurações relevantes de dois erros [1].

Para verificar as condições dadas pelo Teorema 3.2, mostra-se que para toda configura-

ção de erro E de dois elementos, tem-se que
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ΓI,X∪Ed
X∪E = 0 ⇒ dX∪E = 0. (3.24)

Acontece que, em termos da condição de Knill-Laflamme, a Equação (3.24) corres-

ponde à Equação (3.21), em que ω é substituído pelo traço normalizado e, portanto, um código

satisfazendo a equação (3.24) é não-degenerado.

A configuração de erro é um subconjunto de dois elementos dos vértices de saída (rotu-

lados como 1, 2, 3, 4 e 5), e para o propósito do critério de verificação (3.24) o vértice de entrada

“0” também atuará como um vértice de erro (ver Figura 3.4). Está claro por simetria que so-

mente as duas configurações para X ∪ E identificadas pelos círculos escuros nas Figuras 3.4b e

3.4c precisam ser consideradas, pois só existem duas possibilidades de ocorrência de erros nos

vértices de saída: (i) os erros ocorrem entre vértices adjacentes; ou (ii) os erros ocorrem entre

vértices não adjacentes.3

Agora a condição ΓI,X∪Ed
X∪E = 0 é um conjunto de equações, uma para cada “vértice

de integração” y ∈ I (I = Y \ E): para cada vértice y tem-se que somar o dx para todos os

vértices de x ∈ X ∪ E conectados à y, igualando-os a zero (em um grafo ponderado, pode-se

ter que somar com coeficientes dados pela matriz Γ). A Tabela 3.1 apresenta as equações que

originam a primeira configuração de erro, X ∪ E = {0, 1, 2}. Observa-se claramente que isso

implica em d0 = d1 = d2 = 0, em qualquer grupo abeliano. Similarmente, as equações para

a segunda configuração de erro X ∪ E = {0, 1, 3} são dadas na Tabela 3.2, o que novamente

implica em d0 = d1 = d3 = 0. Isto conclui a verificação que o código associado com o grafo

da Figura 3.4, e um grupo abeliano finito arbitrário G, detecta quaisquer dois erros e, portanto,

corrige um erro.

Tabela 3.1 Erros em vértices adjacentes

Vértice y(I = Y \ E) Equação (X ∪ E)
3 d0 + d2 = 0
4 d0 = 0
5 d0 + d1 = 0

Tabela 3.2 Erros em vértices não adjacentes

Vértice y(I = Y \ E) Equação (X ∪ E)
2 d0 + d1 + d3 = 0
4 d0 + d3 = 0
5 d0 + d1 = 0

3Na Teoria dos Grafos, diz-se que um vértice é adjacente a outro se existe uma aresta que os interliga.
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3.5 Considerações Finais

Neste capítulo foram apresentados os elementos que permitem construir um CGQ, bem

como a forma do operador de codificação para esses códigos. Foi apresentado também a equi-

valência entre os CGQ’s e os códigos estabilizadores e, por fim, as condições necessárias e

suficientes para detecção de erros em CGQ’s.

No próximo capítulo apresenta-se a primeira contribuição desta tese que é um operador

que permite calcular a síndrome de erro para os CGQ’s, descreve-se como realizar a decodifi-

cação para os CGQ’s não-degenerados.



CAPÍTULO 4

Decodificação para Códigos Grafos

Quânticos

4.1 Introdução

A dicotomia entre o estado não observável de um qubit e as observações que se pode

fazer está no cerne da Computação Quântica, incluindo os CCEQ’s. Em correção de erro clás-

sica, a saída do canal é observada, medida e usada diretamente no processo de decodificação.

Tal observação no escopo da Mecânica Quântica não somente pode destruir o estado quântico

e fazer com que a restauração seja impossível, como também não fornece nenhuma informação

a respeito do estado original. O resultado da medição (ou observação) na base computacio-

nal é sempre um dos estados da base, |0〉 e |1〉 no caso de qubits, no qual a probabilidade de

ocorrência é proporcional ao poder da projeção do estado original naquela base [14].

Por esta razão, a decodificação de um CCEQ consiste basicamente em três etapas: medi-

ção da síndrome na base computacional, identificação do padrão de erro baseado na síndrome,

e aplicação de uma operação corretiva para reverter o erro.

O diagnóstico da síndrome e a reversão do erro são procedimentos bem estabelecidos na

teoria de correção de erros quânticos e são realizados, normalmente, obedecendo-se os seguintes

passos [8, 83, 84]:

1. Obtenção da síndrome, conseguida após a aplicação de uma operação unitária na palavra

recebida.

2. Medição da síndrome.

3. Realização de consulta a uma tabela de síndromes para identificar o padrão de erro mais

provável e a consequente identificação da operação de recuperação (correção) a ser apli-

cada.
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A tabela de síndromes é constituída por todas as possibilidades de ocorrência dos erros

computacionais, como também a síndrome e a operação de correção a ser aplicada para cada

uma dessas possíveis ocorrências.

O procedimento para a construção da tabela de síndromes é relativamente simples, po-

rém é um procedimento exaustivo. Por exemplo, a construção da tabela de síndromes para um

código de 5 qubits envolve 25 = 32 possibilidades de ocorrência de erros computacionais dife-

rentes, o que implica em se ter então uma tabela com 32 síndromes. De maneira direta e similar,

um código de n qudits terá pn possibilidades e, portanto, irá conter pn síndromes, em que p é

um número primo.1 Isso pode ser generalizado para potências de primo q = pl, em que l é um

número natural.

Schlingemann [33, 85] apresentou quais são as condições as quais um grafo deve sa-

tisfazer para corrigir uma quantidade e de erros com o uso de síndromes e também mostrou

que a operação de decodificação para códigos grafos quânticos pode ser realizada para modelos

de computadores quânticos one-way. Ele também provou que, para qualquer síndrome de erro

calculada para um CGQ, existe uma operação de correção local apropriada. Entretanto, não foi

encontrado na literatura nenhuma referência a um operador para calcular a síndrome de erro

para os CGQ’s.

Neste capítulo, apresenta-se uma das contribuições desta tese que é a construção expli-

cita de um operador capaz de calcular a síndrome de erro para os CGQ’s. Esta construção pos-

sibilita o desenvolvimento de uma operação de decodificação para os CGQ’s não-degenerados,

também descrita neste capítulo.

A definição de degenerescência depende do conjunto de erros para o qual o CCEQ foi

construído para corrigir. Entretanto, quando dois erros tem o mesmo efeito no espaço do código

e, portanto, não podem e não necessitam ser distinguidos, então pode-se chamar tal CCEQ de

degenerado. Por outro lado, se cada erro no conjunto de erros conduz a uma síndrome de erro

distinta, tal CCEQ é dito não-degenerado [33, 86].

Com o intuito de que o operador desenvolvido para calcular a síndrome de erro possa ser

executado de maneira eficiente, fez-se o uso da transformada de Fourier quântica inversa (TFQI)

como recurso para realizar a operação inversa da codificação. Isso porque a transformada de

Fourier quântica (TFQ) pode ser realizada eficientemente em um computador quântico [8].

Note-se também que o melhor algoritmo de transformada de Fourier quântica conhecido requer

somente O(n log n) portas, em que n é a quantidade de elementos do vetor de entrada, para

alcançar uma aproximação eficiente [87]. Alguns exemplos envolvendo a realização da TFQ e

TFQI são apresentados no Apêndice B.4.2.

Na seção a seguir apresenta-se uma caracterização dos erros para os CGQ’s. Na seção

subsequente descreve-se as condições para um grafo corrigir um número e de erros, bem como

1Além do termo qubit, usa-se aqui também o termo “qudit” para denotar uma unidade de informação quântica
em um sistema quântico d-dimensional.
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o operador para o cálculo da síndrome de erro e a descrição da operação de decodificação

proposta.

4.2 Representação de Erros para CGQ

A modelagem dos erros computacionais para os CGQ’s segue a notação e as recomen-

dações propostas por Feng [31].

Um erro computacional quântico σbτs (b, s ∈ Fp) em um qudit é um operador linear

unitário em C
p, o qual age na base {|0〉, |1〉, . . . , |p− 1〉} = {|a〉 : a ∈ Fp} de C

p como

σbτs|a〉 = e
2πi
p

(sa)|a+ b〉 (a ∈ Fp). (4.1)

O conjunto

E1 = {e( 2πi
p

)mσbτs|m, b, s ∈ Fp} (4.2)

forma um grupo de erro (não abeliano) [31]. Um erro computacional quântico em n qudits é

um operador linear unitário ξ em (Cp)⊗n com a seguinte forma:

ξ = e(
2πi
p

)mω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωn, (4.3)

em que ωj = σbjτsj and m, bj, sj ∈ Fp. O operador ξ age na base {|a1 . . . an〉 = |a1〉 ⊗ |a2〉 ⊗
. . .⊗|an〉 : (a1, . . . , an) ∈ F

n
p} de (Cp)⊗n. Este operador age no estado de entrada como segue:

ξ|a1 . . . an〉 = e(
2πi
p

)m(ω1|a1〉)⊗ (ω2|a2〉)⊗ . . .⊗ (ωn|an〉)
= e(

2πi
p

)me(
2πi
p

)[(s)T (a)]|a+ b〉, (4.4)

em que s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ F
n
p , b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ F

n
p .

O conjunto de todos os erros que podem ser representados por ξ forma um grupo de

erro, o qual será denotado por En.

Para ξ da forma (4.3), pode-se encontrar E ⊂ Y , I = Y \ E , tal que

ξ|dY〉 = ξ|dE , dI〉 = e(
2πi
p

)m e(
2πi
p

)[(sE)T (dE)]
∣∣dE + bE , dI

〉

(m, sE , bE , dE ∈ F
E
p ). (4.5)
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Considere que, quando passando através de um canal quântico, o estado |ψ〉, vide (3.13),

sofra um erro especificado por (4.3). Então, o estado resultante |ϕ〉 pode ser descrito como

segue:

|ϕ〉 = ξ|ψ〉 =
∑

dY∈F|Y|
p

λ(dY)ξ
∣∣dY
〉

=
∑

dY∈F|Y|
p

λ(dE , dI) ξ
∣∣dE , dI

〉

=
∑

dY∈F|Y|
p

λ(dE , dI) e(
2πi
p

)m e(
2πi
p

)[(sE)T (dE)]
∣∣dE + bE , dI

〉
. (4.6)

em que

λ(dE , dI) =
∑

dX∈F|X|
p

e(
2πi
p

)[η]c(dX ) (4.7)

e

η =
1

2

[
(dX )T , (dE)T , (dI)T

]
Γ



dX

dE

dI


 . (4.8)

A matriz Γ em (4.8) tem a seguinte forma:

Γ =




ΓX ,X ΓX ,E ΓX ,I

ΓE,X ΓE,E ΓE,I

ΓI,X ΓI,E ΓI,I


 . (4.9)

Ao substituir a matriz (4.9) em (4.8) e realizando algumas manipulações algébricas,

tomando que as submatrizes ΓX ,X = 0, ΓX ,E = (ΓE,X )
T , ΓX ,I = (ΓI,X )

T e ΓE,I = (ΓI,E)
T

(Definição 3.2), obtém-se

η = (dX )TΓX ,E(d
E) + (dX )TΓX ,I(d

I) + (dE)TΓE,I(d
I)

+
1

2
(dE)TΓE,E(d

E) +
1

2
(bE)TΓE,E(b

E) +
1

2
(dI)TΓI,I(d

I). (4.10)
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4.3 Cálculo da Síndrome de Erro e Decodificação para CGQ’s

Não-Degenerados

Nesta seção descreve-se um operador que faz uso da TFQI adaptada para os CGQ’s a

fim de calcular a síndrome de erro. Tal operador, chamado operador de decodificação, será

adotado para construir uma operação de decodificação explicita para CGQ’s não-degenerados.

A definição do operador de decodificação para um CGQ é baseada em uma extensão

convenientemente ajustada do grafo de codificação pela adição de vértices síndrome L e arestas

conectando esses vértices com os vértices de saída Y de um modo apropriado [33], conside-

rando que |L| = |Y| − |X |. Os vértices síndrome são vértices de medição usados para estabe-

lecer a síndrome. O conjunto de grafos corretores de uma quantidade e de erros com vértices

de entrada X , vértices de saída Y e vértices de síndrome L devem satisfazer as condições de

admissibilidade estabelecidas por Schlingemann [33], as quais são dadas a seguir.

Definição 4.1 (Condições de Admissibilidade – [33] p. 4327). O conjunto de grafos para CGQ’s

corretores de uma quantidade e de erros Ge(X ,Y , L) é definido como sendo constituído por

todos os grafos na união dos vértices de entrada X , de saída Y e de síndrome L para os quais a

matriz de adjacência Γ̂ = Γi,j , em que i, j ∈ X ∪ Y ∪ L, satisfaz as seguintes condições:

(c1) A matriz bloco Γ̂X∪L,Y é inversível, sendo a sua inversa denotada por Γ̆Y,X∪L;

(c2) Não existem arestas que conectem vértices de entrada com vértices síndrome, isto é,

ΓX ,L = 0 e ΓL,X = 0;

(c3) Para todos os conjuntos E ⊂ Y que contém no máximo 2e elementos, o grafo deve satis-

fazer a condição

ΓY\E,X∪Ed
X∪E = 0 implica dX = 0 e ΓX ,Ed

E = 0. (4.11)

Os vértices síndrome L podem ser vistos como qudits que são medidos com o objetivo

de fixar a síndrome de erro. A síndrome de erro é o resultado da medição e informa qual(ais)

erro(s) ocorreu(am) e qual(ais) deve(m) ser a(s) correspondente(s) operação(ões) de correção

a ser(em) aplicada(s), relembrando que a síndrome de erro é unicamente determinada para a

ocorrência de erro se o código é não-degenerado [33, 86].

Admita que |ϕ〉 seja obtido após o estado |ψ〉 sofrer a ocorrência de erros computacio-

nais, i.e., |ϕ〉 = ξ |ψ〉. Tendo como base um grafo satisfazendo a Definição 4.1, foi desenvolvido

neste trabalho um operador de decodificação para CGQ’s não-degenerados via TFQI, o qual é

dado pelo teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Operador de decodificação). Seja |ψ〉 o estado codificado de acordo com a Defi-

nição 3.3. Suponha que este tenha sofrido erros computacionais ao passar através de um canal
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quântico, resultando em |ϕ〉, como descrito em (4.6). Seja também Γ̂ ∈ Ge(X ,Y , L) um grafo

corretor de e erros (Definição 4.1). A decodificação para um CGQ não-degenerado é obtido

pelo operador

T (|ϕ〉) = 1√
p|Y|

∑

dL∈F|L|
p

∑

dX̂∈F|X|
p

e−( 2πi
p

)[µ]
∣∣dLdX̂

〉
, (4.12)

em que

µ =
1

2

[
(dX̂ )T , (dE + bE)T , (dI)T , (dL)T

]
Γ̂




dX̂

dE + bE

dI

dL



, (4.13)

notando que T é uma TFQI “ponderada”.

Demonstração: A estratégia da prova é mostrar que o operador T aplicado ao estado |ϕ〉 pos-

sibilita obter uma síndrome de erro que é unicamente determinada para um erro computacional

descrito em (4.3). Sem perda de generalidade, os fatores de normalização serão omitidos.

Considere que o estado |ψ〉, codificado pela expressão (3.10), tenha sofrido a ocorrência

de erros computacionais, i.e.,

|ϕ〉 = ξ |ψ〉 =
∑

dY∈F|Y|
p

e(
2πi
p

)
[
m+(sE)T (dE )

]
λ(dE , dI)

∣∣dE + bE , dI
〉
, (4.14)

em que |Y| = |E|+ |I|.
Dado que o operador T em (4.12) é uma TFQI, então pela propriedade da linearidade

tem-se que

T (|ϕ〉) =
∑

dY∈F|Y|
p

e(
2πi
p

)
[
m+(sE)T (dE )

]
λ(dE , dI) T

(∣∣dE + bE , dI
〉)
. (4.15)

Substituindo em (4.15) a expressão para λ(dE , dI) dada em (4.7), considerando (4.10),

obtém-se
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T (|ϕ〉) =
∑

dX∈F|X|
p

{
∑

dY∈F|Y|
p

e(
2πi
p

)
[
m+(sE)T (dE)

]
e(

2πi
p

)
[
(dX )TΓX ,E(d

E)

+(dX )TΓX ,I(d
I)+(dE )TΓE,I(d

I)+ 1
2
(dE)TΓE,E(d

E)+ 1
2
(dI)TΓI,I(d

I)
]

T
(∣∣dE + bE , dI

〉)
}
c(dX ). (4.16)

A matriz Γ̂ em (4.13) tem a forma

Γ̂ =




ΓX ,X ΓX ,E ΓX ,I ΓX ,L

ΓE,X ΓE,E ΓE,I ΓE,L

ΓI,X ΓI,E ΓI,I ΓI,L

ΓL,X ΓL,E ΓL,I ΓL,L



. (4.17)

Resolvendo T
(∣∣dE + bE , dI

〉)
em (4.16), considerando que as submatrizes ΓX ,X = 0 e

ΓL,L = 0 (Definição 3.2), ΓX ,L = 0 e ΓL,X = 0 (condição c2, Definição 4.1), ΓX ,E = (ΓE,X )
T ,

ΓX ,I = (ΓI,X )
T , ΓE,I = (ΓI,E)

T , ΓE,L = (ΓL,E)
T e ΓI,L = (ΓL,I)

T , então depois de realizar

algumas manipulações algébricas obtém-se

T (|ϕ〉) =
∑

dX∈F|X|
p

{
∑

dY∈F|Y|
p

e(
2πi
p

)
[
m+(sE)T (dE)

]
e(

2πi
p

)
[
(dX )TΓX ,E(d

E)

+(dX )TΓX ,I(d
I)+(dE )TΓE,I(d

I)+ 1
2
(dE)TΓE,E(d

E)
]

[ ∑

dL∈F|L|
p

∑

dX̂∈F|X|
p

e−( 2πi
p

)
[
(dX̂ )TΓXE (d

E+bE)+(dX̂ )TΓX ,I(d
I)

+ 1
2
(dE+bE)ΓE,E(d

E+bE)+(dE+bE )ΓE,I(d
I)+(dE+bE)TΓE,L(d

L)

+(dI)TΓI,L(d
L)
]∣∣dLdX̂

〉]
}
c(dX ). (4.18)

É possível notar em (4.18) que a primeira exponencial representa o erro de troca de fase

e que a segunda exponencial representa a fase gerada na etapa de codificação, respectivamente,

enquanto que a expressão entre colchetes é a aplicação do operador T para cada estado da base.

Desde que o operador T é uma TFQI, então combinando os resultados de T com os

resultados das duas primeiras exponenciais para os p|Y| estados da base de |ϕ〉 em (4.18), irá

resultar em somente um estado |dLdX̂ 〉 para cada c(dX ), em que |Y| = |L|+ |X |. Com a finali-

dade de recuperar o estado, o qual foi codificado pela expressão (3.10), considerando que se tem

um |dX̂ 〉 diferente para cada c(dX ), então deve-se separá-los de
∣∣dL
〉

(vértices síndromes). Para

fazer isso é necessário que os
∣∣dL
〉

sejam iguais para todo c(dX ). Tendo que dL é o conjunto
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dos qudits de medição e que é o mesmo para todo c(dX ), então conclui-se que para cada erro

descrito em (4.3) haverá uma síndrome de erro unicamente determinada.

�

O cálculo da síndrome de erro permite obter os qudits de medição dL. Depois de medi-

los na base computacional, deve-se fazer uso da tabela de síndromes. Esta tabela consiste de

todos os possíveis resultados de medição dos qudits síndromes. Cada um desses resultados está

associado com o tipo de erro que ocorreu e também a operação de correção local que deve ser

aplicada para recuperar o estado codificado originalmente.

Levando em conta os aspectos mencionados anteriormente e também o Teorema 4.1,

uma operação de decodificação apropriada para os CGQ’s não-degenerados, o qual tem como

entrada o estado |ϕ〉, consiste dos seguintes passos:

Passo 1. Aplicar o operador T para cada um dos estados da base dY do estado |ϕ〉 para calcular

a síndrome de erro dL.

Passo 2. Realizar um procedimento de medição em dL para obter a síndrome de erro.

Passo 3. Checar na tabela de síndromes qual é a operação de correção local que está associada

com a síndrome de erro.

Passo 4. Aplicar a operação de correção local obtida na tabela de síndromes para restaurar o

estado originalmente codificado.

O operador T pode ser realizado eficientemente de acordo com [8, 87], e para qualquer

síndrome de erro calculada existe uma operação de correção local apropriada [33]. Entretanto,

a operação de decodificação apresentada acima pode ser considerada um problema NP-difícil

devido ao crescimento exponencial da tabela de síndromes concernente ao comprimento do

código.

4.4 Considerações Finais

Neste capítulo descreveu-se uma construção explicita da operação de decodificação para

CGQ’s não-degenerados. Esta operação pode ser aplicada a qualquer código estabilizador não-

degenerador sobre corpos finitos de ordem p, desde que tal código seja equivalente a um CGQ.

Uma das principais vantagens da decodificação proposta é que o operador de deco-

dificação T pode ser implementado eficientemente em um computador quântico, de acordo

com [8, 87].

Apesar do cálculo da síndrome de erro poder ser realizado eficientemente (atribuído a

T ), encontrar uma operação de correção local apropriada por meio de uma tabela de síndrome
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é um problema NP-difícil, uma vez que as linhas da tabela de síndromes crescem exponencial-

mente em função do comprimento do código. Isso também reforça as constatações apresentadas

por Hsieh e Le Gall [86].

Um exemplo ilustrando a aplicação da Definição 3.3 e a operação de decodificação pro-

posta será dado no Capítulo 6.

No próximo capítulo apresenta-se um esquema capaz de proteger a informação contra a

ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos, fazendo uso de estados GHZ.



CAPÍTULO 5

Um Esquema para a Proteção Contra

Múltiplos Apagamentos Quânticos

5.1 Introdução

O uso de sistemas quânticos em várias aplicações de computação e processamento de

informação está sujeito à mitigação de efeitos de um fenômeno conhecido como descoerên-

cia. Uma das implicações da descoerência é a ocorrência de perda de informação quântica. Por

exemplo, fótons são usualmente perdidos em linha de transmissão (correspondendo a um apaga-

mento em linguagem da Teoria da Informação), os quais representam um significante obstáculo

para a sobrevivência da coerência quântica [41].

Códigos corretores de apagamentos são conhecidos em teoria de codificação clássica, e

sua contrapartida quântica tem sido teoricamente desenvolvida. Uma classe especial de códigos

corretores de apagamentos quânticos foi proposta por Grassl et al. [39], que consideraram a

situação na qual a posição dos qubits errôneos (perdidos) é conhecida. Em concordância com

a teoria de codificação clássica, eles chamaram esse modelo de QEC e apresentaram alguns

cenários físicos nos quais a posição de um qubit errôneo é determinada, tal como emissão

espontânea.

Grassl et al. [39] mostraram que somente um código corretor de quatro qubits é reque-

rido para codificar um qubit e corrigir um apagamento. Eles também apresentaram que dois

qubits de informação pode ser codificado e um apagamento pode ser corrigido estendendo tal

código de quatro qubits, no sentido que somente um qubit adicional é requerido para codificar

um qubit de “mensagem” em média. Sem dúvida, este código é um código bastante compacto

para realizar a proteção de um ou dois qubits de informação quântica quando a posição do qubit

“ruim” é conhecida. Entretanto, ao menos oito qubits são necessários para proteger três qubits

de informação quântica contra um apagamento usando tal código (quatro qubits requeridos para

a codificação de um qubit de informação quântica e mais outros quatro qubits requeridos para a

codificação dos dois qubits restantes de informação quântica).



Um Esquema para a Proteção Contra Múltiplos Apagamentos Quânticos 56

Tendo em vista a existência de poucos códigos que tratassem a recuperação da informa-

ção quando da ocorrência de apagamento quântico e também pela importância que tal alteração

representa para vários cenários em computação e comunicação quânticas, Yang et al. [42] apre-

sentaram um código que faz uso de três qubits auxiliares (i.e., um total de seis qubits) para

proteger três qubits de informação contra a ocorrência de um apagamento. Para isso, eles idea-

lizaram uma operação de codificação que atua da seguinte maneira:

(a) um estado contendo três qubits de informação |ψ〉 é preparado (espaço 23-dimensional);

(b) um bloco de três qubits auxiliares é preparado de forma que todos esses qubits fiquem

inicialmente no estado |0〉;

(c) o produto tensorial dos estados da base de |ψ〉 com o bloco dos três qubits auxiliares é

realizado, ou seja, tem-se agora um estado imerso num espaço 26-dimensional;

(d) ao produto tensorial composto por esses dois blocos (|ψ〉 e qubits auxiliares) é aplicado

um operador linear unitário. Esse operador transforma cada um dos estados da base

(originalmente na base computacional), em um produto de dois estados GHZ idênticos

de três qubits cada, em que a quantidade de amplitudes não é alterada.

Na realização desse código se observa que, depois da operação de codificação, o bloco

de qubits auxiliares torna-se um bloco de redundância em relação ao primeiro bloco dos qubits

de |ψ〉. Dessa forma, havendo apagamento em um bloco, pode-se recuperar o qubit apagado via

o outro bloco por meio de uma operação de recuperação.

No decorrer deste trabalho de pesquisa foi desenvolvido uma generalização do referido

código, fazendo uso de um único bloco de redundância, para tratar qualquer quantidade k ≥ 3

de qubits. Entretanto, foi percebido que simplesmente aumentando a quantidade de qubits só

é possível proteger os k qubits de informação contra apenas a ocorrência de um apagamento,

conforme relatado em [45].

Do ponto de vista de algumas aplicações, tais como em junções de Josephson [35], áto-

mos neutros em reticulados ópticos [36], e, mais notoriamente, em fótons isolados que podem

ser perdidos durante o processamento ou podem ter a perda atribuída ao uso de fontes e/ou

detectores ineficientes [37, 38], pode ser notado que a ocorrência de apagamento dificilmente é

restrita a somente um qubit.

Sendo assim, neste capítulo apresenta-se uma das contribuições deste trabalho de tese,

que é a caracterização de um esquema capaz de proteger a informação contra a ocorrência

de múltiplos apagamentos, conseguida via o aperfeiçoamento do código de Yang et al. [42].

Essa técnica permite proteger k-qubits (k ≥ 3) de informação contra a ocorrência de t =

⌊k/2⌋ apagamentos. Neste esquema (t + 1) blocos redundantes são utilizados e restringe-se

ao caso em que cada apagamento deve ocorrer em blocos distintos (enviado através de canais

diferentes). A detecção da ocorrência de apagamentos em diferentes canais já é comumente

usada em experimentos práticos [41, 48].
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Este capítulo é organizado como segue. Na seção 5.2 apresenta-se a ideia do esquema

proposto para a proteção da informação contra a ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos

usando estados GHZ. Na Seção 5.3 são mostradas as operações de codificação e restauração que

possibilitam a proteção da informação contra a ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos.

Na Seção 5.4, são apresentadas as considerações finais.

5.2 Ideia Geral do Esquema Proposto

A ideia básica é aprimorar o código dado por Yang et al. [42] a fim de desenvolver um

esquema que tenha a habilidade de proteger a informação contra a ocorrência de múltiplos apa-

gamentos quânticos. Uma das possibilidades para se conseguir isso seria aumentar a quantidade

de blocos de redundância. Mas aí surgem as seguintes questões:

• Aumentar essa quantidade de blocos para quanto?

• E qual seria o tamanho adequado de cada bloco?

Com o intuito de responder a essas indagações, realizou-se neste trabalho de pesquisa

uma análise nos operadores de codificação, decodificação e recuperação a fim de verificar como

poderia ser aumentada a quantidade de blocos de redundância, de modo a permitir a proteção

contra a ocorrência de múltiplos apagamentos. Nessa análise, verificou-se que, para proteger k

qubits de informação contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋ apagamentos, faz-se necessário o uso de

t+ 1 blocos redundantes (um bloco auxiliar de k qubits para cada um dos t apagamentos).

Apesar de estar lidando com um caso especial em que uma única parte não pode obter

qualquer informação a respeito do estado como um todo, o propósito aqui é apresentar um

esquema concreto para proteger k qubits de informação contra a ocorrência de t apagamentos.

Será feita a partir de agora uma breve descrição das quatro etapas que compõem o es-

quema proposto para proteger a informação contra a ocorrência de múltiplos apagamentos:

1. Prepara-se o estado |ψ〉 de k ≥ 3 qubits a ser transmitido, bem como os t blocos de k

qubits auxiliares cada (todos inicialmente no estado |0⊗k〉), em que t = ⌊k/2⌋.

2. Aplica-se o operador de codificação Uenc ao produto do estado |ψ〉 com os t blocos de

qubits auxiliares, de tal maneira a transformar cada um dos 2k estados da base de |ψ〉 em

um produto de (t + 1) blocos idênticos de estados GHZ de k qubits cada, chamados de

estados lógicos.

3. Cada um dos (t + 1) blocos do estado codificado é enviado através de (t + 1) canais

independentes, os quais podem sofrer até t apagamentos (enfatizando que cada um dos

apagamentos deve ocorrer em blocos distintos).
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4. O estado corrompido é recuperado por meio da operação de restauração. Esta operação

faz uso de um outro bloco de k qubits auxiliares (todos inicialmente no estado |0〉) com

índice (t + 1) e dos operadores de decodificação Udec e recuperação Urec. Caso num

determinado bloco ocorra apagamento ele será tratado pelo operador Urec, caso contrá-

rio será trabalhado pelo operador Udec. Como resultado da aplicação desses operadores,

obtém-se: (a) |B| blocos de estados GHZ,1 tal que cada um destes blocos tem forma idên-

tica para todos os estados lógicos; e (b) (t + 1 − |B|) blocos de estados na forma |0⊗k〉.
Com isso, pode-se então obter o estado |ψ〉 via o bloco de índice (t + 1), agora livre de

apagamentos.

Uma vez que no esquema descrito acima cada estado lógico é um produto tensorial de

(t + 1) blocos, sendo cada bloco um estado GHZ de k qubits, considera-se cada um destes

blocos como um subsistema do sistema completo. Para recuperar o estado originalmente codi-

ficado livre de apagamentos, faz-se uso de um subsistema denominado sistema de referência,

caracterizado por um bloco de índice (t+ 1).

Considerando que se deseja que o esquema proposto tenha um sistema de referência

estatisticamente independente de qualquer parte escolhida arbitrariamente dentre aquelas que

irão interagir com o ambiente, como descrito por Cerf e Cleve [88], então pode-se considerar

a situação em que cada subsistema seja enviado por um canal independente de modo que o

sistema de referência venha a ser obtido via os blocos de qubits que permanecerem intactos ao

passarem através do QEC (doravante denominados de blocos intactos).

Na próxima seção mostra-se a formulação das operações de codificação e restauração

para a realização do esquema proposto.

5.3 Operações de Codificação e Restauração

Nesta seção mostra-se como é a forma das operações de codificação e restauração que

possibilitam a proteção da informação contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋ apagamentos quânticos

(k ≥ 3).

São utilizadas as seguintes notações:

•

k︷ ︸︸ ︷
|0〉 ⊗ . . .⊗ |0〉 = |

k︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0〉 = |0⊗k〉;

•
⊗n

d=1 |0⊗k〉(d) para representar a sequência de produtos tensoriais |0⊗k〉(1)⊗. . .⊗|0⊗k〉(n);

• m(d) significando a posição m de um qubit no bloco de índice (d);

• |V | denotando a cardinalidade de V .

1B ⊂ D, D = {0, . . . , t}, é o conjunto de blocos nos quais apagamentos foram detectados.
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Seja |ψ〉 um estado arbitrário de k ≥ 3 qubits. Pode-se codificar o estado |ψ〉 em

|ψ〉GHZ =
1√
2t+1

2k−1∑

i=0

λi

t⊗

d=0

[∣∣∣u(i)1(d)u
(i)
2(d) . . . u

(i)
k(d)

〉
+ (−1)i

∣∣∣û(i)1(d)û
(i)
2(d) . . . û

(i)
k(d)

〉]
, (5.1)

em que
∑2k−1

i=0 |λi|2 = 1 e (d) refere-se a blocos de k ≥ 3 qubits da seguinte maneira: o

bloco de índice (0) corresponde aos primeiros k qubits (da “mensagem”), enquanto que os

blocos de índices (1) a (t) correspondem a blocos de k qubits auxiliares cada, respectivamente.

Aqui, |u(i)m(d)〉 e |û(i)m(d)〉 representam dois estados ortogonais do qubit na posição m(d), sendo

û
(i)
m(d) = 1− u

(i)
m(d) e u(i)m(d) ∈ {0, 1}.

Desde que o estado |ψ〉GHZ é composto por um produto de (t + 1) blocos idênticos de

estados GHZ de k-qubits cada, é direto mostrar que para o estado codificado (5.1), o operador

densidade de cada qubit é dado por 1
2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|). Este resultado significa que a informação

quântica de k-qubits, originalmente carregada pelos k qubits da mensagem, é distribuída sobre

cada qubit após a codificação do estado |ψ〉 no estado |ψ〉GHZ .

Com a realização da codificação, dada em (5.1), obtém-se (t + 1) blocos redundan-

tes, todos na base GHZ. Como resultado da redundância, o estado quântico de k ≥ 3 qubits

originalmente codificado pode ser recuperado pela operação de restauração quando ele sofrer

apagamentos.

A operação de codificação dada em (5.1) pode facilmente ser realizada com o uso de

operações (portas) CNOT e da transformada de Hadamard, de acordo com as seguintes etapas:

1. Cada estado da base de |ψ〉 é identicamente preparado nos t blocos de qubits auxiliares

via um operador unitário Ured, que faz uso de operações CNOT. Como resultado, o estado

gerado é imerso num espaço 2k(t+1)-dimensional.

2. Ao k-ésimo qubit de cada bloco é aplicado a transformada de Hadamard, e como resultado

disso tem-se que o k-ésimo qubit de cada bloco será agora uma soma ou uma subtração,

dependendo se o k-ésimo qubit está no estado |0〉 ou no estado |1〉.

3. Por fim, utiliza-se um operador unitário UGHZ , consistindo de operações CNOT, que

age em cada bloco de tal modo a fazer com que os qubits do segundo termo da soma

(subtração) sejam o complemento dos qubits do primeiro termo, similarmente a expressão

(5.1).

Depois das três etapas descritas, obtém-se um estado composto por um produto de (t+1)

blocos idênticos na base GHZ de k qubits cada. É importante observar que, ao concluir a

codificação, nenhuma amplitude tem sido alterada.

Admite-se ao longo deste trabalho que as operações lógicas são perfeitas, ou seja, que

os códigos são projetados de forma a proteger a informação de erros de transmissão (ou de

armazenamento) mas não de erros operacionais, intrínsecos às portas lógicas.
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A realização da etapa 1 da codificação é descrita pelo lema a seguir. Para isso, mostra-se

que tendo um estado arbitrário |ψ〉 de k qubits e fazendo o produto tensorial dele com t blocos

de k qubits auxiliares cada (em que esses qubits estão todos inicialmente no estado |0〉), obtém-

se um estado imerso no espaço 2k(t+1)-dimensional de forma que ele seja composto por t + 1

blocos idênticos na base computacional.

Lema 5.1. Sejam |ψ〉 um estado de k-qubits (k ≥ 3) na base computacional e t = ⌊k/2⌋ blocos

auxiliares de k qubits cada, todos inicialmente no estado |0〉. Então, o operador linear unitário

Ured codifica o produto do estado |ψ〉 com os t blocos auxiliares de tal forma que o resultado é

o produto de t + 1 blocos idênticos aos dos estados da base de |ψ〉 (imersão em um espaço de

dimensão 2k(t+1)), em que

Ured =
t∏

d=1

(
k∏

i=1

Ci(0),i(d)

)
(5.2)

e Cx,y é uma operação CNOT agindo no qubit y (qubit alvo) controlado pelo estado do qubit x

(qubit de controle).

Demonstração: Um estado arbitrário |ψ〉 de k qubits (k ≥ 3) pode ser descrito, em decompo-

sição binária, da seguinte forma:

|ψ〉 = λ0 |0102 · · · 0k〉+ λ1 |0102 · · · 1k〉+ · · ·+ λ2k−1 |1112 · · · 1k〉 , (5.3)

em que
∑2k−1

i=0 |λi|2 = 1.

O produto tensorial de |ψ〉 com d = {1, . . . , t} blocos de k qubits auxiliares, todos no

estado |0〉, fica como segue

|ψ〉(0)
t⊗

d=1

|0〉⊗k(d) =
(
λ0 |0102 · · · 0k〉(0) + λ1 |0102 · · · 1k〉(0) + · · ·+ λ2k−1 |1112 · · · 1k〉(0)

)

⊗
(
|0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)

= λ0

(
|0102 · · · 0k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)

+λ1

(
|0102 · · · 1k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)
+

...

+λ2k−1

(
|1112 · · · 1k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)
.

(5.4)
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Tendo em vista que Ured é um operador linear, sua aplicação em (5.4), resulta:

|ψ〉′ = Ured

(
|ψ〉(0)

t⊗

d=1

|0〉⊗k(d)

)

= Ured

[
λ0
(
|0102 · · · 0k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)]

+Ured

[
λ1
(
|0102 · · · 1k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)]

+ · · ·+ Ured

[
λ2k−1

(
|1112 · · · 1k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .

⊗ |0102 · · · 0k〉(t)
)]
. (5.5)

Observe que

Ured =
t∏

d=1

(
k∏

i=1

Ci(0),i(d)

)

=
(
C1(0),1(1)C2(0),2(1) . . . Ck(0),k(1)

)
. . .
(
C1(0),1(t)C2(0),2(t) . . . Ck(0),k(t)

)
, (5.6)

em que essas composições dos operadores CNOT são realizadas da direita para a esquerda.

Como se pode perceber em (5.6), para cada aplicação de Cx,y a posição do bit de con-

trole, que é sempre observada no bloco de índice (0), é igual a posição do bit alvo a ser aplicado

no bloco de índice (d), sendo d ∈ {1, . . . , t}, para cada uma das k posições.

Realizando agora a aplicação de (5.6) em (5.5), obtém-se

|ψ〉′ = λ0

(
|0102 · · · 0k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k〉(t)

)

+λ1

(
|0102 · · · 1k〉(0) ⊗ |0102 · · · 1k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 1k〉(t)

)

...

+λ2k−1

(
|1112 · · · 1k〉(0) ⊗ |1112 · · · 1k〉(1) ⊗ . . .⊗ |1112 · · · 1k〉(t)

)
. (5.7)

Portanto, após a aplicação do operador Ured ao produto
(
|ψ〉(0)

⊗t
d=1 |0〉⊗k(d)

)
, obtém-se

um estado composto por t+ 1 blocos idênticos aos estados da base de |ψ〉, em que t = ⌊k/2⌋.

�

Para a realização da etapa 2 da codificação (p. 59), aplica-se a transformada de Hada-

mard ao k-ésimo qubit de cada um dos (t + 1) blocos de (5.7), ou seja, Hk |ψ〉′. Com isso,

obtém-se (os fatores de normalização serão omitidos):
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|ψ〉′′ = Hk |ψ〉′ = λ0

[(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]

+λ1

[(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]
+

...

+λ2k−1

[(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]
. (5.8)

O lema a seguir mostra que a etapa 3 da codificação (p. 59) pode ser realizada por meio

de uma operação unitária em |ψ〉′′ tal que, no segundo termo, cada soma/subtração em cada

bloco de k qubits seja o complemento do primeiro termo.

Lema 5.2. Seja |ψ〉′′ um estado composto por t + 1 blocos idênticos de k qubits cada, como

descrito em (5.8), em que k ≥ 3 e t = ⌊k/2⌋. Então, o operador linear unitário

UGHZ =
t∏

d=0

(
k−1∏

i=1

Ck(d),i(d)

)
(5.9)

codifica o estado |ψ〉′′ tal que o segundo termo de cada soma/subtração, em cada bloco de k

qubits, seja o complemento do primeiro termo.

Demonstração: Tendo o estado |ψ〉′′ como descrito em (5.8) e sendo UGHZ um operador linear

unitário, então ao aplicar UGHZ em (5.8), tem-se:

|ψ〉GHZ = UGHZ
(
|ψ〉′′

)

= λ0

{
UGHZ

[(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]}
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+λ1

{
UGHZ

[(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]}
+

...

+λ2k−1

{
UGHZ

[(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]}
. (5.10)

Observe que:

UGHZ =
t∏

d=0

(
k−1∏

i=1

Ck(d),i(d)

)

=
(
Ck(0),1(0)Ck(0),2(0) · · ·Ck(0),k−1(0)

)(
Ck(1),1(1)Ck(1),2(1) · · ·Ck(1),k−1(1)

)

· · ·
(
Ck(t),1(t)Ck(t),2(t) · · ·Ck(t),k−1(t)

)
. (5.11)

A fim de fazer com que cada soma/subtração em cada bloco de k qubits no segundo

termo seja o complemento do primeiro termo, o operador Cx,y em (5.11) deve agir nos qubits

que estão nas posições 1 até k − 1, para cada um dos t + 1 blocos, considerando o qubit da

k-ésima posição (bit de controle), como segue: se ele está no estado |1〉, então os qubits bi (em

que i = 1, . . . , k − 1 indica a posição do qubit) serão alterados para (bi + 1 mod 2); caso

contrário não serão alterados.

Realizando agora a aplicação de (5.11) em (5.10), obtém-se

|ψ〉GHZ = UGHZ
(
|ψ〉′′

)

= λ0

[(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]

+λ1

[(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]
+

...
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+λ2k−1

[(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]
. (5.12)

Portanto, após a aplicação do operador UGHZ em |ψ〉′′, obtém-se um estado |ψ〉GHZ tal

que o segundo termo de cada soma/subtração, em cada bloco de k qubits, seja o complemento

do primeiro termo.

�

O teorema a seguir mostra a operação que codifica cada um dos estados da base do

estado |ψ〉, de k ≥ 3 qubits, como um produto de (t + 1) blocos redundantes de estados GHZ,

de k-qubits cada.

Teorema 5.1. Sejam |ψ〉 um estado de k-qubits (k ≥ 3) na base computacional e t = ⌊k/2⌋
blocos de k qubits auxiliares cada, todos inicialmente no estado |0〉. Então, a operação de

codificação, denotada por EGHZ , codifica cada um dos estados da base de |ψ〉 como um produto

de (t + 1) blocos redundantes de estados GHZ de k-qubits cada. Essa operação de codificação

EGHZ é dada por

EGHZ = Uenc

[
|ψ〉(0)

t⊗

d=1

(
|0⊗k〉(d)

)]
, (5.13)

em que

Uenc = UGHZ ·
(

t∏

d=0

Hk(d)

)
· Ured, (5.14)

sendo Ured como em (5.2) e UGHZ como em (5.9).

Demonstração: Seja |ψ〉 um estado arbitrário de k qubits (k ≥ 3) o qual é descrito, em decom-

posição binária, da seguinte forma

|ψ〉 = λ0 |0102 · · · 0k−10k〉+ λ1 |0102 · · · 0k−11k〉+ · · ·+ λ2k−1 |1112 · · · 1k−11k〉 , (5.15)

em que
∑2k−1

i=0 |λi|2 = 1.

Agora será aplicado o operador Uenc, dado em (5.14), a
[
|ψ〉(0)

⊗t
d=1

(
|0⊗k〉(d)

)]
.

Pelo Lema 5.1, após a aplicação do operador Ured a
[
|ψ〉(0)

⊗t
d=1

(
|0⊗k〉(d)

)]
, tem-se
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|ψ〉′ = Ured

[
|ψ〉(0)

t⊗

d=1

(
|0⊗k〉(d)

)]

= λ0
(
|0102 · · · 0k−10k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k−10k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k−10k〉(t)

)

+λ1
(
|0102 · · · 0k−11k〉(0) ⊗ |0102 · · · 0k−11k〉(1) ⊗ . . .⊗ |0102 · · · 0k−11k〉(t)

)
+

...

+λ2k−1

(
|1112 · · · 1k−11k〉(0) ⊗ |1112 · · · 1k−11k〉(1) ⊗ . . .⊗ |1112 · · · 1k−11k〉(t)

)
.

(5.16)

Aplicando a transformada de Hadamard ao k-ésimo qubit de cada um dos (t+1) blocos

de |ψ〉′, obtém-se (os fatores de normalização são omitidos):

|ψ〉′′ = Hk |ψ〉′

= λ0

[(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]

+λ1

[(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]
+

...

+λ2k−1

[(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]
. (5.17)

Pelo Lema 5.2, após a aplicação do operador UGHZ ao estado |ψ〉′′, tem-se

|ψ〉GHZ = UGHZ |ψ〉′′

= λ0

[(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉+ |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]
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+λ1

[(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0102 · · · 0k−10k〉 − |1112 · · · 1k−11k〉

)
(t)

]
+

...

+λ2k−1

[(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|1112 · · · 1k−10k〉 − |0102 · · · 0k−11k〉

)
(t)

]
. (5.18)

O resultado apresentado em (5.18) conclui a aplicação da operação de codificação EGHZ .

Portanto, o produto tensorial do estado |ψ〉, de k-qubits (k ≥ 3), com os t = ⌊k/2⌋ blocos

auxiliares de k qubits cada (todos inicialmente no estado |0〉), é codificado por EGHZ de tal

maneira a produzir um estado |ψ〉GHZ , o qual possui (t + 1) blocos redundantes de k qubits

cada (k ≥ 3) na base GHZ.

�

Pode-se certamente imaginar situações em que se poderia, de fato, saber onde o erro

ocorreu (usando métodos para determinar a posição de um erro, ver [39]). Devido aos estados

|0〉 e |1〉 formarem uma base para um qubit, é preciso somente saber o que ocorre com esses

dois estados. Em geral, o processo de descoerência deve ser

|e0〉|0〉 −→ |ǫ0〉|0〉+ |ǫ1〉|1〉,
(5.19)

|e0〉|1〉 −→ |ǫ′0〉|0〉+ |ǫ′1〉|1〉,

em que |ǫ0〉, |ǫ1〉, |ǫ′0〉 e |ǫ′1〉 são estados do ambiente apropriados, não necessariamente ortogo-

nais ou normalizados, e |e0〉 é o estado inicial do ambiente [42].

Como será mostrado posteriormente, durante a operação de restauração, não existe a

necessidade de realizar quaisquer operações nos qubits “ruins”. Para simplificar, pode-se rees-

crever (5.19) como

|e0〉|0〉 −→ |0〉
(5.20)

|e0〉|1〉 −→ |1〉,
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em que os estados do ambiente |ǫ0〉, |ǫ1〉, |ǫ′0〉 e |ǫ′1〉 em (5.19) têm sido incluídos em |0〉 e |1〉.
Supõe-se inicialmente que qualquer apagamento somente ocorre após o estado emaranhado ter

sido gerado. Por referência, o estado |ψ〉GHZ depois de sofrer apagamento será representado

por |ψ〉GHZ . Admite-se também que podem ocorrer no máximo t = ⌊k/3⌋ apagamentos e

que estão em blocos distintos. Levando em conta estas considerações, para restaurar o estado

originalmente protegido contra a ocorrência de t apagamentos, serão utilizados os seguintes

tipos de operadores:

• Operador de decodificação que atua no(s) bloco(s) em que não foi detectado apagamento;

• Operador de recuperação, um para cada bloco em que foi detectado apagamento.

Para extrair o estado original livre de apagamentos, aplica-se primeiro uma transforma-

ção unitária nos blocos de qubits que ao passarem pelo QEC não tenha sido detectado apaga-

mento, os quais são chamados de blocos intactos. Esta transformação é considerada como um

operador de decodificação parcial (uma vez que os blocos que sofreram apagamento não são

envolvidos no operador de decodificação). Para evitar que o Teorema da Não-Clonagem seja

violado e também para facilitar o uso de um bloco de referência no operador de recuperação,

essa transformação unitária faz uso de um novo bloco de k qubits auxiliares (todos inicialmente

no estado |0〉).
Este operador de decodificação, denotado por Udec, atua da seguinte maneira:

1. Realiza uma transformação da base GHZ para a base computacional no(s) bloco(s) in-

tacto(s).

2. O(s) bloco(s) intacto(s) é(são) identicamente preparado(s) no bloco de índice (t + 1),

consistindo k qubits auxiliares que estão inicialmente no estado |0〉.

3. Transforma cada um dos k qubits do(s) bloco(s) intacto(s) no estado |0〉.

A expressão deste operador Udec é dada a seguir:

Lema 5.3. Sejam |ψ〉GHZ , um estado composto de t + 1 blocos idênticos na base GHZ de k-

qubits cada (k ≥ 3) os quais podem ter sofrido até t = ⌊k/2⌋ apagamentos ao passar pelo QEC,

e B ⊂ D (D = {0, . . . , t}), o conjunto dos índices que identificam os blocos em que foram

detectados apagamentos. Se for aplicado o operador linear unitário

Udec =
t∏

d=0
(d/∈B)

(
k∏

i=1

Ci(t+1),i(d)

)
·

t∏

d=0
(d/∈B)

(
k∏

i=1

Ci(d),i(t+1)Hk(d)

k−1∏

i=1

Ck(d),i(d)

)
, (5.21)

ao produto tensorial
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|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1),

então os seguintes passos são realizados: (i) todos os blocos intactos de |ψ〉GHZ são transfor-

mados da base GHZ para a base computacional; (ii) esses blocos intactos são identicamente

preparados no bloco de índice (t + 1); e, finalmente, (iii) os qubits dos blocos intactos são

transformados no estado |0〉.

Demonstração: Seja
∣∣ψ
〉
GHZ

o estado obtido depois que o estado |ψ〉GHZ , o qual tem (t + 1)

blocos redundantes de k qubits cada (k ≥ 3) na base GHZ, passou pelo QEC e pode ter sofrido

até t = ⌊k/2⌋ apagamentos (em que cada apagamento deve ocorrer em blocos distintos).

Tendo em vista que o operador de decodificação Udec irá atuar apenas nos blocos intac-

tos, é interessante verificar sua aplicação em dois casos:

1. Quando apenas um bloco está intacto (t apagamentos ocorreram);

2. Quando dois ou mais blocos estiverem intactos.

Para esses dois casos, será mostrados que o operador Udec (5.21): (a) irá identicamente

preparar, no bloco de índice (t + 1), todos os blocos intactos; e (b) irá transformar os k qubits

dos blocos intactos no estado |0〉.
Caso 1: O estado |ψ〉GHZ possui t+ 1 blocos e sofreu t apagamentos. Considera-se o caso em

que apenas um destes blocos está intacto, i.e., que houve a ocorrência desses apagamentos em

t blocos diferentes (um apagamento em cada bloco). Será estabelecido, sem perda de genera-

lidade, que esses apagamentos ocorreram nos blocos de índices (0) a (t − 1), ficando intacto

então o bloco de índice (t).

Note que para Udec, a posição em que ocorreu o apagamento não é importante. Entre-

tanto, para fins de representação, será admitido que o mesmo tenha ocorrido na posição a, em

que 0 ≤ a < k. Assim, o estado |ψ〉GHZ para este caso tem a seguinte forma:

|e0〉 ⊗ |ψ〉GHZ → |ψ〉GHZ = λ0|0〉L + λ1|1〉L + . . .+ λ2k−2|2k − 2〉L + λ2k−1|2k − 1〉L,
(5.22)

em que os estados lógicos são dados como segue, considerando que o traço na parte superior

representa a posição onde o apagamento ocorreu e também que são denotadas as possíveis

mudanças de fase:
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|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉+ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 − | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t)

]
. (5.23)

Desde que Udec é somente aplicado aos blocos intactos, isto significa que, para o caso

em tela, ele será aplicado somente ao bloco de índice (t). Sendo assim, ele terá a forma:

Udec =

(
k∏

i=1

Ci(t+1),i(t)

)(
k∏

i=1

Ci(t),i(t+1)

)
Hk(t)

(
k−1∏

i=1

Ck(t),i(t)

)

=
(
C1(t+1),1(t) · · ·Ck(t+1),k(t)

)(
C1(t),1(t+1) · · ·Ck(t),k(t+1)

)

Hk(t)

(
Ck(t),1(t) · · ·Ck(t),[k−1](t)

)
. (5.24)

Aplicando o operador (5.24) ao produto
(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
, obtém-se
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|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
. (5.25)

Note em (5.25) que, pela aplicação do operador (5.24), o bloco de índice (t) passou

da base GHZ para a base computacional. Depois disso, este bloco intacto foi identicamente

preparado no bloco de índice (t + 1) e então teve seus k qubits transformados para o estado

|0〉. Enfatiza-se também que os blocos de índices (0) a (t− 1) não sofreram nenhuma alteração

depois da aplicação de Udec, dado em (5.24).

Caso 2: Considera-se que em
∣∣ψ
〉
GHZ

existem t + 1 blocos intactos, significando que nenhum

apagamento foi detectado.

Desde que Udec é somente aplicado aos blocos intactos, pode-se explicitamente denotá-

lo como segue:

Udec =
t∏

d=0

(
k∏

i=1

Ci(t+1),i(d)

)
·

t∏

d=0

(
k∏

i=1

Ci(d),i(t+1)Hk(d)

k−1∏

i=1

Ck(d),i(d)

)
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=

[(
C1(t+1),1(0) · · ·Ck(t+1),k(0)

)
· · ·
(
C1(t+1),1(t) · · ·Ck(t+1),k(t)

)]

[(
C1(0),1(t+1) · · ·Ck(0),k(t+1)

)
Hk(0)

(
Ck(0),1(0) · · ·Ck(0),[k−1](0)

)
· · ·

(
C1(t),1(t+1) · · ·Ck(t),k(t+1)

)
Hk(t)

(
Ck(t),1(t) · · ·Ck(t),[k−1](t)

)]
. (5.26)

Agora, aplicando o operador (5.26) ao produto
(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
, obtém-se

|0〉L =

[(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|01 . . . 0k−11k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|11 . . . 1k−10k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(0)

⊗ . . .⊗
(
|01 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|11 . . . 1k−11k〉

)
(t+1)

]
. (5.27)

Nota-se em (5.27) que, após a aplicação do operador (5.26), todos os blocos de índices

(0) a (t) passaram da base GHZ para a base computacional. Em seguida esses blocos foram

identicamente preparados no bloco de índice (t+ 1) e depois tiveram os seus k qubits transfor-

mados para o estado |0〉.
Conclui-se com isso a demonstração do Lema 5.3.

�

Depois de aplicar o operadorUdec (Lema 5.3) a
(
|ψ〉GHZ⊗|0⊗k〉(t+1)

)
, torna-se necessá-

rio aplicar o(s) operador(es) de recuperação, um operador para cada bloco em que foi detectado

apagamento, a fim de se obter o estado |ψ〉 livre de apagamentos.

Seja B ⊂ D (D = {0, . . . , t}) o conjunto dos índices que identificam os blocos em

que ocorreram apagamentos. Na aplicação do operador de recuperação, deve-se considerar dois

casos para o qubit que sofreu apagamento no bloco de índice (b) ∈ B:

1. Quanto a posição é diferente de k.
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2. Quando a posição é igual a k.

O lema a seguir apresentará como deve ser a forma do operador de recuperação para o

Caso 1.

Lema 5.4. Seja B ⊂ D(D = {0, . . . , t}) o conjunto dos índices que identificam os blocos

em que ocorreram apagamentos e considere também que tenha sido aplicado o operador Udec a(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
. Se a posição do qubit é diferente de k, para o qubit na posição a onde

ocorreu apagamento no bloco de índice (b) ∈ B, então o operador de recuperação Ua,b
rec, que irá

transformar o bloco de índice (b) de tal maneira que ele fique da mesma forma para todos os

estado lógicos, é dado por

Ua,b
rec = T[k−r](t+1),k(t+1),r(b)Zk(t+1),r(b) T[k−r](t+1),k(t+1),r(b)

k−1∏

i=1(i 6=a)
Ci(t+1),i(b)

k∏

i=1(i 6=a)
C[k−r](t+1),i(b), (5.28)

em que r = maxr 6=k(W) e W = {1, . . . , k}\{a}, com T representando uma operação de porta

Toffoli 2 e Z representando uma operação σZ de Pauli controlada 3.

Demonstração: Mostra-se que considerando |ψ〉GHZ , um estado que tem (t + 1) blocos de

k-qubits cada (k ≥ 3) na base GHZ, que tenha sofrido t = ⌊k/2⌋ apagamentos em blocos

diferentes depois de passar através do QEC, então a operação de restauração, dada por (5.28),

irá transformar o bloco de índice (b) que sofreu apagamento em uma posição diferente de k de

tal maneira que ele fique da mesma forma para todos os estado lógicos.

O estado
∣∣ψ
〉
GHZ

contém (t + 1) blocos e tem t apagamentos em diferentes blocos.

Desde que existam (t + 1) blocos, os apagamentos podem ter ocorrido em qualquer um dos

blocos de índices (0) a (t). Entretanto, sem perda de generalidade, considera-se que os apaga-

mentos ocorreram em qualquer posição a (a 6= k) dos blocos de índices (0) até (t−1), i.e., B =

{0, . . . , t− 1}. Assim, considerando que já tenha sido aplicado Udec a
(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
,

o estado |ψ〉GHZ é reescrito como segue:

|e0〉 ⊗ |ψ〉GHZ → |ψ〉GHZ = λ0|0〉L + λ1|1〉L + . . .+ λ2k−2|2k − 2〉L + λ2k−1|2k − 1〉L,
(5.29)

em que

2Para mais detalhes sobre a porta Toffoli ver Apêndice B.3.5.
3A operação σZ de Pauli controlada Zx,y tem o bit de controle x e o bit alvo y, o qual envia o estado do bit

alvo |0〉 → |0〉 e |1〉 → −|1〉 quando o bit de controle está no estado |1〉; caso contrário, quando o bit de controle
está em |0〉, o estado do bit alvo não mudará.
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|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
. (5.30)

Considerando que o apagamento ocorreu no qubit de posição a (1 ≤ a ≤ k − 1) dos

blocos de índices (0) a (t− 1), então W = {1, . . . , k} \ {a} e r = maxr 6=k(W). Os operadores

de recuperação, um operador para cada bloco de índice (0) até (t−1), são explicitamente dados

como segue:

Ua,0
rec = T[k−r](t+1),k(t+1),r(0)Zk(t+1),r(0) T[k−r](t+1),k(t+1),r(0)

k−1∏

i=1(i 6=a)
Ci(t+1),i(0)

k∏

i=1(i 6=a)
C[k−r](t+1),i(0),

...

Ua,t−1
rec = T[k−r](t+1),k(t+1),r(t−1)Zk(t+1),r(t−1) T[k−r](t+1),k(t+1),r(t−1)

k−1∏

i=1(i 6=a)
Ci(t+1),i(t−1)

k∏

i=1(i 6=a)
C[k−r](t+1),i(t−1). (5.31)
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Tendo que Udec tenha sido aplicado a
(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
, então aplicando os opera-

dores de recuperação, dados por (5.31) em (5.29), obtém-se

|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
. (5.32)

Observe agora em (5.32) que os blocos de índices (0) até (t− 1) estão da mesma maneira para

todos os estados lógicos. Com isso, o sistema e o ambiente estarão no estado

(
| . . . xa . . . 0k〉 ± | . . . xa . . . 1k〉

)
(0)

⊗
(
| . . . xa . . . 0k〉 ± | . . . xa . . . 1k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
| . . . xa . . . 0k〉 ± | . . . xa . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
|ψ〉
)
(t+1)

, (5.33)

em que xa ∈ {0, 1}.
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Portanto, o estado original da mensagem |ψ〉 pode ser recuperado por intermédio do

bloco de índice (t+1) mesmo depois de passar pelo QEC e ter sofrido apagamento no qubit de

posição {a} (a 6= k) dos blocos de índices (0) até (t− 1).

�

Depois da prova do Lema 5.4 para o Caso 1, agora será considerado o Caso 2 o qual é

tratado pelo lema a seguir.

Lema 5.5. Considere B ⊂ D (D = {0, . . . , t}) o conjunto dos índices que identificam os

blocos em que ocorreram apagamentos e também que tenha sido aplicado o operador Udec a(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
. Se a posição for igual a k, para o qubit que sofreu apagamento no

bloco de índice (b) ∈ B, então o operador Uk,b
rec que irá transformar o bloco de índice (b) de tal

maneira que ele fique da mesma forma para todos os estado lógicos é dado por

Uk,b
rec = Zk(t+1),k−1(b)

k−1∏

i=1

Ci(t+1),i(b), (5.34)

em que Z representa a operação σZ de Pauli controlada.

Demonstração: Tome as considerações para |ψ〉GHZ , t, k e para o número de blocos como

sendo as mesmas do Lemma 5.4, exceto que a posição do apagamento é igual a k. Assim,

o estado |ψ〉GHZ para esta situação, considerando que Udec tenha sido aplicada a
(
|ψ〉GHZ ⊗

|0⊗k〉(t+1)

)
, tem a seguinte forma:

|e0〉 ⊗ |ψ〉GHZ → |ψ〉GHZ = λ0|0〉L + λ1|1〉L + . . .+ λ2k−2|2k − 2〉L + λ2k−1|2k − 1〉L,
(5.35)

em que

|0〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t+1)

]
,
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|1〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ∓ |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ∓ |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|0 . . . 0k−11k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
± |1 . . . 1k−10k〉+ |0 . . . 0k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± |1 . . . 1k−10k〉+ |0 . . . 0k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|1 . . . 1k−10k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
± |1 . . . 1k−10k〉 − |0 . . . 0k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± |1 . . . 1k−10k〉 − |0 . . . 0k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|1 . . . 1k−11k〉

)
(t+1)

]
. (5.36)

Considerando que o apagamento ocorreu no qubit de posição k dos blocos de índices

(0) até (t − 1), então W = {1, . . . , k} \ {k} = {1, . . . , k − 1} e r = maxr 6=k(W) = k − 1.

Os operadores de recuperação, um operador para cada bloco de índice (0) até (t − 1), são

explicitamente dados como segue:

Uk,0
rec = Zk(t+1),k−1(0)

k−1∏

i=1

Ci(t+1),i(0),

...

Uk,t−1
rec = Zk(t+1),k−1(t−1)

k−1∏

i=1

Ci(t+1),i(t−1). (5.37)

Aplicando os operadores de recuperação dados por (5.37) em (5.35), obtém-se

|0〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t+1)

]
,
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|1〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|0 . . . 0k−11k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|1 . . . 1k−10k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|1 . . . 1k−11k〉

)
(t+1)

]
. (5.38)

Note agora em (5.38) que os blocos de índices (0) até (t − 1) estão da mesma maneira para

todos os estados lógicos. Deste modo, o sistema e o ambiente estarão no estado

(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(0)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉 ± |1 . . . 1k−11k〉

)
(t−1)

⊗
(
|0 . . . 0k−10k〉

)
(t)

⊗
(
|ψ〉
)
(t+1)

. (5.39)

Portanto, o estado original da mensagem |ψ〉 pode ser recuperado via o bloco de índice

(t+ 1), mesmo depois de passar pelo QEC e ter sofrido apagamento no qubit de posição k nos

blocos de índices (0) até (t− 1).

�

Considere que o estado |ψ〉GHZ ao passar pelo QEC tenha sofrido t = ⌊k/2⌋ apagamen-

tos (em blocos distintos), resultando em |ψ〉GHZ . O teorema a seguir mostra como deve ser a

operação de restauração capaz de obter o estado que foi codificado livre de apagamento.

Teorema 5.2. Sejam |ψ〉GHZ , um estado que possui t+ 1 blocos redundantes de k-qubits cada

(k ≥ 3) na base GHZ tendo sofrido t = ⌊k/2⌋ apagamentos ao passar pelo QEC, e B ⊂
D (D = {0, . . . , t}) o conjunto dos índices que identificam os blocos em que foram detectados
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apagamentos, então a operação de restauração R, capaz de obter o estado que foi codificado

livre de apagamentos, é dada por

R =
∏

b

{
Ua,b
rec ◦

[
Udec

(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)]}
, (5.40)

em que a ∈ {1, . . . , k} é a posição do qubit que sofreu apagamento e b ∈ B, sendo Udec como

em (5.21) e Ua,b
rec como em (5.28) ou como em (5.34), exceto para U0

rec = I quando |B| = 0 (em

que I é a matriz identidade de ordem k).

Demonstração: Mostra-se que a partir de |ψ〉GHZ , um estado que possui t + 1 blocos redun-

dantes de k-qubits cada (k ≥ 3) na base GHZ, que sofreu t = ⌊k/2⌋ apagamentos ao passar

pelo QEC, então a operação de restauração, dada pela expressão (5.40), é capaz de recuperar o

estado que foi codificado livre de apagamentos.

A demonstração deve considerar tanto os casos que envolvem o operador de decodifica-

ção (ver Lema 5.3), quanto os casos para o operador de recuperação (ver Lemas 5.4 e 5.5), ou

seja:

• todos os blocos permanecem intactos (nenhum apagamento ocorreu);

• apenas um bloco permanece intacto (t apagamentos ocorreram);

• a posição é diferente da última (k-ésima posição) para o qubit que sofreu apagamento;

• a posição é igual a k para o qubit que sofreu apagamento.

Para o primeiro caso listado, a prova é dada no Lema 5.3. Para provar o outros três casos

a seguinte situação irá ser apresentada.

Considere que o estado |ψ〉GHZ contenha (t + 1) blocos e tenha sofrido t = ⌊k/2⌋
apagamentos, todos em blocos diferentes, depois de passar através do QEC. Desde que existem

(t + 1) blocos, então haverá um bloco em que não foi detectado apagamento. Esse bloco pode

ser qualquer um dos (t + 1) blocos, incluindo os blocos de índices (0) e (t). Entretanto, sem

perda de generalidade, será estabelecido que o bloco intacto seja o bloco de índice (t). Devido

a isso, os apagamentos irão ocorrer numa posição qualquer {a} dos blocos de índices (0) a

(t− 1).

Visando envolver os casos de aplicação do operador de recuperação, dados pelos Lemas

5.4 e 5.5, considera-se que a posição do qubit que sofreu apagamento seja a k-ésima no bloco

de índice (0) e diferente da k-ésima nos blocos de índices (1) a (t− 1). O estado |ψ〉GHZ para

esta situação tem a seguinte forma:
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|e0〉 ⊗ |ψ〉GHZ → |ψ〉GHZ = λ0|0〉L + λ1|1〉L + . . .+ λ2k−2|2k − 2〉L + λ2k−1|2k − 1〉L,
(5.41)

em que

|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉+ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 − | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
| . . . 1a . . . 0k〉 ± | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
| . . . 1a . . . 0k〉 ∓ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t)

]
. (5.42)

A operação de restauração é, portanto, dada com segue:

R =

{
Uk,0
rec ◦ Udec

(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)}

{
t−1∏

b=1

[
Ua,b
rec ◦ Udec

(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)]}
. (5.43)

O primeiro passo na operação dada em (5.43) é a aplicação de Udec, a qual somente agirá

no bloco de índice (t).
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Aplicando Udec ao produto
(
|ψ〉GHZ ⊗ |0⊗k〉(t+1)

)
, obtém-se

|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ∓ | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
| . . . 1a . . . 0k〉 ± | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉+ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|2k − 1〉L =

[(
| . . . 1a . . . 0k〉 ∓ | . . . 0a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
± | . . . 1a . . . 0k〉 − | . . . 0a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
. (5.44)

Note que depois da aplicação de Udec: (a) o bloco de índice (t) foi transformado da base GHZ

para a base computacional; (b) ele foi identicamente preparado no bloco de índice (t + 1); e

(c) ele teve todos os seus qubits transformados no estado |0〉. Observe também que não houve

nenhuma mudança nos blocos de índices (0) até (t− 1).

O próximo passo na operação dada em (5.43) é a aplicação dos operadores de recupera-

ção, um para cada bloco no qual os apagamentos foram detectados.

Para o bloco de índice (0), em que o qubit de posição k sofreu apagamento, o operador

de recuperação é dado pelo Lema 5.5. Considerando que neste caso W = {1, . . . , k} \ {k} e,

portanto, r = k − 1, então o operador de recuperação tem a seguinte forma:
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Uk,0
rec = Zk(t+1),[k−1](0)

k−1∏

i=1

Ci(t+1),i(0);

= Zk(t+1),[k−1](0)

(
C1(t+1),1(0) · · ·C[k−1](t+1),[k−1](0)

)
. (5.45)

Para o caso em que o apagamento ocorreu em um qubit de posição a (1 ≤ a ≤ k − 1)

dos blocos de índices (1) até (t−1), o operador de recuperação é dado pelo Lema 5.4. Para este

caso, W = {1, . . . , k} \ {a} e r = maxr 6=k(W). Os operadores de recuperação, um operador

para cada bloco de índices (1) até (t− 1), são explicitamente dados como segue:

Ua,1
rec = T[k−r](t+1),k(t+1),r(1)Zk(t+1),r(1) T[k−r](t+1),k(t+1),r(1)

k−1∏

i=1(i 6=a)
Ci(t+1),i(1)

k∏

i=1(i 6=a)
C[k−r](t+1),i(1),

...

Ua,t−1
rec = T[k−r](t+1),k(t+1),r(t−1)Zk(t+1),r(t−1) T[k−r](t+1),k(t+1),r(t−1)

k−1∏

i=1(i 6=a)
Ci(t+1),i(t−1)

k∏

i=1(i 6=a)
C[k−r](t+1),i(t−1). (5.46)

Aplicando os operadores de recuperação, dados por (5.45) e (5.46) em (5.44), obtém-se

|0〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,

|1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 0a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
,

...

|2k − 2〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 0k〉

)
(t+1)

]
,
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|2k − 1〉L =

[(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(0)

⊗ . . .

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉 ± | . . . 1a . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
| . . . 1a . . . 1k〉

)
(t+1)

]
. (5.47)

Note agora em (5.47) que os blocos de índices (0) até (t − 1) estão da mesma maneira para

todos os estados lógicos. Deste modo, o sistema e o ambiente estarão no estado

(
| . . . 0a . . . xk〉+ | . . . 1a . . . xk〉

)
(0)

⊗
(
| . . . xa . . . 0k〉+ | . . . xa . . . 1k〉

)
(1)

⊗ . . .⊗
(
| . . . xa . . . 0k〉+ | . . . xa . . . 1k〉

)
(t−1)

⊗
(
| . . . 0a . . . 0k〉

)
(t)

⊗
(
|ψ〉
)
(t+1)

, (5.48)

em que xa ∈ {0, 1}.

Portanto, o estado original da mensagem |ψ〉 pode ser recuperado via o bloco de índice

(t + 1), mesmo depois de ter passado pelo QEC e ter sofrido a ocorrência de apagamento nos

blocos de índices (0) até (t− 1).

Conclui-se, portanto, a prova do Teorema 5.2.

�

5.4 Considerações Finais

Neste capítulo foi apresentado um esquema para a proteção de k qubits de informação

(k ≥ 3) contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋ apagamento, desde que tais apagamentos ocorram em

blocos codificados distintos de k qubits cada. Este esquema aperfeiçoa o código proposto por

Yang et al. [42] e faz uso de (t+ 1) blocos redundantes na base GHZ.

Uma característica especial do esquema apresentado é que nenhum procedimento de

medição é requerido, uma vez que a informação sobre os apagamentos é fornecida naturalmente

pelo sistema, por exemplo, através de emissão espontânea. Esta informação pode ser capturada

por detectores de apagamento e posteriormente tratada via operadores unitários que não causem

distúrbio no sistema. Uma outra característica que pode ser notada é que a informação pode

somente ser restaurada se existir uma colaboração de todos os blocos que compõem o estado

recebido.
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A implementação do esquema proposto é perfeitamente plausível, desde que tal esquema

é alcançável via operadores unitários os quais consistem de uma composição apropriada de por-

tas quânticas bem conhecidas na literatura (CNOT, Hadamard, Toffoli e σz de Pauli controlada).

É importante notar que os operadores que caracterizam a operação de codificação (Teo-

rema 5.1) e operação de restauração (Teorema 5.2) para este esquema podem ser ajustados

para construir diferentes CCAQ. Deve-se enfatizar que os códigos construídos via o esquema

proposto podem corrigir somente apagamentos quânticos (i.e., alterações nas quais a posição é

de alguma forma conhecida). Apesar disso, esses códigos podem ser concatenados com outros

códigos como os CCEQ para proteger contra a ocorrência de erros computacionais [12].

Embora a taxa t/N decresça com k,4 acredita-se que o presente esquema possa ser

útil em muitas aplicações como, por exemplo, em armazenamento de informação quântica para

computação quântica de pequena escala, processamento da informação e comunicação quânti-

cas. Isto é particularmente enfatizado devido as propostas promissoras de sistemas físicos para

computadores quânticos serem baseadas nas pequenas capacidades das tecnologias atuais, tais

como: junções de Josephson [35, 89]; pontos quânticos acoplados [90, 91]; átomos neutros em

reticulados ópticos [36, 92]; e fósforos dopados em cristais de silício [3, 93].

Um exemplo para ilustrar o esquema proposto aqui será dado no capítulo a seguir.

No próximo capítulo, apresenta-se um esquema de concatenação capaz de proteger a

informação contra a ocorrência de erros computacionais e apagamentos quânticos.

4Aqui, t = ⌊k/2⌋ é o número de apagamentos, N = k(⌊k/2⌋ + 1) é o número total de qubits requeridos e
k ≥ 3 é o comprimento da palavra código.



CAPÍTULO 6

Concatenação para Erros Computacionais

e Apagamentos Quânticos

Nenhum sistema quântico está totalmente livre de descoerência, devido a inevitável in-

teração entre este sistema e o ambiente no qual ele está inserido. Mas, pequenas quantidades

de descoerência podem ser tratadas por meio da aplicação de várias técnicas reunidas sob o

nome de correção de erros quânticos. Além disso, erros em computadores quânticos podem

ser corrigidos utilizando-se recursos tolerantes a falhas para probabilidades de erro inferiores a

um limiar crítico que depende do hardware do computador, das fontes de erro e dos protocolos

usados para a correção de erros quânticos [3].

Erros computacionais e apagamentos são tipos de alterações que naturalmente podem

ocorrer devido a interação entre os sistemas quânticos e seu ambiente. Diante da impossi-

bilidade de ignorar a existência de tais alterações, há trabalhos na literatura que destacam a

importância prática do desenvolvimento de códigos que sejam capazes de realizar a proteção

contra estes dois tipos de alterações [13, 49].

De uma maneira geral, é possível manipular códigos existentes para construir um novo

código adequado para um modelo de erro mais geral. Um dos artifícios que pode ser utilizado

para isso é a concatenação, a qual possibilita produzir um novo código fazendo uso de outros

existentes. A concatenação de códigos é considerado um método básico para a construção de

bons códigos corretores de erros. Além disso, muitos dos códigos binários assintoticamente

bons são construídos por meio da concatenação [94, 95].

O conceito de códigos concatenados foi inicialmente introduzido em esquemas de cor-

reção de erros clássicos por Forney [96]. A concatenação, em particular, pode ser entendida

como um método de combinação de dois códigos (um código interno e um código externo)

para formar um novo código [97]. No que concerne correção de erros clássicos, Forney reali-

zou extensos estudos sobre códigos concatenados abordando, por exemplo, como escolher os

códigos interno e externo e também que valores limites de probabilidade de erro podem ser

alcançados.
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As primeiras aplicações de códigos concatenados em correção de erros quânticos apa-

recem em [10, 52]. No cenário quântico, códigos concatenados desempenham um papel chave

em computação quântica tolerante a falhas (CQTF) [52–54] e na construção de bons CCEQ’s

degenerados [50, 51, 97]. Por exemplo, Gottesman [10], ao fazer uso da concatenação em sua

tese de doutorado, construiu um novo código pela concatenação do código de cinco qubits com

ele próprio. Já o código degenerado de Shor pode ser construído concatenando-se o código de

troca de bit com o código de troca de fase, ambos de três qubits [97].

Duan e outros [13] fizeram uso da concatenação combinando múltiplos códigos corre-

tores de erros de amortecimento de amplitude, resultando em um código que simula o canal de

apagamento quântico. Eles se basearam numa observação de que, com relação a uma codifi-

cação simples, duas utilizações do canal de amortecimento de amplitude (do inglês amplitude

damping channel) simulam o canal de apagamento quântico.

Embora a concatenação já tenha sido aplicada a vários cenários de codificação quântica,

não foi encontrada nenhuma referência na literatura que tenha concatenado um CCEQ com

um CCAQ para produzir um código capaz de realizar proteção contra erros computacionais e

apagamentos quânticos.

Com o objetivo de superar estas limitações, uma contribuição apresentada neste capítulo

é a de mostrar que a concatenação de um CCEQ com um CCAQ, demanda que o código externo

seja um CCEQ, enquanto que o código interno deve ser um CCAQ que não realiza medição.

Se esta construção for respeitada, o código concatenado resultante protege tanto contra erros

computacionais como também contra apagamentos quânticos.

Na seção a seguir é estabelecida a contribuição dada neste capítulo, mostrando o código

concatenado apto a proteger a informação contra a ocorrência erros computacionais e apaga-

mentos quânticos. Depois disso, é apresentado um exemplo que ilustra a implementação da

concatenação proposta e as considerações finais do capítulo.

6.1 Concatenação de códigos quânticos

A concatenação serial (ou simplesmente concatenação) consiste de dois códigos, um

código externo [[M, k]] que codifica k qubits em M qubits (taxa Rext
c = k/M ), denotado

por Cext, e realização dada por Cext = (Eext, Dext); e um código interno [[N,M ]] que co-

difica M qubits em N qubits (taxa Rint
c = M/N ), denotado por C int, e realização dada por

C int = (Eint, Dint), em que E e D representam as operações de codificação e decodificação,

respectivamente [98]. Rahn et al. [2] mostraram que o mapa de uma concatenação de códigos

é dada pela composição dos mapas dos códigos constituintes. A descrição dada por eles será

usada para mostrar como dois códigos podem ser concatenados para formar um outro.

Um estado de k qubits lógicos ρi é primeiramente codificado usando o código externo

Cext, produzindo um estado de M qubits Eext[ρi]. Cada um desses qubits é então codificado

pelo código interno, isto é, usando o mapa Eint ⊗ Eint ⊗ . . . ⊗ Eint = (Eint)⊗M que age
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em Eext[ρi]. Estas sequências de codificações compõem o mapa da codificação do código

concatenado:

E = (Eint)⊗M ◦ Eext. (6.1)

As M seções em Eext[ρi] são chamadas de blocos, contendo N qubits cada. Depois de

enviar através de um canal quântico, um processo ruidoso N age nos MN qubits previamente

codificados.

Um esquema de correção de erro simples corrige coerentemente cada um dos blocos do

código baseado no código interno, e então corrige o registrador de entrada com base no código

externo. Levando isto em conta, o mapa da decodificação para o código concatenado é dado por

D = Dext ◦ (Dint)⊗M . (6.2)
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Figura 6.1 Representação do esquema de correção para um código concatenado, adaptado de [2].

Denota-se o código concatenado com este esquema de correção por Qc, em que

Qc = Cext(C int) = (E,D). (6.3)

Note que Cext(C int) é um código de MN -qubits. Este esquema de correção é ilustrado na

Figura 6.1.

Para que o mapa de decodificação (6.2) seja realizado no processamento quântico sem

que haja o colapso do estado codificado em (6.1) antes da aplicação de Dext, é necessário que

no processo de decodificação (Dint)⊗M não haja medição.
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Considerando que a ocorrência de um apagamento é, por definição (ver Seção 2.3), uma

ação que é sinalizada e localizável de alguma forma, então é natural pensar em primeiro corrigir

esse tipo de alteração. Depois disso, verifica-se se ocorreram alterações que não são sinalizadas.

No contexto proposto neste trabalho, significa que se deve primeiro realizar a decodificação do

CCAQ, para depois efetuar a decodificação do CCEQ.

Levando em conta as considerações mencionadas, o teorema a seguir sintetiza a ideia

geral do esquema de concatenação proposto (ver Figura 6.2).

Codificação

interna 

i

proteção apa

proteção erros co

Cana

Quânt

Codificação

externa 

Decodificação

interna 

Decodificação

externa 

f

pagamento

 computacionais

nal

nt ico 

Figura 6.2 Representação do esquema de concatenação para erros computacionais e apagamentos.

Teorema 6.1. Seja Qc um esquema como em (6.3) com C int como um CCAQ (usando múlti-

plos blocos redundantes e sem realizar medição) capaz de proteger a informação contra até t

apagamentos quânticos; e com Cext como um CCEQ capaz de proteger a informação contra até

e erros computacionais. Então Qc é capaz de proteger a informação contra a ocorrência de até

e erros computacionais e até t apagamentos quânticos.

Demonstração: Desde que Qc é como em (6.3), o processo de codificação é dado em (6.1).

Considere Cext como sendo um CCEQ. Assumindo que se deseje proteger um estado arbitrário

ρi, então o resultado do primeiro passo da codificação é dado por ρ′ = Eext[ρi]. Como assumiu-

se que C int é um CCAQ, então para completar a codificação aplica-se Eint em ρ′. Isso irá

resultar em

ρ′′ = Eint[ρ′], (6.4)

em que ρ′′ possui múltiplos blocos redundantes.

Tendo completado a codificação do Qc, o estado obtido em (6.4) é enviado através do

canal quântico, estando susceptível a ação de um processo ruidoso. Admitindo que ocorreu até

t apagamentos quânticos e até e erros computacionais, todos eles em blocos distintos, tem-se

como resultado o estado ρ̂.

Procedendo agora com a decodificação doQc, se for considerado que a decodificação do

CCAQ é composta de uma operação unitária com qubits auxiliares e que não realiza medições,
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então a decodificação do CCAQ está apta a modificar o estado recebido de tal forma que ele

fique livre de apagamentos, como estabelecido por [99]. Com isso, depois da aplicação de

Dint obtém-se ρd = Dint[ρ̂], um estado livre de apagamentos o qual preserva o emaranhamento

existente.

Agora ρd irá ser tratado por Dext, a decodificação do CCEQ. Disso segue que se deve

desempenhar um procedimento de detecção, fazendo uso de medição, para verificar se qualquer

erro computacional ocorreu e em qual posição [8,83]. Isto possibilita saber qual deve ser a ope-

ração local a ser aplicada para se obter o estado original desejado. Assim, depois da aplicação

de Dext, obtém-se

ρf = Dext[ρd]. (6.5)

Portanto, se Qc é um código concatenado no qual C int é um CCAQ (usando qubits

auxiliares e que não realiza medição) e Cext é um CCEQ, então Qc está apto a proteger a

informação contra a ocorrência de erros computacionais bem como apagamentos quânticos.

Isto conclui a prova deste teorema.

�

Corolário 6.1. Sendo Qc é um código concatenado tendo como Cext um CGQ e como C int um

CCAQ obtido via esquema apresentado no Capítulo 5, então Qc é capaz de proteger a informa-

ção contra a ocorrência de erros computacionais e apagamentos quânticos, com a restrição que

erros e apagamentos ocorram em blocos distintos.

6.2 Exemplo

Para ilustrar como a informação é protegida pelo esquema de concatenação proposto no

Teorema 6.1, apresenta-se um exemplo no qual Cext é o código quântico [[5, 1, 3]] (obtido via

um grafo 3-regular) e C int é um CCAQ (proposto no Capítulo 5). Tal código concatenado irá

proteger um qubit de informação contra a ocorrência de dois apagamentos quânticos e um erro

computacional.

Observando o código [[5, 1, 3]], tem-se que n = 5 e k = 1. De acordo com [1], as

cardinalidades para os conjunto X e Y são dadas por |X | = 1 e |Y| = 5, respectivamente. Um

grafo representando este código é mostrado na Figura 6.3.

A matriz de adjacência correspondente ao grafo da Figura 6.3 é:
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y4

y2

y3

y1

x0

y0

Figura 6.3 Grafo 3-regular para o código [[5, 1, 3]].

Γ =

(
ΓX ,X ΓX ,Y

ΓY,X ΓY,Y

)
=

x0

y0

y1

y2

y3

y4

x0 y0 y1 y2 y3 y4


0 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0




. (6.6)

Considera-se, neste exemplo, o corpo F2 = {0, 1} e que x0 rotula o vértice de en-

trada e y0, y1, y2, y3, y4 rotulam os vértices de saída. Com isso, dX = (dx0) ∈ F2 e dY =

(dy0 , dy1 , dy2 , dy3 , dy4) ∈ F
5
2.

Seguindo a Definição 3.3, o operador de codificação para este grafo é dado como segue

(fatores de normalização são omitidos):

f(|v〉) =
1∑

dx0=0

(
1∑

dy0=0

1∑

dy1=0

1∑

dy2=0

1∑

dy3=0

1∑

dy4=0

e(πi)[γ]
∣∣dy0dy1dy2dy3dy4

〉
)
c(dx0), (6.7)

em que |v〉 =∑1
dx0=0 c(d

x0)|dx0〉 = c(0)|0〉+ c(1)|1〉 e

γ =





1

2

[
dx0 , dy0 , dy1 , dy2 , dy3 , dy4

]T
Γ




dx0

dy1

dy2

dy3

dy4







. (6.8)

Assim, depois da codificação, obtém-se
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f(|v〉) → |ψ〉 =
(
|00000〉+ |00001〉+ |00010〉 − |00011〉 . . .− |11100〉 − |11101〉

−|11110〉+ |11111〉
)
c(0)

+
(
|00000〉+ |00001〉+ |00010− |00011〉 . . .+ |11100〉+ |11101〉

+|11110〉 − |11111〉
)
c(1). (6.9)

A codificação acima está representando Eext do Qc e irá proteger um qubit de informa-

ção contra a ocorrência de um erro computacional. O próximo passo é a codificação interna

Eint do Qc.

Como o estado resultante da codificaçãoEext é um estado de cinco qubits, então o estado

de entrada de Eint tem k = 5 qubits. Dessa forma, C int irá fazer uso de t = ⌊5/2⌋ = 2 blocos

de 5 qubits auxiliares cada, todos inicialmente no estado |0〉 (Teorema 5.1). A operação de

codificação resultante para Eint é dada como segue:

|ψ〉GHZ = Uenc
(
|ψ〉(0) ⊗ |00000〉(1) ⊗ |00000〉(2)

)
, (6.10)

em que

Uenc =
2∏

d=0

(
4∏

i=1

C5(d),i(d)

)
2∏

d=0

(
H5(d)

)
2∏

d=1

(
5∏

i=1

Ci(0),i(d)

)

=
(
C5(0),1(0)C5(0),2(0)C5(0),3(0)C5(0),4(0)

)

(
C5(1),1(1)C5(1),2(1)C5(1),3(1)C5(1),4(1)

)

(
C5(2),1(2)C5(2),2(2)C5(2),3(2)C5(2),4(2)

)

(
H5(0)H5(1)H5(2)

)

(
C1(0),1(1)C2(0),2(1)C3(0),3(1)C4(0),4(1)C5(0),5(1)

)

(
C1(0),1(2)C2(0),2(2)C3(0),3(2)C4(0),4(2)C5(0),5(2)

)
. (6.11)

com Cx,y representando a operação CNOT e H representando a transformada de Hadamard,

respectivamente.

Rearranjando o resultado de (6.10), obtém-se (fatores de normalização são omitidos)

|ψ〉GHZ = γ0|0〉L + γ1|1〉L + γ2|2〉L + λ3|3〉L + · · ·
+γ28|28〉L + γ29|29〉L + γ30|30〉L + γ31|31〉L, (6.12)
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em que γ0 = c(0) + c(1), γ1 = c(0) + c(1), γ2 = c(0) + c(1), γ3 = −c(0) − c(1), . . . , γ28 =

−c(0) + c(1), γ29 = −c(0) + c(1), γ30 = −c(0) + c(1), γ31 = c(0)− c(1), e

|0〉L = (|00000〉+ |11111〉)(0) ⊗ (|00000〉+ |11111〉)(1) ⊗ (|00000〉+ |11111〉)(2),
|1〉L = (|00000〉 − |11111〉)(0) ⊗ (|00000〉 − |11111〉)(1) ⊗ (|00000〉 − |11111〉)(2),
|2〉L = (|00010〉+ |11101〉)(0) ⊗ (|00010〉+ |11101〉)(1) ⊗ (|00010〉+ |11101〉)(2),
|3〉L = (|00010〉 − |11101〉)(0) ⊗ (|00010〉 − |11101〉)(1) ⊗ (|00010〉 − |11101〉)(2),

...

|28〉L = (|11100〉+ |00011〉)(0) ⊗ (|11100〉+ |00011〉)(1) ⊗ (|11100〉+ |00011〉)(2),
|29〉L = (|11100〉 − |00011〉)(0) ⊗ (|11100〉 − |00011〉)(1) ⊗ (|11100〉 − |00011〉)(2),
|30〉L = (|11110〉+ |00001〉)(0) ⊗ (|11110〉+ |00001〉)(1) ⊗ (|11110〉+ |00001〉)(2),
|31〉L = (|11110〉 − |00001〉)(0) ⊗ (|11110〉 − |00001〉)(1) ⊗ (|11110〉 − |00001〉)(2).

(6.13)

Isto completa a codificação E do Qc, dada em (6.1).

Considera-se agora a situação na qual o estado codificado |ψ〉GHZ sofre a ação do am-

biente que causa, por exemplo, apagamento no qubit 1 (troca de fase) do bloco de índice (0) e

no qubit 5 (troca de bit) do bloco de índice (1), bem como um erro computacional no qubit 1

(troca de bit) do bloco de índice (2). Assim, depois dessas alterações o estado resultante será

|e0〉 ⊗ |ψ〉GHZ → |ψ〉GHZ (em que |e0〉 e o estado inicial do ambiente) como segue:

|ψ〉GHZ = λ0|0〉L + λ1|1〉L + λ2|2〉L + λ3|3〉L + · · ·
+λ28|28〉L + λ29|29〉L + λ30|30〉L + λ31|31〉L, (6.14)

em que

|0〉L = (|00000〉 − |11111〉)(0) ⊗ (|00001〉+ |11110〉)(1) ⊗ (|1
¯
0000〉+ |0

¯
1111〉)(2),

|1〉L = (|00000〉+ |11111〉)(0) ⊗ (|00001〉 − |11110〉)(1) ⊗ (|1
¯
0000〉 − |0

¯
1111〉)(2),

|2〉L = (|00010〉 − |11101〉)(0) ⊗ (|00011〉+ |11100〉)(1) ⊗ (|1
¯
0010〉+ |0

¯
1101〉)(2),
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|3〉L = (|00010〉+ |11101〉)(0) ⊗ (|00011〉 − |11100〉)(1) ⊗ (|1
¯
0010〉 − |0

¯
1101〉)(2),

...

|28〉L = (−|11100〉+ |00011〉)(0) ⊗ (|11101〉+ |00010〉)(1) ⊗ (|0
¯
1100〉+ |1

¯
0011〉)(2),

|29〉L = (−|11100〉 − |00011〉)(0) ⊗ (|11101〉 − |00010〉)(1) ⊗ (|0
¯
1100〉 − |1

¯
0011〉)(2),

|30〉L = (−|11110〉+ |00001〉)(0) ⊗ (|11111〉+ |00000〉)(1) ⊗ (|0
¯
1110〉+ |1

¯
0001〉)(2),

|31〉L = (−|11110〉 − |00001〉)(0) ⊗ (|11111〉 − |00000〉)(1) ⊗ (|0
¯
1110〉 − |1

¯
0001〉)(2).

(6.15)

Comparando os estado lógicos de (6.15) com aqueles de (6.13), pode-se notar que cada

qubit em que ocorreu apagamento (com um traço na parte superior) dos estados lógicos de

(6.15), o bloco de índice (2) não foi afetado por apagamento. Este bloco, entretanto, tem um

tipo diferente de alteração (erro computacional), i.e., uma troca de bit causada pelo ambiente

(indicado por um traço na parte inferior).

De acordo com o Teorema 6.1, deve-se iniciar com a decodificação do código interno

Dint, para depois realizar a decodificação do código externo Dext.

A decodificaçãoDint do CCAQ é dado por meio da operação de restauração R (Teorema

5.2), a qual para a presente situação é como segue:

R =

[
U5,1
rec ◦ Udec

(
|ψ〉GHZ ⊗ |00000〉(3)

)][
U1,0
rec ◦ Udec

(
|ψ〉GHZ ⊗ |00000〉(3)

)]
.

(6.16)

Primeiramente, desempenha-se o operador Udec em
(
|ψ〉GHZ ⊗ |00000〉(3)

)
. Relem-

brando que este operador atua somente em blocos intactos. Depois, aplica-se os operadores de

recuperação Ua,b
rec.

Para este caso, o operador Udec é dado como segue:

Udec =
2∏

d=0(d/∈{0,1})

( 5∏

i=1

Ci(3),i(d)

) 2∏

d=0(d/∈{0,1})

( 5∏

i=1

Ci(d),i(3)H5(d)

4∏

i=1

C5(d),i(d)

)

= C1(3),1(2)C2(3),2(2)C3(3),3(2)C4(3),4(2)C5(3),5(2)C1(2),1(3)C2(2),2(3)C3(2),3(3)C4(2),4(3)

C5(2),5(3)H5(2)C5(2),1(2)C5(2),2(2)C5(2),3(2)C5(2),4(2). (6.17)

Desde que os apagamentos ocorreram no qubit de posição 1 do bloco de índice (0) e no

qubit de posição 5 do bloco de índice (1), então os operadores de recuperação para esta situação

são dados como segue:
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U1,0
rec = T1(3),5(3),4(0)Z5(3),4(0)T1(3),5(3),4(0)

4∏

i=1(i 6=1)

Ci(3),i(0)

5∏

i=1(i 6=1)

C1(3),i(0)

= T1(3),5(3),4(0)Z5(3),4(0)T1(3),5(3),4(0)

C2(3),2(0)C3(3),3(0)C4(3),4(0)C1(3),2(0)C1(3),3(0)C1(3),4(0)C1(3),5(0), (6.18)

em que T representa uma operação de porta Toffoli, Z representa a operação σZ-Pauli contro-

lada e, para este caso, W(0) = {1, 2, 3, 4, 5} \ {1} = {2, 3, 4, 5} com r = maxr 6=5{W(0)} = 4;

e também:

U5,1
rec = Z5(3),4(1)

4∏

i=1

Ci(3),i(1)

= Z5(3),4(1)C1(3),1(1)C2(3),2(1)C3(3),3(1)C4(3),4(1), (6.19)

em que W(1) = {1, 2, 3, 4, 5} \ {5} = {1, 2, 3, 4} e r = maxr 6=5{W(1)} = 4.

Depois de aplicar o operador (6.17) e os operadores (6.18) e (6.19) em (6.15), obtém-se

|0〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |1
¯
0000〉(3),

|1〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |1
¯
0001〉(3),

|2〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |1
¯
0010〉(3),

|3〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |1
¯
0011〉(3),

...

|28〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |0
¯
1100〉(3),

|29〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |0
¯
1101〉(3),

|30〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |0
¯
1110〉(3),

|31〉L = (|01111〉 − |10000〉)(0) ⊗ (|10000〉+ |01111〉)(1) ⊗ |00000〉(2) ⊗ |0
¯
1111〉(3).

(6.20)

Note que em (6.20), o bloco de índice (0) bem como o bloco de índice (1) agora têm

a mesma forma para todos os estados lógicos. O sistema e o ambiente irão estar, portanto, no

estado:
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(
|01111〉 − |10000〉

)
(0)

⊗
(
|10000〉+ |01111〉

)
(1)

⊗
(
|00000〉

)
(2)

⊗
(
|ψ〉
)
(3)
.

(6.21)

O estado recebido agora está livre de apagamentos. O próximo passo é a decodificação

externa Dext a qual será usada para verificar e corrigir a ocorrência de um erro computacional.

Com a finalidade de facilitar a compreensão da próxima etapa será mudada a maneira

de representação do estado |ψ〉. Assim, ele será reescrito como segue

|ψ〉 =
(
|1
¯
0000〉+ |1

¯
0001〉+ |1

¯
0010〉 − |1

¯
0011〉+ · · · − |0

¯
1100〉 − |0

¯
1101〉 − |0

¯
1110〉

+|0
¯
1111〉

)
c(0) +

(
|1
¯
0000〉+ |1

¯
0001〉+ |1

¯
0010〉 − |1

¯
0011〉+ · · ·+ |0

¯
1100〉

+|0
¯
1101〉+ |0

¯
1110〉 − |0

¯
1111〉

)
c(1). (6.22)

O primeiro passo na operação de decodificação para o CGQ, Dext, é o cálculo da sín-

drome de erro. Para isso, aplica-se o operador de decodificação T ao estado |ψ〉 (Teorema 4.1).

Desde que T é linear, ele é aplicado a todos os estados da base de |ψ〉, resultando em:

T (|ψ〉) =
[
T (|1

¯
0000〉) + T (|1

¯
0001〉) + T (|1

¯
0010〉)− T (|1

¯
0011〉) + . . .

−T (|0
¯
1100〉)− T (|0

¯
1101〉)− T (|0

¯
1110〉) + T (|0

¯
1111〉)

]
c(0)

+
[
T (|1

¯
0000〉) + T (|1

¯
0001〉) + T (|1

¯
0010〉)− T (|1

¯
0011〉) + . . .

+T (|0
¯
1100〉) + T (|0

¯
1101〉) + T (|0

¯
1110〉)− T (|0

¯
1111〉)

]
c(1). (6.23)

y4

y2

y3

l4

l3

y1

x0

y0

l1

l0

Figura 6.4 O grafo 3-regular para o código [[5,1,3]] com vértices síndromes.

A representação do grafo para a decodificação de |ψ〉 é mostrado na Figura 6.4. Levando

em conta este grafo, o operador de decodificação T a ser aplicado a cada estado da base é como

segue (fatores de normalização são omitidos):
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T
(∣∣dy0dy1dy2dy3dy4

〉)
=

1∑

dl0=0

1∑

dl1=0

1∑

dl3=0

1∑

dl4=0

1∑

dx̂0=0

e−(πi)(θ)
∣∣dl0dl1dl3dl4dx̂0

〉
, (6.24)

em que θ = dx̂0dy0 + dx̂0dy1 + dx̂0dy2 + dy0dy1 + dy0dy3 + dy1dy4 + dy2dy3 + dy2dy4 + dy3dy4 +

dy0dl0 + dy1dl1 + dy3dl3 + dy4dl4 .

O cálculo da expressão (6.24) para cada um dos estados da base de |ψ〉 (6.22), resulta

em:

T (|1
¯
0000〉) = |00000〉 − |00001〉+ |00010〉 − |00011〉+ |00100〉 − |00101〉

+ |00110〉 − |00111〉+ |01000〉 − |01001〉+ |01010〉 − |01011〉
+ |01100〉 − |01101〉+ |01110〉 − |01111〉 − |10000〉+ |10001〉
− |10010〉+ |10011〉 − |10100〉+ |10101〉 − |10110〉+ |10111〉
− |11000〉+ |11001〉 − |11010〉+ |11011〉 − |11100〉+ |11101〉
− |11110〉+ |11111〉 ;

T (|1
¯
0001〉) = |00000〉 − |00001〉 − |00010〉+ |00011〉+ |00100〉 − |00101〉

− |00110〉+ |00111〉+ |01000〉 − |01001〉 − |01010〉+ |01011〉
+ |01100〉 − |01101〉 − |01110〉+ |01111〉 − |10000〉+ |10001〉
+ |10010〉 − |10011〉 − |10100〉+ |10101〉+ |10110〉 − |10111〉
− |11000〉+ |11001〉+ |11010〉 − |11011〉 − |11100〉+ |11101〉
+ |11110〉 − |11111〉 ;

T (|1
¯
0010〉) = − |00000〉+ |00001〉 − |00010〉+ |00011〉+ |00100〉 − |00101〉

+ |00110〉 − |00111〉 − |01000〉+ |01001〉 − |01010〉+ |01011〉
+ |01100〉 − |01101〉+ |01110〉 − |01111〉+ |10000〉 − |10001〉
+ |10010〉 − |10011〉 − |10100〉+ |10101〉 − |10110〉+ |10111〉
+ |11000〉 − |11001〉+ |11010〉 − |11011〉 − |11100〉+ |11101〉
− |11110〉+ |11111〉 ;
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T (|1
¯
0011〉) = |00000〉 − |00001〉 − |00010〉+ |00011〉 − |00100〉+ |00101〉

+ |00110〉 − |00111〉+ |01000〉 − |01001〉 − |01010〉+ |01011〉
− |01100〉+ |01101〉+ |01110〉 − |01111〉 − |10000〉+ |10001〉
+ |10010〉 − |10011〉+ |10100〉 − |10101〉 − |10110〉+ |10111〉
− |11000〉+ |11001〉+ |11010〉 − |11011〉+ |11100〉 − |11101〉
− |11110〉+ |11111〉 ;

...

T (|0
¯
1100〉) = |00000〉+ |00001〉+ |00010〉+ |00011〉+ |00100〉+ |00101〉

+ |00110〉+ |00111〉 − |01000〉 − |01001〉 − |01010〉 − |01011〉
− |01100〉 − |01101〉 − |01110〉 − |01111〉+ |10000〉+ |10001〉
+ |10010〉+ |10011〉+ |10100〉+ |10101〉+ |10110〉+ |10111〉
− |11000〉 − |11001〉 − |11010〉 − |11011〉 − |11100〉 − |11101〉
− |11110〉 − |11111〉 ;

T (|0
¯
1101〉) = |00000〉+ |00001〉 − |00010〉+ |00011〉+ |00100〉+ |00101〉

− |00110〉 − |00111〉 − |01000〉 − |01001〉+ |01010〉+ |01011〉
− |01100〉 − |01101〉+ |01110〉+ |01111〉+ |10000〉+ |10001〉
− |10010〉 − |10011〉+ |10100〉+ |10101〉 − |10110〉 − |10111〉
− |11000〉 − |11001〉+ |11010〉+ |11011〉 − |11100〉 − |11101〉
+ |11110〉+ |11111〉 ;

T (|0
¯
1110〉) = − |00000〉 − |00001〉 − |00010〉 − |00011〉+ |00100〉+ |00101〉

+ |00110〉+ |00111〉+ |01000〉+ |01001〉+ |01010〉+ |01011〉
− |01100〉 − |01101〉 − |01110〉 − |01111〉 − |10000〉 − |10001〉
− |10010〉 − |10011〉+ |10100〉+ |10101〉+ |10110〉+ |10111〉
+ |11000〉+ |11001〉+ |11010〉+ |11011〉 − |11100〉 − |11101〉
− |11110〉 − |11111〉 ;

T (|0
¯
1111〉) = |00000〉+ |00001〉 − |00010〉 − |00011〉 − |00100〉 − |00101〉

+ |00110〉+ |00111〉 − |01000〉 − |01001〉+ |01010〉+ |01011〉
+ |01100〉+ |01101〉 − |01110〉 − |01111〉+ |10000〉+ |10001〉
− |10010〉 − |10011〉 − |10100〉 − |10101〉+ |10110〉+ |10111〉
− |11000〉 − |11001〉+ |11010〉+ |11011〉+ |11100〉+ |11101〉
− |11110〉 − |11111〉 . (6.25)

A fim de se obter a síndrome de erro, deve-se substituir os resultados de (6.25) na ex-

pressão (6.23). Depois disso, tem-se
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T (|ϕ〉) = |01100〉c(0)− |01101〉c(1)
= |0110〉 |0〉 c(0)− |0110〉 |1〉 c(1)
= |0〉|1〉|1〉|0〉

(
c(0)|0〉 − c(1)|1〉

)
. (6.26)

De acordo com (6.24), os qubits síndrome para este exemplo correspondem aos quatro

primeiros em (6.26). Medindo-os na base computacional, obtém-se a síndrome de erro, que

neste caso é igual a 0110.

O próximo passo é verificar na Tabela de Síndromes (Tabela 6.1) o tipo de erro computa-

cional que a síndrome obtida corresponde e qual deve ser a ação a ser desempenhada no quinto

qubit. A síndrome de erro está localizada na Coluna 1 da Tabela. Neste exemplo, pode-se ver

que esta síndrome indica que um erro de troca de bit ocorreu no qubit 1; que a forma geral do

estado a ser recuperado é c(0) |0〉 − c(1) |1〉 (Coluna 3); e que a correspondente operação de

correção local é uma troca de fase no quinto qubit (Coluna 4).

Como último passo, deve-se aplicar a operação de correção local obtida via a Tabela de

Síndromes para restaurar o estado originalmente codificado.

Tabela 6.1 Síndromes de erro para um código de 5 qubits via grafo 3-regular
qubits síndromes Erro (*) Estado do Operação de

q1q2q3q4 qubit q5 correção (*)
0000 Nenhum c(0)|0〉+ c(1)|1〉 Nenhuma
0001 S5 c(0)|0〉+ c(1)|1〉 Nenhuma
0010 S4 c(0)|0〉+ c(1)|1〉 Nenhuma
0011 B3 c(0)|0〉 − c(1)|1〉 S5

0100 S2 c(0)|0〉+ c(1)|1〉 Nenhuma
0101 B4 c(0)|1〉+ c(1)|0〉 B5

0110 B1 c(0)|0〉 − c(1)|1〉 S5

0111 BS4 −c(0)|1〉 − c(1)|0〉 SBS5

1000 S1 c(0)|0〉+ c(1)|1〉 Nenhuma
1001 B2 c(0)|0〉 − c(1)|1〉 S5

1010 B5 c(0)|1〉+ c(1)|0〉 B5

1011 BS5 −c(0)|1〉 − c(1)|0〉 SBS5

1100 S3 c(0)|1〉+ c(1)|0〉 B5

1101 BS2 −c(0)|0〉+ c(1)|1〉 BSB5

1110 BS1 −c(0)|0〉+ c(1)|1〉 BSB5

1111 BS3 −c(0)|1〉+ c(1)|0〉 BS5

(*) B e S denotam as operações de troca de bit e troca de fase, respectivamente;

O índice subescrito n denota o qubit ao qual a operação se refere.
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Este exemplo ilustra as operações de codificação e decodificação do esquema de conca-

tanação proposto no Teorema 6.1. Ele também mostra explicitamente a proteção da informação

contra erros de apagamento simultâneos e um erro computacional.

É importante enfatizar, numa visão mais geral, que o código concatenado deste exemplo

está apto a proteger a informação contra um erro computacional ou dois apagamentos quânticos

que ocorram em qualquer um dos três blocos, ou contra a ocorrência simultânea de dois apaga-

mentos e um erro computacional, desde que o erro computacional ocorra em um bloco intacto,

como ilustrado aqui. Pode-se também observar que a implementação deste código é plausível

uma vez que ele faz uso de portas quânticas bem conhecidas com CNOT, Hadamard, σZ-Pauli,

entre outras.

6.3 Considerações Finais

Neste Capítulo foi apresentada a ideia da construção um código concatenado capaz de

realizar a proteção da informação contra a ocorrência de erros computacionais e apagamentos

quânticos por meio da concatenação de um CCEQ e de um CCAQ (sem operação de medida).

A abordagem apresentada aqui concatena dois códigos para realizar a proteção contra

os erros para os quais eles foram originalmente concebidos. Uma vantagem disso é que ela se

beneficia dos CCEQ’s e CCAQ’s que já existem, descrevendo como combiná-los.

O esquema de concatenação proposto foi ilustrado por meio de um exemplo em que,

fazendo uso de um código obtido via um grafo 3-regular e um CCAQ obtido como descrito no

Capítulo 5, conseguiu-se proteger um qubit de informação contra a ocorrência de dois apaga-

mentos e de um erro computacional.

No próximo capítulo são apresentadas as conclusões deste trabalho.



CAPÍTULO 7

Conclusões e Perspectivas

Neste capítulo são sintetizados os principais resultados obtidos e as sugestões para in-

vestigações futuras.

7.1 Principais Conclusões

Considerando-se as condições que um grafo deve satisfazer para que um CGQ possa

corrigir um número e de erros, dadas por Schlingemann [33, 85], e a realização de uma adapta-

ção da TFQI, uma das contribuições dadas neste trabalho foi a construção de um operador que

possibilita calcular a síndrome de erro para os CGQ’s.

Fazendo uso do operador construído para calcular a síndrome de erro, foi apresentado a

descrição de uma operação de decodificação para os CGQ’s não-degenerados.

Aprimorando o código dado por Yang et al. [42], uma outra contribuição apresentada

neste trabalho de tese foi o desenvolvimento de um esquema capaz de proteger a informação

contra a ocorrência de múltiplos apagamentos quânticos utilizando-se estados GHZ. Este es-

quema permite proteger k qubits (k ≥ 3) de informação contra a ocorrência de t = ⌊k/2⌋
apagamentos quânticos, com a restrição de que cada apagamento deve ocorrer em blocos dis-

tintos.

Cumprindo o objetivo posto para este trabalho de tese, foi apresentado um esquema

de concatenação, o qual possui como código externo um CCEQ e como código interno um

CCAQ que não realiza medição, capaz de proteger a informação contra a ocorrência de erros

computacionais e, ao mesmo tempo, de apagamentos quânticos.

O esquema de concatenação proposto pode ser especialmente interessante do ponto de

vista das aplicações que consideram um modelo de ruído que trate tanto a ocorrência de ruído

de despolarização (erro computacional) quanto a ocorrência de perda de fótons (apagamento).

Uma vantagem deste esquema é que ele pode ser perfeitamente implementável. Isso porque en-

volve recursos já conhecidos em Computação e Comunicação Quânticas. Além disso, as variá-
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veis usadas neste esquema podem ser modificadas e melhoradas no processo de implementação

do mesmo.

Por fim, os resultados obtidos foram ilustrados por meio de um exemplo em que a

palavra-código resultante da codificação de um qubit de informação é protegida contra a ocor-

rência de dois apagamentos e um erro computacional.

Embora tenha sido mostrado aqui que se pode concatenar um CCEQ com um CCAQ

para proteger a informação contra a ocorrência de erros computacionais e de apagamentos

quânticos, é importante ressaltar que o problema de decodificação quântica geral é NP-difícil,

conforme [86].

7.2 Perspectivas para Futuras Pesquisas

O trabalho realizado dá abertura para novas investigações. Lista-se a seguir algumas

perspectivas para futuros trabalhos:

• Investigar o uso da transformada de Fourier quântica como recurso para realizar decodi-

ficação de outros códigos quânticos, além dos CGQ’s;

• Analisar a possibilidade de realizar uma analogia de esquemas de decodificação usados

em códigos clássicos para a decodificação de códigos quânticos;

• Verificar a aplicação do esquema proposto para a proteção contra múltiplos apagamentos

quânticos em outros cenários do processamento da informação e comunicação quânticas,

tais como em compartilhamento de segredo quântico [60, 100] e criptografia quântica

[101, 102];

• Realizar a concatenação de outros CCEQ’s e CCAQ’s existentes na literatura objetivando

encontrar uma combinação tal que o código concatenado resultante tenha uma taxa me-

lhor que a combinação ilustrada no exemplo deste trabalho.
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APÊNDICE B

Tópicos em Processamento da Informação

Quântica

B.1 Notação de Dirac

Notação Bra-ket é uma notação padrão para descrever estados quânticos na teoria da

mecânica quântica, principalmente devido à sua praticidade em representar as transformações

e estados quânticos, como será visto adiante. O símbolo 〈·| é chamado de bra e o símbolo |·〉
é chamado de ket. A notação 〈·|·〉 é então chamada de bracket. A notação foi criada por Paul

Dirac, e por isso é também conhecida como notação de Dirac.

Além disso, a notação de Dirac para espaços vetoriais adquire um significado adicional.

Um ket como |x〉 denota vetores em coluna e são geralmente usados para descrever estados

quânticos. O bra 〈x| denota a conjugada1 transposta de |x〉, e é denotado por um vetor em

linha.

De acordo com a notação de Dirac para espaços vetoriais, 〈φ|ψ〉 agora denota o produto

interno de dois vetores. Por exemplo, sejam |0〉 e |1〉 duas bases ortonormais.2 Como |0〉 é

um vetor unitário, então 〈0|0〉 = 1 e como |0〉 e |1〉 são ortonormais, então 〈0|1〉 = 0. A

notação |φ〉 〈ψ| significa o produto vetorial (produto externo) dos dois vetores. Pode-se também

expressar |φ〉 〈ψ| em forma de matrizes. Por exemplo, |0〉 〈1| poderia ser escrito em sua forma

matricial, onde |0〉 = [1, 0]T , 〈0| = [1, 0], |1〉 = [0, 1]T , 〈1| = [0, 1], então:

|0〉 〈1| =
[

1

0

] [
0 1

]
=

[
0 1

0 0

]
. (B.1)

Como visto acima, um ket |x〉 é uma maneira útil e concisa para descrever as bases (e

estados como um todo) de um espaço vetorial.

1O complexo conjugado de um número complexo z = a+ bi é definido como z† = a− bi. A matriz conjugada
da matriz A é a matriz obtida substituindo cada elemento aj,k ∈ A pelo seu complexo conjugado a†j,k.

2Base ortonormal é uma base ortogonal onde os vetores da base são unitários.
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B.2 Ruídos e Canais Quânticos

A teoria de informação clássica, a qual lida com o uso ótimo de canais clássicos para

transmitir informação clássica, tem sido recentemente estendida para incluir o estudo de canais

quânticos e seu uso ótimo, sozinho ou em conjunto com canais clássicos, para comunicação não

somente de informação clássica mas também de estados quânticos intactos, e para compartilhar

emaranhamento entre observadores separados. Um canal clássico (discreto e sem memória) é

geralmente descrito por um conjunto de probabilidades condicionais P (j | i), a probabilidade

da saída j do canal dada a entrada i do canal. Um canal quântico pode ser descrito [103, 104]

por um mapeamento linear completamente positivo e preservando o traço (superoperador) das

matrizes densidades do estado de entrada para as matrizes densidades do estado de saída.

Para canais quânticos, confiabilidade é medida pela fidelidade, a probabilidade que a

saída do canal poderá passar em um teste e ser qualificada como sendo a mesma da entrada,

conduzida por alguém ou algo que conheça o que foi a entrada [8, 104]. Quando um estado

puro ρ = |ψ〉 〈ψ| é enviado em um canal χ, surgindo, em geral, como um estado misturado

ρ′ = χ(ρ), a fidelidade da saída relativa à entrada é

F = 〈ψ| ρ′ |ψ〉 . (B.2)

O objetivo dos códigos quânticos é proteger os sistemas quânticos dos efeitos de inte-

rações indesejadas com o ambiente externo. Para descrever essas interações, é necessário um

formalismo que lide com sistemas abertos [8]. Um dos modelos utilizados para descrever esse

tipo de interação consiste em admitir que um sistema quântico ρ e o ambiente ρamb partem ini-

cialmente de um estado produto ρ⊗ ρamb que sofre uma transformação unitária U . O estado do

sistema quântico após a interação unitária é obtido por meio do traço parcial sobre o ambiente,

ou seja:

ρf = E(ρ) = Tramb[U(ρ⊗ ρamb)U
†]. (B.3)

Uma representação mais adequada para manipulação matemática - conhecida como re-

presentação de operador-soma - pode ser obtida considerando-se o ambiente representado por

ρamb =
∑

l λl |φl〉 〈φl| e uma base ortonormal {|em〉} para o espaço de Hilbert do ambiente HE .

Dessa forma, pode-se reescrever (B.3) como

ρf = E(ρ) =
∑

l,m

λl 〈em|U
(
ρ⊗ |φl〉 〈φl|

)
U † |em〉 =

∑

l,m

El,mρE†
l,m. (B.4)

onde El,m =
√
λl 〈em|U |φl〉. Os operadores Elm são operadores lineares no espaço de Hilbert

do sistema quântico ρ e especificam o efeito do ambiente na dinâmica do sistema. Os operadores
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El,m são também conhecidos como operadores de erro e são frequentemente referenciados por

um único índice k no lugar de lm.

A representação de operador-soma permite fazer uma analogia com os canais clássicos,

resultando em um modelo para canais quânticos ruidosos. Para um conjunto de operadores de

erro {Ek}, o estado do sistema é transformado como segue

ρ −→ EkρE†
k

Tr(EkρE†
k)

(B.5)

com probabilidade Tr(EkρE†
k).

A representação de operador-soma não é única, de modo que bases de erro diferentes

podem resultar em operadores de erro diferentes. Assim como para os canais clássicos, há

diversos modelos de canais quânticos. Dentre os canais quânticos, são descritos a seguir alguns

canais de Pauli (canal de inversão de bit, canal de inversão de fase, canal de inversão de bit e

fase e o canal de despolarização).

B.2.1 Canal de Inversão de Bit

O canal de inversão de bit inverte o estado de um qbit de |0〉 para |1〉 (e vice-versa)

com probabilidade 1 − p e mantém o estado inalterado com probabilidade p. O modelo de

operador-soma para esse canal é dado por dois elementos:

E0 =
√
pI; E1 =

√
1− pX. (B.6)

Canal de Inversão de Fase

O canal de inversão de fase inverte a fase de um qbit com probabilidade 1− p e mantém

o estado inalterado com probabilidade p. O modelo de operador-soma para esse canal é dado

por dois elementos:

E0 =
√
pI; E1 =

√
1− pZ. (B.7)

B.2.2 Canal de Inversão de Bit e Fase

O canal de inversão de bit e fase inverte a fase e o estado de um qbit com probabilidade

1−p e mantém o estado inalterado com probabilidade p. O modelo de operador-soma para esse

canal é dado por dois elementos:

E0 =
√
pI; E1 =

√
1− pY. (B.8)
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B.2.3 Canal de Despolarização

O canal de despolarização transforma o estado ρ em um estado completamente mistu-

rado I/2 com probabilidade p e mantém o estado polarizado (inalterado) com probabilidade

1− p. A operação quântica que descreve esse processo de ruído é dada por:

E(ρ) = pI

2
+ (1− p)ρ. (B.9)

A representação em operador-soma para o canal de despolarização é obtida a partir da

identidade:

I

2
=
ρ+XρX + Y ρY + ZρZ

4
. (B.10)

Considerando agora o canal de despolarização com uma parametrização dada por:

E(ρ) = (1− p)ρ+
p

3

(
XρX + Y ρY + ZρZ

)
(B.11)

Substituindo (B.10) em (B.11), tem-se os seguintes operadores para o canal de despola-

rização:

E0 =
√

1− 3p

4
I; E1 =

√
p
X

2
; E2 =

√
p
Y

2
; E3 =

√
p
Z

2
. (B.12)

B.3 Portas Quânticas Elementares

Inicialmente serão mostradas algumas portas bem simples, a saber: NOT, Inversão de

fase e Hadamard-Walsh. Algumas são utilizadas com frequência, outras não são muito utiliza-

das mas ilustram bem o funcionamento das portas quânticas. Para construir circuitos quânticos

não triviais é necessário a inclusão de operações que manipulam mais de um qbit. Assim, serão

mostradas algumas portas quânticas de múltiplos qbits, a saber: NOT-Controlado e Toffoli (es-

tas são fundamentais no desenvolvimento de parte do trabalho apresentado neste documento).

Note que todas as portas a serem descritas são matrizes unitárias (que realizam transformações

unitárias).

B.3.1 NOT

A porta clássica mais simples é a porta NOT, que é uma porta de um bit que nega o estado

do bit de entrada: 0 vira 1 e vice-versa. A porta quântica correspondente é implementada via

uma operação unitária que faz com que os estados-base mudem seus estados de acordo com

a tabela-verdade do NOT clássico. O Unot é a operação quântica unitária que corresponde ao

NOT clássico. Essa operação, aplicada a um estado, pode ser descrita como
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Unot(|0〉) = |1〉 ,
Unot(|1〉) = |0〉 .

A matriz de transformação dessa operação é dada por

Unot =

[
0 1

1 0

]
. (B.13)

Supondo que |0〉 e |1〉 sejam definidos como os vetores [1, 0]T e [0, 1]T , respectivamente,

então a operação de NOT funciona da seguinte maneira:

Unot(|0〉) =
[

0 1

1 0

][
1

0

]
=

[
0

1

]
= |1〉.

Analogamente, pode-se aplicar Unot para |1〉.
Com a porta NOT quântica, temos situações sem contrapartida no caso clássico, pois, se

a entrada |ψ〉 for uma superposição dos estados |0〉 e |1〉

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (B.14)

a saída será

Unot = β |0〉+ α |1〉 . (B.15)

A porta Unot é apenas uma das portas de 1-qbit, já que há infinitas matrizes unitárias 2×2 [105].

B.3.2 Inversão de fase ou S

A matriz de transformação dessa operação é dada por

Uif =

[
1 0

0 i

]
, (B.16)

em que i é a unidade imaginária (i2 = −1). A porta de inversão de fase pode também ser

representada por [105]
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Uif =

[
1 0

0 exp(iπ/2)

]
, (B.17)

já que exp(iπ/2) = cos(π/2) + i sen(π/2) = i.

Aplicando Uif em um estado genérico

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (B.18)

obtém-se

Uif |ψ〉 = α |0〉+ iβ |1〉 . (B.19)

B.3.3 Hadamard-Walsh

Uma das mais importantes portas da computação quântica, a porta Hadamard não tem

uma função análoga na computação clássica. Sua matriz é dada por

H =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (B.20)

Sua função é a seguinte

H
(
|0〉
)

=
1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
,

H
(
|1〉
)

=
1√
2

(
|0〉 − |1〉

)
.

Quando a porta H é aplicada a mais de um qbit, chama-se essa transformação de Walsh,

ou Hadamard-Walsh. Ela pode ser definida recursivamente como

{
W1 = H,

Wn+1 = H ⊗Wn.

A porta H é aplicada em todos os qbits de um estado. Essa transformação é de grande

utilidade: seja |ψ〉 um estado inicialmente configurado com todos os seus qbits em |0〉. Aplicando-

se a porta H em cada qbit separadamente, então o resultado fica
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0

2

10 

Figura B.1 Representação geométrica da porta Hadamard aplicada ao estado |0〉.

|ψ〉 = H ⊗H ⊗ · · · ⊗H |00 · · · 0〉
=

1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
⊗ 1√

2

(
|0〉+ |1〉

)
⊗ · · · ⊗ 1√

2

(
|0〉+ |1〉

)

=

(
1√
2

)n(
|00 · · · 0〉+ |00 · · · 1〉+ · · ·+ |11 · · · 1〉

)

=

(
1√
2

)n 2n−1∑

i=0

|i〉 . (B.21)

Em outras palavras, ao aplicar a transformação Hadamard-Walsh num estado inicial-

mente configurado em |00 · · · 0〉, consegue-se uma sobreposição de todos os valores possíveis

de ser armazenados nesse estado. Além disso, com um número linear de operações (i.e, para

um estado de n qbits, aplica-se a porta Hadamard n vezes), gera-se um estado que contém um

número exponencial (2n) de termos distintos, i.e., o estado contém todos os valores numéricos

de tamanho n possíveis em sobreposição e com a mesma amplitude. Em contraste com o caso

clássico, num estado de n bits, pode-se armazenar somente um único valor numérico em cada

estado.

B.3.4 NOT-Controlado

A porta NOT-Controlado (abreviada como CNOT) tem seu funcionamento descrito pelo

diagrama da Figura B.2, em que ⊕ denota a operação de ou-exclusivo (XOR).

Figura B.2 Notação para a porta NOT-Controlado (CNOT).
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Assim, entra o estado |a〉 e sai o estado |a〉. Por outro lado, entra o estado |b〉, e sai o

estado |a⊕ b〉.
Mas, uma maneira diferente de interpretar esse diagrama é dizer que o qbit |a〉 é um

sinal de controle para especificar se deve-se ou não negar o qbit |b〉. Em outras palavras, se o

qbit |a〉 estiver “ligado”, o qbit |b〉 é negado. Se |a〉 estiver “desligado”, |b〉 não é modificado.

Essa transformação é dada pela matriz3

UCNOT =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



.

A porta CNOT é uma porta muito importante para a composição de operações mais

complexas. Como exemplo, pode ser construído um circuito composto de CNOT’s que troca

um par de qbits que estão na base computacional, descrito no diagrama da Figura B.3.

Figura B.3 Circuito que simula um SWAP.

A ação do circuito é

|a, b〉 UCNOT−→
∣∣a, a⊕ b

〉 UCNOT−→
∣∣(a⊕ b)⊕ a, a⊕ b

〉
=

∣∣b, a⊕ b
〉 UCNOT−→

∣∣b, b⊕ (a⊕ b)
〉

=
∣∣b, a

〉
. (B.22)

B.3.5 Toffoli

A próxima porta a ser considerada é a correspondente quântica da porta Toffoli. Também

é uma porta controlada, só que nesse caso, com dois qbits de controle (Figura B.4). Similar-

mente à porta CNOT, a porta Toffoli nega o terceiro qbit se, e somente se, os dois primeiros

qbits são 1. Como é descrito logo a seguir.

Uma operação Toffoli Ti,j,r tem dois qbits de controle correspondendo aos dois pri-

meiros subescritos (i, j), e o bit alvo r. Sua ação na base computacional associada pode ser

representada por

|i, j, k〉 → |i, j, k ⊕ ij〉 , (B.23)

3Assumindo que |00〉, |01〉, |10〉 e |11〉 estão associados a [1, 0, 0, 0]T , [0, 1, 0, 0]T , [0, 0, 1, 0]T e [0, 0, 0, 1]T ,
respectivamente.
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em que i, j, k ∈ {0, 1} e ⊕ é a adição módulo 2 [105]. Observe que, nesse caso, a base

computacional possui 8 elementos.

Por exemplo, quando os dois bits de controle estão no estado |11〉, o estado do bit alvo

irá mudar, seguindo |0〉 → |1〉 ou |1〉 → |0〉, enquanto que quando os dois bits de controle estão

nos estados |00〉, |01〉 ou |10〉, o estado do bit alvo será invariante.

A representação gráfica da porta Toffoli é apresentada na Figura B.4.

Figura B.4 Circuito representando a porta Toffoli.

A porta Toffoli também pode ser utilizada para computar uma operação de AND. Se for

inicializado |c〉 com 0, o estado final do terceiro qbit é |a ∧ b〉. Essa porta também é chamada de

NOT-Controlado-Controlado, devido a isso alguns trabalhos fazem uso da abreviação, C2-NOT.

B.4 Transformada de Fourier Quântica e sua Inversa

Similar a transformada de Fourier clássica e sua inversa [106, 107], pode-se definir aná-

logos quânticos, operando nas sequências dos números complexos armazenados como coefici-

entes de estados quânticos.

Todos os algoritmos quânticos conhecidos até hoje que são exponencialmente mais rápi-

dos que seus correspondentes clássicos utilizam a Transformada de Fourier Quântica (TFQ) em

alguma parte. Por exemplo, o algoritmo de Shor utiliza uma versão quântica do algoritmo para

TFQ que é eficiente quando os fatores primos do número a ser fatorado não são grandes [108].

Uma razão para que um algoritmo quântico seja superior a um clássico é que a tranfor-

mada de Fourier quântica tem complexidade O(n2), que é exponencialmente mais rápido que a

versão clássica que tem complexidade O(n 2n) [8, 56].

Nesta seção são apresentados as definições da TFQ e TFQI. Depois disso, ilustra-se o

uso de tais definições por meio de exemplos.

B.4.1 Definições

A seguir é apresentado a definição de TFQ.
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Definição B.1. [109] A Transformada de Fourier Quântica (TFQ) é o mapeamento unitário

definido nos estados bases |j〉 como

|j〉 TFQ−→ 1√
N

N−1∑

k=0

e2πijk/N |k〉 (B.24)

e estendido por linearidade.

Tem-se que na equação (B.24) acima N=2n, sendo n algum inteiro e a base |0〉, . . . ,
|2n − 1〉 é a base computacional para um computador quântico de n qbits.

A transformada inversa é definida a seguir.

Definição B.2. [8,109] A Transformada de Fourier Quântica Inversa (TFQI) é o mapeamento

unitário definido nos estados bases |k〉 como

|k〉 TFQI−→ 1√
N

N−1∑

j=0

e−2πijk/N |j〉 (B.25)

e estendido por linearidade.

B.4.2 Exemplos

Para ilustrar a aplicação das Definições B.1 e B.2 são dados alguns exemplos.

Exemplo B.1. Para N = 2 (1 qbit) a transformada de fourier para |0〉 fica,

|0〉 TFQ−→ 1√
2

1∑

k=0

e2πi0k/2|k〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) . (B.26)

Para obter a inversa deve-se calcular f−1
[

1√
2
(|0〉+ |1〉)

]
. Mas, devido a propriedade

de linearidade da Fourier quântica tem-se que

f−1

[
1√
2
(|0〉+ |1〉)

]
=

1√
2
f−1(|0〉) + 1√

2
f−1(|1〉). (B.27)

Assim,

|0〉 TFQI−→ 1√
2

1∑

j=0

e−2π.i.0.j/2|j〉 = 1√
2

(
e−2πi0.0/2|0〉+ e−2πi0.1/2|1〉

)
=

1√
2
(|0〉+ |1〉) .

(B.28)

|1〉 TFQI−→ 1√
2

1∑

j=0

e−2πi.1.j/2|j〉 = 1√
2

(
e−2πi1.0/2|0〉+ e−2πi1.1/2|1〉

)
=

1√
2
(|0〉 − |1〉) .

(B.29)
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Substituindo esses resultados na equação (B.27), obtém-se

f−1

[
1√
2
(|0〉+ |1〉)

]
=

1√
2
f−1(|0〉) + 1√

2
f−1(|1〉) (B.30)

=
1√
2

[
1√
2
(|0〉+ |1〉)

]
+

1√
2

[
1√
2
(|0〉 − |1〉)

]

= |0〉.

Para se obter a transformada do qbit |1〉 e sua inversa aplica-se o mesmo processo ilus-

trado acima.

Para a obtenção do estado quântico |v〉 =
∑
aj|j〉 a transformada de Fourier é dada

como [109]:

N−1∑

j=0

aj|j〉 TFQ−→
N−1∑

j=0

aj
1√
N

N−1∑

k=0

e2πijk/N |k〉

=
N−1∑

k=0

(
1√
N

N−1∑

j=0

aje
2πijk/N

)
|k〉. (B.31)

A transformada inversa para a equação (B.31) é como descrita na Definição B.2.

A fim de ilustrar a aplicação da transformada de Fourier envolvendo a equação (B.31)

apresenta-se alguns exemplos.

Deve-se notar que as aplicações das TFQ e TFQI tomam sempre como entrada um estado

da base computacional. Como será visto, após a aplicação da TFQI se obtém que associado a

cada amplitude haverá apenas um estado da base, uma vez que os demais estados da base

associados a uma amplitude em particular irão desaparecer no decorrer do processamento.

Exemplo B.2. Considerando N=2, tem-se

1∑

j=0

aj|j〉 = a0|0〉+ a1|1〉 TFQ−→
1∑

k=0

(
1√
2

1∑

j=0

aje
πijk

)
|k〉

=
1√
2
[(a0 + a1)|0〉+ (a0 − a1)|1〉]

=
1√
2
(a0|0〉+ a0|1〉+ a1|0〉 − a1|1〉). (B.32)
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Para obter a inversa deve-se calcular f−1
[

1√
2
(a0|0〉+ a0|1〉+ a1|0〉 − a1|1〉)

]
. Mas, devido a

propriedade de linearidade da Fourier quântica tem-se que

f−1
[ 1√

2
(a0|0〉+ a0|1〉+ a1|0〉 − a1|1〉)

]
=

1√
2

[
a0f

−1(|0〉) + a0f
−1(|1〉)

+a1f
−1(|0〉)− a1f

−1(|1〉)
]
. (B.33)

Substituindo os resultados obtidos nas equações (B.28) e (B.29) na equação (B.33), tem-se que

f−1

[
1√
2
(a0|0〉+ a0|1〉+ a1|0〉 − a1|1〉)

]
=

1√
2

{
a0

[ 1√
2

(
|0〉+ |1〉

)]

+a0

[ 1√
2

(
|0〉 − |1〉

)]

+a1

[ 1√
2

(
|0〉+ |1〉

)]

−a1
[ 1√

2

(
|0〉 − |1〉

)]}

=
1√
2

{
1√
2

(
a0|0〉+ a0|1〉

)

+
1√
2

(
a0|0〉 − a0|1〉

)

+
1√
2

(
a1|0〉+ a1|1〉

)

− 1√
2

(
a1|0〉 − a1|1〉

)}

= a0|0〉+ a1|1〉, (B.34)

Note em (B.34) que, dos dois estado que estavam associados a cada amplitude, apenas

um permaneceu no final do processo.

Exemplo B.3. Considerando N=4, tem-se

|v〉 =
3∑

j=0

aj|j〉 = a0|0〉+ a1|1〉+ a2|2〉+ a3|3〉 (B.35)

e, portanto,
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|v〉 TFQ−→ |ψ〉 =
3∑

k=0

(
1√
4

3∑

j=0

aje
2πijk/4

)
|k〉 (B.36)

=
1

2

[(
a0 + a1 + a2 + a3

)
|0〉+

(
a0 + ia1 − a2 − ia3

)
|1〉

+
(
a0 − a1 + a2 − a3

)
|2〉+

(
a0 − ia1 − a2 + ia3

)
|3〉
]
.

Para obter a inversa deve-se calcular

f−1(|ψ〉) = f−1

{
1

2

[(
a0 + a1 + a2 + a3

)
|0〉+

(
a0 + ia1 − a2 − ia3

)
|1〉

+
(
a0 − a1 + a2 − a3

)
|2〉+

(
a0 − ia1 − a2 + ia3

)
|3〉
]}
. (B.37)

Mas, devido a propriedade de linearidade tem-se que

f−1(|ψ〉) =
1

2

[
(a0 + a1 + a2 + a3)f

−1
(
|0〉
)
+ (a0 + ia1 − a2 − ia3)f

−1
(
|1〉
)

+(a0 − a1 + a2 − a3)f
−1
(
|2〉
)
+ (a0 − ia1 − a2 + ia3)f

−1
(
|3〉
)]
.(B.38)

Sabendo que

|k〉 TFQI−→ f−1(|k〉) =
3∑

j=0

1√
4
e−2π.i.j.k/4|j〉, (B.39)

obtém-se

f−1(|0〉) =
1

2

(
|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉

)
; (B.40)

f−1(|1〉) =
1

2

(
|0〉 − i|1〉 − |2〉+ i|3〉

)
; (B.41)

f−1(|2〉) =
1

2

(
|0〉 − |1〉+ |2〉 − |3〉

)
; (B.42)

f−1(|3〉) =
1

2

(
|0〉+ i|1〉 − |2〉 − i|3〉

)
. (B.43)

Substituindo os resultados obtidos nas equações (B.40) a (B.43) em (B.39), obtém-se
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f−1 (|ψ〉) =
1

2

{
(a0 + a1 + a2 + a3)

[1
2

(
|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉

)]

+(a0 + ia1 − a2 − ia3)
[1
2

(
|0〉 − i|1〉 − |2〉+ i|3〉

)]

+(a0 − a1 + a2 − a3)
[1
2

(
|0〉 − |1〉+ |2〉 − |3〉

)]

+(a0 − ia1 − a2 + ia3)
[1
2

(
|0〉+ i|1〉 − |2〉 − i|3〉

)]}

= a0|0〉+ a1|1〉+ a2|2〉+ a3|3〉, (B.44)

Pode-se notar em (B.44) que no final do processo apenas um estado da base ficou asso-

ciado a cada amplitude ai (i = 0 . . . 3).

É útil também escrever a transformada de Fourier para o estado quântico |ψ〉 =∑ aj|j〉
usando a representação binária. Assim, a transformada de Fourier para dimensão n fica da

seguinte forma [8]

1∑

j1=0

. . .
1∑

jn=0

aj1...jn |j1 . . . jn〉
TFQ−→

1∑

k1=0

. . .
1∑

kn=0

(
1√
2n

1∑

j1=0

. . .
1∑

jn=0

aj1...jne
2πi
(
j12n−1+j22n−2

+...+jn20
)(∑n

l=1 kl/2
l
))

|k1 . . . kn〉 (B.45)

e a inversa é dada como a seguir

|k1 . . . kn〉 TFQI−→ 1√
2n

1∑

j1=0

. . .

1∑

jn=0

e−2πi(j12n−1+j22n−2+...+jn20)(
∑n

l=1 kl/2
l)|j1 . . . jn〉 (B.46)

Para ilustrar a aplicação das equações (B.45) e (B.46) é apresenta-se o exemplo que vem

a seguir.

Exemplo B.4. Considerando n = 2 (N = 22 = 4) tem-se

|v〉 =
1∑

j1=0

1∑

j2=0

aj1j2 |j1j2〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉 (B.47)

e
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|v〉 TFQ−→ |ψ〉 =
1∑

k1=0

1∑

k2=0

(
1√
22

1∑

j1=0

1∑

j2=0

aj1j2e
2π(2j1+j2)(

∑2
l=1 kl/2

l)

)
|k1k2〉 (B.48)

=
1

2
[(a00 + a01 + a10 + a11)|00〉+ (a00 + ia01 − a10 − ia11)|01〉

+(a00 − a01 + a10 − a11)|10〉+ (a00 − ia01 − a10 + ia11)|11〉] .

Para obter a inversa, deve-se calcular

f−1(|ψ〉) = f−1{1
2
[(a00 + a01 + a10 + a11)|00〉+ (a00 + ia01 − a10 − ia11)|01〉

+(a00 − a01 + a10 − a11)|10〉+ (a00 − ia01 − a10 + ia11)|11〉]}. (B.49)

Mas, devido a propriedade de linearidade tem-se que

f−1(|ψ〉) =
1

2

[
(a00 + a01 + a10 + a11)f

−1(|00〉) + (a00 + ia01 − a10 − ia11)f
−1(|01〉)

+(a00 − a01 + a10 − a11)f
−1(|10〉)

+(a00 − ia01 − a10 + ia11)f
−1(|11〉)

]
. (B.50)

Com isso, basta calcular as inversas de f−1(|00〉), f−1(|01〉), f−1(|10〉), f−1(|11〉). As-

sim, calculando

|k1k2〉 TFQI−→ 1

2

1∑

j1=0

1∑

j2=0

e−2πi(j12+j2)(
∑2

l=1 kl/2
l)|j1j2〉 (B.51)

obtém-se

f−1(|00〉) =
1

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉); (B.52)

f−1(|01〉) =
1

2
(|00〉 − i|01〉 − |10〉+ i|11〉); (B.53)

f−1(|10〉) =
1

2
(|00〉 − |01〉+ |10〉 − |11〉) ; (B.54)

f−1(|11〉) =
1

2
(|00〉+ i|01〉 − |10〉 − i|11〉) . (B.55)

Substituindo os resultados obtidos nas equações (B.52) a (B.55) em (B.50), obtém-se
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f−1 (|ψ〉) =
1

2

{
(a00 + a01 + a10 + a11)

[1
2

(
|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉

)]
+

+(a00 + ia01 − a10 − ia11)
[1
2

(
|00〉 − i|01〉 − |10〉+ i|11〉

)]

+(a00 − a01 + a10 − a11)
[1
2

(
|00〉 − |01〉+ |10〉 − |11〉

)]

+(a00 − ia01 − a10 + ia11)
[1
2

(
|00〉+ i|01〉 − |10〉 − i|11〉

)]}

= a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉. (B.56)

Observe que, do mesmo modo que nos casos anteriores, apenas um estado da base per-

maneceu associado a cada amplitude.

Estas observações são importantes no contexto deste trabalho porque ajudam no enten-

dimento da demonstração do Teorema 4.1.



APÊNDICE C

Caracter de Grupos

C.1 Introdução

Em matemática, um caracter é uma classe especial de funções de um grupo para um

corpo (tal como os números complexos).

O caracter de uma representação ϕ de um grupo G em um espaço vetorial de dimensão

finita V sobre um corpo F é o traço da representação ϕ. Em geral, o traço não é um homomor-

fismo de grupo, ou o conjunto de traços não forma um grupo. Os caracteres da representação

unidimensional são idênticos à representações unidimensionais, assim a noção de caracter mul-

tiplicativo pode ser vista como um caso especial de caracteres multidimensionais. O estudo de

representações usando caracteres é chamado de Teoria de Caracter e caracteres unidimensionais

são também chamados de “caracteres lineares” dentro desse contexto.

Georg Frobenius inicialmente desenvolveu a teoria de representação de grupos finitos

inteiramente baseada em caracteres, e sem qualquer realização matricial explícita de repre-

sentações próprias [110]. Isso é possível porque uma representação complexa de um grupo

finito é determinada (a menos de isomorfismo) por seu caracter. A situação com representa-

ções sobre um corpo de característica positiva, chamado “representações modulares”, é mais

delicada. Mas, Richard Brauer desenvolveu uma teoria poderosa de caracteres também para

este caso [111, 112]. Muitos teoremas sobre a estrutura dos grupos finitos usam caracteres de

representações modulares.

Um caracter de grupo é o grupo de representações de um grupo por funções de valores

complexos. Essas funções podem ser pensadas como representações de matrizes unidimensio-

nais e por isso são casos especiais de caracteres de grupo que surgem no contexto relacionado

da Teoria de Caracter [110, 113].

Sempre que um grupo é representado por matrizes, a função definida pelo traço da ma-

triz é chamada de um caracter. No entanto, esses traços não constituem de uma forma geral

um grupo. Algumas propriedades importantes desses caracteres unidimensionais se aplicam à

caracteres em geral:
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• Caracteres são invariantes em classes conjugadas;

• Os caracteres de representações irredutíveis são ortogonais.

A importância primordial do caracter de grupo para grupos abelianos finitos está na

Teoria dos Números, em que é usado para construir caracteres de Dirichlet. O Caracter de grupo

do grupo cíclico também aparece na teoria da transformada de Fourier discreta. Para grupos

abelianos localmente compactos, o caracter de grupo (com o pressuposto de continuidade) é

central para a Análise de Fourier [113].

C.2 Definições

Seja G um grupo abeliano finito. Um caracter é um homomorfismo de grupo de G para

os números complexos [114]. Tome p como sendo um primo e seja Fp um corpo finito contendo

p elementos, e escreve-se F
∗
p = Fp \ {0}. Sempre que conveniente, trata-se inteiros depois da

redução módulo p como elementos em Fp. Está-se interessado em caracteres definidos no grupo

aditivo (Fp,+) e no grupo multiplicativo (Fp, ·).
Para um inteiro positivo n se escreve

ζn(x) := e

(
i2πx/n

)
, (C.1)

em que i =
√
−1.

Definição C.1. [114] Dado b ∈ Fp, o mapeamento ∆b : Fp → C, definido por

∆b(x) = ζp(bx), (C.2)

é chamado um caracter aditivo de Fp.

Para b = 0, o caracter ∆b é chamado trivial, caso contrário ele é chamado não trivial

[114]. É facilmente verificado que um caracter aditivo ∆ de Fp é de fato um homomorfismo:

∆(x+ y) = ∆(x)∆(y), para todo x, y ∈ Fp. (C.3)

Definição C.2. [114] Seja g um gerador para o grupo cíclico (Fp, ·). Então, para um inteiro a,

o mapeamento χa : F
∗
p → C, dado por

χa(g
i) = ζp−1(ai), (C.4)

é chamado um caracter multiplicativo de Fp.
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Exemplo C.1. [115] Considere o grupo (ax+ b), em que

G =

{ [
a b

0 1

] ∣∣∣∣ a > 0, b ∈ R

}
. (C.5)

Funções fu : G → C tais que

fu

([
a b

0 1

])
= au, (C.6)

em que u varia sobre os números complexos C, são caracteres multiplicativos.

Exemplo C.2. [115] Considere o grupo multiplicativo dos números reais positivos (R+, ·).
Então funções fu : (R+, ·) → C tais que fu(a) = au, em que a é um elemento de (R+, ·) e u

varia sobre o números complexos C, são caracteres multiplicativos.

Este grupo de caracter de G será denotado por Ĝ. Para a ≡ 0 (mod p − 1), o caracter

χa é chamdo trivial, caso contrário ele é chamado não trivial. É conveniente estender um ca-

racter multiplicativo χ para um mapeamento agindo em Fp colocando χ(0) = 0. Esta extensão

preserva a propriedade de homomorfismo, já que para cada caracter multiplicativo χ de Fp se

tem

χ(xy) = χ(x)χ(y), para todo x, y ∈ Fp. (C.7)

A ordem de um caracter multiplicativo χa é definido como sendo o menor inteiro posi-

tivo d tal que da ≡ 0 (mod p− 1). Equivalentemente, d = (p− 1)/mdc(a, p− 1).

Dado uma quantidade finita de caracteres χ1, . . . , χn de G, pode-se formar o produto

de caracteres χ1 · · ·χn como sendo (χ1 · · ·χn)(g) = χ1(g) · · ·χn(g), para todo g ∈ G. Se

χ1 = . . . = χn = χ, escreve-se χn para χ1 · · ·χn. É obvio que o conjunto Ĝ de caracteres

de G forma um grupo abeliano sob sua multiplicação de caracteres. Desde que os valores dos

caracteres de G somente podem ser |G|-ésimas raízes da unidade, Ĝ é finito [116].

Exemplo C.3. Seja G um grupo cíclico finito de ordem n, e seja g um gerador de G. Por

outro lado, se χ é caracter qualquer de G, então χ(g) deve ser uma n-ésima raiz da unidade,

diz-se que χ(g) = e2πij/n para algum j, 0 ≤ j ≤ n − 1 e segue que χ = χj . Portanto,

Ĝ consiste exatamente dos caracteres χ0, χ1, . . . χn−1, em que χ0 é o caracter trivial definido

como χ0(g) = 1 para todo g ∈ G.

Sejam G e B grupos abelianos e que Λ é um corpo, sendo Λ∗ seu grupo multiplicativo.

Definição C.3. [117] Um mapeamento Θ : G × B → Λ∗ é um Λ-bicaracter do acoplamento

{G,B} se Θ(x, y) (x ∈ G, y ∈ B) é um Λ-caracter multiplicativo φx de B, para um x fixado, e

um Λ-caracter multiplicativo ψy de G, para um y fixado. No caso de G = B, diz-se que é um

bicaracter do grupo G.
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Exemplo C.4. Para G = Zp, o grupo cíclico de ordem p, o bicaracter padrão é dado por

Θ(g, h) = e

[
(2πi/p)g·h

]
, (C.8)

em que g, h são inteiros representando sua classe módulo p. Desde de que todo grupo abeliano

finito é um produto direto de grupos cíclicos, isto também mostra a existência de bicaracteres

para qualquer um desses grupos.

O Λ-caracter de um acoplamento {G,B} de grupos abelianos forma um grupo abeliano

B(G,B|Λ) com a multiplicação naturalmente definida. Em particular B(G,G|Λ) = B(G|Λ).
Os mapeamentos x → φx e y → ψy são homomorfismos, respectivamente, dos grupos

G e B dentro dos grupos G∗ e B∗ de Λ-caracteres de G e B.

Definição C.4. [117] Os núcleos dos homomorfismos x → φx(x ∈ G) e y → ψy(y ∈ B)
são chamados, respectivamente, os núcleos à esquerda e os núcleos à direita do Λ-bicaracter

Θ ∈ B(G,B|Λ) e são denotados por Kerl(Θ) e Kerr(Θ).

Definição C.5. [117] O bicaracter Θ ∈ B(G,B|Λ) é dito ser não-degenerado se ambos os seus

núcleos são triviais.

A seguir, o corpo Λ é suposto ser algebricamente fechado e os grupos sendo de ordem

finita não divisíveis pela característica de Λ. Uma vez que o corpo será mantido fixo, será

suprimido sua menção e se escreve B(G,B) ao invés de B(G,B|Λ), B(G) ao invés de B(G|Λ)
e se chamará um Λ-bicaracter simplesmente de bicaracter.

Será considerado daqui em diante B = G. Um bicaracter Θ do grupo G define uma

relação de ortogonalidade: o elemento x ∈ G é ortogonal a um elemento y ∈ G (notação x ⊥ y)

se Θ(x, y) = 1. Se J,K ⊂ G, então J ⊥ L significa (∀x ∈ J) (∀y ∈ K) x ⊥ y.

Definição C.6. [117] O grupo abeliano G é chamado métrica se ele é fornecido com um bica-

racter Θ que define uma relação simétrica de ortogonalidade, isto é, x ⊥ y implica y ⊥ x. O

bicaracter Θ é dito ser associado ao grupo métrica G.

Não é difícil mostrar que o bicaracter Θ do grupo abeliano G define um relação simétrica

de ortogonalidade se, e somente se, (∀x, y ∈ G) Θ(x, y) = Θ(y, x)λ, em que λ é uma raiz

da congruência λ2 ≡ 1 (mod exp G). Tem-se que para bicaracteres simétricos Θ(x, y) =

Θ(y, x) e que para bicaracteres antisimétricos Θ(x, x) = 1. Pode ser facilmente visto que para

bicaracteres antisimétricos tem-se que Θ(x, y)Θ(y, x) = 1 para todo x, y ∈ G.

Um bicaracter simétrico corresponde à geometria ortogonal enquanto que um bicaracter

antisimétrico corresponde à geometria simplética em um grupo abeliano [117].


