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Resumo

Neste trabalho, estudaremos uma classe de operadores integro-diferenciais. Mostrare-
mos alguns resultados relevantes para a teoria estudada e aplicaremos estes resultados
no estudo de problemas que envolvem o operador integro-diferencial. Inicialmente,
mostraremos um principio de méximo e utilizaremos este principio de méaximo para
estudar existéncia de solugao positiva para sistemas do tipo Schréodinger-Poisson. Tam-
bém mostraremos uma estimativa para solucoes fracas de certas equagoes e utilizaremos
esta estimativa para estudar uma classe de equacoes de Schrodinger. Apresentaremos
um teorema abstrato e utilizaremos este teorema para estudar a existéncia de solucao
para problemas do tipo Berestycki-Lions e por fim, mostraremos uma desigualdade do

tipo Polya-Szegd para operadores integro-diferenciais.

Palavras-chave: Operadores Integro-Diferenciais; Métodos Variacionais; Nicleos de

Ordem s.
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Abstract

In this work, we will study a class of integro-differential operators. We will show
some relevant results for the studied theory and we will apply, these results, in the
study of problems involving the integro-differential operator. Initially, we will show a
maximum principle. We will use the maximun principle, to study the existence of a
positive solution for Schrodinger-Poisson systems. Also, we will show an estimate for
the weak solution of certain equations and we will use this estimate to study a class of
equations of Schrodinger. We will present a abstract theorem and will use this theorem
to study the existence of solution to Berestycki-Lions problems. Finally, we will present

a Polya-Szego type inequality for integro-differential operators.

Keywords: Integro-differential operators; Variational Methods; kernel of order s.
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“Se o conhecimento pode criar problemas, nao € através

da tgnordncia que podemos soluciond-los.”

Isaac Asimov
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Introducao

Motivados pelos recentes estudos feitos sobre os espacos de Sobolev fracionarios e
problemas variacionais que aparecem no estudo de certas equacoes diferenciais parciais
fracionérias, investigaremos uma classe de operadores que generalizam os operadores
laplacianos fracionarios, os chamados operadores integro-diferenciais.

Diversos trabalhos estudam as propriedades dos espacos de Sobolev fracionérios,
e problemas variacionais que envolvem o operador laplaciano fracionario, (—A)*, dado

por

(—A)u(z) = C, / uw) —uly) ,,

RN o — gV

1—cos(&) .\
s = (/RN KfN—OfQ(s)dg) .

Por exemplo, em [11] Bisci, Radulescu e Servadei apresentam uma série de problemas

onde

variacionais que envolvem este operador. Em [24], Di Nezza, Palatucci e Valdinoci
apresentam as imersoes continuas e compactas dos espacos de Sobolev fracionarios.
Neste mesmo trabalho, os autores investigam o problema dos dominios de extensao
e alguns resultados de regularidade. Em [50] Sechi estuda, via métodos variacionais,
uma classe de equacoes do tipo Schrodinger fraciondrio. Outros importantes resulta-
dos podem ser encontrados em Duarte e Souto([25]), Caffarelli e Silvestre ([13]|) e no
trabalho de Felmer, Quaas e Tan ([30]). A escolha da constante Cy s na defini¢do de

(—A)* foi feita para que aconteca a igualdade

FHIElFu) = (=A)u, (1)



para toda funcao suave u, onde F é a transformada de Fourier de u, definida por

_ e~ %y (x)dx
P = oy [ o

A demonstracao desta igualdade pode ser encontrada em [24].
Em [48], Ros Oton explora uma nova classe de operadores, os operadores integro-

diferenciais. Definimos o operador integro-diferencial, — L, como

~Lxu(o) = [ (ula) = ul) K = )y
para toda func¢ao suave u, onde K é uma funcao mensuravel que satisfaz:
e K(r) = K(—x), para quase todo z € RY;
e Existe uma constante C' > 0 tal que C' < K (z)|z|¥*?, para quase todo x € RY;

o/ min{|z|*, 1} K (x)dz < oo.
RN

Observe que, quando K(z) = Cy|z|™ 7%, entdao o operador —Lx coincide com o
operador laplaciano fracionario, (—A)®.

Varios resultados ja estabelecidos para o operador laplaciano tem suas versoes
quando consideramos operadores integro-diferenciais. Motivados pelo trabalho feito por
Alves, Souto e Soares, em [7], no qual eles mostram a existéncia de solu¢ao positiva

para o sistema de Schrédinger-Poisson

~Au+V(z)u+ du = f(u), em R?
—A¢p =u*, emR>

onde V : R? — R é um potencial localmente Hélder continuo, periodico e positivo e f

é uma funcao continua com crescimento subcritico, consideramos o problema

—Lgsu+ V(z)u+ ¢u= f(u), em R? )
2
—Lgip=u? em R

Para obter solucao positiva em [7], foi essencial que a solugao fraca do problema tivesse
alguma regularidade, para que se pudesse aplicar os principios de maximo classicos.
No nosso caso, nao podemos usar resultados de regularidade para solucoes fracas. Por
isso, provaremos um principio de maximo que nao exige regularidade para a solucao

do problema.



Sistemas do tipo Schrédinger-Poisson com o operador laplaciano fracionario ja fo-
ram estudados, por exemplo, por Giammetta em [34]. Neste trabalho o autor considera

o sistema

~Au+ ¢u = aluf’'u, em R,

<_A)t¢ = u27 em R,

para p € (1,5) e t € (0,1). Em [56], Zhang, Squassina e do O provam a existéncia de
solucoes positivas para um sistema de Schrodiger-Poisson, com V' = 0 e considerando
operadores laplacianos fracionarios nas duas equacoes que aparecem no sistema. Em
[55], Zhang estudou sistema (2), porém nao considerou o sinal da solugao.

O estudo de operadores nao locais é importante porque eles aparecem em uma
grande quantidade de aplicacoes e modelos. Por exemplo, mencionamos seu uso em
modelos de transicdo de fase (veja [1], [12]), problemas de reconstrugao de imagem
(veja |35]), problemas de obstaculo (veja [51]) e otimizagao (veja [27]). Operadores
integro-diferenciais aparecem naturalmente no estudo de processos estocésticos e mais
precisamente em processos de Lévi (veja [48] e [13]). Em [24] existe uma lista de outras
aplicagoes, com referéncias. Este estudo leva a dificuldades nao locais e nao lineares.
Por exemplo, quando estamos no contexto de operadores integro-diferenciais, nao pode-
mos nos beneficiar da extensao s-harmonica de Caffarelli (veja [13]) ou propriedades do
comutador (veja [50]), importantes ferramentas para o estudo de problemas envolvendo
o operador laplaciano fracionario. A extensao s-harmoénica por exemplo, transforma
um problema nao local em um problema local envolvendo o operador laplaciano. Em
[5], usando a extensao s-harmonica de |13], Alves e Miyagaki mostraram a existéncia

de uma estimativa L>°(R") para as solugoes fracas de equagoes do tipo
(=AYu+b(z)u=f

considerando hipoteses apropriadas em b e f. Nesta tese, mostraremos uma estimativa
analoga para esta equacao, considerando operadores integro-diferenciais em vez do
operador laplaciano fracionario. Com a estimativa L>°(RY) citada acima e motivados

pelo estudo feito em [6] por Alves e Souto sobre o problema

~Au+V(z)u= f(u), em RV,
w € DI2(RY)



onde V' é um potencial continuo e ndo negativo, podendo se anular no infinito (‘ l‘iin V(z) =
x o

0) e f uma fungao continua com crescimento subcritico, consideraremos um problema

analogo, substituindo o operador laplaciano pelo operador —Lg, ou seja, estudaremos

o problema

—Lru+V(z)u= f(u), (3)

com hipoéteses apropriadas sobre V e f, que serao apresentadas abaixo. Vérios autores
tem estudado este problema quando o operador —Lg é o operador laplaciano fracio-
nario. Como por exemplo, Ambrosio, em [8], prova a existéncia de solu¢do positiva
para (3) quando V é uma constante suficientemente pequena. Em [40], Lehrer, Maia e
Squassina estudaram o problema quando f é assintoticamente linear e V' é constante.
Wan e Wang, em [52], estudaram o Problema (3) quando V € C™(R™ R), V & positivo
e

lim V(|z]) € (0, o0].

n—yoo
Zhang e Zhang, em [57], estudaram (3) quando V' e f sdo assintoticamente periodicos.
Quando V' = 1, Felmer et al. estudaram a existéncia, regularidade e propriedades
qualitativas das solu¢oes de energia minima do Problema (3) (veja [30]). Xu, Wei e
Dong, em [54], mostraram a existéncia de solugao para (3) quando V € C™"(R™, R) e

existe rg > 0 tal que, para todo M > 0,
meas({z € B,,(y); V(z) < M}) — 0 quando |y| — oo.

Em [50], Secchi obteve a existéncia de solugdo de energia minima para (3) quando
V(z) — oo se |x| — oo. Alguns outros estudos interessantes, com tratamento variacio-
nal para o Problema (3) podem ser encontrados em [9], [11], [16], [17], [19], [21], [29], e
[36]. Muitos deles usam ferramentas fortes que nao podemos usar em nosso caso, como
a extensao s-harmonica e propriedades do comutador.

No estudo de problemas variacionais, sao importantes os teoremas que nos for-
necam pontos criticos de funcionais definidos em espacos de Banach. Ao estudarmos o

problemas variacionais do tipo
(—A)*u+ (=A)'u = g(u) (4)

nos deparamos com a necessidade de um teorema que fornega pontos criticos para



funcionais da forma

I(u) = 1 (u) + 2(u) — G(u).
onde 11, Y9 e G tem uma certa homogeneidade e satisfazem propriedades que serao
citadas ao longo da tese. Por isso, nesta tese, mostraremos um teorema abstrato que
fornece pontos criticos para uma vasta classe de funcionais, inclusive para funcionais
como os mencionados acima. Nossa principal motivacao para o estudo desta teoria foi o
trabalho feito por Berestycki e Lions em [10]. Neste trabalho, os autores consideraram

a existéncia de solucao para o problema
—Au = g(u)

assumindo que N > 3 e as condig¢oes em g,

—00 < liminf@ < limsupﬁ < —-m <0,
s—0+t S s—0+ S

9() g

82* 1 —

lim sup
s—0t

existe & > 0 tal que G(§) > 0,

onde G(t) = /t g(s)ds. A homogeneidade do operador —A e a identidade de Pohozaev
associada a estoe problema foram importantes para os argumentos usados pelos autores.
No nosso caso, perdemos esta homogeneidade e nao temos até entao, uma identidade
de Pohozaev para solucoes fracas do Problema (4), por isso, é necessario que mudemos
os argumentos usados em [10]. Um resultado fundamental no estudo do Problema (4),
foi a desigualdade de Polya-Szego para funcoes nos espacos de sobolev fracionarios, ou

seja, para toda u € HS(RN)

u(y))’
d dy < dxd
// \x—y|"+2s . // rx—WS Y

onde u* é o rearranjo simétrico (ou simetrizacdo de Schwarz) de u (veja [44]). A versao

classica da desigualdade de Polya-Szego, apresentada por Polya e Szegt em [45], afirma

/qu*deg/ |Vul*dz
RN RN

para todo u € H*(RY). No melhor dos nossos conhecimentos, este resultado ainda nao

que

tinha sido provado no contexto dos operadores integro-diferenciais. Por isso, provare-
mos outra versao deste resultado para estes operadores, que generaliza a desigualdade

provada por Park em [44].



Nosso trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentaremos as principais propriedades dos espacos onde sao
definidos a classe de operadores que estudaremos durante a tese. Neste capitulo, apre-
sentaremos alguns resultados, existentes na literatura, que serao fundamentais para os
capitulos seguintes.

No Capitulo 2, nosso principal resultado é um principio de méaximo para super-

solucoes fracas do problema
—Lxu+a(z)u=0em RY,

mais precisamente, mostraremos o teorema:

Teorema 0.0.1 Sejam u € X (RY) ea >0 com a € Ll (RY). Suponha que

loc

/RN /RN(“@) —u(y))(v(z) —v(y)) K(z — y) dedy +/ a(z)u(z)v(x)dr > 0,

RN

para toda v € Xg(RY) com v > 0 q.t.p. Entdou >0 qt.p. RY ouu =0 qtp. em
RY,

Ainda neste capitulo, usaremos este principio de méaximo para obter solucao positiva

para o sistema de Schrédinger-Poisson

—Lysu+V(x)u+ ¢u= f(u), in R?
—Lgrp =u?, in R

onde K* e K' sao nticleos de ordem s e t, respectivamente. Considerando as seguintes

hipoteses sobre f € C(R,R) e V € C(R3 R).
(A1) V(z) > a > 0, Vz € R?, para alguma constante a > 0;
(A2) V(z) =V(x+vy), forall x € R3 y e Z?
(A3) f(uw)u >0, u=#0;
(A4) limy,_o f(u)/u = 0;
(A5) Existem p € (4,2%) e C' > 0, tais que

()] < C(lul + fu”™),

6

para todo u € R, onde 2} = ;25— e s € (%, 1);

6



(A6) limy—, o F(u)/u* = 400, onde F(u) = [ f(2)dz;
(A7) A fungdo u — f(u)/u® é crescente em |u| # 0.

Com as palavras do referee do Jornal que nosso trabalho foi publicado (veja [25]), na
literatura, para se obter positividade de solucoes para problemas fracionarios, a nao
linearidade f é usualmente exigida ser Holder continua ou ter uma derivada continua
para que a solucao tenha alguma regularidade. No nosso caso, pedimos apenas que
f seja continua. Sem pedir qualquer regularidade, mostramos que a solucao obtida é
positiva. Mais precisamente, provaremos o teorema:s

Teorema 0.0.2 Suponha que 1 > s > 3/4, t € (0,1), e (A1)—~(AT7) estio satisfeitas.

Entao (2.6) tem uma solugao positiva.

Ainda neste capitulo, mostraremos a existéncia de solucdo de energia minima para o
Problema (2).

No Capitulo 3, mostraremos uma estimativa L>°(R") para as solugoes fracas de
certas equacoes de Schrédinger e este é o nosso principal resultado deste capitulo. Mais

precisamente, mostraremos que

Proposic¢ao 0.0.3 Sejam h € LY(RY) com ¢ > £, N > 2s ev € E C Xg(RY) uma

solugao fraca de
{ —Lyv +b(z)v = g(x,v) em RY
em E ={u € XK(RN);/ b(x)udr < oo}, onde g ¢ uma fungdo continua satisfazendo
RN
l9(z, s)| < h(z)]s]
para s > 0 e b é uma funcdo positiva em RY. Entdo, eriste uma constante M =

M(g, |1 24) tal que
olloe < M]Jo]

21
Como uma aplicacao deste resultado, estudaremos o problema
(P) —Lxu+V(z)u= f(u), in R".

onde —Ly é um operador integro-diferencial com s € (0,1). Vamos supor que o

potencial V' é continuo e satisfaz

o (Vi—) inf egn V() > 0;



Note que (V7) implica que
o (Vo—) V(x) <V, para alguma constante V,, > 0 e para todos z € By(0).

e (V3—) Existe R > 0e A > 0 tais que

V() > A

para todos |z| > R.
Assumiremos também que f € C(R,R) é uma fungao satisfazendo:
o (fi—)|f(t)] < clt|P~!, para alguma constante co > 0 e p € (2,2%);
e (fo—) Existe 6 > 2 tal que
OF(t) < tf(t)
para todos t € R, onde
t
PO = [ fs)ds
0
e (fs—) f(t) >0 paratodot>0e f(t) =0 para todo t < 0.

Mostraremos a existéncia de A* > 0 com a seguinte propriedade: Se A > A*, entao

existe uma solugao nao negativa para o Problema (3), ou seja, provaremos o teorema:

Teorema 0.0.4 Suponha que V satisfaz (V1)-(Va) e que f satisfaz (f1)-(f3). Se A >
A* = kgcoMp_2(2Sd)prz, entdo o problema (P) tem uma solu¢do ndo negativa e nao

trivial.

Destacamos que, por ser o operador integro-diferencial nao local, entao nao poderemos
usar as mesmas técnicas usadas em [5] para provar o teorema acima.
No Capitulo 4, vamos considerar X um espaco de Banach reflexivo e 1, ..., ¥, ¢ :

X — R funcionais continuos, satisfazendo:
e (X;)- Existe uma aplicac@o * : [0,00) x X — X e Ay, ..., Ay, Ay € R tais que

(1) it w)) = thahi(w);
(ii) @i(x(t,u)) = t*@(u);

(iii) 0 <max{A, ..., A} < Ag;



(iv) #(0,u) = 0, para todo u € X
(v) Para cada u € X fixo, a aplicagao t — (¢, u) é continua.

e (X,—) Existem subconjuntos fracamente fechados X+ e X de X e uma funcao

Q: X+ — X que cumpre as seguintes condicoes:

(i) ¥i(Q(u)) < ¥i(u) para todo u € X;
(i) ¢(Q(u)) > ¢(u) para todo u € X+,

(iii) Se u € X, entdo u; € X, para todo t > 0.

Acima estamos usando a notagao a seguinte notacdo *(¢,u) = u;. Além das hipoteses

listadas anteriormente, vamos supor que:

e (fi—) Existe u € X tal que ¢(u) > 0;

(fz—) ¢(0) =0;

(f3—) ¥i(u) = 0 para todo i € {1,2,...,n} se, e somente se u = 0;

(fa—) Exite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entao

Z Aithi(u) > Apo(u);

(fs—) Se {u,} é uma sequéncia satisfazendo ¢(u,) > 0 e J(u,) — 0, entao

[lunl] = 0;

(fo—) Se {tn},cy ¢ uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X,

entao

lim sup ¢(uy,) < ¢(u);

n—oo

(fr—) Se {up}peN converge fracamente para u em X, entdo

¥i(u) < liminf v, (u,)

p—0o0

O principal resultado deste capitulo é o teorema:

9



Teorema 0.0.5 Sejam X, ¢, ¢1,..., ¥, satisfazendo (f1) — (f7),(X1) e (X2). Se

ing[(w) = inf [(w)

wePt

entdo existe uw € P tal que I(u) = inf,ep [(w), onde

I=Y ¢i—0¢
=1

P ={u€ X\{0}; M1 (u) + ... + Athn(u) = Agd(u)} .

Se I € localmente lipschtziano. Entao u é um ponto critico de I em X, ou seja,

0 € 0I(u)

Como consequéncia deste teorema, temos:

Corolario 0.0.6 Sejam X, ¢, 1y,..., ¥, satisfazendo (f1)—(f7),(X1) e (X2). Suponha
que ¢, Py,..., ¥, € CHX,R). Se

ingf(w) = inf I(w),

weP+

entao eriste u € P que satisfaz I(u) = inf,ep I(w), onde

I=) i—¢
=1

P ={ue X\ {0}; Mt (u) + .+ Antha (1) = Ag(u)}

Além disso, u € um ponto critico de I em X, ou seja,
I'(u) = 0.

Tomando uma func¢ao continua f : R — R satisfazendo:

(i) limso @ = 0;

(i) limsup,_, “jg‘?l < 00, para algum ¢ € (1,2} —1) onde

2N
D
fmo N —2s,,’

(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) > 0, onde



(iv) f(s) > 0 para todo s > 0e f(s) =0 para s <0.

provaremos, como uma, aplicacao do tltimo corolério, o teorema abaixo.

Teorema 0.0.7 Sejam 0 < s, < ... < s, <1 e N >2s,,. Defina I: H(RY) - R

por

RN

v)*
dwd
~2i L

I'(ug) = 0;

onde

Entao, existe ug € P tal que

Além disso,
I(up) = inf I(u).

ueP

onde

P:{UGH‘SW (RM)\ {0}; Z /RN/RN = ‘N+253 drdy = N G(u)dx}.

RN

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema

m

Z(—A)siu = g(u) em RY.

i=1

Tomando uma func¢ao continua f : R — R satisfazendo:

(i) limg g fis) = 0;

(ii) limsup,_,, . “f‘g )l < 00, para algum ¢ € (1,2 — 1) onde
yo_ 2N
CN-2

(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

provaremos o teorema abaixo.
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Teorema 0.0.8 Sejam 0 <s <1 e N >2. Defina I : HY(RY) — R por

I(u) = J(u) — G(u)dz,

RN

1 (v))?
J(u):§/RN|Vu| dr + = /RN/RN |x—y|N+25 dxdy

Entao, existe ug € P, nao nulo, tal que

onde

[/(U()) = 0;

Além disso,
I(ug) = ir%DfI(u),

onde

- {u e HYRM)\ {0}: (N_2>/ Vulda

—23 y))?
dedy=N [ G(u)dz ;.
o o = [ Gy

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema

—Au+ (=A)*u = g(u) em RY.
Tomando uma func¢ao continua f : R — R satisfazendo:

(i) limg g 85,81) = 0;

(i) limsup,_, “f‘g ) < 00, para algum ¢ € (p,,, p;) onde
pt = Np1
TN P

(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) > 0, onde

6e) = [ ade ¢ g5 = 1) =Y Is

pi—QS

(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

provaremos o teorema abaixo.

Teorema 0.0.9 Sejam 1 <p; < ... <pm, ¢ N >p,. Defina I :W — R por



onde

/ |VulPide.
i= 1p7' RN

W= WP (RY).
i=1
Entao, existe ug € P tal que
[/(Uo) = 0;

Além disso,
I(up) = ir%DfI(u),

onde

Pidep = N G(u)dm} :

RN

P = {uEW\{O}Z (V= pl)/N|Vu

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao positiva para o problema
m
g —Apu = g(u) em RY.
=1

Escolhendo f: R — R uma funcao continua satisfazendo:

(i) lim /(5) =0.

s—0 |S|p1_1

1£(s)]

sla—1

(ii) limsup < oo para algum ¢ € (pp,p*) onde

s——+00
. N
P=
Zij\il pli -1
(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) = [ g(s)ds > 0., onde g(s) = f(s) — s|s|P* 2.

0
(iv) f(s) > 0 para todo s >0 e f(s) =0 para s < 0.

para pi,...,pny > 1, mostraremos o teorema:

Teorema 0.0.10 Sejam 1 < p; < ... < py. Defina I : W7 (RY) = R por

onde

13



Entao, existe ug € P tal que

Além disso,

onde

pi

ou
8$i

P = {u € Wl’?(RN) \ {0} Z s /RN

Di

dr =N G(u)d:v} :

RN

Em outras palavras, provamos a existéncia de solucao nao trivial para o problema
3 <

Vamos considerar N > 3 e f uma funcao com uma quantidade finita de pontos de

pi au
0951-

ou
ox;

) = g(u) em R™.

descontinuidade satisfazendo:
i L6 .
g fl) £1—1>I(1) s 07
o f2) |f(s)| < Als|+ Bls|?, Vs €R, ealgum g € (1,2* —1);
e f3) Existe 7 > 0 tal que G(7) = / g(z)dz > 0, onde
0

g(s) = f(s) = s;

e fi) f(s) >0 paras>0ef(s)=0 para s <O0.

Mostraremos o teorema:

Teorema 0.0.11 Seja f uma funcao com uma quantidade finita de pontos de descon-

tinuidade e satisfazendo (f1) — (f1). Entdo, o problema
—Au(r) € 0G(u(z)), qtp. em RY,
possut uma solucao nao trivial.

No Capitulo 5, apresentamos uma desigualdade de Polya-Szegd, no contexto dos
operadores integro-diferenciais. Supondo que K é um niicleo de ordem s, continuo,

provaremos o seguinte teorema.

Teorema 0.0.12 Seja u € X (R"™) uma func¢ao nao negativa. Entao,

[ ) =5 = sy < / )ty



onde u* e K* sao os rearranjamentos simétricos de u e K respectivamente. Como

consequéncia, teremos:

Corolario 0.0.13 Seja u € X (RY). FEntio existe w ndo negativa e radialmente

simétrica satisfazendo:

e Para toda funcdao positiva e mondtona, ¢
o(Jul)dx = o(w)dz.
RN RN
e Além disso

L L) ww e = gdsdy < [ ] (wte) - ) - gpdedy

Corolario 0.0.14 Suponha que K satisfaca (Ks), (K3), K seja radialmente simétrica
e decrescente. Entdo para toda u € Xg(RY), ewiste w radialmente simétrica, ndo

negativa e tal que para toda funcao positiva e mondtona ¢

¢(|ul)de = | o(w)dr.
RN RN
Além disso
| w) —w)pK e - ydsdy < [ [ (o) - u)K G - dsdy
RN JRN RN JRN
e
Corolario 0.0.15 Suponha que K satisfaca (K1), (K3), (K3) e
o (K,) - Eziste ¢c; > 0 tal que ¢; > K(z)|x|"™2*

Entdo para toda u € Xg(RY), existe w radialmente simélrica, ndo negativa e tal que

para toda funcao positiva e mondtona ¢

/R o(lul)dr = / lw)dr

Além disso

/RN /R (w(w) = w(y)*K(z - y)drdy < A /R ) /R (u(x) —u()’K (x — y)dudy

onde A = L e c € a constante que aparece em (K3).
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Notacao e terminologia

e min{a,b} =asea<bemin{a,b} =bsea>b.
o maz{a,b} =asea>bemaxr{a, b} =bsea<b.
e Se A,BCRY entio A\ B={z € A;z ¢ B}.

e Para toda fun¢ao u : RY — R definimos u=,u"™ : RY — R por v (z) =

max{0, —u(x)} e v (x) = max{0, u(z)}.

e Seja U C RY, chamamos de ¢ vizinhanca de U o conjunto Us := {:B e RN d(z,U) < 5},

onde d é a funcao distancia usual de RY.
e (X,||-||) representara um espago normado.
e D¢ denotara a derivada de ¢.

e Diremos que uma fungao f: (X,||-||) — (Y, || - ||2) é lipschtziana se existe uma

constante C' > 0 tal que || f(z) — f(v)|| < C||z — yl|2, para todos z, y.

e Se u € LP(RY), entao escreveremos ||u||, para denotar a norma de usual de u em

LP(RY).

e Diremos que uma sequéncia {o(n)},en é ordem pequena se, lim o(n) = 0.
n—oo

e Sejam X um espaco topologico e {un}neN uma sequéncia em X que converge para

algum u € X. Neste caso, usaremos a seguinte notacao u,, — u.

e Seja F um espaco de Banach e I € C'(E,R). Diremos que uma sequéncia

{Zn}nerny € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, se I(u,,) — ce I'(u,) — 0.



Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R). Diremos que [ satisfaz a condigao
de Palais-Smale em ¢, se toda sequéncia de Palais-Smale possui uma subsequéncia

convergente em F.

Para cada r > 0 e y € R, usaremos a notacdo B,(y) = {z € RY;|z —y| < r}.
Em vez de B,(y), escreveremos simplesmente B,., quando nao existir duvida sobre

o y considerado.
q.t.p. significard em quase todo ponto.
Em todo texto, N representara a dimensao do espaco euclideano.

Seja K : RY — R um niicleo de ordem s (veja definigao no capitulo 1). Para

funcoes u,v : RN — R e conjuntos A, B C RY, usaremos a seguinte notacao

U]z = / / (ule) — u())(v(z) — v() K ( — y)dedy

Também escreveremos

[u7 U]RNX]RN = [u7 U]'
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Capitulo 1

Operadores Integro - Diferenciais

Neste capitulo, veremos as principais propriedades dos espacos onde sao definidos
os operadores integro-diferenciais que estudaremos ao longo da tese. Alguns resulta-
dos apresentados neste capitulo nao serao demonstrados, porque ja existem na nossa
literatura. Referenciaremos as demonstracoes de cada um dos resultados que iremos
assumir neste capitulo. O leitor familiarizado com os operadores integro-diferenciais
pode suprimir este capitulo em sua leitura. Para os leitores que quiserem mais de-
talhes, além dos mencionados neste capitulo, sobre os operadores integro-diferenciais,

referenciamos [11] e [48].

1.1 O Espago X (RY)

No que segue, vamos sempre assumir que N > 2s.

Definigao 1.1.1 Seja s € (0,1). Dizemos que uma funcio mensurdvel K : RN — R

€ um niucleo de ordem s se satisfaz as sequintes propriedades
o (K;) K(x) = K(—x) para quase todo x # 0;
o (Ky) Eziste uma constante Cx > 0 tal que
Ok < K(:E)|I|N+25
para quase todo x € RV ;

o (K3) vK € L'(RY), onde y(z) = min {|x[?, 1};



Note que a fungao Clx|~ V=2

onde C é uma constante positiva, € um exemplo de um
ntcleo de ordem s. A seguir apresentaremos outros exemplos. Deixaremos a cargo do
leitor a verificacao de que cada um dos exemplos citados é um nicleo de ordem s.

Exemplo 1.1.2 Considere a : S’~! — R uma funcdo mensurdvel, onde
SVt ={z e RY;|z| = 1}.

Suponha também que, existam constantes cy,co > 0 tais que ¢; < a(z) < ¢y e que

SN_l

a(x) = a(—x) para todo x € . Entao, a fungdo

K(x) = ¢ (liT)

- ’x|N+23

é um niucleo de ordem s.

Exemplo 1.1.3 Sejam K : RY — R wm niicleo de ordem s e C' wma constante
positiva. Entao, a funcao

2| V2 se x| < 3

Ki(z) := C se <|z]<1
K(x) se |z|>1

é um nicleo de ordem s.

Seja K um ntcleo de ordem s. Definimos o espaco Xx(R™) como o conjunto de todas

as fungoes u € L*(RY), tais que a fungao

(@, y) — (u(z) —u(y)) vV K(z —y)
estd em L? (RY x RY).

Na proposicao seguinte, veremos que podemos definir em Xx(RY) a norma

full = (fwd+ [ uzdx);,

il = [ [ (0e) = (o) PR (@ = )dady,

e munido com esta norma, o espago Xx(RY) é um espago completo.

onde

Proposigao 1.1.4 Seja K um nicleo de ordem s. A funcao (-, ) : X (RY)x X (RY) —
R, dada por
o) = [ [ (o) = u)0(o) - o) K (e~ pydedy + [ v
RN JRN RN

define um produto interno em Xx(RY) e X (RY) munido com este produto interno é

um espaco de Hilbert.
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Demonstragdo. E facil verificar que a funcdo (-,-) define um produto interno em
X (RY). Seja {¢,}, .y uma sequéncia de Cauchy em Xy (R"Y). Para todos m,n € N

temos
||¢n - ¢m||L2(RN) < ||¢n - ¢m||

Ou seja, a sequéncia {¢, }, . ¢ de Cauchy em L*(R"). Dessa forma, existe u € L*(R")
tal que

¢, —> u em L*(RY).
Seja
G, (1Y) = (¢n(x) = dn(y))V K (z —y),
definida em RY x RY. Observe que Gy, € L*(RY x RY) para todo n € N e que
G, = GonlBanaary = [ [ (0n0) = 60(0) = 0mle) + 0K o — y)dndy
= [ [ 60 = 6)0) = 60 = 6P K o~ )iy
< |0 — Pml]*.

Isto implica que a sequéncia {Gy,}, € de Cauchy em L*(RY x RY). Existe w €
L*(RYN x RY) tal que

Gy, — w em L*(RY x RY).

Em particular {Gg, },en converge q.t.p em RY x RY para w. Porém, vimos acima

que {¢n},cy converge para u, q.t.p. em RY. Consequentemente a sequéncia {Gy,}

converge q.t.p. para a funcio G, (z,y) = (u(z) — u(y))/K(z — y). Logo
w(z,y) = (u(z) = u(y)) vV K(x —y).
Em particular, u € Xx(RY). Além disso
l6n = ull* = |Gy, — GullLo@nxmny + 160 — ull L2y — 0.

ou seja, a sequéncia {¢, }nen converge para u em Xx (RY). [ ]

1.2 O Caso K(z) = |z| V7%

Quando o niicleo de ordem s ¢ igual K(x) = |z|~V~2%, entdo o espago X (RY) é

chamado de espago de Sobolev fracionério, ¢ denotado por H*(R”). Existem diversos
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trabalhos publicados em nossa literatura, relacionados aos espacos de Sobolev fracio-
narios. Para mais informacgoes sobre os espagos de Sobolev fracionarios, indicamos os
trabalhos de Demengel e Demengel em [22] e Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em [24].
Exploraremos alguns resultados conhecidos sobre os espacos H*(RY), que podem ser
encontrados nas referencias listadas neste mesmo paragrafo.

Segue imediatamente de (K3) a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 1.2.1 Seja s € (0,1) e K um niicleo de ordem s. O espa¢o Xx(RY) estd

imerso continuamente em H*(RY).

Em [24] foi provado que

Proposigao 1.2.2 O espaco H*(RY) estd imerso continuamente em LY(RYN) para q €

[2,2%], onde
b 2N

f N —2s

Combinando as proposicoes 1.2.1 e 1.2.2, temos o corolario:

Corolario 1.2.3 O espaco Xx(RYN) estd imerso continuamente em LI(RN) para q €
[2,2%], onde

yo_ 2N

S N —2s

O proximo corolario é uma consequéncia imediata da Proposigao 2.2 de [24].

Corolario 1.2.4 Seja s € (0,1). O espaco H(RY) estd imerso continuamente em
H*(RY).

Outro resultado sobre imersoes dos espagos de Sobolev fracionérios que sera util

em nossa tese ¢ o Corolario 4.34 de [22], descrito abaixo,

Corolario 1.2.5 Se s’ < s entio o espago H*(RYN) estd imerso continuamente em
H* (RN).

Observacao 1.2.6 Definimos também, o espaco XK(RN) como o completamento de

Cse(RN) com a norma

i = ([ [ (00 = ) e — sy

O espaco X (RN) € um espago de Hilbert, além disso, pelo Teorema 6.5 de [24] temos

1
2

que X (RN) estd imerso continuamente em L% (RV).
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Observacao 1.2.7 Se Q C RY e K ¢é um nicleo de ordem s, definimos
X, (Q) = {u € Xk (RV);u=0 em RV \ Q}.

O espago Xi,(2) é um espago de Hilbert com a norma

2

lull = ([ o [ (uto) = ) Ko~ o)
Q Q
onde Q@ = (RY x RN\ (Q° x Q°) e estd continuamente imerso em H*(RY).

Dizemos que 2 C RY & um dominio de extensdo para H*(RY), se existe uma

aplicagao E : H*(Q) — H*(RY) satisfazendo

1 E(w)|

sy < Cllul| s

para alguma constante C' > 0 que nao depende de u, e
E(u)(z) = u(z)
para quase todo x em (). Para mais detalhes sobre dominios de extensao, recomendamos

[24]. Como uma consequéncia do Corolario 7.2 de [24] temos o corolario.

Corolario 1.2.8 Se Q2 é um dominio de extensdao para H*(RY), entio o espago H*(Q)

estd imerso compactamente em L1() para q € [1,2%), onde

2N
2F = .
5 N —2s

Este tltimo corolario nos garante imersoes compactas dos espagos Xx(RY) e
X, (Q) nos espacgos LP(2) quando p € [1,2%), quando K é um nicleo de ordem s e

um dominio de extensdo para o espago H*(RY).

1.3 Os Operadores Integro-Diferenciais

Seja s € (0,1) e K um nicleo de ordem s. Definimos o operador integro-diferencial

—Lx, sobre fungoes u € C°(RY), da seguinte forma

—Lgu(z) = | Kz —y)(u(z) - uly))dy.

RN

Seguindo as mesmas ideias de [24], mostraremos que o operador — Lk esta bem definido.

Lema 1.3.1 O operador —Lk estd bem definido.
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Demonstragao. Considere u € C3°(RY). Seja y € RY. Se ||y|| < 1, entdo, usando a

expansao de Taylor de segunda ordem, temos

|(u(z +y) + u(z —y) — 2u(@) K (y)] < |ID%ull|yl* K (y) = [|D*ullocv(y) K ().

Por outro lado, se ||y|| > 1

|(u(z +y) +u(z —y) — 2u(@)) K(y)| < 4K Y)ullso = 4l[ullocy(y) K (y)-

Portanto, existe uma constante L > 0 tal que

[(u(z +y) +u(z —y) — 2u(x))K(y)| < Ly(y)K(y).

Por (K3),
/RN (U(x + y) + u(x — y) — QU(x))K(y)dy < oo,

Por mudanca de variaveis e (K7), temos

1
[ (@)~ wlo) K =y == [ (wa+0)+ ule ) = 2ula)) K)dy < .
RN RN
completando a demonstracao do lema. [ ]

Observe que fazendo K(z) = Cy s|z|™ 7% entao o operador Ly coincide com o

operador laplaciano fracionario, (—A)*, onde

1— cos(¢ !
CN’S:(/RN |f|cﬁgsl)d§) '

A escolha da constante C'y s se justifica pelo seguinte resultado, cuja demonstragao se

encontra em [24].
Proposigao 1.3.2 Para todo u € C°(RY) temos
(=A)u=FH(|g]* (Fu))

onde Fu € a transformada de Fourier de u, mais precisamente:

1 .
ey () d.
(2m) 2 /RN (@)

O espago de Sobolev fracionario H*(RY) pode ser caracterizado como

F(u)() =

H*(RN) = {u € LQ(RN);/ (1 + &%) | Ful?dé < oo} :
RN
Para mais detalhes sobre essa caracterizacao, recomendamos [24] e [22].
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Proposigao 1.3.3 Para todos u,v € C{°(RY) temos

/RN /RN (u(x) — u(y))(v(z) — v(y)) K (z — y)dedy = 2/ — Ly (u)vdz.

RN

Demonstracio. De fato
[, [ (@) = uw)ele) = o) o~ g)dady
= [ ] (@) = utyete) o = y)ady
[ [ @)~ ulw)o) K e~ y)dady
= [ [ (o) = ulw)ote) K )y
[ ) = ule)e i (y - a)dady
= /RN —Lu(z)v(x)dr + /RN —Lru(y)v(y)dy
— 9 /R —Lyeule)oe)dr
.

Esta dltima proposicao nos motiva para a seguinte definicao. Seja f : R — R

uma funcdo continua e B : RV — R uma funcio mensuravel e ndo negativa, definimos

E = {u € X (RY); /RN B(z)uldr < oo} .

com a norma

lull = ([, [ ) = )G~ sy + [ Bloyias)

Dizemos que u € E ¢ uma solucao fraca de

1
2

—Lxu+ B(z)u = f(u) em RY

/RN /]RN (u(@) —uly))(v(z) —v(y) K(z —y) + /

RN

B(x)uvdzs = / Fw)vdz

RN
para todo v € E.

A seguir, listaremos alguns resultados que utilizaremos durante a tese. Em [33,
Lemma 2.3], Gaetano, Squassina e D’avenia provaram a seguinte versdo do lema de

Lions,
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Lema 1.3.4 Se {u,}nen € uma sequéncia limitada em H*(R3) tal que para alguma
constante R >0 e 2 < q < 2% temos

sup / |un|? =0
z€R3 J Bg(x)

onde n — oo, entao u, — 0 em L"(R3) para todo r € (2,2}).

A demonstragao da préxima proposicao segue as mesmas ideias do Lema 5.3 de
[24].

Proposi¢ao 1.3.5 Sejam K um niicleo de ordem s, u € Xg(RY) e ¢ uma funcgdo
lipschtziana satisfazendo 0 < < 1. Entao, Yu € Xg(RY) e

[Pul| < Cllul|
para alguma constante C' > 0.

Demonstracao. Como || < 1 temos |[vulls < ||ul|. Seja C; > 0 tal que [¢(z) —
¥(y)| < Ci]z — y|. Somando e subtraindo 1 (x)u(y),

L [ 1eteute) = P e - y)dady
<2 [ @) - )K= ey
w2 [ [ ) - )K= sy
<2 [ jule) = al)PK (e - )dedy
w20t [ [ )Pl K G gy

+SC’2/ / Y)[PK (z — y)dxdy

RN J|z— y\>1

< 2Jul > + 202 / )P [ 2K () dzdy
RN

|2[<1

+8012/ lu(y)|? K(2)dzdy
]RN

|2[>1

< 2|l + 8012/ lu(y)|? < K(z)dz +/ |Z|2K(z)dz) dy
RN l2|>1 l2|<1

=l st ([ tian) ([ @)

onde y(z) = min {1, |z[*}. Por (K3)
/RN /RN W (@)u(z) — Y (y)u(y) P K (z — y)dedy < 2[|ul|* + 8CT[y K| [ul]3.
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Logo Yu € Xx(RY) e l
[ull < 3+ 8CTIIVK[1)2 [[ul.
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Capitulo 2

Um Principio de Maximo para
Equacoes de Schrodinger com
Operadores Integro-Diferenciais e uma
Aplicacao em um Sistema do Tipo

Schrodinger-Poisson

Neste capitulo estudaremos uma classe de sistemas do tipo Schrodinger-Poisson
com potencial periddico e envolvendo operadores integro-diferenciais. Provaremos um
principio de méaximo e como aplicagao, mostraremos a existéncia de solucoes positivas
para esta classe de problemas. Destacamos que, no melhor dos nossos conhecimentos,
este principio de maximo esté sendo apresentado pela primeira vez na literatura (veja
Teorema 2.1.4). Até entdo, um estudo sobre sistemas do tipo Schrédinger-Poisson com
potencial periédico e operador integro-diferencial nao existia na literatura. Ainda neste
capitulo, estudaremos a existéncia de solucao de energia minima para estes tipos de
sistemas, também estudaremos o caso em que o potencial é assintoticamente periddico.
As ideias contidas neste capitulo sao inspiradas pelo trabalho de Duarte e Souto, em

[25].



2.1 Um Principio de Maximo

Antes de provarmos o teorema principal desta secao (Teorema 2.1.4), é necessério
que provemos uma outra versao do lema logaritmico. Este lema serd uma importante
ferramenta para a demonstragdo do Teorema 2.1.4. O lema logaritmico foi provado
por Di Castro, Kuusi e Palatucci em [23, Lema 1.3]. Neste lema os autores dao uma

estimativa para solucoes fracas do problema

(—A)u=f em(

u=g emRY\Q

Seguindo as mesmas idéias de Di Castro, Kuusi e Palatucci, mostraremos uma estima-

tiva analoga para uma supersolucao do problema
~Lxu+a(z)u=0 em RY

onde K é um nticleo de ordem s (veja Lema 2.1.3 abaixo). Dizemos que u é uma
supersolucao da equacao acima se

[, ] (@) = uta) eta) = o) K =y dray+ [ at@yupids > o
para todo v € Xg(RY) com v > 0 q.t.p. em RY.

No lema logaritmico, provado por Di Castro, Kuusi e Palatucci, a condicao u > 0
¢ dada como hipotese. No nosso caso, veremos, no lema seguinte, que u > 0 ¢ uma
consequéncia de u ser uma supersolugao.

Lema 2.1.1 Sejam a : RY — R wma func¢io nao negativa e u € Xx(RY). Suponha

que, para toda v € Xg(RY) com v >0 ¢.t.p. em RY, tenhamos que

/RN /RN(“’(JB) —u(y)) (v(z) —v(y)) K(z — y)dzdy + /RN a(z)u(x)v(x)dx > 0.

Entdo v >0 q.t.p. em RV,

Demonstragao. Seja v = u~. Temos que v € Xg(RY) e v > 0 q.t.p. Por hipotese

/RN /RN (u(z) —u(y)) (v (x) —u (y)) K(x — y)dady +/ a(z)u(z)u™ (x)dz > 0.

Mas, observe que:
e Se u(x) >0eu(y) >0, entao (u(x) —u(y)) (v (z) —u (y)) = 0.
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e Seu(xr) < 0eu(y) <0, entdo (u(x) —u(y)) (u™(z) — u(y)) = —(u(z) —u(y))® <
0.
e Seu(r) > 0eu(y) <0, entdo (u(r)—u(y)) (u(z) —u(y)) = (ulz)—u(y))uly) <

0. Pois, neste caso, u(z) —u(y) > 0.

Seu(z) <0euly) > 0, entdo (u(z)—u(y)) (v (z) —u(y)) = (u(z)-u(y))(-u(z)) <

0. Pois, neste caso, u(z) —u(y) <0.

Se u(z) < 0, entao a(x)u(z)u™(z) = —a(x)u*(x) e caso contrario, a(x)u(z)u~(z) =

0.

Das observacgoes acima, concluimos que

[ o) = ) (0 @) = w @) Ko = y)dedy =0

RN JRN

Esta dltima igualdade, junto com as observagoes acima, implicam que
(u(z) —u(y)) (v (z) —u (y)) K(z —y) = 0 q.t.p. em RY x RV,

Isto implica que, se z # y entdo u™(z) = u~(y) q.t.p. em RY. Ou seja, u~ é constante

em X (RY) e portanto u~ = 0. ]

O proximo lema fornece uma desigualdade sobre ntimeros reais. Usaremos esta

desigualdade na demonstragao do lema logaritmico.
Lema 2.1.2 Sejam € € (0,1] e a,b € RY. Entao

1+e
€

la) < [b2 + 2B + ——<|a — bJ2. (2.1)

Demonstracgao.
al2 < (|b| + |a — b])?
a? < (o] + |a—b) 02
= |02 + 2|b||a — b| + |a — bJ2.

Pela inequagao de Cauchy com € (veja pagina 662 em [28])

blla—b] < efpf2 + 2= < e]b\2+%. (2.3)
Substituindo (2.3) em (2.2) temos
< b + 26y + 2= g
— [b? + 2€[bf2 + * JE“ “la — b2,
||
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Lema 2.1.3 (Versio do Lema logaritmico). Sejam s € (0,1), u € Xg(RY) e a €
L (RY), a >0 em RY. Suponha que u satisfaz:

loc

/ / (u(@) — u(y))(o(z) — d(y)) K (z — y)dzdy +/ a(z)u(z)p(r)dz = 0

RN JRN RN

para toda ¢ € Xg(RYN) com ¢ > 0 qtp. em RY. Entdo para toda bola v > 0,
B, = B,(z,) C RN

L (550

2
K(x —y)dzdy < N K(z)d
)| K=ty < v | (2)dz

RN\ By (0)

Cor™N 2 / |2]PK (2)dz + Cs / a(x)dz
B4r(0) Bar
(2.4)

para toda constante d > 0, onde Cy, Cy e Cs sao constantes que nao dependem de d.

Demonstracao. Nessa demonstracao, a menos que se diga o contrario, para cada
t > 0 escreveremos apenas B; para representar B;(zg). Considere ¢ € CgO(B%) e

K > 0 satisfazendo,
0<¢p<1, ¢=1lem B, e ||D¢|lo < Kr '
A funcao

_ (=)
n) = u(z) +d

pertence ao espago Xx(RV) e > 0 em RY. Por hip6tese,
- /RN /Rw(u(x) —u(y))(n(z) — n(y) K(z —y) dv dy + /RN a(z)u(z)n(z)ds
- /BZT /BQT(“@?) —u(y)(n(x) —n()) K(x —y)dr dy
* /RN\BQT /327. (u(@) = u(y) ((x) = n(Y) K (z — y) dz dy
+ /B /RN\B% (u(z) —u(y)) (n(z) —n(y)) K (x —y) dz dy
" /RN\Bm /RN\B%(“(”” —u(y))(n(x) — () K (z — y) dz dy
+ /R _al@)u(x)n(z)dz.

A seguir, provaremos algumas afirmagoes sobre as cinco integrais que aparecem no lado

direito da desigualdade acima.
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Afirmacao 1. Existem constantes Cy,C5 > 0, que dependem somente de N e s,

satisfazendo

/32 / u(z) - uly)(n(x) — 1)K (= — y) de dy
< /B A 1og(d+“ )\ K(z — ) min{o(u)[, |6(z) "} dz dy
v f 1000 = o PE e = gy ey

Para a demonstragao desta afirmacao, fixaremos x,y € Bs,. Suponha que u(z) >

u(y). Defina
u(z) — u(y)
u(z) +d

onde § € (0,1) é escolhido suficientemente pequeno, para que ¢ € (0,1). Tomando

a=¢(x)eb=¢(y) no Lema 2.1.2, obtemos

€ =

2 2 u(z) — u(y) 2 4 p u(z) +d _ 2
o) < It + 28 g (50 DR o) — o)l

Entao

n(y)) K(z —y)
*(x) *(y)
(u x)—l—d_ u(y )—i—d) K(z —y)
B(y)[? + 2058 |6 (y) 2 + (67 o2 1) |6() — d(y) 2
< (u(z) — u(y)) ( = u(gg +d( ) >

¢
(

IR

(v) +d u(z) +d
(g ) s e
SO S s
+ (o7 P o) — (o )
- S 15220

+207o(2) = o(y) K (2 —y).
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A seguir, reescreveremos a primeira parte da soma que aparece no lado direiro da

inequagao acima como

(u(z) ~ u(w) DL k(@ -y (1+26 ) = uls) _

u(e) + @xd uly
_ (%) e
- (%) 6(y) K (2 — y) E - E§ 126
Considere a funciio ¢ : (0,1) — R, dada por
9(t) = 11__:1-

A fungao g satisfaz g(t) < _Zﬁ se t € (0,1] e g(t) < —1 para todo t € (0,1).

Temos duas possibilidades para considerar. Primeiro, se

(y)+d _1
u(x)+d ~ 2
entao concluimos que
w(x) —u 2 1 Z(I)Id
(w) 6(y)|*K (x —y) [ﬁ +20
2 u(z)+d
< (M) o) - ) H st + 2
u(z) — u(y) 2 lu(@)+d  u(z) —u(y)
u(x) +d SWIFE =) _4u(y)—|—d+26 u(x) +d }
U0 =) g ) ) [ + 2p M UDI) + )]
u(z) — u(y) 2 1
< rd PWIEGE =) |- +25] |

Na tltima inequacao usamos que

(u(z) —u())(uly) +4) _,

i) +ad2 =
Escolhendo § = 1/16 , temos
(W) P(Y) " K (z — y) L — “?@E + 20
Lu(x) — u(y) 2
S S ) rd ()" K (z —y)




u(x)+d > 9

Acima, usamos que (log(#))?> <t — 1 para todo t > 2, e que wrd = 2

Porém, em segundo caso, se

u(y) +d

u(x)+d > 1/2

entao usando que g(t) < —1e d = 1/16, obtemos

(") iy st ) [% 2
< (WO a1+ 29
<1 (MY e )

< g5 o (SN oo -

Acima, usamos que
e (] - b ()
Isto segue como consequéncia de log(1 4 ¢) < ¢ para todo t > 0, e
u(z) —uy) _ u(r) —

- u(y) u(z) + u(w) — u(y)
b= td  ulo) td ()+d§2 W) +d

I~

Portanto,

[9(y)|? B u(@) —u(y)  u(x)+d
(ulz) = u(y))u(x) + dK(x y) (1 +26 u(z) +d u(y) + d)

<4 [l (B e - )

Em resumo, provamos que, se u(x) > u(y), entdo

(u(z) —u(y))(n(x) —n(y)) K(z —y)

1 u(z) +d\]° 9 2
< [l (B350 | ot =) + 32660) ~ 6P~ ).
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Integrando a inequagao acima sobre Bs,. X Bs,., obtemos

)
2
/ {log (u(gj) - dﬂ 6(y) | K (x — y) da dy
2r o {z€Bariu(z)>u(y)}

1
<,
B % /Bgr /{meBzr;u(x)<u(y)} {log (Zéz; i ;l)} 2 ‘(15(37)’2[((33 N y> dx dy
)

Usando que |log(z)| = |log(2)| para todo = > 0, obtemos

o (58] = e (3559

<§//{ o o (B ] mintio et b =)
sl L e ()| il e PG ) ey
+32/B )

Isto prova a afirmacao 1.



Afirmacgao 2. Para alguma constante C' > 0, temos

Lo ) =) DR ey o [ ey

RM\By (0)

u(z)—u(y)
u(x)+d

/RN\BQT /B (u(@) — u(y))(n(z) —n(y)) K(x —y) dz dy
/RN\BQT /]RN < (gb2)( ! B u(ff?d) K(z —y)dzdy
/RN\BQ,, /]RN |2“Sf()m (y)K( y) dx dy

d
/RN\B /RN 7)|*K (z — y) dx dy.
2r
—y)dzxd
/RN\B%/RN y) dxdy

|6(2)[*K (x — y) dw dy

RN\By, J Ba,

—/ / —y)dydx
37 RN\BQT

:/ ]gb(x)|2/ K(z —y)dydx
Ba, RN\ By,

<)
Bs L

— [ P [ KEdd
Bg% ]RN\B%(O)

:/ ]qb(:c)|2dx/ K(2)dz
B37T RN\B%(O)

= Cng/ K(z)d-=.
RN\By (0)

Concluindo assim, a demonstracao da afirmacao 2.

De fato, como u > 0, temos que < 1 e consequentemente

Logo

M{w

ol [ Ky dyds

ofg

Note que, por (K;) (veja definicdo 1.1.1) temos

/RN\B /B (u(z) — u(y))(n(z) —n(y)) K (z —y) dedy
B /B /RN\B (u(z) —uly))(n(z) —n(y)) K(z — y) dz dy

Afirmacao 3.

/R _alw)u(@)(a)de < /B a(z)dz.
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De fato,

/RN a(x)u(x)n(x)dr = /]RN a(x)u(:n)ué)(ﬁ_)ddx
_ ¢*(x)
-, oty
= a(x uz) x)dx
= [ ate) e

Acima, usamos que supp(n) C Bs,, que ¢(x) € (0,1) e que uzzf)ﬁd <1.

As afirmacodes 1, 2 e 3 implicam que

/B/B[ ( 13)} min{(y)?, d(x)*} K (x — y) der dy

< 05/ / |p(x () PK(x — ) dx dy + O6TN/ K(z)dz + 07/ a(x)dx.
By J By RN\By (0) Ba,

para constantes C5, Cg, que dependem somente de N e s. Como ¢ =1 em B,,

[ bg(i.iiz §)2

K(x —y)dzdy
< 05/ / |p(x YK (z —y) do dy + C?"N/ K(2)dz —i—/ a(z)dx
B2’I‘ B2'r RN\B% (0) BQT

Para finalizar a demonstragao, basta mostrar que

/ / Y)IPK(x —y)dr dy < C'77’N23/ |2|°K(z) dz
Bay J Bar

Byr(0)
A condicao sobre a derivada de ¢ implica que

/ / YIPK(z —y)dedy < Kr™ / / lz — y|?K(x — y) dz dy
BQT BQT BET BQr
_Kr‘z/ / [z =y’ K (¢ — y) de dy
Bay J Bar(y)
—2

= Kr / K(z)dzdy
Bar J Byyr(o)

= K1 2| By, | |2]2K (2) dz

Byr(0)
= C77"N2/ 12> K (2) dz
Byr(0)

onde C7 é uma constante positiva. Substituindo a estimativa acima em (2.5), obtemos

o Lema 2.1.3. n

A seguir, provaremos o principio de maximo, citado no inicio da secao.
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Teorema 2.1.4 Sejam u € Xg(RY) ea >0 com a € LL _(RY). Suponha que

/RN /RN(U(JJ) —u(y))(v(z) —v(y) K(x —y) de dy + /RN a(z)u(z)v(z)de > 0,

para toda v € X (RY) com v >0 q.t.p. em RY. Entio, u>0 qt.p. em RY ouu =0
g.t.p. em RY.

Demonstracao. Pelo Lema 2.1.1, © > 0. Sejam 2o € RY e r > 0. Defina
Z = {x € B,(xo);u(x) = 0}.

Suponha que |Z] > 0. Defina Fs : B,(xy) — R como

ey -t (1442,

para todo § > 0. Temos Fs(y) = 0 para todo y € Z. Consequentemente, se x € B,(xq)

ey € Z, temos

Por (K3) (veja definigao 1.1.1), existe C'x > 0 tal que

K(x —y).

1

— < C o N+23<C 9 N+23.
K(I—y)_ K’x y’ = K( T)

Integrando em y € Z obtemos

Fs(z
2iFso = [ B IE o yay < Ctene> [ |Fo)-Fity) PR -say
z
Agora, integrando em x € B, () e usando o Lema 2.1.3, obtemos

Cx
/ Fy(a)Pde < Z5 (2r) V2 / / Fy(x) — Fs(y)PK (¢ — y) dy da
By (zo) |Z| By (zo)
v [RGB - s
|Z| er 7‘$0

5+ u(as)) 2
)Nt K(x —y)dxdy
|Z| /T (z0) /T (z0) ( U(y) ( )
CK N+2s N
< —(2r) Cyr K(z)dz
| Z] RN\By (0)

—i—CngZ/ 122K () dz + Cg/ a(x)dx) :
B4'r(0) BQT
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Note que o nimero que aparece do lado direito da ultima desigualdade nao depende
de 6. Em resumo, provamos que

/BTW log (1 + @)

para alguma constante C' > 0 que nao depende de J. Se u(z) # 0 entdo Fs(x) — oo

2
de < C

quando 6 — 0. Pelo lema de Fatou, se | B,(xo) N Z¢| > 0 entdo
+oo < liminf |F5(z)|?dx < C,
=0 J B, (z0)nZe

o que é uma contradi¢do. Neste caso, Z = B,.(zg) e u = 0 q.t.p. em B,(z¢). Defina

A={B.(z);r >0,z € RY, u>0 q.t.p. em B,(z)},

B={B.(2);r >0,z ¢ RY u=0 qt.p. em B,.(2)},

s=Jv. w=JVv.

VeA vVeB

Note que S e W sdo subconjuntos abertos de RY. Considere z € R e r > 0. Temos
duas possibilidades, ou u # 0 em B,.(z) ou u = 0 em B,(x). Pelo que foi mostrado,
se u # 0 em algum subconjunto de medida ndo nula de B,(x), entdo u > 0 g¢.t.p.
em B,(z). Portanto, neste caso, x € S. Se u = 0 ¢.t.p. em B,(x), entdo x € W.

Consequentemente

RN = SUW.

Por conexidade, deveremos ter S = ) ou W = . Se RY = S entdo u > 0 q.t.p. em
RY. Se RY = W entdao v = 0 q.t.p. em RV, N

2.2 Sistemas do Tipo Schrédinger-Poisson com Po-

tencial Periodico e Operadores Integro-Diferenciais

Nesta secao, como uma aplicacao do principio de méximo provado na secao an-
terior, mostraremos a existéncia de solugao positiva para um sistema de Schodinger-
Poisson com potencial periddico e operador integro-diferencial. Vamos considerar o

problema

L+ V(z)u+ ¢u= f(u), em R? (26)
_EKt¢:u27 em RS, |
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onde K*® e Kt sao, respectivamente nticleos de ordem s e ordem ¢, s € (%, l)ete (0,1).

Vamos supor as seguintes hipoteses sobre f € C(R,R) e V € C(R3 R).
(A1) V(z) > a > 0, para todo x € R? e para alguma constante o > 0;
(A2) V(z) =V(z +y), para todo z € R?, y € Z3;

(A3) f(uw)u>0,u>0;

(A4) lim, o f(u)/u = 0;

(A5) Existem p € (4,2%) e C > 0, tais que
[f(u)] < C(jul + [uP™),

para todo u € R, onde 2} = %;

(A6) lim, 4o F(u)/u* = +00, onde F(u) = / f(2)dz;
0
(A7) A fungdo u — f(u)/u® é crescente em |u| # 0.

Observacao 2.2.1 A condi¢do s > % é pedida para que 4 < 2% em (As).

No que segue, denotaremos por g(u) := f(u") e G(t) = /tg(s)ds.

Destacamos que este problema nao tinha sido estgdado até entao no caso do
laplaciano fracionéario. Alves, Souto e Soares em [7], estudaram um problema analogo,
considerando o operador laplaciano em vez do laplaciano fracionario. Motivados por [7],
como uma aplicacao do principio de maximo mostrado na secao anterior, provaremos
que é possivel obter solucao positiva para o problema 2.6. Destacamos também, que
estamos exigindo apenas a continuidade de f, porque nosso principio de maximo, nao
pede regularidade para a solucao.

Observacao 2.2.2 A condi¢ao (A7) implica que a funcao H(u) = uf(u) — 4F(u) é

nao negativa e crescente.
2.2.1 Sistemas do Tipo Schrodinger-Poisson com Operadores
Integro-Diferenciais

Sejam s,t € (0,1). Nesta se¢ao, assumindo algumas hipoteses sobre s e t, veremos

que podemos definir um operador ¢ : Xgs(R?) — Xg:(R3), tal que para cada u €
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Xis(R?), a fungdo ¢(u) é a tnica solugao de
~Lgip(u) = u? em R,

Provaremos algumas propriedades importantes deste operador.

Lema 2.2.3 Sejam t,s € (0,1) com 4s + 2t > 3. Entao para todo u € Xgs(R?) existe

um unico ¢, € X (R3) tal que, ¢, € a tnica solugdo fraca do problema

—Lxid, =u® em R,

Demonstragao. Como 4s + 2t > 3, entao 2 < 3 t < 2%. Dai conseguimos C' > 0 tal

’/uvdm ( "

para toda v € Xk (R?) (veja 1.2.6). Pelo Teorema de Representacio de Riesz, existe

que
2 —1

2?
2*1dx) < Clloll g

< ||v||2

um tnico ¢, € Xx:(R?) tal que

L | @) = 6um) @) =) K =)oy = [ oa)ula)d

R3

para toda w € Ht(RN), ou seja, existe um unico ¢, € Ht(R3) que é solucao fraca de

—Lgtd, = u? em R,

Veremos a seguir que a funcao ¢ é continua.

Corolario 2.2.4 Com as hipdteses do teorema acima, existe uma constante C' > 0 tal

que
16ull,, 22 < Cllul 2 ) (2.7)

para todo u € Xis(R3). Equivalentemente,
] 6u@) = PR a = oy < Clully o 2.

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.3

l6ull3, W):/@%mx
R3
< Ol||¢u

uH”*
2* 1

2*

< Colldull e, ) |1l 2o )

para algumas constantes C1,Cy > 0. Acima, usamos as imersoes de X« (R?) em
2-2f

L% (R?) e Xks(R?) em L% '(R?). Note que se u # 0 entdo ¢, # 0. Dividindo ambos

os lados da desigualdade acima por |[¢y|| 3, gs) Obtemos (2.7). n
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Corolario 2.2.5 Para todo u € Xis(R3), temos ¢, > 0 q.t.p. em R3.

Demonstragao. Seja u € H*(R?). Pelo Lema 2.2.3, ¢, é solugao fraca de
— Lty = u® em R

Logo,

[ [ 00~ o 6@) — o) K a ety = [ ozarzo. 9
Mas,

e Se ¢u(x), pu(y) = 0 entdo (¢u(w) — du(y)) (9, (2) — &, (y)) = 0;

e Se ¢u(r) > 0 e ¢u(y) < 0 entdo (¢u(r) — du(y)) (0, (x) — ¢, (1) = (Sulz) —
du(y))Pu(y) < 0;

e Se du(z) < 0e ¢u(y) > 0 entdo (¢u(z) — du(y)) (¢, (z) — ¢, (¥)) = —(Pu() —
qu(y))ﬁbu(x) <0

* Se ¢u(w) < 0 e duly) < 0 entdo (du(r) = Pu(y))(dy (z) — ¢, (y) = —(dul(e) —
du(y))* < 0.
Pela inequagdo 2.9 temos (¢, (x) — ¢u(y)) (¢, (z) — ¢, (y)) = 0 q.t.p. em R® x R3. Isto
implica que ¢, é constante em R? e portanto ¢, = 0. Segue que ¢, > 0 q.t.p. em R3.
]
O Lema 2.2.6 mostra que ¢ é homogénea em ¢ > 0.

Lema 2.2.6 Set >0 e u € Xis(R3?), entdo ¢p, = t2¢,,.

Demonstragio. Seja u € X (R?). Pelo Lema 2.2.3, para todo v € Xt (R?) temos
/RS /Rs(t%u(ﬁ) — ¢u(y)) (v(z) — v(y)) K" (z — y)dzdy
= [ [ (6u(0) = 6.0 0(0) — o) Ko — )y
=2 z P (@)(a)de

- [ (wepeta)as,

ou seja, t2¢, ¢ solugao fraca de —Lg(t*¢,) = (tu)?. Usando a unicidade de solugao,
dada pelo Lema 2.2.3, temos ¢y, = t2¢,. [
No préximo lema, veremos como se comporta a aplicagao ¢ em funcoes que se

diferenciam por uma translacao.
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Lema 2.2.7 Sejam p € R? e u € Xg+(R?). Definindo u(x) := u(x+p), temos ¢z(z) =
du(x +Dp) e
Pyulde = datldr
R3 R3

Demonstracido. Seja v € X (R3). Fazendo a mudancga de variaveis z = x +p e

w =y + p, obtemos

/Rs /Rg(¢u l"l—p - gzﬁu(y—kp))(v(@ - U(y))Kt(x —y)dxdy
(@u(x+p) = duly + ) (v(w) — V() K (2 +p) = (y + p))dudy

f (u(2) — Gu(w))(v(z — p) — v(w — p))K'(z — w)dzdw

Esta igualdade e a unicidade de solu¢ao dada pelo Lema 2.2.3 implicam que ¢;(x) =

¢u(x + p). Fazendo a mudanga z = x + p obtemos

g pa()@*(z)dr = [ ¢u(x + p)u(z + p)dx

R3

Terminaremos esta secao mostrando que a aplicacao ¢ ¢é fracamente continua.

Lema 2.2.8 Se {u,}, y converge fracamente para u em X« (R?) entao {¢u, }, ey con-

verge fracamente para ¢, em Xy (R3).

Demonstragdo. Seja ¢ € Cg°(RY). Entao

[ o= o] < ol | [ (2 = yts
R3 B

onde supp(¢) C B e B é uma bola. O espago Xxs(R?) estd imerso compactamente em

L?*(B). Logo, o lado direito da tltima desigualdade converge para 0 quando n — oo.
Pela hipotese de que a sequéncia {u,}, converge fracamente para u em Xg:(R?)
e pelo Coroldrio 2.2.4, concluimos que a sequéncia {@,, }, .y ¢ limitada em Xy:(R?),

Portanto, a menos de subsequéncia, podemos supor que {¢y, }, oy converge fraco para
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w € Xgt(R?). Logo

/Ra /Ra y)(6(x) = o(y)) K' (x — y)ddy
~ lim | / (60,(2) ~ 61, (D)(0(x) — Sz — y)ddy

n—o0 R3 JR3

= lim u? (v)p(z)dx
n—o0 R3 JR3
= u?(2)¢(x)dz,
RS JR3

para toda ¢ € C3°(R?). Por densidade, esta igualdade vale para todo ¢ € Xy (R3).
Segue que w = ¢,.

Este mesmo argumento mostra que toda subsequéncia de {¢,,, } possui uma sub-
sequéncia que converge fraco para ¢, em Xx:(R?). Isto implica que a sequéncia {@,, }

converge fracamente para ¢, em Xx:(R?). [ ]

2.2.2 Existéncia de Solucao Positiva para o Problema 2.6

Inicialmente, estamos interessados em mostrar a existéncia de solugao positiva

para (2.6). Por isso, vamos considerar o funcional de Euler-Lagrange I : Xxs(R3) — R

1
// N2 KS (x y)dxdy+—/ V(z)uldx
R3 JR3 2 Jgrs

(buUQdSL’ - G( )

R3 R3

dado por

cuja derivada é dada por

= /Rs /IR3 y)(v(z) = o)) K*(z —y) drdy
/]R3 V(z)uvdr + | pyuvdz — /]RS g(u)vdz,

R3

onde G(s) :/ g(t)dt e g(u) = f(u™). Pontos criticos de I sdo solugdes fracas de
0
(2.6).

Lema 2.2.9 A funcao

w e [lul| = (/ / V2K (2 — )d:vdy+/R$V(x)u2dx>l/2

define uma norma X (R?) que é equivalente a norma usual de Xis(R3).
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A demonstracao do lema acima é trivial e por isso nao apresentaremos nesta tese.

O préximo teorema garante a existéncia de solugao fraca para o Problema 2.6.

Teorema 2.2.10 Suponha que 1 > s > 3/4, t € (0,1), e (A1)—(A7) estao satisfeitas.

Entao (2.6) tem uma solug¢ao nao trivial.

Demonstracao. Por argumentos usuais, o funcional I possui a geometria do passo da
montanha, ou seja, satisfaz as hipoteses do teorema do passo da montanha. Por isso,

existe uma sequéncia de Cerami para I, isto ¢, existe {u, }nen C Xxs(R3) tal que

I(u,) — ¢,

(1+ HunH)I/(un) — 0.
onde

c = inf sup I(7(t)),
nf sup (v())

I = {7 € C([0, 1], Xx+(R?));7(0) = 0,7(1) = e},

e € Xis(R?), e e satisfaz I(e) < 0. O namero ¢ é chamado de nivel do passo da

montanha. Pela Observagao 2.2.2
AT () — (Y = [ + / [ ()t — AF () > [
RS

Isto implica que {u,} é limitada em Xys(R3). Entao, existe u € Xgs(R?) tal que
{ty, }nen converge fracamente para u em Xgs(R3). O Lema 2.2.8 e as hipoteses (A4)
e (A5) implicam que u ¢ um ponto critico de I. De fato, tomando ¢ € C3°(RY), da

convergéncia fraca de {u, }nen para u temos

/Rg /RJ“M — () ($(x) — () K* (& — y)dady

converge para

/R /R (u(x) = u()) (W (x) = w()K*(x — y)dady,

/R3 V() up(2)0(z)de = | V(z)u(z)(z)da.

R3

44



quando n — oo. Seja B uma bola tal que supp(y) C B. Definindo
T(u,v) = / u(z)v(z)y(x)de,
B

temos que T' é uma forma bilinear continua definida em L%(B) x L2 (R3). Pelo Co-
rolario 1.2.8 a sequéncia {uy | },,c converge para v |p em L%(B) Pelo Lema 2.2.8 e
a imersdo continua de Xx:(R?) em L% (R?), a sequéncia {¢,, },cy converge fracamente
para ¢, em L% (R3). Estas duas tltimas convergéncias, junto com a continuidade de
T implicam que

T(un |5 ¢u,) = T(ulp , du),
ou seja,

. Pu,, (T)un(2)p(x)d2 — g Gu(2)u(z)(z)dx.

As hipoteses (Ay), (As), o teorema da convergéncia dominada e as imersoes compactas

de Xi+(R?) em L(B) para q € [1,2}) implicam que

/ g(uy)dr — g(u)dz.

Assim, por um lado temos
I'(un)(¥) — 0,

pois {un}, .y ¢ uma sequéncia de Cerami, e por outro lado
0) = [ [ (o) = o) 00) = ) Ko~ ey
R3 JR3

/RS Vi(z Un¢d$+/ ¢unun¢dﬂf—/ng(un)wdx’

converge para

/RS /R (u(@) = u(@))((2) = DY) K*(x - y)dzdy
" /R3 Vizude + | éuupds - /R gluyuda.
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Concluimos que

0= [ [ (wle) = o) (0la) = v K ~ y)dody
+ /]Rg V(z)uwpdr + g duuthdr — /]R3 g(u)dz.

Por densidade, temos

0= [ [ @) = u)ota) = o) K e = sy

+/ V(z)uvdz + gbuuvdx—/ g(u)vdz.
R3 R3

RS

para toda v € Xgs(R3). Em resumo, provamos que
I'(u) = 0.

Se u # 0 em Xgs(R?) entdo u é uma solugao fraca nao trivial de (2.6), portanto o
teorema segue. Suponha que v = 0. Afirmamos que existe r € (2,2%), tal que {u,}
nao converge para 0 em L"(R?). De fato, caso contrério, pelas hipoteses (A4) e (A5) e

a limitacao de {u,} em L*(R3), temos
/ g(up)u,dr — 0, quando n — co.
RS
Pelo Corolario 2.2.5

Jonl? < Nl + [ Guctide = [ gt )unde + ()

Como o lado direito da inequagao acima converge para 0 segue que u,, — 0 em Xgs(R?).
Consequentemente,

¢ =limI(u,) =0.

Mas, esta igualdade nao pode ocorrer, ja que ¢ > 0. Logo, podemos assumir que

existem R > 0 e § > 0 tais que, passando a uma subsequéncia se necessario,
2dr >0
urdr > 9,
Br(yn)
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para alguma sequéncia {y,} C Z* (Veja Lema 1.3.4). Para cada n € N, defina

Wy () = up(T + Yn)-

Note que w, € Xxs(R3). Mais ainda, por mudanga de variaveis, temos

Hw) =5 [ [ Gl ) =y ) K ) = (o) e dy

1

+ —/ V(x)u,(z + yn)de
2 Jus

qﬁwn de—/ G(un(x + yp))dx
R3

/R5 /Rd U (2) — Up(w))? K*(2 — w)dzdw + % /]R3 V(2)un(2)?dz

n Z/Rg b u2d — /R Gun(2))d2
— I(uy).

Analogamente, para cada ¢ € Xxs(R?),

Pwno = [ [ (o) = wnl)éle) = o) K =y dedy + [ Vioyw,oda
+ [ du e - / glw,)ods
= [ ] ) = o+ ) (60) = K+ 1) = (3 )y
+ [ Vet mhle+p)o@de + [ ot mune +)ods
- [ st + m)ota)ds
= [ ] () = )6z = ) = bt = ) K — w)dzd
b [ V@0t~ iz + [ ol — e

onde ¢(x) = ¢(x —1y,). Isto implica que {w, }ney ¢ uma sequéncia de Cerami para I no
nivel c. Analogamente, mostramos que {wy, }nen ¢ limitada em Xxs(R?), {w, }nen con-

verge fracamente para wg em Xxs(R?) e que I'(wg) = 0. Passando a uma subsequéncia
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2
loc

se necessario, podemos assumir que {w,} converge em L2 (R3) para wy. Entdo

/ widr = lim w?dw
Br(0) "% JBR(0)

= lim U (2 + Y, )2 dx

= lim Un(2)?dz > 6.

nroo Br(yn)
Assim, wy € uma solu¢do nao trivial para (2.6). Logo, se u = 0, provamos que existe
um ponto critico para I, que é nao trivial. Portanto, em qualquer caso, I possui um
ponto critico nao trivial. [
Usando nosso principio de maximo, mostraremos que existe solucao positiva para

o sistema (2.6), no nosso proximo corolario.

Coroléario 2.2.11 A solucdo u encontrada no Teorema 2.2.10 € positiva q.t.p. em R3.

Demonstragao. Para todo v € Xgs(R?), com v > 0 q.t.p., temos

/R3 /R?’ (u(z) —u(y))(v(z) — v(y))K*(x — y) dv dy + /R3 V(z)uvdr + N buuv dz
= /Rgg(u)vdx > 0.

Se definirmos a(z) = V(x) + ¢.(z), obteremos que a € LL (R?), porque L% (R3) C
Ll

loc

(R®) e V & continuo. Por (A1) e o Lema 2.2.5 temos a(x) > 0 em R3. Consequen-
temente
[ [ (o) = uto)o(0) ~ )G ~ g dedy + [ aloyuvda 20
R3 JR3 R3
para todo v € H*(R3) com v > 0. Como u # 0, o Teorema 2.1.4 implica que u > 0

q.t.p. em R3. [

2.3 Solucoes de Energia Minima para o Problema
(2.6)

Para tornar nosso trabalho mais completo para o leitor, também provamos a
existéncia de solugdo de energia minima (ground state solution) para o problema (2.6),
ou seja, mostraremos que existe uma solugao u tal que para qualquer outra solucdo v,

teremos I(u) < I(v). Aqui, seguiremos as mesmas ideias de Alves, Souto e Soares em
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[7]. Para conseguir solu¢do de energia minima para nosso problema, vamos considerar

o seguinte funcional de Euler-Lagrange associado ao problema 2.6.

/R;/Rg ) K (x y)dxdy+%/RBV()2dx+4 duu’

[ P

Observacao 2.3.1 Define-se o conjunto de Nehari associado a I como sendo
N = {uc H*(R*\ {0}; I'(u)u = 0}.
Se f satisfaz (A3)—(A7), entao

I = inf [
> J?N(u)

coincide com o nivel do passo da montanha associado a I (veja Apéndice A).

Teorema 2.3.2 Se (A1)—(A7) sdo satisfeitas, entao (2.6) possui uma solu¢ao de ener-

gia minima.

Demonstragao. Definindo o funcional de Euler Lagrange I : Xxs(R3) — R por

/R/R 2K ( — )dxdw%/mw)?dxu bt

- [ s

e seguindo as mesmas ideias do Teorema 2.2.10, provamos que existe uma sequéncia
de Cerami {w,} no nivel do passo da montanha associado a I convergindo fraco para

uma solug¢ao nao nula u do sistema (2.6). Pela Observacao 2.2.2 e o Lema de fatou

4¢ = liminf (41 (w,) — I'(w,)w,)

n—oo

= lim inf(||w,|? —I—/ H(w,,)dx)
n—o0 R3

> liminf ||lw,||* + liminf | H(w,)d>
n—00 n—00 R3

> |l + [ H(u)dz

R3

=41(u) — I'(u)u

= 41(u).
onde H(u) = uf(u) — 4F (u). Por definigao, u € N, entdao I(u) > inf,epn I(v). Pela
Observacao 2.3.1,

I(u) = vlg/f/](v)

Portanto, mostramos que v é uma solucao de energia minima para o problema. [
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2.4 Solucoes de Energia Minima para o Caso em que

o Potencial é Assintoticamente Peri6édico

Nesta se¢ao, estudamos a existéncia de solucao de energia minima para o Pro-

blema (2.6), quando V satisfaz a hipotese (Al) e

(A8) Existe uma fun¢io V, satisfazendo (A;) e (Ay) tal que

lim V() = V()] = 0;

|z| =00

(A9) V(z) < V,(x) e existe um conjunto aberto 2 C R? com |Q| > 0 e V(z) < V,(2)

em ).

Assumiremos que V,, é um potencial peridédico continuo. Este caso segue as mesmas

ideias de [7].

Teorema 2.4.1 Suponha que (A1), (A3)—(A9) sejam satisfeitas. Entao (2.6) tem uma

solug¢ao de energia minima.
Demonstragao. Em Xy (R3) podemos definir a norma

o= ([ [ ) —utsc ey [ vienar)

e considerar o funcional,

1 1
I(u) = §||u||§ + 1 /11@3 puuidr — /RS F(u)dz.

Vimos na se¢do anterior, que existe w, € Xgs(R?) tal que I} (w,) = 0 e I,(w,) = ¢,

onde ¢, é o nivel do passo da montanha associado a I,. Considere outra norma em

Xy (R3):
||u|y_(// 2K (2 y)d:z:dy+/RSV(a:)u2dx)l/2.

Entao, defina
1 1
I(u) = =|jul]* + —/ puuds —/ F(u)dx.
2 4 R3 R3
O funcional I tem a geometria do passo da montanha. Se ¢ é o nivel do passo da

montanha associado a I entdo ¢ < ¢,. De fato, existe um ¢, tal que t,w, € N (veja
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Proposigdo A.1) e ele é tnico com essa propriedade. Segue que

c < I(t'w,)
< I,(t"w,)

< max Iy (twp)
= Ip(w,) = cp.

Considere {u, } ey uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ associada com /. Analogamente
ao caso periodico, provamos que a sequéncia {u, } é limitada em Xx:(R?) e consequen-
temente, converge fracamente para algum u € Xs(R?). Além disso, temos I'(u) = 0.
A seguir, provaremos que u # 0. Suponha que u = 0. A respeito da sequéncia {u,},

as seguintes igualdades sao verdadeiras

() lim [ |V(2) = Vy(a)luZde = 0;

n—oo R3
() T | — [ ] = 0

(iii) lim [I,(u,) — I(us)| = 0;

n—oo

(iv) lim |1} (up)tn — I'(up)uy| = 0.

n—oo
Provaremos (i). Os limites em (ii), (iii) e (iv) s@o consequéncias imediatas de (i).
Considere € > 0 ¢ A > 0 tal que ||u,||3 < A para todo n € N. Pela hipotese (A8),

existe R > 0 tal que, para todo |z| > R temos

V) = Vylo) < 5

Mas {u,} converge fracamente para v = 0. Entdo, u, — 0 em L?(Br(0)). Esta

convergéncia implica que existe ng € N tal que

/‘\ww—mmmw<i
Br(0) 2

para todo n > ngy. Entao, se n > nyg

V(@) = V() |upda
R3

[ W@ -Vl [ V) -Vl
Br(0) (Br(0))°
Ll
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Isto completa a demonstragao de (i).
Considere s, > 0 tal que s,u, € N, para todo n € N, onde N, = {u € Xg:(R3)\

{0}; I (u)u = 0}. Afirmamos que limsup,,_,,, s, < 1. De fato, caso contrério, existiria
0 > 0 tal que, passando a uma subsequéncia se necessario, poderiamos assumir que
$n > 1+ 6 para todo n € N. Por (iv) terfamos I (u,)u, — 0, isto &,

||un||f, + / Py, u2dr = f(up)updx + 0,(1)

R3 R3
De s,u, € N, terfamos L (spun)u, = 0. Equivalentemente
2 3 2 7. _
anuan + sn/ Gu,usdr = I (spun)updz
R3 R3

Consequentemente,

/Rs {J(ijz;?? N {5:;3)1 upde = (Siz - 1) [unlly + 0a(1) < 0a(1). (2.10)

n

Se {uy }nen converge para 0 em L9(R3) para todo ¢ € (2,27), entao pelo Corolario 2.2.5
P <l + [ e = [ s+ I,
R3 R3
consequentemente, {u,} teria limite 0 em Xgs(R?) e isto entraria em contradigao com

o fato de ¢ > 0. Portanto, existe uma sequéncia {y,} C Z", R > 0e g > 0 tais que

/ uldr > B> 0.
Br(yn)

Tomando v,(z) = up(x + yn), temos ||v,|| = |lu,| e assim podemos assumir que

{vn}nen converge fracamente para algum v € H*(R3?). Note que

/ vidr > 6>0.
Br(0)

A inequacio (2.10), observagao 2.2.2 e o lema de Fatou implicam que

o<, [0 19)

) @]
= lnawf/ﬂgg (@ o)) <vn>3] nt

S hmmf/ _f(snvn) o f(vn):| U4d$
R3

n—o00 L (Snvn)?) (Un>3 "

= liminf/ [ (sntn) — f(un)] utde
R3

n—o0 L (SnUN)S (un)®] "

< liminfo,(1) =0,

n—oo
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o que é uma contradicao. Portanto limsup, .. s, < 1. Afirmamos que para n sufici-
entemente grande, s, > 1. De fato, suponha que esta afirmacao seja falsa. Neste caso,
passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que s, < 1 para todo
n € N. Note que por (f5), a fungdo H(u) := uf(u) — 4F (u) é crescente em |u| # 0.
Entao,

de, = 4uien]\f[p I, (u)

< 4, (su00)
= AL (sytu) — I)(Snttn) (Sntty)

= s+ [ () (su) = 4F(s,0,)) da
<l + [ (7)) = 4P () d

< A1 (un) — I'(wn)up + /R V(@) = Vy(@)ludda.

Isto implica que ¢, < c. Mas, esta tltima inequacao é falsa, porque provamos anterior-
mente que ¢ < ¢,. Logo, temos que s,, > 1 para n suficientemente grande. Em resumo,
provamos que

1 <liminfs, <limsups, <1,

n—00 n—o00

e portanto

lim s, = 1. (2.11)

n—00

O teorema fundamental do calculo implica que

/Rg F(spup)dz — /RSF(un)dx = /1 { g f(Tun)und:B} dr. (2.12)

Também, por (A5), obtemos C' > 0 tal que

frun)updz < C(spllunll® + sh [luallP), (2.13)
R3
para todo 7 € (1,s,). Como a sequéncia {u,} é limitada em Xx:(R3), entao, temos
por (2.11), (2.12) e (2.13),
/ F(spuy,)dx — / F(uy)dx = o,(1).
R3

R3
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Logo

Ip(snun> - Ip(“ﬂ)
_ (57 — 1) 2 4
= Loy ey

= o,(1)

/ b, u2dz — / F(snun)dz + /R F(uy)dz

pois / Gu,uidz = || ¢, || %, &) < Cllun||* e {u,} ¢ limitada. Por (iii) (veja pagina 51),
R3

cp < Lp(spun) = Ly(un) + 0,(1) = I(un) + 0n(1).

Passando o limite em n — 0o, obtemos ¢, < c. Mas, esta tltima desigualdade é falsa,

porque provamos acima que ¢ < ¢,. Esta contradigao foi gerada, porque supomos que

u = 0. Segue que u ¢ nao trivial. Em particular,

I(u) > J?j{[[(u)

Por outro lado, assim como no caso periédico, temos

I(u) < c= inf I(u).

ueN

Portanto u é uma solugao de energia minima para o problema (2.6). n
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Capitulo 3

Estimativa L°(R") para Solucdes
Fracas de Equacoes que Envolvem o
Operador Integro-Diferencial e uma

Aplicacao.

Neste capitulo, mostraremos uma estimativa L>°(RY) para as solugoes fracas do

problema

—Lgu+b(x)u = f(u), em RY,

com hipoteses apropriadas sobre b e f, e utilizaremos esta estimativa para mostrar a
existéncia de solugoes fracas para uma classe de equagoes de Schrédinger nao locais
com potencial assint6tico no infinito e com operador integro-diferencial. Este capitulo

¢ o contetido do trabalho feito por Duarte e Souto em |26].

3.1 Estimativa L>*(RY) para uma Equacao de Schro-

dinger nao Local em R"Y

Nesta secao, provaremos que existe uma constante positiva M > 0 tal que toda

solucao fraca do problema

—Lxu+b(z)u = g(z,u) em RY,



satisfaz

[[wl| oo vy < MJul|2s,

onde b > 0, |g(z,t)] < h(z)|t| e h € LYRY) com ¢ > &£. Alves e Miyagaki, em
[5], usando a extensao s-harmonica de Caffarelli [13], mostraram um caso particular
desta estimativa quando —Lg é o operador laplaciano fracionario. Em nosso caso nao
temos ainda uma extensao harmonica para operadores integro-diferencias, por isso nao
podemos usar esta ferramenta em nossos argumentos.

Seja 8 > 1. Defina
fla) = alaP7Y,

g(x) = @l

As fungoes f e g sao diferenciaveis em todo x € R. Considere x,y € R com z # y.
Pelo teorema do valor médio, existem 6(z,y), 02(z,y) € R, Gnicos por f e g serem

crescentes, e tais que

f(x) = f(y)

For () = 55— (3.1)
e
g\r)—gly
J(0s(o.y)) = L=, 32)
Isto é,
x\x 2(18_1) — 2(B_1)
(28— Dos (oo = =0
e
B=1) — |y 5D
0 (B-1) _ x|z yly .
810, y)| P
Implicando que,
1 w|x|2(571) p— fy’y|2(ﬁ71) m
4 = 3.3
R e (3.
€ 1
o] = (57 . (3.4)

Observacao 3.1.1 No que segue, vamos considerar 0(z,x) = Oy(z,x) = 0 para todo
x € R.

Observacao 3.1.2 Note que, |01(z,y)| = |61(y, x)| e |02(z,y)| = |62(y, x)| para todos
z,y € R.
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Nos proximos dois lemas, veremos que existe uma relacao entre 0y (z,y) e 02(x,y).
Mostraremos que |01(x,y)| > |62(x,y)|. Esta desigualdade serd usada para provar a

nossa estimativa L>°(RY) citada no inicio da secao.

Lema 3.1.3 Com a mesma notac¢ao adotada acima,

|01(z,0)| > |02(x,0)].

Demonstracado. Se x = 0 nao ha o que provar. Suponha que x # 0. Por (3.3) e (3.4)

1 1
1 x|$|2(571) 2(8-1) 1 2(B—-1)
9 O p—t s

B-1\ -1 =y
|02(x70)‘:(%x|xl )(6 >:<%)(ﬂ )\1’!-

Destas duas identidades, segue facilmente que

temos

161(, 0)] = |02(, 0)]

Observacao 3.1.4 Seja B > 1. Defina as funcoes reais

m(x) = (A — 1) (27 +27°) = A2 +277) + 2

p(x) == (A= 1) (2 +277) + AP +27F) - 2.

onde \ = 2. Entao, m(z) > 0 e p(x) > 0 para todo x > 0. De fato, definindo a

261
fungao g(t) = %—ji;n/(t) temos g(1) = ¢'(1) =0 e ¢"(t) > 0 para todo t > 1. Isto

implica que m'(t) > 0 para t > 1. De m(1) = 0 e m(t) = m(t™') para todo t > 0,
concluimos que m(t) > 0 para todo t > 0. Para mostrar que p(x) > 0, basta notar que
p(1) =0, p(t) = p(t™') para todo t >0 e p'(t) > 0 para todo t > 1.

Lema 3.1.5 Com a mesma notacao, se x,y € R entao

101 (z,y)| > |02(, y)|.

Demonstracao. O caso em que z = 0 ou y = 0 segue facilmente do Lema 3.1.3 e
Observagao 3.1.2. O caso x = y é imediato (veja Observacao 3.1.2). Assim, podemos

supor que z # y, x # 0 e y # 0. Por (3.3) e (3.4), temos que

101(, y)| = 102(2,y)]

o7



se, e somente se
1 1
1 2(8=1) _ y]y[2B-1)\ 2@E-D B=1 _ o lylB—1\ 5D
z|z| ylyl o (Ll —yly| '
26 —1 x—y —\p -y
Esta altima desigualdade ocorre se, e somente se,

L afeOD —yyPOD 1 (afe T -yl
26 —1 T —y - 52 x—y

que por sua vez ocoITe se, e somente se,
A = a0 —yly0D) > (el — ylyl")?,
isto é,
Az = zylyPPD — yaloPP0 4 [y ) > |27 = 2myla)® |yl + |y

As hipoteses sobre x e y implicam que a ultima inequacao é equivalente a
B B—2 B—2 B
(- (5 ()
] || ] |z
B B
() ()
|| |yl \|z]
Provaremos que (3.5) é verdadeira. Suponha que x -y > 0. Entao,
<|x|) () - (2 (@)5 (m) A (M)ﬁ
|yl |7 lyl? |z ] = [yl \l|z]
B B-1 B-1 B B
-6 @6 -
] |z || || || |z
ool G [ )
|yl ] || ]
()
]

) ) R (- - )
[y <%> () ()] (e
. (GRONRICMCNE

(3.5)

+2

+ A
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Pela Observacao 3.1.4, temos que m (%) >0ep (%) > 0. Portanto (3.5) é verdadeira

e consequentemente o Lema 3.1.5 também. [ |

Nosso principal resultado desta secao, ser4 demonstrado a seguir.

Proposigdo 3.1.6 Sejam h € LY(RY) com ¢ > &£, N >2s ev € E C Xg(RY) uma

solugao fraca de
—Lgv+bx)v =g(x,v) em RN
u €F

onde E = {u € Xx(RY); [on b(x)u’de < oo}, g € uma fungdo continua satisfazendo
9(z,s)| < h(z)|s]

para s > 0 e b é uma funcdo positiva em RY. Entdo, existe uma constante M =
M (q, ||l z0) tal que
[0]]oe < MJv

2%

Demonstragao. Para cada n € N, defina

Ay = {z e RY; u(2)|”"! < n}

e
B, =RV \ A,.
Considere
2B se tPt < n
fu(t) ==
n’t se [tP~t >n
e
tt|PD se [tP <n
gn(t) ==

nt se [t|P~t > n.

1
Note que f, e g, sao funcoes continuas e sao diferencidveis exceto nos pontos ns-1 e
—n?-1. Além disso, suas derivadas sao limitadas por constantes. Isto implica que f, e

gn sao fungoes lipschtzianas. Assim, definindo

Wy = gp OV,
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temos que v, w, € E. Por (K3)

[0, 9] = / / (0(z) = 1)) (0(z) — V() K (& — y)daxdy
- / (0a(2) = 0() (0(2) — V() K (1 — y)dady
+2 v, Un]Aann

Por (3.1), se z,y € A,, entao

0a(@) = valy) = £1(01(,) (0(x) — v(y))
onde 6, (z,1) = 61(v(z), v(y)). Portanto,
0,0) = // (26 — 1)[6 (2, 5) PO (v(x) — o(y))2K (x — y)drdy
[ (o)oK~ bty 3 0,
Analogamente, por (3.2)
wnwn—//ﬁzregxw (v(2) - v(y)*K (@ — y)dady
et [ i) - — y)dady + 2w,

onde 05(x,y) = 62(v(x),v(y)). Pelo Lema 3.1.5

[, 0] < / n / 10 )PV 0(e) — () K e~ y)dady

et [ [ 0@~ o) K = ey + 200,

Isto implica que,

(W, Wy + /RN b(x)w2dr — [v,v,] — /RN b(x)vv,dx
<G=17 [ [ 10m P wl) o) K = oy
+2 [wh, wn]Aann -2, Un]A

nXBp*

Pela equagao (3.6)

(v, v,] + / b(x)vv,de — 2 v, Un]Aann
RN

> (26— 1) / [ 100 )P o) = o) PR (@ = )dady,
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(3.6)

(3.7)
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pois, b(z)vv, = b(z)w? > 0. Substituindo (3.10) na inequagao (3.9), obtemos

(W, wy] + /RN b(z)widr — [v,v,] — /RN b(z)vv,dr

< (25 6_—112 ([v,vn] + /]R § b(x)vvndx)
2(8 — 1)°

+2 [wn, Wy, g, + (=2 —

isto é,
(W, wy] + / b(x)w?dz
RN
(B—1)

< (oo + ([U,vnw/w b(:c)'uvnd:z:>

2(8 —1)?
+2 [wm wn]Aann + (_2 - %) [Ua Un]Aann

__P
=351 ([v,vn] + /]RN bvvndx>

28 - 1)?
+2 [wy, wn]Aann + (-2 - 26——1) [v, Un]A,,LxBn

<B [ gx,v)v.dx
RN

2(8 - 1)?

F2[0n, Wal g, g, + (72 = =57 ) [0 U4, -

Em resumo,

[Wy,, W] +/RN b(x)w?dr < B - g(x,v)v,dr
2(8 - 1)?

F2[wn, Wl g, + (22 = =) [ tal g,

Definindo a funcao,

r(s,t) = 2(ns — t|t|’ 1?2 = C(s — t)(ns — t|t|2P D).

onden € Ne
2(8 — 1)°
C=24+——"—
R
por um calculo simples, obtemos
r(s,t) <0,

para todo |s| > niT e |t] < nA1 (veja apéndice B). Tomando s = v(z) e t

xr € B, ey € A, e substituindo em (3.14), obtemos

2(w(z) —w(y))* — Clv(z) — v(y))(va(z) — valy)) < 0.
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%—_1) [V, vnl 4, x5, -

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

v(y) para



Logo,

25— 1)
+2 [wn, wnly, g, + (=2 — 25——1) [0, 0n] 4, x5, < 0.
Pela inequagao (3.13),
[Wy, Wy, ] +/ b(x)widr < B g(x,v)v,de. (3.15)
RN RN

Seja S > 0 a melhor constante que verifica,

2
Hs-

lullz; < Slul

para todo u € H*(RY). Pela inequagao (3.15) e (K3)
(fwra)f (] rir)
An RN

< S|wall”
< SB[ gz, v(x))vn(x)de

RN

<Sp h(z)widx

RN

< S5 1hll -

@*‘N

Mas, temos |w,| < |[v|? em B, e |w,| = |v|” em A,. Isto implica em

q—1

2
. 23 2q8 a
([ epan)” <o, | [ pla]
An RN

Pelo teorema da convergéncia mondtona (Teorema 4.1 em [39])

256 < (BSIIAllg) 27 |[v] |54, (3.16)

v

onde ¢ = qf’l. Defina
23

e 21
e note que n > 1. Quando 8 = 7, temos 2(¢; = 2%. Entéo, por (3.16),

1
lollazy < (rS11All) ol (317)
Agora, tomando 8 = n* em (3.16), obtemos

. _1_
22 < 17 (S|[Allg) 2 ||v

v 21- (3.18)
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Por (3.17), temos

pie < 00720 (S| [R]],) 2 v

[lv

28 (3.19)
Indutivamente, podemos mostrar que

(%-l—n%—i--i-ﬁ)(s‘ |h| |q)(ﬁ+#++ﬁ)||v

v

2knm S n 2% (320)

para todo m € N. Como

m _ 2
— 2 2(n—1)

o

1 1
2 2pm — 2(n — 1)

i=1

podemos escrever, para todo m > 0,

1

1
2%kpm S 772(”7*1)2 (STHth)Q(”I*l) H'U

[lv

2%
Recordando que
||v||00 hHl ||UHP
p—+00

e que n > 1, temos

[v]loe < M][v]]a;.-
para
1 1
M = 5202 (S| hf|g) 20D
e
_ N(g—-1)
q(N —2s)’

Concluimos a prova da proposi¢ao 3.1.6 notando que M depende somente de g e ||h]],.

3.2 Aplicacao em uma Classe de Equacgoes de Schro-

dinger

Nesta secdo, usaremos a estimativa L>(RY) provada na secio anterior, para
mostrar a existéncia de solucdo para uma classe de equacoes do tipo Schrodinger nao

local com operador integro-diferencial. Mais precisamente, estudaremos o problema
(P) —Lxu+V(z)u=f(u) em R"
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onde —Ly é um operador integro-diferencial com nticleo de ordem s € (0,1). Vamos

supor que o potencial V' é continuo e satisfaz

e (V1) inf,cpn V(z) > 0;
Observe que, V' sendo continuo implica que

o (1) V(x) <V, para alguma constante V., > 0 e para todos = € B;(0).
Note que (V7) implica que

o (V3) existem R > 0e A > 0 tais que

V(z)> A
para todos |z| > R.
Assumiremos também que f € C(R,R) é uma fungao satisfazendo,

e (f1) |f(#)] < colt|P™!, para alguma constante ¢y > 0 e p € (2,2%);

e (f2) Existe 6 > 2 tal que
OF (t) < tf(t);

para todos t € R.
e (f3) f(t) >0 paratodot>0e f(t) =0 para todo t < 0.

O principal resultado desta se¢ao é o Teorema 3.2.11. Em [6], Alves e Souto estudam
um problema analogo, considerando o operador laplaciano em vez do operador integro-
diferencial.

No problema (P) consideraremos o espa¢o E definido como

E = {u € X (RMY); /RN V(z)uide < oo} : (3.21)

O espaco F é um espago de Hilbert com a norma

= ([, [ @) = a0 Ko = gyt + [ vieyitas)

O Funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P) ¢ dado por

1
2

1

1) = 3llull = [ Fude.
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onde
F(t) = /0 F(5)ds.

O Funcional I pertence a C'(E,R) e sua derivada ¢ dada por

I'(u)v = [u,v] +/

RN

V(z)uvdr — f(uw)vdz.
RN
Defina Iy : Xk,(B1) — R por

Io(u) == /RN /RN (u(x) — u(y))® K(z — y)dzdy + /RN Voo’ dx — /RN F(u)dz,

onde V, é a constante dada em (V5). O funcional Iy possui a geometria do passo da

montanha. Denotaremos por d o nivel do passo da montanha associado a I, isto é

d = inf max Iy(7(t)),

~vel' t€]0,1]

onde

I'={y € C([0,1], Xk, (B1)); 7(0) = 0 e 7(1) = e}, (3.22)

com e fixado e verificando Iy(e) < 0. Note que d depende somente de V., 0 e f.
Para mostrar a existéncia de solucao para o problema acima, vamos definir um

problema auxiliar.

3.2.1 Um Problema Auxiliar

Assim como em [6], modificaremos o problema, definindo um problema auxiliar.

Como o operador —L ¢ é nao local, ndo podemos usar as mesmas ideias usadas em [6].
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Definiremos o problema auxiliar do seguinte modo. Para k& = vamos consi-

0—27

derar

- t) se kf(t) <V(x)t

o < {10 = OV

-t se kf(t)>V(x),
g(x,t) = Ji(t) se lef< R (3.23)
f(z,t) se |x| > R.

e

—Lxu+V()u = g(z,u) em RY (3.24)

u€ekl
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A constante R acima, é a constante que aparece em (V3). As fungoes f e gsio Ca-

ratheodory. Segue da definicao de g, G, F e f que para todot € Re x € RY,

(1) f(z,t) < f(t);

(2) gla,t) < YOt se x| > Ry

(3) G(z,t) = F(t) se |z| < R;

(4) G(z,t) < YD s 2] > R,
onde

t
G(z,t) = / g(x, s)ds.
0
O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema auxiliar é dado por,
1 2
J(w) =S|l = | Gz, u)de.
2 RN

O funcional J € C*(E,R)

/RN /RN y)) (v(z) —v(y)) K(z — y)drdy
V(z)uvdr — /RN g(x, u)vdz.

RN
Por argumentos usuais, o funcional J tem a geometria do passo da montanha. Pelo

Teorema do passo da montanha existe uma sequéncia {u,},y tal que
J (up) = 0e J(u,) = ¢, (3.25)
onde ¢ > 0 é o nivel do passo da montanha associado a J, isto é

¢ = inf max J(y(t)), (3.26)

v€T t€[0,1]
I'={yeC([0,1], E);7(0) =0 e y(1) = ¢}

e e é a fungdo fixada em (3.22). Por defini¢ao temos
c <d, (3.27)

uniformemente em R > 0.
A seguir, provaremos que as sequéncias de Palais-Smale associadas ao funcional

J sdo limitadas.

Lema 3.2.1 A sequéncia {uy,}, .y € limitada.
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Demonstragao. Denotando por

A={z eRY;|z| < R}U{z e RY;|z| > Re V(z)u(z) > kf(u(z))}

B={zeR;|z| > Re V(z)u(z) < kf(u(z))}

temos por (fa), (3) e (4)

1
J(u) — EJ’(u)u
C0-2\ o, 1 1
= () e+ g+ [ (Gt 6o ) de
-2\, 1w 1. 1
)P+ ettt + [ (Goten =G do
1

gz, w)u — Gz, u)) dz

T \g
= () i+ gl + [ (G- F@) do
(Lo wu—ca,w)) de
(i )
2

— 1 1 1
—) ol =+ gl + [ St wyude = 5 [ Ve

( i/,
0—2 ) 1

— (552 i+ [ gote e

(2 ||2—i/v< Jd
AL 5% /., r)u‘dx

0—2
> — 2,
> ()
0—2

)]+ 1w = (2 ) P, (529

Assim

para todos v € F. Esta tltima inequacao garante que a sequéncia é limitada. [
Agora, nosso objetivo ¢ mostrar que o funcional J satisfaz a condi¢do de Palais-
Smale. Antes disso, provaremos alguns resultados preliminares.
Sejam r > R e
A={z eRYr < |z| <2r}.

Considere 7 : RN — R uma funcao, tal que

2
n=1em B5.(0), n=0em B.(0), 0<n<1¢e |Vn <-.
r
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Note que
(B, x B,)* = (B¢ x RY)U (B, x B).

Faremos a seguinte decomposicao

BEx RY = (Ax RM)U (BS, x B,) U (BS, x A) U (BS, x BS,)

B, x BS = (B, x A)U (B, x B3,).

Lema 3.2.2 Temos que
/ / tn (&) — 10 (1)) (&)t (&) — (9 t0n () K (& — )y
/ / tn (&) — 10 (1)) (&)t () — ()10 (0)) K (& — )y

/ / un (y y)dzdy.

Demonstragao.

/ / () = 1 (9)) (72t (2) — ()i () K (2 — )y
/ / n(2) — n (9)) (1)1t () — 7y in(9)) K (& — y)dzdly

B /B /B un (@) (un () — un(y)) K (z — y)dady

N /B 2/3 Un () (un(2) = un(y)) K (z — y)drdy
- /B /B Un () (1 () = un(y)) K (x — y)dwdy

- /B T /B U (y) (U () — 1 (y)) K (x — y)dyda
- /B /B (Z"(l") — n(y))*K (z — y)dxdy

* /B /B (n(y) + n (@) (un (@) — un(y)) K (z — y)dady
B /B /B (Z"(x) — u, (y))* K (z — y)dady

I, Z T —

/ / un(y y)dzdy.
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Lema 3.2.3 Seja € > 0. FExiste ro > 0 tal que, se r > ro entdo
/ / U (y)? K (z — y)dody < e,
s 57‘
para todo n € N.

Demonstracao. Para cada y € B,.(0),
Br(y) C B2r(0)

Entao

/ K(z —y)dx

BQT(O)C

< / K(z —y)dx (3.32)
Br(y)©

= / K(z)dz.
B, (0)

Pelo Lema 3.2.1, existe L > 0 tal que ||u,||3. < L para todo n € N. Por (K3) (veja

defini¢ao 1.1.1), existe ro > 0 tal que

€
K(2)dz < —,
/BT(O)C L

para todo r > rg. Entao, por (3.32), para todon € Ne r > rg

J.

/ un ()2 K (x — y)dody
0) J Ba,(0)¢

—~

un(y)Q/ K(x — y)dzdy
(0) Bz (0)©

w@? [ Ky
~(0) By (0)¢

K(2)dz / wn(y)*dy
~(0)¢ Br(0)

L=c¢

A
T~

IA
il

Lema 3.2.4 Ezistem constantes K1 > 0 e Ko > 0 tais que

/A / a0 (2) — ) 1C) — ()| — )iy

2K 1 1
S TlHunHLZ(A) [un> un]2 + K2||un||L2(A) [un> un]2 .
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Demonstragao. Note que,

[ 0@ =1 PK@ e = [ otz ) =) PR

1(0)
4
< |z|* K ( )dz+4/ K(z)dz
™ JBi(0) B1(0)
4
< _2P1 + 4P27

onde

P, = K(2)dz.

Bc

Seja K1 = 2/ P, e Ky = 2/ P;. Entao, pela desigualdade de Hélder

/ / e ) ) = DN 1(2) = DI = )y

N

PQ)

il ([l = wnt) PG - e ay
K1

1
< (_ + KZ)H“?%HLZ [umun]Q-

Lema 3.2.5 Para as mesmas constantes K1 >0 e Ky > 0 do Lema 3.2.4
/| / i () = () 1 () = (0| — )y
< Sl sl + Kl s
Demonstracao. De fato,
[ @) = @) = nwy )15 = oy
-/ T ] Bont)lan(a) = ) e 6 = )y
= [ [ @)lnte) = v linGe) = )l (e — )y
= /A N |un (Y)[un(y) — un(2)|[n(y) — n(x)|K(y — x)drdy.
Usando (K1) e o Lema 3.2.4, provamos este lema.
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Lema 3.2.6 Temos que,
/c /“" (un () = un(y))(n(x) = n(y)) K (x — y)drdy

<—HunHL2 [ty ]2 + Ko [tn]| 2 4) [t 1] 2.

Demonstragao.
B /2 /A“n@xun(?ﬂ) — un(y))(n(x) = 1(y)) K (x — y)dwdy
- /32 /A(“n(fc) — un(y))*(n() — 1Y) K (z — y)dwdy
- / /Am(:c)(un(:c) —un(y))(n(x) = n(y)) K (x — y)drdy
- / /;(“n(x) — un(y))*(n(x) = DK (z — y)dwdy
- / /A“”(x)(“"(f’?) — un(y))(n(z) — n(y)) K (z — y)dzdy
=" / /A un () (Un () = un(y)) (n(2) — n(y)) K (z - y)dedy
T / : / Un () (tn (y) = tn () (n(y) — n(2)) K (x — y)dady
/32 / | ()|t (y) = un(@)|[n(y) = n(2)| K (x - y)dzdy
/ / [un () [un(y) = un(@)[|n(y) — n(2)|K(y — z)dydx

< 0 2y s ] Bl 52y e, ]
Na tltima inequagao, usamos o Lema 3.2.4. [
Provaremos que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-Smale. Isto garantir&
a existéncia de solu¢do no nivel ¢ para o problema auxiliar (veja equacao (3.26)).

Proposicao 3.2.7 Suponha que f satisfaz (f1) — (f3) e V satisfaz (Vi). Entdo o

funcional J satisfaz a condicdo de Palais-Smale.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.1 a sequéncia de Palais-Smale {u,}, ¢ limitada.
Podemos supor que {uy}, .y converge fracamente para algum u € E. Pela Proposicao
1.3.5, nu, € X (RY) e ||nu,|| < Cl|u,||, para alguma constante C' > 0. Como {u,},
¢ limitada, entao a sequéncia {nu, }, .y ¢ limitada em E. Logo I'(u,)(nu,) = o,(1), ou

seja,

[t 710m] + / V(a)ulnde = / oz, w)undz + on(1).
RN RN
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Mas, note que [ty,, Nn] = [Un, MUn] gexry + [Un, NUn] B, xBe, POTque 7 = 0 em B, (veja

equagao (3.29)). Por (3.29), (3.30) e (3.31) temos,

[Un, NMn] AxeN + [Un, NUn]BS, x4 + [Un, NUn]BS BS,

[, M) Bs xB, + [tn, NMn]B,xBs, + [Un, MUn] B, x4

—1—/ V(z)uindzx

RN

:/ g(x, up)nuydx + 0,(1)
]RN

Pelo Lema 3.2.2,
[una nun]AxRN + [una 77Un B§, . xA +/ V( ) n?]dﬂ?

< / g(x, up)nu,dx +/ / Un(y — y)dxdy — [tn, Nuy] B, xa + 0n(1)
RN T

Acima, usamos que [t,, Nn|Bs xBs = [Un, Un]Bg xBs > 0, pois n =1 em B5,.. Se C e

D sao subconjuntos de RY e v € F, entao
[u, nuloxp // ) () —nu(y)) K (z — y)dzdy

- /C /D () (ule) — u(y)2K (x — y)dudy

+ /C /D () (u() — u(y)) (1) — () K (x — y)dudy.

Logo,

/ /RN n(x) (un(z) — un(y))* K (z — y)dzdy+

/ . / un(y))* K (x — y)dady + /R V(@)ulnda

g/ g(z,uy, nundm+/r/ un(y)* K (z — y)dody — [tn, Nn]B, x4
/ / ) () = () (1) — () K (2 — )y
- / / n () (&) — 1n(9))(0() — n(y)) K (& — y)dady + 0,(1).
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Dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6, conseguimos constantes K, Ko > 0 tais que

/RN V(z)uZndx
< [ [ n@) o) = w @)K = pdsdy
wf [ ) o) = )P K = oy + [ Vi)

S/ g(x,un)nundx—i—/ / un(y)QK(x—y)dxdy
R T 57‘

K 1 1
+Tl||un||L2 [umun]E + K2||un||L2(A)[un7un]2 + 0, (1).

Por (2), (fs) er > R

1
RN k RN

Isto implica que,

(1—1>/ V(2)undz
// ()2 (5 — 1) dadly

1
THunHLQ(A [unaun] +K2||un||L2( [umun] + 0n(1).

Pelo Lema 3.2.1, existe C; > 0 tal que ||u,|| < C}, para todo n € N. Segue que, para

alguma constante C' > 0

(1 - 1) /MT V(an2de

(3.33)
/ / unly)?K (&, y)drdy + CC+ ] 120 + 04(1).

Considere € > 0. Pelo Lema 3.2.3, podemos tomar r, suficientemente grande, satisfa-

zendo

e(k—1 1
[ vienzar < CD e oC e i +o) 330
||>2r 3 r

para todo n € N. Também, podemos assumir que

e(k—1)

e (3.35)

[ul|z2a) <

Pela propriedade (2) de g e (f3)




para todo x, com |z| > 2r > R. Por (3.33),

€ 1 k
<< 241 . (1)
/|x>2rg(x,un)undx_ 3+C<r+ )k—lHu |24y + 0n(1)

Por (3.34), (3.35) e as imersoes compactas dos espagos Xx (RY), podemos tomar n; € N

tal que, se n > n; entao

5
/ g(z, up)updr < o
|| >2r 6

Podemos supor que r > 0 satisfaz

€
g(x,u)udr < —.
/;7|>2T 12

Novamente, usando as imersdes compactas dos espagos Xx(R”Y) encontramos ng € N

com ng > ny e tal que se n > ng entao

|z|<2r lz|<2r

Logo, para n > nyg

_ ¢
12°

<,

RN RN
isto é,

lim g(x,un)unda::/ g(z, u)udz.

n—oo [pN RN

De I'(up)u, = 0,(1) concluimos que ||u,|| — ||u|| e portanto {u,} converge para u em

E. [
No préximo corolario, vamos usar que o funcional J satisfaz a condigao de Palais-

Smale para mostrar que o problema auxiliar possui uma solucao no nivel do passo da

montanha c.

Corolario 3.2.8 Suponha (V1), (f1) — (f3). Entéao, existe u € E tal que J(u) = c e
J'(u) = 0. Mais ainda, v >0 q.t.p. em RV,

Demonstragao. Por (3.25) e Proposi¢ao 3.2.7, existe u € F tal que J(u) = c e
J'(u) = 0. Seja A = {z € RY;|z| > R} N {z € RN;u(z) < 0}. Se z € A, entdo, por

(f3), g(x,u(z)) = @u(x) e se x € A% entao g(z,u) > 0. Segue que

0> [u,u”]+ / V(z)uu™ = (% — 1) /AV(x)uu_ + /cg(:l:,u)u_dzv > 0.
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Entao,
[u,u”] = 0.
Isto implica que u~ = 0. [

Como uma consequéncia das inequagoes (3.27) e (3.28) temos a proposicao:

Proposicao 3.2.9 Se V e f satisfazem (V1), (Vo) e (f1) — (f3) respectivamente, entdo

a solucao u do problema auxiliar satisfaz
|u||? < 2kd,

uniformemente em R > 0.

3.2.2 [Existéncia de Solucao para o Problema (P)

Nesta secao, mostraremos que nas hipoteses listadas no inicio do capitulo, existe
A* tal que se A > A*, o problema P possui uma solucao fraca, mais precisamente
provaremos o Teorema 3.2.11.

Pelo Corolario 3.2.8, existe u € E tal que J(u) = ce J'(u) = 0. Usando a estima-
tiva L>=(R”), provada neste capitulo (Proposi¢do 3.1.6), temos a seguinte estimativa

para a solucao do problema auxiliar.

Lema 3.2.10 A solugao u do problema auziliar (3.24) satisfaz

ulloe < M (2Skd)?.

Demonstracao. Considere as fungoes

Hz,t) = ft) se |z|<R ou f(t) <Yy

0 se |x|>R e f(t)> V,(f)t
e
V(z) se |z| <R ou f(u)< Vl(f)u
b(x) = V)

(1-3)V(z) se [g|>R e f(u)>

Note que a fungao u é solucao de

—Lxu+ b(z)u = H(x,u) em RY

u€e k.

Por (fl)?
|H (z,t)] < coltP™
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para p € (2,2%). Isto implica que,
| H (2, u)] < h(z)|ul,
onde h(x) = Cplu|P~2 . Note que h € LP%2 com
11l 2oy < C(2ksd)*7,

como o numero p satisfaz

2s
<28 =24 =2,
p S —"_ N S

entao,
2% - N
p—2" 2s

Pela Proposi¢ao 3.1.6 e imersoes continuas dos espagos Xz (RY)

q:

1
lulloo < MJulla; < MS2|[ul],

Pela Proposicao 3.2.9,
l|ul|oo < M(2kSd)?. (3.36)

]
No proximo teorema, veremos que se A for maior ou igual a uma constante, que
nao depende de R, entao a solucao do problema auxiliar é uma solucao do problema
principal.
Teorema 3.2.11 Suponha que V satisfaz (V1)-(V3) e que f satisfaz (f1)-(f5). Se A >
A = k:%coMp_Q(QSd)%, entdo o problema (P) tem uma solu¢do ndo negativa e nao
trivial.
Demonstracao. De fato, seja x| > R. Se u(x) = 0 entdo, por defini¢do, f(u(z)) =

g(x,u(x)). Se u(x) > 0, entdo, como p > 2, usando o lema anterior, obtemos

f(u(a:) < Cg|u‘p_2
u(x)
< coJul[55?
_ 00||uAH%.’;2A
_ ko MP=2(28d) "% V ()
= A k

Defina
A = kEeoMP2(25d) "7 .
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Se A > A*, entao

Pela definigao de g temos g(z,u(z)) = f(u(x)). Entao, g(z,u(x)) = f(u(x)) para todo

x € RY. Portanto, u é uma solugdo nao negativa para o problema (P). [ ]
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Capitulo 4

Um Teorema Abstrato do Tipo
Berestycki-Lions e Aplicacoes para

Diversos Operadores

Neste capitulo, provaremos um teorema que nos fornece ponto critico para funci-
onais definidos em espagos de Banach. Além disso, veremos que este ponto critico esta
em um determinado conjunto, o conjunto de Pohozaev. Como uma aplicacao deste
teorema abstrato, mostraremos a existéncia de solucao para uma classe de problemas
do tipo Berestycki-Lions com soma de operadores do tipo s-laplaciano com s € (0, 1),
além de outras importantes aplicacoes para outras classes de operadores. Destacamos

que neste capitulo, tivemos a colaboracao do professor Claudianor Oliveira Alves.

4.1 Preliminares

Seja X um espaco de Banach reflexivo e 1, ...,1,,¢ : X — R funcionais conti-

nuos. Vamos supor que:
e (X)) Existe uma aplicagdo * : [0,00) x X — X e A1, ..., A, Ay € R tais que

(1) ¥i(x(t,u)) = tYah;(u), para todo i € {1,2,...,n};
(it) p(x(t,u)) = t*o(u);

(iii) 0 <max{A, ..., A} < Ag;



(iv) #(0,u) = 0, para todo u € X

(v) para cada u € X fixo, a aplicagdo t — (¢, u) é continua.
No que segue, vamos usar a seguinte notagao

Ug = *(t7 u)v
Ji= D
=1

[=J—6¢.

Também vamos supor que X possui uma desigualdade do tipo Polya-Szegd, ou

seja, vamos supor que:

e (X,) Existem subconjuntos fracamente fechados Xt e X de X e uma funcio

Q: XT — X, chamada de simetrizaciio, que cumpre as seguintes condigoes:

(1) ¥:(Q(u)) < ¥;(u), para todo u € X+ e para todo i € {1,2,...,n};
(i) ¢(Q(u)) > ¢(u), para todo u € XT;

(iii) Se u € X, entdo u; € X, para todo ¢ > 0.
Além do que foi posto acima, vamos supor que:

e (f1) existe u € X tal que ¢(u) > 0;

(f2) ¢(0) = 0;

(f3) ¥i(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¥;(u) =0, Vi € {1,2,...,n} & u=
0;

(f1) existe r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r, entdo

Z Aithi(u) > Agp(u);

(f5) seja {un }nen € uma sequéncia satisfazendo ¢(u,,) > 0. Se J(u,) — 0, entdo
||| — O.

Se {J(un)}nen € limitada, entao {u, },en é limitada.
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o (fs) se {un}neN é uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X,

entao

lim sup ¢(uy,) < ¢(u);

n—oo

e (f7) se {up}, o converge fracamente para u em X, entao
Yi(u) < liminf ¢;(u,).
p—00
para todo i € {1,2,...,n}.

Definicao 4.1.1 Fizados ¥y, ...,Y, € ¢ definimos o conjunto de Pohozaev P da se-

guinte maneira:

P={ue X\ {0} Mt (u) + oo+ Athn(1) = Ap(u)} . (4.1)

Definimos também o operador associado ao conjunto de Pohozaev como

K (1) = Mn () + .+ Atbn (1) — Agb() (4.2)

Note que K~1(0) = P U{0}.

Também definimos

PT=PnNnX".
No que segue, vamos supor que
P inf I(u) = inf I(u).

Proposicao 4.1.2 Seja u € X satisfazendo ¢(u) > 0, entdo existe um unico t* > 0
tal que uy € P. Além disso,

Iup) = max I(uy).

Demonstracao. Seja u € X tal que ¢(u) > 0. Por (f;) temos u # 0. Para cada t > 0,
seja
h(t) := I(uy).

Por (i) e (i1) de (X4),
h(t) = M1 (u) + oo+ 1 (1) — b (u).

Por (iii) de (X;) e (f3), para t suficientemente pequeno, h(t) > 0. Além disso, como
¢(u) > 0 temos,
lim h(t) = —oc.

t—o00
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Isto prova que a funcao h possui um maximo em ¢t > 0. Seja t* > 0 satisfazendo
h(t*) = I(up) = max I(uy).

De R/(t*) = 0, concluimos que u € P.

Para mostrar que t* é inico, note que u; € P se, e somente se,
MM (U) + o A At (1) = At o (u).

Supondo, sem perda de generalidade, que \; = max{);},_, temos que u; € P se, e

somente se,
/\1@01 (u) = — Z /\lt(&_)\l)@bz(U) + )\(bto\(ﬁ_kl)gb(u). (43)
i=2
Mas, por (i) de (X1), (f3) e ¢(u) > 0, a fungdo m(t) = — 31, NP2, (u) +

AstPo=2) (1) possui derivada positiva em (0, +00) e, portanto, deve existir somente

um t > 0 que satisfaz a equagao (4.3). u
Corolario 4.1.3 O conjunto de Pohozaev, P, é nao vazio.
Demonstragdo. Basta combinar (f;) com a proposi¢ao anterior. ]
Proposicao 4.1.4 FExiste uma constante r > 0 tal que

[lul] =7,

para todo u € P.

Demonstracao. Para todo u € P
K(u) = Z Aithi(u) — Apop(u) =0
i=1
Por outro lado, note que, por (fy) existe r > 0 tal que, se ||u|| < r e u # 0, entdo

K(u) =30 Nibi(u) — App(u) > 0.

Portanto, se u € P, entao

[lul] = 7.
|

Teorema 4.1.5 O funcional I é limitado inferiormente em P e, além disso, eriste
ug € P tal que
I(up) = inf I(u).

ueP
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Demonstragao. Se u € P, entdo por (f3) e (iii) de (X;) temos
10 = ) = 9(0) = Y0 = 3 i) =3 (1) v =0 (4
i=1 i=1 i=1
Seja
I = inf I(u) = inf I(u)

ueP ueP+t

e {uy}, oy 1ma sequéncia minimizante em P*, ou seja, {un}, oy C PT e
I(up) = I
Seja {Q(un)}, ey C X satisfazendo (veja (X»))

J(Q(un)) < J(un)

P(Q(un)) > ¢(un).
Como cada u,, € P, entao

A(Q(un)) > d(un) >0

Pela Proposicao 4.1.2, existe t;; > 0 tal que (Q(u,)): € P. Observe que

Lo <T((Qun))iz) <T ((un)sy) < max ((un)) = I(uy),

t>0

onde na tdltima igualdade usamos a unicidade no sentido da Proposi¢ao 4.1.2 e o fato
de u,, € P. Portanto,
I((Qun))e) = Ino-

e por (iii) de (X3), (Q(un)) € X. Em resumo, provamos que sem perda de generali-
dade, podemos considerar que a sequéncia minimizante {uy,}, y estd em X NP. Pela
equacdo (4.4), {J(un)},cy € limitada. Por (f5), a sequéncia {u,} é limitada em X.
Como X é fracamente fechado, podemos supor que {tn},en converge fracamente para

algum u € X, a menos de subsequéncia. De u, € P, para cada n € N temos

o(un,) > 0.

Logo, por (fg)
¢(u) > 0.
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Suponha, por absurdo que ¢(u) = 0. Entao, temos

é(un) — 0.
Mas, cada u,, pertence & P. Logo,

J(un) — 0.
Por (f5), temos

[|un|] =0,

contradizendo a Proposicao 4.1.4. Portanto

o(u) > 0.

Isto implica que u # 0. Pela Proposicao 4.1.2, existe t* > 0 tal que
up € P.

Por (i) e (i) de (X1), para todo p € N,

I{up) = maxyso I ((up)t)
> 1 ((up)e)
= 2 im1 Yil(up)er) — o((up)er)
= 2 ()M i(up) — () d(wy)

Esta desigualdade, (fs) e (f7) implicam que

Lo > liminfy oo (001, ()N 0i(up) — () 6(uy))
> D ()M i(u) = () (u)
= I(uy).

E, como u;+ € P, entao

[oo = [(Ut )
Proposicao 4.1.6 Temos que,

inf I(u) > 0.

ueP
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Demonstragao. Pela equagao (4.4) temos inf,cp I(u) > 0. Se inf,cp I(u) = 0, entdo,
novamente pela equagao (4.4), poderiamos selecionar uma sequéncia {uy, }neny em P tal
que J(u,) — 0. Mas, pela hipotese (f5) isto implicaria que ||u,|| — 0. Esta tltima

convergéncia contradiz a Proposicao 4.1.4. Portanto,

inf I(u) > 0.

ueP

4.2 Prova do Teorema Principal

Lema 4.2.1 Sejam uw € P et > 0. Defina y(t) := w,. Entao

lim I(y(t)) = —oc.

t—o00

Demonstracao. De fato,

n

I(4(t) = Y " u(u) — t*o(u). (4.5)

i=1
Como u € P, segue que,

o(u) > 0.
Esta tltima desigualdade e a hipotese (iiz) de (X;) demonstram o lema. n

Lema 4.2.2 Seja v: R — X uma funcao continua, satisfazendo

o lim I(y(t)) = —oc.

t——+o0

Entao, existe to > 0 tal que y(ty) € P.

Demonstragao. Suponha que ~(t) # 0 para todo ¢t > 0. Seja
K(u) = 2": Xithi(u) — Ao (u).
i=1
Por (f4), existe 7 > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entao
K(u) > 0.
Como 7(0) = 0, v e K sdo continuas, entdo para t suficientemente pequeno, temos

K((t) > 0.
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Note que, por (iii) de (X;) e (f3)

K (u) = Mol (u) + 3 (= Ag)i(u) < AT ().

i=1
Assim, por hipotese e pela ultima desigualdade, temos, para t suficientemente grande,

que K(y(t)) < 0. Pelo teorema do valor intermediario, existe ¢ > 0 tal que

K((t)) = 0.

Portanto, v(t) € P. Para o caso geral, considere v satisfazendo as hipoteses do lema.
Por hipotese, existe to > 0 tal que I(y(t)) < 0 para todo t > t3. Como I(0) = 0
(hipoteses (f2) e (f3)), entdao v(t) # 0 para todo t > t;. Defina

t =sup {t € [0,400);y(t) = 0}.

Por continuidade, v(t) = 0. Defina,

e note que 5(0) = 0, tlim I(B(t)) = —oc0 e B(t) # 0, para todo t > 0. Pela primeira
—00

parte do que provamos, existe ty > 0 tal que

B(ty) € P.

Portanto vy(to +t) € P. u

A seguir, usaremos o lema de deformagao que se encontra em [32] para mostrar o
teorema principal desta secao. Este lema de deformacao ¢ uma versao para operadores
localmente lipschitz do lema de deformacdo usual (veja Lema 1.14 de [53]). Uma
funcao u € X é um ponto critico de um funcional localmente lipschitz [ : X — R,
se 0 € 0I(u), onde OI(u) denota o gradiente generalizado de I. Recordamos que o

gradiente generalizado de I em u é o conjunto
OI(u) = {p € X* : I°(u,v) > (u,v), Vo € X}

onde I°(u,v) denota a derivada direcional de I em u na dire¢ao de v € X e é definido

por

1 h+ M) —1 h
I°(u,v) = limsup (utht o) = Iu+ )
h—0,AL0 A
Para mais informagcoes sobre funcionais localmente lipschtz e gradiente generalizado,

indicamos os trabalhos de Chang em [18], Clarke em [20] e Santos em [49].
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Teorema 4.2.3 (Lema de Deformagao) Sejam X um espaco de Banach, I um funci-
onal localmente lipschitz. Quando a € R, vamos denotar por 1* = {u € X;I(u) < a}.
Suponha que existem ¢ € R, S C E e «, 0, ¢y > 0 satisfazendo

B(x) := min {||z]

onde Sos € uma 20-vizinhanca de S, entdo para 0 < € < min %O‘, €} existen: E — F,

g2 € 01(x)} > a, para todo x € I *([c — €y, ¢+ €]) N Sas,

um homeomorfismo, satisfazendo:
o n(u)=u, seu ¢ I '([c— ey, c+ el) N Sas;
o n(IcteNS) I
e I(n(u)) < I(u) para todo u € X.

Observacao 4.2.4 Seja I : X — R um funcional localmente lipschitz. Seja xo € X e
suponha que

Entao existe € > 0 tal que, se |x — x| < € entdo

p(x) == inf {[|]

De fato, caso contrdrio, para cada € = }L, existiria x,, em X satisfazendo

1 1
|z — x| < — € Blx,) < —.
n n

gz €01(x)} > e

Consequentemente, existiria z, € 0I(x,) satisfazendo

1
xr < —.
n

|25
Pela propriedade (A4) da pagina 18 de [49], temos

I°(z,v) >limsup, . I°(z,,v)
> limsup,, ., 2, (v)

=0=0(v).

para todo v € E. Portanto 0 € 0I(xq), uma contradi¢ao.

Com este resultado, provaremos o principal teorema deste capitulo.

Teorema 4.2.5 Sejam X, ¢, 1,..., ¥, satisfazendo (f1) — (f7),(X1), (Xa) e (P).
Entao, existe uw € P tal que I(u) = infep [(w), onde

I=) vi—¢.
i=1
Se I € localmente lipschtz, entao u é um ponto critico de I em X, ou seja,
0 € 0I(u).
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.5, existe u € P tal que

I(u) = inf I(w).

weP
Suponha por absurdo que u ¢ 9I(xg). Neste caso, pela Observagao 4.2.4, existe € > 0
tal que

e Se |x —u| < € entdo f(x) > €.

Aplicando o Teorema 4.2.3 para ¢ = infyep I(u), 6 = §, 60 =5, a =€ ¢ S = Bu(u),

conseguimos um fluxo 7 satisfazendo
o n(u) =u,seud I ([c— ey c+ el)N Sas;
o n(IteNS) I
o /(n(u)) < I(u) para todo u € X,
para algum € > 0. Defina
pt) = n(v(#)),

onde v(t) = uy. Por (v) de (X3), a funcdo § é continua. E, ainda por (iv) de (X;) e
1(0) < ¢ — €,

Pelo Lema 4.2.1

lim I(8(t)) = lim I(n(+(t))) < Tim I(7(t)) = —oc. (4.6)

t——+o00 t—+o0 t——+o0

Agora, pelo Lema 4.2.2, existe t* > 0 tal que 5(t*) € P. Portanto,

¢ < I(B(t")) <maxI(5(t)). (4.7)

t>0

Como I(u) =c<c+e€ (1) =u, I ey sao continuas, entdo podemos tomar 7 > 0 tal
que se t € [1 — 7,1+ 7] entdo vy(t) € I°T° N Sys. Assim, se t € [1 — 7,1+ 7] temos pelo

lema de deformagao que

Suponha agora que t ¢ [1 — 7,1+ 7]. Neste caso,

1(B(t) = I(n(y(1)) < I1(v(1)) < maxI(y(t)) = I(y(1)) = ¢

t>0
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(Na pentltima igualdade, usamos a Proposigao 4.1.2). Em qualquer caso, temos

I(B(t) < c.

Pela equacao (4.6) e continuidade de I(/5(t)), existe t; > 0 tal que

max I(8(t)) = I(B(t)) < c. (4.8)

t>0

As equagdes (4.7) e (4.8) geram uma contradi¢do. Portanto
0 € 0l(u).
n

Corolario 4.2.6 Sejam X, ¢, 11,..., ¥, satisfazendo (f1) — (f7), (X1), (X2) e (P).
Suponha que ¢, Vr,..., ¥, € CYX,R). Existe u € P que satisfaz I(u) = inf,ep [(w),

onde .
I[=Y -0
i=1
Além disso, u € um ponto critico de I em X, ou seja,
I'(u) = 0.
Demonstragao. Basta notar que se I € C*(X,R), entao
0I(u) = {I'(u)},

para todo u € X. Portanto, o corolario segue como consequéncia do teorema anterior.
[ |
Nas proximas secoes, mostraremos algumas aplicagoes do Corolario 4.2.6 e uma

aplicacao do Teorema 4.2.5.

4.3 Aplicacoes - Soma de s-Laplacianos com 0 < s < 1

Considere s, € (0,1) e f: R — R uma fun¢ao continua satisfazendo:

(i) limg o f(ss) = 0;

(ii) limsup,_, “j‘f;i)l < 00, para algum ¢ € (1,2} —1) onde
yo _ 2N
smo N —2g,,
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(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) = /Tg(s)ds > 0, onde
0
o(5) = (5) 5 (49)

Vamos supor também que f(s) =0, para s <0 e f(s) > 0 para s > 0. Defina

SRLL

Teorema 4.3.1 Sejam 0 < s, < ... < s, <1 e N > 2s,,. Definal: H(RY) - R

por

onde

()
Z /RN/RN ’x_ ,N+2 dzdy.

Entao, existe ug € P tal que
Além disso,

onde

P = {uEHS’" (R™)\ {0} Z /RN /RN - |N+23) dzdy = N » G(u)da:}.

Demonstragao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

v)*
dwd
“2l. /RN e

*(t,u) = wuy,

onde
w(x) == u <%> se t #0 e up(x):=0.

E facil ver que
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L ¢17’¢27 "'7wm7 ¢ € Ol(HSm(RN)’R)’

e Paratodot >0, ue H"(RN)eie{1,2,..m}
d(uy) = tNp(u) e Pi(uy) = V2519 (u).

Portanto as hipoteses, (i), (i), (i77) e (iv) de (X;) estdo verificadas. Vamos provar a

seguinte afirmacao:

Afirmacgao 4.3.0.1 Para cada u € H*(RY), a aplicacio t — u; é continua.

Demonstragao. De fato, suponha que u = ¢ € C°(RY). Seja {tp} e uma sequéncia

convergindo para t. Pela continuidade de ¢, é facil ver que {qbtp} converge q.t.p.

peN

para ¢;. Além disso,
168,112 = £ 7" n(9) + ][ 6],

implicando que ||¢y, ||> — [|¢:]|*. Note que, {¢tp}p€N é limitada, entao esta sequéncia

converge fracamente para algum w € H*"(RY). Em particular, {gbtp} converge

peN

q.t.p. para w. Logo, w = ¢;. Em resumo:

(i) {¢tp}p€N converge fracamente para ¢;;

(i) [, [ = [l

Isto implica que ¢;, — ¢, em H*"(RY). Portanto, a aplicagdo t — ¢; ¢ continua. Para
o caso geral, seja u € H*(RY) e considere {¢,},.xy C C°(RY) uma sequéncia de
fungdes com suporte compacto convergindo para u em H*(RY). Seja [a,b] C RTU{0}

um intervalo fechado. Para todo t € [a, b] temos,

1(@n)e = well® = i((@n)e — we) + [[(dn)e — wel 3

= 1i((¢ — w)e) + |l — well

< Cllu— ¢nll?,
onde C' é uma constante positiva. Assim, a sequéncia de fun¢ées continuas t — (¢,,);
converge uniformemente em [a,b] para a fungao ¢t — u;. Portanto, t — u; é continua
em [a,b]. Como [a, b] foi qualquer, entao esta funcao é continua. [ ]

Definindo,
Q: H"RN) — H™(RM)

rad

U — (uh)*
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onde (u™)* é a simetrizagdo de Schwartz de u™ (veja [31] e [41] para mais detalhes
sobre a simetrizacdo de Schwartz), temos por [44], que a condigao (X3) é satisfeita

para Xt = H*(RN) e X = H*"(RN).

rad

Afirmacgao 4.3.0.2 Eziste u € H*(RY) tal que ¢(u) > 0.

Demonstracao. Para cada n € N, seja ¢,, € C5°(B,,1(0)) tal que ¢, = 7 em B;(0)

e |¢n| < 7. Note que

/R G(9)dw = /B RO /B o G(¢)dx

/ G(¢)dz| <
By, 1 (0)\B1(0)

Como

[Byy1 \ Bi(0)] = 0

quando n — oo, entao podemos tomar ng € N suficientemente grande, tal que

/R Glo)r = /B RO /B o Gl6)dx

> G(1)[B:(0)] = <{|8tu<p}G(t)> |[B1i1\ Bi(0)]

> 0,
pois G(7) > 0. Isto completa a prova da afirmagao 2. [ |

Também é facil ver que:
e ¢(0) =0;

e ¢;(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¢;(u) =0, Vi € {1,2,....,n} ©u=0;.

Afirmacao 4.3.0.3 Ezite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entdo
> Xiti(u) > Aggp(u).
Demonstragao. Para ¢ < %, encontramos C, > 0 tal que

AU (1) — No(u) = Apthy (u) + g / w'de — N [ F(u)dx
RN RN

> Antin() + NG~ ©) [

RN

u?dr — NC’E/ lul?dx

RN
> C|lul[” = Cu[ull,

onde C,C} > 0 sao constantes. Como ¢ > 2, temos o resultado. [
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Afirmacgao 4.3.0.4 Suponha que {u,} ¢ uma sequéncia em H®"(RY), satisfazendo
J(un) = 0 e ¢p(uy,) > 0 para todo n € N. Entao ||u,|| — 0. Além disso, se {J(u,)}

é limitada, entao {u,}

neN

neN também € limitada.

Demonstragao. Seja u, com ¢(u) > 0. Pelas condigdes de crescimento em f, encon-

tramos Ci > 0 tal que

1
/ F(u)dx < —/ u2dx+C'1/ lu
RN 4 [Jpn 4 JRrN

Se ¢(u) > 0, temos

1 1
—/ uidr < <b(u)—|——/ u?dzx
2 RN 2 RN
:/ F(u)dx
RN

]. *
< —/ udr + C’l/ |u|*mdz.
4 g~ 4 JrN

Pela desigualdade critica de Sobolev (veja teorema 6.5 em [24]),

Zom dz.

1 * *
5 [ e < CLCm(u e < CyCLI ),
RN 4 4
para alguma constante C; > 0. Portanto,
[Jull* < J(u) + 2C,C LT ()]

Por esta tultima desigualdade é facil concluir a prova da afirmagao 4.3.0.4. ]

Afirmagao 4.3.0.5 Se {u,}, .y converge fracamente para u em H"(RY), entdo

rad
lim sup ¢(un) < é(w).

n—oo

Demonstragao. Note que a condicao de crescimento de f na origem e no infinito

garantem que para cada € > 0 existe C, > 0 tal que

€
F(s) < —¢? P
(s) < 6L8 + C¢s|

onde ||u,||* < L para todo n € N. Logo, para r > 0
€
|F(uy,)|de < = + C. [un [Pdz.

Bg 6 Be
Sabemos que H>™(RYN) esta imerso compactamente em L*(R”Y) para a € (2,2%). As-
sim, {u, }nen converge para u em LP(RY). Podemos selecionar r e ng suficientemente
grandes tais que
€

\F(up)lde < e | |Flu)|de <
Be 3 Jpe 3
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para n > ng. Como H*"(RY) est4 imerso compactamente em L%(B,), para a € [2,2,)

e f possui crescimento subcritico, entao

|F(uy,) — F(u)|dz — 0.

B,

Logo, para n suficientemente grande, temos

/RN |F(u,) — F(u)|dz < e.

Portanto
/ F(uyp)dr — F(u)dx.
RN RN

Esta dltima convergéncia, implica que

lim inf 1/ uidm—/ F(up)dz ) > liminf 1/ u?dx —/ F(u)dz
2 RN RN 2 RN RN
1
> —/ u2da:—/ F(u)dx = —¢(u),
2 RN RN

ou seja, liminf(—¢(u,)) > —¢(u). Isto prova a desigualdade desejada. n

Afirmacao 4.3.0.6 Se {up}peN converge fracamente para u em H*(RY), entao

Yi(w) < liminf ), (uy,).

p—0o0

Demonstragio. Note que, u — t;(u)2 define uma norma em H*(RY) e que

1
(H*(RM),|| - ||) esta imerso continuamente em (H*"(RY),2). Logo,

1
{u,} converge fracamente para u em (H*"(R"Y),4?).

(2

Com isso
< (lim infn_m(Qﬂi(un))%)2
= liminf,,_ ¥(uy,).

|
Portanto, todas as hipdteses do Corolario 4.2.6 estao satisfeitas e o Teorema 4.3.1

segue como consequéncia do Corolario 4.2.6. [
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4.4 Aplicacoes - Soma de s Laplaciano para 0 < s < 1

com o Laplaciano

Nesta aplicagao, consideraremos f : R — R uma fun¢ao continua satisfazendo:

(i) limgyo @ =0;
(ii) limsup,_,, “sf‘fﬂ < 00, para algum ¢ € (1,2* — 1) onde
yo_ 2N
CN-2
(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) = [ g(s)ds > 0, onde
9(s) = 1(5) — 5. (4.10)

Vamos supor também que f(s) =0, para s < 0. Defina

- /0 (e

Teorema 4.4.1 Sejam 0 < s <1 en > 2. Defina I : HY(RY) — R por

I(u) = J(u) — /RN G(u)dx,

1 2 1 (u(z) — u(y))?
= — d — dxdy.
J(u) 2/RNW“| ”2/RN/RN L dady

Entao, existe ug € P, nao nulo, tal que

onde

I/(UQ) = 0.

Além disso,

I(up) = inf I(u),

ueP

onde

p— {u € H'(RY)\ {0} (NQ‘ 2) /RN e+

L L = |N+2)ddy
-~ [ Gt}
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Demonstracao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

i =3 [ IVuPds,

()2
dxd
// rx— rM Y

*(t, u) := uy, onde

E facil ver que
o 1,19, ¢ € CH(H'(RY),R).
e Para todo t > 0, u € H'(RY),
Sur) = tNp(u) , i (u) = V1 (u) e Po(uy) = V"> (u).
Portanto as hipoteses, (i), (i), (i7i) e (iv) de (X7) estao verificadas. Também temos:
Afirmacgiao 4.4.0.1 Para cada v € H'(RY) a aplicagio, t — u; é continua.

Demonstracao. A demonstracao da afirmacao 4.4.0.1 é andloga a demonstracao da

afirmacao 4.3.0.1, por isso omitiremos. [
Definindo
Q: H'(RY) — H), (RY)
u — (uh)*,

onde (ut)* & a simetrizacao de Schwartz de u™, temos pelo Corolario 3.3 de [37], que a

condigo (X5) é satisfeita para X = H ,(RV) e X+ = HL(RV) = {u € H'(RV);u(z) > 0}.

rad

Afirmacao 4.4.0.2 Eziste u € H'(RY) tal que ¢(u) > 0

Demonstragao. A demonstragao da afirmacao 4.4.0.2 é analoga a demonstracao da
afirmacao 4.3.0.2. ]

Também é facil ver que:

e ¢;(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¢;(u) =0, Vi € {1,2,...,n} < u=0;.
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Afirmacgao 4.4.0.3 Ezxite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entdo,
> i) > Ag(u).

Demonstracao. Analoga a demonstracao da afirmacao 4.3.0.3. [

Afirmacgao 4.4.0.4 Suponha que {u, }nen € uma sequéncia em HY(RY), satisfazendo
J(un) — 0 e ¢(uy,) > 0 para todo n € N. Entao, ||u,|| — 0. Além disso, se {J(up)}nen

entdo {up}nen € limitada.

Demonstracao. Analoga a demonstragao da afirmacao 4.3.0.4. ]

Afirmacao 4.4.0.5 Se {u,}, .y converge fracamente para uw em H} ,(RY), entdo

lim sup 6(u,) < B(u).

n—oo
Demonstracao. Basta usar o Teorema I1.1 de [42] e proceder como na demonstragao

da afirmacao 4.3.0.5. ]

Afirmacao 4.4.0.6 Se {u,} . converge fracamente para u em HY(RY), entdo

Yi(u) < liminf ¢;(u,).

p—00

Demonstragao. Analoga a demonstragao da afirmacao 4.3.0.6. ]

A seguir, provaremos que

5;2;3[2(1@ = inf I(w).

weP+

Observe que por definicao de I, é facil ver que
I(u) > I(u"), Yue H'(RY),

onde u™ = max{u,0}. Para cada u € P, sabemos que ut # 0, entdo existe t* > 0 tal

que (u™)+ € P. Logo,

inf T(w) < T((ut)e) < I((u)p) < r?;aoxfl(ut) =I(u), YueP,

weP+

mostrando que

. < i
w1€n77f+ I(w) < 110161% I(w)

Como P* C P, temos a igualdade.
Portanto, todas as hipoteses do Corolério 4.2.6 estao satisfeitas e consequente-

mente o Teorema 4.4.1 segue do Corolério 4.2.6. [
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4.5 Aplicacoes - Soma de p-Laplacianos para p > 1.

Considere nimeros naturais 1 < p; < ps < ... < p- O espaco

W= (W' (RY),
i=1

munido com a norma

n .
ul| = Vup’dx—l—/ upidx)pl,
=3 (] [

=1

é um espaco de Banach reflexivo. Seja f : R — R uma funcao continua satisfazendo:

(i) limg g ];Efl) = 0;

(ii) limsup,_ . . “f‘ff)l < 00, para algum q € (p,,, p;) onde
P = Np .
1 N _ pl )
iii) Existe 7 > 0 tal que G(7 s)ds > 0, onde
0

— Z|s|p"_23. (4.11)
i=1

Vamos supor também que f(s) =0, para s <0 e f(s) > 0 para s > 0. Defina,

- /O T F(t)dt

onde

Entao, existe ug € P tal que

Além disso,
I(ug) = ir%DfI(u),
onde P

P = {u e W\ {0}; Z (V= pl) /N |\VulPide = N G(u)dw} : (4.12)

RN
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Demonstracao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

1
Yi(u) = —/ |Vu|Pidx
Di JrN
e
x(t,u) =y,
onde

u(z) == u <§> set#0 e up(x):=0.
E facil ver que
o Y1, ¥n, .y, ¢ € CHH™(RY),R);

e Paratodot >0, ue H(RY)eie{1,2,..m}
d(ug) = t"d(u) e Y;(uy) = t" Py (u).

Portanto as hipoteses, (i), (i), (i77) e (iv) de (X;) estao verificadas. Vamos provar a

seguinte afirmacao:

Afirmacgao 4.5.0.1 Para cada uw € W a aplicagao, t — uy é continua.

Demonstragao. Suponha que u = ¢ € C*(RY). Seja {tp},cn uma sequéncia conver-

gindo para t. Note que, {¢;, }nen converge para ¢; q.t.p. € {V¢,, }nen converge q.t.p.
para V¢,. Como {t, }ren € limitada, entdo podemos supor que ¢, < € para algum € > 0.
Logo, se supp(¢) C B,(0), entdo supp(¢:,) C Bre(0). Pelo teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue
RN

Note que, Vo, = %(ng)tn. Logo, se supp(V¢) C B,(0) entao supp(Vey,) C B (0).

Novamente pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

/ |V, — Vo |Pdx — 0.
RN

Portanto, a funcio t — ¢; é continua. Agora, basta usar a densidade de C§°(RY) em

W e proceder como na afirmacao 4.3.0.1, para concluir que a funcao

t— uy
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é continua. u

Definindo
Q W — Wrad
u — (uh),
onde (u™)* é a simetrizacao de Schwartz de u™ e W,,q = {u € Wiu(x) = u(y) se |z| = |y|}.

Temos pelo Corolario 3.3 de [37], que a condicdo (X5) é satisfeita para X = W,qq €
Xt =W, ={ueW;u>0}

Afirmacgao 4.5.0.2 Eziste w € W tal que ¢(u) >0

Demonstracao. Basta repetir a demonstragao da afirmacao 4.3.0.2. [

Também é facil ver que:

e ¢;(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¥;(u) =0, Vi € {1,2,....n} < u=0.
Afirmacao 4.5.0.3 Ezite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entao
Z Aihi(u) > Apd(u),
i=1
onde \; = N — p;.

Demonstragao. Para ¢ < p%’ encontramos C, > 0 tal que

Z Aithi(u) —

m

— |ulPide — N F(u)dz
i—1 Pi JRN RN

2o
% e

> — |ulPidx
=2 pi
1
+N(— — e)/ |u|P*dx — NC’g/ |u|?dz
RN RN

D1
m
> CZ | [Piry, — Cullu]|% 1,

> Cllulffpr = Cullullfy,

onde C,C > 0 sao constantes. Como ¢ > p;, entao podemos selecionar r suficiente-

mente pequeno, tal que se u € W\ {0} e ||u|[prm < ||u]] <7, entdo
CllullFro, = Cullul G0, > 0.
Isto completa a prova desta afirmacao. [
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Afirmagao 4.5.0.4 Suponha que {u,} € uma sequéncia em W, satisfazendo J(u,) —
0 e ¢(u,) > 0 para todo n € N. Entio ||lu,|| — 0. Além disso, se {J(un)},cn €

limitada, entao {u,}, oy € limitada.

Demonstracao. Seja u, com ¢(u) > 0. Pelas condi¢es de crescimento em f, encon-

tramos C'_1 > 0 tal que

2p;

1 . — 1
F dr < — pP1d C Pmdr <
[ Fds <o [ prdarey [l x_;m/w\u

pidx—l—C’l/ |u[Pm d.
P1 JrN 4 RN

Usando que ¢(u) > 0, temos

m m

Zi./R P da g¢<u>+21/ﬂw .

i=1 Pi JRN im1 i

:/ F(u)dx

RN

<zm: 1/ lu
T = 2pi Jrw

Sabemos que existe C; > 0 tal que, se u € WHPn(RY), entao

full s < O ( / |Vu|pmdx) "
]RN

pz‘dx

Pldr + C1 / |u|Pm da
RN

Portanto,
=1 :fn Ph
> / [uPide < CLC\ [ ()] < CLCI[T(u)]om
= Api Jmy ! !
Com esta ultima desigualdade, concluimos a demonstragao desta afirmagcao. ]

Afirmacgao 4.5.0.5 Se {u,} fracamente para w em W,q, entao

lim sup 6(,) < B(u).

n—oo

Demonstragao. Note que, a condicao de crescimento de f na origem e no infinito

garante que para cada € > 0 existe C, > 0 tal que

€

F(S)SES_L

sP1 + OE|S|q,
onde |[un|[};1,, < L para todo n € N. Logo, para 7 > 0

| F(uy,)|dz < % +Ce [ |uy|lde.

Be Be
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Observe que W,4q esta imerso continuamente em W1Pi(RY). Pelo Teorema I1.1 de [42],
0 espago W44 estd imerso compactamente em L2(RY) para a € (p,,,p}). Isto implica
que {u, } converge para u em L4(RY). Podemos selecionar r e n suficientemente grandes

tais que

/ Fluldr < £ ¢ / F(u)ldr < £,

para n > ng. Como W esta imerso compactamente em L%(B,), para a € [p1,p,) e f

possui crescimento subcritico, entao
/ F(up) — F(u)|dz — 0.
B,
Logo, para m suficientemente grande, temos
/ () — F(u)|dz < c.
RN

Portanto
/ F(u,)dr — F(u)dx.
RN RN

Esta dltima convergéncia, implica que

lim inf ( / |, |p’d:17—/ (un)dx)
1=1 pi

1
> lim inf —/ w, [Pidx —/ F(u)dz
(sz’ RN| ) RN ( )
1
Z—/ pidx—/ F(u)dx
— P RN

- _¢(u)a

ou seja, liminf(—¢(u,)) > —¢(u). Isto prova a desigualdade desejada. n

Afirmacao 4.5.0.6 Se {up}peN converge fracamente para u em X, entdo

Yi(u) < liminf ) (uy,).

p—00

Demonstracao. Analoga a demonstracao da afirmacao 4.3.0.6. ]

Seguindo de maneira analoga ao que fizemos na secao anterior, temos

irgf(u) = inf I(u).

ueP+
Portanto, todas as hipoteses do Corolério 4.2.6 estao satisfeitas e consequentemente o

Teorema 4.5.1 segue como do Corolario 4.2.6. [
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4.6 Aplicacoes - O caso Anisotrépico

Nesta aplicacao, vamos considerar ntimeros 1 < p; < ... < py com zl 1 17 > 1
e py < p* = NL Vamos considerar também ¢ : R — R, uma funcao continua,
i=1 D;
dada por

g(s) = f(s) = [s|"%s, Vs€eR,

onde f: R — R é uma funcao continua satisfazendo :

(i) lim /(5)

=0 s T

/(5]

so1 < 0o para algum ¢q € (p;,p*) onde

(ii) limsup ~—=

s—+400

*

N
p = N

Ez IE_l
(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7 /g )ds > 0.

(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

Para J = (p1, ..., pn) definimos o espago de Sobolev anisotropico, WL?(]RN),
por

\\urr:—(éN\urpl)”l+z(AN )

Sobre o espaco (Wl’?(RN), || |), ¢ conhecido na literatura que este espago ¢é

reflexivo e que C$°(RY) é denso em Wl’?(RN). Além disso, este espago Wl’?(RN)

munido da norma

0x;

estd continuamente imerso em LY(RY) para todos q € [p;,p*]. Para mais detalhes,

referenciamos Nikolskii [43] e Rakosnik [46, 47].

Teorema 4.6.1 Sejam 1 < p; < ... < py. Defina I : Wl’?(RN) — R por
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onde
Di

ou
8.771'

dz.

i=

Entao, existe ug € P tal que
I/(UQ) = 0.

Além disso,
I(ug) = ir%DfI(u),

onde

P:{ueW? (RY)\ {0} Z i p’)/ ou

8l'i

" dx =N G(u)d:r:} . (4.13)

RN

A prova do lema seguinte segue as mesmas ideias do Lema 2.5 e do Teorema 3.1 de
[37], por isso omitiremos aqui. Trata-se de uma versao da desigualdade de Polya-Szego,
para os espacos anisotropicos.

Lema 4.6.2 Se u € WL7 (RY) ¢ nio negativa, entdo

' ou

(‘3@-
para todo 1 € {1,2,3,..., N}, onde u* € a simetrizacio de Schwartz de u.

ou*
81'1'

)
pi

pi ‘

Note que I pertence a C1(WP (RY),R). Defina ¢, ® : Wh7 (RV) — R por

1 ou
Yiu) = E/RN

afL‘i
B(u) = / Gu)dz — / Fydz — ~ [ juprde
RN RN P1 JrN

pi

dx, para 1€ {1,2,...,n}

e considere
X = Wl’?(RN), Xt ={ue Wl’ﬁ(RN) cu(z) >0 qt.p. em RN}

)2:{uEVVlﬁ(RN)ﬂXJr 0 <wu(z) <uly) se 0<l|yl <|z|}.

rad

Procedendo como em [10, Radial Lemma A.IV | é possivel provar que se {uy },,cx

¢ uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X em X, entdo {un}tren
converge para u em LI(RY) para todo ¢ € (py,p*).

Como na secao anterior, definiremos *(¢,u) := u; : RY — R por

u(%), para t #0,

0, para t=0.

w () =
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Por um célculo simples,
i) = NP (u) e B(wy) = tNO(u), VE>0 e Yue WP (RY).
A aplicaciio t — u, é continua em ¢ € [0, +00) para todo u € Wh7 (RV) e

ute)z' VieER e ueX.

No que segue, definiremos Q : W7 (RY) — X por

Usando o Lema 4.6.2 e as propriedades das fun¢oes radialmente simétricas, temos

Vi(Q(u)) < thy(u) e P(u) < P(Qu)), Yue XT.

As seguintes afirmacoes seguem de maneira analoga as afirmacdes provadas nas secoes

anteriores.
e (1) Existe u € W57 (RY) tal que ®(u) > 0.
e (2) Yi(u)=0, Vie{l,2,..,n} < u=0.

e (3) Existe r > 0 tal que
N

y e [

=1

pi

9,
“ de — N®(u) >0 para 0< |ul| <7

&’Bi

(4) Usando o Lema 1 de [38] encontramos uma constante Cy > 0 tal que

*

N

/RN |ulPrde < Cy <Z (wl(u))pl> Yu € Wl’?(RN) com ®(u) >0.

i=1

Desta ultima desigualdade segue (f5).

(5) Se {up}pen C X converge fracamente para u € X em X, pelo que foi discutido
acima, temos que para todo g € (po,p*) a sequéncia {uy},.y converge para u em

LY(RYN). Isto implica que

lim sup @ (ug,) < P(u).

k—+o0
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Observe que se {uy}, .y C X € fracamente convergente para u em Wl’?(]RN), entao

lim inf s (uy) > 5 (u),

k—400

pois cada 1; ¢ uma funcao convexa em WL?(RN).
Seguindo de maneira analoga ao que fizemos na secao 4.4, temos
ir%)f I(u) = inf I(u).

ueP+t

O Teorema 4.6.1 segue como consequéncia do Corolario 4.2.6.

4.7 Aplicacoes - Caso em que o Funcional é Local-

mente Lipschitz.

Nesta se¢ao, vamos considerar N > 3 e f uma fun¢ao com uma quantidade finita

de pontos de descontinuidade, satisfazendo:

o f1)lim ¥ =o;

o fo) |f(s)] < Als|+ B|s|?, Vs eR,ealgum g€ (1,2* —1).

e f5) Existe 7 > 0 tal que G(7) = /Tg(z)dz > 0, onde

0
g(s) = f(s) — .

o fi) f(s)>0paras>0e f(s) =0 para s <0.

Nosso objetivo, é obter solucao para a equacao
—Au(r) € 0G(u(r)), q.t.p. em RY, (4.14)
onde N > 3 e 0G(s) gradiente generalizado de G em s € R, que é dado por
9G(s) = [g(s),9(s)]

onde

g(s) = ligless inf{g(t);|s —t| <r} and g(s)= lifgless sup{g(t);|s —t| <r}.
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Quando g é uma fungdo continua entao G € C'(R,R) e neste caso
0G(s) ={g(s)}, VseR.

Para mais detalhes sobre o gradiente generalizado e funcionais localmente lipschitz,

indicamos [49] e [18].

q+1

Para este tipo de problema, uma solucdo fraca é uma funcao v € W> ¢ (RN) N

HY(RY) que verifica (4.14), ou equivalentemente, satisfaz o problema abaixo
—Au(z) +u(z) € [f(u(z)), f(u(z))], qtp em RY.
Quando f é continua, a solucao acima verifica
—Au(z) +u(z) = f(u(z)), qt.p. em RY.

Para obter solugio nao trivial para o problema, definiremos I3 : H*(RY) — R

por

1 1
I3(u) = 5 /RN |Vul*dz + 5 /]RN lu|?dw — /IRN F(u)dz.

O funcional I3 é localmente lipschitz. Nosso principal resultado desta secao é o teorema

abaixo.

Teorema 4.7.1 Assuma que (f1)—(f1) sao verdadeiras, entao (4.14) tem uma solu¢ao

nao trivial.
Vamos considerar aqui
X=H®RY), XT={ueHRY):uz)>0 qtp. em RN}
X={ueH, R)NXT:0<ul@) <uly) se 0<lyl <]z},

J(u) = (u) = —/RN |Vu|? dw

com estas notacoes
L(u) = J(u) — ®(u), Vue X =H'"(R").

Por argumentos usuais ® é localmente lipschitz, J € CY(HY(RY),R) e portanto I3 é

localmente lipschitz.
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Definiremos também *(¢,u) := u; : RY — R por

u (f) ,  para t#£0,
0, para t=0.

w(z) =

Por definicao de ¢ e @, temos

Ou) = tNd(u) e Y(uy) = N 2p(u), VE>0 e Yue HY(RY).
Logo (1), (i), (i7i) e (iv) de (X;) estao satisfeitas. De maneira aniloga as se¢oes ante-
riores, temos

Afirmacgao 4.7.0.1 Para cada v € H'(RY), a aplica¢io t — u; é continua.

Definindo
Q: H'RY) — X

u —  (uh)*,
onde (ut)* é o rearranjo simétrico de u™ (simetrizagdo de Schwartz’s), temos que a

condic¢ao (X3) também é verdadeira.

Afirmagao 4.7.0.2 Eziste u € H'(RY) tal que ®(u) >0 e ®(0) = 0.
Demonstracao. A afirmacao segue as mesmas ideias de 4.3.0.2. [
Afirmacgao 4.7.0.3 FExiste r > 0 tal que

(N —=2)¢(u) > NO(u), para 0 <|u|| <7

Demonstracgao. Veja a demonstracao 4.3.0.3 ]

Afirmacao 4.7.0.4 Seja {ug}, oy € uma sequéncia em H'(RY) com ®(ux) > 0 para
todo k € N. Se {J(up)},ey € limitada, entio {uy}, oy também é limitada. Além disso,
se J(ug) — 0, entao ||Jug|| — 0.

Demonstracao. Segue as mesmas ideias de 4.3.0.4. ]
Afirmacao 4.7.0.5 Se {uy}, .y converge fraco para w em H} ,(RY), entao
lim sup ®(ug) < O (u).
k—00
Demonstracao. Veja prova da afirmagao 4.3.0.5. [
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Afirmacgao 4.7.0.6 Se (uy) ¢ fracamente convergente para u em HY(RY), entao

Y(u) < liminf ¥ (ug).

k——+o0
Demonstracao. Veja a afirmagao 4.3.0.6. ]

Afirmacgao 4.7.0.7 O funcional I3 verifica a igualdade abaizo

inf I3(w) = inf I3(w).

weP wePt

Demonstracao. Fizemos uma demonstragao analoga na segao 4.5. ]
Pelo que vimos acima I3 satisfaz todas as condigoes do Teorema 4.2.5. Disto,

segue que existe ug € H'(RY) tal que
0e 8]3(U0) e [3(11,0) = 111;)]3(210 > 0.
we

Como J & C' e ®(u) = ®1(u) — Po(u), com

By () = %/RN luf2dz e @y (u) —/ Fu)da

]RN
temos

J (ug) + D5 (ug) € 0P (uyp).

Pela Proposicao 2.2 de [4], existe p : RY — R verificando

p(x) € [f(uo(2)), fuo(x))], a.e. in RY (4.15)

e ug € uma solucao fraca do problema

—Aug+uy=p, in R

g+l

pt+1 a+1
Por (4.15), p € L, 2 (RY), entdo, por resultados de regularidade temos ug € T/Vlzo 7 (RM)N

C

HY(RY), mostrando que uy é uma solugao nao trivial de (4.14).

4.8 Aplicacoes - Caso em que X nao é um Espaco de
Funcoes.
Seja H um espago de Hilbert e {vy,...,v,} um conjunto ortonormal em H. Seja,
E=span {vy,...,v,} e defina
U(u) = ||ul]
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Defina * : [0, +00) x H — H por,

Observe que (X7) é satisfeita
(1) P(x(t,u)) = te(w);
(i) o(t,u) = (u);
(ii) *(0,u) = 0;
(iv) Para cada u fixo, a aplicacdo t — *(t,u) = tu, é continua.

Quanto a hipdtese (X5), defina @ : H — E por

n

Q(u) = Z(%%)Ui.

i=1

e [/ é fracamente fechado;

e Y(Q(u)) < Y(u); (Desigualdade de Bessel);

e Se u € E, entao u; € F para todo t > 0;
Além disso,

e ¢(v1) =1>0;

o Y(u) >0,seu0e1(0)=0;
e Note que, pela desigualdade de Bessel,
U(u) = o(u) = [Jul] — [[ul >
Logo, existe r > 0, suficientemente pequeno, tal que se 0 < ||u|| < r entdo
P(u) > o(u).
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e Se {u,} converge fracamente para u em E, entdo {u,} converge para u na to-
pologia forte (porque E tem dimensdo finita e portanto estas duas topologias
coincidem). Logo,

lim sup ¢(u,) = lim ¢(u,) = ().
e Se {u,} converge fracamente para u, entao

Y(u) = [|u]| < lminf ||u,|| = iminf ¢ (u,).

Pelo Teorema 4.2.5, existe ug # 0 tal que
[/(Uo) = 0;

onde
n

I(u) = |full =) {u,vi)*.

i=1
Além disso,

UOGP,

onde

P

{u € H\ {0} |jul] = ZZW’“@V}'
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Capitulo 5

Uma Desigualdade de Polya-Szego

para Operadores Integro-Diferenciais

Neste capitulo, mostraremos uma versao da desigualdade de Polya-Szego para
operadores integro-diferencias. Park em [44] mostrou que para toda v € H*(RY), nao

negativa, tem-se

y))?
d dy < dzd
/RN /RN \x—y\N“S V= /RN /RN \x—y\N”S Y

onde u* é o rearranjo simétrico de u. Em [44] foi fundamental a relacdo dada na

proposicao 1.3.2, ou seja, a relacao entre o laplaciano fracionario e a transformada de

Fourier. Por isso, no nosso caso, usaremos outro argumento.

5.1 Desigualdade de Polia-Szego6

Definicao 5.1.1 Diremos que uma funcdao mensurdvel ¢ : RN — R se anula no infinito
se para todo t > 0
[{z e RY; ¢(z) > t}| < o0.

Seja u se anulando no infinito. Sabemos que existe u*, mensuravel, satisfazendo (veja

[31] e [41]):
(i) u* é nao negativa,

(ii) u* é radialmente simétrica,



(iii) para toda fung¢ao positiva e monotona, ¢, temos
o(lul)dz = | ¢(u")dr;
RN RN

(iv) (Desigualdade do rearranjo de Riesz) (Teorema 3.7 em [41]) Para todas v,w

funcoes nao negativas, se anulando no infinito

/RN /RN u(x)v(z — y)w(y)dedy < /RN /RN w20 (2 — y)w (y)dady.

Seja v uma funcao que se anula no infinito, a u* cujas propriedades foram men-
cionadas acima, é chamada de rearranjo simétrico de u e é definida da seguinte forma:
se A é um subconjunto mensuravel de RY, definimos o rearranjo simétrico A* de A,
como sendo a bola fechada, centrada na origem que tem mesma medida de A. Mais

precisamente

A= By @

onde w, ¢ o volume da bola unitiria de RY. Definimos o rearranjamento simétrico X’}

de uma funcao caracteristica X, como sendo
X;l = XA*.
Se u é uma funcao nao negativa, entao podemos escrever

u(x) = / 1dt = / X{SEERN;U(I)Zt} ($)dt
0 0

Assim, definimos o rearranjo simétrico u* de u como sendo

(@) = / X e uiorony ()L
0

No que segue, vamos considerar K : RY — R um nicleo de ordem s, continuo
em RV \ {0}.
Para cada 0 < 9 < 1 vamos definir K5 da seguinte maneira.
|z|>?K(x) se |z| <4
K(x) se |z| > 0.

Kg(.ib‘) =

Por (K3) (veja defini¢ao 1.1.1),

) Ksdx < Krdzr < o0
Bs(0) RN
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o / Ks(x)dr < oo, pois K é continua em RN \ {0};
B1(0)\B5(0)

° / Ks(x)dx < Kvydx < oo,
RN\ B, (0) RN
onde y(z) = min {1, [z[*}. Logo,
Ks € L*(R™).
Proposicao 5.1.2 Seja u uma funcdo nao negativa se anulando no infinito. Entdo
/ / x)Ks(x — y)dzdy —/ / ) K (x — y)dzdy
RN JRN RN JRN
para todo 0 < 6 < 1.
Demonstracao. De fato, usando o teorema de Fubini, temos

/ / z)Ks(x — y)dzdy / / x)Ks(x — y)dydx
RN JRN RN JRN

/RN ) RNK s5(2)dzdx (5.1)

— ( K5(z)dz> (/ u2(a:)dac> .
RN RN
Analogamente,

/RN /RN v) K5 (r —y)drdy = ( » Kg(z)dz) (/RN(U*)de> . (62
Mas por (i),
/RN(U*)% = /RN u?dx (5.3)

K;(z)dz = Ks(z)dz

RN RN
Combinando esta ultima igualdade com as equacoes (5.1), (5.2) e (5.3), concluimos o

resultado. m

Corolario 5.1.3 Seja u uma funcao nao negativa e se anulando no infinito. Entao

/]RN /RN y)s(z = y)dedy = /RN /RNW)Q(?J)KHI — y)dzdy,

para todo 0 < § < 1.

Demonstracao. A demonstracao é analoga ao teorema anterior. ]
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Proposigao 5.1.4 Seja u € X (RY) uma fungdo nao negativa. Entao,

/RN/RN (W)*Ki(x—y dxdy</RN/RN )2K(x — y)dady

Demonstragao. Note que, como Ks € L'(RY) e u € L*(RY) entdo pela equagao (5.1)

/ / z)Ks(z — y)dedy < oo. (5.4)
RN JRN
Analogamente,
/ / y) Ks(z — y)dzdy < oo. (5.5)
RN JRN
Assim, (5.4) e (5.5), K; < K e u € Xx(RY) implicam que
/ / y) Ks(x — y)dxdy < oo. (5.6)
RN JRN
Pelas equagoes (5.4), (5.5) e (5.6) temos,
| () = )P st =)oy

/ / x)Ks(x — y)dzdy
R RN (5.7)
—2/ / y)Ks(x — y)dzdy
RN JRN
/ / y) Ks(x — y)dxdy < oo.
RN JRN

Pela desigualdade do rearranjo de Riesz temos

/ / y)Ks(x —y dxdy</ / (Y)K;(z — y)dxdy. (5.8)
RN JRN RN JRN

Pela inequagao (5.8), equagao (5.7), Proposi¢ao 5.1.2 e Corolario 5.1.3 temos,
/ —u(y))*Ks(z — y)dwdy

/ / ) K (x — y)dzdy
RY JRY (5.9)
/ / y) K (z — y)dxdy
RN JRN
—2/ / (y) K5 (z — y)dzdy.
RN JRN

Agora, usando a desigualdade de Holder, Proposicao 5.1.2, Corolério 5.1.3, inequagao
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(5.4) e inequagao (5.5),

/RN /RN (y) K5 (v — y)dady

o Jon O (=) U*(y)KE(:c— y)dady

(/RN/RN P)Ki(x —y dxdy) (/RN/RN DK (@ — )d:cdy)é
- (/RN /RN @K dwdy) ( /R i /R i —y)dasdy>é
< o0

Pela inequagao (5.4) e Proposi¢ao 5.1.2, segue que

/N/N z)Kj(x — y)dzdy < oo,
RN JR

e por (5.5) e Corolario 5.1.3, obtemos

/N/N y) K5 (x —y)dxdy < oo.
RN JR

Portanto, essas trés ultimas desigualdades combinadas com a inequacgao (5.9) implicam

/RN /RN (W)’ K5 (x—y dxdy</RN /RN )2 Ks(z — y)dady

Isto conclui a prova da proposicao. [
A seguir, mostraremos outra versao da desigualdade de Polya-Szegd. Primeiro,

faremos duas observacoes:

Observacao 5.1.5 Se f < g sao fungoes nao negativas, se anulando no infinito, entao

f* < g*. De fato, para cada x, temos por definicao

f*({ﬂ) = /(; X?xGRN,f(I)Zt}(x)dt

Note que {x e RYN; f(x) > t} - {x e RN g(x) > t} e portanto esta inclusao implica

que {x e RY; f(x) > t} C {x e RY;g(z) > t} Logo, X{2eRN:f(a )Zt}(x) < X?IERN;g(a:)Zt}<x>

para todo t > 0. Isto nos da a deszgualdade desejada.

Observacao 5.1.6 Se [ ¢ radialmente simétrica, decrescente e se anula no infinito,
entao f* = f. Basta observar que o0s conjuntos da forma {f >t} sao bolas fechadas e

centradas na origem ou sao conjuntos vazios, e portanto

{f>2t}y ={f>1}.
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Observacao 5.1.7 A funcao
t— By

€ injetiva, onde

By = {z e RV; K(z) >t}

e B} ¢ a simetrizacao de By. De fato, suponha que s # t. Sem perda de generalidade,

vamos supor que s < t. Observe que
B; C Bs.

Vamos mostrar que existe um conjunto W C B, \ By, com medida ndo nula. Como
vK € LYRY) entao existe xg € RN \ {0} tal que K(x¢) < s. Além disso, por (K3),
%ii% K(txy) = oo. Pela continuidade de K e teorema do valor intermedidrio, existe
y = toxo tal que

s< K(y) <t

Novamente pela continuidade de K, existe § > 0 tal que para todo x € Bs(y) temos

s< K(z) <t
Assim,
Bs(y) C Bs
e
Bs(y) N By = 0,
implicando que
| Be| < |Bs|.

Portanto, |Bf| < |B%|, ou seja Bf # BZ.

Observagao 5.1.8 Com a mesma notacdo da observacio anterior. Seja © € RY e
suponha que existam s,t € R tais que x € OB NOB;. Da definicao da simetrizacao
temos

B; = Byx(0) = B;.

Pela observacao anterior, s =t. Portanto, existe um tinico t tal que x € 0B;.
Observacgao 5.1.9 Nesta observagdo vamos mostrar que Ki(x) — K*(z), quando

§ — 0, para todo x # 0. Fize xg € RV \{0}. Para cada 1> 6 > 0 seja Ls : (0,00) — R
dada por

L5(t) = X’EIERN;K(;(CL‘)Et}(xO) = X{zeRN;Ky(x)>t}" (:L‘U)
Defina também
L<t) - X?zeRN;K(x)Zt} (ZEo) - X{xERN;K(m)Zt}*(xO)‘
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Seja t € (0,00) e suponha que x ¢ OBf. Vamos denotar,

As ={z e RY; Ks(z) > t}

B=B={zeRY;K(z) >t}.
Uma aplicacao do teorema da convergéncia dominada de Lebesque, mostra que
|[As| — | B

quando 0 — 0. Sabemos que a simetrizacao B* é uma bola fechada e centrada na

origem e com,

|B"| = |B].

Analogamente, a simetrizacao A5 é uma bola fechada, centrada na origem e com

|[As| = |A5].
Portanto,
|AS| — | B*|. (5.10)
Além disso, temos
AlCA%C“-CA; - C B.
De onde seque que
AlCcATC---CAL---C B (5.11)
2 n

Suponha que xq estd no interior de B*. Mostraremos que existe n € N tal que xy € A% .
Se xg ¢ AL para todo n € N, entdo o raio de cada bola fechada A%, seria menor ou
igual a |xo|, ou seja, A% estaria contido na bola fechada de centro em 0 e raio |zo].

Isto implicaria que

‘A*l
n

< |B2((0)| < BT,

contradizendo (5.10). Assim, existe ng € N tal que xo € A% . Pela equagio (5.11),

0

Z'QEAE

para todo n > ny.

Portanto, para n > ng, temos
XA*L (SL’O> =1= XB*(IO)-

Dessa forma,
lim L. (t) = L(t).

1
n—00 n
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Por outro lado, se o ¢ B*, entdo xq ¢ A para todo n € N. Dai

Xas (zo) = 0= xp+(20),

e portanto
lim L;(t) = L(t).

n—oo n
Da observagao 5.1.7, existe um tnico t tal que xy estd na fronteira de By. Assim,

para quase todo t temos

lim L%( ) = L(t).

n—oo
Além disso, para todo § € (0,1),
K, <K.

Isto implica que

{z e RY; Ks(z) >t} C {z e RY; K(z) > t},
e consequentemente

{z e RN, Ks(z) >t} Cc {z e RV, K(2) >t} .

Assim,
X{zeRN;Ks(z)>t}" (o) < X{zeRN;K (z)>t}* (o),
ou seja,
0 < Ls(t) < L(t).

o0

Por definicao, / L(t)dt = K*(xg) < 00, e pelo Teorema da Convergéncia dominada

0
de Lebesgue, temos
o0

lim [ Ly(t)dt = / L.

6—0 0

Por outro lado, / Ls(t)dt = K;(xo). Portanto, acabamos de provar que para todo
0

x#0
lim K§(z) = K(z).

6—0

Teorema 5.1.10 Seja u € X (RY) uma funcio ndo negativa. Entao,

/RN /R . ()K" (2 — y)dzdy < /R ) /]R (ulw) — u(y))*K (@ ~ y)dady

Demonstracao. Pela proposicao anterior, para cada 0 < § < 1 temos
/ / ()2 K} (z —1y)dxdy </ / u(z) N2 Ks(z—y)dedy (5.12)
RN JRN RN
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Para cada € (0,1) defina hs : RY x RY — R por

hs(z.y) = (u™(x) — ' ()" K5 (z — y).

Note que, se 1 > d; > 09, entao K;, > Ks. Pela Observagao 5.1.5, K5, > Kj e
portanto

hs, > hs, > 0.

Considere a sequéncia (dy, )nen, com d, > d,41 € lim,_, 6, = 0, e observe que a sequéncia
(hs, )Jnen € monotona nao decrescente. Além disso, fixado (z,y) € RY x RN com z # y

temos, pela Observacao 5.1.9,

lim hs, (z,y) = (u*(z) — u*(y))*K*(z — y).

n—oo

Pelo teorema da convergéncia mondtona,

tm [ ) - @)K sty = [ [ @)= @)K - g)dody.

Também temos,

lim/ / ) —u(y))*Ks, (z —y dxdy—/ / (y))*K (x — y)dxdy.
n—0 JpN JRN RN JRN

Estes tltimos dois limites e a desigualdade (5.12), mostram que

/RN /RN (Y))*K*(x — y)dzdy < /RN /RN(U(J;) —u(y))*K (x — y)dzdy.

Corolario 5.1.11 Seja u € Xg(RY). Entdo eriste w nao negativa e radialmente

stmétrica satisfazendo:

e Para toda funcao positiva e mondtona, ¢

[ otz = [ otwyas
o Além disso,

[ - wwpse -y < [ [ ) - ut)? Kt - sy
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Demonstragao. Seja u € Xx(RY). Sabemos que |u| € Xx(RY) e portanto |u| se
anula no infinito. Seja w = |u|* o rearranjo simétrico de |u|. Para toda funcao positiva

e monoétona, ¢
Lol = | o)z

Pelo Teorema 5.1.10, a funcao w também satisfaz

L [ —ww) K ey < [ [ )~ K ey

Mas, para todos x e y
[u(z)] = Ju(y)l] < fu(z) —uly)].

Portanto

[ [ —wes - pasas < [ [ @) - a)KG - sy

Corolario 5.1.12 Suponha que K satisfaca (Ks), (K3), K seja radialmente simétrica

e decrescente. Entdo, para toda u € Xg(RY), eriste w radialmente simétrica, ndo

negativa e tal que para toda funcao positiva e mondtona ¢

Loz = [ ou)dr

Além disso,

/RN / (w(x) = w(y))*K(z — y)dedy < / ) / (u(@) — uly)*K (x = y)dedy.

Demonstracao. Basta combinar o corolario anterior com a Observacao 5.1.6. ]
Corolario 5.1.13 Suponha que K satisfaca (K1), (K3), (K3) e
o (K,) Eziste c; > 0 tal que ¢; > K (z)|z|V 2.

Entdo para toda u € Xg(RY), existe w radialmente simétrica, ndao negativa e tal que

para toda funcao positiva e mondtona ¢

[ otz = [ otwyas
Além disso

[ ) w2 - sty <o [ [ o) - ()G - sy

onde A\ = <L e c € a constante que aparece em (K3).
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Demonstragao. Note que

Pelas Observacoes 5.1.5 e 5.1.6, temos

C C1
|2 < K'(2) < |z N+2s

Com esta ultima relacao e o Corolario 5.1.11, concluimos a prova deste corolario. =

Corolario 5.1.14 Para toda u € Xx(RY), eriste w radialmente simétrica, nao nega-

tiva e tal que para toda func¢ao positiva e mondtona ¢

O(lul)dr = | p(w)d.
RN RN

Além disso

R R N

Demonstragao. Faga K(z) = |z|"™* no Corolario 5.1.12. u
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Apéndice A

Sobre o Conjunto de Nehari

Neste apéndice, mostraremos as afirmacoes contidas na Observacao 2.3.1.

Seja K um nicleo de ordem s, com s > 2 e I : X (R*) — R, dada por:

I(u) = %[u, u] + % /R 2V () + }l R /R Flu)da

onde V', ¢, F' e f sao definidas como no capitulo 2.

Definimos o conjunto de Nehari AV, associado a I, como sendo o conjunto

N ={uecXgR*;u#0eI'(u)(u) =0}

Proposicdo A.1 Para cada u # 0 em Xk (R?), existe um dnico t(u) > 0 tal que
t(uw)u € N. Além disso,
I(t(u)u) = max I (tu).

t>0

Demonstracao. Seja u € H*(R") nao nulo, entdo definindo g(¢) = I(tu) temos

g'(t) = I'(tu)(u) = tlu, ul +t/

R3

V(z)uide +t* | ¢u’dr — / f(tu)udz.
R3 R3

Segue que ¢'(t) = 0 se e somente se,
t
= ([ L% [ g acar).,
13
R3 R3

lul* = [u,u] + /]R3 V(z)utdz.

onde

Note que
9(0) =0



Seja C' > 0 tal que C/
R3
existe uma constante positiva M > 0 tal que F(s) > Cs* — Ms?. Assim, para todo

1 1
It) < (— o~ | u4dx) t4+(M / u%zx+—||u||2) 2
4 R3 R3 R3 2

Podemos concluir que g(t) < 0, para t suficientemente grande. Mostraremos que para

1
utdr > 1 pyudr. Por (A4) e (A6) (veja capitulo 2),
R3

t>0

t suficientemente pequeno, g(t) > 0. Para isto, seja e > 0 tal que — (61 ] < % Pelo
min( 5,a
Corolario 2.2.5 e (A5),

1 1
I(u) :§HUH2+Z—1/RS¢uu2—/R3F(u)dx

1
> §|IUH2 — €||ull3 — Cellull?
€
min (%,a)
1 €
2 min (% oz)

1
> Sllell® - [[ull* = Clful? (A1)

= Cllul[P=2 | Tlul[*.

2

Conseguimos r > 0 tal que se ||u|| < r entao I(u) > 0. Logo
g(t) >0

para t pequeno. Por continuidade de g, existe ty € R tal que g(ty) = maxcr g(t), ou

seja, I(tou) = max;~g I(tu). Segue que
tou c N

Mostraremos agora, a unicidade. Pelo que vimos acima, t, satisfaz
t
ul|* = (/ JC(O—;L)udx — ¢uu2dx) .
R3 to R3
Logo, d(ty) > 0, onde
B f(tu)u

w13

d(t) dr — | ¢uu’d.
R3

Por (A7), a fungdo d também é crescente em ¢ > 0. Suponha que exista outro s > 0
tal que su € N. De I'(su)u = 0, terfamos que d(s) > 0. Veja que nao pode ocorrer
s < tg. De fato, no intervalo [s, +00) a fungao d é positiva e crescente, entao a funcao
e(t) = t2d(t) é crescente em [s,+00). Em particular ||u||? = e(ty) # e(s) e portanto
su ¢ N. Se ocorresse s > tg, entdo por um raciocinio anilogo teriamos que su ¢ N.

Portanto s = tg, ou seja, existe um tnico t(u) > 0 tal que t(u)u € N. u
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Entao

Cy = c:=inf sup I(y(t))
7€ te(0,1]

onde

= {y € ([0, 1], H*(R*)); 7(0) = 0: I(7(1)) < 0)}
Demonstragado. Seja u € N. Pela Proposigao A.1, I(u) = maxy~oI(tu) > 0. Isto
implica que a constante C)ys estd bem definida. Seja Cyy = inf,osup,. I (tu). Note
que

Cny=Cy >c

A primeira igualdade acima é imediata. Provaremos a desigualdade. Para isto, consi-
dere y(t) = tu. Existe M > 0 tal que I(y(M)) < 0. Além disso, o supremo de I(v(t))
¢ atingido em (0, M). Defina 3 : [0,1] — Xx(RY), dada por

o017 (7)-

Observe que § € I'. Logo,

sup I(y(t)) = sup I(y(t)) = sup I(5(t)) > c.
t>0 te[0,M] t€[0,1]

Tomando o infimo em u # 0, obtemos a desigualdade desejada. A seguir, provaremos

que Cy < c. Seja v € I'. Defina o conjunto
A={ue Xg(R):; I'(u)u >0}
Se u € A, entao
AI(u) > 41 (u) — I (u)(u) = ||u||> + /R H(u)dx > 0.

Como I((1)) < 0, entdo, para t suficientemente proximo de 1, temos v(t) ¢ A. Por
outro lado,

I'(u)(u) >0

para ||u|| suficientemente pequena. Como v(0) =0 e I € C'(Xx(R?), temos também
pontos de v([0,1]) em A. Pelo teorema da alfandega, existe pelo menos um ¢ € (0, 1)
tal que () € N. Ou seja,

max [(y(t)) > Cy
t€[0,1]
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Como ~v € T foi qualquer, temos

c > Cy.

De onde segue a igualdade entre as constantes.
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Apéndice B
Resultado Auxiliar

Fixe t € [—nﬁ, nﬁ] e defina

gi(s) = 2(ns — tt]""1)* = O(s — t)(n’s — tt77Y).
ondeneN,>1e

2(6 — 1)?

=2+ =5

1
Nosso objetivo é provar que g:(s) < 0 para todo s com |s| > n?-1. Primeiro

vamos provar alguns resultados sobre a seguinte funcao

q: R — R
t — —dnt? 4+ Cn’t 4+ Ct?-1

Lema B.1 Para todo t € |0, nﬁ] temos
q(t) >0
Demonstracao. Primeiro note que
¢ (t) = —4pnt?1 + Cn? + (26 — 1)C#*F~Y
A segunda derivada de ¢ é dada por

¢"(t) =—4B(8 — 1)nt’~2 +2C(28 — 1)(8 — 1)t*73
=772 (—4B8(B — Dn+2C(28 — 1)(B — 1)t*7)



Defina
_ 45
228 -1)C

m

entao

Afirmagao B.0.0.1 Afirmamos que 0 < m < 1.

De fato,
_ 2B-1)> 42 | 28°-4p+42
C=2+ 26—1 T 2B8-1 + 26—1
_ 282
— 28-1
e portanto
_ 48
m = 3p-1c
— 48
= 1

1

— B
Isto completa a prova da afirmacao.
Afirmacao B.0.0.2 Com a mesma notacao do lema anterior
o ((mn)7 1) =0;

1

e ¢"(t) <0 em [0, (mn)FT]
o '(t) >0 em [(mn)ﬁ,nﬁ]

De fato, note que ¢”(¢) < 0 em [0, mnﬁ] se e somente se

—4B(B —1)n+2C(28 —1)(B— 1t <0

Equivalentemente
+2C(26 —1)(B— DtP < 4B(8 — 1)n
Equivalentemente
Ap
< =

226 —nc "
ou seja

t < (mn)ﬁ

1

Analogamente ¢"(t) > 0 em [(mn)ﬁ,nﬂ} e q”((mn)ﬁ) = 0. Isto conclui a prova

da afirmacao.

Da afirmacao B.0.0.2 temos que (mn)ﬁ é um ponto de minimo de ¢’ em [0, nﬁ]

q’[(mn)ﬁ] = —4Bmn? 4+ Cn? + (28 — 1)C(nm)?

n?(—48m + C + (28 — 1)C(m)?)
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Observe também que

=2+ 2(8-1)> _ 482 + 28%2—-45+2

251 251 26-1
_ 2p?
= 251
e que
_ 45
m = 3@5-1)C
_ 48
T
-1
B
logo
—4fm + O + (26 - 1)Om? = —4+ 25 +2
232
551 2>0

pois, por hipotese S > 1. Portanto
¢ [(mn)7] = n*(~4fm + C + (26 — 1)Cm?) > 0.
Consequentemente temos para todo t € [0, nﬁ} que
¢(t) 2 ¢'[(mn) 7] > 0.

Isto prova o Lema B.1.

No que segue, vamos considerar

p: R — R
t — —dntt|P~L + Cn’t + Ct[t)?-D

e note que, para todo t > 0

e que se t < 0 entao

p(t) = —4nt[t]P~1 4+ Cn?t + Ct|t|>F-D)
= —dnt(—t)P~1 4+ Cn*t + Ct(—t)XF~Y
= 4n(—t)? — Cn?(—t) — C(—t)*!
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Lema B.2 Para cada t € [—n il,n

| [~
[un

AnZnFT > p(t) > —An’ns

_ 4(B-1)?
onde \ = 551

Demonstragao. Pelo Lema B.1, para cada 0 <t < nFT temos

0= p(O) < p(t) < p(nﬁ) — )\n2n%1

1
Como p é impar, se 0 >t > n?#-1 temos

Lema B.3 Fizet € [—nﬁ,nﬁ]. Entao

1

® g(—nFT1) <0

1

e gi(n7T) <0
Demonstracao. Nao é dificil provar que para todos z,y € R
2(|z"" = yly|” ) = Clz — y) (P —yly V) <o

Na verdade, esta ultima desigualdade é equivalente ao Lema 3.1.5. Para x = nFT e
y =t temos
2(z|z|Pt — yly|P1)? — C(z — y)(x|z2B~D — g|y[2FD)
1

= 2(nn T — t|t[f1)2 — C(nﬁ _ t)(n%ﬁ o t]t\w‘l))

_1
= ge(n? 7).
Analogamente, para r = T e y =t temos

2(z|z|?t — yly[f1)? — C(x — y)(x]z[PBF~D — yly[2E-D)
— Q(n(—nﬁ) —t|t]P1)? — C(—nﬁ - t)(nz(—nﬁ) — tt|2e-D)

1

= gi(—n77).
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Teorema B.4 Fizet € [—nﬁ,nﬁ}. FEntao,

gi(s) <0

1
para todo s com |s| > nF-1.

Demonstragao. Note que

gi(s) = 4dn(ns —t|t|"~!) — C(n?s — t|t|*F~V) — O(s — t)n?
= (4 — 20)n%s — 4nt|t|?~1 4 Ct[t|>P=V) 4 Ctn?
= —An%s — 4nt|t|’~L + Ctt|P-D + Ctn?

Se s < —nA-1 entao
gi(s) = —In*s+p(t)
> —\nfs — AnZn A1
= n2(—s —n7T)
> 0.

1
Portanto g;(s) é crescente em (—oo, —n?#-1). Neste caso

1

g(s) < gi(—nFT1) <0

1
Se porém s > nF-1 temos

gi(s) = —An%s+ p(t)
< —\n’s+ AnZnF-1

An2(—s +nF1) < 0

i
)

Portanto g;(s) é decrescente em (n#-1,+00). Neste caso

gi(s) < ge(n71) < 0.

1
Em qualquer caso, temos para todo |s| < n?-T que

g1(s) <0.
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