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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo bibliografico sobre o matemdtico Leonhard Euler.
Deduzimos a constante de Euler através de uma aplicacdo da Matematica Financeira.
Apresentamos alguns conceitos da Andlise Real, Complexa e Geometria Plana, tais como:
Numeros complexos, Sequéncias Numéricas, Séries Infinitas em particular (Taylor e
Maclaurin), congruéncia de Tridngulos. Mostramos a Identidade de Euler e por fim

enunciamos e demonstramos o Teorema de Herdo.

Palavras-chave: Identidade Euler, Andlise Complexa, Teorema de Herao.



ABSTRACT

In this work we carried out a bibliographic study on Leonhard Euler mathematics. We deduce
the Euler constant through an application of Financial Mathematics. It presents several
concepts of Real Analysis, Complex and Plane Geometry, such as: Complex numbers and
Sequences of numbers, Infinite series in particular (Taylor Maclaurin), congruence of

triangles. We will show Euler's Identity and finally we state and prove Herdo's Theorem.

Keywords: Euler's Identity, Complex Analysis, Heron's Theorem.
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INTRODUCAO

Neste trabalho iremos abordar a histéria de Euler, seus passos e trajetdria na terra.
Logo apds iremos mostrar como chegar no nimero de Euler, o famoso simbolo da
exponencial. Depois mostraremos a identidade de Euler, que é um arranjo matemadtico da drea
especifica da andlise complexa, que mostra uma relacdo profunda entre as funcdes

trigonométricas e a func¢do exponencial.

Usaremos a identidade de Euler para provar a férmula de Herdo, uma férmula capaz
de determinar a area de um tridngulo somente através das medidas dos lados. Essa formula

descarta a utilizac@o da altura do tridngulo, o que as outras expressoes matemadticas o fazem.

Nesse contexto, o desenvolvimento de uma revisdao da literatura sobre o tema
proposto, poderia contribuir com a solu¢@o destes problemas, uma vez que as revisdes tém a
funcdo de possibilitar uma andlise sobre um determinado assunto a partir de diferentes
perspectivas, auxiliando em sua compreensdo (ROTHER, 2007). Para isso foram revisados

varios livros e artigos que possibilitaram o desenvolvimento do trabalho.

O objetivo deste estudo € realizar uma revisdo de literatura sobre o tema de anélise
complexa, sequencias e séries, identidade de Euler e além disso provar o teorema de Herdo

usando métodos aprendidos na relagdo de nlimeros complexos com séries numéricas.

Dessa maneira, se fosse realizada uma revisdao da literatura sobre o tema (usando a
identidade de Euler para demonstrar o teorema de Herao), isso contribuiria com a ampliacdao
dos conhecimentos dos leitores sobre essa temadtica especifica, pois as revisoes tem a funcao
de preencher as lacunas existentes na literatura através da combinacao de diferentes pesquisas
bibliograficas (CORDEIRO, 2007).

Para melhor compreensao do trabalho é necessdrio ter dominio basico dos contetidos

de geometria euclidiana plana, andlise complexa e calculo diferencial integral.
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1 IMPORTANCIA DA HISTORIA DA MATEMATICA

A matemdtica é uma ciéncia que tem como finalidade explicar fendmenos naturais, o
desenvolvimento dela implica diretamente no desenvolvimento da humanidade. Ao passar do
tempo, esta ciéncia teve contribui¢des importantes desde os primordios até nossa

contemporaneidade.

De fato, a ciéncia matematica surge da interacdo do ser humano com a natureza, dando
primeiramente a no¢do e compreensao numérica.

[...] a necessidade do homem primitivo de estimar quantidades de alimentos,

pessoas e animais contribuiu para o surgimento do conceito de nimero, este

iniciou com a simples percepcdo de diferencas e semelhancas e evoluiu

através de contagens primitivas com uso de pedras, ossos e dedos das maos.
(OLIVEIRA, 2008, p.3)

Com isso a matemdtica € uma construcdo do conhecimento, todos os métodos e
conceitos da antiguidade estdo ligados diretamente com o conhecimento que adquirimos hoje.
Todos os problemas que foram solucionados por povos antigos serviram como bases para
novas técnicas e novos modelos.

As ideias matematicas perpassam todos os momentos da histéria e todas as
civilizagdes em seus modos de saber e de fazer. Compreender como esses
modos de saber/fazer foram gerados, os fatores que levaram a sua
emergéncia e, principalmente, o modo como foram organizados

intelectualmente por determinada civiliza¢do, pode servir como um método
para ensinar Matemadtica. (LARA, 2013, p.52)

Logo a matemadtica nasceu para auxiliar a vida humana, e as informacdes do passado
foram essenciais para o desenvolvimento dessa disciplina, que cada dia estd sendo alimentado
por novas informagdes, por meio de artigos, livros, palestras e entre outros meios

comunicativos.

Segundo Lara (2013) “compreender como os modos de fazer, originados em
determinada civiliza¢do, foram transmitidos e transformados e se existe hegemonia em
relacdo a permanéncia e legitimacdo de determinados saberes (...)”". De fato, os documentos
registrados através do tempo sdo de grande importancia para novos conhecimentos serem
gerados através da necessidade humana de compreender os problemas que surgiram na época

de cada civilizagao.
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Entdo € necessdrio entender o conceito matemadtico que a histéria mostra, porque todo
conhecimento matemdtico € fruto de vdrias contribui¢des, em cada civiliza¢do teve uma parte

relacionada a historia da matematica.

Logo este processo evolutivo matemdtico nos faz pensar que os avancos das
civilizacOes estiveram diretamente interligados com o aprimoramento da matemdtica como
uma das principais engrenagens de avango social, econdmico e cultural

As tentativas de definir Historia, € o mesmo se da com Matematica ou
qualquer outra 4rea de conhecimento, encontram enormes dificuldades.
Muitas das definicdes podem ser sintetizadas dizendo que Histéria € a
narrativa de fatos, datas e nomes associados a geracdo, a organizacio
intelectual e social e a difusdo do conhecimento — no nosso caso

conhecimento matemdtico — através das vérias culturas ao longo da evolugao
da humanidade. (D’ Ambrosio,2009, pag. 15)

Diante disso, percebe-se que a compressao da historia da matemadtica contribui para o
desenvolvimento de novas perspectivas do saber numérico, sendo imprescindivel mencionar

autores relevantes, tais como: Arquimedes, Newton, Euler, Gauss entre outros.

1.1 HISTORIA DE EULER.

Neste trabalho, iremos destacar um dos autores supracitados: Leonhard Euler. Famoso
por ser o matematico que mais publicou - em vida foram 530 artigos, apds sua morte foram
registrados mais 336, totalizando 866 artigos cientificos. Suas obras sdo de grande valor para

a matematica.

Euler nasceu na Russia, na cidade da Basiléia em 15 de abril de 1707. Filho do Pastor
Paul Euler e Margaret Brucker, teve duas irmas mais novas Anna Maria e Maria Magdalena.
Leonhard faleceu no dia 18 de setembro de 1783, na cidade de Sdao Petersburgo, localizada na

Russia.

Na matemadtica contribuiu diretamente na drea da dlgebra e da geometria. Fez
descobertas e padronizaram escritas, criando notagdes usadas até hoje. Destacou-se também
em areas correlatas do saber matematico, com obras relacionadas a teoria musical, dinAmica

dos fluidos, 6ptica, astronomia e mecanica.

Adiante, dividiremos em tépicos cada momento da vida de Euler: iniciando com sua
jornada enquanto crianga, logo apds iremos descrever resumidamente sua vida adulta e suas

principais obras. E, ao final, o que ocasionou sua morte.
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1.2 O TRAJETO DE LEONHARD EULER

Seu pai ambicionava um futuro semelhante ao seu para Euler, levando-o seu a
universidade para estudar teologia, grego e hebraico. Porém este nunca se dedicou a fundo.
Euler se interessava realmente por matematica. Com o passar dos anos, Johan Bernoulli, da
tradicional familia Bernoulli, comecou a dar aulas na universidade, tendo sido chamado
posteriormente por Leonhard Euler para lhe ensinar matemética. Johann era muito ocupado
para atender ao pedido de seu irmao, mas ajudou-lhe com livros e encontros dominicais.

Em 1726, Euler publicou seu primeiro artigo em um concurso que consistia trazer uma
solugdo para o seguinte questionamento: “qual o local ideal para fixar um mastro em um
barco?’’. Nesse importante concurso, Euler ficou em segundo lugar. O primeiro colocado foi
Pierre Bourger, conhecido por inventar o simbolo de “menor ou igual” e “maior ou igual”. Em
seu segundo artigo, Euler publicou um trabalho relacionado ao som, mais especificamente
sobre sua propagacdo, em uma tentativa de ingresso na universidade da Basiléia, mas nao
obteve sucesso.

No ano de 1724, durante o periodo de modernizagdo da Russia, a Academia de Ci€ncias
de Sdo Petersburgo, por necessidade de novos cientistas, abriu um chamado. Pedro I de
Romonov (1672-1725) levou Nicolaus II, que ja era matematico, Bernouli e Daniel Bernouli,
que jéa era formado em Medicina, para lecionar na instituicdo. Mas em 1926, Euler é levado
para a Rissia por Daniel Bernoulli. Com o posto vago de Daniel Bernouli, Euler iria para a
Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo para ser médico, mas sua tnica formacdo era em
Teologia. Por ter aptidio em Matemadtica e por seu gosto pela drea, primeiramente migrou
para 4rea da Fisica e logo apds comegou a estudar matematica.

Entre 1727 e 1730, Euler foi tenente da Marinha russa. Em 1733, Daniel sai da Russia
para voltar a ser professor na Basiléia, deixando o posto de matematica em aberto na
instituicdo. Em 1734, Euler casou-se com Katharina Gsell (1707 a 1773), com quem teve 13
filhos, mas 5 filhos vieram a ébito.

Nessa época Euler ainda ndo era reconhecido, somente em 1735, ao solucionar o
Problema da Basiléia, no qual muitos matematicos falharam, incluindo a familia Bernouli.

O problema consistia em encontrar uma expressao para a seguinte soma

11 1 1 m?
ittt Ty
A partir dai, Euler ficou conhecido pela comunidade cientifica como o matematico que

tinha solucionado o problema de Sao Petersburgo.
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Figura 1: Universidade de Sao Petersburgo

Fonte: imagens google

Em 1738, Euler comecgou a apresentar problemas de catarata, onde ficou praticamente
cego. Em 1741, Euler foi convidado por Frederic para ser professor na Academia de Berlim,
na Alemanha, onde aceitou o convite. Além de Euler, foram convidados Daniel Bernouli e
Jean Bernouli, que na ocasido, acabaram negando o convite. Porém Leonhard ndo se sentiu
confortdvel em Berlim, ja que segundo Eves(2004), Frederic gostaria de alguém relacionado

com a filosofia e sociologia, ndo se encaixando nas formagdes de Leonhard Euler.

Figura 2: Leonhard Euler

Fonte: Vianna (2021)
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2 COMO CHEGAR AO NUMERO DE EULER

Portanto, idealizar a expressiva relevancia que teve Euler para o desenvolvimento da
ciéncia, mais precisamente da matemdtica. Os trabalhos os quais o matematico em questao
empenhou-se nio se restringem apenas aos citados na descricio de sua trajetdria. Isso
evidencia-se pelo fato de termos hoje acesso a diversas publicagdes elaboradas por Euler, as
quais enunciam e demonstram diversos resultados extremamente importantes para modelagem
e, consequentemente, resolucdes de problemas que necessitam ser solucionados a todo o

momento.

De acordo com Viana (2021), os trabalhos de Euler apresentam diversas contribuicdes
essenciais a varios ramos da matemadtica, os quais vdo da teoria dos numeros até a
probabilidade, na fisica, por exemplo, o estudioso também se dedicou para desenvolver
aproximacodes cientificas relacionadas ndo somente a actstica, como também a Otica, entre

outras coisas presentes em dreas como geofisica, mecanica e logica.

Contudo, no que tange a relacdo de Euler mais especificamente com a matemadtica, é
possivel discorrer com mais profundidade acerca de alguns pontos. Desse modo, vale
informar que no, século XVII, baseado em Precioso e Pedroso (2013) o matematico Jakob
Bernoulli chegou ao certo questionamento, o qual valendo-se da linguagem atual seria
equivalente a: Qual o montante da aplicagdo de R$ 1 a taxa nominal de 100 % ao ano em

prazo qualquer?

Entretanto devemos entender que para calcular esse tipo de problema precisariamos da
formula do montante de uma aplicacdo de capital ao regime de juros compostos, também
conhecida como juros sobre juros, é sempre aplicada ao somatdrio do capital no final de cada

periodo. Dessa forma, a férmula é dada por:
M=C-(1+i)™

Nessa formula devemos conhecer os parametros, onde M € considerado o montante,
que pode ser entendido pelo valor acumulado, a varidvel C € o capital aplicado no inicio ou

valor inicial, o parametro i € a taxa de juros composto € o n € o tempo de aplicacao.

Portanto, para responder tal questionamento, por recorréncia, foi resolvido, na época,
da seguinte maneira, isto €, em um periodo de um ano, trivialmente percebe-se que o

montante evolui de R$1 para R$(1+1=2).
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Porém em um prazo de 2 anos, ji que trata-se de uma taxa nominal, isto &,

proporcional, logo, o dinheiro evoluiria para

100%

1(1 + T)2= 2,25.

Agora usando a férmula taxa nominal iremos supor que, se o prazo fosse 4 anos a taxa

0%

T logo, o montante valeria em reais.

.1
S€ria

100%

1(1 + T)2= 2,4375.

Se o prazo fosse 365 anos, entdo o capital progrediria em reais para,
100%+365 .
1(1 + 55 )7%7 = 2,7146.

Percebeu-se, indutivamente, que o resultado do montante pode ser representado pela

sequéncia abaixo:

1 n
(1+2),
n
Quando n tende para um nimero infinitamente grande, tem-se 2,71828..., ou seja,

lim (1 + %)n =2,71828....

n—-o0

A importancia da resolu¢cdo do problema citado anteriormente é ocasionada ao fato

que pela percepcao pela primeira vez da convergéncia da sequéncia:
n

1
an=(1+;>,

para o numero irracional 2,71828...
Segundo Boyer (2003), Euler, em seus estudos sobre célculo diferencial e integral,
notou que:
1 n
lim (] + —>
n—oo n
¢ um resultado que aparecia recorrente em suas modelagens, assim ele resolveu determinar

uma notacao especial ao resultado, passando convencionar
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n

lim (1 + E) = 271828...=e.

n-—-oo

3 A CONSTRUCAO DA IDENTIDADE DE EULER

Neste capitulo iremos definir o conceito de nimeros complexos, suas principais
propriedades e suas formas algébricas. Além disso, mostraremos os principais resultados das
Séries de Taylor e MacLaurin, para assim chegarmos na famosa identidade de Euler. As

definicdes de nimeros complexos tiveram como base no livro do lezzi (1977).

3.1 CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS.

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Definimos como o produto cartesiano R X R =

R?2 ={(x,y)|]x€ R ey € R}

Isto é, R? é o conjunto dos pares ordenados (x,y) onde temos que x e y sdo nimeros
reais. No corpo dos nimeros complexos consideramos trés importantes defini¢cdes: igualdade,
adicao e multiplicacdo. Para melhor compreensdo das defini¢des iremos considerar dois

elementos, (a,b) e (c,d).

Igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, € somente se, apresentarem primeiros termos

iguais e o segundo termo iguais, temos:
(a,b)=(c,d)e a=ce b=d.

Adic¢ao: é definido como soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiro e segundo termos sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma dos segundos

termos dos pares dados.
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d).

Multiplicacido: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujo
primeiro termo € a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos
termos dos pares dados e cujo segundo termo € a soma dos produtos do primeiro termo de

cada par dado pelo segundo termo do outro. Entao:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd ,ad + bc).
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Logo, chama-se conjunto dos nimeros complexos, e sua representacdo ¢ dada pelo
simbolo C, o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais para os quais estdo definidas a

igualdade, a adi¢@o e a multiplicagdo como definimos.
Normalmente representamos cada elemento (x,y) € C com a letra z, dessa forma:
z€C o z=(x,y)sendox,y €R.

A operagdo de adicdo em C tem estrutura de grupo comutativo, valendo as seguintes

propriedades:

Propriedade associativa: (a + b) +c=a+ (b+c),Va,b,c € C.
Propriedade comutativa: a+b=b +a,Va,b € C.

Existéncia do elemento neutro: 3xC|z+x =2z,Vz € C.

Existéncia do elemento simétrico: Vz € C,3z" € C|z+z =x, onde x é o elemento

neutro.

A operacdo de multiplicagdo em C — {(0,0)} tem estrutura de grupo comutativo. Em C

temos as seguintes propriedades:

Propriedade associativa: (a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c € C.
Propriedade comutativa: a-b=b-a,V a,b € C.

Existéncia do elemento neutro: 3y C|z-y=2z,vVz € C.

Existéncia do elemento simétrico: Vz € C—{(0,0)},3z" € C—{(0,0)}|z-z" =y,

onde y é o elemento neutro.

Estas propriedades ndo sdo necessdrias serem demonstradas nesse trabalho, a énfase
neste capitulo € apresentar a defini¢io e as principais propriedades do conjunto dos nimeros
complexos. Andlogo ao que denotamos no conjunto dos nimeros reais, para cada z € Ce n
inteiro, denotamos z™ como o produto z -z - ---+ z com n fatores, caso n > 0, z° = (1,0),
cason = 0e z # (0,0), e z" = (z")/™, onde 7’ é o inverso de z em C — {(0,0)} em relagdo a

multiplicacdo e n < 0.



18

3.2 FORMA ALGEBRICA DO CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Consideremos o subconjunto R’ de C formado pelos pares ordenados cujos segundo

termo € zero:
R’ ={(a,b) e C| b = 0}.

Pertencem, por exemplo, a R’ os pares (0,0), (1,0), (a, 0), (b,0), (a + b,0), (a — b, 0)
e entre outros. Consideremos agora a aplicagdo f, de R em R’, que leva cada x € R ao par

(x,0) e R'.

Figura 3: Relacdo entre conjuntos

Rr

+{a,0)

olb, 0)
®{a+b, 0)
ela-b,0)

f:IR-> R

X (x, 0
Fonte: Tezzi (1977)

Em primeiro lugar, notaremos olhando a figura acima que f € bijetora, ja que:

1. Todo par (x,0) € R" é o correspondente, segundo f, de x € R. Isto mostra que f é
sobrejetora.

2. Dados x,x" € R, com x # x', os seus correspondentes (x,0) € R" e (x’,0) € R’ sdo
distintos, de acordo com a definicdo de igualdade de pares ordenados, mostra que

nossa f € injetora.

Em segundo lugar, notemos que f conserva as operacdes de adi¢do e multiplicacdo,

pois:

1. Asomaa+hbcoma€RebER, estd associada com o par (a + b,0) que é a
soma dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente:
f(a+b)=(a+b,0) =(a,0)+ (b,0)=f(a)+ f(b).
2. Ao produto a-b, com a ER e b € R, estd associado o par (a-b,0) que é o
produto dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondente de a e b, respectivamente:

fa-b)=(-bh,0)=(@-b—0-0,a-0+0-b) =(a,0)-(b,0)=f(a)"f(b).
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Como existe uma aplicagao bijetora f: R — R’ que conserva as operagdes de adi¢ao e
multiplicacdo, dizemos que R e R’ sdo isomorfos e que f é um isomorfismo. Devido ao
isomorfismo, operar com (x,0) em R’ leva a resultados andlogos aos obtidos com x em R;

isto justifica considerarmos a igualdade:
x=(x,0),Vx € R

Essa igualdade é a que vamos utilizar daqui para frente, definimos como forma
algébrica. Pela igualdade acima, temos alguns elementos, em particular 0 = (0,0), 1 =
(1,0) e R = R’. Dessa forma, o conjunto dos nimeros reais (R) pode ser considerado

subconjunto do conjunto dos nimeros complexos (C), temos:
R c C.

3.3 UNIDADE IMAGINARIA

Chamamos de unidade imagindria e indicamos por i o ndmero complexo (0,1).

Notamos que, pelas propriedades de nimeros complexos, temos:
i?=i-i=(01-01)=0-0-1-1,0:14+1-0)=(-1,0) = —1.
Chegamos na propriedade basica da unidade imagindria que:
i?=-1.
Aplicando a propriedade associativa da multiplicacio, temos também:
3=i>i=(-1-i= -1
i*=i2-i?=(-1)-(-1) =1
Mais geralmente, para todo n € N, temos:

pan 1’ i4n+1

i n+2 _ —1,i4n+3 - i

=11 i.

A demonstragdo ndo serd necessdria nesse trabalho. Agora, dado um nimero

complexo qualquer z = (x,y), temos:
z=(xy)=(0x0+0y)=x0+-0-0-1,y-14+0:0) =

= (x,0) + (y,0) - (0,1),
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entao,
z=x+y- I

Portanto, todo nimero complexo z = (x, y) pode ser escrito sob a formaz =x + y - i,
chamada de forma algébrica. O nimero real x é chamado parte real de z e o nimero real y é
chamado parte imagindria de z. Facilitam as operacdes em C, trabalhar com a forma
algébrica (x,y) = x + yi na representacdo dos nimeros complexos. Vejamos como ficam as

defini¢des de igualdade, adi¢do e multiplicagdo de complexos, pela a forma algébrica:

Igualdade: a+bi=c+di < a=ceb=d, isto é, dois nimeros complexos sido ditos

iguais se, € somente se, tém partes reais iguais e parte imagindrias iguais.

Adicdo: (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, isto é, a soma de dois ndmeros
complexos é um complexo cuja parte real € a soma das partes reais das parcelas e cuja parte

imagindria € a soma das partes imagindria das parcelas.

Multiplicacao: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, isto é, o produto de dois
nimeros complexos é o resultado do desenvolvimento de (a + bi)(c + di), basta aplicar a

propriedade distributiva e levando em conta que i2 = —1, temos:
(a + bi)(c + di) = a(c + di) + bi(c + di) = ac + adi + bci + bdi? =
= (ac — bd) + (ad + bc)i.

Exemplo 3.3.1: Considerando z; = 2 + 2i, z, = 2 — i e z3 = 4 + 3i. Vamos calcular

z1+ 2z, , 2y Z3:
z1+2, =2+2D+2-D=2+2)+2-1i=4+i
Zy 23 =2 —0)(4+3i))=2(4+3i)—i(4+3i) =8+ 6i —4i — 3i* =
=8+2i—3(-1)=8+2i+3=11+2i.
3.4 FORMA TRIGONOMETRICA

Chama-se norma de um niimero complexo z = x + yi ao nimero real positivo

N(z) = x% + y2.
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Nomeamos modulo ou valor absoluto de um nimero complexo z = x + yi ao ndmero

real positivo

lz| = /N (2) = /x% + y2.
Nesse trabalho iremos considerar |z| com o simbolo p para representar o médulo.

Exemplo 3.4.1:
19z=V5+2i>N@)=(5) +22=9 e p=3.
29z=-2i>N(z)=(0)2+(-2)?* =4 e p=2.

Chama-se argumento de um nimero complexo z = x + yi , ndo nulo, ao angulo 6 tal

que:

X .
cos 6 =-e sin @ =% onde p = |z|,

notemos que,
1°) a condi¢do z # 0 garante p # 0,

2°) existe a0 menos um angulo O satisfazendo a definicao pois:

2 2 2442
cos?0 +sin? 9 = (5) + (Z) =23
p p p

Porém, temos por defini¢io que p = /x2 + y2 , logo p? = x% + y? . Dessa forma:

x2+y2_x2+y2_

= =1
p2 x2 + y2

3°) Fixando o complexo z # 0, estdo fixados cos 8 e sinf , mas o angulo @, pode assumir
infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia médulo 2m). Assim, o complexo z # 0
tem argumento

0= 6,+ 2km,k €,

onde 6, chamado argumento principal de z, tal que cos 6, =§ e sinf, = % e0< 6, <2m.

Frequentemente trabalhamos com 8, chamando simplesmente argumento de z.
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Dado um ndmero complexo z = x + yi, ndo nulo, temos:

+ i (x_l_.Y)
z=x+yi=p(=+i-=).
P p

Portanto,
z = p(cosB +i-sinb).
Chamada forma trigonométrica ou forma polar de z.

3.5 SEQUENCIA

As definicoes e propriedades apresentadas de Sequéncias e Séries foram baseadas no
livio de Lima (2006) e Stewart (2013), com algumas modificacdes, mas sem perder a

esséncia.

Pode-se pensar numa sequéncia como uma lista de nimeros escritos em uma ordem

definida:
aq,02,a3,04,",0y,

O numero a; é chamado primeiro termo, a,€ o segundo termo e, em geral, a,, € o n-
ésimo termo. Trataremos exclusivamente de sequéncias infinitas, de modo que cada termo a,,

terd um sucessor ;4.

Note que, para cada nimero inteiro positivo n existe um ndmero correspondente a a,,
e, dessa forma uma sequéncia pode ser definida como uma fun¢do cujo dominio € o conjunto
dos inteiros positivos. Mas, geralmente, escrevemos a, ao invés da nota¢ao de fungio f(n)

para o valor da fun¢do no nimero n.
A sequéncia {a4, a,, as, --- } pode ser denotada por
oo
{an} ou {an}n=1

as sequéncias podem ser definidas pela a férmula do n-ésimo temo. A seguir iremos

dar alguns exemplos de sequéncia.

Exemplo 3.5.1: Considere a sequéncia {nTH} .
n=1
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2 P n+1 .
Pode-se notar que a férmula do termo geral é da forma a,, = —— ., Ou seja, seus termos

s@o definidos da seguinte forma:

Quando tem-se a férmula do termo geral € fécil denotar a sequéncia, escreve-la na

forma tabular. Mas nem sempre € assim, as vezes € necessario encontrar a férmula do termo

geral a,,.

Exemplo 3.5.2 : Encontre uma férmula para o termo geral a,, da sequéncia

{ 11 1 1 }
2’4" 8’16’ '

Supondo que o padrdo dos primeiros termos continue.
Podemos perceber que:

Uy = —= e q, = —
3T g 47 16

Podemos observar que o numerador dessa sequéncia ndo muda, sempre é definido por
1. Com relacdo aos denominadores, podemos notar que sao poténcias de 2, entdo nossa a,
tem denominador 2". Os sinais dos termos sempre estio se alternando entre negativo e
positivo, dessa forma serd necessario multiplicar por uma poténcia de (—1). Nesse exemplo

precisamos comegar com o termo negativo, entdo usaremos (—1)", dessa forma

s = (-3

Definicio 3.5.3 : A sequéncia {a,} tem limite L e escrevemos:
lim,,,,a, =L oua, = o quandon — co.

Se pudermos tornar os termos a, tdo proximos de L quanto quisermos ao fazer n
suficientemente grande. Se existir, dizemos que a sequéncia converge (ou € convergente).

Caso contrario, dizemos que a sequéncia diverge (ou é divergente).

Defini¢ao 3.5.4: A sequéncia {a,,} tem limite L e escrevemos
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lim, ,,a, =L oua, = o quandon — oo.
Se, para cada € > 0 existir um inteiro correspondente N tal que:
sen> N, entdo |a, —L| <e.

Teorema 3.5.6: Seja {a, } uma sequéncia, f(n) = a, e suponhamos que f (x) exista para

todo numero real x =>0.

e Selim,_q f(x) = L, entdo lim,_, f(n) = L.

e Selim,,_q f(x) = o (ou —), entdo lim,_,, f(n) = oo (ou —0).

A . n 2 A .
Exemplo 3.5.7: Mostre que a sequéncia a, = —, é uma sequéncia convergente:
n+1

~ . . . .. A . . X
Solucio: pelo teorema acima iremos analisar o limite da sequéncia, considerando f(x) = ey
X
i — i * X i 1
im,_ e f(x) =1lim,_ o7 = My g = limy e o

X

Usando uma propriedade de limite no infinito, onde

1
lim—=0
X—o0o X
dessa forma:
li = ! =1
xl—g}ol_l_l_l-l-o_ .
X

. ~ . n
Com isso temos que a sequencia a,, = m, converge para 1.

Propriedades
Se {a,} e {b,} sdo sequéncias convergentes, isto €, os limites existem, entao:

(1) lim,,_,(a, + by) = lim,,_,o ap + lim,,_, by,.
(2) lim,, (¢ a,) = c-lim,_ a,.

(3) lim,,,, c = c.
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4) lim,_,(a, - by) = lim,_4 a, * lim b,,.
n—->oo

. a limp00 a .
(5) lim,,_, (ﬁ) = ﬁ,bn # 0 e lim,,_ b,.
(6) limyy ooty ] = [limy o .

(7) Se a,, < b, entdo lim,,_,,, a,, < lim,_ by,.
(8) (Teorema do confronto) Se a,, < b, < ¢, e lim,_,, a,, = lim,,_ ¢, = L, entdo
lim,_,, b, =L

(9) Se lim,,_,|a,| = 0, entdo lim,,_,,, a,, = 0.
3.6 SUBSEQUENCIAS

Seja {a,} uma sequéncia de ndmeros reais. Diremos que uma sequéncia de nimeros

reais {by } € uma subsequéncia de {a,} se existir subconjunto infinito
N' ={ngl k € N,n, <nyyq} €N,
tal que by = ay,. Denotaremos {b; } = {ank}.
A defini¢do acima € equivalente a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.6.1: Dada uma sequéncia f: N — R, as restricdes de f a subconjuntos infinitos de

N sdao chamadas subsequéncias de f.

Teorema 3.6.2: Se a,, — L (converge para L) , entdo toda subsequéncia {an k} da sequéncia

{a,}, € uma sequéncia convergente, € converge para L (ap, = L).

Uma observagcdo importante que devemos levar em consideracdo, é que, se uma

sequéncia {a,} possui duas subsequéncias {an,} e {anj} que convergem para limites

distintos, entdo temos que sequéncia {a,} diverge.

Definicao 3.6.3: Uma sequéncia {a,} € limitada superiormente quando existir um nimero

real M, tal que:
a, <M,vneN.

Definicao 3.6.4: Uma sequéncia {a,} € limitada inferiormente quando existir um nimero real

m, tal que:

m<a,Vne€N.
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Definicdo 3.6.5: Uma sequéncia {a,} é limitada quando existir limite superior e limite

inferior, isto é, quando existir uma constante positiva c, tal que:
la,| <c,vneN.

Teorema 3.6.6: Toda sequéncia convergente € limitada.

Defini¢ao 3.6.7: Considerando uma sequéncia {a,}, definimos que:

(1) Crescente, se a,, < a,4+1,Yn € N.

(2) Decrescente, se ap4q1 < a,,Vn € N.

3.7 SERIES NUMERICAS

Devemos entender que série é diferente de sequéncia. Nesse caso, série € um
somatorio. Vamos analisar o resultado de somatério de vérios termos. Na sequéncia

analisamos a sucessao dos termos.

Se tentarmos somar os termos de uma sequéncia infinita {a,}, obteremos uma

expressao da forma
a;+a,+as+ -+ a, + -
que € denominada uma série infinita (ou apenas séries) e € denotado por
(o]
Z ap=a;,+a+az+--+a,+-
n=1

Iremos apresentar agora alguns exemplos importantes, bastante utilizados nas

disciplina de Célculo Diferencial e Integral.

Exemplo 3.7.1: Série Harmonica

I
[]s
R

T It
2 3 4 n

S
1]
[

Exemplo 3.7.2: Série Geométrica

Nk

a+aq+ag*+--+aq™ 4 ag"YLa€eR

S
1]
[
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Defini¢ao 3.7.3: Dada uma série ),,—; a,, podemos definir a sequéncia das somas parciais

(Sn) por
51 = a1
52=a1+a2=51+a2

53:a1+a2+a3:.52+a3
Spn=a;+a,+az+-+a, = n_1+an=2ak.

Teorema 3.7.4: Seja a # 0, a série geométrica Yo, aq™ 1. (q é denominada a razdo da série

e a € seu coeficiente).

1) Converge e suasomaé S = ﬁ, se |q] < 1.

2) Diverge se |q| = 1.
Propriedades de Séries
Sejam Y, ;—; @y, € Y1 by, duas séries numéricas e seja @ um nimero real.

1) Se as séries Ypqa, € Yim=q by sdo convergentes, entdo as séries Yo—,(ay, £ by) e

Yin=1 @a, também convergem, e valem as relagdes:

Z(an+bn)=zani an
n=1 n

=1 n=1
(o] (o]
Y aan=a an
n=1 n=1

2) Se Y;-1a, é convergente e Y,n—; b, é divergente, entdo ),,—,(a, + b,) é divergente.

3) Se Y- ay, édivergente e a # 0, entdo a série )5, aa, é divergente.
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Definicao 3.7.5 (Teste da razdo) : Seja Y., a,, uma série com a,, # 0 e consideremos

entao

1) Sel <1, asérie converge para [.
2) Sel> 1oul = oo, a série diverge.

3) Sel =1, nada pode ser definido pelo teste.

Existem diversos outros testes de convergéncia de séries, tais como: teste do termo geral,
teste da comparacdo, teste da integral, teste de Leibniz para séries alternadas, convergéncia
absoluta, teste da raiz. Neste trabalho, ndo se deter a mostrar mais tipos de testes de

convergéncia ou divergéncia, somente o teste da razdo, pois iremos utilizar.

3.8 SERIES DE POTENCIAS

Definicao 3.8.1: Uma série de poténcias é uma soma infinita do tipo:

[ee]

tax—a)+ox—a)y+-+ox—a)"+ - = Z cp(x —a)™,

n=1

onde convencionamos que (x — a)® = 1, mesmo quando x = a. O nimero a é denominado
centro da série e os numeros ¢, sdo os coeficientes. Em particular temos um caso quando

a = 0. Entao,
co
Z CnX™ = co + X + Cx? + o cpx™ + -,
n=0
mais uma vez iremos determinar x° = 1, mesmo que x = 0.

Exemplo 3.8.2:

x"=1+x+x*+ x4
0

n=
Nesse caso, nosso ¢, = 1, que nomeamos na (defini¢io 3.8.1) , e o centro da série é a = 0.

Exemplo 3.8.3:
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2 n

- X X
Z =14 TR TR

n=0

: L. o 1 i
mais uma série de poténcia onde ¢,, = — €0 centro da série € dado por a = 0.

Propriedades 3.8.4:

Seja a série Yp—gCp(x —a)® onde a—r<x<a+rr>0 sendo o raio de

convergéncia. Se

oo

f6) =) enlx—a)"

n=0
entao,

D ') =Y oncy(x —a)” Lnointervaloa —r <x <a+r;

2) [ fDdt = T,

Cn(x_a)n+1

—, o intervaloa—r<x<a+r.

3.9 SERIES DE TAYLOR E DE MACLAURIN

As séries de Taylor e Maclaurin auxiliam bastante no cdlculo diferencial e integral, ja
que podemos escrever algumas funcdes elementares em forma de uma série de poténcia, mas

para isso a nosso fun¢do necessita de derivadas de ordem superior.

Para entendermos melhor as séries de Taylor e Maclaurin, iremos responder as

seguintes duvidas:

1) Se uma fungdo f permite uma representacdo em séries de poténcias

o)

) =) enlx—a)"

n=
Qual é o formato das constantes c,,?
Supondo que nossa f(x) tenha raio de convergénciar > 0, com isso podemos operar

com as propriedades 3.8.4, assim:

o)

f(x) = z cl(x—a)"=cot+ci(x—a)+cz(x—a)’ + -+ (x —a)™ +

n=
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Logo, usando a propriedade 3.8.4, temos:
fl(x) =c; +2¢c,(x —a) +3c;(x —a)? + -+ ncyp(x —a)* 1 + -
f'"(x) =2¢c,+3-2c3(x—a) +4-3c,(x—a)’ + - +nn—Dc,(x —a)" % + -
f"(x)=3-2c3+4-3 - 2c,(x—a)+--+nn—1DMn-2)c,(x —a)* 3+ -

Para acharmos as constantes € necessario:

f(a) = ¢
fll@)=c
f'(a) = 2¢,

@) =32 1c;

f™@=nn-1)-3-2-1c,

Mas, nosso proposito € achar ¢y, ¢4, -++, temos que:

o = f(a)
¢ =f'(a)
_ '@
2=
L@
73.2-1
f™(a)
‘=
chegamos que,
f"(a) f™ (@)

f)=fl@+f(@kx—a)+ (x—a)?+-+

21 o At
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Logo esse desenvolvimento € chamado de desenvolvimento de Taylor da func¢do f no

intervaloa—r<x<a-+r.

o

()
foo =S,

n=0

dessa forma a Série de Taylor € designada

)
Z ! !(a) (x —a)™,
n=0

n

a Série de Maclaurin é um caso particular da Série de Taylor, por esse motivo que vem a

ligacdo entre esses dois pesquisadores. Se o raio de convergéncia a = 0 , temos que:

AR OIS
Z nr
n=0

2) Segunda duvida, é qual condicdo necessdria para que as funcOes possam ser

representadas nas Séries de Taylor?

Definicao 3.9.1: Dada uma fungdo f(x) que possui derivadas de ordem enésima em um
intervalo contendo a, o Polindomio de Taylor de f de grau n em torno de x = a é o polindmio

P, (x) dado por:

f™(@

n!

B(x)=f(a) + f'(a)(x —a) +1¥(x — a)z R

(x —a)™

O Polinomio de Maclaurin é um caso particular do Polinémio de Taylor, fazendo a = 0,

temos que:

" (n)
MO IO

n
21 R

F(x) = f(0) + f'(0)x +

Exemplo 3.9.2: Encontre a série de Maclaurin da funcio f(x) = e*

Solucdo: Uma condicdo necessdria para que uma f (x) tenha uma representacdo na Série de

Taylor e de Maclaurim é que a f ™ (x). No nosso exemplo, temos:

fx)=e*f'(x)=¢e*f"(x) = ex,--~,f(") =e*, .-



32

Dessa forma,

f(0)=1,f(0)=1f"(0)=1-,f™0) =1,

Portanto, nosso polindmio tem a forma,

f™(@

n!

(@

Pn(x)=f(0)+f’(0)X+Tx2+...+ X"

2 x3 X"

X X
Pn(x)=1+ﬁ+§+§+'“+a+"'

Logo,

x? x3 x™

X
X = R I TS
e —1+1!+2!+3!+ +n!+

Teorema 3.9.3: Seja f uma fungdo C* (possui derivadas de todas as ordens) em algum
intervalo que contém a. Dado x qualquer nesse intervalo, existe um nimero Zz tal que

a < z < x, tal que:
f(x) = Bi(x) + Rpy(x),
onde

f(n+1) (2)
(n+1)!

R,(x) = (x —a)™*.

O R, (x) é denominado o resto da férmula de Taylor. Se a = 0 no teorema 3.9.3 , temos

a formula de Maclaurin com Resto.

Teorema 3.9.4: Seja f uma fun¢do C* em algum intervalo que contém a e seja R, (x) o resto

de Taylor de f em a. Se
lim R,(x) =0,
n—-oo
para todo x no intervalo, entdo f(x) é representada pela série de Taylor para todo f em a.

Exemplo 3.9.5: Encontre a série de Maclaurin de sin(x) e demonstre que ela representa

sin(x) para todo x € R.

Solucao: O que precisamos fazer € usar o Teorema 3.9.3, e logo apds, iremos usar o

Teorema 3.9.4. Com efeito:
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f(x) =sin(x), f'(x) = cos(x), f""(x) = —sin(x), """ (x) = — cos(x),
fV(x) = sin(x), -

€ por sua vez,

f(0) =0,f(0)=1,f"(0)=0,f"(0) =—1,f(0) = 0,

Chegamos que P, (x) é da forma

" (n)
P,(x) = (0) + f'(0)x +f2(|0) 24 f ()x "+ R, (x),
entao,
. x3 xS x7 x2n+1
Sll’l(X) =X —3— + E— ? + -+ (—1)nm+ Rn(X').

Como a fung@o f(x) = sin(x) tem derivadas periddicas, dado n € N, temos

101 = IsinC)l ou ™1 ()] = [cos(x)].

Aplicando o Teorema 3.9.3, existe um nimero z tal que a < z < x, tal que:

(n+1)
Rn(X) — f—(Z) n+1_

(n+1)!
Mas,
f*"*1(2)| < 1,vz€eR.
Com isso,
f(n+1)(z) |x|n+1
0 <|R,(x)| = mx”“ < it DI
Portanto, usando a Definicao 3.7.5, temos que
2
Mm, aZ: = m % :nliﬂ’o|(n+z)| = Ix-0=0,
(n+1)!

portanto pelo teste da razdo mostramos que lim,,_,,, R(x) = 0, assim
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0 2n+1
sin(x) = z (_1)71 m

Exemplo 3.9.6: Obtenha a série de Maclaurin para cos(x).

Solucio: Para resolver esse problema iremos derivar o sin(x), assim achamos o cos(x).Entdo

pelo Exemplo 3.9.5, temos:

2n+1

. c n x
Sll’l(X) = ;(—1) m

derivando ambos os lados, e usando a Propriedades 3.8.4 no lado direito da igualdade,

chegamos que,

© 2n

X
cos(x) = ;(—1)”(211 +1) m

mas, (2n + 1)! = (2n + 1)(2n)!, entdo

2n

- X
COS(X) = ;(—1) (27’1, + 1)m

logo,

x2n

cos(x) = Z(—l)” ol
n=0
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4 IDENTIDADE DE EULER

Ao longo do trabalho mostramos varias propriedades importantes para chegar a identidade
de Euler. Usando o Exemplo 3.9.2 , temos que:

XZ x3 xn

X
x_ — — — e — e
e —1+1!+2!+3!+ +n!+

Agora fazendo uma substitui¢cdo x = if, onde i0 € C, Assim

o . 10 @02 @8 0"
e TR TR i TR

Usando a propriedade de poténcia, temos que:

o . . 1207 %03 i*e* i°0° i°0°
e =1+i0+—r+ ottt

Entdo, temos pelas propriedades de nimeros complexos que.

l'4-n — 1’ i4-n+1 an+2 _ _1‘L-4n+3 —

=11 -1,

assim,

o _ ... 07 8% 68* 6> 6°
e TR TR TR TS

dessa forma, iremos organizar os termos, os que t€m a unidade imaginéria de um lado e os

que nao tem a unidade imagindria do outro lado, entao

2 4 6 : 3 7 5 ; 7
S (L I (RCSC O

3! 5! 7!
eie _ i(_l)n 92n
- (2n)!
n=0

. d N 92n+1
) (@)

Pelo Exemplo 3.9.5 e Exemplo 3.9.6, temos que:

e = cos() + isin(6),
o qual substituindo o valor de # no lugar de x, tem-se que

e'™ = cos(m) + isin(m) = -1 +i-0= -1,



36

ou seja,
e™ + 1 =0.

Para muitos, a igualdade e + / =0 é uma das relagdes mais bonitas da
matemadtica, uma vez que reinem em uma simples igualdade parametros totalmente
independentes entre si, pois i é a unidade imagindria, e € o ndmero irracional ji discorrido
anteriormente € w € o nimero irracional, o qual é obtido pela razdo entre comprimento de

qualquer circunferéncia e o comprimento do seu respectivo diametro (EVES, 2004).

Outrossim, em consonancia com Viana (2021), Euler é considerado o matematico mais
prolifico da histdria, visto que o mesmo publicou centenas de artigos, 0s quais em sua maioria
possuem relevancia para comunidade cientifica até os dias atuais, e essas conclusdes citadas,
ou seja, as que envolvem o numero e sdo as mais famosas, pois sdo resultados que até no

ensino médio podem ser perfeitamente enunciados.
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5 TRIANGULOS

Nessa secc¢do iremos definir algumas propriedades de tridngulos, que serdo
necessarios para demonstrar o teorema de Herdo através da identidade de Euler. Os resultados

a seguir tem como base em Barbosa (1995).

Definicao 5.1: Tridngulo é um poligono formado por trés lados e trés angulos internos. Os

vértices de um tridngulo sdo representados por letras maidsculas e os lados sdo representados
por letras mindsculas. De forma alternativa, considere trés pontos nao alinhados, A, B e C.

Chamamos de tridngulo a unido dos segmentos AB, BC e CA.

Figura 4: triangulo qualquer

Fonte: O autor

Denotaremos por ABC todo tridngulo de vértice 4, B e C.

Definicao 5.2: Seja ABC um tridngulo e seja D um ponto da reta que contem B e C. O
segmento AD chama-se mediana do tridangulo relativamente ao lado BC, se D for o ponto
médio de BC. O segmento AD chama-se bissetriz do angulo A se a semi-reta Spp divide o
angulo CAB em dois angulos iguais, isto é, se CAD = DAB. O segmento AD chama-se

altura do triangulo relativamente ao lado BC, se AD for perpendicular a reta que contém B e

C.
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Figura 5: Mediana, bissetriz e altura.

8.
A B
D
D
&
B
&
B 0 A A

) (id) (i)

Fonte: O autor
Definicao 5.3: No tridngulo temos trés vértices, portanto teremos trés angulos internos. Em
cada um desses angulos internos podemos tracar uma reta, partindo do vértice que secciona o
angulo ao meio, ou seja, podemos tracar uma bissetriz. Ao tracarmos as trés bissetrizes de um

tridngulo, elas vao se intersectar em um unico ponto, sendo este ponto denominado incentro.

Figura 6: Incentro.

A

Fonte: O autor

O incentro determinado na Figura 6 ¢ obtido através do encontro das bissetrizes, esse
ponto [ € equidistante aos lados AB, BC e AC. Dessa forma podemos desenhar um circulo
contido no tridngulo ABC, onde os aos lados AB, BC e AC tangenciam esse circulo e [ é o

centro dessa circunferéncia.
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Figura 7: Circulo circunscrito em um triangulo

B

Fonte: O autor

5.1  CONGRUENCIA

Dado a forma simples que os tridngulos sdo construidos, muito deles podem ser
obtidos a partir de outros tridngulos, redu¢des ou ampliagdes de suas medidas, ou até mesmo
uma simples rotacdo da figura. Congruéncia entre tridngulos ocorre quando as medidas
equivalentes sdo iguais, ou seja, os angulos internos e a medida dos lados, de um ponto pra

outro, S40 0s mesmo.

Definicdo 5.1.1: Diremos que dois segmentos AB,CD sdo congruentes quando AB = CD;

diremos que dois angulos A e B sdo congruentes se eles t€ém a mesma medida.

Definicao 5.1.2: Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Figura 8: triangulos congruentes

Fonte: O autor
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Os triangulos ABC e DEF sdo congruentes. De fato, considere a relacdo biunivoca
Ao F,BoEeC o D.Noteque, AB=EF =z,AC =FD =yeBC =ED = x, e para 0s
ﬁngulosA =F,B=EeC =D.

Pela a rigidez que o tridngulo apresenta, para que dois tridngulos sejam congruentes,

serd necessdrio e suficiente que eles tenham as medidas iguais dos lados.

Teorema 5.1.3: Se dois tridngulos tem trés lados correspondentes congruentes entio os

triangulos sdo congruentes.

O teorema acima € conhecido pelo caso de congruéncia Lado Lado Lado (LLL).

Existem mais critérios de congruéncia, mas nesse trabalho iremos utilizar o (LLL).

6 TEOREMA DE HERAO

Geralmente para calcular a drea de um tridngulo necessitamos de um de seus lados e
da altura correspondente a ele, nessa seccdo iremos abordar um novo método peculiar para
determinar a drea de um tridngulo qualquer utilizando apenas o comprimento dos seus lados,
que serd denominado Teorema de Herdo. Para auxiliar na demonstra¢do do teorema, iremos

utilizar a Identidade de Euler.

a+b+c
2

Teorema 5.1: Considere um tridngulo qualquer de lados a,b e c, denotemos p =

Temos que a area S do triangulo é dada por

S=p(p - - b -o).
Demonstracao:

Consideremos que o tridngulo é formado pelos vértices 4,B e C, onde a é o lado
oposto ao vértice A, b € oposto ao vértice B e ¢ € oposto ao vértice C. Tracemos as bissetrizes
u,v e w dos angulos dos vértices 4, B e C, respectivamente. Sabemos que as bissetrizes se
encontram em um unico ponto, que denominaremos I, chamado de incentro. Note que, o
ponto I € o centro da circunferéncia circunscrita no tridngulo ABC, denotemos por r o raio da
circunferéncia. Nomeando os lados e angulos para a nossa construgdo, ficamos com a

seguinte figura:
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Figura 9: Triangulo ABC com seu incentro

Fonte: O autor

Note que nesse caso temos que a =y +2z, b =x+z e ¢ =y + z. Sendo assim seu
semiperimetro, isto é, a metade do seu perimetro é p = x + y + z. Pelo o caso de congruéncia
de triangulos LLL( Lado, Lado e Lado) vemos que o tridngulo ABC € dividido por 3 pares de
triangulos congruentes, que estao representados pela mesma cor na Figura 9.

Figura 10: Triangulos congruentes

Fonte: O autor

. N - T L
As areas de cada um dos triangulos verdes sao y;, percebe-se que as dreas de cada um

n . , XT ., zZr .
dos tridngulos amarelos equivalem 4 € dos rosas correspondem & PY Desse modo, a area S

do triangulo ABC é igual

s=2-Z+2. 242 L= (y+x+2)
—47 2 2 W TxTAn

como vimos inicialmente, temos p = x + y + z, entdo S = pr.

Aplicando o teorema de Pitagoras aos trés triangulos da Figura 5.3 do triangulo verde,
obtemos

v? =y? +7r?

analogamente, para o tridngulo amarelo temos,
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u? = x% +1r?,
por fim, para o rosa
w?=2z2+7r2

Notemos que u, v e w coincidem exatamente com as normas dos nimeros complexos,

r+ix, r+iy e r+ iz respectivamente. Sejam «,[ e y os angulos centrais da figura
5.2,medidos em radianos, temos que

2a + 20 + 2y = 2m,

logo,

a+p+y=m.
Ademais analisando os tridngulos coloridos, temos

ro X ro y ro z
cosa = " sina = " cosf =;, sinff = o cosy = W,smy = —
deste modo, usando a forma polar de um niimero complexo, temos:

r ox .
r+1x=u(—+L—) =u(cosa +isina) = ue'?,
u u

r .
r+iy=v(;+i%) =v(cosf +isinp) = ve'f,

r z .
r+iz= W(—+ i—) =w(cosy +isiny) = we'.
woow

Calculando o produto desses nimeros complexos, por um lado, temos:
(r+ix)(r +iy)(r + iz) = ue®vefwel = ypwell@+F+v),
porém,a + [ +y =m.
uvwe @+HB+Y) = ypwel®,
pela identidade de Euler, temos que e = —1, entdo

uvwe'™ = —yvw,

por outro lado,

r+ix)r+iy)(r+iz) = (rz —xy + i(xr + ry))(r +iz)

=73 —rxy —zxr — zry + i(zr? — zxy + xr? + yr?)

=r(r?—xy—zx —zy) + i(r’(z + x + y) — zxy)).
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Como o vimos que o produto resultava em um ndmero real —uvw, temos que a parte
imagindria do nimero complexa acima € nula, assim:

r2(z+x+y)—zxy =0,

isolando r

B xXyz

x+y+z

substituindo,p =x+y+z,a=y+2z,b=x+zec = x + z, obtemos:

. j(p — @)@ -h)p - 0)
. .

concluimos que,

S=pr=.pl—a)p->b)p-o).
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CONSIDERACOES FINAIS

Desde o século XVIII, a Andlise Complexa tem se mostrado uma das mais proveitosas
teorias no contexto global da Matematica. Através dela foi possivel compreender melhor as
funcdes definidas por séries de poténcias, entre outros feitos igualmente relevantes, por
exemplo, estabelecer relagdes importantes entre fungdes elementares como, e* = cos x +
isen x. Por meio de um problema de Matemadtica Financeira, foi possivel definir a constante
de Euler "e", essa constante deriva de uma série de outros fendmenos importantes, que sao
encontrados ndo s6 nas financas, mas economia, fisica, engenharia, biologia, astronomia e etc,

e que validam a teoria de que ha certa harmonia entre a matematica e a natureza.

Neste trabalho exploramos um método para demonstrar o Teorema de Herdo através
da Identidade de Euler. Nesse método necessitamos da relagdo direta entre a analise complexa

e a geometria euclidiana plana.

Para proximos trabalhos necessita-se relacionar a andlise complexa com a geometria

plana, para assim conseguir novos métodos de demonstracgoes.

Logo, temos em mente que os objetivos foram concluidos e esperamos que esse

trabalho sirva de referéncia, para novos métodos de demonstracoes.
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